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Resumo

Apresentamos neste trabalho alguns resultados novos para o desenvolvimento da teoria
quantica relativistica no contexto da formulagao algébrica proposta inicialmente por
Schonberg e desenvolvida posteriormente por Bohm, Hiley, Fernandes e Vianna e outros
autores. Primeiramente, explorando a equacao de DKP na visao algébrica de Bohm, Hiley,
Fernandes e Vianna, mostramos sua compatibilidade com a equag¢ao de Klein-Gordon-
Fock e a equagao de Proca; mostramos também que esse formalismo algébrico estende
naturalmente a formulagao de Kruglov para o estudo da equacao de DKP de particulas
nao massivas incluindo o caso de spin zero. Em seguida ampliamos o desenvolvimento da
formulagao de Schonberg para a obtencao da algebra de DKP apresentando um método, via
classes de equivaléncia, para extrair a algebra ParaDKP (PDKP) da algebra de Clifford
simplética do espaco de fase; em consequéncia dessa metodologia obtivemos versoes
simpléticas de equagdes tipo Klein-Gordon-Fock, tipo Dirac e tipo DKP. Desenvolvemos
também uma superalgebra onde bdsons e férmions sao tratados de forma unificada e
mostramos como extrair dessa algebra a superalgebra de Clifford e a superalgebra de DKP.
Com essa formulagao propusemos superequagoes tipo Klein-Gordon-Fock, tipo Dirac e tipo
DKP. Finalmente, mostramos como a teoria quantica de campos pode ser incluida nesse

formalismo usando as estruturas matematicas de distribuicoes e de fibrados algébricos.

Palavras-chaves:Equacao de Dirac. Equacao de Dirac simplética. Superequacgao de Dirac.
Equacio de DKP. Equacdo de DKP simplética. Superequacio de DKP. Algebra de Clifford.
Superalgebra de Clifford. Distribui¢des. Fibrados vetoriais. Fibrados algébricos. Teoria

quantica de campos.



Abstract

We present in this dissertation some new results for the development of the relativistic
quantum theory within the algebraic approach proposed by Schonberg and developed
latter by Bohm, Hiley, Fernandes and Vianna and other authors. Firstly, by exploring the
DKP equation in the Bohm, Hiley, Fernandes and Vianna’s approach we have shown its
equivalence with the Klein-Gordon-Fock equation and the Proca equation; we also have
shown that this algebraic formalism extend naturally the Kruglov approach of the non-
massive DKP equation including the 0-spin case. In the sequence we extend Schénberg’s
formalism to obtain DKP algebra by introducing a method, via equivalence class, to extract
the ParaDKP algebra (PDKP algebra) of the symplectic Clifford algebra of phase space; in
consequence of this methodology we have found symplectic versions of Klein-Gordon-Fock
like, Dirac like and DKP like equations. We also have developed a superalgebra in which
bosons and fermions are handled in a unified way and we have shown how to extract from
this algebra the Clifford superalgebra and the DKP superalgebra. In this approach we
proposed Klein-Gordon-Fock like, Dirac like and DKP like superequations. Finally we
have shown how the quantum field theory could be included in this formalism by using

the mathematical structures of algebraic bundles and distributions.

Keywords: Dirac equation. Symplectic Dirac equation. Dirac superequation. DKP equa-
tion. Symplectic DKP equation. DKP superequation. Clifford algebra. Clifford superalgebra.
Fibre bundles. Algebra bundles. Quantum field theory.
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1 Introducao

Antes de expor os trabalhos desenvolvidos aqui, é conveniente apresentar o ambiente
matematico onde o nosso trabalho esta inserido e que nos inspirou. Esse ambiente foi
produzido por Mério Schonberg [2-9] na década de 1950 quando estava interessado em
desenvolver a algebra geométrica capaz de ser a linguagem de intermediacao entre os
fendmenos microscépicos e a racionalizacao que os fisicos e matematicos tém sobre eles.
Schonberg percebeu que deveria partir de invariantes sob transformagoes fisicas e notou
que a agao natural de formas sobre vetores, i.e. a relagdo (-, -), € um invariante afim, ou seja,
um invariante sob transformacoes do grupo linear. Isto fez com que ele propusesse duas
algebras baseadas na anticomutacgao e comutagao entre vetores e covetores, correspondentes
as estatisticas fermionicas e bosonicas. Os geradores dessas algebras satisfazem as relagoes
de comutacao obedecidas pelos operadores de criagao e aniquilacao associados ao oscilador
harmoénico. Em uma visao geral, essas algebras podem ser vistas como as algebras de
Clifford ortogonal e simplética do espaco de fase, onde as formas bilineares correspondentes
sao formadas a partir dos momenta e das coordenadas. Implicito aqui esta a transicao
dos observaveis posicao e momentum para operadores que nao comutam entre si. Essa
transigao se da através de entes nas algebras de Clifford. A caracteristica mais importante
dessa formulacao é que se pode construir bases canonicas a partir de um idempotente
primitivo da algebra. Desta maneira ¢ possivel dividir a algebra usando ideais minimos a
direita e a esquerda. O ideal minimo a esquerda é isomorfico a algebra simétrica e exterior
covariante, enquanto o ideal a direita ¢ isomorfico as mesmas algebras, porém na versao
contravariante. Observe que os ideais sao estaveis sob a multiplicacdo de qualquer elemento
da algebra e isso faz com que um elemento geral da algebra possa ser entendido como um
operador que atua nos ideais. E nesse cendrio que se pode construir espacos de Hilbert dos
ideais minimos, de forma que seus elementos possam representar particulas fisicas. Além
disto, nessa perspectiva, operadores e estados quanticos pertencem a mesma estrutura

matematica.

Neste contexto, o espaco dos momenta é visto como espago dual ao espago de
configuracoes e o espaco de fase como a soma direta dos espagos de configuracoes e dos
momenta. O idempotente primitivo da algebra, por sua vez, tem um destaque especial;
ele pode ser visto como o estado de vacuo sobre o qual agem os operadores de criacao
e aniquilagao. Na verdade, o idempotente primitivo estd mais para o projetor no vacuo
|0)(0], no formalismo usual da quantica, do que para o estado de vicuo |0) em si, uma
vez que o operador de criagao aplicado a esquerda do idempotente age como operador
de aniquilacdo quando aplicado a direita. Isto é interessante, pois o projetor |n)(n| no

estado |n), na formulagdo usual, é um objeto matemético introduzido ad doc, ja que nao é
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definida a mutiplicacao do ket a esquerda do bra. No entanto, o idempotente primitivo é

um objeto natural das algebras de Schonberg.

Vale a pena destacar que Schonberg notou que a introduc¢do de uma correlagao
simétrica entre o espaco de configuragoes e o espago dos momenta permite que se possa
dividir a algebra associada aos férmions em duas algebras de Clifford ortogonais do espago
de configuragoes [4,5]. Schonberg também percebeu que, a partir dessas dlgebras, poder-
se-ia extrair as representagoes irredutiveis da dlgebra de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP);
¢ interessante observar que durante todo a sua metodologia, nenhum objeto externo a
algebra foi utilizado. Por exemplo, os projetores que extraem a dlgebra DKP da algebra
de Clifford sado construidos a partir dos préprios geradores da algebra de Clifford. Nesse
espirito David Bohm [10] e Basil Hiley [11], com o aparato matemético da algebra de
Clifford na visao de Schénberg, definiram a equacao de Dirac dentro dessa formulagao ao
associar os geradores da algebra com os operadores diferenciais, enquanto o vetor de Dirac
¢é descrito por um elemento do ideal minimo a direita . Os autores perceberam que essa
formulagao era andloga a formula¢ao de Kéhler [12] para a equagao de Dirac em termos
de formas diferenciais. Uma vantagem desse desenvolvimento é que é possivel encontrar a
equagao de Dirac no espago de fase através de uma transformagao de Wigner-Moyal. Anos
mais tarde, Fernandes e Vianna [13-15] se basearam na metodologia de Bohm e Hiley
e propuseram a equagao de DKP ao associar geradores da algebra de DKP na visao de
Schonberg com os operadores diferenciais. Nesse contexto, também foi possivel obter a
equagao de DKP nao relativistica bem como a equacao de DKP no espaco de fase, para os
casos relativistico e nao relativistico. Ainda na mesma linha de raciocinio, A. Roque [16]
propos a algebra e a equacao de Pauli-Fierz-Gupta, no espaco de configuragoes e de fase,
a partir da combinagao das algebras de Clifford e de DKP, também dentro da visao de

Schonberg.

Uma série de trabalhos de Bohm, Hiley e Frescura [11,17-23] durante as décadas de
1970 e 1980 e que tem conexao com a visao algébrica de Schonberg da mecénica quantica
merece algumas palavras. Estes autores estavam interessados em buscar alternativas as
interpretacoes da escola de Copenhagem da mecéanica quéantica e formularam a teoria da
ordem implicita e da ordem explicita [17,18]. Segundo essa interpretacao, o mundo quéntico
¢ intangivel, ocorrendo processos na chamada ordem implicita onde o espaco-tempo nao tem
significado e assim a nao localidade pode ser vista com naturalidade. Os processos seriam
apenas percebidos por nds, observadores, na ordem ezplicita. A impressao que se tem, ao
ler os trabalhos sobre esse tema, é que Bohm et al. basearam-se nos artigos de Schonberg
e buscaram interpretagoes. A linha de argumentacdo de Bohm é no sentido de que ha
fendmenos da fisica nao newtoniana que sugerem nao haver uma distingao entre observador
e observado. Em outras palavras, o instrumento de medida do laboratério também faz
parte do fendmeno a ser observado. Com isto, os autores sao levados a conjecturar que

a mecanica quantica usual nao esta escrita em uma linguagem adequada, pois o fato
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de as medidas serem representadas por elementos da algebra de operadores, que atuam
em estados no espacgo de Hilbert, é interpretado como se observador e observavel nao
fossem da mesma natureza. Nesse contexto, surge que a algebra seria uma linguagem mais
adequada para traduzir a mecanica quantica. De fato, Hiley e Frescura [20] mostraram
que a mecanica quantica usual faz parte de uma algebra. Com esses argumentos Bohm,
Hiley e Frescura [11,17-23] buscam construir uma nova linguagem matematica apropriada
para descrever os fendomenos microscépicos que satisfazem as suas prévias interpretacoes.
Pode-se perceber que essa formulacao é uma releitura das dlgebras de Schonberg. De fato,
Hiley em [24] admite que foram os trabalhos de Schonberg que os inspiraram a explorar a

formulacao algébrica da mecanica quantica.

Em diversos outros trabalhos sobre a teoria quantica, nota-se que os trabalhos de
Schénberg tém ou tiveram um papel central [24-35] na formulagdo de argumentos ou sao
mesmo uma extensao da teoria apresentada como, por exemplo, em [26] onde os autores
observam que a algebra proposta por eles, para descrever particulas que obedecem a
estatistica de Gentile [36-41] baseada em grupos de simetria, é um caso especial da élgebra
de Schonberg. Isso faz de Schénberg um pioneiro na formulacao algébrica da mecanica
quantica e, do ponto de vista matematico, na propria maneira de desenvolver as algebras

de Clifford utlizando entidades contra e covariantes.

Esta tese é o desenvolvimento da mecanica quantica relativistica e teoria quantica
de campos tendo como um dos pontos de partida a formulagao algébrica de Schonberg.
Aqui, suas algebras sao por nos apresentadas em uma formulagao moderna através das
algebras exterior e simétrica, além de as expressarmos numa notac¢ao mais amigavel, com
o uso de conjuntos multi-indices. A esses desenvolvimentos acrescentamos contribuigoes

originais no sentido de estender o formalismo e utilizar as algebras em novos dominios.

Nesse contexto, nosso trabalho compreende um conjunto de quatro objetos de
estudo todos baseados nas algebras de Schonberg e as extensoes dessas algebras por nos
realizadas: ¢) a dlgebra associada a fisica de particulas fermidnicas; ii) a dlgebra associada
a fisica de particulas bosonicas; i) a superalgebra que une o tratamento matemaético para
a fisica de particulas bosonicas e fermionicas e; i) a formulagao dos fundamentos da teoria
quéntica de campos por meio de uma parametrizacao das algebras estudadas em i) e i)

numa variedade.

No que se refere a algebra associada a fisica de particulas ferminonicas, desenvolve-
mos a algebra de Schonberg associada aos férmions através da algebra exterior. Essa visao
¢ baseada no entendimento realizado por Fernandes [1] da édlgebra de Schonberg associada
aos bdsons por meio da algebra simétrica. Nossa principal contribuicao aqui é referente a
algebra e a equacao de DKP. Como dito acima, Schénberg mostrou que sua algebra para
férmions continha, como subalgebras, auto representagoes irredutiveis da algebra de DKP

e, neste contexto, Fernandes e Vianna obtiveram as equacoes de DKP. Essa equagao, como
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se sabe, descreve particulas relativisticas de spin inteiro e foi desenvolvida por Petiau,
Duffin e Kemmer [42-46] entre as décadas de 1920 e 1940, como uma versao da equagao
de tipo Dirac [47,48] para bdésons. Com seu surgimento, uma das questoes é a andlise da
compatibilidade dessa equacao com as equagoes de Klein-Gordon-Fock e Proca, o que
tem sido realizado com a formulacao usual da equacao de DKP. No presente trabalho,
mostramos, de forma inédita, essa compatibilidade usando formalismo baseado na algebra

de Schonberg a partir da definigdo de elementos dentro da prépria algebra.

Outro aspecto que analisamos é a equacao de DKP para particulas de massa nula.
Sabe-se que, nesse caso, nao ¢é suficiente impor que o termo de massa seja igual a zero
na equacao; uma forma de contornar esse problema foi desenvolvida por Kruglov [49]
ao fazer uma modificagao na equacgao de Proca e escrevé-la na forma de uma equacgao
tipo DKP. Nesse processo aparecem entes que projetam o vetor de estado, representado
por uma matriz coluna de dimensao 10, num quadrivetor e em um ente formado pelas
seis componentes distintas, o tensor eletromagnético. N6s mostramos que os projetores
de Kruglov obedecem as mesmas propriedades dos projetores que extraem a algebra de
DKP da algebra de Clifford ortogonal, no formalismo de Schéonberg e demonstram, em
consequéncia, que o procedimento desenvolvido por Kruglov aparece naturalmente no
formalismo baseado nas algebras de Schonberg, com o adicional de comportar diversas
representacoes e nao somente a representacao de spin 1, como é o caso estudado por

Kruglov.

Verificamos ainda que as técnicas que antecedem a transformacao de Wigner-
Moyal da equagao de DKP, desenvolvidas por Fernandes e Vianna [13] na representagao
escalar baseada na visao de Schonberg, sao validas apenas para espacos euclidianos e
pseudoeuclidianos de dimensao par. Nesse contexto, desenvolvemos as relacoes gerais validas
para estes espacos. Além disto, generalizamos o formalismo para diversas representagoes,

o que permite estudar os casos vetoriais e pseudoescalares.

Com relacao a algebra associada a particulas bosonicas, partindo do trabalho de
Fernandes [1] e baseado no método que Schénberg utilizou para extrair a dlgebra de DKP
da algebra de Clifford ortogonal do espago de fase, determinamos uma nova algebra a partir
da algebra de Clifford simplética do espacgo de fase. Na sequéncia, encontramos infinitas
representagoes da chamada algebra para- Duffin- Kemmer-Petiau (PDKP). A dlgebra PDKP
foi proposta por Okubo [50] em uma tentativa de descrever a para-estatistica em termos da
algebra de Lie. Okubo observou que a dlgebra de DKP pode ser representada através da
algebra de Lie so(N + 1), onde N é a dimensao do espago relativo a particulas tipo DKP.
Na realidade, tendo Okubo demonstrado que a superdlgebra ortossimplética osp(N + 1| M)
é de uso numa para-estatistica em que bodsons e férmions ndo comutam entre si e que
osp(N + 1| M) é igual a so(N + 1) para M = 0, deveria existir uma &lgebra complementar

para o caso osp(1|M), sendo esta a PDKP. Nesse caso, M é dimensao do espaco relacionado
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a particulas tipo PDKP. Deve-se destacar que a algebra PDKP foi proposta de forma
ad hoc. Nosso desenvolvimento explica os fundamentos da algebra PDKP no momento
em que conseguimos extrair infinitas representagoes dessa algebra a partir da algebra de
Clifford simplética do espago de fase. Neste cenario, obtivemos de forma original equacoes
analogas as equagoes de Dirac e DKP. A equacgao de Dirac simplética, como chamamos,
nasce da associagao dos geradores da algebra de Clifford simplética do espago de fase (onde
o espaco de configuragoes e o dos momenta estao relacionados por uma forma bilinear
simplética, com os operadores diferenciais.) A estrutura algébrica desta equagdo impoe
que os vetores sejam definidos sobre um espaco nao anticomutativo, caso contrario, esta
equacao nao implicaria na equacao de onda. Da mesma maneira, determinamos o que
chamamos de equacao de DKP simplética associando os geradores da algebra PDKP
com os operadores diferenciais, e, mostramos ser necessario ter vetores definidos sobre
um espaco nao anticomutativo. Mostramos ainda que os operadores de Dirac e DKP
simpléticos estao relacionados por uma projecao. Para finalizar a discussao dessa parte do
trabalho, mostramos que a algebra PDKP pode também ser explicada através da algebra
simétrica. Notamos ainda que a formulagao via algebra de Schénberg oferece vantagens
devido ao fato que se transita de covariante para contravariante por meio de propriedades

que os projetores da algebra tém com os seus geradores.

Com nossa explicagao da algebra PDKP via as algebras de Schonberg, um ponto
a considerar é a possibilidade de multiplicar os elementos da algebra DKP com a alge-
bra PDKP. Como explicado acima, Okubo mostrou que estas duas algebras sao casos
particulares de uma superalgebra e esta pode ser vista como a algebra ortossimplética
osp(N + 1|M). Era assim de se esperar que a dlgebra DKP e PDKP, via a formulagao de
Schonberg, juntas formariam uma superalgebra DKP. N6s mostramos que isto ocorre se
assumirmos que bosons e férmions anticomutam entre si, algo que o proprio Okubo tinha
proposto [50]. Além disto, por nosso desenvolvimento, é necessario incluir de maneira ad
hoc entes capazes de projetar bosons e férmions de uma sé vez, ja que a multiplicacao

entre os projetores das algebras DKP e PDKP se anula.

Outro ponto que discutimos neste contexto algébrico é sobre a possibilidade da
existencia de superalgebra maior, onde bosons e férmions seriam tratados conjuntamente.
De fato, conseguimos obter uma superalgebra de Clifford, similar a superalgebra de Clifford
proposta por [51]. Essa superdlgebra de Clifford é uma estrutura que une as algebras
de Clifford ortogonal e simplética. Neste ambiente, propomos a superequacao de Dirac
sobre uma supervariedade onde parte de suas coordenadas sao riemennianas e parte sao
nao anticomutativas. Mostramos que, a partir dessa superequagao, podem ser escritas
a equacgao de Dirac ortogonal para uma particula de massa m, e a equagao de Dirac
simplética para uma particula de massa m,. Vimos também que a massa da superparticula
¢é dada pela soma de m, com m,. Finalmente, mostramos que a superalgebra DKP é uma

projecao da superalgebra de Clifford e propsemos a superequacao de DKP.
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Na tultima parte do trabalho, apresentamos uma solugao matematica para o pro-
blema da associacao dos parénteses de Poisson com os comutadores na quantizagao de
campos. Aqui a ideia é de parametrizar as algebras de Schonberg em uma variedade, isto
é, para cada ponto de uma variedade, deveria existir uma algebra isomorfica as algebras
associadas aos bosons e férmions. Além disto, é necessario que possamos multiplicar
elementos das algebras em pontos diferentes da variedade. Mostramos que uma linguagem
matematica adequada para implementar essas ideias é a linguagem dos fibrados vetoriais
em conjunto com as distribui¢oes. Partimos da parte holomérfica do espaco de Hilbert das
segoes dos fibrados e construimos F (M )-médulos, onde F(M) é um espago de fungoes
complexas que pode ser expandido por um conjunto completo de fungoes, inserimos entao
formas bilineares no espaco de se¢oes de forma a definir algebras de Clifford ortogonal
e simplética considerando F (M )-moédulos. Dessa forma, nos foi possivel associar estes
elementos aos campos quanticos, que obedecem a relagoes de comutacao e anticomutagao.
Além disto, como a dlgebra de fungoes dos médulos é o espago F (M), surge das aplicacoes
de elementos covariantes nos elementos contravariantes a distribuicao de Dirac. Desta
maneira, no nosso formalismo, a distribuicao de Dirac aparece naturalmente, pois ¢ ela
que permite a multiplicacdo de elementos de fibras em diferentes pontos, ou seja, das
algebras parametrizadas em pontos distintos da variedade. A quantizagao, por sua vez,
que na maneira usual, os campos sao elevados a condi¢ao de operadores e é imposto a eles

relagoes de comutagao e anticomutacao, no nosso desenvolvimento passa a ser a aplicagao
de Clifford.

Esta tese esta estruturada da seguinte maneira: no capitulo 2 exploramos a relagao
da algebra de Clifford ortogonal desenvolvida por Schénberg com a algebra exterior e em
seguida obtivemos a algebra de DKP e a equacao de DKP dentro do formalismo baseado
em Schonberg. Nossa contribuigdo nesse capitulo estd em i) demonstrar a equivaléncia
do formalismo baseado em Schonberg para a equagao de DKP com as equagoes de Klein-
Gordon-Fock e de Proca; e i) desenvolver o método para a obtengdo da equagao de DKP
nao massiva. No capitulo 3 preparamos o ambiente matematico com uma revisao da algebra
de Clifford simplética obtida por Schonberg e sua relacao com a algebra simétrica para servir
como base para o entendimento de nossos resultados no proximo capitulo. No capitulo 4
desenvolvemos um método para extrarir a algebra PDKP da algebra de Clifford simplética
estudada no capitulo 3 e propomos equacoes de Klein-Gordon-Fock, de Dirac e de DKP
simpléticas dentro desse formalismo. Ainda nesse capitulo propomos uma superalgebra
baseada nos formalismos de Schonberg para a obtengao das suas algebras. Mostramos que
as algebras estudadas nos capitulos 2 e 3 sao casos especiais dessa superalgebra. Nesse
contexto, a partir dessa superalgebra, conseguimos extrair as superalgebras de Clifford
e de DKP e propomos as superequagoes de Klein-Gordon-Fock, de Dirac e de DKP. No
capitulo 5 generalizamos as algebras estudadas nos capitulos 2 e 3 para uma variedade

e obtivemos uma &algebra para campos cuja multiplicacao caracteristica coincide com as
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relacoes de comutacao e anticomutacao da segunda quantizagdo. No capitulo 6 sintetizamos
nossos resultados e apresentamos nossas conclusoes e perspectivas. Por fim, no apéndice A
mostramos o calculo de R 1, relativo a expressao (2.287) e no apéndice B fizemos uma

breve revisao sobre fibrados, a estrutura mateméatica usada no capitulo 5.



2 A Mecanica quantica de férmions e a

algebra exterior

2.1 Introducao

Este capitulo introduz alguns aspectos importantes das algebras idealizadas por Mario
Schonberg durante a década de cinquenta do século passado, onde foi mostrado que
é possivel descrever a mecanica quantica através de objetos de uma geometria afim.
Nos seus trabalhos [2,4-9], ele descreve em detalhes as ligagoes entre geometria afim,
geometria projetiva e métrica, com as algebras nao comutativas da mecanica quantica.
Sua formulacao foi fundamentada na associagdo das algebras com grupos de simetria
como a que acontece no caso da algebra de Clifford. Como resultado, ele obteve uma
descri¢ao da teoria quantica onde seus ingredientes basicos admitem representacao em
uma algebra de objetos geométricos. Nesse contexto, operadores (observéveis fisicas) e
operandos (estados) passam a pertencer a uma mesma algebra cujos entes sdo associados
a objetos geométricos. Isso é possivel com a introdu¢do de um idempotente primitivo que
torna capaz a construcao de ideais minimos nessas algebras. Esses ideais minimos, nessa
teoria, sao analogos a espacos de Hilbert da mecanica quantica usual. Estados fisicos, que
sao representados por um vetor no espaco de Hilbert na mecanica quantica usual, tém
como suas representacoes espinores nos ideais das algebras. Por sua vez, os operadores
que representam observaveis fisicas podem ser descritos, nesse formalismo, por elementos
gerais das algebras que atuam nos ideais via a multiplicacao usual da prépria algebra.
Pode-se mostrar também que a introducao de uma métrica permite construir a algebra de
Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) de uma forma natural [4,5], de maneira que uma equa¢ao
de DKP pode ser proposta utilizando os entes das édlgebras [13,15]. A motivagao para
a realizacao do presente capitulo é detalhar os tépicos acima para promover um melhor
entendimento da generalizacao proposta nessa tese, que é a parametrizacao dessas algebras
por uma variedade e a viabilizacdo desse formalismo para a construcao de uma teoria

quantica de campos.

2.2 Fundamentos matematicos

Nesta secao apresentaremos os fundamentos matematicos para o entendimento da
equagao de DKP baseada nos trabalhos de Schénberg [2,4,5]. Esta segao serve também como
um modelo da algebra apresentada no capitulo 3. Inicialmente, serd introduzida a notacao

de multi-indice, que é muito 1util para descrever os objetos das algebras apresentadas.
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A apresentacao do conteido tem como base as referéncias [52-54] para a parte dlgebra
exterior e notacao multi-indice e as referéncias [2,4,5,13-15] para a parte relativa a algebra

Cl, (W, Q) desenvolvida por Schonberg.

2.2.1 Notacado Multi-indice

A notag¢ao multi-indice é uma ferramenta poderosa para lidar com elementos de
algebras graduadas como, por exemplo a algebra tensorial, a algebra de Grassmann e as
algebras de Clifford. Suponha que essas algebras sao construidas a partir de um espago
vetorial de dimensao n. Portanto, um elemento geral de ordem p dessas dlgebras é dado
por objetos do tipo

T, = > Ciy..b0"e0%e.. . 007, (2.1)
i1ymip

onde 0;,, 1 < i, < n, sao os geradores, o simbolo e ¢ a multiplicacao da algebra em
questao e (j, ... ;, ¢ uma constante do corpo da algebra. Algumas consideragoes podem
ser feitas a depender se a algebra é simétrica ou antissimétrica. Por exemplo, se a algebra
for antissimétrica, a multiplicagdo de um gerador 6 por ele mesmo ¢é igual a zero. Isso
significa que, na soma em (2.1), ndo se deve repetir indices. Ja se a dlgebra for simétrica, a
multiplicagao de um gerador por ele mesmo nao é nulo e assim a soma acima pode conter
indices iguais. Além disso, a constante Cj, ... ;, pode ser tomada como simétrica em relacao
aos indices se a algebra for simétrica e antissimétrica, se a algebra for antissimétrica. Essas
consideracoes levam a redefini-la com o acréscimo de fatores multiplicativos devido a
simetria; esses fatores servem para corrigir os termos que se repetem. Agora, com Cj, ... ;,

simétrico ou antissimétrio, o elemento (2.1) pode ser escrito como
T, = > K. 0" e0%e.. 007 (2.2)

i1yemip

onde K, é o fator de simetria e é dado por

1
para tensores antissimétricos e
n |
K, = L= (2.4)
p!

para tensores simétricos, onde 7 é a quantidade de ¢’s iguais a k.

A notacao multi-indice, além de eliminar a necessidade dessas constantes de simetria,
permite escrever os elementos da dlgebra de uma forma compacta, o que torna as operagoes
entre elementos de algebras graduadas mais simples. Essa notacao agrupa todos os indices
em um conjunto que serda denotado por uma letra maitiscula com um subindice que indica

o tamanho do conjunto. Nos casos de (2.1) e (2.2), o conjunto multi-indice é dado por

[p - {il,ig,...,ip}. (25)
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A ordenacgao desse conjunto de indices é importante quando considerada a simetria
da algebra cujos elementos se pretende representar através desta notagao. Por isto, é
conveniente que se distinga dois tipos de conjuntos multi-indice: i) monotonicamente
ascendentes e i) estritamente ascendentes. No primeiro caso, os indices sao postos em
ordem crescente; no entanto se permite que os que haja valores repetidos. Um exemplo de

conjunto multi-indice monotonicamente ascendentes de tamanho p é [54]
']p:{l Sjl?g --wéjf—laéjbéjf—i—laé 7§]p7§n} (26)

J& o conjunto multi-indice estritamente ascendente nao permite que haja indices repetidos.
Um exemplo de conjunto multi-indice estritamente ascendente de tamanho p é o conjunto
[54]

K,={1<ky,<...,<ki1,<ky<kp,<...,<ky,<n} (2.7)

Para representar o tensor 7, de ordem p, na notagao de multi-indice, acrescentam-se as

notacoes
Cr, = Ci,.ip 2.8)
Oy = G e.. . el (2.9)
Desta forma, pode-se reescrever (2.2)
T, = Cpok, (2.10)

onde I, estar como subindice de C' e supraindice de ¢ indica soma entre as possibilidades
do multi-indice I,,. Note que, se T}, for um tensor de uma algebra simétrica entao o conjunto
I,, serd um conjunto multi-indice montonicamente ascendente e, se for um elemento de uma
algebra antissimétrica, devera ser um conjunto multi-indice estritamente ascendente. Dessa
forma, nao se precisa mais corrigir os coeficientes simétricos e antissimétricos Cj, . ;, com o
fator de simetria K. As parcelas repetidas sao evitadas pela condi¢ao dos indices estarem

na soma ordenados como monotonicamente ascendentes ou estritamente ascendentes.

Para um elemento geral da algebra, deve-se somar elementos de todas as ordens.
Entao um elemento geral T' da algebra é a soma de todos elementos gerais de ordem p,

portanto
T = Y C,0k, (2.11)
p=0

em que p = 0 corresponde a parte escalar. Para uma algebra antissimétrica, a soma em p
varia até n pois a multiplicacdo de dois geradores iguais é nula; assim proibe a existéncia
de tensores com ordem maior que n, ja que em um tensor de ordem n + k haveria um

numero de k geradores iguais. Para uma algebra simétrica, o indice p varia até o infinito.
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E conveniente introduzir também o delta de Kronecker para multi-indices [54]:

1, sel,=J
gli= {7 T (2.12)
P 0, sel,#J,,

onde I, e J, sao conjuntos multi-indices de tamanho p e ¢, respectivamente. Outra forma

de visualizar (2.12) é através da relagao

o = 8wl (2.13)

pTu

em que é 0 7, sera igual a unidade se os tamanhos dos conjuntos multi-indice forem iguais

e que todos iy forem iguais a jy; caso contrario, 67" serd igual a zero.

., . . Y
Para uso posterior, é conviniente definirmos a matriz o 7, como

St g
A oo Lol
A I (2.14)
st g
(§]
(5}];) = 5pqdet(§}]§; {5}];1}:: 5querm$}]§; (2.15)

onde det A e PermA sdo, respectivamente, o determinante e o permanente da matriz A *.

O esforco para usarmos a notacao multi-indice nesta tese tras um avanco significativo
nas algebras propostas por Schonberg, no sentido que as torna mais “amigavel” e permite
melhor explora-las do que com a notagao empregada pelo préprio Schonberg e outros
autores em trabalhos subsequentes que usam essas algebras. Nas préximas subsecoes,
apresentaremos estas algebras, que estao relacionadas a mecanica quantica de particulas

fermidnicas e bosonicas.

2.2.2 Aspectos gerais da algebra exterior

Esta segdo pretende apresentar alguns aspectos gerais da algebra exterior que serdo

relevantes para discussoes das proximas secoes.

s

A dlgebra exterior do espago vetorial V' de n dimensdes, denotada por Ext(V), é
constituida pelo par (A(V),A), onde (V) é a soma direta de todos os espagos /\k(V)

formados por todos k-tensores alternados sobre V', isto é, [52-54]

AV) = gnB A.(V), (2.16)

O uso dos parénteses e chaves na notagdo das definigdes (2.15) indica que (5}]:) serd utilizada na

1

multiplicagdo de elementos de uma 4lgebra em que seus elementos sdo caracterizados pela notaciao (-)
Jq PR T . ~ .

e {d I } sera utilizada na multiplicacdo de uma &lgebra em que seus elementos sdo caracterizados pela

notagdo {-}. Essas dlgebras serdo apresentadas no desenvolvimento desta tese.
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eN: /\k X /\z — /\kH é o produto de Wedge, mais conhecido entre os fisicos como

produto exterior, definido por [53]

1
T.NT, = WA(Tk ®Ty), (2.17)

onde T, € /\q(V) sao g-tensores alternados. Para vetores, utilizando a defini¢do acima, o

produto exterior fica

vev —v v (2.18)

N —

vAY =

onde v,V € V.
As propriedades mais importantes do produto exterior sao a anticomutatividade e

a associatividade. Explicitamente, para v, v, v3 € V| tem-se [54]

ViANVy = —Usy N\ Uy, (219)
1 41 A (V2 A I/3) = (l/l A 1/2) A V3, (220)

A relacio (2.19) é a que define a algebra exterior Ext(V'). E conveniente escrevé-la

da forma
VAV +1 Ay = 0 (2.21)

para uma eventual comparacao com a algebra de Clifford ortogonal; a dlgebra de Clifford
ortogonal é a dlgebra exterior quando a forma bilinear ¢ identicamente nula. Alternativa-
mente, dlgebra exterior também pode ser definida como o quociente da algebra tensorial

T(V) pelo ideal I gerado por elementos do tipo v @ V' + V' @ v, isto é, [52]

Ext(V) = T(V)/I. (2.22)

Para tensores de ordem arbitréria, a relagdo de anticomutatividade (2.21) implica

na relagao [52]

T. AT, + ()T, AT, = 0. (2.23)
Um elemento geral da dlgebra exterior, escrito em termos da base {ei,...,e,} de
V', é dado por [52]
T = ) Chep, (2.24)
p=0

onde I, é um conjunto multi-indice estritamente ascendente de tamanho p e C'* sio
constantes antissimétricas nos elementos de I, e e?p =e; A\... ey Para p =0, define-se

e?o = id, onde id é o elemento identidade, e CT° = C' é uma constante.
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2.2.3 Contracoes na algebra exterior

O espaco dual ao espaco vetorial V', denotado por V*2, é formado por todas
aplicagoes lineares V. — K, onde K é o corpo de V. Os seus elementos sao chamados de
covetores. Portanto, os elementos u € V* aplicados aos elementos v € V resultam em
escalares do corpo K. No entanto, algumas vezes se faz necessario que haja uma operacao
que reduza em uma unidade a ordem dos elementos em /\k(V) transformando-os em
elementos de /\k_ .

Ly, de um k-covetor B por um vetor v como [52,54]

(V). Para este propésito, define-se a multiplicagao interior ou contragio

w(B) (v, ...,vx) = Bv,va, ... 1), (2.25)

com v; € V Para k = 1 é definido que ¢,(8) = B(v) e para B igual uma constante
1s(B) = 0. Para 8 escrito em termos de 1-covetores u; € V* a multiplicacao interior é
dada por [52, 54]

k
wlur A Awy) = D (D) u ) (un A AT AL A ), (2.26)
i=1

onde simbolo = acima de w; significa que u; é omitido do produto externo. A equacao

(2.26) quando aplicada & (v, vy, ..., vy), pelas propriedades do produto externo, é igual
a [52,54]
w1 (V) uq(vs) wy(vy)
w(ur Ao Aug) (v, ve, .o vg) = UQ:(V) U2(:V2) ' U2(:Vk) . (2.27)
up(v) ur(ve) ... wp(vg)

A operacao (,, pode ser escrita com a notagao v|. Nesta notagdo, a multiplicagao interior
é chamada de contra¢io a esquerda pelo vetor v. Entdo, a (2.25) é também escrita
como [52,54]

(v|B)(va...,vx) = Bv,va, ..., 1). (2.28)
Anologamente, pode-se definir a contragio da direita pelo vetor v como [52—-54]
Blv)(ve,...,vx) = B(ve,...,vp,v). (2.29)
Para u € V*, define-se [52-54]
ulyv = viu = uv), (2.30)
e a contracao a esquerda de uma constante pelo vetor v

clv = o0 (2.31)

Nesta tese, os espacos duais serao representados por um asterisco como supraindice do simbolo que
representa o espaco do qual ele é dual.

2
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A operagao v|u pode também ser entendida como mostrado acima, ou seja, uma
contracao a esquerda de u pelo vetor v, ou, alternativamente, uma contragdo a direita de
v pelo covetor u. Da mesma forma, a operagao u|v também pode ser entendida como
contragao a esquerda de v pelo covetor w. Estas operagoes aplicadas a um k-vetor, ao invés

de um simples vetor, sao definidas como [52]

(T |u) (wg, ..., upm1) = Tp(ug,...,up—1,u), (2.32)
(w|Tk) (ug, ..., ug) = Tp(u,ug...,uy). (2.33)

As contragdes e o proprio produto exterior sdo importantes para definir os opera-

dores de criagao e aniquilacao na algebra exterior, como sera visto na proxima subsecao.

2.2.4 Operadores de criacdo e de aniquilacdo na algebra exterior

A operacao v AT}, do produto exterior de um vetor v € V' por um k-vetor T}, pode
ser entendida como um operador VA : (V) — /\(V) aplicado a esquerda do multivetor
T},. Da mesma maneira, Tj, Av pode ser entendido como o operador Av : A\ (V) — (V)
aplicado a direita de T},. Estes operadores sao elementos do espago dos endomorfismos
de A(V), denotado por End(/\(V)) e transformam um k-vetor em um (k + 1)-vetor.
Por este motivo, a nomenclatura de operadores de cria¢do lhes cai bem. No entanto, é

apropriado utilizar outra notagao. Para v € V', define-se o operador de criagio [52, 53]
aW)Ty = Vk+1w AT, (2.34)
Semelhantemente, define-se a' como
(T, = VE+ 1Ty Av. (2.35)

Estes operadores sao portanto aplicacoes V. — /\(V) Analogamente, a operacao de
contragao por um covetor u| Ty, pode ser encarada como um operdor u| aplicado a um

k-tensor T}, reduzindo a sua ordem em uma unidade. Define-se [52, 53]

b(u)(T) = \}EUJTk, (2.36)
V(w)(T) = —=Ti|w. (2.37)

vk
Do ponto de vista algébrico, é interessante observar as relagoes de anticomutacao destes

operadores. Estas relagoes para os operadores de criacao sao
[a(v),a(V)], = 0, (2.38)
a'(v),a'@)] = 0
E para os operadores de aniquilacao,
[b(w), b(w)], = 0, (2.40)
bt (w), bT(u’)L = 0. (2.41)
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Ja as relagoes de anticomutacao que envolvem ambos os operadores sao

[a(v),b(u)], = u(v) (2.42)

laf(v), b*<u)]+ = u(v) (2.43)

As relagoes de anticomutacao dos operadores de criagao e aniquilacao da algebra
exterior serao importantes na algebra associada aos férmions, desenvolvida na préxima

subsecao.

2.2.5 Algebra associada aos férmions

Maério Schénberg mostrou que é possivel propor uma algebra geométrica de vetores
contravariantes e covariantes que reproduzem as relagoes de comutagao e anticomutacao
da mecénica quantica [2,4-6]. Sua proposta ¢ baseada na interagao entre vetores contrava-
riantes e covariantes de um espaco afim. Esta interagao vem das relagées de comutacao
e anticomutacao dos vetores e covetores. Tal construcao tem como principio a busca de
relacoes entre os vetores e covetores que sao invariantes por transformacoes de interesse na
fisica. Nesse sentido, Schonberg observou que a aplicacao natural de um covetor a um vetor
é um invariante sob transformagoes afins e propos que as relagoes de (anti) comutagao entre
vetores e covetores se igualassem a aplicagao do covetor ao vetor, enquanto as relagoes
que envolvem somente vetores ou somente covetores se anulassem. Mostra-se [2,4,5] que
para os geradores da algebra, estas relagoes sao justamente as relagoes de comutacao e
anticomutacao dos operadores de criacao e aniquilacao relativos ao oscilador harmonico
quantico. Esta forma intuitiva de se chegar as relagoes algébricas da mecanica quantica
pode ser formalizada como um caso especial da dlgebra de Clifford ortogonal de um espaco
formado pela soma do espaco afim com o seu dual, cuja forma bilinear é composta por
aplicagoes de covetores a vetores. A depender da simetria da forma bilinear, pode-se chegar
a dlgebra de Clifford ortogonal ou a chamada algebra de Clifford simplética [55]. A primeira
¢é a algebra associada as particulas fermionicas e a ultima associada as particulas bosonicas.
As proximas subsegoes sao dedicadas a formalizar a algebra associada aos férmions. A

algebra associada aos bésons sera vista na sec¢ao 3.3.

2.2.6 O espaco W de vetores contravariantes e covariantes

Denota-se por V' um espago vetorial de dimensao igual a n e U = V* o seu dual.
A aplicacao natural de um covetor u € U a um vetor v € V' serd escrita como (u,v) ou

simplesmente u(v), de acordo com a conveniéncia em cada situacao. * Define-se o espaco

3 Nesta tese, os espacos vetoriais serdo denotados por uma letra maitiscula em negrito e seus elementos

serdo representados por letras mintsculas também em negrito. Sempre que houver um asterisco como
supraindice de um espaco vetorial F, indicara o dual deste espaco. Por razoes histéricas, é preferivel
utilizar o simbolo U para representar o espacco dual a V. No entanto, sempre que ocorrer outro
simbolo sendo o asterisco para denotar um espago dual, serd chamada a atencao para o fato.
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W como a soma direta do espago V' com o seu dual, ou seja
W = VaU. (2.44)

Os vetores w € W sdo escritos como w = v @ u ou (v,u), comv € V eu € U. Note
que W é um espacgo vetorial de dimensao 2n. Por este motivo, em algumas situagoes é
conveniente acrescentar a sua dimensao como subindice da notacao, como em W5,. Este
espaco serve como uma representacao do espaco de fase da mecéanica classica, onde V
representa o espaco de configuracao e U o espago dos momenta. Pode-se ainda dotar W

de uma forma bilinear simétrica ou antissimétrica (24 dada por [2,4, 5]

O (w,w') = ; [(u, V) + (v, V)] (2.45)

comw = (v,u) ew' = (¥, u') € W. O sinal positivo ou negativo como subindice de Q4 se
refere ao sinal positivo ou negativo do lado direito de (2.45). Dessa forma, €2, é uma forma
bilinear simétrica e €)_ antissimétrica. Note que a estrutura interna das formas bilineares
(2.45) é formada por objetos (u,v), que sdo quantidades escalares e sdo invariantes sobre
o grupo de transformagoes afim GL(n,K). Isto faz de 1 também um invariante afim.

Voltemos a atencao para a forma bilinear simétrica €2, .

2.2.7 A forma bilinear simétrica e a algebra de Clifford ortogonal de W

E bem conhecido [52] que um espaco vetorial quadrético * (E, g) define uma tnica
algebra de Clifford associada a ele °. Nao é diferente para o caso de (Wa,, €2, ), que define
a algebra de Clifford C?,,(W,€.,). Os passos para se mostrar este fato sdo os seguintes.

Considera-se a imersdao de W na algebra tensorial de T'(W'), dada por

TW) = pw’, (2.46)
=0
onde
W= Wo..0W, (2.47)
N———

1 vezes

em que W corresponde ao corpo K e W' ao préprio W. A algebra de Clifford ortogonal
de W referente a forma bilinear €2 é definida como o quociente de T'(W') pelo ideal Iq,

gerado por elementos do tipo

wRw +w@w-—20 (w,w), (2.48)

Espago vetorial quadratico é um par (E,g) onde E é um espago vetorial e g uma forma bilinear
simétrica.

Nesta tese nos referimos a essa algebra como algebra de Clifford ortogonal sobre E ou algebra de
Clifford ortogonal de E.
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isto é,
Ct,(W,Qy) = T(W)/Iq,. (2.49)

Mostra-se que a multiplicagdo tensorial entre dois elementos w e w' em T(W)/Iq,
¢ equivalente a w A w' + Q, (w,w’), onde A ¢ a multiplicacdo exterior. Isto quer dizer que
o produto no espaco quociente, denotado apenas pela justaposicao de seus elementos, é

dado por

ww = wAw +Q(w,w). (2.50)
Pela anticomutatividade do produto exterior, obtém-se a expressao

ww +ww = 20, (w,w'), (2.51)

que é a expressao que define a algebra de Clifford ortogonal C/, (W), ). Mostra-se
também que algebra de Clifford ortogonal é universal, ou seja, se ¢ é uma aplicagao de
T (W) para outro espaco T(W) /I, , entdo ha apenas uma aplicacao W — T (W) /I, a
menos de isomorfismos, dada por ¢ =co: % onde v : W — T(W) é a injecao de W em

T(W). Isso pode ser visualizada na Figura 1

T(W)/lg, =:Cl,(W, )
Figural - =¢o.
A aplicagao ¢ é chamada de aplicacao de Clifford ortogonal e relaciona elementos

de W com elementos em C?, (W, ). Desta maneira, pode-se ser mais geral ao escolher

w,w’ € W e escrever a forma da expressao (2.51) como:

P(W)p(w) + pW)plw) = 204 (w,w). (2.52)

2.2.8 A decomposicao lagrangiana de W por uma forma bilinear simétrica e

a algebra associada aos férmions

Um subespago lagrangiano E' de E, relativo a forma bilinear T', é um subespaco
de FE tal que

I'(E' E) = 0. (2.53)

6 Usaremos o simbolo o para indicar, de uma forma geral, a composicao de aplicacoes.
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Diz-se que E’ é um subespaco lagrangiano mdximo de E, dim E = 2m, quando dim E’ = m.
Neste contexto, os subespagos V' e U, de dimensao n, sdo subespacos lagrangianos maximos

de Wy, relativo a forma €2, , pois tem-se que
Q.(V,V) = 0, (2.54)
Q U, U) = 0. (2.55)

Isto fica facil de verificar quando se faz a seguinte identificacao dos vetores de W: v = v&®0

e u = 0 @ u, e substitui na expressao de €2, dada por (2.45). Vé-se também que

1
Mais ainda, se forem escolhidas as bases {e1,--- ,e,} e {e',---,e"} para V e U, respec-
tivamente, entao tem-se
. 1 .
Q+(6i, ej) = 555 (257)

E conveniente que se defina a aplicacio [1]

(): W — End (\(W")) (258)
(v®u) = (v)+ (u)

onde
(v) = bv), (u)=a(u) (2.59)

em que End ( /\(W*)) o espago dos endormorfismos da 4lgebra exterior de W* e a e
b sdo os operadores de criacao e aniquilagdo da algebra exterior. Assim, verifica-se que
Cl, (W Q) é isomorfica a algebra de operadores de criagao e aniquilagdo da algebra
exterior de W. Dessa forma, a expressao (2.52) que caracteriza a algebra C¢,,(W,€,)

pode ser substituida pelas expressoes

[(V)v (VI)]+ = 0, (260)
[(’U,), (u/)]+ = 0, (261)
[(V)v (u)]+ = <u7 V>7 (262)

v = Ve (2.63)
u = ue' (2.64)

[(e:), (ej)], = 0, (2.65)
(e),(e)], = o, (2.66)
(en). ()] = dl. (2.67)
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Observe que as relagoes (2.65-2.67) sao andlogas as relagoes de anticomutagao dos operado-
res de criacao e aniquilagao de um sistema particulas fermionicas. Estas equacoes, porém,
nao passaram por qualquer tipo de quantizacao ad hoc e, sim, foram obtidas simplesmente

através da introducao de um produto escalar simétrico no espaco de fase classico.

2.2.8.1 Elemento geral da algebra de Clifford de W

A dlgebra C?,(W,Q,) é gerada por elemenos da forma [2]
(e (e?)*2... (") (e,)™ ... (ex)2(er)" (2.68)

onde s; e r; assumem os valores 0 ou 1. E entendido que o elemento identidade da &lgebra
é o elemento referente a todos s; = r; = 0. Deste modo, um elemento geral de C¢, (W )
é dado por [2,4,5]

n
Kq(_J
r = Y C)'(e r)(exk,), (2.69)
P,q=0
onde J, e K, sao conjuntos de multi-indices estritamente ascendentes de tamanho p e g,

respectivamente.

2.2.9 Os idempotentes e os ideais minimos da algebra de Clifford ortogonal
de W

O estudo dos ideais minimos da algebra C'¢(W, ;) mostra que elementos destes
ideais, chamados de espinores, podem representar particulas de spin 1/2 e que elementos
gerais da algebra podem representar observaveis quanticos que atuam nos espinores. Uma
técnica de construcao de ideais algébricos [35,56-60] utiliza os chamados idempotentes
primitivos. Os idempotentes de uma algebra sao elementos 6 da dlgebra tal que 0 e 0 = 0.
Chama-se idempotentes ortogonais aqueles idempotentes 0; e 0; tal que 0, ® §; = 6;;0;.
Finalmente, os idempotentes primitivos sao aqueles idempotentes que nao podem ser

decompostos em uma soma de idempotentes ortogonais.

2.2.9.1 Elemento geral da algebra de Clifford ortogonal de W escrito em uma nova base

No caso de CU(W ,€),), é conveniente que se utilize de um idempotente primitivo
para introduzir uma base canonica que permita a construcao dos seus ideais minimos.

Neste sentido, vale a pena destacar os elementos do tipo [2,4,5] *

(Vi) = (e')(
(Nz') = (e:)(

Para manter a notacio de Schonberg, a notacio (N;) e (V;) ndo denota a aplicacio () em N; ou Nj,
mas sim os elementos das expressoes (2.70-2.71).

(2.70)

e;),
e'), (2.71)

7
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em que nao ha soma implicita nos indices i. Pelas relagoes (2.70-2.71) e (2.65-2.67), é facil

verificar que os N; e N; sdo idempotentes e obedecem as seguintes propriedades [2,4, 5]:

(e)(N:) = 0, (2.72)
(Ni)(e;) = 0, (2.73)
(ei)<Ni) = 0, (2.74)
(N)(e’) = 0, (2.75)
(N, (N, = [(N).(y)], =0 (2.76)

A partir de (V;) e (V;), pode-se construir os idempotentes primitivos, dados por [2,4, 5]

(P) = (N1)...(N,). (2.78)

Segue das definigoes (2.77-2.78) que (P) e (P) obedecem a

(e;))(P) = 0, (2.79)
(P)(e') = 0, (2.80)
(e)(P) = 0, (2.81)
(P)(e;)) = 0. (2.82)

A base canonica é entao formada por elementos do tipo [2,4, 5]
Ky .
(Py1) = (e")(P)(ey,), (2.83)

onde J, e K, sao conjuntos de multi-indices estritamente ascendentes de tamanho p e g,

respectivamente e

(es,) = (e5)(€),1)---(e5), (2.84)
(ef1) = (ef)(e™)...(eM). (2.85)

Pelas regras de anticomutacao dos geradores de C¢(W, €, ) (2.65-2.67), pode-se verificar

que a multiplicagdo dos elementos da nova base (2.83) é dada por [2,4, 5]
Kq r T K‘Z
(Pr)(P) = (07)(Py?), (2.86)

onde (5§p) foi definido em (2.15). Nessa nova base, um elemento geral de C?,(W,Q,)

pode ser escrito agora como

r = i Ay (P, (2.87)

p,q=0

Ky .~ N - .1 . .
onde A J, sao constantes antissimétrica em relacdao aos indices i's e j's separadamente.
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2.2.9.2 Os ideais minimos de C/,, (W, ;)

A importancia do elemento (P) na construgao dos ideias minimos de C¢,(W, Q)
vem com a percepc¢ao de que este elemento, quando multiplicado a direita ou a esquerda
de C?,(W Q), resulta em um elemento com componentes com apenas vetores ou apenas

covetores, como pode ser verificado abaixo:

v-r(p) = Y A% (PE)(P)

p,g=0

L K.
= Z Alfq((s?fp) (Po q)
p,q=0
= Y AR d,0detdl (PH)
P,q=0
= 3 Ax, (P*) (2.88)
q=0
onde 0 em (POK q) e A?(q sao considerados conjuntos vazios, e 38 ¢ definido como a matriz
de uma linha e uma coluna cujo tnico elemento é igual a unidade 1. Da mesma maneira,
tem-se
U = (P)L =Y A*P;). (2.89)
p=0
Os elementos ¥ e ¥ quando multiplicado a direita e & esquerda, respectivamente, de T’

resulta também em um elemento composto apenas de vetores ou de covetores. Isto é

A= Tw- Y Al (Pf?)iAHs (P*)
s=0

p,g=0

. At Ay, (Py7) (P™)

p,q,5=0

=Y AP Ay () (PR

p,4,5=0

= Zn: ARl Ap, 0, det 557 ( qu)

p,q,5=0

= Y Ay, (PR, (2.90)
q=0
onde
Al =S AR Ay, det 557 (2.91)
p=0
Analogamente, para ¥'T’, tem-se

vr o= Y AV(P), (2.92)

p=0
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com

A = N AM A det oy, (2.93)

q=0
Observe que a multiplica¢do de todos os elementos de C'¢,,(W,2;) a esquerda (a direita)
de (P) leva a &lgebra a um ideal & esquerda (a direita). Designa-se C,(W,Q,)(P)
e (P)CL,(W,Q,) por ideais a esquerda e a direita, respectivamente. Como (P) é um

idempotente primitivo, entao esses ideais sao ideais minimos.

2.2.10 Elemento geral da algebra Clifford ortogonal de W como auto repre-

sentacao do grupo linear atuando nos seus ideais minimos

Como CU(W ,Q,)(P) é um ideal a esquerda de C¢(W, €, ), entdo todo elemento
I' de C¢(W, ) multiplicado & esquerda de ¥ em CY¢(W,Q,)(P), resulta em um novo
elemento ¥’ em C¢(W, ., )(P). Neste contexto, I pode ser interpretado como um operador
linear que atua nos espinores em C/(W,Q,)(P)® [2,4,5]. Formalmente, este elemento
pode ser visto como uma aplicagao

I: CUW, Q) (P) — COW,Q.)(P)

U =T ¥ =0,
em que a seta indica em qual direcao I" atua em V. Em outras palavras, C¢, (W)
é uma auto representacdo do grupo linear GL(2**,K), onde n é a dimensao do espaco

vetorial V' com corpo K.

Veja que, da mesma forma, [' também pode ser visto como um operador

P

T: (P)CUW, Q) — (P)CUW, QL)

P

V' =1 V=0l

que atua a direita de (P)C¢(W, €, ). Neste contexto, os espinores em C?, (W ,Q,)(P)
ou (P)C?,(W,Q,) podem ser candidatos a representar estados de particulas fisicas que
obedecem & estatistica de Fermi, ao passo que elementos gerais de C¢,,(W,€),) podem

representar observaveis fisicos.

2.2.11 A introducao de uma correlacao entre os espacos contravariante e

covariante

Até agora, os espacos V e U sdo independentes, isto é, elementos do primeiro
nao correspondem a nenhum elemento do segundo. E possivel fazer essa correspondéncia

através da aplicacao

:V—U (2.94)

De forma geral, designaremos os elementos dos ideais minimos de C¥,,(W,€.) por espinores.

8
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chamada correlagdo [52]. Quando o nicleo de b é igual a {0}, entdo a correlacao é dita ndo
degenerada e estabelece um isomorfismo entre V' e seu dual U. Consequentemente, para
cada vetor em V' ha um covetor correspondente em U. Nesta tese, todas as correlagoes

serao consideradas correlacoes nao degeneradas.

Note que a aplicacdo de b em um elemento v € V' é o elemento v, € U e, portanto,
é uma aplicagao sobre V. Deste modo, ela define um funcional bilinear g : V x V — K

dado por
glv,v') = b)) =u,). (2.95)
O funcional bilinear g é chamado de métrica de V' se

e g(v,v)>0,v #0,
e g(v,v) =0, se e somente se v = 0,
o g, V) =gV, v),

o g(v, V") < gwv,vV')+ g V"),

para v,V V' €V.

2.2.12 Algebra induzida pela correlacdo simétrica

A introdugao de uma correlacao simétrica, e portanto uma métrica, induz uma

algebra isomorfica a Cl,(W ) através da definigdo dos operadores [2,4, 5]

75V — End (/\(V))
7 =b+aob (2.96)

onde a e b sdo os operadores de criagao e aniquilagdo na algebra exterior. Observe que,

para v € V| tem-se

V) = bv)+a(w)
= (v) £ (). (2.97)

Esses operadores obedecem as seguintes relagoes de anticomutagao

@)@ = o, (2.98)
@) = 290, (2.99)

isto é, os operadores 4= geram duas &algebras de Clifford ortogonais denotadas por
Cl,(V,=£g) e sao isomérficas a Cl, (W, Q).



Capitulo 2. A Mecdnica quintica de férmions e a dlgebra exterior 24

Veja que a introducao da correlacao b entre V' e U, faz de U um espago composto
por covetores v, correlacionados com vetores v € V. Para evidencar a presenca da

correlacao, o espagco Wy, serda denotado como Wan, de forma que’

W, = Vay, (2.100)
Um vetor de W3 ¢ da forma

w = Vv Dy (2.101)

com v, vy € V ey = b(ry) € U ~ V,. A dlgebra de Clifford ortogonal agora é

caracterizada pela relagao

plw)e(w) +e(w)p(w) = [g(ve, 1) + g(vy,11)] (2.102)

em que (v, 1) = g(va, 1) e ¢ é a aplicacao de Clifford ortogonal, definida na subsegao

2.2.7. Foi visto na secao 2.2.8 que W, e portanto agora W. . é uma decomposi¢ao

2n»
lagrangiana relativo a forma bilinear €2,. Desta maneira, com o uso da aplicacao (+),

definida em (2.58), a relagdo de Clifford ortogonal (2.102) é reescrita como

(1), )], = 0, (2.103)
[(v2), W3)], = 0, (2.104)
(1), ()], = g(vr,vy). (2.105)

As relagoes (2.103-2.105) podem ser escritas em termos da base de V. Neste caso, encontra-

[(en), (e,)], = 0, (2.106)
[(e,ub)a (eub)]+ = 07 (2107)
[(eu)7 (eub)]+ = Guv, (2108)

com ¢, = g(e,, e,).

Observe que os elementos v (v) correspondem ao conjunto Wi C W’ dos vetores

wy € W’ cuja parte covariante estd correlacionada com sua parte contravariante, isto ¢,
wy = vd Ly, (2.109)

onde v € V. Usando a aplicagao de Clifford ortogonal ¢ em Wi, tem-se um conjunto de
¢(w+) que obedecem as relagoes

lplwi),pwl)] =0, (2.110)

[plws)plwh)], = £29(v,0), (2.111)

A presenca do subindie 2n em ngn pode ser omitida quando nao é necessario fazer mencao a dimensao
do espaco.
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que sdo exatamente as mesmas relacoes (2.98) e (2.99). Portanto v5(V') = o(W2). Isto
fica mais evidente quando se utiliza a aplicagao (+) em wy = v @ +v;:

(ws) = (v&+tw)
= (V)£ ()

= bv)+a(v)

= +E(v). (2.112)
E importante investigar a acdo de 7© numa base de V. Para isto, considere

{el,...,e,} e {e',...,e"} bases de V, e U,, respectivamente. Sabe-se, da teoria dos

espacos duais métricos, que e; = g;;€’, onde g;; = g(e;, e;). Portanto, é conveniente definir

at = aley). (2.114)
de modo que seja possivel escrever
vE = b+ gyd. (2.115)

Note que pela definicio (2.58) da acdo de (-) em W, tem-se que os elementos ;" sao dados

por
no= (e) £ gi(€), (2.116)
relagdo esta na forma mais conhecida nos trabalhos de Schonberg [2,4,5]. A forma (2.116)

de expressar os %:t é confusa, pois os livros textos costumam abusar da notacao e induzem

o leitor a acreditar que o g;; abaixa o indice de e', como em
e. = g€ (2.117)

Observe no entanto, que o lado esquerdo de (2.117) é um vetor, enquanto do lado direito é
um covetor. Nao se pode igualar estes entes! O que ha por tras desta relagdo é um abuso

de notacao. A relacao correta deveria ser
e, = gije. (2.118)
Em vista disso, a equagdo (2.116) é a mesma que a seguinte equagao
no= (e) * (en), (2.119)

o que é ébvio, bastando observar a defini¢do dos ¥;* e da aplicacio (-), em (2.113-2.115) e
(2.59). Dito de outra maneira, os 7 sdo a imagem da aplicacdo de (-) na base de W2,

dada por w;+ = e; b tey, isto é,
7= (W), (2.120)
e sao os geradores de C?,(V',+g). Estes objetos obedecem as relagoes
hir], = o (2.121)
hEf], = *20 (2.122)
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2.3 Aplicacdes da algebra C/,, (W, €),)

Nesta secao vamos apresentar o formalismo para a construgao da equagao de
DKP baseada na dlgebra Cl,(W,€Q,) [2,4,5,13,14]. Nesse sentido iremos demonstrar
a equivaléncia da equagao de DKP com as equagoes de Klein-Gordon-Fock e de Proca,
dentro desse formalismo. Em sequéncia, mostraremos o desenvolvimento da equacao de
DKP para particulas ndao massivas nesse contexto algébrico. Entretanto, iniciaremos o
estudo revisando a equagoes de Dirac via a dlgebra C?¢,(W,Q,) [11] e a de DKP no

formalismo usual [42-46].

2.3.1 A equacdo de Dirac na representacdo C¢,,(W, €2, )

Este topico tem como objetivo apresentar a equagao de Dirac a partir das ideias
algébricas desenvolvidas nesta subsecao. Desta forma, vale a pena apresentar a maneira

usual de obter a equagdo de Dirac.

A equacao de Dirac, como o proprio nome diz, foi introduzida por Dirac em 1928
nos artigos histéricos [47,48]. Ele buscava uma equacao capaz de descrever particulas de

spin 1/2. Dirac entdo propos a seguinte equacao de primeira ordem:
la, 0" —im|¥(z) = O, (2.123)

onde {a,} é um conjunto de quatro matrizes 4 x 4, U um vetor de 4 componentes e m é
uma constante que representa a massa da particula. Para fazer sentido fisico, esta equagao

deveria implicar na equagao de onda
0,0" +m?| W(z) = 0. (2.124)
Esta condicao, impoe que as matrizes o, obedecam as relacoes
s u ]y = 20, (2.125)

onde 7, ¢ o tensor métrico de Minkowiski. Em outras palavras, as matrizes o, devem
ser representacoes da algebra de Clifford ortogonal, indicando que esta algebra é essencial
para a equagao. Neste sentido, a importancia de trazer em discussao a equacao de Dirac
¢ para notar que, no contexto da algebra C¢,(V,+g), a aplicagdo de 7" nos elementos
da base de V' leva naturalmente a uma outra representacao das matrizes o, quando V'
¢ identificado como o espago de Minkowski. Neste cenario, a equacao de Dirac é obtida
quando se combina os geradores v, = fy;r da algebra Cly(M,+n), onde M e 1 sao o

espaco e a métrica de Minkowski, respectivamente, com o operador diferencial

0
8u = nuyau = N o (2126)
W
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Dessa forma, a equagao de Dirac na representacao Cly(M,n) é dada por
[iv, 0" —m]y = 0. (2.127)
Agora, ¢ ¢ um elemento do ideal a esquerda de Cly(M, 2, )(P) e pode ser escrito como
o= Ay (P (2.128)

Note que 7, sao elementos de C¢4(M,+n), enquanto o vetor de estado é um elemento do
ideal & esquerda de C¢y(M, ;). No ambito da prépria estrutura da equagao de Dirac, é
importante fazer algumas observacoes. O gerador «, pode ser visto como um operador que
transforma (e,) em (e,;) e vice-versa, pois, a partir da multiplicagdo da prépria algebra,

chega-se a [11]

Yulew)vn = [(en)+ (eub)] (eu)[(en) + (eub)] = (ew), (2.129)
Yulew)vn = [(en) + (ew)] (ew)[(e,) + (ew)] = (e,). (2.130)

A partir dos geradores de C'ly(M , +n) é possivel construir o elemento

Y5 = 11727374 (2.131)

com a propriedade

Y55 — 1, (2132)

ou seja, v 1 — ~;. Desta forma, o operador S = iv; tem a propriedade de intercambiar todos
os (e,) «— (e,). Este operador também tem a propriedade interessante de transformar

(P) em (P’*) e vice-versa. De fato,

iS(P) = —m7ev7a(P)
= - lled) + (ewn)] (P)
= —nye7s(es)(P)
= me(ew)[(es) + (e3)] (P)

= —(ew)(es)(ex)(en)(P)
= (en)(ex)(es)(ewn)(P)
= (P, (2.133)

Com célculos andlogos aos encontrados em (2.133), é possivel mostrar que
—iS(P"y = (P), (2.134)

isto é, o operador S transforma o estado de vicuo (P) em um estado completo (P7*), assim

como transforma o estado completo no estado de vacuo. Esta operacao esta intimamente
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ligada ao operador estrela de Hodge, no qual se tem x1 = 7 e x7r = 1, onde 1 e 7 aqui
representam a identidade e o elemento de volume da algebra exterior, respectivamente.

Neste espirito, a equagao de Dirac na representagdo C'¢(M ,+n) pode ser reescrita como
(D) —im|y = 0, (2.135)

onde (D) é operador de Dirac e é dado por

(D) = (d)—(9), (2.136)
(d) = (en)d", (2.137)
(6) = S(d)S™' = —(e)0" = —(e")d,, (2.138)
Estes operadores ainda tém as propriedades
(d)(d) = (0)(6) =0, (2.139)
[<d>7 (5>]+ = _a,uau- (2140)

ou seja, os seus quadrados sdo nulos e a anticomutacao de (d) e (d) é igual ao laplaciano,
a menos de um sinal. Estas propriedades ainda permitem que ao se multiplicar (2.135)

por [i(d) — i(d) + m] se obtenha a equagao de onda
0,0" +m?| v = 0. (2.141)

A proposta de se utilizar os geradores de C'l4(M ,+n) para o papel das matrizes de Dirac
foi inicialmente de Bohm e Hiley e estd descrita no trabalho [11]. A motivagdo de Bohm e
Hiley, naquele momento, era fazer uma ponte entre a algebra de Clifford ortogonal e o
desenvolvimento de Schénberg. Portanto, difere do caminho usado aqui nesta subsecao,
ja que nosso todo desenvolvimento foi feito a partir e com base exclusiva na visao de
Schonberg. Entretanto, a conclusao é similar: os operadores (d) e (0) sdo os correspondentes
a derivada e a co-derivada exterior. Além disso, a equagao (2.135) é o andlogo a equagao

de Dirac-Kéhler para formas diferenciais [12].

Uma outra equagao que pode ser apresentada na visao algébrica de Schonberg é a

equacao de DKP, que desenvolveremos a seguir.

2.3.2 A Algebra de Duffin-Kemmer-Petiau como subalgebra da algebra de
Clifford de W

Esta secao é dedicada a mostrar a importancia do formalismo descrito nas se¢oes
anteriores e considera o surgimento da algebra conhecida como algebra de Duffin-Kemmer-
Petiau (DKP). Essa algebra, como mostraremos, ¢ uma subdlgebra de C,,(W,, Q) e tem

ampla aplicagao.

Por completude faremos um breve histérico do desenvolvimento da equacao de

DKP, assim como da algebra associada a ela.
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2.3.2.1 Resumo histérico da equacdo de Duffin-Kemmer-Petiau e a sua algebra associada

A construcao de uma equacao de onda relativistica de primeira ordem capaz de
descrever bosons de spin 0 e 1 envolve os esforcos de muitos pesquisadores do inicio do
século passado. Este resumo concentra a atencdo nas contribui¢des de Kemmer, Duffin e

Petiau [42-46], j& que sao os principais envolvidos.

A busca de equagdes de onda que descrevem particulas relativisticas é de longa data.
Inicia-se no ano de 1926 com Klein, Gordon e Fock [61-63] ao descobrirem uma equagao
de onda relativistica de segunda ordem que descreve bésons de spin 0. Dois anos depois,
em 1928, Dirac publicou dois artigos [47,48] nos quais apresenta a equagao de primeira
ordem (2.123) que descreve particulas relativisticas de massa m e spin 1/2. Para que essa
equagao, conhecida hoje como equacao de Dirac, fosse compativel com a equacao de onda,
Dirac teve que introduzir um conjunto de matrizes {a,}, u = 0, 1,2,3 que obedecem as
propriedades (2.125) e mostrou que cada componente do vetor ¢ obedece a equagao de
Klein-Gordon-Fock. Além disso, como foi visto na se¢ao 2.3.1, é importante notar que, pela
propriedade (2.125), pode-se concluir que, inerente & equacao de Dirac, hd uma élgebra de

Clifford associada.

Esta equacao rapidamente obteve sucesso e foi capaz de prever teoricamente uma
nova particula, com a mesma massa e spin que o elétron, contudo com carga oposta,
descoberta experimentalmente anos depois, em 1932 [64]. Visto o sucesso da descri¢ao
de particulas fermibnicas de spin 1/2 através de uma equagdo linear de primeira ordem,
iniciou-se uma busca para encontrar uma equacao de onda relativistica andloga a equacao
de Dirac que fosse apropriada para descrever particulas bosonicas. Louis de Broglie foi o
primeiro a dar passos nesta direcao. Ele acreditava que o féton possuia massa de repouso
nao nula e tentou representa-lo a partir da combinacao de dois leptons através de matrizes
de ordem 16 formadas a partir de dois conjuntos de matrizes de Dirac. No entanto, foi seu
aluno Gerard Petiau que conseguiu chegar numa equagao de onda relativistica para spin

inteiro andloga a equagao de Dirac. Em sua tese de doutoramento [42], Petiau verificou
que a equacao de Dirac é uma equacao de autovalores linear no momento p,, = —ig—xu.
Esta linearidade é necesséaria para haver compatibilidade com o principio de superposigao.
Além disto, a equagdo (2.123) deve implicar na equagao de onda, isto é, a equagao de

Dirac é uma equagao tal que [42]
Sy = +my ou Sy = —ma), (2.142)
onde S é um operador linear no momento. Uma consequéncia direta de (2.142) ¢é
S*) = 'y = pupty, (2.143)

em que aqui p, denota o operador momento —id/dz* com autovalor p,. Além disso, é

usada a notagdo p* = n*p, e P, = nwp’, com P*] = [n,]"", onde 1 é o tensor métrico
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de Minkowiski. Veja que (2.143) é uma equacao de onda e o valor de m pode ser dado
por [42]

m = \/pupHt. (2.144)

O que Petiau buscava era uma equacao linear nos momentos que permitisse, além dos
estados (2.144), o estado com m = 0. A sua proprosta foi usar uma func¢ao do operador S

cujos autovalores fossem +,/p,p* e 0, de modo que a equagao seria

fSw = 0. (2.145)

Mostrou entao que a funcdo f do operador S, que tem como autovalores os citados acima,
¢ da forma [42]

1) = S S, (2.146)
Dessa forma, a equacao
S* = Spup!| v = 0 (2.147)
implica em
Sy = —ma; Sy = 0; S = +ma. (2.148)

Seguindo o roteiro para a determinacao das matrizes de Dirac, Petiau admitiu que o

operador S fosse da forma
S = B, (2.149)

e verificou que para que a equacao (2.148) fosse obedecida, ao invés de (2.142), as matrizes

B, deveriam obedecer as relagoes em um dos seguintes casos [42]

52 = NuubBy nao ha soma implicita
I ﬁu = Buﬁg + Bgﬁu (2-150)
B,uﬁuﬁ)\ + ﬁAﬂuﬂu =0

ﬂﬁ = GuuBu nao ha soma implicita
11 6;1 = Buﬁg = 636;1 (2.151)
Buﬁu + Buﬁ,u =0

O caso I corresponde a particulas de spin —1,0 e +1, enquanto o caso I corresponde a

particulas de spin —1/2,0 e +1/2. Note que, apesar das matrizes 3, anticomutar no caso
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11, elas nao sao as matrizes de Dirac, pois nao gozam da propriedade 63 = 1. Entretanto,

vamos somente apreciar o caso I, ja que esta associado aos spins inteiros.

Entretanto, o trabalho de Petiau ficou esquecido do mundo cientifico e, em particular,
Kemmer sé veio a ter dele conhecimento depois da Segunda Guerra Mundial [65] . Por
outro lado, Proca [66] j4 havia estendido a teoria de Maxwell para campos massivos, o
que corresponde a uma equagao de segunda ordem para particulas massivas de spin 1.
Kemmer notou que poderia escrever a equacao de Proca por meio de um sistema de duas
equagoes acopladas de primeira ordem e de forma analoga escreveu um sistema para o caso
de spin 0 [44]. Ademais, ele notou que poderia escrever estas equagoes de forma explicita
usando matrizes de ordem 5 e 10 para os casos de spin 0 e 1, respectivamente; no entanto,
a algebra obedecida por estas matrizes ainda era desconhecida por ele [44,65]. O sistema

de equagoes acopladas é dado por [43,66]

5Wap]50S0p - mFuyy (2152)
PEL = mey, (2.153)

onde F),, é o tensor eletromagnético e €,,0p = (MuoTlvp — Mup've). Algum tempo depois,
Kemmer apresentou o seu trabalho sobre a equacao de Proca em um evento de fisicos onde
se encontrava Duffin [65], que lhe perguntou como era possivel saber o spin da teoria. A
resposta dada nao agradou Duffin, o que o motivou trabalhar com este tema. E ao escrever
um vetor 1) constituido das componentes de ¢ e das 6 componentes distintas de F},, em
(2.152) e (2.153), Duffin conseguiu escrever uma equagao de primeira ordem andloga a de

Dirac [43], na forma
Bup" +m|yy = 0 (2.154)

onde as matrizes (3, obedecem as relagoes (2.150) encontradas por Petiau sob outros
argumentos. Além de verificar que (2.154) implica na equacao de onda, Duffin também

mostrou que outra consequéncia dessa equagao é [43]

Sy —ippp = mp,, (2.155)
com
S = —i[Bu, B] (2.156)
e obedecem a
Sh, = Su, (2.157)
[Bx, S| = 16,75, (2.158)

Utilizando as equagoes (2.157) e (2.158), mostra-se que o operador J,,, = Ly, + S,

onde L,, = x,p, — p,x, comuta com [3,p". Portanto, S,, pode ser identificado como
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uma componente de spin com autovalores —1,0 e 1, respondendo a questao de Duffin.
Petiau ja havia chegado a esta conclusao, ao mostrar que a transformacao infintesimal de

S correspondente & expressao infinitesimal do grupo de rotagoes [42]
£L‘; = 1+ €ijT; (5ij = —¢&j; << 1) (2159)
¢é dada por
1
S = 1412y [8.8]. (2.160)
Duffin também fez o mesmo procedimento para a equacao escalar

P, = mF, (2.161)
buF. = md, (2.162)

onde ¢, ¢ um vetor e I’ um escalar. Neste caso, as matrizes 3, sao de ordem 5 e além
de obedecer as equacoes (2.150), obedecem a f3,5,5, = 0. Ainda é necesséria a defingao
de J,, como a soma do momento orbital L,, com um spin S,, para que haja comutacao
com o operador 3,p", entretanto, neste cenario, a média do operador de spin para uma
solugao de onda plana é igual a zero. As contribuigoes de Duffin estdo sumarizadas em

uma pequena carta para o editor da Physical Review em 1938 [43].

No ano seguinte, 1939, Kemmer fez um estudo minuscioso das implicagoes da
equagao (2.154) para a fisica e das propriedades e dlgebra das matrizes 3, [45]. Conhecendo

as regras de comutacao (2.150) para essas matrizes, ele conseguiu sumarizé-las na expressao

ﬁuﬁuﬁp + ﬂpﬂuﬂu = nuuﬁp + npuﬁ,ua (2‘163)

A forma da expressao (2.163) é conhecida hoje como a relagdo fundamental da dlgebra
DKP. Além disto, Kemmer apresentou novas matrizes formadas a partir de 3, [45,67], ou

seja,

M = 280 — Ny (2.164)
que obedece as propriedades

775 = 773“, (sem soma implicita)

77#51/ + ﬁz/ﬂu =0,
NuTy — My = 07

By =By = Bunu,  (sem soma implicita)

(2.165)

Neste contexto, Kemmer pode definir um vetor adjunto a ¢ como

Pt =i (2.166)
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e mostrou que
Ju =B (2.167)

0

pode ser interpretado como densidade de corrente, pois e Ju = 0. O valor esperado de
Ly

um observavel A, em analogia com o caso do elétron, ¢ definido como [45]

A = —i/@bTﬁoA@/}dV. (2.168)

O valor esperado do momento, em especial, pode ser escrito por meio do tensor momento

energia simetrizado, definido como [45]

O = im [1(BuBy + BB =t '] (2.169)

obtendo-se desta forma

pu = ﬁp, = _i/@M,OdV (2170)

Neste trabalho [45], Kemmer também mostra que escrevendo o momento angular em
termos de (2.170), pode-se concluir que o spin é dado por (2.156). A questao relativa
a invariancia da equacao (2.154) foi também provada por Kemmer. Outra contribui¢ao
de Kemmer foi mostrar que as tnicas representagoes irredutiveis das matrizes 3, sao de
dimensoes 1,5 e 10. A representagao de uma dimensao ¢ a representacao trivial 3, =0 e
nao tem significado fisico, enquanto a representacao de cinco dimensoes leva a equagao de
Klein-Gordon-Fock, que corresponde ao caso de particula com spin 0. A representacio
de dimensao dez recai nas equagoes de Proca e descrevem particulas de spin 1. Kemmer
mostra que as matrizes 3, podem ser escritas como uma combinacao de dois conjuntos de
matrizes {c,} e {a}} de Dirac, da seguinte forma

B, = a,®1'+a,®1L (2.171)

w

No entanto, a representagao (2.171) corresponde a soma das representagoes trivial, a cinco

e a dez dimensoes. Isto quer dizer que a equagao

B +m|y = 0 (2.172)
é a “soma’” das equagoes de Klein-Gordon-Fock, Proca além da equagio trivial mig = 0.

Fainberg e Pimentel [68] dividem o estudo da teoria de DKP em trés periodos. O
primeiro, entre 1939 e 1970, é dedicado ao préprio formalismo e investigacoes de interagoes
entre mésons e o campo eletromagnético [68]. O segundo periodo, entre 1970 e 1980, foi
marcado pela insatisfacao. Nesta época, houve varias descobertas no mundo da fisica de
particulas, tais como violagoes da paridade [68] e o desenvolvimento da teoria eletrofraca

por Weinberg e Salam [69-72]. Essas novas descobertas motivaram os cientistas a verificar a
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equivaléncia entre a teoria de DKP e de Klein-Gordon-Fock. Nesta busca pela equivaléncia,
mostrou-se que, em certas condigoes o formalismo de primeira ordem de DKP leva a
resultados diferentes daquele de segunda ordem. Essa prova da nao equivaléncia desmotivou

o interesse pela teoria de DK P, marcando o terceiro periodo entre 1980 e 2000.

Apesar de nao haver uma prova geral da equivaléncia para casos onde se leva em
conta interacoes e decaimento de particulas, pode-se mostrar a equivaléncia da matriz S
no caso das interagoes com o campo de Maxwell, da teoria de Yang-Mills e até no caso
de interagoes gravitacionais [68]. Além disso, a teoria de DKP permite o surgimento de
acoplamentos que nao aparecem nos formalismos de Klein-Gordon-Fock e de Proca. Muitos
trabalhos vém sendo feitos desde o ano de 2000, dentre eles a invariancia de Galilei usando
o espago de de Sitter [15,73,74], teoria de campos massivo e nao massivo no formalismo de
DKP [49], interagao colombiana [75], estudos sobre a equagdo de DKP com acoplamentos
minimos e nao minimos [76, 77|, dindmica hamiltoniana covariante na teoria de campos
via formalismo de DKP [78], extensao da equacao de DKP para violagdo da invariacia de
Lorentz [79] e alguns casos de interesse na cosmologia como estudo da equagdo de DKP
no espago curvo [80] e intera¢do do campo de DKP de spin 0 com o campo gravitacional

produzido por defeitos topolédgicos [81].

Ainda em meados dos anos 1990, Nedjadi e Barret [82] introduziram o chamado
oscilador de DKP , que é uma espécie de oscilador harmonico relativistico para bésons, i.e.
o analogo ao oscilador de Dirac [83]. O interesse no escilador de Dirac estd no seu uso como
potencial de confinamento de quarks. Neste contexto, o oscilador de DKP é uma extensao
do oscilador de Dirac e pode ser um candidato para o potencial de confinamento de quarks
pesados [84]. Além disso, o oscilador de DKP é uma ferramenta matemdtica que permite
estudar interagdes mais complexas. Trabalhos foram publicados nesta area, onde envolvem
o oscilador de DKP no espago nao comutativo [85-87], propriedades térmicas [88], influéncia

do campo magnético [87] e oscilador de DKP com &lgebra de Synder-de Sitter [84].

Ja no contexto algébrico, Sanches-Velenzuela e Zuazua-Vega [89] fizeram uma revisao
da algebra de DKP e a colocou em uma linguagem moderna, fazendo conexao com a algebra
exterior. Fichbach [90] relacionou a dlgebra de Lie so(n) com a algebra de DKP e Okubo [50]
mostra que a algebra de DKP é um caso especial de uma superalgebra. Ainda no contexto
algébrico, Fernandes e Vianna [13-15] seguem as ideias de Schonberg [2,4, 5], aliados as
ideias de Bohm e Holland em [11], escrevem a equacao de DKP via Cl,(W, Q) e, através
de uma transformagao de Wigner-Moyal, a escrevem no espago de fase generalizado [10,11].
Neste sentido, apresentamos aqui a algebra de DK P seréa apresentada como uma subalgebra
de C?,(W €,). Mas antes, é conveniente apresentar a algebra de DKP de uma maneira

formal, na linha de [89].
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2.3.3 Alguns aspectos formais da algebra de DKP

Sejam V um espaco de dimensao n sobre o corpo dos reais ou complexos, B uma
forma bilinear simétrica ndo degenerada sobre V. A algebra de DKP para o par (V, B),
denotada por D(V, B), é definida como o quociente da dlgebra tensorial pelo ideal Ipgp
gerado pelo elemento u ® v ® u — B(u, v)u. Ou sejal?,
V)

DWV.B) = 1 —. (2.173)

A multiplicacao da dlgebra é encontrada considerando 1 : V' — D(V, B) uma aplicagao
linear e observando que a projegao natural 7 : (V) — D(V | B) é um homomorfismo
entre dlgebras, i.e. m é uma aplicagao linear dotada da propriedade 7(v ® u) = 7(v)7(u).
Considerar a proje¢ao um homomorfismo implica em dizer que o kernel de 7 é um ideal.

Para mostrar isto, basta notar que
nker (m) @ V) = mw(ker(m))m(V)=0D(V,B)=0. (2.174)
Dessa forma, ao se aplicar a projecao m no elemento gerador do ideal Ipxp, tem-se
Tu®v®u— B(u,v)u) = 0, (2.175)
de onde se pode obter a relacao
m(u)r(v)r(u) = B(u,v)r(u). (2.176)
A aplicacao n é chamada de aplicagio de DKP e é tal que deixa o diagrama da Figura 2

V —— T(V)

Figura2 -n=mo

comutativo, onde ¢ é a injegdo de V em T(V'). Isto é

n = mouL. (2.177)

A élgebra D(V', B) é universal. Em outras palavras, para o par (V', B), a aplicacao
de DKP n é inica a menos de isomorfismos. Além disso, por ser uma composicao de ¢ com

7, a aplicacdo n obedece a

n(w)n@)n(u) = B(u,v)n(u). (2.178)

19" Os teoremas e resultados nio demonstrados nesta subsegiao podem ser encontrados em [89)].
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A relagdo (2.178) é a relagdo fundamental da algebra DKP associada a (V, B). Esta

relagdo é mais conhecida pela sua equivalente

n(w)n(w)n(w) +n(w)n(v)n(u) = B(u,v)n(w) + B(w,v)n(w), (2.179)

comu,v,w € V.

2 1
A &lgebra D(V', B) é finita de dimensao < n e mantém a Z-graduagao da
n
algebra tensorial. Neste sentido, é conveniente que se defina
T, (V
Di(V,B) = V) (2.180)
Ipkp

Com esta defini¢ao, tem-se que a graduagao de D(V, B) pode ser escrita como

D(V,B) := é Du(V, B). (2.181)

k=0

2.3.4 Relacao da algebra de DKP com a algebra exterior

A algebra D(V', B) pode ter uma representagao baseada na algebra exterior [91].
Para mostrar isto, é necessario que se introduza em V a correlagio b : V — V*. E

conveniente que se defina o espaco'!

M(V) = A\, (V)a A, (V) (2.182)

onde seu elemento geral ¢ denotado por ¢y = @ + Pry1, com @y € /\k(V) e Pry1 €
/\k+1(V)' Posto isto, cada u € V' define dois endomorfismos em M), dados por

nk(u) . Mk — Mk

(2.183)
Ne(w)ery = alw)or + b(wy)pr i1
e
n,i(u) - My, — M,
: ; , (2.184)
Uk(u)sﬁ{k} =a'(u)pr + b' (W) i

onde a, a', b e b’ sdo os operadores de criacdo e aniquilacio da 4lgebra exterior definidos
por (2.34 —2.37). Pode-se mostrar [91] a partir da defini¢oes (2.183) e (2.184) que os g €

77,Tg obedecem a

me(w)me(W)ne(u) = Blu,v)n(u), (2.185)

(W w)n(u) = Blu,v)n(u), (2.186)

11 Nesta subsecio usamos como base o trabalho [91] e adaptamos a sua linguagem para a notagao que
sera usada nesta tese.
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ou equivalentemente

() (V)i (W) + (@) (V) (u) - = B(u, v)ip(w) + Blw, v)ng(u), (2.187)

() (@) + nl@)ntE)nl(u) = Blu,v)i(w) + Blw,v)ni(u). (2.188)
Como D(V, B) é universal, entdo {n;} e {nl} formam duas representacdes de D(V, B).
Para uma futura comparacao com a abordagem de Schonberg da algebra de DKP via
a algebra C?,(W,, ), ), é interessante que a defini¢oes de 7, e 77}; sejam estendidas para
aplicagoes \ (V') — My(V') da seguinte maneira
me(u) = a(w)Py + b(u,)Peiq (2.189)
ni(w) = af(w)Py 4 b'(u,) Pes (2.190)
onde u € V e P, é a projecao da algebra exterior para o espaco /\k(V) E intuitivo
verificar que as projegoes P, sao idempotentes ortogonais, ou seja, obedecem a

Pkpg = 5/€gpk (2191)

Consequentemente, tem-se uma particio da unidade, ou seja,

P = 1L (2.192)
k=0

Algumas observagoes podem ser feitas acerca dos espagos My [89]. 7) Cada M
tem uma estrutura de D(V', B)-mddulo, ja que as aplicagoes n, sdo representagoes de
D(V, B). i) Para n par, My, M, ..., M, e M, sao irredutiveis e da a lista completa de
D(V')-médulos simples. i) Se n for impar, My, My, ..., M(,_3)/2 sao irredutiveis. O espago

n
M, —1)/2 ¢ a soma direta de duas representacoes irredutiveis, cada um com < )

(n—1)/2

dimensoes; elas dao a lista completa de D(V, B)-médulos simples para n impar.

2.3.5 Relacdo da algebra de DKP com a algebra C?,(W,, ;)

As representacoes irredutiveis da algebra de DKP também podem ser encontradas
dentro da algebra C?,,(W Q) [4,5] . Para obter nessas representagoes, é necessario definir

um elemento especial da algebra de C/,(W,,, ), ), ou seja,
Iy
(IL,) == (Py",) (2.193)

onde ha uma soma implicita no conjunto multi-indice estritamente ascendente de tamanho

p, Jp. Portanto, (2.193) escrita explicitamente, é dada por

) = 5 > (Pr)
p: Jise,Jp=0
1 n

_ S (eM)...(e7)(P)(ej,). . (e;). (2.194)

pl L=
p: J1yeeJp=0
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O fator de simetria 1/p! ndo é necesséario em (2.193), pois se considera .J, um conjunto
multi-indice estritamente ascendente. Através da regra de multiplicagao (2.86) é facil
verificar que os elementos (II,,) formam um conjunto de elementos idempotentes ortogonais.

Isto é
(Hp)<Hq) = 5p,q(Hp)- (2-195)

Isto quer dizer que (II,) possibilita uma particao da unidade de maneira que se tem:

> (IL,) = legw.ou (2.196)
p=0
com (Ily) := (P). Os elementos (II,) podem ser analisados como projetores da alge-

bra, pois, quando multiplicados pela esquerda (pela direita) do elemento geral do ideal
(P)Cl,(W,Qy) (Cl,(W,Q4)(P)) o projeta no seu elemento geral de ordem p, o que é
consequéncia direta da regra de multiplicacao (2.86). Também é possivel mostrar que (II,)

possui as propriedades

(€7)(I1,) = (TTp41)(€)
(Ip)(e;) = (e;)(ILp41)

(2.197)

Para a obtencao das representagoes da algebra de DKP no contexto de C4, (W, Q)

é coveniente que se defina o operador

D, = |(T,)+ ()

P

(I1,) + (1) (2.198)

e as relagoes
(I1y) = 0; (IL,41) = 0. (2.199)
Em (2.198) (ﬁp) = (I,)®1e (ﬁp) = 1®(II,) e se define a multiplicagao (NQM )y = Ny M,
para ¢ € Cl, (W, ).
Considerando W, e as notagoes das subsegoes 2.2.11 e 2.2.12, é possivel mostrar
que

BP .=D,o(b+aoh) (2.200)

é uma representacao da algebra de DKP para o par (V,g). De fato, é suficiente aplicar
B®) a um vetor v € V e conferir se obedece a regra fundamental de multiplicacao da
algebra D(V, g). Tem-se entdo:
BP(v) = Dyo(b+aob)(v)
= Dyo(b(v) +a(vy))
= |[) + ([p)] |([T) + (i) [0) + ()]
= () + )] [() 4+ ()] [(T) + (Tpia)] - (2.201)
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Escrevendo-se V, na base {ei,...,e,} e com e;, = e’, pode-ser usar as propriedades
(2.195), (2.197) e obter o elemento

BPv) = (L)) + (1)(1L,). (2.202)
De forma similar, mostra-se que os () aplicados a vy, v, € V, obedecem a

5(P)(y1)ﬁ(P)(y2)ﬁ(P)(V1) — g(l/l,l/g)ﬁ(p)<l/1), (2203)

ou equivalentemente,

ﬁ(p)(yl)ﬁ(p)(,,2)5(p)<,,3> + ﬁ(p)(yg)ﬁ(p)(,,2>ﬁ(p)(yl> = g(v, Vz)ﬁ(p)(yg) + g(vs, ,,2)5(17)(,/1)’
(2.204)

com vs € V,. A relacdo (2.203) ou sua equivalente (2.204) caracterizam a algebra DKP
para o par (V, g).

Como visto na subsecao 2.3.3, a algebra de DKP é uma algebra universal. Portanto,
a algebra formada pelos elementos 6(7’)(1/), para Yv € V, é isomorfica a D(V, g) e, neste
caso, constitui uma representagao de D(V', g) cujo espago de representacdo sao os ideais

minimos da élgebra C¢,, (W, ;). Denotamos esta representacao por D,(V, g).

Aplicando 8% aos elementos da base de V, podemos encontrar os geradores de
D,(V,g). De fato, usando (2.203) temos:

BB B = 987, (2.205)
e de (2.203) obtemos:
BZ(P) /Bj(p) Bl(gp) + 61(617) 6](}3) 62‘(1)) — gij ﬁl(gp) + gkj Bi(P)’ (2.206)

onde foi empregada a notacao f; := (e;) e g;; := g(e;, e;). A representacao D,(V,g) é
geral no sentido que vale para quaisquer valores de n e 0 < p < n e quaisquer métricas
simétricas em V. No caso especifico em que V' é o espaco de Minkowski, a equagao (2.206)
corresponde as relagoes obtidas por Duffin, Kemmer e Petiau das matrizes envolvidas
na equacao de primeira ordem para particulas bosonicas de spin —1,0 e 1. Para p = 0,
corresponde a representacao escalar, para p = 1 tem-se a representacao vetorial, para

p = 2 a represntagao pseudo-vetorial e para p = 3 a representagao pseudo-escalar [4,5,14].

O elemento (I1,) + (II,41) ¢é idempotente e comuta com todos os B portanto ele

pode ser visto como a unidade da algebra. Define-se entao o simbolo
Ly = () + (Tpsa) (2:207)

para representar a unidade de D,(V, g).
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Observe que apesar da defini¢ao (2.200) envolver a correlacao b : V +— U, e esta
identificar a métrica g, a algebra D,(V,g) nem sempre é uma subalgebra métrica de

Cl, (W, g). Neste sentido, pode-se definir uma élgebra ©,, ,(V') gerada pelos elementos

(e)(IL), (L)) e 1), (2.208)

de forma que a édlgebra D,(V, g) seja uma subdlgebra de ©,,,p(V') quando p # (n —1)/2
[4,5]. Neste caso, D,(V, g) é uma algebra afim mesmo que os elementos ﬁ](-p ) sejam definidos

em termos das componentes de um tensor métrico.

Neste momento, é interessante que se faga uma comparagao com a algebra de DKP
na representacao da algebra exterior. Para isto, é conveniente usar as propriedades (2.197)

€ escrever

prv) = (L)) + (pa) (). (2.209)

Com f3P(v) escrito desta maneira, pode-se notar que a aplica¢ao ¥ estd de alguma maneira
relacionada com a aplicacdo de DKP da algebra exterior 1, definda na forma (2.190).
Uma forma de mostrar isto é notar que os operadores a' e b de criacdo e aniquilacio da

dlgebra exterior atuam pela direita, de modo que para o) € My, tem-se

N Wepy = erAv+oealv. (2.210)

Ja P(v) multiplicado a esquerda por um elemento do ideal a esquerda de C?, (W, Q. ),

dado por ¥,y = ¥, + ¥4, Tesulta em

B = p(¥) + Upra(h). (2.211)

A diferenca entre as duas formulagoes, neste caso, é que os vetores @ da algebra exterior
sao construidos a partir de £ multiplicagoes de vetores através da multiplicacao exterior.
Por outro lado, os vetores 1, do ideal a esquerda de C?,,(W, Q) sdo construidos a partir
da multiplicacdo de p elementos covariantes da algebra multiplicados entre si com o
elemento (P), que representa o estado de vacuo. Além disto, a multiplicio em questao é a
multiplicacao de Clifford que é pode ser entendida como a soma da operacao de criagao e
aniquilacao da algebra exterior. Para simples vetores, corresponde a multiplicagao exterior

somada com a forma bilinear simétrica do espaco.

Dando continuidade ao estudo da dlgebra de DKP na representacao D,(V,g),
observe que a introdugdo de uma correlacdo em V' permite que se construa nao uma, mas
duas algebras de DKP. Isto segue da definicdo das duas algebras de Clifford por meio da

aplicacio v* definida em (2.96). Tem-se nesse caso

BE = D,onF, (2.212)

p

que leva as relacoes

By () (12)By (1) = £g(vi, 1), (1), (2.213)



Capitulo 2. A Mecdnica quintica de férmions e a dlgebra exterior 41

para v, s € V,, ou se aplicada as bases de V, leva a
BB, = L0587, (2.214)
ou a sua equivalente
i%pﬁlj[,p J{[;D_F jitpﬁip i%p = igikﬁfigﬂcﬁz’ia (2.215)

com pr = ﬁljt(ei).
As os elementos ﬁ;t foram introduzidos por Fernandes e Vianna em [13]. Eles

relacionaram os Bpi com a equagao de DKP e sua adjunta na representacao D,(V,g) o

que sera visto na préxima subsecao.

2.3.6 A equacdo de DKP na representacdo D,(V, g)

A equacao de DKP na representagao D,(V,g) foi introduzida por Fernandes e
Vianna [13] ao combinar o operador diferencial 0" = —— com os geradores da élgebra

nesta representagao. Deste modo, a equacao de DKP é dada por

iB0" —mlg)| v = 0, (2.216)

onde
B = (p)(en) + (e)(Thy) (2.217)
Ly = () + (Hpea), (2.218)

e € Cl,(W,Q,)(P). Os elementos (IL,) e (IL,;;) projetam v nas suas partes de ordem
p e p+ 1, respectivamente, de modo a serem elas as inicas partes que sao consideradas na

equagao (2.216). Portanto a equagao de DKP pode ser reescrita como
[iﬁﬁa“ - ml(pﬂ V) = 0, (2.219)
com

Vo) = Up+ Up (2.220)
onde ¢y, € (I1)Cl, (W, Q) (P). Para reescrever a equacao adjunta de (2.219), é oportuno
que se defina

BL = B, ® 1y (2.221)
Bﬁ = lp® 55 (2.222)

de modo que (2.219) fica

JEEN

Zﬁﬁ 8“—m1(p) @/J(p) =0 (2.223)
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e sua adjunta é dada por
1 Bﬁ o — ml(p) w(p) = 0 (2.224)

N,

Os B3}, e B se relacionam com os B:Zp e B, Estarelagao é feita através da introdugao

dos elementos
N = 280 — Guu-s (2.225)
que obedecem a

() = g2,
By + Bony, = 29,8,

- ! o (2.226)
ol — nunth, = 49,157,
M = B = Guuby
onde
Sk, = —i | ) (2.227)

¢ o operador de spin na teoria de DKP na representacao D,(V,g). As equagoes (2.226)
sdo generalizagoes das relagoes (2.165) para quaisquer espacos quadréticos de dimensao n
e tensor métrico g. Veja que a terceira equacao de (2.226) fornece outra representacao do

operador de spin em termos dos elementos 7y, isto €,

1 v
Sw = 79" [nﬁ,nﬁ], (2.228)

onde [¢""] é a matriz inversa de g = [g,,|. Contudo a representacdo (2.228) é um ganho
apenas algébrico, pois com o surgimento do elemento inverso do tensor métrico, pode-se
haver indeterminagoes no caso de g"" # 0, como é o caso das métricas euclidianas e pseudo
.. . . s, . uy o D Pl — f—
euclidianas. Veja que para tais métricas, ¢ = 0 para p # v e [nh,nl] = 0 para p = v,
o que daria sempre S}, = 0. Entretanto, para metricas diagonais, a terceira equagao de

(2.227) se torna a reciproca daquela introduzida por Kemmer em (2.165).

E apropriado que se defina os operadores

o= 2080 —9u (2.229)

— — —

o=, (2.230)

de maneira que seja possivel definir outro operador

PARNEEN N

wp —= npnp:npnp (2231)
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de modo que w”f} = n"S7n". Utilizando as relagoes (2.226) é possivel mostrar que w? tem

a seguinte propriedade:
pQap  — P
W'l = B, H 29k — 15) (2.232)
k#p
Para métricas diagonais, como é o caso das métricas euclidianas e pseudoeuclidianas,
tem-se que

whBh = (=1)" 1P (2.233)

Neste caso, isto quer dizer que w” comuta com todos os ) para espagos euclidianos ou
pseudoeuclidianos de dimensao fmpar e anticomutam como todos os 3] para espacos

euclidianos e pseudoeuclidianos de dimensao par. Além disso, tem-se que

W) = (g)*- - (gnn)™. (2.234)

Desta maneira, para os espagos euclidianos e pseudoeuclidianos de dimensao par, tem-se

whplh = —phu?, (2.235)
(WP)? = 1. (2.236)

Segue que, os @fp se relacionam como os f; da seguinte maneira

JEEN

= Bl B, =w’ Bl (2.237)

Pode-se ainda definir novos operadores

b, = ; ( ;r,p + ﬂ/;p) ) bZT - . ( ;r,p - 6;;17) ’ (2.238)

que obedecem as regras de anticomutacao

02, bﬁ] = | bf;TL =0, (2.239)
Pl = g, (1) + b2iok — pe et (2.240)
[ [z Lr prASEp [z jZ

As relagoes (2.229) e (2.230) sdao generalizacoes para qualquer espago quadratico das
relagoes que Fernandes [13] introduziu, para o caso do espaco de Minkowski. Naquela
situacao, Fernandes estava interessado em estudar no espago de fase particulas de DKP
escalares. Como o espaco de Minkowski ¢ de dimensao par, as relagdes (2.235) e (2.236)
sao validas e portanto pode-se relacionar os Bip com 0s Eﬁ como em (2.238). Além disso,
para estudar particulas escalares, é necessario considerar p = 0. Deste modo, a relagao de
anticomutagao diferente de zero em (2.240) fica

(b bo] = gu(P) + 0270 (2.241)

[T [T )
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pois, tem-se que b;” =b,' = 0. Em vista disso, este desenvolvimento é¢ uma generalizacio
do método proposto por Fernandes [13], uma vez que é valido para quaisquer espagos
quadraticos. O vinculo de (2.237) com (2.235) e (2.236) ndo é necessério, ja que se pode
obter (2.240) usando a representagao 53[71, = (II,)(e,) £ (eu)(I1,). Além disto, a equagao
(2.240) é valida para qualquer valor permitido de p. Em [13], a representacgao (2.237) é
importante para encontrar a equacao de DKP no espago de fase para particulas com
interagao. Desta maneira, para utilizar a mesma técnica que Fernandes [11,13,14], a
generalizacao de (2.241) para (2.240) deve se limitar a espagos euclidianos e pseudo
euclidianos de dimenséao par. Em [15], Fernandes estuda a estrutura simplética da algebra
de DKP galileana utilizando o espago euclidiano de dimensao 3 imerso num espaco de

dimensao 5, com uma métrica nao diagonal dada por

100 0 0
0100 0

G=|o01 0 0f. (2.242)
000 0-—1
000-10

Vale ressaltar que, nesse caso, Fernandes et. al. também estavam interessados somente
no caso escalar e propropuseram um novo conjunto de elementos 772 de forma que se
mantivesse a anticomutatividade de w® com os 62. Com o formalismo descrito aqui, teriamos
dificuldade na equagao (2.232) para verificar esta anticomutatividade nos casos de métricas
nao diagonais. Especificamente, no caso da métrica (2.242), terfamos Sin} = Bfnf =0 e
portanto w? 5} = wP P = 0. No entanto, a generalizagio é suficiente para tratar a equacao

de DKP no espaco de fase para particulas escalares e vetoriais livres.

Para finalizar esta subsecao sobre a estrutura da equacao de DKP sob a represen-
tacdo D,(V, g), vale a pena fazer algumas observagoes. Na subsec@o anterior, foi mostrado
que a equagao de Dirac na representagao C'ly (M, +n) pode ser escrita como uma equagao
andloga a de Dirac-Kéahler para formas diferenciais (2.135), através do operador de Dirac.
Estes operadores também aparecem no contexto da algebra de DKP na representacao
D,(V,g), ao se explicitar o gerador B, da algebra de DKP combinado com o operador

diferencial 0", isto é,

pro" = (I)(eu)0" + () (I1,)0"
— D,((D)). (2.243)

K, = D,((D)) (2.244)
segue que que a equagao de DKP pode ser escrita como:

[Z"CP - mlp] w(p) = 0. (2.245)
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Essa equacao pode ser estendida para

il —m|Y = 0, (2.246)
onde
K = ile (2.247)
p=0

e 1 é¢ um elemento geral do ideal C'¢,,(W €1, ), uma forma interessante de escrever (2.246),

pois permite extrair o setor de spin com uma escolha adequada do parametro p.

Como expusemos anteriormente, uma questao de interesse ¢ o estudo da equivaléncia
da equagao de DKP com as equagoes de Klein-Gordon-Fock e Proca na representagao

D,(V,g) assunto que desenvolveremos nas préximas subsecoes.

2.3.7 Equivaléncia da equacao de DKP com as equacdes de Kein-Gordon-Fock

e Proca no formalismo baseado na representacdo D,(V, g)

Em 1953 Fujiwara [92] propos operadores capazes de selecionar os setores de spin
0 e 1 da equacao de DKP e mostrou que esses setores sao equivalentes a equacao de
Kein-Gordon-Fock e de Proca, respectivamente. Nesta subsecao vamos mostrar que com
uma escolha adequada de elementos da algebra D,(V,g), esses obedecem as mesmas
propriedades que as introduzidas por Fujiwara e, desta maneira, podemos mostrar dentro
de nossa formulagao a equivaléncia de DKP com as equagoes de Klein-Gordon-Fock e de

Proca.

2.3.7.1 A equivaléncia da equacdo de DKP com a equacao de Klein-Gordon-Fock

Os operadores propostos em [92] para extrair o setor escalar da equacao de DKP

no espaco de Minkowski, ou seja, o setor de spin 0 sao

P = —BiAIB0s, (2.248)

P, = PP, (2.249)

onde {8, p =0,1,2,3} é um conjunto de 4 matrizes 5 x 5 que obedecem a algebra de DKP
e [y corresponde a coordenada temporal. As propriedades importantes para a demostracgao

da equivaléncia sao

P? = P, (2.250)
Puby = nwP, (2.251)
PS,, = Su,P =0, (2.252)
PuSor = NuoPv — 0P, (2.253)
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onde S, = —i[B,, B,] é o operador de spin e 7,, é a métrica de Minkowski. Usando essas

propriedades ¢é possivel mostrar que a equagao de DKP
18,0, —m]y = 0 (2.254)
¢é equivalente a
(0,0" +m?| Py =0, (2.255)

ou seja, o vetor P obedece a equagao de Klein-Gordon-Fock (2.255), onde 1 representa a
particula DKP escalar.

Para nosso desenvolvimento na representacao D,(V',g) propomos os seguintes

operadores
Py = (P)(IL,) + (P)(ITp41) (2.256)
e
Ppu = Ppb (2.257)
que obedecem a
Py = Py (2.258)
Poubl = GuwPp (2.259)
PoSp, = SpuPp=0, (2.260)
P#,P‘Sgu - g,utfpp,l/_g,uypp,a; (2261)
onde S, = —i[35, B] é o operador de spin e g, é a métrica do espago quadritico V

de dimensao n. Para mostrar a equivaléncia da equagao de DKP com a equagao de

Klein-Gordon-Fock, multipliquemos a esquerda a equagao de DKP por P,. Temos entao:
PouOutbwy = mPpi). (2.262)
Por outro lado, multiplicando a equacao de DKP a esquerda por P, , obtemos
PPy = mPp ). (2.263)
Substituindo (2.263) em (2.262), segue que
i?;aﬂﬁ“qub(p) = mPpig), (2.264)
ou

(0,0" +m?| Py = 0, (2.265)
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isto ¢, a equagao de Klein-Gordon-Fock para o vetor Ppi) ). E pertinente que se obtenha

a forma de P,1)(,). Neste sentido, observemos que a acdo de (P) e (P) em (II,) ¢ dada por

(P)(IL,) = dop(Ip) (2.266)
e
(P)IL,) = bup(I1,) (2.267)
Desta forma, obtemos
,qu/J(p) = 50»pAJp(P)+5n,p+1(¢p+1)a (2268)

com 1, = Ay (P). Isto quer dizer que Ppibpy 86 ¢ difirente de zero quando p = 0 ou
p =n — 1. Para o caso do espago de Minkowski, o valor p = 0 corresponde a representacao
escalar e para p = 4 — 1 = 3 corresponde a representacao pseudo escalar [4,5,14], como
era de se esperar. Vale destacar que este procedimento aqui proposto é geral, no sentido

de que ¢ valido para quaisquer espacos quadraticos.

E importante que se tenha a forma da equacio de DKP quando o vetor é dado por
(2.268). Esta equacgao se tornaria duas, uma para cada valor permitido de p. Para p = 0,

fica
[(6) —im]yy = 0, (2.269)

onde 9y = Ay, (P) é um elemento de ordem zero do ideal a esquerda de C?,(W,Q,).

Agora para a representacao pseudoescalar, ou seja, para p = n — 1, a equacao de DKP fica,
[(d) +im] v, = 0, (2.270)

em que 1, é um pseudoescalar do ideal. Isto é, um multiplo de S(P) '2.

2.3.8 Equivalénia da equacao de DKP com a equacdo de Proca

Para o caso da equivaléncia com a equacao de Proca, ou seja, a extracao do setor

de spin 1 da equagao de DKP, Fujiwara [92] propos os operadores

Ry = BiB383(B5 — o) (2:271)
e
Ry = Rubu, (2.272)
com as propriedades
R = —Ruu, (2.273)
SwR, = 0, (2.274)
Ruvbo = Rylva = Ruta; (2.275)

12 Ver a equacio (2.133).
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Utilizando as defini¢bes (2.271-2.272) e a propriedade (2.275), pode-se mostrar que a
equacao de DKP se torna

" (O, R — O RW) + m* R = 0, (2.276)

que ¢ a equacao de Proca para particula livre de spin 1.

Em nosso desenvolvimento na representagao D,(V, g), propomos os operadores

RE = [(N1)..

(No-1) () ()(TT,) + (N1) - (Noo1)(€n) (€0) (1) | (2:277)

R, = R (2.278)

Esses novos operadores obedecem a propriedades andlogas as (2.273-2.275), ou seja,

R, = —RE, (2.279)
ShRY =0, (2.280)
RMV/BOL = Rﬁgua - Rly)guon (2281>

Entao para demonstrar a equivaléncia da equagao de DKP com a equacao de Proca
na representagio D,(V, g), multipliquemos a equagio de DKP & esquerda por RE, o que

resulta em
6”R§V¢(p) = —imRﬁz/)(p) (2.282)
Por outro lado, ao multiplicar a equagdo de DKP por R}, também a esquerda, obtemos
7
-~ (ORE = 0,RD) by = REUg) (2.283)
Agora, substituindo a equagao acima em (2.282), segue que
0" (0 REp) — ORI ) + m*Ritby) = 0, (2.284)

que é a equacao de Proca na representacao D,(V, g). Além disso, observe que se aplicada

a derivada 0, em (2.284), chega-se a seguinte condi¢ao de vinculo
O Rbw = 0. (2.285)
E quando essa condigao de vinculo é aplicada em (2.284), resulta em
(0,0" +m*1,| Ry = 0, (2.286)

V4 ~ p Z. .
que ¢ a equagao de onda para o vetor R ). E interessante que se observe a forma

explicita desse vetor para v, = 1, + ¥, 41, onde ¢y, = A Jk(PJk) é a parte de ordem k de
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um elemento do ideal C'¢,(W,w, )(P). Uma aplicacdo direta da defini¢ao (2.271) em v,

resulta em [vide apéncice A]

Rﬁw(p) = _5n72,pgn,u141,2,...,n71(P) - p,lgnnA,u(Pn)- (2287)

Observe que o vetor de Proca R} ,) s6 ¢ ndo trivial nos casos em que p=1ep=n —2.
Esses casos correspondem ao o caso vetorial e pseudovetorial. No caso do espaco de
Minkowski, onde n = 4, tem-se que a particula vetorial é o caso de p = 1 e a particula

pseudovetorial é o caso de p = 2.

Concluindo esta subsecgao analisemos como se comporta R}, dado por (2.287)

na equagao de DKP (2.216). A equacao desmembraria em duas:
[26581/ - mlp} 6n—2,pgn,,u141,2,...,n—1(P) - 0, (2288)

150" — m1,] 6p19nmAu(P") = 0. (2.289)

Note que em (2.288) 6,—2,9n,A12,. n—1(F) é de ordem 0 e quando multiplicado por fF e
1, para p > 0, os termos se anulam. Entao esta equagao s6 faz sentido para p = 0. Para

isto acontecer, deve-se ter n = 2. Neste caso, a equagao (2.288) torna-se
[(0) = im] g2, A1 (P) = 0. (2.290)

Quanto a equagao (2.290) observe. Observe que as equagoes (2.268) e (2.249) sao do mesmo
tipo que a equagao (2.290). Isto significa que para o caso bidimensional, ou seja, para
n = 2, e para p = 0, é possivel obter uma equacao de Proca e cada componente de seu
vetor de estado obedece a equacao de Klein-Gordon-Fock na representagao escalar. J&
a equacao (2.289) é valida para qualquer valor de n e para p = 1. Desenvolvendo essa

equagao para esses valores de n e p, obtém-se

[(6) = im] gnn Au(P") = 0. (2.291)

A equacao (2.287) permite fazer algumas observagoes. A primeira delas é que
a teoria de DK P baseada na representacao D,(V,g) é valida para quaisquer espagos
quadraticos de dimensao finita. Nessa representacao é possivel, por exemplo, estudar a
equacao de Proca em espacos de baixas dimensoes. Especificamente, para um espaco
bidimensional, a equacdo de Proca é valida tanto para p = 0 quanto para p = 1, pois
a desigualdade 0 < p < 2 ¢é observada. Outra opcao seria estudar a equagao de Proca
em outro espaco que nao o espaco de Minkowski, como, por exemplo, no espaco de de
Sitter [15]. A segunda observacao é que para espagos nao diagonais, especificamente onde
Gnn = 0, como é o caso da métrica de de Sitter (2.242), a tinica representacao que daria

solugoes nao triviais é representacao pseudovetorial.

A préxima subsecdo analisa a equagao de DKP baseada na representagao D,(V, g)

para o caso nao massivo
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2.3.8.1 O estudo da equagdo de DKP ndo massiva na representacdo D,(V, g)

Kruglov [49] prop6s uma equagao para particulas vetoriais massivas e nao massivas
no formalismo de DKP. Ele assim generaliza a equagao de Proca que é escrita como um
sistema acoplado de primeira ordem como em (2.142-2.153) e propoe duas constantes m
e my ao invés de apenas uma. Em seu desenvolvimento [49] escreve a equagao de DKP em

termos dessas novas constantes como
(i8,0" — miP — maP| W(z) = 0, (2.292)
onde 3, sao matrizes quadradas de ordem 10. O vetor
o) = [ @) (2.293)
Vi) ()

¢ formado pelas 4 componentes 1, de um vetor ¢ e pelas seis componentes distintas
Yruv] do tensor eletromagnético. Os operadores P e P sdo projetores que extraem as
4 componentes de 1 e as seis componentes de 1)y,,), respectivamente, e obedecem as

propriedades

PP=P; P?’=P; P+P=1, PP=PP=0; (2.294)
BuP+PB. =By B.P+PB, =B, (2.295)
Kruglov mostra que a massa da particula fisica descrita por (2.292) é dada por
m = \/mimay, (2.296)
de maneira que, para m; = my = m, a equacao (2.292) se torna a equagdo de DKP usual

[i3,0" —m|¥(x) = 0. (2.297)

Para a equacao deDKP nao massiva, que corresponde a equagao de Maxwell, é atribuido
my =0 e (2.292) fica

[i8,0" —moP] ¥ (x) = 0. (2.298)
Nesta subsegao obteremos, usando a representagio D,(V') a equacgio correspondente

a (2.298). De fato, ao se observar as relagoes (2.294-2.295 verifica-se que na representagao

D, (V) os projetores (I1,) e (II,11) correspondem aos entes P e P, pois

(Hp)2 = (I,); (Hp+1)2 = (p+1);  (IL) + (Hpy1) = 1p; (2.299)
(IL,) (Hpy1) = (Hpy1)(IL,) = 0; Bﬁ(np) + (Hp)ﬂﬁ = £3 (2.300)
Br(Wps1) + (Wpa) By = By, (2.301)

Além disso, para um elemento 1) = 1, + Yp11, tem-se (IL,)py = ¥y € (1)) = Ypia.
Dessa forma, a equacao (2.292) na representagao D,(V, g) aparece de forma natural ao
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propormos que a constante na equacao de DKP ¢ uma constante geral no espaco dos ;)

dada por
mp) = mi(lly) + ma(Il,1), (2.302)

onde m; e my sa0 constantes, ou seja, a equagao correspondente a (2.292) nessa represen-

tagao é dada por

i850" —m)| vy = 0. (2.303)

Note que (2.303) é mais geral do que a (2.292) no sentido de que a equagao acima vale
para todos os espagos quadraticos de dimensao n e para 0 < p < n. Como foi visto na
subsecao anterior, a equacao de Proca é valida apenas para p=1e¢e p=n — 2. Assim, o
caso especifico da (2.292) é obtida ao se considerar o espago de Minkowski e p = 1. Além
disso, assim como na teoria de Kruglov, ao se considerar m; = mo = m, a equagao de
DKP

(i870" — ml,]| by = 0 (2.304)

é recuperada.

Para finalizar, é interessante retornar a discussao do subsecao anterior, onde o
operador R}, extrai a parte o setor de spin 1 da equagdo de DKP. Foi visto que o vetor
de Proca R, s6 ¢ diferente de zero nas situagoes em que p=1ep =n — 2 e tem-se
as equacoes (2.290 — 2.291). Essas equacoes, pela ortogonalidade dos elementos (11,), é

possivel escrevé-las como

{(6) — im(p)} G2, A1 (P) = 0; paran =2ep=0. (2.305)

[(5) — im(p)} GnAu(P") = 0; para qualquer n inteiro e p=1.  (2.306)

Observe, concluindo, que ha uma diferenca entre o desenvolvimento de Kruglov
e o obtido na representacao D,(V, g). No desenvolvimento original de Kruglov, a massa
fisica é dada por (2.296). J4 no desenvolvimento feito aqui o papel de my em (2.302) é

irrelevante para o caso da equagao de Proca, ou seja, para p = 1. Com efeito,
(IL)(P) = (IL)(P") =0, (2.307)
e ter-se-ia para p =0
[m(Ilo) + m/(I11)] g2, A1(P) = mg2,, Ai(P) (2.308)
eparap=1

[m(ILy) + m/'(I12)] gnn A (P") = mgnnAu(P™), (2.309)
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o que anula o papel que m’ poderia ter. Lembre que as equagoes (2.305-2.306) foram
obtidas a partir do vetor de Proca R}¢ ). No caso geral, onde nao se extraia a equagao
de Proca da equagdo de DKP, o papel de my em (2.302) é similar ao do desenvolvimento

original de Kruglov.

Este desenvolvimento mostra o poder da representagao D,(V',g) ao obter e ge-
neralizar a equagao proposta por Kruglov. Essa generalizagao foi feita de forma natural,
no sentido de que nao foi adicionada a teoria elementos externos; apenas foi distribuido
o valor da constante m nas partigdes da unidade (II,) e (II,+1). Em contrapartida, o
desenvolvimento feito por Kruglov necessita de elementos externos a teoria quando sao
propostos os operadores P e P 3. Ainda mais, para o caso especifico do vetor de Proca
Ry ), fol mostrado que utilizar m1, ou m,, na equacao de DKP ¢ irrelevante, embora

essa constante ainda possa ter algum interesse quando utilizada no caso geral.

13 Na verdade, o que foi proposto no artigo de Kruglov foi o elemento da &lgebra de matrizes e4Z com as

propriedades

[EM,N] _

AB — 6MA5NB; EM’AEB’N:(sAB€]W’N. (2310)

Os operadores P e P, por sua vez, foram foi propostos a partir de £4*% como

p o= m  p— L lvulu

2.311
, Selmival, (2311)

onde p sdo indices correspondentes as componentes do quadrivetor ¢ e [uv] sdo indices correspondentes
as seis componentes independentes do tensor eletromagnético ¢,
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3 A Mecanica quantica de bosons e a algebra

simétrica

3.1 Introducao

No capitulo 2, foi visto o desenvolvimento da algebra de Schonberg associada aos férmions
Cl, (W ,Q, ). Nesse caso, a génese da referida dlgebra repousa na introdugao de uma forma
bilinear simétrica no espaco W formado pela soma de um espaco vetorial de n dimensoes
com o seu dual. Foi mostrado que é possivel escrever os elementos dessa algebra através
de uma base candnica formada a partir de um idempotente primitivo. Esse idempotente
permite a formacao de ideais minimos na algebra, onde seus elementos sao associados aos es-
tados quanticos fermionicos, enquanto os elementos gerais sao associados as transformagoes
lineares nos ideais. Foi visto também que, na base canonica, é possivel construir projetores
que, nesse formalismo, permitem desenvolver representacgoes irredutiveis da algebra de
DKP. Nesse cenario, a mecanica quantica para particulas fermionicas se torna elegante, no
sentido de que observaveis e estados fisicos fazem parte de uma mesma estrutura algébrica,
0 que nao ocorre no desenvolvimento usual da escola de Copenhagen. No presente capitulo,
sera visto que também ¢é possivel seguir o mesmo roteiro do capitulo anterior para a
construcao de uma algebra que esta associada a particulas bosonicas. Como é de se esperar,
a versao bosonica da algebra nasce de premissas ligeiramente diferentes do caso anterior.
A diferenca esta na introdugao de uma forma bilinear simplética em V', em oposicao a
forma bilinear simétrica do caso anterior. Esta mudanga traz consequéncias significativas:
a algebra resultante passa a ser uma algebra de Clifford simplética, ou seja, uma algebra
analoga a dlgebra de Clifford ortogonal cujo anticomutador é substituido pelo comutador.
Da mesma forma que o caso anterior, a natureza da forma bilinear simplética introduzida
aqui permite fazer uma decomposicao lagrangiana de W e a algebra passa a ser uma
algebra de vetores covariantes e contravariantes. Nesse formato, as operacoes algébricas
coincidem com as relagoes de comutacao dos bésons. No entanto, ainda nao é possivel
representar a mecanica quantica bosdnica nos mesmos moldes que no caso fermionico
pois a estrutura simétrica dessa algebra nao permite a construcao de um idempotente
primitivo a partir de seus elementos. Isso significa que nao é possivel obter ideais minimos
da algebra. Além disso, sua estrutura simétrica faz com que a algebra seja construida
em um espaco vetorial infinito, o que traz dificuldades na propriedade de fechamento.
Por essa razao, Schonberg se referia a ela como uma quase dlgebra, e ele contorna essas
duas dificuldades, primeiro estendendo a algebra através da introducao ad hoc de um
idempotente primitivo com propriedades especificas. Isso faz com que seja possivel escrever

os elementos da nova algebra por meio de uma base canoénica, o que é essencial para
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a construgao de ideais minimos. Para resolver o problema do fechamento da algebra é
suficiente considerar subespagos finitos, porém indefinidos, da algebra estendida. Com essa
construcao € possivel descrever a mecanica quantica para particulas bosonicas. E instrutivo
comegar apresentando alguns aspectos relevantes da algebra simétrica, pois esta faz o papel
da algebra exterior, no caso fermibnico. Nesse desenvolvimento seguimos as referéncias [53]
para a parte da dlgebra simétrica, [1,2,4-6] para a parte da dlgebra da revisdo das élgebra
de Schénberg C?,(W Q) e [93-98] para a parte relativa aos polindmios de Hermite. O

objetivo deste capitulo é apresentar a construgao que sera usada como base do capitulo 4.

3.2 Aspectos gerais sobre a algebra simétrica

Esta secao apresentara algumas nocoes a respeito da algebra simétrica, importantes

para o entendimento da &lgebra de Schonberg associada aos bésons.

A dlgebra simétrica do espaco vetorial V' de n dimensées, denotada por Sim(V'),
é o par (\/(V), V), onde \/(V) é o espaco graduado dado por

Vv) = @V, 1)

Na expressao acima, \/k(V) ¢ o espaco da k-ésima poténcia simétrica de V. Seus elementos

sao chamados de k-tensores simétricos sobre V' e sao dados por
1
T, = E Z Vsi(1) @ Vgy2) @ ... @ Vi (k) (32)

* 0;ESE

onde v; € V e S, é o grupo de permutagoes do conjunto {1,2,...,m}. Seja V : \/k(V) X
\ (V) — \/k+ (V) o produto simétrico, dados dois tensores simétricos de ordem k e ,

o produto simétrico entre eles é dado por

(k + 0)!

T v T ke

Y (o). (3.3)

O'iGS}H_g

Quando k£ = ¢ = 1 na expressao acima, \/1(V) ¢ identificado como o préprio V' e entao a

expressao (3.3) ¢ dada por
/ 1 / /
vvvr = 5[1/@1/ +v' e, (3.4)
com v,V € V. O produto simétrico é comutativo e associativo, ou seja,

T,V T, — T,V T =0, (3.5)
T,V (T VTy) = (T, VI) VT (3.6)

inter n rvar qu r vetor XPressa D) é r n r
E interessante observa e para os vetores v e V', a expressao (3.5) ¢ dada por apenas po

vV —vV v =0. (3.7)
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A comutatividade do produto simétrico é a propriedade que torna a algebra simétrica
diferente da algebra exterior. A anticomutatividade do produto exterior faz com que o
elemento v A v seja identicamente nulo. Este fato leva a um limite na soma (2.16), i.e.
a algebra exterior é de dimensao finita. Em contrapartida, a comutatividade da algebra
simétrica faz com que o elemento v V v seja um elemento nao nulo de \/(V) Observe-se

ainda que, se {ey,...,e,} for uma base de V', entéo

el\/\/el
— —

k-vezes

+k—1
éum dos | i elementos da base de \/ k(V). Esse fato faz com que k possa assumir

qualquer valor inteiro, inclusive aqueles maiores do que a dimensao de V. Dessa forma, a

algebra simétrica é de dimensao infinita, como pode ser visto em (3.1).

Uma forma de definir a algebra simétrica é através do quociente da algebra tensorial

T (V) pelo ideal I, gerado pelo elemento v ® V' — V' ® v, ou seja,
Sim(V) = ———=. (3.8)

Uma andlise considerando produtos entre classes de equivaléncia [52], permite mostrar
que a multiplicagdo no espago quociente (3.8) é, de fato, dada pela expressao (3.4). Para
finalizar, é conveniente indicar a forma de um elemento geral de Sim (V') escrito em termos
de duas bases de \/(V) A primeira base é composta pelos elementos do tipo eyk, onde Jj
é um conjunto de multi-indices monotonicamente ascendentes' de tamanho k e a notacéo
eyk =e; Ve; V... Ve foiintroduzida. Nessa base, um elemento arbitrario da algebra
simétrica é dado por

T = Y Chej. (3.9)

k=0

E importante notar que para k = 0 tem-se que C’° é um escalar e e Jo € a identidade em
Sim (V).

Para a segunda base lembremos que, pode-se mostrar que o espaco dos k-tensores

simétricos \/k(V) ¢ expandido por elementos definidos como [53]

n
L . Ji,k in
e\/‘]n‘k = H]&k!el V... \/ ei}, ’k, (310)
¢
com os jy sujeitos as restricoes

Jek > 0; > jer = k. (3.11)

! Veja em (2.6) que conjuntos multi-indices monotonicamente ascendentes permitem indices repetidos.
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O conjunto J,j é um conjunto de multi-indices de tamanho k com as restrigdes (3.11).

Veja que cada joi € J, em (3.10) representa expoentes, de modo que

et :=e;V...Ve;. (3.12)
N————

? vezes

Nesta base, um elemento geral da dlgebra simétrica é dado por

> Brey,, . (3.13)

p=0
onde B”"7e, .  representa a soma em todos os indices j, sujeitos a (3.11).

A base ey, , permite mostrar que hd um isomorfismo entre a algebra simétrica
Sim (V') e o anel de séries formais de n varidveis sobre K, denotado por K[[z1, ..., z,]], ao
identificar cada e; com uma variavel z;, 1 < i < n. Dessa forma, para cada t, € \/(V)

dado por
J
tk — B n’ke\/Jn’k (314)
existe associada uma série formal de n varidveis

Sy, = By, (3.15)

k

com a defini¢cao
H]gk pI R ik (3.16)

onde jor € Jy 1 € 0s x; formam um conjunto de n varidveis.

Vale a pena tracar algumas linhas acerca do correspondente isomorfismo da algebra
simétrica sobre o espaco dual de V', denotada por \/(V*) Neste caso, cada elemento da

base dual e’ pode ser entendido como uma aplicacdo linear V' +— K, de maneira que o

tensor simétrico em \/ , dado por
oo
> Dy, e, (3.17)
p=0
é associado a funcao polinomial
o
> Dy, e, (3.18)
P
onde
eV = ngp‘ef P/ e]“ V... Vel (3.19)
e

n

H el el el (3.20)
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em que e;e; ¢ a multiplicacao de duas funcoes definida por (e;e;)(v1, v2) = e;(v1)ex(vs).

Os elementos do tipo (3.17), juntamente com a operagao de soma e produto de fungoes

formam, um anel de fun¢ées homogéneas denotado por K[[ey, . . ., €,]]. Um fato interessante
é que (3.17), aplicado a v = v'e;, resulta em
i=1
Gw) = > 1iew' Dy, @7 (), (3.21)
p=0/¢=1

Note que, para cada G(v), pode-se associar uma aplicagao g : K — K dada por
9(z) = > 11iep'Dipinn ()72 .. (2n)Tmr; z=(21,...,2n) € K". (3.22)
p=0/¢=1

onde usamos, na expressao acima, a notacao explicita a fim de facilitar a compreensao da

associagao G +— g. Na forma compacta, a expressao (3.22) é escrita como

9(z) = > Dy, z"" (3.23)
p=0
junto com a definicao,
zhe = [ depled” ... 2. (3.24)
=1

Observe que, tanto (3.21) como (3.22) para serem interpretados como fungdes, é preciso
que haja garantia de convergéncia nestas séries. Entretanto, ambas equagoes podem ser
representadas pela série formal (3.16). Isso quer dizer que também ha isomorfismo entre a

algebra simétrica Sim (V™) e o anel de séries formais K[[z1, ..., z,]].

3.2.1 Contracdes na algebra simétrica

A exemplo da algebra exterior, é interessante que se defina operagoes capazes de

transformar um k-tensor simétrico em um (k — 1)-tensor simétrico. Analogamente ao
. k Ny .

caso anterior, para v,v; € V e B* € \/ (V), define-se a contragao a esquerda da dlgebra

simétrica v| pelo vetor v como

w[B"(va,...,vn) = B(v,vs,..., ). (3.25)

Por completude, é conveniente que se defina também v[B' := B'(v) e v[B? := 0, em que

B° é uma constante. Ao se considerar ,8’g =u VusV...Vu comu; € U, tem-se

k
vi(urVus V... Vaug) =Y w@)u V... VE; V..V, (3.26)
=1

onde ~ em u; indica que u; esta fora do produto simétrico. Nesse caso, tem-se

vi(ug Vus V... Vug) (1 Vs V... V) = Perm|u;(v;)] (3.27)
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comi,j =1,2,...,k e vy = v. Em (3.27), Perm[a;;] é o permanente da matriz cujos
elementos sdo dados por a;;. A contragao da direita da dlgebra simétrica |u pelo covetor u

é definida de forma andloga, como

B, ver) = Br(vr,. e, v). (3.28)

3.2.2 Operadores de criacdo e aniquilacdo da algebra simétrica

Assim como na algebra exterior, a multiplicagao simétrica do covetor u € U por

k
um k-cotensor simétrico B* € \/ (U) pode ser interpretada como aplicagoes a direita e a
esquerda de operadores \/(U) — End (\/(U)) Isto é, cada covetor u em U define os

operadores c(u) e ¢'(u) dados por

c(w)Bt = Vk+1luv g, (3.29)
c(w)B* = Vk+18FVvu. (3.30)

Esses operadores sdo chamados de operadores de criagdo da dlgebra simétrica. Cada vetor
v em V| por sua vez, define dois operadores chamados de operadores de aniquilagio da

algebra simétrica e sao dados por

1
dw)p* = ﬁvm’“, (3.31)
d'(v)g* = iﬂ’ﬂy. (3.32)

Vi

O importante, para o presente trabalho, sao as relacoes algébricas que envolvem os
operadores de criagao e de aniquilacao. A partir das defini¢oes e propriedades do produto

simétrico e das contragoes, é possivel encontrar que
[d(v), c(w)] = [d'(v),c!(w)] = u(v), (3.33)

onde [-,-] é o comutador, e todos os outros comutadores que envolvem os operadores
de criacdo e aniquilacao da algebra simétrica sao nulos. As relagoes algébricas destes
operadores cumprem papeis importantes na dlgebra de Schonberg associada aos bdsons,

que sera o tema da préoxima secao.

3.3 Algebra associada aos bésons

Na secao 2.2.5 foi visto como a escolha de uma forma bilinear simétrica de um
espaco lagrangiano formado por vetores contra e covariantes pode determinar toda uma
estrutura matematica apropriada para tratar particulas fermionicas. Nesta secao sera feita
uma extensao dessa teoria, no sentido de que serd mostrado como a introducao de uma

segunda forma bilinear pode dar origem a uma algebra associada aos bosons. Ainda com
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argumentos de se ter invariantes sob transformagdes afins, a forma bilinear proposta para
este caso ¢ a versao simplética da forma bilinear anterior, ou seja, aquela que corresponde
ao sinal negativo em (2.45). Essa mudanga faz com que surja a versao simplética da élgebra
de Clifford ortogonal cujos geradores, apés uma decomposicao lagrangiana do espaco
composto por vetores e covetores, obedecem as relagoes de comutacao dos operadores de
criagao e aniquilagao associados ao oscilador harménico. Esta revisao esta baseada nas

referéncias [1,2,4-6.

3.3.1 A forma bilinear antissimétrica e a algebra de Clifford simplética sobre
W

Seja E um espaco vetorial e f uma forma bilinear antisimétrica?; entdo, o par
(E, f) é dito um espago vetorial simplético ou simplesmente um espaco simplético. Para
todo espacgo simplético ha uma algebra tipo Clifford associada, que é a algebra definida
por comutadores ao invés de anticomutadores. Os passos para demonstrar esse fato podem
ser feitos utilizando convenientemente o par (W,2_) com W e Q_ definidos por (2.44) e

(2.45), respectivamente.

Considere a notacao utilizada na secao 2.2.7. O espaco simplético W pode ser
imerso na algebra tensorial 7'(W) definida em (2.46) e entdo a dlgebra de Clifford simplética

é definida como [1]

Cl (W, Q) = , (3.34)

onde I ¢ o ideal gerado por
wRw —ww-—20_ (w,w), (3.35)

com w,w’ € W. Por argumentos matemdticos semelhantes ao desenvolvimento da &lgebra
de Clifford ortogonal, pode-se mostrar que a multiplicacao das classes de equivaléncia em

T(W) /I é realizavel em termos da multiplicacao simétrica como
ww' = wVw + 0 (ww). (3.36)

A propriedade de simetria do produto externo e antissimetria de {2_ permite que se chegue

a relagdo fundamental da algebra de Clifford simplética, expressa como
ww' —ww = 20 (w,w). (3.37)

A algebra de Clifford simplética é uma algebra universal. Isso quer dizer que a aplicacao ¢

que deixa comutativo o diagrama da Figura 3 é tinica, a menos de isomorfismos, e é dada

2 Forma bilinear antissimétrica e forma bilinear simplética sio sinonimos [91]. No entanto, a segunda

forma é mais utilizada pelos fisicos.
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W <> T(W)
¢
}9
Cl, (W, Q)

Figura 3 - ¢ =v o0

por ¢ =19 o, onde ¥ é a projegao natural de T' (W) em C¢,(W Q_) e ¢ denota a imersao

de W na algebra tensorial.

A seguir sera mostrado que o espaco W = V U também é um espaco lagrangiano
maximo em relagao a forma bilinear simplética €)_ e como surgem, neste contexto, as

relagoes de comutacao caracteristicas da mecanica quantica para particulas bosonicas.

3.3.2 A decomposicao lagrangiana de W por uma forma bilinear simplética e

a algebra associada aos bdsons

Foi visto na secao 2.2.8 a definicdo de um subespago lagrangiano relativo a uma

forma bilinear. Neste sentido, pode-se mostrar que os subespagos V e U de
W = VaoU (3.38)

sao subespacos lagrangianos maximos relativos a forma bilinear 2_ : W x W — K dada

por

Q_((u,v), (u',v)) = 5 [u,v)—(u,v)], (3.39)

N | —

pois,

Q(V,v) = Q (U,U)=0. (3.40)
Além disso, dim W = 2n, onde n = dim V' = dim U. Em outras palavras, o espago (3.38)
é uma decomposicao lagrangiana em relacao a forma simplética €2_.

Nesse contexto, a algebra C/, (W ,€2_) pode ser entendida como uma algebra de

vetores covariantes e contravariantes por meio da defini¢cao da aplicagao linear [1]

{}: W End (\/(W"))

(3.41)

{vou} = {v}+{u},
{v} = d), (3.42)
{u} = c(u), (3.43)

onde \/ (W*) é o espago dual ao espaco dos vetores simétricos sobre W e ¢ e d sdo os

operadores de criagao e aniquilacao da algebra simétrica, respectivamente definidos em
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(3.29) e (3.31). Agora, a relagao (3.37) que caracteriza o produto da algebra C¢,, (W ,Q_)
pode ser expressa pelo seguinte conjunto de comutadores entre elementos covariantes e

contravariantes da algebra:

[{v} {v'}] =0, (3.44)
[{u}. {u'}] =0, (3.45)
{v} {u}] = (u,v). (3.46)

Ainda mais, os conjuntos {e;,...,e,} e {€',...,e"} podem ser escolhidos como um par

de bases duais de V. Nestas bases, as relagoes (3.44-3.46) sao expressas como

[{ei}. {e;}] =0, (3.47)
{e'}{e'}] =0, (3.48)
{ei}, {e'}] =d/. (3.49)

Observa-se, desta maneira, que a dlgebra C¢(W Q) _) se torna isomérfica a dlgebra dos
operadores de criagao e aniquilacao associada ao oscilador harmonico. Notemos que as
relagoes algébricas (3.47-3.49) foram obtidas a partir de apenas uma premissa fundamental.
Esta premissa é relativa ao espaco W sobre qual a algebra é definida, o qual deve ser a
decomposicao lagrangiana (3.38) com respeito a forma bilinear simplética Q_. Deste modo,
chega-se a conclusao importante, i.e. a escolha da forma bilinear imposta a W determina
a estatistica das particulas cuja dlgebra correspondente as descrevem. No caso dos férmions,
analisado no capitulo 2, a escolha da forma bilinear é suficiente para desenvolver um
ambiente matematico propricio para representar a mecanica quantica. Ja o caso dos bosons
¢ um pouco mais delicado. Como sera explicado, é preciso que se acrescente um ingrediente
externo a essa formulacao. Isto é justificavel na medida em que, em CU(W )_), ndo é
possivel construir um elemento idempotente primitivo apenas com elementos da propria
4lgebra. E preciso, portanto, adicionar de maneira ad hoc tal elemento de tal forma que
seja possivel o surgimento de uma &lgebra mais geral que tem C/(W,Q_) como uma

subalgebra. Essa construcao sera apresentada com os detalhes na subse¢ao 3.3.3.

3.3.2.1 O elemento geral da algebra de Clifford simplética de W

A algebra C?,(W,Q_) herda a graduagao da élgebra simétrica. Neste sentido, os

elementos de sua base sao da forma [1,2,4,5]

{e'} {e’} .. {e"}{e.} .. . {ex}*{e1}", (3.50)

onde s; e r; sao expoentes e podem assumir qualquer valor inteiro. A identidade de
CUl(W ,Q_) é obtida quando todos s; e r; forem iguais a zero. Neste cendrio, um elemento
geral da algebra de Clifford simplética sobre W', escrito na base (3.50), é dado por [1,2,4,5]

A = i Cy e’ Hex,}, (3.51)

p,q=0
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onde J, e K sao dois conjuntos de multi-indices monotonicamente ascendentes de tamanho
p e q, respectivamente. Lembre-se que nesses conjuntos ha indices repetidos, o que justifica
os expoentes s; e r; poderem receber valores inteiros maiores que a unidade. Especificamente,

a notagao utilizada é:

{er} = {ej1}{ej2}"'{ejp}7 (352>
{ex,} = {exHex, .} {eq}. (3.53)

A graduacao da algebra de Clifford simplética pode ser expressa explicitamente com a
definicao
1, (W)

Clr(wW,Q.) = T (3.54)
Q_

onde T3 (W) é o espagco dos k-tensores sobre W. A algebra de Clifford simplética é obtida
por meio da soma direta de todos os C’EZ(W, 2_), ou seja,
Cl,(W,Q_) = PCe(w, ). (3.55)
k=0
Na préxima subsecao sera visto com mais detalhes como se pode formular a

mecanica quantica de bdsons a partir do desenvolvimento mostrado até aqui.

3.3.3 A impossibilidade de formar um elemento idempotente primitivo na

algebra de Clifford simplética sobre W/

A estrutura algébrica de C/, (W ,€)_) nao permite que se construa um elemento
idempotente primitivo, com as propriedades andlogas a (P) do caso analisado no capitulo
2, a partir de seus elementos. Para observar este fato, notemos como tal idempotente
é possivel na élgebra C?,(W,Q, ). Nesse sentido, observa-se que as relacoes (2.65) e
(2.66) tém como consequéncia a propriedade (e;)(e;) = (€')(e’) = 0. Isso faz com que
nio possa haver elementos da base com algum (e;) ou (e’) repetido pois, caso houvesse,
seriam identicamente nulos. Além disto, essa propriedade faz com que os (NZ-), definidos
em (2.71), possam ser usados para construrir o elemento (P) dotado das propriedades
(P)? = (P) e (e;)(P) = (P)(e') = 0. Como o elemento (P) ¢ um idempotente primitivo,
ele pode entao ser usado na construgao dos ideais minimos da algebra que é associada aos
férmions. Dado que a construcao de C¢,,(W,_) segue os mesmos passos da construcgao
de C?,(W,Q,), espera-se que se possa encontrar um elemento em C/, (W ,Q_) com as
propriedades analogas as de (P). Agora, o objetivo de dotar o espago W com a forma
bilinear simplética (3.34) é trazer a tona os comutadores com a mesma importancia que
os anticomutadores tém em C/,(W,Q, ). Como consequéncia, note que (3.47-3.48) se

tornam redundantes para ¢ = j, i.e. nesse caso, essas relagoes se tornam

{eiH{ei} = {eHei}, (3.56)
{e'}He'} = {e'}{e'}). (3.57)
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E com isto, os elementos definidos por

{N;} = {ei}{e'}, (3.58)

como uma analogia a (V;), obedecem a

{eH{Ni} = {ei}*{e}, (3.59)
{NiH{e'} = {eiH{e'}, (3.60)

ou seja, os elementos {Ni}, assim definidos, ndo obedecem as propriedades analogas as de
(]\72-). Isto é, nao sao idempotentes nem se anulam quando multiplicados a esquerda e a direita
por {e;} e {e'}, respectivamente. Desta forma, o elemento {Q} = {N;}{N,} ... {N,} ndo
¢ um idempotente e nem um idempotente primitivo. A consequéncia de nao poder construir
um idempotente primitivo na algebra, por meio de seus elementos naturais, ¢ nao poder
construir os ideais minimos necessarios para representar os espacos de Hilbert dentro deste
contexto algébrico. A solugao que Schonberg encontrou para contornar este problema é
a seguinte: aos elementos de C?,(W ) foi adicionado, de maneira ad hoc, o elemento

{P} com as propriedades [1,2,4, 5]
{Py = (P {eal{P}=0, {PHe}=0 (3.61)
Agora, a algebra gerada por {e;}, {e'},i = 1,...,n e { P}, denotada por C/,(W,Q_),

¢ uma estrutura mais geral no sentido de que ela contém C'¢,, (W, _) como sua subélgebra.

Matematicamente, esta algebra pode ser escrita como
CL,(W,Q_) = CL(W,Q )| |(Kx{P}), (3.62)

onde (K x {P}) representa o conjunto de todos os ¢{P} com ¢ pertencente ao corpo K.

Para expressar a graduacao desta nova algebra, é conveniente definir

Co(W,Q_) = ClW, Q)| |(Kx{P}), (3.63)
de forma que
Cl,(W,Q_) = éuﬁ(w,ﬁ_). (3.64)
k=0

A &lgebra C¢,(W,Q_) dotada do idempotente primitivo pode ser decomposta em

ideais minimos.

3.3.3.1 Base candnica, ideais minimos e a auto representacao do grupo linear na algebra de
Clifford Simplética

Com as propriedades (3.62), o elemento { P} pode ser usado para construir uma
base candnica de C/,(W,Q_). Esta base é o conjunto formado por todos os elementos
definidos como [1,2,4, 5]

(P} = {e“}{PHe,} (3.65)
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onde J, e K, sdo conjuntos multi-indices monotonicamente ascendentes® e { P} := {P}.
Como este tipo de conjunto multi-indice admite indices repetidos, é conveniente definir os

conjuntos

Jp = {s1,52,...,5} (3.66)
Ry = A{ri,re,.. 1}, (3.67)

onde s; e r; ¢ o nimero de vezes em que os indice j; e k; se repetem nos conjuntos J, e K,
respectivamente. Desta forma, os elementos da base sao multiplicados entre si de acordo

com a regra [1,2,4,5]

{PIEHP,} = {55 HPE, (3.65)

P

onde {5;‘7/} foi definido em (2.15).
Nesta base, o elemento geral de C/,, (W ,€Q_) é escrito como
S
A = Y Ay{P¢Y, (3.69)
p,q=0
onde AZQ pertence ao corpo K e sao simétricos em relacao aos indices j e k, separadamente.

Os ideais minimos de C{(W,Q_) podem ser construidos por meio da multiplicagdo
de {P} a direita ou a esquerda de todos os elementos da algebra. O ideal minimo a

esquerda é definido como

Ct,(W,Q_){P} = {¥=A{P}VAeCl,(W,Q_)}, (3.70)
enquanto o ideal minimo a direita é definido de maneira anéloga

{P}CL,(W,Q_) = {¥={P}A|VA e Cl,(W,Q_)}, (3.71)

de forma que a algebra de Clifford simplética sobre W pode ser escrita como a unido de

seus ideais minimos. Isto é,

Cl(W,Q) = Cl(W,Q_){P}U{PYCL(W,Q_). (3.72)

Para mostrar que (3.70) e (3.71) sao realmente ideais minimos, ¢ preciso multiplicar
o elemento geral (3.69) a esquerda ou a direita de { P} por meio da regra (3.68) e observar
que resultam em objetos compostos apenas de vetores ou de covetores. Com efeito, objetos
puramente covariantes surgem da multiplicagdo a esquerda e, portanto, pertencem ao ideal
a esquerda, enquanto que objetos puramente contravariantes surgem da multiplicagao a

direita, sendo assim pertencentes ao ideal a direita. Estes ideais sdo minimos pois, por

3 Nesta secdo, todos conjuntos multi-indices sdo monotonicamente ascendentes. Ver secio 2.2.1.
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construcao, o idempotente { P} é primitivo. Desta forma, o que se obtém é situacao analoga
a que foi discutida na segao 2.2.9.1: um elemento A geral da dlgebra C/,(W,Q_) pode ser
interpretado como um operador nos ideais (3.70-3.71), i.e. uma auto representagao do

grupo linear GL(K)*. As aplicacoes de tal operador nos ideais sdo definidas como

§: Cl (W, Q) {P} —s CL,.(W,Q_){P}

3.73
A=Ay )

§: (PYCL(W, Q) — {PYCL, (W, Q)

3.74
Ay =yA &7

onde a multiplicagdo que se tem entre 1 e A do lado direito de (3.73-3.74) é a prépria
multiplicacdo da algebra. Em outras palavras, um elemento geral A “leva” um elemento 1
pertencente ao ideal minimo — & direita ou a esquerda — em outro elemento ¥ do mesmo

ideal. Os elementos destes ideais sdo conhecidos como espinores algébricos [52].

3.3.3.2 O espaco de Hilbert dos ideais minimos da algebra de Clifford simplética extendida
sobre W

E importante, dos pontos de vista fisico e matemadtico, que se estabeleca os ideais
de C/,(W,Q_) como um par de espagos de Hilbert duais. Para isto, note que os elementos

gerais destes ideais sao dados por

Y = iCJp{P"P} € Cl,(W,Q_){P} (3.75)
Pt = iC"P{PJP} € {P}CL,(W,Q_). (3.76)

Note que a multiplicacao algébrica de 9 e QT, isto é, a multiplicacao destes elementos
seguindo a regra (3.68), resulta em um elemento de K x {P}. Existe um isomorfismo entre
K e Kx {P} dado pela identificagdo ¢ — ¢{ P}, o que permite definir o espaco dual do ideal
a esquerda da élgebra como o conjunto de todas aplicagoes Cl,(W,Q_){P} — K x {P}.
Isto por si s6 faz do ideal a esquerda o seu espaco dual. Para que este fato seja visto com

mais clareza, ¢ suficiente encarar os ¢! como aplicacoes

0 CO (W0 )P} — K x {P}
G b=l = (P},

O grupo GL(K), sem a indicagdo da dimensionalidade, denota o grupo linear de dimenséo infinita
sobre o corpo K.

(3.77)
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A situacao inversa é analoga. Isto é, os elementos do ideal a esquerda ¢ podem ser

entendidos como aplicagoes

(3.78)

Neste sentido, pode se definir os elementos ¥ e ¥' em (3.75) e (3.76), respectivamente,

como duais quando

ch = 0, (3.79)
para K = C ou

ch = Cy, (3.80)

para K = R. A notacao C indica o conjugado do ntimero complexo C. O simbolo 1 pode
ser agora usado para indicar o dual do elemento. Mais do que isto, pode ser visto como a
aplicacao que leva elementos de um ideal minimo para o outro. Para que isto seja possivel,

deve-se introduzir a aplicacao transposicao T, tal que

Y= iCJP{PJp} (3.81)
o= Yo (3.52)

para os ¢ € Cl,(W ,Q_){P} e ¢’ € {P}Cl,(W,Q_) dados por (3.75-3.76). Veja que,
para que haja coeréncia entre (3.75-3.76) e (3.81-3.82), deve-se definir
{P7}" = {Py}; {P}" ={P"} {PY'={P}. (383

A partir destas defini¢oes, é possivel mostrar que a operacao T' obedece as propriedades

W)T = YT (") = (3.89)

Deste modo, a operacao t pode ser representada como a composicdo da transposi¢ao com
a conjugacao complexa, desde que, as defini¢oes (3.83), seja adicionada

(P} = {P}. (3.85)

Neste cenario a operacao indicada por | recebe o nome de conjugado transposto. Essa

aplicacao herda a propriedade (3.84) da transposicao e da conjugacao, de maneira que
T
W) = ¢ (v =v. (3.86)

Em meio ao que foi apresentado acima, o espago de Hilbert H, associado aos
elementos dos ideais minimos de C/,(W,_), surge ao se considerar o conjunto de

elementos duais ¢ e QT tais que obedecam a restricao

ey < {4oo}, (3.87)
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onde o simbolo {oo} indica o elemento ¢{ P} € K x {P} com ¢ — +o0.

Uma forma melhor de analisar (3.87) é fazendo a multiplicagao algébrica do lado

esquerdo da desigualdade. Isto é,
Yy = S o c{P =Y |0, P{P}). (3.88)
p=0 p=0

Portanto, espaco de Hilbert pode ser equivalentemente definido como o espaco dos ¢ €
Cl,(W Q_){P}, dados em (3.75), tais que

Y NCLP < oo (3.89)

p=0

Os espinores algébricos de C/,(W,Q_) tém muita importancia na formulagao
algébrica da mecéanica quantica de bdésons sob a perspectiva de Schonberg. Entretanto, a
estrutura matematica C¢,(W,Q_) ndo forma uma algebra associativa [1,4-6] de modo
que, para representar a mecanica quantica de bosons na linha algébrica andloga ao que foi
feito com os férmions no capitulo 2, nao basta que as particulas sejam representadas por
espinores algébricos no espaco de Hilbert associado aos ideais minimos; é preciso ainda

mais um ingrediente. Este ¢ o tema da secao 3.3.4.

3.3.4 A representacao algebrica da mecanica quantica de bésons

E importante sumarizar o desenvolvimento da &lgebra associada aos bésons até
este momento antes de avancar em direcao a formulagdo adequada para tratar particulas
fisicas bosonicas. Foi visto que a introdugao de uma forma bilinear simplética no espaco
W determina uma &algebra de Clifford simplética. No entanto, devido a sua natureza
simétrica, esta estrutura nao é apropriada para representar espacgos de Hilbert, pois nao
ha nesta um elemento idempotente primitivo. A forma que Schénberg encontrou para
contornar este problema foi introduzir tal elemento de forma ad hoc e, com isto, generalizar
a algebra no sentido de que essa passa a ser uma subalgebra de uma estrutura algébrica
maior. A introducao de um idempotente primitivo agora permite que se construa ideais
minimos que servem de espago de representagao (a auto representagio) do grupo linear
nesta algebra. Consequentemente, os elementos do espago de Hilbert associado a esses
ideais sao candidatos a representar os estados fisicos bosénicos visto que, na situagao
analoga dos férmions, sdo os espinores algébricos que representam os estados das particulas

fisicas.

No entanto, a situagao aqui nao é completamente analoga ao caso fermionico devido
a simetria do produto simétrico levar a uma algebra de dimensao infinita. Neste caso, a
estrutura mateméatica Cl,(W,Q_) referida até entdo como algebra nao é, na verdade,
uma algebra associativa. Os elementos desta estrutura falham em obedecer o axioma

de fechamento da algebra. Por este motivo, Schonberg se refere a ela como uma quase
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dalgebra. Essa estrutura matematica, como tal, ndo é suficiente para acomodar a descri¢ao
da mecénica quantica de bosons; ainda falta um ingrediente. A solucao para esse problema
é limitar a soma em (3.69) em algum valor finito; isto corresponde considerar apenas
subélgebras finitas da quase algebra C/, (W ,Q_). Desta forma, é coveniente introduzir

outra notagao para essa estrutura fechada. Define-se, assim

Cl,(W,Q) = PCHEW,Q);  m< oo (3.90)
k=0

Observe-se que a notagao do lado esquerdo de (3.90) se refere a qualquer subélgebra de
Cl, (W, ), desde que seja de dimensao finita. Com essa construgao, os estados fisicos
de particulas bosonicas podem ser representados por espinores algébricos. Todavia, nesse

caso, esses espinores sdo de dimensao finita e pertencem aos ideais minimos

Cl.(W,Q_){P} = {V¢=A{P}AeCl,(W,Q)} (3.91)

(PICL(W. Q) = {V={PI|A€Cl(W,Q)}, (3.92)

a esquerda e a direita, respectivamente. Portanto, os estados fisicos de particulas bosonicas
podem ser representados por elementos dos subespacos H,, finitos do espaco de Hilbert H
associado ao ideal minimo a esquerda de C/,,(W,€)). Esses elementos podem ser escritos

na base {P’*} do ideal como

Y = iCJF{PJP} € Cl,(W,Q_){P} (3.93)

enquanto seus duais podem ser expressos na base dual {P; }
m
Y= Y oxp,y e {P}CL,(W,Q.) (3.94)
p=0
comm < oo e Cr =C 7,- Como a restrigao é a finitude do espaco e nao exatamente um
valor especifico desta dimensao, notaremos, o espaco H,, sera denotado apenas por H.
Resumindo, o espago que representa as particulas fisicas bosonicas pode ser igualmente

definido como o conjunto

Mo {\w € Cﬁn(W,Q_){P}‘ Yhy < {oo}} . (3.95)
E o espaco dual de H, denotado por H*, é definido de forma equivalente, ou seja,
W= {\w e {PYCl (W, Q_)‘ Yyt < {oo}} . (3.96)

Nesse contexto, a operagao conjugado transposto | define um isomorfismo entre os espagos
H e H*, pois ha uma identificacdo de um para um entre os elementos dos ideais minimos
por meio de (3.79-3.80).

Quando o limite m das somas em (3.93-3.94) tende para o infinito, entao os objetos

¥ e 9" voltam a ser elementos gerais dos ideais de C£,, (W, Q).
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3.3.4.1 A algebra de Clifford simplética sobre TV e o anel de polinémios de n variaveis

Ha um isomorfismo importante entre a algebra de Clifford simplética sobre W e o
anel de polinomios de n variaveis com coeficientes em K. Esse isomorfismo nao é dificil de
se notar quando h&d uma mudanga de base em C/, (W, Q_): primeiramente, observe que o
produto em C?,(W Q_) C C(,(W Q_) é dado por (3.36). Para tornar mais explicito,
considere a aplicacao {-} : T(W) — Cl,(W,Q_). Assim, tem-se que para w,w’ € W, a
multiplicagao no espago quociente T'(W) /I =: C{,,(W,Q_) é dada por

{wHw'} = wVw + 0 (w,w). (3.97)

Foi mostrada na se¢do 3.3.2 que W é uma decomposicao lagrangiana em relacao a forma
bilinear simplética _, pois Q_(V,V) = Q_(U,U) = 0. Desta maneira, quando a
aplicagao {-} é restrita a V' e U, separadamente, o produto da &lgebra (3.97) se iguala ao

produto simétrico, de maneira que se pode escrever
Cl,(W,0Q_) = Sim(U){P}Sim(V). (3.98)

Nesta situagao, pode-se utilizar a base (3.10) para escrever o elemento geral de C¢,(W,Q_)

como

A = Y Byr{PTy (3.99)

- Jﬂ,P
p,q=0

J <
onde os elementos {P"" } formam uma nova base e sdo dadas por

{(Pn} = {e*HPHex,,} (3.100)

com

ferry = [LienMel}r{efor .. {en}rs (3.101)
(=1

{ex,.} = ]I Jen{er i ey} {e, tima., (3.102)
=1
Os elementos desta base se multiplicam por meio da expressao
Py Py = (s P 3.103
(PPt = {0k HPu ) (3.103)

O isomorfismo entre Cl,(W,Q_) e o anel de séries formais de n varidveis sobre
K é dado por meio de seus ideais. Foi visto na subsecao 3.3.3 que a operacao conjugado
transposto | estabelece um isomorfismo entre os ideais minimos da algebra de Clifford
simplética sobre W e que essa algebra pode ser reescrita em termos da uniao dos respectivos

ideais. Portanto, considerar apenas o ideal minimo a esquerda e a operacao T é o bastante
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para se ter o mapeamento completo da &dlgebra. Por outro lado, a algebra simétrica
sobre V e U sao isomorficas aos ideais minimos a direita e a esquerda de C¢,, (W, 1),

respectivamente, através das associagoes

 Sim(U) — {P}Cl(W, )
() — (P (3.104)
¢:Sim(V) — Cl,(W,Q_){P}
¢({es,}) = {Pn,}

Também foi visto na subsecao 3.2 que ha um isomorfismo entre as algebras simétricas

(3.105)

sobre V' e U e o anel de séries formais de n varidveis sobre K. Esses isomorfismos induzem

os isomorfismos

S ({Pr}) = T
0: CUW,Q){P} — K[z, ..., 5,]]
7 ({PJ"”’}) = T

de forma que ¢ ou # combinados com a operacao conjugado transposto 1 da um mapeamento

(3.107)

completo de C/,(W,Q_). A Figura 4 diagrama comutativo entre as diversas dlgebras e os

anéis de séries formais de n variavies e de n fungdes homogéneas.

Observe que 7 e Ty sdo projegoes de Cl, (W, Q_) para os ideais minimos a esquerda
e a direita. Essas projegoes sao exatamente o elemento { P} multiplicado a direita ou a
esquerda de C{(W,Q_). Os isomorfismos entre os ideais e o anel de séries formais de n
variaveis sao estabelecidas via da algebra simétrica . Note, por exemplo, que d — definida

por (3.106) — estabelece um isomorfismo entre a dlgebra simétrica contravariante e o ideal

minimo a direita de forma que o isomorfismo entre { P}Cl,(W,Q_) e K[[z1,...,z,]] é
dado por

§ = po(t, (3.108)
onde p: Sim(V') — K[[z1, ..., x,]] é o isomorfismo entre a dlgebra simétrica contravari-

ante e o anel de séries formais de n variaveis dado pela identificagao

€V, i — U A (3109)

J& o isoforfismo entre o ideal minimo a esquerda e K[[x,...,z,]] é estabelecido
mediante a algebra simétrica covariante. Neste caso, ainda tem um passo a mais: a algebra

simétrica covariante é isomorfica ao anel de séries formais de n fungdes homogéneas e esta
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e

{P}CL,(W,Q_) Q_){P}

K[[x1, ..., x,]]

Figura 4 — Diagrama comutativo entre as algebras e os anéis de séries formais de n variaveis
e de n fungoes homogéneas

¢ isomorfica ao anel de séries formais de n variaveis. O isomorfismo entre CZ,,(W,Q_){ P}

e K[[z1,...,x,]] é dado, portanto, por
0 = rK(x)oeod !, (3.110)

onde € : Sim(U) — K[[z1, ..., x,]] é 0 isomorfismo entre a dlgebra simétrica covariante

e o anel de séries formais de n fung¢oes homogéneas, dado pela identificacao
e’mr —s el (3.111)

A aplicacdo k(z) : K[[e!,...,e"]] — K[[z1,...,x,]] estabelece o isomorfismo entre os
aneis de séries formais de n fun¢des homogéneas, para cada x € K". Lembre-se ainda que o
conjugado transposto | é um isomorfismo entre os ideais minimos da algebra. Essa analise

mostra que a algebra C/, (W ,Q_) é isomérfica ao espago
Rl[z1,. - xa]] = Kz, ... z)] @ K[z, - . ., 2] (3.112)
munido da multiplicagao
(7me @ g™ ) (e @ b)) = (o} (27 @ B (3.113)

Neste caso, o anel de séries formais de n varidveis fazem o papel dos ideais minimos.

Esta andalise pode ser estendida para a algebra C/,(W,Q_). Neste sentido, os

anéis K[[z1, ..., 7,]] e K[[e', ..., e"]] devem ser trocados pela dlgebra de polinomios de n
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variaveis K[z, ..., z,] e a dlgebra de fun¢des homogéneas H(K"), respectivamente. Desta

maneira, tem-se o isomorfismo

COUW Q) ~ Ry, ..., 2], (3.114)
com
Rlz, ..z, = Kz, ... x,] ® HK"), (3.115)
em que K[zy,...,2,] é munido da multiplicagao
(58 @ ) (o @) = (ofor) (e rir) (3110

onde z, f € K" e g, h sao bases de H(K").

Na proxima secao sera analisada a situacao em que existe uma correlagdo simétrica
que identifica o espaco V' com o espago U. Esta correlagao induz uma métrica e torna
possivel a introducao de novos elementos, de forma que o ideal minimo a esquerda seja

isomorfico a um espago gerado pelos polinomios de Hermite.

3.3.5 A introducdo de uma métrica e as distribuicoes na algebra de Clifford
simplética

A introducao de uma correlacao simétrica b : V' — U induz uma algebra isomorfica

a Cl,(W,Q_) através das definigoes das aplicagoes

q:U — End (\/(V))

q:= \}E[c—l—dob_l] (8:117)
'V — End Vv
eV End (V) a1ty

Pi=75

onde c e d sao os operadores de criagao e aniquilagao da algebra simétrica. Note que para

—

d—cob]

veVeuecU, tem-se

qu) = j§[du>+d<um1
= Jgltu}+ {wn) (3.119)
e, de forma andloga,
pw) = [} - {m)] (3.120)

S

2
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Segue que esses operadores obedecem as rela¢oes de comutacgao

[g(w), q(w)] = 0, (3.121)
[p(v).p()] = 0, (3.122)
p(v),q(u)] = (u,v), (3.123)

onde se observa que, diferentemente do caso fermidnico — ver equagao (2.99) —, nao aparece
no lado direito de (3.123) a métrica. Isto se deve ao fato da defini¢do (3.117) usar a
correlacdo inversa b~' e a (3.118); usar a correlacio direta b. Os comutadores acima sdo
analogos aos comutadores (3.44-3.46), no entanto, os elementos envolvidos nas comutagoes

sao diferentes.

E importante que as equagoes (3.121-3.123) sejam escritas em func¢ao da base de

V e sua base dual. Nesse caso, essas equagoes se tornam

¢ ¢] = 0 (3.124)
[pisps] = 0 (3.125)
pid| = o, (3.126)

onde sdo definidos ¢' := q(€") e p; := p(e;). As equagdes (3.124-3.126) sdo iguais as relacdes
de comutacao da posicdo e momentum daa mecfiica quantica. Porém, essas relagoes neste
desenvolvimento sao encontradas a partir da introducao de uma forma bilinear simplética
no espaco W e uma correlagao simétrica entre os espacos V' e U. Os elementos especiais

¢ e p; tém as seguintes propriedades:

¢{P} = jﬁ{ei}{P}; (P}q = jﬁ{P}{eé-l};

i 1 (3.127)
p{P} = _ﬁ{ez‘b}{P}é {P}pi = W{P}{ei}'

As propriedades (3.127), em conjunto com (3.124-3.126) podem ser usadas para

mostrar que [1,06]

(e} {P} = h(q){P} (3.128)
{PHei} = {P}hy,(p) (3.129)

onde s; é um expoente e hg, é o polindmio de Hermite normalizado dado por [96]

1
T/ T

) 2
he,(t;) = 22 e 2 H, (t;) (3.130)

com H,, o polinomio de Hermite usual e t; igual a ¢’ ou p;. Em (3.128-3.129), foi usada a
definigao [1, 6]

(P} := 29" {P}. (3.131)
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A generalizacao de (3.129) pode ser feita de forma direta, obtendo-se [1, 6]
{P7n+} = h'+(q){P} (3.132)
e
{Pr,.} = {P}hs,,(p), (3.133)
com
a = (¢"...,¢", (3.134)
p = (p1,- - ,pPn) (3.135)
Um elemento geral de C¢,,(W,Q_), portanto pode ser escrito como
Wlap)} = 3 ASpley, (3.136)
e, 0=0
onde foi introduzida a notacao
{Fty = W (@){P}hi,,(p). (3.137)
Esses novos objetos (3.137) se multiplicam como
{PRIHPRY = {5 H PR, (3.138)

de onde segue que o conjunto formado pelos elementos (3.136) com o produto (3.138)

forma uma algebra. Esta nova algebra sera denotada por C/,(W,, g), onde g é a métrica

induzida pela correlacao simétrica b.

Resultados importantes surgem quando sao considerados os ideais minimos
Cl,(V,9){P} e {P}Cl,(V,g) A direita e & esquerda do elemento {P}, respectivamente.

Com efeito, fungdes sobre o espago de configuragoes e sobre o espago dos momenta podem

ser associadas a elementos dos respectivos ideais. Por exemplo, as fungoes K" — K de-

notadas ¢(z) e 1 (x")® sdo associados aos elementos {¢(q)} e {¢(p)}, respectivamente,

dados por

W@} = v@i{rl,
{vp)} = {PY(p),

com

ba) = S0 Ay b (),

k=0

bp) = 3 A%ehy(p)

k=0

5

(3.139)
(3.140)

(3.141)

(3.142)

Aqui z e z sdo niimeros do corpo K. No entanto é conveniente fazer a distingao entre F(z) e F(z')

no sentido que o objetivo é associar o espaco dos x com o espaco de configuracdes e o espaco dos x

com o espago dos momenta.
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i.e, as seguintes associagoes podem ser realizadas [1, 6]

U(x) — {v(a)}, (3.143)
(") — {v(p)}. (3.144)

Nesse desenvolvimento [1,6], quando {¢(q)} e {¢(p)} s@o elementos do espago de Hilbert
oriundo dos ideais de Cl,(W;,Q_), os () e 1(x") convergem para funcoes de Lebesgue
de quadrado integravel sobre o espaco de configuragoes e o espaco do momenta, respecti-
vamente. Por outro lado, quando {¢(q)} e {¢(p)} ndo pertencem ao espago de Hilbert
oriundo dos ideais, os 1) () e 1(x") sdo funcoes de quadrado nao integravel ou distribuicoes.
Desta forma, os ideais de C/,(V, g) estao associados a trés entes mateméaticos: o espago
de Hilbert, o espaco de func¢oes de quadrado nao integravel e o espago das distribuicoes.

Essa situacao pode ser ilustrada no diagrama da Figura 5.

FungGes de quadrado
ndo integravel

ct,(W,Q){P} H (espago de Hilbert LZ(]K”))]

Distribui¢des ]

Figura 5 — Os elementos de C/, (W ,Q_){P} podem ser associados & funcées de quadrado
nao integravel, a fugbes no espago de Hilbert ou a distribuigdes. (Figura
adaptada de [1])

Dois exemplos de elementos de C/,,(V', g){ P} que correspondem a entes mateméti-
cos que vao além do espago de Hilbert sdo os seguintes: i) Considere &, u € R"; entao o

elemento
ZW_%ikthk(’u)hJ"’k(p){P} (3.145)
corresponde a
(2r) et 2w (3.146)

que ¢ uma funcio de quadrado nao integravel. Note que hy, , (u) sdo as fungdes de Hermite
normalizadas sobre R", enquanto h”»*(p) sio as funcdes de Hermite normalizadas sobre o

espago dos p. i7) O exemplo de distribuigoes é dado pelo elemento
2R (W (@) P (3.147)

e corresponde a n multiplicagoes do delta de Dirac

ﬁ ), (3.148)

Jj=1
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onde
dla—0b) = D U (3.149)
m=0
e {1, s, ..., ¥n}, m — oo, forma um conjunto completo de fungoes ortogonais.

Outro resultado devido a introducao de uma correlagao simétrica entre Ve U
¢ o seguinte: os elementos p; e ¢* agem como derivadas nos elementos dos ideais mini-
mos a esquerda e a direita, respectivamente. Para demonstrar, consideremos o caso de
Cl, (W, g){P}. O elemento p; tem a propriedade

p{P} =0 (3.150)

o que pode ser verificado por meio da expansao em primeira ordem da exponencial da
definicao (3.131) de {P} e da multiplicacdo da algebra. Nesse contexto, o elemento da
algebra p; pode ser encarado como uma derivada e {]3} faz o papel de uma func¢éo constante.

Isto pode ser generalizado, de forma que haja as associagoes

{v(@)} — ¥(x) (3.151)
pi{v(@)} — d(ah), (3.152)

ou seja, cada objeto de Cl,,(V',g){P} corresponde a uma fungao ou distribui¢ao usual,
enquanto p; multiplicado a esquerda deste objeto no ideal corresponde a derivacao da

funcao ou distribuicao associada. Vale a pena ressaltar que a derivada na algebra difere da

derivada usual a—w(m) Isto pode ser visto por meio da sua relacao com os polinomios de
x
Hermite. De fato, da teoria dos polindmios de Hermite normalizados, tem-se que a sua

derivada pode ser dada pela relagao [96]

\/:hr($i) - \/Thr-&-l(xi)' (3.153)

Entéo, associado a 0;h,(x) deve existir um elemento da dlgebra dado por:

hdP} = [[ @)~ A0

Da mesma maneira, um operador f(9;), formado por uma série de poténcias de derivagoes,

A

(PY. (3.154)

aplicado a uma fungao ou distribui¢ao ¥ (z) é associado ao elemento

Fe){W} = fl)v(@){P} (3.155)

onde {¢)} = 1(q){P}. Neste espirito, observe que fungdes 1) € L*(C) podem ser expandidas

em uma série de Hermite

Y an(@hale)  au() €K, (3.156)
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onde seus coeficientes podem ser obtidos através da relacao
am(t)) = / (@) (z)dx (3.157)
i.e. havera um elemento do ideal minimo a esquerda associado a (3.156) dado por
{v} = Zam a){P}, (3.158)
e p; multipicado a esquerda de (3.158), dara
pi{y} = Z o (V) pihm (@) { P} (3.159)
Portanto por (3.153-3.154), é natural que se defina a derivada da série (3.156) como

> ()0 b (), (3.160)

e ja que a expressao (3.153) permite o calculo das derivadas de todas as ordens, segue que
(3.160) é bem definida. Segue também que as expressoes (3.153) e (3.157) possibilitam que
os coeficientes a,,(¢’) em (3.160) sejam dados por

am() = — /°° ()b (2)dr. (3.161)

—0o0

Deve-se mostrar que existem situagoes em que a integral (3.161) diverge. Essas situagoes
ocorrem quando uma fun¢ao nao pode ser expandida por meio de uma série formal de
polinémios de Hermite [99]. Nesses casos, a derivada 0 usual do célculo difere da derivada
p da algebra C/,(V', g). A derivada da algebra é aquela envolvida na teoria dos espacos
de Hilbert — no caso, espagos de Hilbert de C/,,(W,Q_) —. Essa derivada corresponde ao
operador momento aplicado a um estado |1) na mecanca quantica usual. Esse operador
¢é caracterizado por uma matriz e numa determinada representagao, por exemplo, na

representacao das coordenadas, tem-se
(aply) = —ig d(z) (3.162)

onde ¢(x) é a fungao de onda do estado [1)) na representacao das coordenadas e 92 éa
x

derivada usual do calculo.

Para finalizar, é importante notar que os polinémios de Hermite sao autoestados

do operador de Fourier [96]
Flh(@)] = (~17hy(a) (3.163)
Este fato motiva a defini¢io do operador de Fourier no ideal C¢,(V, g){P}, como

FhIm DRV = (=1)F{PInr}, (3.164)
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n

onde k = Z Jeks Jek € Jnk. O operador de Fourier definido sobre o ideal a esquerda ¢,
é:1 . ~ . .

neste contexto, uma generalizacao do operador de Fourier usual, no sentido de que esse é

definido mesmo quando {¢} € C/,(V,g){P} corresponde a uma distribuigdo. Neste caso,
SN = (-1, (PR (3.165)
=
Os coeficientes €, , da série formal de polindmios de Hermite
vla) = X Co 4P} (3.166)

p=0

existem mesmo quando a 1(q) diverge fortemente.
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4 A algebra PDKP, a superalgebra DKP e

aplicacoes

4.1 Introducao

Na subsecao 2.3.2.1 foi apresentada a algebra DKP. Foi visto que essa algebra
estd associada a uma equagao de primeira ordem analoga a equacao de Dirac, no entanto
descreve particulas bosonicas. Foi mostrado também que a algebra DKP possui uma
representacao em termos da algebra exterior, o que permite a escrita da equacgao de
DKP por meio de formas diferenciais. Esta formulacao, desenvolvida por Jaime [91], tem

relagdo com o desenvolvimento de Schénberg [2,4, 5] da dlgebra DKP por meio da élgebra
Cl, (W, Q).

Para se obter representacoes da algebra DKP no formalismo de Schonberg é
necessario construir projetores (II,) que “levam” elementos da algebra em suas por¢oes de
ordem p. Todos os elementos envolvidos na construcao das representagoes de Schonberg da
algebra DKP estao contidos na propria algebra C/, (W ,Q,) o que mostra que a algebra
DKP esta contida na algebra de Clifford ortogonal do espaco W munida da forma bilinear

simétrica 2.

No presente capitulo desenvolveremos, de forma inédita na literatura, o método
usado por Schénberg para extrair a dlgebra DKP de C/,(W,),), mas agora a partir da
algebra de Clifford simplética C¢,, (W, Q_). Com esse objetivo, alguns aspectos matematicos
precisam ser observados: o item mais importante nesse sentido é a introducao de uma
correlagao antissimétrica entre os espacos que compoem W, em oposicao a uma correlagao
simétrica no caso anterior. Outro passo importante é a construcao de projetores da algebra
capazes de extrair uma ordem especifica dos elementos. Esses projetores devem obedecer
propriedades semelhantes aquelas obedecidas pelos projetores (IL,) e os geradores da
algebra (e;) e (e'). Para isso mostramos que embora tais projetores ndo as obedecam, as
classes de equivaléncia a que estes projetores pertencem respeitam tais propriedades. Na
sequéncia, de forma natural, propomos a extensao do método desenvolvido por Schonberg
para o espacgo de todas as classes de equivaléncia. Como consequéncia do novo processo
obtemos infinitas representagoes de uma &algebra complementar a superalgebra DKP
proposta por Okubo [50]. Nessa formulagdo determinamos equagoes de Dirac, de DKP e

de Klein-Gordon-Fock simpléticas.

Explorando as estruturas algébricas de C¢,(W,Q, ) e Cl,(W,Q_), analisamos
o que ocorre com a multiplicagdo dos idempotentes primitivos das algebras definindo

entdo um novo idempotente primitivo {(P)} = {P}(P) = (P){P}. Mostramos que essa
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definicao permite que se multiplique os elementos das algebras DKP e Para-Duffin-Kemmer-
Petiau (PDKP) nas representagoes de Schonberg, e possibilita a obtencao das equagoes de
Dirac, DKP e Klein-Gordon-Fock sobre, seguindo a nomenclatura de Okubo [50], uma

supervariedade.

Somado a este desenvolvimento, nos foi possivel explicar a existéncia da algebra
PDKP usando a algebra simétrica, o que evidencia a diferenca entre o formalismo baseado
na algebra de Schonberg C/,(W,_) e o formalismo baseado na algebra simétrica. A
principal diferenca esta na presenca de um idempotente primitivo no formalismo baseado
em C/, (W ,Q_) que permite a alterndncia entre os formalismos covariante e contravariante
de uma forma natural. J& no desenvolvimento a partir da algebra simétrica deve-se escolher
desde o inicio se serd um formalismo covariante ou contravariante, de maneira que nao
se pode alternar entre os formalismos. Isso ocorre pois ndo hd um elemento idempotente
primitivo na algebra simétrica. Essas questoes serdao desenvolvidas nas proximas segoes,

sendo conveniente comecar por uma revisao da algebra PDKP e da superalgebra DKP.

4.2 A algebra PDKP e a superalgebra DKP

A dlgebra Para-Duffin- Kemmer-Petiau, ou dlgebra PDKP, é uma algebra proposta
por Okubo [50] como um complemento da dlgebra de DKP, no sentido de que essas
seriam casos especificos de uma superalgebra. A algebra PDKP pode ser entendida como

o quociente da algebra tensorial pelo ideal Ippip gerado pelo elemento do tipo
rou@w-—wurv— fv,uww— f(u,w)v (4.1)

onde v, u,w pertencem a um espaco m-dimensional V e f: V x V — K é uma forma
bilinear simplética ndo degenerada. Portanto, a dlgebra PDKP, denotada por P(V, f), é
definida como
TV
PV.f) = ) (1.2)

Ipprp

A multiplicacao caracteristica da dlgebra é obtida através da exigéncia da proje¢ao natural
pr:T(V) — T(V)/Ippkp ser um homomorfismo, o que faz com que Ippkp € ker pr.

Neste caso, tem-se

com

n = prot (4.4)

onde ¢ : V. — T(V) ainda denota a imersao de V' em T'(V') por meio da identificacdo de
V com o espago T1(V'). Em outras palavras, a aplicagdio PDKP n: V — P(V, f) deixa

o diagrama da Figura 6 comutativo
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Vs T(V)

X J{pr
(V)

Ippkp

Figura 6 —n=prou

A élgebra PDKP é uma élgebra de dimensao infinita e mantém a Z-graduagao da

algebra tensorial. Desta forma, é conveniente que se defina

VLS = (45)
de maneira que
PV.f) = DPUV.D). (1.6
k=0

4.3 A superalgebra DKP

A superédlgebra DKP é uma algebra que une as algebras DKP e PDKP em um

unico formalismo. Para que ela possa ser entendida, considere o espaco
V = V+W (4.7)

onde dimV = dim Vj + dim V;, com dim V; = n e dim V; = m. Considere também a

assinatura o definida por

0 e Vi,
o) = {0 FVETD (4.8)
1, sev eV

e a forma bilinear G definida por
(v) =1 (4.9)

onde g e f sao formas bilineares simétrica e simplética, respectivamente. Observe que G,

como definida acima, obedece a propriedade
g(ua V) = (_1)a(u)o(u)g<y7 u)' (410)
A superalgebra DKP, denotada por S(V,G), é caracterizada pelo produto

EEW)E(w) + (1) = (w)EW)E(u) = Glu,v)E(w) +Glw,v)é(u) (4.11)
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onde a aplicagao
£ V—85(V,G9) (4.12)
¢ um homomorfismo, de modo que

§V) = &W)sw), (4.13)

e, tem-se

Y o(u,v,w) = (o(u)+o(v)+o(w)) mod (2). (4.14)
A expressao (4.11) pode ser escrita em termos da base de V. Suponha entao que

{e1,...,en€ni1, .., €nim} (4.15)

seja uma base de V', de maneira que {ej,...,e,} e {€2,41,- -, €nim} sejam bases de V;

e Vi, respectivamente. Desta forma, a expressao (4.11) pode ser reescrita como

EL6n+ (—1)27Ne e e = G b+ Guk, (4.16)

onde foram definidos

& = &lew); Y ol v, A) = (a(e,) +o(e,) +o(ey) mod (2), (4.17)
e G = G(e,, e,). Desta maneira, a equacdo (4.17) se reduz a algebra de DKP quando
W, v, A =1,... neaequacao caracteristica da algebra PDKP quando p, v, A = n+1, ..., n+m.

Okubo [50] propds uma representacao para os entes &,. Essa representagao é dada

em termos de operadores @), e @H que satisfazem as equacoes

QU@I/Q}\ + (_1)20(%”7)\)@)\@1/@/1 = guuQA + gVAQ;u (418)
@MQV@)\ _I_ (_I)ZU(M7V7>\)@/\QV©M = gVM@)\ + gl//\@p,' (419>

Essa representacao é caracterizada pelas matrizes 2 x 2 dadas por

_ [0 @
£, = (Qy 0), (4.20)

como pode ser verificado pela substitui¢ao de (4.20) em (4.16). Uma realizagdo pode ser

dada por meio de operadores de criagao e aniquilagao generalizados, isto ¢,

Qu@u+(_1)UMJV@VQM = g,w/? (421)
QuQy + (=1)™Q.Q, = 0, (4.22)
Q,.Q,+ (-1)™»Q,Q, = 0, (4.23)
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onde foi definido o, = o(e,). No conjunto de equagoes (4.21-4.23) pode-se perceber que,
para 0, = 0, = 0, as equacoes correspondem as relacoes obedecidas pelos operadores de
criacdo e aniquilacdo de férmions. No caso em que 0, = 0, = 1, essas sao as relagoes
obedecidas pelos operadores bosonicos. Observe ainda que, para o, # o0, tem-se que os

operadores bosonicos e fermidnicos anticomutam entre si.

Para finalizar esta secao, é importante ressaltar a relagao da algebra super DKP
com a equacao de Klein-Gordon-Fock. Para isto, considera-se uma supervariedade com n
coordenadas bosonicas 1, ...,z, e m coordenadas de Grassmann .1, ..., Zprm. Okubo

[50] obtém entao a equagao de DKP generalizada escrita como

i&,0" —mly = 0, (4.24)
de onde segue a equagao
n 82 m 82 )
S ’ +m2| ¢y = 0, 4.25
Mzzl O0x,0z, u§1 / ’\821,82,\ ( )
com 2, = Tni,. A equacdo (4.25) é denominada equacdo de Klein-Gordon-Fock ge-
neralizada [50]. Observe que as parcelas correspondente a p = 1,...,n é a equagao
de Klein-Gordon-Fock usual, enquanto as parcelas relativas a v, A\ = 1,...,m é a sua

correspondente para variedades de Grassmann e forma bilinear simplética.

4.4 A relacdo entre a algebra PDKP e a algebra simétrica

Apesar de Okubo [50] propor um espago de representagao da algebra PDKP, onde se
utiliza tensores simétricos, ele nao usa a estrutura da algebra simétrica. Em contrapartida,
como discutimos no capitulo 2, a algebra de DKP pode ser posta como uma subalgebra
da algebra exterior. Este desenvolvimento possibilita tentar explicar a algebra PDKP via

algebra simétrica, o que apresentaremos nesta secao.

Para nosso objetivo, consideremos a correlacao antissimétrica entre um espago

vetorial de m-dimensoes e seu duall
.V —V™ (4.26)

Consideremos também a forma bilinear simplética induzida por f da seguinte maneira:

flu,v) = w) =tiu)(v)=—-tv)(uw), (4.27)
com u,v € V. A correlagdo aplicada na base {ey, ..., e} resulta em
ey = fuwe” (4.28)

1 Na literatura o simbolo # é comumente utilizado para denotar a inversa de uma correlacio simétrica b,

entretanto nesta tese § denotard uma correlagdo antissimétrica.
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onde f,, = f(eu e,) e {e',...,e™} é abase de V*. Consideremos ainda o espago
% k k+1
NV = V)=V v, (4.2
onde seus elementos sao dados por

com ¢’ € \/Z(V). Tendo essa estrutura definamos a operaciao o como
oV — End <\/k(V))

431
o)l = co f(w)p" + d(v)"t, 3

onde c e d sao operadores de criagao e aniquilagao da algebra simétrica covariante definidos
na subsecio 3.2.2. Cada v € V define operadores of: N¥(V)) — N*(V') e sdo elementos
da representacao da algebra PDKP em termos de algebra simétrica. Como nao ha este
desenvolvimento na literatura, é instrutivo apresenta-lo em algum detalhe. Devemos

calcular inicialmente os termos o (u)o® (1) (w)p* e of (w)ok (1) (u) e

, ou seja:
i) Célculo de ak(u)ak(y)ak(w)gp[k}
ak(w)@m = C(Wﬁ)@k + d(w)gpk—H (4.32)
O‘k(V)ozk(w SO[k] — C(l/ﬁ)d(w)gokJrl + d(V)C(Ldﬁ)(pk <433)

)
o (w)a* (V)" (W)™ = c(wy)d(v)c(wy) " + d(w)e(w)d(w)p™™  (4.34)

i) Calculo de of (w)a” (v)a”(u)e®

Procedendo de forma andloga ao caso anterior, obtemos

of(w)a* (V) (u)p™ = c(wy)d(v)e(uy)® + d(w)e(vy)d(u)" . (4.35)

Observemos que as parcelas de (4.34) e (4.35) sao iguais mediante a troca u <— w.
Podemos, entao, escolher uma destas equagoes e mudar a ordem dos fatores, observando

que os vetores podem ser expandidos na base {ey, ..., e} e, por (3.33) e (4.28), tem-se

[d(u),c(vy)] = f(v,u); (4.36)

Escolhendo a equacao (4.34) e realizando operagoes algébricas, obtemos:

of(u)af(w)at (W)™ = [f(w,v)e(wy) — flu,v)e(w;) + c(w;)d(v)(uy)] "
+[=fv,w)d(u) + f(v, u)d(w) + d(w)c(vy)d(w)] "' (4.37)

Agora, subtraindo (4.35) de (4.37), resulta que

[0 (w)a* (v)ak (W) — af(w)ak (v)ak(w)] " = flw,v) [cluy)e® + d(u)p" ]
—f(u,v) [e(w,)¢t + d(w)e™ ] (4.38)
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onde se reconhece, dentro dos colchetes do lado direito da equacao, a defini¢cao do operadores
of(u) e a*(w). Como (4.38) é valida para todo ¥l € N*(V), segue que:

oF(u)af (v)ak (W) — at(w)a (W)at (u) = —f(u,v)ak(w) + flw,v)ak(u),  (4.39)

que é a mesma equacao que a proposta por Okubo [50], a menos de um sinal negativo
em todo lado direito. Isto, entretanto, pode ser resolvido com a proposta de uma forma

bilinear dada por

VXV -—K

. (4.40)
f (’U,,V) = —f(u,u).
Desta forma, em termos da base de V' a equagao (4.39) pode ser reescrita como
apagal —ajagay = fial = fiap, (4.41)

que é a equagao de Okubo [50]. Para comparagoes futuras com o formalismo baseado
na algebra de Schonberg C/,,(W,Q_), é interessante expandir a defini¢do do dominio de
o (v) para toda a dlgebra simétrica. Para isto, a projecao natural P* da algebra simétrica

covariante de ordem k é utilizada, de modo que « é redefinido como

"V — End (\/(V))

4.42
o*(v) = d(v)P*! 4 co 4(v) P". (4.42)

Observe que as defini¢oes (4.31) e (4.42) sao equivalentes. Além disto, note que
P*P' = §,P", (Sem soma implicita) (4.43)

ou seja, sao idempotentes ortogonais e, consequentemente, particoes da unidade, de modo

que

— Dk
I;]P = Lsim\y v (4.44)

onde 1 Sim(\/(V+)) ¢ a identidade da algebra simétrica covariante.

Na proxima se¢ao mostraremos como é possivel formular a dlgebra PDKP por meio
da élgebra C,(W,Q_).

4.5 A algebra PDKP na representacdo baseada em C/,(W, )

E possivel extrair a algebra PDKP da 4lgebra de Clifford simplética de W. No
entanto, o desenvolvimento dessa extracao difere do método usado por Schéonberg para
extrair a dlgebra DKP da algebra C?,(W ), ). Lembrando, esse ultimo é caracterizado
pela introducao de um elemento da algebra capaz de extrair elementos de determinadas

ordens dos ideais minimos; também ¢é necessaria a inclusao de uma correlagao simétrica
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entre os espacos V e U. Adicionados esses ingredientes na algebra, é possivel definir

elementos que sao representacgoes irredutiveis da algebra DKP.

Seguindo esse protocolo, mas considerando a élgebra C/,, (W, Q_), devemos verificar
se é possivel introduzir projetores em C/, (W, _). Neste sentido, em analogia com o caso

da algebra de férmions, definamos o elemento
L.
= p!

ou explicitamente:

o0

my = 3 ;{eﬁ}...{eﬂ‘p}{P}{ejp}...{ejl}, (4.46)

J1,J250+5 jp:()
com 0 < j; < js <...<j, <n. De fato, o elemento {II,} projeta os ideais minimos de

Cl, (W ,€Q_) nas suas partes de ordem p, como é possivel verificar por meio da multiplicagao

algébrica (3.68)
{IL}y = Z {Pf,i”}ZAKq pf} = ZZ AKq{5 "HP")

= ZZ—'AKq§querm5Jp{P‘]p}
ioa P ’

= A, {P"}, (4.47)

onde foi usado Z Permgi” = p!. Analogamente, temos que
J

UL} = AP} (4.48)
¥ € Cly(W,Q_){P}; W' € {PYCUW, Q). (4.49)

Desta maneira, nota-se que {IL,} consegue extrair as partes de ordem p dos ideais. Para
completar, devemos verificar se esses elementos obedecam as propriedades semelhantes as
(2.195) e (2.197). De fato, os {II,} s@o ortogonais entre si, pois

{1, {1} = Z {Pff}z {Pféf‘} ZZ HPEY
quZ**PerméKp{Pjp}
= 5p7q¥p!{Pf}

= 5p,q{Hp}7 (4.50)

e portanto podem ser pensado como uma particdo da unidade, de modo que

Z{Hp} Lo owaoy, (4.51)
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onde gy, (w,o_) € a unidade da dlgebra C(,,(W,Q_).

A questao, no entanto, é que esses objetos falham em obedecer propriedades
analogas (2.197) com os geradores de C/,(W,1_). Essa falha ocorre devido a simetria da
algebra. Na realidade, tem-se aqui conjuntos multi-indices monotonicamente ascendentes,
em contrapartida aos estritamente ascendentes de C'?,,(W',€),). Desta maneira, os indices
em {Pj}f’} podem se repetir sem anular o termo. E instrutivo mostrar como se calcula
{I1,4+1}{e'}. Mas antes, note que {IL,} pode ser escrito em termos da base (3.100). Como
os indices, que nesta nova base sao interpretados como expoentes, sdo os mesmos para {e; }
e {e'}, espera-se que os fatores de simetria sejam os mesmos que aqueles que se encontram

em elementos dos ideais. Tem-se, assim, {IL,} na nova base definida como

m) o= % T LS (452)

Explicitamente, a defini¢ao (4.52) é dada por

{I,} = Z ;' Zf[ j&p!{el}jl,p . {e”}jn,p{P}{en}jn,p o {el}jlm_ (4.53)

J

Com a definigao (4.53) temos:
{1} = Z Hjep+1'{6 proe femn e {PHen et {e e e’}

TS <p +1)! H Jepri!{el e {erPrr {PYe Pret L {eiPr{el} . {e P

(4.54)
Lembrando que, para dois operadores AeB que obedecam a regra de comutacao [fl, é] =
entao tem-se [flm, E] = mA™ 5, podemos escrever
{PHe Yt (et = Jipn{PHe ™ (4.55)

ja que {e;}7i»*1{e’} comuta com todos {e;} onde k # i. Por outro lado, na parte covariante
de (4.53) existe o fator {e'}Vir+t = {e}{e'}»+17! ¢ além disto, {e’} comuta com todos

{e’}. Assim, a expressio (4.54) pode ser reescrita como

, 1 1
{Herl}{eZ} = Z 7*ji,p+1jl,p+1! s (ji,erl - 1)! e -jn,p+1!
j (p + 1) 2

><{ei}{el}jl*erl . {ei}jmﬂfl_1 . {e”}j"vp“{P}{e"}j"*’+1 o {e"}jm’“_1 o {el}jl’“l.
(4.56)

Note que a soma dos expoentes dos {ex}’s e {€"}’s agora ¢ igual a p, devida & subtracio

do expoente do lado direito de (4.55). Os niimeros que estao postos em fatoriais também
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tém soma igual a p. Além disto, o indice j; 41 em (4.56) serd sempre uma unidade maior

do que o expoente de {e;} e {e'}, de maneira que podemos escrever

{Hpﬂ}{ei} = {e }Z jz’p + 1 H]&p'{ 1}]”’ . .{en}j"*p{P}{en}j"’p . {el}jlm

]z,p+1 1 Jn
= P 4.57
S i ) (4.57)

Observe que do lado direito de (4.57) nao se encontra o projetor {IL,}, escrito como em

(4.52), mas sim uma espécie de projetor onde em cada parcela da soma em j hd um fator
(‘7”3_:—1). O subindice ¢ de j;, se refere ao supraindice do gerador {e'} ao
p

qual {IL,} foi aplicado. A expressdo (4.57) pode ser reescrita como

{nHe't = {eHI'} (4.58)

multiplicativo

onde

(L)} = Z Al {Pyry (4.59)

T (jim + 1) l 1 .
Ji,p (p + 1) p‘ H?:l jé,p!

Seguindo o mesmo desenvolvimento, chega-se as propriedades
{eHIL} = {IG5}He'D, (4.61)

{eHn} = {5 He}, (4.62)
{ILHe} = {eHIL ) (4.63)

(4.60)

com
Iy} Z AL Py (4.64)
onde
1 1 1
e = (i,;l) (p+ DIz Jepa! (4.65)

As propriedades (4.58) e (4.61-4.63) apresentam os novos elementos {II''} e {H "1} Apesar
desses elementos nao serem exatamente projetores, no sentido de que se multiplicados por
um elemento v dos ideais da algebra, extraem a sua parte de ordem p ou p + 1, observa-se
que se tal multiplicagao for feita, tera como resultado um tensor de ordem p ou p + 1,
repectivamente. Além disto, a multiplicagdo entre os elementos {Hf}} e {H{f}, onde o
simbolo ¢ J indica ¢ 1 ou ¢ |, s6 é diferente de zero para p = ¢. De modo geral, estes

objetos se multiplicam por meio da regra

{Hg}{]‘[gi} - 5pq{H§a¢j$}a (4.66)



Capitulo 4. A dlgebra PDKP, a superdlgebra DKP e aplicagées 89

onde

Hﬂ]i} ZA{I) thy PKnp} (467)

”P

ou seja, embora esses entes nao sejam, de fato, projetores, eles obedecem as propriedades
semelhantes aquelas obedecidas pelos projetores (IL,), e isso leva a concluir que tais
propriedades podem ser reproduzidas em C/, (W, 2_) via classes de equivaléncia. Com o
objetivo de construir tais classes, consideremos o elemento

1
{I1/mr} = T { J‘In:} (Sem soma implicita). (4.68)
r=1Jep!

e 0 espacgo HP(V) formado por todos os elementos do tipo
{A} = Ay, {1} (Soma implicita). (4.69)

Sendo {¢,} € HP(V) e {p,} € Hq(V), diz-se entao que {1} é equivalente a {¢,}, ou
{tp} ~ {¢,}, se esses dois elementos pertencerem ao mesmo espago HP(V), i.e.,sep=q.

Com a definigao (4.69), esta relacao de equivaléncia estd bem definida, pois

o {tp} ~ {¥y}, (reflexao)
o se {¢p} ~ {pq}, entao {@e} ~ {¥y}, (simetria)
o se {Up} ~{pg} e {pg} ~ {Ac}, entdo {p} ~ { A}, (transicdo)

com {\;} € HP(V). Desse modo, a classe de equivaléncia do elemento {t,}, denotada
por [{¢,}], é definida como o conjunto de todos elementos equivalentes a {1, }. Note que,

por esta defini¢ao, tem-se que

{wp} AT}, {IL, (I} € {11}, (4.70)

i.e., os elementos {1}, {IL,}, {H;,i} e {Hﬁn} pertencem & mesma classe de equivaléncia.
Além disto,

LY = {up}] = HILH] = [{ILH; (4.71)
nesta tese iremos nos referir a essa classe de equivaéncia apenas por [{II,}]. Designemos
por

Cl,(W,0_
w0 a2

o conjunto de todas as classes de equivaléncia [{IL,}], com p > 0. Definindo-se a soma e a

multiplicacao por escalar em C/,, (W ,Q_)/II como

{Ip} + {13 = [{T} + {11, (4.73)
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(AL} = al{IL}], (4.74)

com a € K, o conjunto de classes de equivaléncia (4.72) satisfaz os axiomas de espago

vetorial e adicionando-se a definicdo de multiplicacdo entre seus elementos como

IR = dpo[{T1,}] (4.75)

entdo Cl, (W, Q_)/II se torna uma algebra. Observe que as classes de equivaléncia [{II,}]

sao construidas por elementos proporcionais a

1 1

TR o
e, portanto, por elementos de C¢,(W,{)_). Entao, naturalmente, essas classes podem ser
multiplicadas pelos elementos da algebra de Clifford simplética. Em especial, as classes
de equivaléncia podem ser multiplicadas pelos geradores da algebra. Essas multiplicagoes,
que na algebra obedecem as propriedades (4.58) e (4.61-4.63), quando generalizadas para

classes de equivaléncia resultam em

{eH{IL}] = [{I}{e}, (4.77)
{eif {1} = I }{e}, (4.78)

ou seja, as propriedades desejadas para os projetores {II,} se realizam em termos de suas
classes de equivaléncia. Tendo esses entes, para construir a algebra PDKP a partir de

Cl,,(W,Q_), devemos adicionar a essa constru¢do uma correlagdo antissimétrica
iV —U, (4.79)

que, como foi visto na secdo 4.26 define uma forma bilinear simplética?

f:VxV —K
fw V) =1v)).

O espago W =V @ §(V) sera denotado por Wj. Observe que, em termos das bases

(4.80)

{ei,...,e,} e{e',... e"} de V e U, respectivamente, temos que

€up = fuueya (481)

onde f,, = f(e,, e,). A representacdo da algebra PDKP via algebra Cl,(W,Q_) é dada
em termos de classes de equivaléncia de C/, (W, f), onde CC, (W, f) denota a élgebra de
Clifford simplética do espaco W;. Especialmente obtemos que essa representagao ¢ dada

por

il = [ 3{en) + {eun {11, (4.82)

A aplicagdo de § em v € V' também pode ser denotada por vj;.

2
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sendo direto verificar, utilizando (4.75) e (4.77-4.78), que as classes de equivaléncia (4.82)

obedecem a

[ mols] — et = —foulnf] + fow ) (4.83)

A equagao (4.83) corresponde a equagao (4.41) escrita agora em termos de classes de
equivaléncia em C/, (W ,Q_). Novamente, essa equagao se relaciona com a defini¢ao de
Okubo [50] para a dlgebra PDKP se usarmos para a definigdo forma bilinear simplética as

relagoes:

f 2 VxV-—K

, . , (4.84)
f<V7V> ::—f(y,y),
de onde resulta que a expressao (4.83) torna-se
)l )] = ) l)lm) = fw ] = Fau g, (4.85)

que nessa formulagao corresponde a relagao de Okubo [50]. Note que (4.85) é a generalizagao
da defini¢ao da algebra PDKP dada por Okubo na medida em que (4.85) é valida para
todos os valores de p > 0. Esta generalizacao também ocorre quando a algebra PDKP ¢é

obtida por meio da algebra simétrica, vide equagao (4.41).

A relagao desta descricao com a da algebra simétrica é direta, quando se compara

(4.82) com (4.42). Para isso observe que (4.82) pode ser reescrita como

il = {ent{llpia}] + {eu {11}, (4.86)

enquanto a (4.42), aplicada aos elementos da base de V', nos da

af = d,P*"" + ¢ PP (4.87)

onde
cy = cley), (4.88)
d, = dley), (4.89)

sendo ¢ e d os operadores de criagdo e aniquilagdo da algebra simétrica. Como {e}
e {e,} sao definidos justamente como operadores de criacdo e aniquilagdo da algebra
simétrica e e,y = f,€”, a conclusdo é que as definigoes (4.86) e (4.87) s@o as mesmas a
menos dos seus projetores: em (4.87), os projetores P¥ ndo tém uma realizacdo definida,
enquanto os elementos que formam as classes de equivaléncia [{II,}] sdo constituidas por
elementos da propria algebra C,(W,)_). Especificamente, sdo elementos da subalgebra
CL,(W,Q_)/IL. O elemento [n;], escrito como (4.86), multiplica-se pela esquerda o ideal

minimo a esquerda, que pode ser entendido como

ClL(W.){P} = (V@©){P}, (4.90)
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enquanto quando escrito na forma

i) = I H{en) + (T e ), (4.91)

multiplica-se a direita do ideal minimo a direita, que analogamente, pode ser escrito como

{pyce,w,o) = {P}(\(V)). (4.92)

k
I

Observe também que a dlgebra simétrica covariante e o ideal minimo a esquerda (4.90) sao

Note que ;) em (4.87) é um operador que atua na algebra simétrica covariante \/(V).
isomérficos; isto justifica a semelhanca entre (4.86) e (4.87). Mais do que isto, mostra a
importancia do idempotente primitivo { P} e o poder da algebra C¢,, (W ,Q_) que também

pode ser entendida como

cL,(w,o) = (V@) {rr(V(V)). (4.93)

Concluindo, notemos que [n7] atua pela esquerda como (4.86) e pela direita como (4.91),
nos ideais minimos. Essa propriedade é resultado das propriedades (4.77) e (4.78) e,
portanto, ndo depende de defini¢oes. Note que {e*} atua como operador de cria¢do no
ideal a esquerda e como operador de aniquilagao no ideal a direita. Por outro lado, o
gerador {e,} atua como operador de aniquilagdo no ideal & esquerda e como operador
de criacdo no ideal a direita. A troca de atuagao é devida justamente as propriedades
que os geradores tém com as classes de equivaléncia. Essa possibilidade de [nﬁ] atuar pela
esquerda ou pela direita é uma das vantagens de se trabalhar com a algebra PDK P na

representagiao baseada em C/,(W € _) e ndo naquela baseada em algebra simétrica.

4.6 A equacdo de Dirac Simplética

Na secao 4.5 foi mostrada que a introdugao de uma correlacdo antissimétrica
entre V' e U permite a obtencao da algebra PDKP via o formalismo baseado em classes de
equivaléncia em C/, (W ,Q_). Sabe-se também que a introdugao da corregagao relaciona
um vetor u € U com um vetor v € V' que sofreu o efeito da correlacao f,i.e., pode-se

dizer que para cada u € U tem-se
vy = u, (4.94)

com v € V. Desta forma, para todo elemento {u} da dlgebra tem-se o elemento {14} e as

relagoes de comutacao entre eles sao dadas por

[{V}’{V,ﬂ}] = f(V>Vﬁ)v (4'95)
{v} {V}] = 0 (4.96)
{vid {v:H = 0, (4.97)
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onde v,/ € V. E escrevendo os vetores de V' em termos de sua base, tem-se dos
comutadores (4.95-4.97) que

{eu} {ens}] = fles e, (4.98)
[{eu}7{eu}] = 07 (499)
{eu}, {es}] = 0. (4.100)

Na subsecao 2.2.12 foi mostrado que uma das consequéncias de se introduzir uma correlagao
simétrica b entre V' e U é a possibilidade de se definir operadores 4~ que levam V na
algebra de Clifford C/,(V,=+g), onde g é a métrica induzida por b. E natural, assim,
esperar algo semelhante para o caso da introducao da correlacao f também entre V' e U.

Neste sentido, introduzimos os operadores

0= : V — End (\/(U))

ot —d oot (4.101)
o que nos conduz a relagao:
05(v) = {v}+{n}, (4.102)
para v € V. E utilizando (4.95-4.98) é possivel mostrar que
0= ()0 (V') — (V)0 (v) = F2f(V,v), (4.103)
ou com a forma bilinear f':= —f
0= ()= (V) — 0= (V)0 (v) = £2f'(v,V). (4.104)

A expressao (4.104) caracteriza a algebra de Clifford simplética do espago dos 6=, e que

designamos por C¢,,(V,+f"). Escrita em termos da base de V', a equagao (4.104) torna-se

0,0, —0,0; = =£f.,, (4.105)

onde 0, == 6%(e,). E importante notar que os elementos {e,} e {e,;} podem ser escritos

em termos de 9:{ e 0; €cOomo

0r +6,
{e,} = +—*+ 5 £ (4.106)
€
0F —6-
{ew}) = 5 (4.107)

Como foi visto na subsegao 2.2.12, usando a dlgebra de Clifford ortogonal C'¢,,(V', g),
tem-se que a equacao de Dirac quando se combina os geradores 7, := 7:[ com o0s operadores

diferenciais 0" = 0/0x, e que a equagao obtida implica na equacao de onda (2.124). O
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presente formalismo também possibilita uma analise similar. Nessa direcao, combinamos

os geradores 0, 1= 0;’ com os operadores diferenciais, o que nos da:
[i0,0" —m]y = 0, (4.108)

onde m é um escalar e ¢ € Cl, (W ,Q_). Agora, para ser uma equagao com sentido fisico,
a equacao (4.108) deve implicar numa equagao de onda. Como os 6, obedecem a relagao
(4.105) da algebra de Clifford simplética é preciso realizar o desenvolvimento e analisar:

multiplicando a equagao (4.108) & esquerda pelo operador [i0,0” + m|, obtemos
0,0,0"0" + m*]y = 0. (4.109)

E somando (4.109) com ela mesma, porém com a troca dos indices p por v e vice-versa,

temos
(0,0,0"0" +0,0,0"0" + 2m?| ¢ = 0. (4.110)

Dessa equagao segue que a equacao de onda s6 é recuperada se os operadores diferenciais

obedecerem a
oo = —9"o", (4.111)
pois neste caso, a equagao (4.110) torna-se
(0,0, — 0,6,) 9"0” + 2m*| & = 0, (4.112)
onde, usando (4.105), chega-se a equacao de onda
0,0" +m*| ¢ = 0, (4.113)

com 0, := f,,0". A necessidade que os operadores diferenciais obedecam a (4.111) sugere
o uso de coordenadas anticomutativas. No entanto, os operadoress diferenciais 0" e 9"
aparecem mediados pela forma bilinear simplética f,,,, de modo que f,, = 0. Dessa forma,
tem-se que f,,0"0"1 = 0 mesmo quando 0"0"y) # 0. Essa observacgdo indica que (4.108)
e (4.113) nao estao definidas para coordenadas nao comutativas, nem para coordenadas
anticomutativas, mas para coordenadas ditas nao anticomutativas, i.e., para coordenadas

{z1,...,2,} tais que
Ty + 2,7, = 10, (4.114)

onde 1, ¢ um parametro de deformagao tal que para 9, — 0 possibilita recuperar as

coordenadas anticomutativas.

A equagdo (4.108) apresenta semalhangas com o que Reuter chamou de equagao

de Dirac-Kdhler simplética [100]. Esse autor chega a referida equagdo seguindo os passos
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de Kéhler ao usar formas diferenciais sobre um espaco-tempo riemanniano, mas desta
vez considerando tensores simétricos sobre um espaco de fase simplético. Nossa forma
de encontrar (4.108) parece mais direta do que o método proposto em [100] que utiliza
diversos entes matematicos tais como tensores simétricos, operadores simétricos e algebra
de Weyl para simbolos bosonicos. Além disto, Reuter utiliza representagoes especificas do
produto de Clifford simplético que, nesse caso, é uma versao simétrica do produto estrela
de Hodge. Aqui usamos apenas o espaco W = V @ U dotado de uma forma bilinear

simplética e uma correlacao antissimétrica entre Ve U.

Voltando para o aspecto matematico, a equagao (4.108) pode ser escrita como

[i{D} —m]y = 0, (4.115)
onde
{D} = {d} —{d}, (4.116)
{d} = {e,}o", (4.117)
(6} = —{eu}d" = {e"}d,. (4.118)

As derivadas {d} e {d} sdo uma espécie de derivada e coderivada da &lgebra
simétrica, e, como ¢é de se esperar, nao gozam das propriedades da derivada exterior, ou

seja,

{d}* # 0 (4.119)

{6} # 0. (4.120)
Consequentemente, tem-se que
{D}* # -9,0". (4.121)
Entretanto, tem-se a relacao
{d}.(5)], = —0,0" = 0D, (4.122)

onde 0" sao derivadas em um espago nao anticomutativo, e, portanto, é valida a relagao

(4.111).

Na proxima se¢ao desenvolveremos a equagao associada a algebra PDKP, a chamada

equacao de DKP simplética.
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4.7 A equacao de DKP simplética

A equagao de DKP simplética foi implicitamente proposta por Okubo [50] quando
apresentou a superequagao de DKP. Com os resultados da se¢ao 4.6, é possivel obter uma
equacao de DKP sobre uma variedade nao anticomutativa, o que desenvolveremos nesta

secao. Neste sentido, notemos que

Y Il = {D}, (4.123)
p=0
onde
KD} = ey {DHey 1 (4.124)
Q_
sendo 16%/Ilziidenthiade do espaco (j£n<§§:). Como os operadores diferenciais 9"
comutam com lcw/fl’é possivel escrever
{D} = [6b.}o", (4.125)
onde
{0} = 1CZ/H9ulcg/H- (4.126)

As equagoes (4.123-4.126) indicam que a algebra DKP é uma dupla projecao da algebra
Cl.(V, f)

Cén(v7 f) ”g

Cl,(V, f) —— y

Po(V., f) (4.127)

onde P,(V, f) é a algebra PDKP de ordem p. Segue entao que é possivel construir a
algebra PDKP através da operacao

n’ = wlomod (4.128)

onde 6 := 0" sdo os operadores definidos em (4.101), 7, ¢ a projecio natural de C¢,,(V, f)
Cltn(V., f)

para o espago quociente -0 e m) projeta, enfim, o espaco quociente na &lgebra
PDKP e é dado por

™ o= lpylg (4.129)
onde

lpy = L} + {1} (4.130)

é a identidade de P,(V/, f) e as setas indicam o sentido da multiplicagao. Note que, por

simplicidade na notacao na defini¢ao (4.128), evitamos o uso dos colchetes para indicar
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que sao objetos definidos em termos de classe de equivaléncia. Neste sentido, a equacao de

DKP simplética é dada por
i 0" —migy|v = 0, (4.131)

onde ¢ € CL,(W,Q_){P} enl :=ni(e,). A equagao (4.131) deve implicar em (4.113)

provido que o espago sobre o qual é definida seja ndo anticomutativo.

Concluindo, notamos que as equagoes (4.108) e (4.113) foram obtidas de forma
diferentes da existentes na literatura [50,100]. A forma desenvolvida aqui nao precisa de
elementos externos a teoria para encontrar as dlgebras associadas as equagoes. As equagoes,
aparecem, portanto, naturalmente por associagoes dos geradores dessas algebras com o
operador diferencial, o que veio no caso indicar que as coordenadas as quais as derivadas
sao tomadas devem ser de natureza nao anticomutativa. O sentido fisico dessas equacoes
ainda necessita de andlise, mas espagos nao anticomutativos vém sendo estudados em

alguns contextos especificos [101-105].

4.8 Os fundamentos da superalgebra DKP

Nesta secao exporemos os fundamentos da superdlgebra DKP a luz das algebras
de Schonberg. Lembrando o que foi exposto anteriormente, discutimos como se extrai a
algebra DKP da &lgebra de férmions e como se extrai a algebra PDKP da &algebra de
boésons. Nesta se¢ao, as algebras DKP e PDKP serao colocadas em uma mesma estrutura,
sempre a partir da visdo geométrica das algebras de Schonberg. Para melhor compreender
o método usado apresentaremos o desenvolvimento sob dois enfoques: um considerando
apenas uma forma de multiplicar os elementos 3, da algebra DKP com os elementos 7,
da algebra PDKP, outro sob um ponto de vista matematico-formal, em que propomos a
superalgebra DKP como uma subalgebra de uma superalgebra maior, construida a maneira

das algebras de Schonberg para férmions e bosons.

4.8.1 A superalgebra DKP: primeiro enfoque

Uma forma natural de saber se as dlgebras D,(V,g) e P,(V, f) juntas formam
uma superalgebra DKP é encontrando uma maneira de implementar a multiplicacao entre
os elementos das duas algebras e conferir as propriedades das multiplicagoes envolvidas
com a expressao (4.16) que caracteriza a superdlgebra DKP. Nesta diregdo, devemos notar
que a algebra DKP ¢ extraida da algebra C?,(V,g) através do projetor (II,), enquanto
a algebra PDKP é extraida da algebra Cl,(V, f) através da classe de equivaléncia do
projetor {IL,}. Em principio é possivel construir classes de equivaléncia do elemento (II,,)
de maneira a poder multiplicar com as classes de equivaléncia de {II,}. Entretanto, antes

de formalizar as multiplicagoes entre as classes advindas de algebras diferentes, é preciso
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analisar como se dard a multiplicagao entre os geradores de C'0,(V, ;) e de C£,(W ,Q_).
Em sua formulac¢ao, Okubo [50,106] propds que os elementos bosonicos anticomutassem
com os elementos fermionicos. Adotaremos entdo essa hipotese em nosso desenvolvimento
restando, no entanto, a dificuldade maior que é como multiplicar os projetores de algebras
diferentes e demonstrar as propriedades entre os projetores de algebras distintas. A solugao
encontrada foi introduzir projetores de forma ad hoc capazes de extrair elementos de

determinadas ordens dos ideais minimos.

Relembrando a construcao dos ideais minimos neste contexto, foi visto na subse¢ao
2.2.9.1 que o idempotente (P) é formado pelos proprios geradores da dlgebra C¢, (W )
e constitui um idempotente primitivo. J& na dlgebra C¢,(W,{)_), o idempotente primitivo
{P} teve que ser adicionado de maneira ad hoc, pois ndo hé elementos naturais da dlgebra
capazes de formar tal idempotente. Com esses idempotentes é possivel construir bases
candnicas e somente nessas bases é possivel construir os ideais minimos. Desta forma, para
construir os elementos (tensores) capazes de representar particulas fisicas associadas a
algebra que estd sendo construida nesta se¢do a partir da multiplicacao das algebras DKP

e PDKP, é necessario que se construa um idempotente primitivo {(P)} que propomos ser

{(P)} = (PP} =A{P}P), (4.132)

onde é assumido que a multiplicacao entre (P) e {P} pode ser efetuada. Esta premissa é
coerente, pois por construgao que os elementos das dlgebras C?,(V,Q,) e CL, (W ,_) se

multipliquem. Como os idempotentes (P) e { P} devem satisfazer a
(e){P} = {P}(en),
(e{r} = {P}(e"),
{e.}(P) = (P){eu},
{e"}(P) = (P){e"},
o elemento {(P)} definido em (4.132) obedece a
{(P)}={(P)} (4.137)
(e){(P)} = {(P)}(e") = {e,H{(P)} = {(P)}{e"} = 0. (4.138)

Desta maneira, podemos construir uma base a partir do elemento {(P)} considerando

(P} = {(e")H(P)Hl(ex,)}, (4.139)

onde introduzimos a notacao dos conjuntos multi-indices ascendentes hibridos dada por

4.133
4.134
4.135
4.136

~—~ Y~ N
— ~— ~— —

Hy:={1<h, <hy,<...<h, <n<h1 <h o<...<h.s<n+m} (4.140)

e

(€M)} = (eM)...(eM){e ). {er H(P)Hex,,} - (e e) - (en) (4141)
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com os indices j e k obedecendo as condi¢goes de um conjunto multi-indices ascendente

hibrido, definido em (4.140). Nota-se que os elementos (4.139) se multiplicam de acordo

com
{(PEDHPRY = 0RHPEY (4.142)
onde definimos
[652] := Opu0e (det 6) (Perm 62) (4.143)
[§
K, = {0,<ky,<ky,<...,<k,<n}, (4.144)
Q. = {0,<q1,< @2, < ..., < qu,<n}, (4.145)

sao conjuntos multi-indice de tamanhos r e u correspondentes as partes estritamente

ascendentes de K,, e (0., respectivamente, enquanto

KS = {n+17§k1a§k27§ "'7§k87§m}7 (4146)
QU = {n+17§q17§q2a§---aéQv;Sm}y (4147)

sao conjuntos multi-indice de tamanhos s e v correspondentes as respectivas partes

monotonicamente ascendentes de K, € (Qyy.

O espago expandido pelos elementos (4.139), mudido da multiplicagao (4.142), onde
os elementos (-) anticomutam com os elementos {-}, formam uma &lgebra denotada, neste

momento, apenas por S,,,,. Seus elementos sdo dados

= = zn: i A (P}, (4.148)

£,p=0 s,g=0

A exemplo das dlgebras estudadas nos capitulos 2 e 3, o elemento {(P)} faz possivel
a obtengao de ideais minimos & esquerda S, {(P)} e a direita {(P)}Sm, onde estao os
elementos que podem descrever particulas fisicas. Neste contexto, elementos do tipo (4.148)

podem ser interpretados como operadores que atuam nos ideais.

Nesse contexto, propomos os projetores {(II,)} de maneira ad hoc a partir da
propriedade de extrair os tensores de ordem (p, p) — relativo a bosons e férmions —, dos
ideais. Para p > n, deve-se entender que nao ha parte referente a fémions. Além disso,

estes projetores, por construcao, devem obedecer as propriedades

{(M) )} = dpe{(ILp)}, (4.149)

i{(ﬂp)} = LSum- (4.150)
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Devemos assumir também, que os operadores {(II,)}, em conjunto com os geradores (e,,),
(e"), {e,} e {€"}, obedecam a

4.151
4.152
4.153
4.154

o= A i(er),
o= )} (ew),
b= Ape) e,
{en Hpea)} = {(IL)}{eu}

~~ I~ N
~— ~— ~— ~—

Com essa defini¢ao, é possivel mostrar que os elementos

Bup = {Ip)}(ew) + (ew){(IT)} (4.155)

sao geradores da algebra de DK P, enquanto

My = {0p)Hent + {eu )} (4.156)

sao geradores da algebra PDKP, onde se nota que foi feito o uso das correlagoes b : Vo —

Uy ef: Vi, — U, as quais definem a métrica g e a forma bilinear f.

Com o objetivo de tornar este desenvolvimento mais geral, definimos

Bty = {(0,)}Hew) + kulew){(TT,)} (4.157)

ey = () Heu} + kdeuH(T,)} (4.158)

onde k,, representa £1 ou apenas os sinais positivo ou negativo correspondentes.

Utilizando as expressoes (2.106-2.108), (4.98-4.129) e a proposta de Okubo de
que bésons e férmions anticomutam, obtemos que os objetos (4.157—4.158) obedecem as
seguintes relacoes:

Brp P b~ B
WoBunB + BNy BenBiy = k»gw[ L | kg |

+ _ i
+kxkuguw [BM’ 5 ka] + Exkuga [#’pzﬂﬂ’p] , (4.159)

- - - -
S N S e T, Nap — Mg,
by, — Tyl = ko fou lPQP] + Ko f l“’Q’”’]

+ +n- + -
iy for lW] N lW] (4.160)

+ - + -
Map TN My — 1
5 6Vpn)\p prﬁ 6:2;7 = kygyu [M] + k)\kuguy [W] , (4161)

2
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By + By, Brp — B
7Mmmﬁ—§m%mp—kw@l”2}W—wwww WQA@, (4.162)
Brenkn By = BB, = 0, (4.163)
Mvpﬁkypm\,p nk,pﬁk}nu,p = 0 (4.164)

Com uma escolha adequada de notagao, as expressoes (4.159-4.164) podem ser escritas
de uma forma unificada. Essa notag¢ao expressa os 5/“0 e 0s 77# , com o mesmo simbolo,
definido por

+ . _
L se o, =0,

0y = (4.165)
Mips S€ o, =1,

e as formas bilineares g e f também sao expressas através de uma forma bilinear dada por

9w seo,=o0,=0,

guy = _f'uy; Se O-M =0y, = ]_, (4166)

0; seo, # o0y,

que possui a propriedade
gul/ - <_1)Uuaugyu- (4167)
Desta forma, as expressoes (4.159-4.164) podem ser escritas na forma

O Ol 9 4 (—1)2 N g ghe gl — G KT+ Gy, K6, (4.168)

P VP Ap v,p” u,p
onde K e 0,, sao as matrizes coluna

ky + ko
ky — ko

K pu—
0_

Hsp.

9+
O.p= | "P|. (4.169)

A expressao (4.168) define uma generalizagao da superédlgebra de DKP, no sentido
de que se reduz a esta quando k, = k, = kx = + e p = 0 ou p = 1. Ainda para todos
os k’s iguais a +, a expressao (4.168) apresenta inifinitas representagoes da superalgebra

DKP, uma para cada valor de p € N, onde N é o conjunto dos niimeros naturais.

Observe que restrita a V;, ou seja, para 1 < p,v, A < n, a expressao (4.168) é
uma generalizacao de (2.215), pois se reduz a ultima quando k, = k, = k,. Andlise
andloga também pode ser féita para algebra PDKP paran+1 < pu,v, A <n+m. Tendo a
algebra definida por (4.168) como ponto de partida, podemos analisar as superequagoes
de Klein-Gordon-Fock, Dirac e DKP generalizadas, validas numa supervariedade com
n coordenadas riemannianas e m coordenadas nao anticomutativas. Essa discussao sera
feita nas secoes 4.11 e 4.12, apds o estudo formal da algebra S,,,, tendo como base os
desenvolvimentos das algebras C/,(W,Q,) e Cl, (W ,Q_).
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4.8.2 A superalgebra DKP: enfoque matematico-formal

Na subsec¢ao 4.8.1 mostramos uma generalizacdo da superalgebra através de proje-
¢oes de uma algebra onde é permitida a multiplicagao de entes relacionados a férmions
e entes relacionados a bosons. Na presente secao vamos apresentar essa construgao sob

um enfoque matematico-formal segundo o desenvolvimento de Schonberg para as algebras
Cl,(W.,Q,) e Cl,(W,Q_).

Neste sentido, suponha que W seja um espago formado pela soma direta de outros

dois espacos W, e Wj. Portanto,

Por sua vez, o espago W;(i =0, 1) é também formado pela soma direta do espago V; e seu

dual, denotado por U;. Suponha também que

dimVy, = n, (4.171)
dimV, = m. (4.172)
Um vetor w € W é dado por
w = wyDw (4.173)
com
w, = V;du,; e W, (4.174)

e v; € V;, u; € U,. Considere ainda que W é dotado de uma forma bilinear dada por

Q:WxW —K

(4.175)
Q=QdQ,

onde
Q, W, x W, — K

| 4.176
Qi (w;, wj) = ; (i, v)) + (= 1) (ul, w3) | )

de modo que €2y seja uma forma bilinear simétrica e €2; uma forma bilinear simplética.

Neste contexto, é conveniente definir a assinatura dos vetores W; como

0 W,
(w) = {7 @ so (4.177)
1, sewe Wi

Temos assim uma dupla assinatura k definida como

E-WoW —WeW

k 4178
k;(wz ® wj) = <_1)€(wi)€(wj)wi ® w; ( )
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juntamente com a propriedade

~ A~

bW @wj+wr @w,) = k(w; ®w;) + k(we ® w,), (4.179)

em que w, € W,.

O espaco W pode ser incluido na algebra tensorial de W

TW) = PT1F(W) (4.180)
k=0
onde
T"W) = We..oW (4.181)
N——
k-vezes

com a identificacio W +— T (W).

Finalmente definimos, a dlgebra S,,,,,(W, Q) como o quociente de T'(W') pelo ideal

I gerado por elementos do tipo

w® W + kw' ®w—20(w,w) (4.182)
com w,w’ € W, ou seja,
T(W
Son(W,) = LW (4.183)
Iq
T(W)

ser um homomorfismo e

Com a imposi¢ao da projecao natural = : T'(W')
Q
assumindo que 7 comuta com k, tem-se que os vetores em S,,,,,(W ) obedecem a

wllw]) + Hwllw] = 20w, (L184)
onde em (4.184), [-] é a aplicagdo da &lgebra dada por
[] = mouy, (4.185)

com ¢ a imersao da de W em T'(W).

A expressao (4.184) caracteriza a algebra S, (W, Q) como uma generalizacao das
algebras C,(Wy, ) e Cl,,, (W1, ), com os elementos dessas duas tltimas anticomutando

entre si. Para poder verificar essa afirmacao, observe que

Q(W, Wo) = Q(Wg, W) = Q(W(), W()) = Qo(Wo, Wo), (4186)
QW, W) = QW, W) =Q(W;, W) = (W, Wy), (4.187)
AWy, W) = QW Wy) =0, (4.188)
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de maneira que (4.184) pode ser reescrita em termos de trés expressoes

[wo] [wo] + [wol [wo] = 2€ (w0, wyp), (4.189)
] [wi] = [wi] [w1] = 2Qi(w1,wy), (4.190)

As expressoes (4.189-4.190) definem as élgebras C?,(Wy, §2y) associadas aos férmions e
Cl,, (W1, 8)y) associadas aos bésons, respectivamente, desenvolvidas nos capitulos ante-
riores. Ja a expressao (4.191) indica um vinculo entre as algebras associadas a bdsons
e férmions, condicionando que os elementos bosonicos anticomutem com os elementos

fermionicos.

Assim como (4.189-4.190) podem ser reescritas em termos de outras trés expressoes
onde cada elemento da multiplicacao é um vetor ou um covetor, o mesmo pode ser feito

co1mm a expresséo (4191) ESS&, no entanto, se decomp()e e quatro relagées, oriundas de:

De fato, desta maneira a relacao (4.191) fica expressa como

Vol Vil + W] [Vo] = 0, (4.193)
[Uo] [UL] + [U] [Uo] = 0, (4.194)
Vol [Un] + [U] [Vo] = 0, (4.195)
Vi [Uo] + [Uo] [Vi] = 0O (4.196)

As expressoes (4.193-4.196) mostram que os elementos co e contravariantes de C'¢,,(Wg, Qo)
anticomutam com os elementos co e contravariantes de C'0,,(W7y, ;) ou em termos fisicos,

nessa formulacao, bésons e férmions anticomutam entre si.

A dlgebra S, (W ,Q), como um todo, pode ser escrita em termos de supercomuta-
dores [A, B}, definidos como

[A,B} = AB+4 (1) WP pBA, (4.197)
o que resulta em:
[ [l = (uy,vi), (4.198)
[, [lv]} =0, (4.199)
[w], [u;]} = 0, (4.200)
(ui,vj) = 0, (4.201)

para e(u;) #e(v;) ev; € Vi, u; €U, 1 =0, 1.
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Para escrever (4.198-4.200) em termos da base de V; e U;, é necessario notar que

o espaco W escrito como
W = WooW,=V,aoU, o VioU, (4.202)
¢é isomorfico ao espaco
W' = VievieU,aU, (4.203)

de maneira que W pode ser escrito como

W = VaU, (4.204)
com

V = VeV, (4.205)

U = UaU,. (4.206)
Desta maneira, uma base de V' pode ser dada por {ej,...,e,, €n41,...,€n1m}, onde
{e1,...,e,} é base de Vj e {e,11,...,€,1m} é base de U. Analogamente, a base dual
pode ser dada por {e',..., e" e"™' ... e""™} de modo que {e',...,€"} é base de Uj e
{e"t! ... e"™} é base de Uj.

Com a assinatura na base de V' e U dada por

0; 1<u<
ole,) = ofet)y=4{ & == (4.207)
1; sen+1<pu<n+m.
As expressoes (4.198-4.200), em termos das bases de V' e U, tornam-se
[leu],[e"]} = oy, (4.208)
[leu)[e,]} = 0, (4.209)
[le’],[e"]} = 0, (4.210)

onde, na defini¢ao do supercomutador [, -}, a assinatura ¢; deve ser trocada pela assinatura

o, :=0o(e,) = o(e"), como definida em (4.207).

Na proxima se¢ao mostraremos como a introdugao de uma supercorrelacao em V'
pode ser usada para encontrar as rela¢oes de supercomutagao (4.21-4.23), introduzidas
por Okubo [50]. No presente desenvolvimento, a supercorrelacdo permite ainda encon-
trar a superdlgebra de Clifford, possibilitar a obtencdo da equagdo de Dirac em uma

supervariedade.
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4.9 A introducao de uma supercorrelacao e a superalgebra de Clif-

ford

Nesta secao sera estudada as consequéncias de introduzirmos uma supercorrelacao
no espago V escrito como em (4.205). Por supercorrela¢io, entenderemos a soma direta
de uma correlagao simétrica e uma correlagdo antissimétrica. Neste contexto, define-se a

supercorrelacao fj : V.— U como
T = b@, (4.211)

onde b : Vj — U, é uma correlacao simétrica e f : Vi — U; é uma correlacao

antissimétrica, ou seja, para v,v’ € V', teremos
B () = b(wo)(v) + (w1) ()
= b(rp)(vo) — §(v1) (). (4.212)
A supercorrelagao § define uma forma bilinear no espaco V' dada por

G: VXV —=V

4.
G(v.v) = Hw)(V). (4213)

As correlagoes b e £, por outro lado, definem a métrica g e a forma bilinear simplética f,

respectivamente, de maneira que
G, V') = gwo,v)) + f(v,vy). (4.214)
Em termos da base de V', a forma bilinear G pode ser sintetizada como

9w seo,=o0,=0,
Guw =  fu; seo,=o0,=1, (4.215)

0; se g, # 0y,

onde foram definidas as quantidades

G = Glewe); G = g(eu, €,); Ju = fleu, e). (4.216)

A forma bilinear G aplicada nos elementos da base de V' obedece a propriedade
G = (1) Gy (4.217)

Apenas por uma questao de comparacgao com os resultados de Okubo, é conveniente

introduzir a forma bilinear

G se 0, =0, =0,
G, = § —fu: seo,=0,=1, (4.218)

0; se o, # 0.
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Isto equivale a uma supercorrelagao dada por § =b & (—4).

A introducao de fj tem como consequéncia uma outra algebra denotada por
Sum(V',G) (4.219)

caracterizada pelas relagoes de supercomutacgao

[len], [ew]} = G (4.220)
[[e.] . [e.]} =0, (4.221)
[[eps] [€vs] } = 0, (4.222)
onde [-,-} é o supercomutador
[A,B} = AB+ (—1)"@W B py (4.223)
com
W= S a2
Com essa estrutura é possivel introduzir os elementos
Pyljf = leu] £ e, (4.225)
que obedecem a multiplicacao
Ve (DT = £2G,,, (4.226)
ou seja,
EAEY = +20,. (4.227)

A expressao (4.226) é equivalente a trés expressoes, a depender do valor de p e v,

sendo elas
7373[ + 'Vui’Yf = £29u; se 0, =0, =0, (4.228)
TV =V = E2f.; [l = —fuw se 0, =0, = 1, (4.229)
Vavs + e = O se 0, # 0. (4.230)

As expressoes (4.228-4.229) sdo facilmente reconhecidas como as expressoes que definem
as algebras de Clifford ortogonal e simplética, respectivamente. A expressao (4.230),
por sua vez, mostra que os elementos da algebra de Clifford ortogonal anticomutam
com os elementos da alebra de Clifford simplética. Desta forma, a algebra caracterizada

pela expressao (4.226) é considerada uma supergeneralizacao da éalgebra de Clifford e é
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denotada por C,,,,(V,G). Ela é denominada superdlgebra de Clifford. Observe que para
dim Vy = dim V; = 4, entao C4,,,(V,G) se reduz ao que denominamos superdlgebra de

Dirac.

As expressoes (4.228-4.229) tém conexao com as equagoes de Dirac ortogonal e
simplética. Desta forma, a expressao (4.230) pode também ter conexao com uma versao

supergeneralizada da equacao de Dirac. O que analisaremos na se¢do posterior

4.10 A algebra S,,,,,(W,€)) e os superespinores algébricos

Nos capitulos 2 e 3 foi visto que os elementos das dlgebras C'¢,,( Wy, Q) e Cl,(W71,)
— na notagao do presente capitulo — podem representar particulas fisicas que pertencem
aos seus ideais minimos. Foi visto também que C¢, (W7, {2;) nao possui um idempotente
primitivo capaz de construir seus ideais, sendo ¢ necessario acrescentar a seus geradores o

elemento {P} com as propriedades
{P}* = {P} (4.231)
{e,;{P} = {P}{e'} =0. (4.232)
No caso de S, (W, Q), temos de fazer algo na mesma diregdo. Os geradores
le.] e [e"]; 1<p<n (4.233)
expandem a subdlgebra C'¢,,(Vy, ) e podem construir o idempotente dado por
[(P)] = [edle']lex][€”]... [en][e"] (4.234)

que obedece as propriedades

(P = [(P)], (4.235)
le  [(P)] = [(P)]]e"] = l<p<n, (4.236)
e J[(P)] = (=1)™[(P )][ ] [(P)]le,] n+1<p<n+m, (4237)
[e"[(P)] = (=1)™[(P)][e"] = [(P)]le"] n+1l<p<n+m. (4238)

Por outro lado, os geradores de S,,,,(W, Q)
le,] e [e]; n+1<pu<n+m, (4.239)

que expandem a subélgebra C?,,(V1,$), ndo conseguem formar um elemento com as
caracteristicas (4.235-4.239), onde a segunda equagao seja valida paran+1<pu<n+m
e as ultimas duas sejam validas para 1 < p < n. Segue entao que tal elemento deve ser

incluido de maneira ad hoc. Assim, definimos o elemento [{ P}| através das propriedades

{P}? = [{P}, (4.240)
le ] [P} = [P} e’ =0; n+1<p<n+m, (4.241)
le J{PY = [{P}le,] 1<p<n, (4.242)
le"l{P}] = [{P}e"] 1<p<n. (4.243)
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Desta maneira, os geradores (4.239) de S, (W,Q) e o elemento [{P}] definido pelas
propriedades (4.240-4.243) formam uma superalgebra maior, denotada por S, (W, ).

Uma base canénica de S,,,,(W,Q) pode ser construida a partir de seus geradores.

Essa base é dada pelo conjunto dos elementos
(P = [e’][Pllex,.], (4.244)

onde J,, e K, sao conjuntos de multi-indices ascendentes hibridos de tamanhos p 4 ¢ e

r + s, respectivamente, e

[Pl = [(PNIEPY] = [{PHIP, (4.245)
[e/] = [el]...[el][el+].. . [er+], (4.246)
lex. ] = ler..]. - lenlen]. . fer]. (4.247)

Os elementos (4.244) se multiplicam através da regra

(P [PRe] = (6%, (4.248)

sr

onde [5%”] foi definido em (4.143). Nesse contexto, elemento geral de S,,, (W, Q), expan-
dido nesta base, é dado por
n o0 J
KTS
A= D> > AP, (4.249)
p,r=0 q,s=0

onde Ai"“; pertencem ao corpo K e sdo antissimétricos em relagao aos primeiros indices, p (r),
J’s (k’s) e simétricos em relagao aos ultimos ¢ (s). Além disto, também sao antissimétricos

em relacao as trocas de indices p <> 7 e q <> s.

Neste contexto, os ideais minimos a direita e a esquerda de S,,,,,(W, ) sdo encon-
trados através da multiplicacao do elemento [P] & direita e a esquerda, respectivamente,

pelos elementos gerais (4.249), utilizando a regra (4.248). Em consequéncia, o elemento

P = zn: OOAJW[PJP«Z] S Sum(W,Q)[P], (4.250)
p=0¢=0
e
o = S AP € [PlSu(W,Q). (4.251)
p=0¢=0

onde S, (W, Q)[P] denota o ideal minimo a esquerda da referida superalgebra e [ P]|S,,,, (W, )
o seu ideal a direita. Os elementos (4.250-4.251) podem representar particulas bosdnicas
e ferminonicas simultaneamente e, por este motivo, denominaremos de superespinores
algébricos. E importante notar que, assim como estudado nos casos anteriores, os elementos
gerais da superdlgebra (4.249) fazem o papel de superoperadores que atuam nos ideais

minimos, isto é, nos espagos dos superespinores algébricos.

Nosso objetivo nesta secao foi construir os elementos basicos para a obtencao dos
superespinores da superélgebra S,,,, (W, Q). Na préxima se¢ao usaremos estes objetos

como solucao de superequagoes.
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4.11 A superequacao de Dirac

Na segao 4.9, foi visto que a introdugao da supercorrelacao f : b @ £ no espaco
V =V, @ V; induz uma superélgebra de Clifford, caracterizada por elementos do tipo
(4.225) que obedecem & multiplicagdo dada em (4.226). Essa dlgebra permite unificar as

equagoes de Dirac ortogonal e simplética em um sé formalismo e obtemos os superespinores
(4.250-4.251).

Nesta formulagao, consideremos uma supervariedade diferenciavel com coordenadas
{z1,..., 2y m}, onde as n primeiras sao coordenadas comutativas e as m tltimas sao

coordenadas nao anticomutativas, ou seja,

[z, 2] = 0 1<pu,v<n, (4.252)
[z, 2]y = U n+1<pv<n+m, (4.253)

onde ¥, é um pardmetro de deformacao tal que para ¢ — 0 as coordenadas z,, (n+1 <

i < n+m) passam a ser coordenadas de Grassmann.

A superequagao de Dirac ¢ dada ao se combinar os geradores v, 1= ’y;, dados em

(4.225), com os operadores diferenciais 0", isto é,
[i7,0" —m]y = 0 1<u<n+m, (4.254)

onde m é uma constante e ¢ € S,,,(W,Q)[P]. A equacdo (4.254) descreve uma super-
particula de Dirac num espago riemanniano e uma particula de Dirac num espaco nao
anticomutativo, simultaneamente. Na realidade (4.254) pode ser dividida em duas equagoes,

a saber

[i7,0" —mpgly = 0 1<u<n, (4.255)
[i7, 0" —mgly = 0; n+1<pu<n+m, (4.256)

onde se usou m = mpg + mg. Note que (4.255) é a equagdo de Dirac ortogonal para uma
particula de massa mpg e (4.256) é a equagao de Dirac simplética para uma particula de
massa mg. Observe ainda que o ente i) que representa a particula é o mesmo em ambas
equagoes (4.255-4.256). Isto d& ao superespinor ¢ de Dirac o cardter de um objeto que

obedece a duas dindmicas e que estd de acordo com a proposta de Okubo [50].

Observe ainda que (4.254) implica na superequacao de Klein-Gordon-Fock
[GNG“ + mﬂ v = 0; 1<pu<n+m, (4.257)

com d,, = G,,0”. Note que para 1 < ;i < n a equacao (4.257) é a equacao de Klein-Gordon-
Fock correspondente a (2.265) do nosso formalismo baseado em C¢,(W 2, ), enquanto
para n + 1 < u < n+ m corresponde & equagao de Klein-Gordon-Fock simplética (4.113)

do também nosso formalismo baseado na algebra C¢,,(W,Q_).
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Para uma comparacao na forma com as equagoes (2.135) e (4.115), é conveniente
definir

d = [e,]0"; 1<p<n+m, (4.258)
0] = —leul0" = —(-1)+[e"]0,, 1<p<n+m, (4.259)

objetos que obedecem a
[d], [0]]+ = —0.0" 1<pu<n+m. (4.260)
Entao nestes termos, a superequagao de Dirac (4.254) pode ser reescrita como
[i[D] —m]y = 0, (4.261)
com

D] = [d]—[0]- (4.262)

Notemos que restrito a variedade riemanniana, isto é, para 1 < u < n, o superope-
rador de Dirac [D] é igual ao operador de Dirac (D), estudado na subsec¢ao 2.3.1; desta
forma, [d] e [§] sao a derivada e a coderivada exterior, respectivamente. Nesta restri¢ao,
tem-se que [D]? = 0. Por outro lado, ao se restringir & variedade nio anticomutativa, isto
é, paran+1 < pu <n+m,entdo [D] é igual ao operador de Dirac simplético, visto na
secao 4.6. Observe que nesta situacao, o quadrado do superoperador de Dirac ja nao é
mais nulo. Isso se da pelo fato de que os geradores [e,] e [e,;], nesta restrigdo, nao sao

mais nilpotentes.

Na proxima se¢ao mostraremos como a supergeneralizacao da equacgao de DKP,
vista em (4.24), é extraida da superélgebra S,,,,(W, V'), quando ha uma supercorrelagao

entre V' e U. Neste contexto, a superequacao de DKP sera desenvolvida.

4.12 A superalgebra de DKP e a superequacao de DKP

Assim como a algebra de DKP e PDKP sao explicadas como uma subélgebras das
algebras de férmions e bosons de Schonberg, respectivamente, a superalgebra DKP pode

ser entendida como uma subalgebra de uma superalgebra.

Como nos casos anteriores, é cruscial a presenca de projetores dos ideais minimos
capazes de extrair elementos de determinadas ordens dos ideais. Além disto, esees projetores
devem obedecer propriedades especificas em conjunto com os geradores da algebra. Nota-se
no entanto, que essas propriedades nao sao obedecidas por projetores construidos pelos
elementos da superdlgebra S,,,(V',G). Isto se deve ao duplo cardter da superalgebra —
simétrico e antissimétrico — que impossibilita que tais propriedades sejam obedecidas por

todos os geradores simultaneamente.
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Nessas condigoes se faz necessario que esses projetores sejam incluidos na algebra
de maneira ad hoc. Desta maneira, define-se o objeto [IL,] que é capaz de extratir elementos
de ordens p dos ideais da seguinte maneira: seja A um elemento geral da superalgebra,

dado por (4.249), entao [II,] é definido pelas propriedades

A = > Z Alfre[P); 0<p<n, (4.263)
r=0s=0
LA = > Z Al [P, p>n, (4.264)
r=0s=0
AL = 3N AR (P 0<p<n, (4.265)
r=0s=0
AL = Y AP p>n, (4.266)
r=0s=0
L)le.] = [eu[pl; 1<p<n+m, (4.267)
[e"][IL,] = [I,4a)le”]; L<p<n+m, (4.268)
[HP] [Hq] = 5pq [Hp]a (4.269)
S = s, (4.270)
p=0

onde 1g,,. ¢ a unidade da algebra S,,,,(W, ). Neste contexto, os elementos [e,], [e/], [P)]
e [II,] expandem uma nova superélgebra, denotada por S,,,,(W, Q). Observe ainda que,
com as propriedades (4.263-4.270), o elemento [II,] aplicado & esquerda de um elemento

geral do ideal minimo & esquerda 1, dado por (4.250), resulta em

ML)y = Ay, [P7); 0<p<mn, (4.271)
L] = Ay, [PP]; p=n. (4.272)

Ja [IL,] aplicado ao elemento geral do ideal minimo a direita ¢, dado por (4.251), nos da:
pllL] = A7[Py); 0<p<mn, (4.273)

pllL,] = A" [Py]; p>n. (4.274)

Agora, com [II,] definido pelas propriedades (4.263-4.270), é possivel definir a
superalgebra DKP, denotada por SDP,(V,G), como a projecao bilateral de S,,,,(V,G)

pelos elementos
Ly =[] + [y, (4.275)
ou seja,
SDP,(V,G) = 158m(V,G)1, (4.276)
sendo seus geradores dados por

Oup = 1 Wulp) (4.277)
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onde v, = ’y:[ sao os geradores da superalgebra de Clifford dados por (4.225). Pelas

propriedades (4.267-4.269), pode-se mostrar que os 6,,, podem ser escritos como

Oup = [pllen] + [ep][TL,]. (4.278)
e obedecem a
0,00 prp + (1) NGy 8,0, = Gy + Gl (4.279)
com
> o(p,v,N) = (0,0, + 0,00+ 0r0,) mod (2). (4.280)

A expressao (4.279) é definida para 1 < p,v, A < n + m, e para todo valor de
p > 0. Essa expressao é, desta forma, uma generalizagao de (4.16), proposta por Okubo, na
medida em que (4.279) permite infinitas representagoes, em conformidade com cada valor
de p. Neste contexto, é possivel fazer a identificacao de [e,] e [e/] com os operadores de

criagao e aniquilagao (4.21-4.23), bastando para isso fazer a comparagao com (4.220-4.222).

O formalismo desenvolvido aqui permite mais uma generalizagdo. Os elementos

O = [lle,] = [eu][L); 1<p<n+m (4.281)
obedecem a
O 0 09, + (—1) 2N ghe gl — G KTy, + G KT 0,,,  (4.282)

onde os k, sao iguais a £1 ou apenas os sinais & correspondentes aos sinais de 1, e K e

0,.p sd0 as matrizes colunas

ky + kuk
k, — K.k

K =

9-%—
, Oup=1""|. (4.283)
eﬂ’p
A expressao (4.168) foi encontrada quando propusemos a multiplicagao entre os
elementos da &dlgebra de bésons e de férmions. Aqui, a expressiao (4.282) foi obtida de
forma independente considerando a superalgebra encontrada ao introduzir no espaco
W = W, ® W; a forma bilinear 2 = Qy @ €. Note que a generalizacao da algebra de
DKP foi obtida ao se propor uma supercorrelacao § = b & # entre os espacos V = Vo &V

e U = U, ® U, e projetar esta algebra resultante nas ordens p e p + 1.

Para finalizar, obtenhamos a superequagao de DKP, dentro do contexto algébrico
desta secao. Neste sentido, considere a supervariedade da sec¢ao 4.11. Como foi visto, os
geradores da superalgebra de DKP sao projecoes bilaterais dos geradores da superalgebra
de Clifford pelo elemento 1), definido em (4.275). Dessa forma é natural assumir que o

superoperador de DKP seja dado por

ol = 1y [P, (4.284)
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onde [D] é o superoperador de Dirac, definido em (4.262). Portanto, podemos escrever

para a superequagao de DKP
11K, = mlp| v =0, (4.285)

com ¢ € S, (W ,Q)[P] e m uma constante. A superequacao de DKP é definida para
todos os valores de p > 0. Esta equacao torna-se mais familiar quando escrita em termos
dos geradores da superdlgebra de DKP. De fato, a partir das definigoes (4.284), (4.275) e
(4.281), a superequacgao (4.285) pode ser escrita em termos dos geradores da superalgebra
de DKP como

(0,,0" —m| ¢ = 0; 1<pu<n+m. (4.286)
implica [50] na superequacao de onda
[Qﬁ“ + mQ} v = 0; 1<pu<n+m. (4.287)

Observe que a superequagao (4.286) para m = 0 é igual 4 equagao de DKP vista em
(2.216) e para n = 0 é a equagdo de DKP simplética (4.131). A superequagao de DKP
é, portanto, uma generalizacao da superequagao (4.24), permitindo vérias representacoes

conforme o valor de p > 0.
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5 Generalizacao das algebras de Clifford or-
togonal e simplética e a teoria quantica de

campos

5.1 Introducao

Nos capitulos anteriores foi visto como a introducao de uma forma bilinear simétrica
ou antissimétrica em um espaco formado pela soma direta de um espagco vetorial de n
dimensbes com o seu dual pode induzir a uma algebra associada a mecanica quantica de
férmions ou bésons, respectivamente. Esse formalismo se mostrou suficiente para mostrar,
sem elementos externos a teoria, que é possivel encontrar as algebras de DKP e PDKP
associadas as equacoes de DKP ortogonal e simplética. Seguindo os mesmos passos dessas
construgoes, também foi possivel explicar o surgimento de uma superalgebra capaz de
unir bosons e férmions num mesmo formalismo. Através dessa superalgebra, as algebras
DKP e PDKP sao unidas formando a chamada superdlgebra de DKP, que esta associada
a superequagao de DKP, equacao esta que une as equagdes de DKP ortogonal e simplética.
O que todos estes formalismos tém em comum ¢é que sao algebras sobre espagos vetoriais,
e estes espagos sao definidos sobre o corpo dos reais ou complexos. As algebras resultantes
destes formalismos estao associadas a mecanica quantica de particulas fisicas, de modo que
a equacao resultante de cada um destes formalismos descreve a dindamica de uma particula
com determinado spin. Para descrever a cinematica de um conjunto finito ou infinito de

particulas quanticas utiliza-se a teoria quantica de campos.

Na sua formulagao usual, quantizar um campo classico significa leva-lo a condigao de
operador e impor que as relagoes que eles obedeciam enquanto classicos, por meio do
parénteses de Poisson, sejam agora obedecidas por comutadores ou anticomutadores. Neste
capitulo, serda mostrado como é possivel fazer emergir a teoria quantica de campos com
uma metodologia inspirada no método de Schonberg de encontrar as algebras de Clifford
ortogonal e simplética C?,(W,€)y), associadas a férmions e bdsons, respectivamente. A
ideia por tras desta generalizagao é simples. Estas dlgebras devem ser parametrizadas
em uma variedade, que ira fazer o papel do espago-tempo, na formulacdo usual. Por
parametrizacao das algebras, leia-se que para cada ponto desta variedade existem algebras
isomoérficas a Cl, (W, y).

Para fazer tal parametrizacao, a teoria dos fibrados vetoriais parece ser a mais adequada,
pois um fibrado é formado por trés espagos topologicos: espaco base, espaco principal e

fibra tipica. Além destes espacos, hd uma projecao 7 que leva o espaco principal no espaco
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base e um grupo chamado de grupo de estrutura do fibrado. Cada ponto x da variedade
base parametriza uma regiao do espaco principal chamada de fibra da projecio ™ no ponto
x, ou simplesmente fibra. Cada fibra de m nos pontos da variedade é isomérfica a fibra

tipica. No caso dos fibrados vetoriais, a fibra tipica é um espago vetorial.

Como se pode ver, os fibrados vetoriais parecem ser a linguagem matematica por detras
da parametrizacao das algebras C', (W, Q. ),pois poderfamos construir uma algebra de
Clifford para cada espago tangente a variedade de base. Acontece que a parametrizacao das
algebras nao ¢é suficiente, pois a multiplicacao de vetores em fibras diferentes nao é definida.
E preciso definirmos o produto entre entes algébricos relacionando pontos diferentes da
variedade de base. Isto pode ser implementado, por exemplo, recorrendo-se a teoria das
distribuigoes ou fungdes generalizadas conforme originalmente proposto no trabalho [7].
Todavia, a forma proposta aqui é de natureza geométrica e utiliza formulagao via fibrado
e suas segoes transversais (campos) em conjunto com a teoria de distribuigoes. A inclusao
das distribuig¢oes estd associada a estrutura de médulo do espaco de Hilbert das segoes
transversais. Neste cendrio, a teoria quantica de campos surge quando sao consideradas as
algebras de Clifford ortogonal e simplética de modulos vistos como espagos vetoriais cujo

corpo é o espago de fungoes completas.

Nas secoes abaixo serao explicitados os detalhes desta contrucao. Para todos efeitos, neste
capitulo, a variedade M ¢é uma variedade de Hausdorff de n dimensées. No apéndice B,
encontra-se uma explanagio sobre fibrados vetoriais baseada nas referéncias [107-109].

Outros textos mais detalhados sobre o assunto podem ser encontrados nas referéncias
[110-117].

5.2 Os ncleos integrais no contexto de fibrados vetoriais holomor-

ficos

Para estabelecer algumas notagoes deste capitulo, é interessante fazer uma pequena
revisdo sobre como é possivel descrever a teoria de ntucleos integrais dentro do formalismo
dos fibrados vetoriais. Para o objetivo deste trabalho, é conveniente que seja seguida a

notagao da referéncia [117].

Considere um fibrado vetorial holomérfico E = (E, 7, M) onde E denota o espago
principal, M a variedade de base e 7 a projecdao de E sobre M. Considere também a forma
volume p € FOO(/\n T*M), onde n = dim M e F‘X’(/\n T*M) é o espago de todas segoes

diferencidveis da n-ésima poténcia da algebra exterior do fibrado cotangente a M.

O espago de Hilbert de secoes L*(E) do fibrado E pode ser obtido através da

completude do espago I't°(E) de todas as se¢oes de E de suporte compacto com respeito



Capitulo 5. Generaliza¢do das dlgebras de Clifford ort. e simpl. e a teoria qudantica de campos 117

a norma || - || definida pelo produto escalar [117]

(sft) = [ st (5.1)

onde s,t € I'f° e h é uma estrutura hermitiana em E [117]. Outra maneira de identificar o
espaco de Hilbert de secdes L*(E) é considerar todas as secoes de Lebesgue mensuraveis s

de E cujo quadrado da norma,
Is? = [ h(s,s)u(s), (5:2)
M
é finito [117]. Além disto, neste trabalho sera considerado que L?(E) é um espaco de
Hilbert separavel.

Outro espaco importante para esta discussio é o espaco L>H (E) de todas as secdes
holomérficas de L*(E) definido por [117]

[*H(E) = L*E)nO(M,E), (5.3)

onde O(M, E) é o espago de todas as se¢oes holomérficas de E.

Seja agora E* = (E*,7’, M) o fibrado dual' a E. Para cada covetor v* € E*,
pode-se identificar um funcional sobre L>H(E) dado por

€ — C
€+ [s] := 0" (s(7'(v"))),

com s € L*H(E). Isto é, o funcional €, associado ao vetor dual v* € E*, quando avaliado

(5.4)

em s € L2H (E), resulta em um nimero complexo igual a avaliagdo do vetor dual no vetor
dado pela secao avaliada num ponto especifico. Este ponto é a projecao do proprio covetor
em M. Uma propriedade interessante deste funcional é a linearidade. Ou seja, €, satisfaz

a propriedade
€-las +bs] = ae,[s] + bey[s], (5.5)

onde a,b € C.

Como L*H(E) é um espaco de Hilbert, pode-se usar o teorema de Riesz [117] sobre
a representacao de funcionais lineares neste espago. Consequentemente, para cada f no
espaco dual ao espaco das secdes de Hilbert holomérficas, denotado por L*H (E)*, existe

um tnico elemento f* € L*H(E) tal que para s € L>H(E), tem-se

fls) = (ffls). (5.6)

Outra consequéncia é que a aplicacio que leva f a f* é uma isometria antilinear [117]. Tsso

significa que f — f* é uma aplicacdo ¢ tal que

lg(HIl =11/ (5.7)

L Ver Apéncice B.2.
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glaf +0of) = ag(f)+bg(f) (5.8)
com f, f' € L*H(E) e a,b € C. Nesse espirito, é interessante definir
o = g(eye) = € € L*H(E). (5.9)

A aplicagdo que leva v* € E* em €, ¢ a aplicacdo linear o : E +— L*H(E)*. Consequente-
mente, a aplicagdo f definida por (v*) = k,+« é uma aplicacao antilinear para qualquer

x € M?, pois é uma composicao da aplicacdo linear o com a aplicacio antilinear g, isto é,
B = goa. (5.10)
Isto quer dizer que a aplicacao definida por

B;x B — Ey

B (V%) = ke (y) (5.11)

¢ linear para todo x,y € M. Na definicdo acima, E’y denota a fibra no ponto y € M do
fibrado vetorial que é complexo conjugado a E, ou seja, um fibrado composto pela mesma

tripla (E, 7, M), mas com a multiplicagdo por niimeros complexos dada por

cv = v, (5.12)
ou
cw = cv, (5.13)

com ¢ € Ce v € E. Este fato permite identificar 3, , como o tensor K(z,y) € E, ® E,.
Portanto, pode-se identificar a aplicacao (x,y) — K(z,y) como uma se¢do K do fibrado
E&E sobre a variedade M x M, cuja fibras E@E(w) sao dadas por

ER®E,, = E,®E, (5.14)

As secdes do fibrado EQE sao importantes, pois elas sdo identificadas como kernels,

por possuir as propriedades dos niicleos integrais usuais.

5.2.1 Secdes do fibrado EQE vistas como kernels

Para mostrar a propriedade de K como um kernel, é preciso que definamos as

aplicacoes h°’ e h' como

W:EQE x E — E

0 - (5.15)
h(va @ vy, wy) := h(vy, wy)v,

2 Lembre-se que estd sendo considerado v* € E,.
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h': EQE x EQE — EQE (5.16)
h (v, @ UL, w, @ W) := h(v, w,)v, @ W), '

para v, € E;, vy, wy, e w; € E, ev.,w, € E,. Desta forma, define-se para todo s € L*H(E)

s() = [ WU y).s@)nl) (5.17)

Pode-se introduzir a base completa e ortonormal {g,,} em L?>H(E), assumindo este espaco
como um espago de Hilbert separavel. Desta maneira, o tensor K (z,y) pode ser expresso

K(z,y) = D gm(r) @ gm(y), (5.18)

em que a série do lado direito de (5.18) converge localmente e uniformemente sobre M x M.

Em termos de (5.18), uma secio s € L*H(E) avaliada em z € M pode ser escrita como

s(¥) = 2 (gm,$)gm(x), (5.19)

m
que é justamente a expansao da se¢do s na base {g,}.

A aplicagao (5.16) permite reproduzir a propriedade que define os kernels. Oberserve

que
Jo @) KDz = 3 [ 0 on(@) 50 ().g(2) © Gm()il2)
= Z [ 30 (2), g (2))g(2) © G ()ia(2)
= mf (s G ) Gin () © G (y)
- g}/mm@gm(m:mx,y). (5.20)
Ou seja,
K@y) = [ WK (@2) K(zy)u(). (5.21)

O resultado (5.21) encerra a presente se¢do. Na proxima sec¢do, serd visto como este
formalismo pode ser reproduzido uma estrutura F (M )-modular, onde F (M) é o espago

completo de funcoes.

5.3 As distribuicoes que emergem dos espacos de Hilbert de secoes

O objetivo desta secao é o detalhamento das estruturas matematicas que tornarao

possivel introduzir uma teoria quantica de campos dentro da visao algébrica construida
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nos capitulos anteriores. Para isto é necessario ir além do espaco de Hilbert; é preciso
explorar as distribuigoes. Neste sentido, serd aproveitada a estrutura modular das se¢oes
de E com a &lgebra de fungoes M — C. Mas aqui apenas interessa o espago F (M)
expandido pelo conjunto completo de fungdes complexas {1, : M — C}. Serd visto que
elementos especiais desses F (M )-médulos podem ser combinados de maneira a encontrar

as distribuigoes.

Contudo, ¢ importante que a notagdo estabelecida na secdo 5.2 seja ajustada para
o propdsito deste se¢ao, principalmente com relagao aos funcionais definidos em (5.4). Veja
que nesta defini¢do, o covetor v* denota um elemento da fibra E;. Suponha agora que

exista uma secdo o* € L*H(E*) tal que quando avaliada em 2 € M seja dada por
o*(z) = v". (5.22)
Entao, sem nenhum prejuizo, pode-se escrever (5.4) como

els] = eowls] = o (@)(s(x' (0" (2))))
= o"(x)(s(x)). (5.23)

A secdo ¢* pode ser expandida na base {g*,} completa e ortonormal de L>*H(E*) como
of = > Cmgh, (5.24)
onde ¢, sdo fungoes M — C. Utilizando (5.24) em (5.23) obtém-se

rwls] = o"(x)(s(x))
= Y cm(@)gh (@) (s(x))

= > cml@)egws]- (5.25)

Isto é, o funcional €,«(,) € L’H(E)* (ndo confundir com L*H(E*)) pode ser expandido

como
€or(z) = %: Cm(T)€gs (2)- (5.26)
Claramente, tem-se que
€ 0m] = 9@ (g (7)) = G (5.27)
Pelo teorema de Riesz, existe um tnico eimx) € L*H(E) tal que
@ gm] = (€hs )| Im') = G- (5.28)

Isto é, existe uma relacio de um para um entre um funcional em L?’H(E)* e uma

secio em L*H(E). Desta forma, pode-se entender o superescrito § como uma aplicacio
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L’H(E)* — L*H(E), de maneira que {-|-) seja a correspondente forma bilinear induzida.

Neste contexto, percebe-se que

€ = Gm- (5.29)

Veja que (5.26) é valida para todo valor de z € M. Entao, pode-se dizer que para

cada secdo o de L*H(E™) existe uma se¢io dual \,~ em L*H(E)* escrita como

> CmAm, (5.30)
onde {\,,} é a base dual de {g,,} dada por

Anl] = (gml") (5.31)

Na notacao da secao 5.2, tem-se que Ky () 1= eﬁ . (2)" Foi dito também que a aplicagao

B:=goa:E*+ L*H(E) é anti-linear, o que 1mphca que a aplicacao definida por

Bra(G(@) = Fgp)(y) (5.32)

é uma aplicagdo bilinear. Agora observe que por (5.29), a definigdo (5.32) pode ser escrita

como

Byagm(®)) = gm(y) (5.33)

Deste modo, a aplicagao 51/,@ pode ser interpretada como um tensor K(z,y) € E, ® Ey.
A equagdo (5.32) pode ser reinterpretada utilizando K(z,y) escrito da forma (5.18) e
observando que g,,(z)* é um covetor sobre a fibra E,. Assim, a equagao (5.32) tem o

mesmo efeio que g () aplicado & esquerda de K (x,y). Veja:

= Z (@) (G () s ()
= Z Ormm! G (y) = gm(y) (5.34)

E importante agora encontrar uma maneira de encontrar s(x) que seja compativel
com (5.17), mas sem utilizar necessariamente os nicleos integrais. Uma forma de se
proceder é através das distribuigdes. Neste sentido, o espago F (M) é definido como o
espaco de fungoes expandido pelo conjunto completo de fungoes ortogonais ¢, : M — C

tal que

| i@y @)dz = S, (5.35)
S Un(@)m(y) = (z,y), (5.36)
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onde 0(z,y) é a distribui¢ao delta de Dirac. Deste modo, para cada fibra E, é definida a
aplicagao
0,: E, — C,
¢9$(gm(:t)) = ¢m(x)

Neste contexto, 0, pode ser aplicado a s(z) escrita na definigdo (5.17) de forma que segue

(5.37)

o desenvolvimento

(Or08)(@) = [ W(K(x.y),s)nuy)
= 0o} / P(g()  9(y). s(v)ily)

=z / (9 (9). 5(0))s(gon(2)1v)
= Z< | 8) () (5.38)
= Zwm gm|

= <Kx! ) (5.39)

onde foi introduzida a sec¢ao especial

Z UV (2) G- (5.40)

m

Desta forma, a se¢ao s avaliada em z, definida em (5.17), pode ser reescrita como
s(z) = 0.1 ((K,]s)). (5.41)

Outro resultado que pode ser obtido é a composicao de 6, com a secao K, avaliada em y.

Isto é
Oy 0 K2)(y) = D Um(2)0y(¢m(y))
= > (@) m(y)

= 0(z,y). (5.42)

Novas segoOes especiais podem ser definidas considerando o espaco completo de

funcoes F(M). Assim, considere as se¢oes
K: = Y tm(2)g, € L*H(E"), (5.43)
Ao = ) Um(2)An € L*H(E)*, (5.44)
onde x € M e A, é definido por (5.31). Estas se¢es especiais tém a propriedade

K (2) (Ky(2) = (Ka|[Ky) = A Ky] = o(, ), (5.45)
s(@) = 0, ((Kals)) = 0,7 (Aals]) . (5.46)
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com z,y,2 € M esc L*H(E).

Pode-se ainda obter outra representagao para (5.17). Para isto, deve ser introduzido
o fibrado EQE* sobre M x M cujas suas fibras sdo dadas por

EQE; E,®E.. (5.47)

z,y)

As secoes deste fibrado sao aplicacoes M x M +— EQE*. Pode-se definir uma secao 5 no
espaco de Hilbert de secdes de EQE*, denotado por L*H(E®E*), dada por

> 9m @ g, (5.48)

onde {g,,} é base de L*H(E) e {g},} base de L?H(E"). Localmente, esta secdo assume
valores em E, ® E,, com z,y € M. Isto ¢

ng ® g5, (v). (5.49)

O tensor (5.49) pode ser interpretado como uma aplicacdo E, — E,, pois para s(y) € E,,

tem-se

Bz, y)sly) = ng ® g (y)s(y)
- ;gmy s(¥)) g ()
= 20,0 [3lom (@)
= S (. |9 gm(@)

m

= > (gml8)gm(2), (5.50)

m

onde o teorema de Riesz (5.28) foi usado e a identificagdo (5.29). Veja que por (5.19) a

tltima linha de (5.50) pode ser identificada como s(x), de modo que

s(z) = Bz, y)s(y). (5.51)

Com célculos andlogos, isto é, aproveitando a aplicacdo de covetores g (z) € E*, em
vetores g, (r) € E, e utilizando o teorema de Riesz junto com a identificacao €g: (z) = g,

pode-se mostrar que as secoes 3 obedecem as propriedades

Bla,y) = Blx,2)B(zy). (5.52)
para z,y,z € M.

Observe que se se fixar x € M como primeiro valor de entrada em (5.48), entao,

pode—se escrever

Z gm(7) ® g5, (5.53)
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Veja que, neste caso, a se¢ao 3 se relaciona com K, da seguinte maneira,

K: = 6,00(x,-). (5.54)

Para finalizar esta secao, ¢é interessante fazer alguns comentarios sobre as estruturas
que estao por tras das secoes especiais K,, K e \,. Para isto é necessario enxergar o
espago das segdes I'(V'), um fibrado vetorial V' sobre M, como um §(M )-médulo, onde
S(M) é a dlgebra de fungoes M — C. Isto é, o espago vetorial que entra na defini¢ao
do médulo sobre F(M) é o préprio espago de segoes, visto como um espago vetorial
independente. No presente caso, este espaco é reduzido para o espaco de Hilbert de se¢oes
holomoérficas L*H (V) e a algebra de funcdes é reduzida para F(M). Assim, as secdes
especiais K, e K estdo relacionadas com as bases dos F(M)-médulos sobre L*H(V),
quando V denota os fibrados E e E*, respectivamente. Esta relacao é percebida, quando
se representa os F (M )-mo6dulos por meio do produto vetorial. Desta forma, define-se os

elementos dos respectivos médulos

K =Y %n®gnm € S(E), (5.55)

K = > Yn@g € S(E"), (5.56)

onde S(E) é o um F(M)-médulo sobre L2H(E), S(E*) é o F(M)-médulo sobre L*H (E*)
e {1,,} é uma base completa e ortonormal de F(M)?>. Neste contexto, é conveniente definir

F(M)-mébdulo dual a S(E) como
S(E)" = hom(S(E),F(M)® F(M)). (5.57)
A aplicacao do elemento da base dual A,, = ¥, ® \,, em K, = @m ® g € definida como

Am [Km’] = ,lvbm & @Z_Jm’)\m[gm’]

Neste contexto é pertinente definir o elemento A € S(E)* e o elemento 6 € F(M) ® F(M)

como

A= ® A, (5.59)
[§
5 = MK
= > Un @Y. (5.60)

Ver equagoes (5.35-5.36)
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E ébvio que a aplicacdo de § em (r,y) € M x M é a distribuicao delta de Dirac

0z, y) = D tn @ Ym(z,y)
= Y Un(@)Pn(y). (5.61)

A conexao deste formalismo com o que foi desenvolvido nesta secao se da quando é

fixado um valor x € M em uma das duas entradas de K, K* e \. Neste caso,

K(z,-) = K, € L’H(E), (5.62)
K*(z,-) = K € L*H(E™), (5.63)
Mz,) = A € L*H(E)*. (5.64)

Por sua vez, se também fixado um valor x € M em uma das entradas de ¢, tem-se a fungao

definida por

0y = Zwm(r)&mv (5'65)

m

tal que
0(y) = 0(z,y). (5.66)

Como foi dito, as ferramentas matematicas desenvolvidas nesta secao serdo usadas

na se¢ao 5.6 para construir uma teoria quantica de campos baseadas na algebra geométrica.

5.4 Sobre a base de L°H(E) e as secdes do fibrado de frames de
E

O espaco de Hilbert de secdes holomérficas L2H(E) pode ser visto como um espaco
de funcgoes sobre a variedade M que tem valor em FE, onde E ¢é o espago principal do
fibrado vetorial E = (E,m, M), definido na segao 5.2. Neste sentido, pode-se escolher a
base completa e ortonormal B, = {g,,} para expandir as fungdes em L?H(E). Portanto,

o conjunto B, ¢ composto de infinitos elementos g,, que obedecem as condicoes

(Gmlgm) = /M PG G )b = O (5.67)

> g (@inn) = San) (5.68)

Sabe-se, no entanto, que um fibrado vetorial V' = (V, &, B) é um fibrado associado

a um fibrado principal chamado fibrado de frames, denotado por Py. O espaco principal
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Py é composto pela uniao das bases de todas as fibras de V', de forma que as sec¢oes de
Py aplicadas a um ponto x da variedade base serve como base para a fibra V,. Nesse
sentido é conveniente definir as notagoes I'(V') e I'(Py) como os espagos de se¢oes de V' e

Py, respectivamente. Assim, para as se¢oes 0 € I'(V') e {v,} € I'(Py), tem-se que

o = zk:Aava, € (V) (5.69)
o(x) = Z:lAa(x)va(x) € V. (5.70)

onde k é a dimensao da variedade base de V' e A, sao fungoes B — C.

Note que o espaco de Hilbert de secoes L?H(E), por ser composto por secoes
holomorficas de suporte compacto do fibrado vetorial E, também pode ser expandido por

B. = {ea} € I'(Pg). Sendo assim, para uma secio s € L*H(E) pode ser escrita como

s = > Caeq, (5.71)
a=1

onde n =dim M e C, : M — C sdo uma fung¢oes holomorficas dentro do espaco de Hilbert
de fungdes F(M). Isto é, o espaco L*H(E) tem uma estrutura de (M )-médulo e uma

base para expandir seus elementos pode ser dada por *B..

Cada elemento de B, também podem ser expandidos em termos de 8. como
Ign = D Toea (5.72)
a=1

onde 7, € Ce Zﬁ%%o,‘l, = 0. Esta ultima condicdo é consequéncia da condigao de

(03
ortogonalidade de dos elementos de 9B,. Neste sentido, os coeficientes 7}, também pode
ser entendido como um conjunto ortogonal de fung¢oes M +— C. Mais ainda, se v, for

entendido como o elemento da matriz v de linha a e coluna b, entao, tem-se que
Ty =1, (5.73)

de forma que v pode ser entendida como uma matriz de transformacao unitaria. Os seus

elementos sao fungoes. Isto é, para x € M, tem-se
gn(z) = D vm(@)ea() € E., (5.74)
a=1

onde y(z) é uma matriz de transformacgoes unitarias na fibra E,.

5.5 Produto tensorial entre elementos do F(M)-mddulo e o es-

paco de Hilbert de funcdes

Esta secao ird analisar o produto tensorial do F (M )-médulo sobre S(E) (S(E™))
com o espaco de Hilbert de segdes holomérficas L2H(E) (L*H(E*)). Sera analisada

também as relagoes entre seus elementos.
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Antes de definir os espagos tensoriais, é conveniente definir uma notagao apropriada

para os espagos a partir do F(M)-moédulos S(E)

S.(E) = {VS(x,-)€ L’H(E)|S € S(E)}; (5.75)
K(E) = {K}; (5.76)
K.(E) = {K,}. (5.77)

Analogamente, desta vez para S(E*), define-se

S(E*) = {VS*(x,-) € L*H(E)|S* € S(E*)}; (5.78)
K(E*) = {K'}; (5.79)
K.(E*) = {K:}. (5.80)

Considere agora os espacos formados pelos produtos tensoriais dos F(M )-mddulos

com os espacos de Hilbert de se¢oes holomorficas

V(E) = S(E)® L*H(E), (5.81)
S(E*) @ L*H(E™"). (5.82)

=
5
i

Os elementos de V(E) e U(FE) sdo dados por

Yy = S®vu, (5.83)
U = S*®u, (5.84)

com S € S(E), S* € S(E*), v € L*H(E) eu € L*H(E*). A aplicacao de U/ em V nao é
definida, no entanto, a aplicagao de U(x,y) em V(z',y") é dada por

U(z,y), V(') = (57 2), SCa)){uy), v(y) (5.85)

onde (-, ) significa a aplicagao de covetores em vetores. No caso de S e S* pertencentes a

F (M) médulos, tem-se que

S(,z) = ¢®s(z) € F(M)® E, (5.86)
S*(z) = s (x) € F(M)® E; (5.87)

com ¢, € F(M). De forma que é definido

(-, : LPH(E") x L*H(E) — F(M) ® F(M)

/ , (5.88)
<S*('>$)’ S(?'CE )> =0® 90<S*(x)7 S(ZE )>

Aqui (s*(z), s(2")) denota a aplicagdo de um covetor em E* em E,. Observe que esta
aplicacdo esta definida em duas fibras diferentes. Neste caso poderiamos pensar em

considerar uma conexao no fibrado para levar a fibra em 2’ na fibra em z. Entretanto, este
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trabalho ird4 somente considerar a situacado em que E é plano em relagdo a uma conexao

V. Nesta situagao, as segoes s e s* podem ser expressas em termos B, e, tem-se que

*
(63

(57(,2),8(2")) = 6@ calz)e, () (5.89)

eq (') & isomoérfico a e, (z). Desta maneira ¢ possivel calcular (e’ (z), eo(z')), de modo que

onde ¢, (2) e co(x) sao coeficientes de s(x') e s*(x) nas bases {e,(z')} e seu dual {e’(x)},
respectivamente. Aqui foi introduzida as segoes dos fibrado de frames [108], denotadas
por B, :={e,} € I'(Pg) e B+ :={e.} € I'(Pg-). Claramente, a aplicacdo de (5.89) em

(y,2) € M x M, resulta no nimero complexo
(57(,2), S( 2Ny, 2) = 6W)e(2) Y cm(@)c, (7). (5.90)
Observe que para S e S* em S(E) e S(E™), respectivamente, tem-se

<S*(ya x), S(Zv $’)> = <S*<> ‘T)v S('> x’))(y, Z) (5'91)

Neste sentido, é interessante definir, para S € S(E) e S € S*(E”), os seguintes elementos

S, = S(z,-) € L*H(E), (5.92)
S(z) = S(,x) € F(M)® E,, (5.93)
Se(y) = S(x,y) € E,. (5.94)

Como dito previamente, para a costrucao da teoria quantica de campos na visao
algébrica, é preciso ir além do espago de Hilbert das se¢des. E preciso encontrar as

distribuigbes. Nesta perspectiva, é interessante considerar os subespagos de V(E) e U(E),

dados por
F(E) = K(E)® L*H(E) C V(E), (5.95)
F(E*) = K(E*)® L*H(E") - UE), (5.96)
A(E) = K. (E)® L*H(E) (5.97)
Fo(E*) = K.(E*)® L*H(E"), (5.98)

de modo que para V=K @v e F(E) e U = K" ®@u € F(E"), tem-se
(U V)(x,2") = (U(x),V(z))
= {u(z),v(z))
= 6> ua(z)r*(2'), (5.99)

onde u,(z) e v,(z') sdo coeficientes da segdes u e v na base B.. Lembre-se que E é
considerado um espago plano em relagao a conexao Vg. Tem-se ainda que (5.91-5.94),

pode—se escrever

(Ue(y), Ve (v)) = (2, 2")(uly), v(v/))
= 0z, 2") D ua(y)r* (). (5.100)
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Veja que, pela aplicacao de K em K./, surge no lado direito de (5.100) a distribuicao

delta de Dirac. Assim, pelas suas propriedades, tem-se que

| Ue) Valy e’ = S ualy)r” W) (5.101)

-

E como se os campos V, = K, ®v € F(E) e Uy = K, @ v € Fu(E") estivessem
concentrados em z e ', respectivamente. Neste sentido, os elementos dos espagos F,(E) e
F.(E*) sdo chamados de campos concentrados em x. Esses espagos podem ser expandidos
pelas bases B, = {€z0 = Ky @ s} € Ber, :={e, , = K; @e,}.

Como esta sendo considerado os espagos principais dos fibrados E e E* planos, a

aplicacao dos elementos da base dual B, em B, é dada por
(€ra(@)eys(y)) = 6(z,y)das. (5.102)
Para finalizar a segdo, observe que a equacao (5.99) pode ser reescrita como

(UV)(x,2') = 00> (ug@v*)(z,2), (5.103)

onde, pela definicao de produto tensorial de fungoes u, ® v*(z,2") = uo(x)v*(2"). Da

forma como escrita em (5.103), (U, V) pode ser entendida como uma aplicagao

(U, VY : M x M — F'®(M)

<U, V> =4 ® Zua ® Va) (5104)

paraV = K®velU = K*®u, onde v = Zl/aea eu = Zuaez. A distribuicao § é
definida por (5.60). Foi também introduzido o espaco F*®(M), que consiste em quatro
produtos tensoriais do espago F(M). Escrever da maneira (5.104) sé é possivel por se
tratar £ um espaco plano em relacao a conexao Vg, de forma que nao é valido para
espacos curvos. Observe que

(U V) (@,y,2' ) = 6(z,y) Y ualz ) (y), (5.105)

(67

resultado este que coincide com (5.100).

Enxergar (U, V) como (5.104) é uma importante ferramenta matematica para
conseguir definir uma algebra de Clifford dos F (M )-mé6dulos. A préoxima secao irda detalhar
os procedimentos de encontrar tal algebra e de como encontrar as relagoes caracteristicas

da teoria quantica de campos.

5.6 A teoria quantica de campos baseada em algebras geométricas

A ideia que serd apresentada nesta se¢ao é a de parametrizar as algebras C¢, (W, QL),

vistas nos capitulos 2 e 3, em uma variedade. Isto é, para cada ponto x € M devera existir
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uma réplica de C?,(W,Q,). Para isto, a linguagem dos fibrados vetoriais e algébricos
parece ser adequada, assumindo-se as referidas algebras como fibra tipica para o fibrado
de interesse. Além disso, é preciso associar-se aos fibrados vetoriais F (M )-médulos para
que a distribuicao de Dirac surja. Esta distribuicdo faz um papel essencial na descri¢ao
de campos quanticos. Esta digressao matematica foi feita durante as se¢oes anteriores
deste capitulo, onde foram desenvolvidas todas ferramentas matematicas necessarias para
a parametrizacao das algebras e a inclusao da distribui¢ao de Dirac no formalismo. Ape-
sar dos fibrados serem dispositivos matematicos capazes de descrever espagos curvos, o
formalismo desenvolvido neste trabalho cobre apenas os espagos planos, no entanto, ainda
assim é uma estrutura mateméatica mais rica do que as dlgebras C?,(W, Q). A descrigao

de campos quanticos em espagos curvos sera desenvolvida em outra oportunidade.

5.6.1 Formulacao algébrica da teoria quantica de campos

Para analisar como é possivel uma formulacao algébrica da teoria quantica dos

campos, considere o espago W(FE) definido por
W(E) = F(E)® F(E"). (5.106)
Um elemento geral de W € W(E) pode ser escrito sob a forma
W = VaU, (5.107)
em que V € F(E) e U € F(E™). Considere ainda que W(FE) é dotado da forma bilinear

O+ : W(E) x W(E) — F*®(M),

o , / (5.108)
Gi(VVaW) §[<U7V>i<U7V>]7

onde (U, V) é a aplicagdo definida em (5.104) e F*®(M) é o espaco definido por

F(M) = F(M)® F(M) @ F(M)® F(M). (5.109)

Veja que ©L (W, W') é uma aplicagao sobre M x M x M x M, que quando avaliada

no ponto (z,y,z’,y’), resulta em

—_

OL(W,W)(z,y,2",y) = 0(x,9)5 > [uale)o™(y) +ug (@) (y)]. (5.110)

A partir do par (W(E), ©) é possivel fazer uma construgao andloga as construgoes
das algebras C?, (W, Q). Para isto, é preciso definir a algebra tensorial de W(E) como o

espago

TW(E)) = léTk(W(E)), (5.111)
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onde

T,W(E)) =W(E)®...® W(E), (5.112)

k vezes

em que hd a associacao To(W(E)) :== F(M) e TI(W(E)) := W(E).

Neste cendrio, as dlgebras de Clifford ortogonal ( referente a ©, ) e simplética (

referente a ©_ ) do espaco W(E) sao definidas como

T E
ClON(E),0,) = LOVE) (5.113)
Zo,
onde Zg, ¢ o ideal gerado pelo elemento
WeW W oW — 20, (W, ). (5.114)

A multiplicagdo entre os elementos de C/,(W(E),O) é dada, portanto, por
W) e(W)e £ (W)e(W)e = 20L(W W), (5.115)
onde
(Ve == MioZ (5.116)

¢ a aplicagdo de W(FE) na algebra. Na definigao (5.116) Z ¢ a inclusao de W(FE) na élgebra
tensorial e I sdo as projecoes naturais de W(FE) nos espagos quocientes (5.113). Veja
que esta construcgao é somente possivel se for imposto que as projecoes nos quocientes

sejam homomorfismos.

E possivel mostrar que W(E) escrito como (5.106) é uma decomposicio lagrangiana

pelas formas bilineares

O.(F(E),F(E)) = 0 (5.117)
O+ (F(E"), F(E")) = 0, (5.118)
OL(F(E),F(E") = (F(E"),F(E)). (5.119)
Isto significa que a relagao (5.115) pode ser escrita como
(V) (Vi) = 0, (5.120)
(D) (U] = 0, (5.121)
(V) (U)a]ly = (UV), (5.122)

onde V,V' € F(E) e U,U" € F(E*). Ainda mais, se for introduzida as bases dos mddulos
F(E) e F(E*) como

Bp = {E.=K®ea} (5.123)
Bp = {E,=K'®e}, (5.124)
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onde e, € B, e e}, € B+, as relagoes (5.120-5.122) se traduzem em

[(Ea)x, (Eg)sl. = 0, (5.125)
(E)e (ER)s|, = 0, (5.126)
(Ba)e, (Ef)s], = 6@ (dap), (5.127)

onde (d44) pode ser entendida como

(5a5)IMXM—>N,

(0ap)(z,y) = bap, V(z,y) € M x M. (5.128)

em que 0,5 € o delta de Kronecker usual.

5.6.2 A teoria quantica de campos no contexto algébrico

A algebra definida em (5.113) pode ser entendida como uma algebra de Clifford
sobre um espago vetorial cujo corpo é o espago de fungoes F(M). Este espaco é, na verdade,
um F(M)-médulo sobre o espago de Hilbert de se¢oes do fibrado W = E @ E*. Sendo
assim, os coeficientes e a base sao entendidos como fungoes sobre a variedade M. Os
coeficientes sao fungoes M +— C, enquanto a base é composta por fungoes que tém valor
no fibrado W. Isto quer dizer que (5.113) induz outras algebras por meio da apligdo de

seus geradores em M x M.

Por exemplo, as algebras C¢,(W(E),©.) caracterizadas pelas relagoes (5.120-
5.122), induzem uma &dlgebra entre os elementos das fibras de E e E*, caracterizada pelos

comutadores ou anticomutadores

[(Va(2" )+, (Uy (v )], = 0, (5.129)
[(Us(@))a, (Vy (¥ )l = 0, (5.130)
[(Va(@ ), (U )) 2] = d(x,y) Y ualy)v*(2), (5.131)

«

comV =K@veU = K*®@u. As relagoes (5.129-5.131) sdo validas para todo (z,y,z',y) €
M x M x M x M.

Sem duvida, as segoes V,, e U, em (5.129-5.131) sao levadas a dlgebras isomoérficas
a Cl,(W,Q.), desenvolvidas nos capitulos 2 e 3. No entanto, estas se¢oes nao podem
representar campos quanticos. Os campos quanticos, nesta formulagao sao os elementos
dos médulos V € F(E) e U € F(E*) que sao aplicados a (z,y) € M x M com z = y.
Desta maneira. é conveniente definir a aplicagdo de V' (-) € F(E) e U(:) € F(E*) em M

como

V(z) = V(x,z), (5.132)
U(x) = U(z,x). (5.133)
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Com as defini¢oes (5.132-5.133), as relagoes de comutagao (5.129-5.131) sdo escritas como

(V@)= (U)<l = 0, (5.134)
(U(x)+: (V¥ = 0, (5.135)
[(V(@)z, UW)ly = 0(x,y) D ualz)v”(y). (5.136)

Quando expressas em termos das bases de F(E) e F(E"), as relacoes (5.134-5.136) sao
dadas por

(Ba(@))s, (Bs@))ele = 0, (5.137)
(EL @)y (B3], = 0, (5.138)
(Ea(@)s (B5(y)s], = 6(z,9)dup. (5.139)

As relagoes (5.137-5.139) sao andlogas as relagoes de (anti)comutagao da quantiza-
¢do canonica dos campos vetoriais. Na formulagao usual da teoria quantica de campos, a
quantizacao dos campos classicos consiste em abandonar a interpretacao probabilistica,
onde o médulo ao quadrado do campo ¢ interpretado como a probabilidade de encontrar
a particula numa determinada posicao, e promové-lo a categoria de operadores. Agora
0s campos que, enquanto classicos, obedeciam as relagoes que envolvem os parénteses de

Poisson passam a obedecer as mesmas relagoes, mas com a identificagao
O e Y P (5.140)

onde {-,-} é o paréntese de Poisson e [-, -]+ é o (anti)comutador usual. Isto é, o campo

vetorial classico 1, que obedece as relagoes

{Yal@), ¥s(')} = {malz),m5(2")} =0, (5.141)
{alx),m3(2")} = bapd(x,a’), (5.142)

onde 7 é o momentum conjugado a v, é visto como um operador 9, e, apds a identificacao

(5.140), passa a obedecer as relagoes de (anti)comutacao

A

[Ga(@), dp(a)]e = [Dh(z),d}(a)]e =0, (5.143)
[Pa(z), Ph(a)]e = bapd(z, '), (5.144)

onde foi introduzida a notacao # = i), Na formulacdo desenvolvida aqui, os E,(-) € F(E)
fazem o papel das componentes v, dos campos classicos, enquanto E’(-) € F(E™) fazem
o papel das componetes 7, dos momenta conjugados. O processo de quantizagao se da
com a aplicacao de (-)4 sobre os F(M)-médulos E,(-) e EX(-) que os leva para as algebras
de Clifford ortogonal e simplética do F (M )-mdédulo sobre o espago de Hilbert de segoes
holomérficas do fibrado E @ E* e forma bilinear ©.. Estas dlgebras, expressas por (5.134—
5.136), induzem algebras caracterizadas pelas relagoes (5.137-5.139), e, estas sim, podem

ser associadas a teoria quantica de campos.
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O processo de quantizacao candnico usual de campos é um tanto quanto intrigante,
no momento em que 0s campos passam a ser vistos como operadores e os parénteses
de Poisson devem ser trocados por (anti)comutadores pela identificacao (5.140). Esta
identificacdo nao é totalmente arbitraria, ela é fruto do amadurecimento de décadas da
mecanica quantica ao ponto de se perceber que a descricao de Heisenberg se assemelha
com a descri¢ao via paréntesis de Poisson para particulas classicas, quando se substitui
o comutador pelo parénteses de Poisson. O mesmo deveria acontecer para sistemas de
muitos corpos, descritos por campos escalares e vetoriais. Sendo assim, a teoria quantica
de campos teve origem ao se fazer a associacao das relagdes de campos classicos com seus
parénteses de Poisson com comutadores de campos quanticos, visto agora como operadores.
No entanto, do ponto de vista matematico a associagao (5.140) carece de rigor e, em nossa
perspectiva, necessita investigacao mais aprofundada. O formalismo desenvolvido aqui
oferece uma alternativa matematicamente viavel utilizando uma linguagem de natureza
geométrica e com uso reduzido de ferramentas de Analise Funcional geralmente comum na
literatura quando se trata de problema analogo. As premissas utilizadas para chegar na
teoria quantica de campos sdo minimas. Foi apenas introduzido uma forma bilinear (anti)
simétrica num F (M )-médulo sobre o espago de Hilbert de se¢oes do fibrado E @ E*. A
introducao da forma bilinear que promove o surgimento das algebras de Clifford sobre
L*H(W(E)). A outra premissa é que os elementos dos F (M )-médulos relevantes para a
teoria quantica de campos sdo da forma V = Qv e U = K* ®u, onde v e u sdo se¢oes no
espago de Hilbert de segoes de E e E*, respectivamente, e K e K*, dados por (5.55-5.56).

Estes modulos devem ser aplicados em (z,y) € M x M de forma que = = y. Isto é

Vir,y) = Ki(y) @v(y); x =y, (5.145)
Ulz,y) = Ki(y) @uly); T =y. (5.146)

Na linguagem definida em (5.101), é como se os campos devessem ser concentrados no
mesmo ponto em que sao avaliados. Neste contexto, os modulos V' e U fazem o papel dos
campos classicos e a quantizacao destes campos, no formalismo desenvolvido aqui, é apenas
a aplicacdo natural da édlgebra dada por (5.116). Esta é uma forma matematicamente mais
consistente do que transformar os campos em operadores e substituir os parénteses de

Poisson pelos comutadores ou anticomutadores.
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6 Resultados, conclusoes e perspectivas

Este capitulo esta dividido em duas segoes e segue a seguinte estrutura: na secao
6.1 discutiremos os nossos resultados apresentados nos capitulos 2, 4 e 5. E na se¢ao 6.2

apresentaremos as conclusoes e perspectivas dos trabalhos realizados nesta tese.

6.1 Resultados

O objeto principal deste trabalho pode ser entendido como a unido de quatro
subobjetos, que, de certa forma, sao independentes. Estes objetos sao os formalismos
matematicos para o entendimento dos férmions, bdsons, férmions e bdsons numa sé
estrutura, e a generalizacao destes formalismos para a teoria quantica de campos de
particulas fermionicas e bosonicas. Para cada subobjeto apresentamos contribuicoes que

podem ser somadas aos conhecimentos ja estabelecidos na literatura.

Por uma questao organizacional, nossos resultados serao apresentados a seguir em

diferentes subsegoes relativas aos subobjetos ao qual elas pertencem.

6.1.1 A fisica de férmions, algebra e equacao de DKP ortogonais

Nesta parte do trabalho, uma de nossas contribuicoes esta em relacionar a algebra
de Schonberg associada aos férmions C/, (W, ), ) a partir da algebra exterior. A algebra
de férmions se apresenta como uma algebra quociente da dlgebra exterior do espaco
W =V U (V é um espago vetorial de n dimensoes sobre K e U é o seu dual) pelo ideal
gerado por w @w'+w' @w — 20, (w,w’), com w,w’ € W e Q, denotando a forma bilinear
simétrica em W. A conexao com a algebra exterior estd na associacao dos geradores
(e;®0) e (0@ e) de Cl,(W,Q,)" com os operadores de criacdo e aniquilagdo da lgebra
exterior, denotados neste trabalho por (e') e (e;), respectivamente. Esta formulacio é
analoga a apresentada por Fernandes para a algebra de Schonberg associada aos bdsons

Cl,(W,Q_) por meio da algebra simétrica [1], vista no capitulo 3.

Outra contribuigdo nesta parte do trabalho foi a de fazer a conexao da algebra

DKP, no formalismo de Schonberg, com a algebra exterior. Mostramos que as aplica¢oes

BP .V — D,(V,g)

B8P =D,o(b+aob), 6.1)

1 Lembre-se que W escrito como a soma direta de V' com U é uma decomposicao lagrangiana pela forma

bilinear simétrica 2, de modo que e; &0 e 0 ® €', onde {e;,...,e,} éabase de Ve {e',...,e"} ¢
a base de V, sdao elementos da base de W.
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definidas em (2.200) (a e b sao os operadores de aniquilagao e criagao da algebra exterlor
respectivamente, b é uma correlacdo simétrica associada a métrica g de Ve D, —1( )l(p) )

fornecem representacoes irredutiveis da algebra de DKP para cada valor de 0 < p < n.

As representagoes da algebra DKP via a formulacao de Schonberg para férmions
ja tinham sido obtidas pelo préprio Schonberg e utilizadas nos trabalhos de Vianna e
Fernandes [13-15] para a obtengao das equagoes de DKP; no entanto, a construcao da
aplicacdo (6.1) nao se encontra na literatura. Recentemente, um trabalho sobre representa-
¢oes da algebra e a equagao de DKP via formas diferenciais, foi publicado por Jaime [91].
Os passos para a obtencao da algebra DKP nesse trabalho, adaptados a linguagem da
presente tese, foram apresentados na secao (2.3.4) e comparagoes entre aquele formalismo
e o formalismo apresentado aqui realizadas. Notamos que as formulac¢oes sao similares,
porém nao iguais. A principal diferenca esta no fato das proje¢oes no formalismo da
referéncia [91] serem aquelas definidas na dlgebra exterior. Ja na nossa formulacao, tais
projecoes sao os elementos (IL,), definidos em (2.193). Algo a se observar, ainda neste
contexto, é que os elementos da algebra de DKP, no formalismo de Schénberg, atuam pela
esquerda no ideal minimo a esquerda ou a direita no ideal a direita de C0, (W, ). Os
ideais minimos a direita e a esquerda sao isomoérficos as algebras exteriores de V' e U,
respectivamente; no entanto, nao sao iguais. Em consequéncia, o desenvolvimento em [91]
nao corresponde ao formalismo de Schonberg da algebra DKP, pois é baseado somente
nas formas diferenciais, isto é, na algebra exterior do espaco cotangente de uma variedade,
o que corresponderia a algebra exterior do espago U. Ja a formulagao de Schonberg é
versatil quanto a isto devido as propriedades dos projetores (II,) dadas por (2.197). Estas
propriedades mudam o espago de representacao da algebra entre as algebras exteriores de
VelU.

Ainda sobre a algebra de DKP no formalismo de Schonberg, nds generalizamos a
metodologia de Fernandes e Vianna [13,14] para qualquer espago cujo tensor métrico seja
representado por uma matriz diagonal. Isso inclui os espacos euclidianos e pseudoeuclidianos.
Além disto, nosso desenvolvimento é mais geral no sentido em que ele possibilita a aplicacao
da transformacao de Wigner-Moyal para qualquer valor de 0 < p < n. Isto é, é possivel
estender o desenvolvimento de Fernandes e Vianna para particulas vetoriais e estudar, por
exemplo, a equacao de Proca no espaco de fase. Para além dos trabalhos de Fernandes e
Vianna, mostramos que a introdugao dos elementos (2.256) e (2.277) permite demonstrar
que a equacao de DKP no formalismo baseado na algebra C?, (W ,€),) é compativel com
as equagoes de Klein-Gordon-Fock e de Proca e tém vetores dados por (2.268) e (2.287),

respectivamente.

Para finalizar, é importante salientar que, como mostramos na subsecao 2.3.8.1, o

formalismo baseado na élgebra C¢,,(W,€),) para a equacao de DKP incorpora natural-

1(p) ¢ a unidade da dlgebra de DKP dada por (II,) + (I, 1)
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mente e generaliza as técnicas desenvolvidas por Kruglov [49] no estudo da equagao de
DKP nao massiva de spin 1. Com efeito, distribuindo o valor da constante m da equacao
de DKP (2.216) na unidade da dlgebra, de modo se obtenha a equacdo de DKP na forma

[Zﬂﬁa’u—i-m(p)}@b = 0, (6.2)

com m, = my(Il,) + mo(Il,41) (m; e my sao constantes e ¢ € CL,(W,Q,)(P)), tem-se
que a massa da particula é dada por m = /mims, e o estudo da equacao de DKP nao

massiva corresponde a situagao onde m; = 0.

6.1.2 A fisica de bdsons, a dlgebra PDKP e as equacGes simpléticas

Nesta parte do trabalho, desenvolvemos uma metodologia para extrair a algebra
PDKP da algebra C¢,(W,Q_) baseada no formalismo de Schonberg para extrair a algebra
DKP da algebra C?,(W,Q,). Em seguida, a analisamos e fizemos comparagoes: no
formalismo baseado na algebra C?,(W ), a dlgebra DKP é uma projecao bilateral
da algebra de Clifford ortogonal do espago V', onde a forma quadratica estd associada a
metrica g, induzida por uma correlacao simétrica e esta algebra esta relacionada com a
equagao de Dirac ortogonal. J& no formalismo baseado na algebra C¢,(W _), vimos que
a algebra PDKP é uma projecao bilateral da algebra de Clifford simplética do espago V.
Desta maneira, propusemos uma equacgao analoga a equagao de Dirac ortogonal, onde agora
os operadores diferenciais estdo associados aos geradores da algebra de Clifford simplética.
Notamos entao que para esta nova equagao obedecer a equacao de onda, necessariamente,
os operadores diferenciais devem agir em coordenadas nao anticomutativas. Deste modo,
obtivemos duas novas equagoes, a equacao de Klein-Gordon-Fock e de Dirac simpléticas.
A equagao de Dirac simplética foi obtida primeiramente por Reuter [100] quando ele se
propos a seguir os passos de Kéhler na obtencao da equagado de Dirac por meio de formas
diferenciais em um espago-tempo riemanniano. Reuter, no entanto, parte de tensores
simétricos sobre um espaco de fase simplético e recorre a diversos entes mateméaticos para
encontrar o que ele chamou de equacao de Dirac-Kéhler simplética, tais quais os tensores
simétricos, operadores simétricos e algebra de Weyl para entes bosoénicos. Além disso,
teve ele que introduzir representacoes especificas do produto de Clifford simplético. O
desenvolvimento feito por ndés nao precisa recorrer a tantos entes matematicos; usamos
apenas os geradores da dlgebra e os elementos dos ideais minimos. Nao é utilizada aqui
nenhuma representagao do produto de Clifford. Outro fato que diferencia o nosso formalismo
do de Reuter é que as equagoes de Klein-Gordon-Fock e Dirac simpléticas desenvolvidas
por nds nao parecem ser definidas sobre o espago de fase simplético e sim sobre um espago
de coordenadas nao anticomutativas. Espacgos nao anticomutativos ja foram estudados em
contextos fisicos [101-105], mas faz-se necessério identificar em quais situagoes fisicas as

equacgoes simpléticas desenvolvidas neste trabalho podem ser usadas.
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Seguindo esse desenvolvimento, além das equacoes de Klein-Gordon-Fock e Dirac
simpléticas, propusemos a equacao de DKP simplética ao associar os geradores da algebra
PDKP, extraida da &lgebra C/, (W ,Q_), aos operadores diferenciais sobre coordenadas
nao anticomutativas. Como nas outras equacoes, o vetor de estado é um elemento dos
ideais minimos da algebra de C/, (W ,Q_). Nossa formula¢ao concorda com o trabalho de
Okubo [50] onde ele propoe a dlgebra PDKP como uma algebra complementar a dlgebra

DKP e propoe o que ele chama de equacao de DKP generalizada.

Buscamos ainda entender a algebra PDKP através da algebra simétrica, utilizando
a metodologia de Jaime [91] que busca explicar a dlgebra DKP por meio da élgebra exterior.
Com esta metodologia determinamos infinitas representacoes da algebra PDKP baseadas
na algebra simétrica. O formalismo baseado na algebra simétrica embora tenha muitas
similaridades com a formulacao baseada na &dlgebra C¢,(W,_), apresenta limitagoes
como, por exemplo, seus projetores sao introduzidos de maneira ad hoc e caracterizam-se
apenas por retirar uma ordem especifica do tensor simétrico. Em contraste, no formalismo
baseado na &lgebra C/, (W ,Q_), os projetores tém representacdo na prépria élgebra.
Além disto, como no caso da algebra DKP, o formalismo baseado nos desenvolvimentos
de Schonberg se mostra mais versatil, pois os ideais minimos da algebra C/, (W ,Q_)
sao os espacos de representacao da dlgebra PDKP, neste desenvolvimento. As duas
representagoes (contravariante e covariante) sao intermediadas pelas propriedades das
classes de equivaléncia dos projetores [{1l,}], dadas por (4.77-4.78). Esta versalidade nao
¢ encontrada no formalismo baseada na algebra simétrica. Esse fato faz o formalismo

baseado na algebra Cl,(W,€)_) mais vantajoso.

6.1.3 A fisica de férmions e bdésons em uma sd estrutura matematica e as
superequacoes

Esta parte do trabalho foi motivada pela proposta de Okubo [50] que mostrou que as
algebras DKP e PDKP podem ser vistas como subalgebras de uma algebra maior chamada
superalgebra de DKP. Foi visto nos capitulos 2 e 3 e na se¢do 4.5 que as algebras DKP e
PDKP podem ser entendidas como subdlgebras das algebras C¢,, (W, ) e CL,,(W,Q_),
respectivamente, entao era de se esperar que a superalgebra de DKP pudesse também ser
explicada por meio de uma metodologia analoga. Neste contexto, propomos uma forma de
multiplicar os elementos da algebra de DKP com os elementos da algebra PDKP. Para
isto impomos que os idempotentes primitivos (P) e { P} pudessem se multiplicar e formar
o elemento ({P}) = (P){P} = {P}(P). Somado a isso foi usado o resultado encontrado
por Okubo [50] no qual férmions e bésons anticomutam. Foi preciso também incluir, de
maneira ad hoc, projetores que extraissem a mesma ordem dos tensores associados aos
férmions e bésons, que obedecem as propriedades (4.149-4.154). Os espagos sobre os quais

esses elementos sao definidos devem ser alterados para V =V, & Vi, onde V) é o espago
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associado a algebra DKP e possui uma correlacao simétrica, enquanto V; esta associado a
algebra PDKP e possui uma correlagao antissimétrica. Neste contexto, os elementos dessas
algebras podem ser reescritos como (4.157-4.158), respectivamente, permitindo assim que
os elementos das algebras diferentes se multipliquem. Observamos que, dessa forma, o
conjunto de elementos (4.157-4.158) obedece uma versao generalizada da algebra de DKP.
Essa generalizacao ocorre em dois sentidos: primeiro, porque a superdlgebra de DKP
encontrada aqui possui infinitas representagoes, uma para cada p € N. Segundo, porque o
formalismo baseado nas algebras C?,,(V, g) e Cl,(V, f) permite encontrar uma algebra
para cada sinal + da forma bilinear =g ou £ f do espaco V'; a superdlgebra encontrada
por nés, além de possuir infinitas representacoes, ainda permite mesclar elementos com

quaisquer combinacoes destes sinais.

Permitir a multiplicacao entre os elementos das duas algebras, como descrito acima,
possibilitou enxergar que havia uma superalgebra maior, onde se pode tratar férmions
e bésons de maneira unificada, na qual a superalgebra DKP ¢é apenas uma subalgebra.
Dessa maneira é natural acreditar que é possivel desenvolver um formalismo baseado nas
algebras CC, (W, ) e CL, (W, Q_), capaz de explicar essa superalgebra, bem como a
superalgebra DKP. Esse formalismo, desenvolvido por nés, parte apenas da premissa de se
ter um superespaco W = Wy & Wy dotado de uma forma bilinear 2 = €y & €24, onde £
¢ uma forma bilinear simétrica do primeiro espago e €2; é uma forma bilinear simplética do
segundo. O espago W dotado de forma bilinear () faz emergir a superdlgebra de Clifford
de W e esta pode ser explicada por relagoes de supercomutagdo em que se pode observar
que férmions anticomutam com bésons. Essa peculiaridade concorda com o que Okubo [50]
havia proposto para explicar a superalgebra de DKP. Nesse contexto, mostramos que a
inclusao de uma supercorrelagao possibilita extrair da superalgebra de Clifford de W a

superalgebra de Clifford de V' da qual a superdlgebra PDKP é apenas uma subalgebra.

Mostramos também que as superalgebras de Clifford de V' e a superalgebra DKP
estdo associadas a superequacgoOes relativas as respectivas algebras. A superdlgebra de
Clifford esté associada a superequacgao de Dirac sobre uma supervariedade com partes
das coordenadas riemannianas e parte nao anticomutativas. Mostramos ainda que a
superequagao de Dirac descreve uma particula que obedece a equacao de Dirac ortogonal
e outra particula que obedece a equagao de Dirac simplética. Ja a superalgebra de DKP
esta associada a superequagao de DKP, introduzida por Okubo em [50]. A diferenca entre
a equacgao obtida através do nosso formalismo e a equagao proposta por Okubo é que, no
nosso formalismo, a superequacao de DKP pode ser expressa em infinitas representagoes,
uma para cada valor de p € N. Sabe-se que o valor de p na algebra DKP esta associada ao
spin da particula que a equacao descreve; espera-se que o mesmo aconteca com a algebra
DKP e a superalgebra DKP e suas respectivas equacoes. No entanto, deixamos para
provar essa conjectura como uma perspectiva deste trabalho. Foi mostrado também que a

superequacao de DKP descreve uma particula que obedece a equagao de DKP ortogonal e
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uma particula que obedece a equacao de DKP simplética, simultaneamente.

E importante notar que a superdlgebra de Clifford de V', encontrada aqui, apre-
senta similaridades com a superalgebra proposta em [51] e vai ao encontro da andlise de
superespagos via dlgebras de Clifford realizada por Bie e Sommen [118], principalmente no
que se refere aos superoperadores de Clifford. De certa forma nosso tratamento é mais
geral que este ultimo trabalho uma vez que pressupoe coordenadas nao anticomutativas,

em oposigao as coordenadas anticomutativas utilizadas por Bie e Sommen.

6.1.4 Generalizacao das algebras de Schonberg para uma variedade e a teoria

quantica de campos

Nesta parte do trabalho parametrizamos as algebras C'¢,, (W, {)1) numa variedade.
Consideramos os fibrados de Clifford ortogonal e simplético, cujas fibras sao isomérficas
as citadas algebras, como a estrutura adequada para fazer essa parametrizagao, sendo o
objetivo principal a inclusao da teoria quantica de campos no formalismo das algebras
de Schénberg. Assim, consideramos o produto tensorial do espaco de Hilbert de segoes
holomérficas de fibrados vetoriais planos em relagdo a uma conexao por J (M )-mébdulos
sobre o mesmo espago de Hilbert de se¢oes, onde F (M) é um espago completo de fungoes.
A construcao da teoria quantica, neste formalismo, é realizada quando se dota o espaco
W(E), definido em (5.106), de formas bilineares simétrica e antissimétrica, construidas com
base nas formas bilineares das dlgebras C¢,(W, ). Como resultado, determinamos as
algebras de Clifford ortogonal e simplética dos F (M )-mddulos. Os F(M)-médulos podem
ser vistos como espacos vetoriais cujo corpo, sobre os quais sao definidos, é o espago de
fungoes F(M). Desse modo, os elementos das dlgebras de Clifford encontrados sdo fungoes
com valores nos fibrados de Clifford ortogonal e simplético. Pelo fato de termos incluido
os F(M)-médulos, é possivel encontrar a distribui¢ao de Dirac. Essa distribui¢do aparece
quando uma secao contravariante, avaliada em um determinado ponto da variedade, é
aplicada sobre secoes contravariantes avaliadas em outro ponto. A consequéncia principal
do surgimento das distribuigoes é que os elementos das algebras de Clifford dos F (M )-
modulos, quando avaliados em pontos da variedade, podem ser entendidos como se¢oes co

e contravariantes de ordem 1 dos fibrados de Clifford ortogonal e simplético.

O formalismo desenvolvido aqui mostra-se como uma alternativa para se entender
a teoria quantica de campos através de uma visao geométrica. Além disto, do ponto de
vista matematico, a quantizacao é feita através da aplicagdo de Clifford, em oposicao ao
formalismo usual da teoria quantica de campos em que a quantizacao é feita quando se
eleva os campos classicos a condicao de operadores e, em seguida, associa-se os parénteses
de Poisson com os comutadores; desse modo, os agora operadores passam a obedecer as
relagoes canonicas de comutacao. Nesse cendrio, nosso formalismo é matematicamente mais

consistente que o método usual de quantizacao de campos fisicos, desde que a aplicacao
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na algebra é uma operacao bem definida, enquanto a associagao dos parénteses de Poisson

com os comutadores ndo parece ser natural.

6.2 ConclusGes e perspectivas

Nesta tese exploramos as algebras desenvolvidas por Schénberg [2,4-6] em conexao
com as algebras exterior e simétrica, visando uma ampliacdo da estrutura mateméatica
baseada em algebras de Clifford, uma formulacao de equacoes relativisticas de interesse e
uma formulacao da teoria quantica de campos. Nesse contexto, entre as contribuigoes e os
resultados apresentados, realcamos a demonstragao da equivaléncia da equacao de DKP
com as equagoes de Klein-Gordon-Fock e de Proca, um tema que vem tendo interesse
desde o final do século XX [68], e a demonstracao de como estender o desenvolvimento de
Kruglov [49] para particulas DKP nao massivas, de forma a incluir o caso de spin zero,
nao contemplado pela formulagao daquele autor; além disso, obtivemos o resultado que
possibilita estudar a equacao de DKP com massa nula para qualquer valor do parametro
p tal que 0 < p < n o que permite com nossa abordagem investigar também particulas
de DKP pseudoescalares e pseudovetoriais. Obter solugoes para a equacao de DKP na
nossa formulacao e comparar com os resultados disponiveis de Kruglov sao objetivos como

perspectivas desta parte do trabalho.

Na relacao de resultados, por nés obtidos, destacamos também: ¢) do ponto de vista
matematico, o desenvolvimento de método capaz de extrair a algebra PDKP (ParaDKP)
da algebra de Clifford C¢,(W,Q_) e dentro desse formalismo, do ponto de vista fisico, a
obtencao das equacoes de Klein-Gordon-Fock, de Dirac e de DKP simpléticas as quais,
em outro contexto, foram introduzidas na literatura por Okubo [50] (caso da equagao de
Klein-Gordon-Fock e de DKP simpléticas) e por Reuter [100] (caso da equagao de Dirac
simplética); um aspecto a mencionar neste item é que nossa abordagem ¢é fechada no
sentido que todos os elementos utilizados para a obtencao das equagoes simpléticas estao
contidos numa mesma estrutura matematica, e i) o desenvolvimento, no lado matematico,
de um processo para construcao de uma superalgebra com a qual é possivel tratar bosons
e férmions numa mesma estrutura, mostrando como a partir da superalgebra obtida ¢é
possivel extrair uma superédlgebra de Clifford andloga a proposta por Dixon [51] e desta
extrair a superalgebra de DKP; neste item, no lado fisico, propusemos as denominadas
superequacgoes de Klein-Gordon-Fock, de Dirac e de DKP, discutindo alguns de seus
aspectos. Explorar o significado dessas equacoes no sentido de compreender que situagoes
fisicas sdo de interesse, bem como pesquisar suas solugoes e as solucgoes das equagoes
de Dirac e de DKP simpléticas, livres e com interacao, sao temas que constituem o

prosseguimento do trabalho como perspectivas.

Recentemente, a dlgebra e a equagao de Fierz-Pauli-Gupta (FPG) foram propostas
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no trabalho [16] dentro da visao geométrica de Schonberg. Nesse desenvolvimento, geradores
da algebra de FPG sdo a soma dos geradores da dlgebra C',,(V, g) com os geradores da
algebra de DKP. Seguindo nossa formulacao, versoes da algebra e da equagao de FPG
simpléticas podem ser propostas ao se somar os geradores da algebra C/,(V, f) com os
geradores da algebra PDKP. Da mesma maneira que as equacoes de Dirac e de DKP
simpléticas, serd preciso também entender o significado fisico dessa nova equagao. Além
disso, encontrada a versao simplética da algebra e da equacao de FPG, podemos propor a
superalgebra de FPG combinando a superalgebra de Clifford com a superdlgebra de DKP.
Para finalizar as perspectivas desta parte do trabalho é importante salientar que a técnica
de Hiley e Bohm, de encontrar a equacao de Dirac no espago de fase [11], pode ser estendida
para as equagoes de Dirac, de DKP e de FPG simpléticas e para as superequagoes de
Dirac e de DKP.

Na parte referente a formulacao da teoria quantica de campos, obtivemos uma
formulacao da teoria quantica de campos baseada nas algebras C¢,(W,Q.). A nossa
formulagao apresenta uma explicacao alternativa para as relagoes de comutacao e antico-
mutacao dos campos quantizados, pois combina a teoria dos fibrados vetoriais com a teoria
das distribui¢oes em uma estrutura de médulo. Os campos quéanticos, nesse contexto, sao
elementos de uma algebra de Clifford ortogonal ou simplética de modulos vistos como

espacos vetoriais cujo corpo é o espago de fun¢des completas.

Uma das perspectivas a curto prazo para esta parte do trabalho é realizar compara-
¢oes com a prépria maneira de Schonberg parametrizar suas algebras na variedade [7] para
0 caso escalar e para o caso vetorial. Além disso, o formalismo matematico desenvolvido
por nés para quantizar campos via algebra geométrica parece adequado para explicar a
quantizagdo BRST [119-122]. Outra perspectiva a curto prazo é explicar a algebra de
correntes [123-125] no nosso formalismo por meio de uma combinagao dos geradores das
algebras de Clifford dos médulos. Neste sentido, podemos fundamentar a proposta de
Hermann [123,124] de explicar a dlgebra de correntes via algebras geométricas. Por ultimo,
podemos generalizar o nosso formalismo para espacos curvos e estender as concentragoes
dos campos sobre um ponto para uma linha. Essas nova concentragao deve surgir ao se

considerar outro tipo de distribuicao que nao a distribuicao de Dirac para pontos somente.

Para as perspectivas a longo prazo, podemos construir versoes das equagoes de
Dirac e DKP segundo nossa proposta geométrica para quantizacao dos campos. Para isso,
¢é necessario construir um campo que é um idempotente primitivo para todo ponto da

variedade, isto é, um elemento

(P)r = I (B1(2)+ (BN (@) (Ba(2)) 4 (B*(2)) - . - (En(2)) 4 (E" ()5 (6.3)

zeM

A partir deste elemento é possivel parametrizar os ideais minimos referentes aos campos

fermionicos e, assim, construir vetores de estado. Com parametrizacoes adequadas das
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algebras de Dirac e DKP, portanto, podemos propor as teorias de Dirac e DKP dentro
desse formalismo. J& para os campos bosonicos, o campo idempotente, que assume valores
nas fibras como idempotentes primitivos, deve ser introduzido de forma ad hoc. Introduzido
este campo, versoes da teoria de Dirac e DKP simpléticas podem ser formuladas, dentro

da visao geométrica dos campos quanticos.

Os estudos e resultados desenvolvidos aqui adicionam ao entendimento da natureza
dos campos quanticos que podem levar avancos nas resolugoes de problemas nas areas
da fisica de altas energias, cosmologia, matéria condensada e até mesmo na formulagao

quantica da gravitagdo, temas que pretendemos abordar futuramente.
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A Célculo de Rﬁzﬂ(p)

Neste apéndice sera calculada a aplicagao do operador R, no vetor de DKP 1),

presente na se¢do 2.3.8, na equagao (2.287), onde

Ry = — [(Nl)(N2) o (Nn-1)(en)(€p) (Tpra) + (N1)(N2) - ..

Vo) = Ve + Py, (A.2)

onde ¢y, € (IIx)Cl, (W, )(P) é um elemento geral de k-ésima ordem do ideal a esquerda
de C¢, (W, ) dado por

Ve = Ay (P), (A.3)

em que J, ¢ um conjunto multi-indice estritamente ascendente de tamanho k.

Primeiro, é preciso estudar a multiplicacao de (e,) em 9,41 e 1,. Neste sentido,

observe que

(en)wp-ﬁ-l - (en)Aj1j2---jp+1 (ejl)(ejQ) s (ejp+1)(P>7 (A4)

onde j; < ja < ... < jp+1 Neste caso, deve-se estudar as situagdes em que i) p+1=ne
it) p+ 1 < n. A situagdo em que p + 1 > n é excluida, pois p s6 pode assumir os valores

inteiros 0 < p < n.

i) Para a situacdo em que p + 1 = n, 1, é um pseudo escalar e, portanto, tem-se

(en)tn = Aia,., n(en)<el)<62

1 n_1A12 N PI,Q ..... n—1>’ (A5>

onde foram utilizadas as relagoes obtidas em (2.65-2.67).

i1) A situagdo em que p + 1 < n requer um pouco mais de cuidado. Tem-se

(€n)Vps1 = Ajijaipr(en)(€)(€?)... (e7)(P) (A.6)

onde ha somatoério implicito nos j’s, de maneira que sempre acontega de j; < jo < ... <

Jp+1, Pois Jp11 € um conjunto multi-indice estritamente ascendente de tamanho p 4 1. Por
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esse motivo, o ji = n quando surgir, serd no indice j,+1, pois n é o maior valor possivel

dos 7’s. Dessa forma,

(€)Vpr1 = (1) Aj o pm(€)(€?) ... (7)(en)(€")(P)
= (1A} jorgpn(€7)(€?) .. (€7) [1 — (") (en)] (P)
(= DPAj o,y (€7) (7). (€7)(P)

#n
= ﬁén(pf) (A7)
com
o = Ay = (D A (A8)

O supraindice # n em Jf " ¢é para chamar atencao que os indices jp nao podem assumir o

valor n. Isto ¢, eles s6 podem assumir os valores 1 < jp, < n — 1.

Antes de prosseguir, com o célculo de R}, ¢, note que

[(ew) (&)l = (ew)(en) + (ev)(epw)
= Yuo [(€7)(er) + (ev)(e7)]
= g,uaég
= Gu (AQ)

e')o! + (e”)N;. (A.10)
Agora observe a aplicacao de V; em )y:

N = Aji<jpe..<i Ni(e”)(€7) ..
= Ajc.<ic.<n(e). <eﬂ DA, <eﬂ><eﬂ+l>...<ejk><P>
= Aj< << (€) .. (70) [0 4 ()N (€7) . (e)(P)
= Az () 1+ (€N (e7+) .. (e™)(P)
= Ajc <ic < (€) .. (e) (e  (e)(P)
+ Aj< <ic.<j (€).. (/1) (") Ny(e+) ... (e7%)(P) (A.11)

A segunda parcela de (A.11) é identicamente nula, pois (e')N; = 0. Desta forma,

chega-se ao resultado

Naw = A (PP, (A.12)
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com

g = Ansisiso<iy (A.13)

onde J7*, é um conjunto de multi-indice estritamente ascendentes de tamanho k — 1 cujos
Je # 1. Isto é

Ny = 4 (A.14)

onde ¢y, = A" (P‘]'f—il) é um elemento do ideal a esquerda de C'¢,, (W, ) de ordem
k—1.

i
k—1

Finalmente é possivel calcular R} ,). A aplicacdo de (A.1) em (A.2) pode ser

reescrita da forma

RE, = —[(N)(Va) ... (Noo)(en) () per + (N1)(Na) - (Nos)(€m) (€)1
(A.15)
A1 Calculo de —(Ny) ... (Np—1)(en)(ew)Vpt1
O primeiro termo de (A.15) pode ser desenvolvido
—(N1) ... (No—1)(en)(ew)tpr = —(N1)(N2) ... (N—1) [ — (€15)(€0)] Vpia
= _gnu(Nl) <o (Nn—1)¢p+1
Au
£V (N1 ) (€n) i (A.16)
By

Novamente, deve-se estudar os casos em que p=n+1lep <n+ 1.

A101 ep=n-+1

Jn 4

Para esse caso, observe que ¢, = A, (P)’" é um pseudo escalar. Portanto, tem-se

AH - _gnu(Nl) e (Nn_l)A1’2 ..... n(Pl,Q ..... n)

( )(e")
(V1) .. (Noa)(e)(€?) ... (€" ) [1+ (e )(Ny)] (€")(P)
= —guuAra (V1) ... (Naa)(e') ... (e"2)(e")(P)
~Gun A1, (V1) (Nao)(€h)(€?) . (€7 ) (No1)(e")(P)
= —gupArs,a(N1)... (Nuoa)(€) .. (e"2)(e")(P)
—GunAr2, (V1) - (Nos)(€h) .. (€") (No1)(P)
= —gupArs, (VD). (Naoa)(€') ... (e"2)(e")(P)

= —Gudiz. n(€")(P), (A.17)
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onde foi usado (A.10) e N;(P) = 0. Entao, tem-se
A,u = _gn,uAl,Q ..... n(el)(P) (A18)
Agora, o termo B,

By = (N1)...(Na-1)(epw)(€n)As, (P)™
= (1" gu(N). . (No-1) () Arg (P17, (A.19)

onde foi usado (A.5). Veja que e”(Ph*""1) sera nulo para todos os valores de v exceto

para v = n. Dessa forma,

B, = (=1)""'gun(MN)..
= (=1)"gun(N1) ... (Na- 1)A1,2 ..... n(e")(el)...(e" )(P)
= (=) (=D" " gunArz.an(N1) . (Naca)(eh) . ("7 1)(e")(P)
= GunAio,. a(P"). (A.20)

Como a métrica g, é por construcao simétrica, entdo ao se comparar (A.20) com (A.18),

percebe-se que
B, = —A,. (A.21)
Portanto, para p + 1 = n, obtém-se

—(Ny)... (Nn—l)(en)(eub)@bn = A, +B,=A,— A,
= 0. (A.22)

Agora, deve-se estudar o termo acima na sitacdo em que p+ 1 < n.

A102 ep+1<n

Usando (A.7), tem-se

A, = —gou(N1) ... (Npo1) Ay, (PP)
(V1) (Np_1)(e™) ... (e?+1)(P) (A.23)

.....

Se p+1 < n—1, entdo haverd mais N;’s do que (e’!)’s, e, desta maneira, algum N; chegard
a esquerda de (P). Portanto, para p < n — 2, tem-se que 4, = 0. Resta analisar o caso em

que p = n — 2. Neste caso,
A = =g (V) o (Noo1)(e?) . (e71)(P) (A.24)

Se n aparecer nos indices j, sera no j,_ 1. Nessa situacao, todos N; poderao comutar com

(e’*) até chegar a esquerda de (P), anulando o termo. Entdo os ji s6 podem variar de 1 a
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n — 1. Como se tem n — 1 e’*, entdo s6 ha a situacao

Ay = —gmAiz.n1(N1) .. (Noop)(eh)(e?) ... (e" 1) (P)
=~z (V1) . (Naoo)(e')(€?) ... (e"7?) Ny (e"1)(P)

= —gnpiz, n-1(P) (A.25)
Portanto, para p + 1 < n, tem-se
A,u = _5n72,pgnuA1,2,.,.,nfl(P)' (A26)

Agora deve-se analisar a parcela B, para p + 1 < n. Inicialmente, observe o caso do maior

p permitido nessa situacao. Ou seja, para p = n — 2. Dessa forma,

(en)A, - 2(P°’" ’)
(€5)(P775)

BM = (N1>(Nn 1)(eub)
= J#H(Nl) (Nn 1)

= (1" A gaman(N1) - (Naza) () (P70nm)
= (1" A guan(N1) - (Naca) (e) (€7) . (€772)(P)
= (1" guAjuan(V1) . (Naca)(e7)(€7) ... (€72)(P)  (A.27)

onde foi usadas as relagoes (A.7) e (A.8). O indice j,_3 pode assumir os valores n — 3,
n—2en— 1, pois os j's estdo dispostos em ordem estritamente ascendentes. Quando
Jn—3 assume um destes 3 valores, o v pode assumir os outros 2 e v = n, ja que o valor n ¢é

proibido para os j’s, neste caso. De qualquer maneira, para estes valores de v, o fator
(e’)(e’)...(e"3)(P) (A.28)

terd ordem n — 2. Como de seu lado esquerdo hd n — 1 elementos (X;), o resultado de

(A.27) sera zero. Ou seja, para p = n — 2, tem-se
B, = 0. (A.29)

Como p = n — 2 é o maior valor possivel de p, no caso de p+ 1 < n. Entao, procedendo da
mesma maneira acima para os valores 0 < p < n — 2, pode-se observar que o valor de B,

também ¢ nulo. Desta maneira, tem-se, para 0 < p < n.

—(Ny) ... (Npa)(en)(ew)Vprs = —On-2p9nuAiz,..n1(P). (A.30)
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A2 Calculo de (N))(Ny) ... (No—1)(em)(en)ih,

Como 1ltimo passo para o calculo de R, deve-se estudar o segundo termo de
(A.15). Desta forma,

—(N)(N2) ... (Nu1)(ems)(en)thy = —(N1)(N2)... (Noo1)(ew)(e,u) Ay, (P77)
2) - (Nao1)(€”)(en) As, (P77)

2) . (Nu-1)(€")(e) Ay, (P7) .
Cu

(A.31)

Observe que, como (NN;)(e') = 0, o tinico valor que v pode assumir tal que (N1)(N) ... (N,_1)(€")(e,)
seja diferente de zero é v = n, o que justifica o fator g,,(e") na expressao acima. Os (IV;)

comutam entre si e sdo idempotentes, de maneira que (N;)(P) = (P), ja que

(P) = (N)(N2)...(N,). (A.32)
Explicitamente, a equagao (A.31) fica
Co = —GmnAjjogy(N)(NV2) ... (Noo1)(€")(en) (") (e) ... (e7)(P).  (A.33)

onde os j’s estdo dispostos em ordem estritamente ascendentes. A expressao (A.33) serd
igual a zero quando o elemento (e,) multiplicar pelo lado esquerdo o elemento (P), o que
ocorre imediatamente quando p = 0. Outra situagao em que a expressao se anula é quando
(€") multiplica um (e’*) com j, = n. Com isso em mente, considere que y ocorra no indice

Je- Isto é,

Co = —GmnAjriey(N1) .- (Nao1)(e")(eu)(€) ... (") ... (e7)(P), (A.34)

com j, = p. Desenvolvendo algebricamente a equacao (A.34), tem-se

Co = ~(D 7 gunAjriirssgerdn(N1) - (Nuo1)(€")(€7) .. (e (en) () () .. (e7)(P)
= (1 gunAjr i giierrdy (V1) - (Naa)(€7) (7). (€71 (e,) () () .. (€7)(P).
(A.35)
Como 0s ji, ja, - - -, Je—1, Jet1 - - -, Jp sao diferentes de p e (e,)(e”) = [1 — (e")(e,)], tem-se
que
(e")(e,)(e)...(e)(P) = 0. (A.36)

Dessa forma, a equagao (A.35) fica

Co = (1) GunAjicsespivrr gy (V1) - (Nuca)(€)(e7) .. (€71) (&) .. (77)(P)
= (D" 9 Ajy g sgmgenneds (N1 - (Naoa)(€7) . (e771)(e41) . (e7) (") (P)
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A presenca de (e") em (A.37) garante que todos os j’s sejam diferentes de n, desta maneira
s6 podem assumir os valores {1,...,/i,...,n—1}, onde " indica que u esta fora do conjunto.
Assim, mesmo que (N,) possa multiplicar a esquerda de (P), os outros (NNV;)’s se anularao
quando multiplicados pelos correspondentes (€'). A tinica maneira de C,, assumir um valor

diferente de zero é quando p = 1 em (A.31). Nesta situagdo, tem-se

Co = —gunA;(N))(Na)... (Nuo1)(e")(e,)(€)(P)
= —gunA;(N)(Na) ... (N,-1)(e") [5ﬂ - (ej)(eu)} (P)
= —gunAu(N1)(N2) ... (N, 1)(e")(P)
= —gunAu(€")(N1)(Na) ... (N,1)(P)
= —gunAu(e")(P)
= —gumA,(P"), (A.38)

ou seja, para 0 < p <n
C. = —0p1GmmAu(P"). (A.39)
Finalmente, por (A.30) e (A.39), chega-se ao resultado

Rﬁw(p) = _5n72,pgnuA1,2 ..... nfl(P) - p,lgnnA,u(Pn)' (A4O)
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B Fibrados Vetoriais

Considere um campo vetorial ¢ dado por

onde as componentes ¢'(z) sdo campos escalares ¢' :— R, i =1,...,ne{ey,...,e,} éa

base do espago vetorial V. Portanto, o campo ¢ é uma aplicagao
o: M —V. (B.2)

Isto é, leva os pontos de uma variedade M a um espaco vetorial de n dimensoes V.

Porém, na fisica, aparecem estruturas matematicas onde ¢ nao é uma aplicacao
de M em um espago vetorial, mas sim uma aplicagao que leva pontos da variedade M a

pontos de outra variedade, por exemplo, N. Ou seja,

¢: M — N. (B.3)

As componentes de ¢ agora sao expressas em termos das fungdes coordenadas da
variedade N. Seja {(U;),;} um atlas para N, onde ; : U; — R" e {U4;} é uma cobertura

para N. Entao, as componentes de ¢ sao dadas por

¢(z) = ¥l(¢()) (B4)

em que ¢(x) € UY;.

,_
I§
—

Figura 7 — Localmente, a faixa de Mobius é igual a um cilindro.



Apéndice B. Fibrados Vetoriais 152

Numa situacao geral, o campo ¢ varia de ponto a ponto em M. Isso permite escrever
N como uniao de familias de espagos N, rotuladas pelo ponto x € M. Neste caso, se trata
de uma estrutura matematica chamada fibrado, onde N é chamado de espago principal e

M, o espaco base e para cada x € M existe um espago N, C N denominado fibra em z.

O exemplo classico de um fibrado é a faixa de Mobius. A faixa de Mobius consiste
de uma faixa retangular com as suas extremidades unidas apds uma torcao, como mostra

a Figura 7.

Localmente, a faixa de Mdbius é isomoérfica a um cilindro. Isto é, localmente, é o

produto L x S’ de um seguimento de reta L com a circunferéncia S’ (Figura 8).

. N , .
/ N , \
r \ B \
1 I '
. X L= '
! ' \ i
\ / \ /!

\ / \

N / N ’

Figura 8 — Produto entre uma arco de circunferéncia U e uma segmento de reta L.

Um fibrado ainda carrega outras estruturas. Veja na Figura 9 que a faixa de Mobios

pode ser projetada em uma circunferéncia através de uma projecao 7.

O conjunto de pontos M na faixa de Mobius tal que 7(M) = zg, 29 € M, é
denominado fibra da projecao m no ponto xy, ou seja, é a imagem inversa da projecao
e serd designada por 7 ' (zg). Observe na Figura 9 que 7 '(70) é um segmento de reta
que corta verticalmente a faixa retangular. Este seguimento de reta varia continualmente
enquanto x € M varia. Agora, suponha que U, é uma vizinhanga do ponto x. Entao, a

fibra 7~ (U,) é isomérfica ao produto
Uy X F, (B.5)

onde F' é um seguimento de reta. Isto significa que, localmente, a faixa de Mobius é

isomorfica ao cilindro. Matematicamente, existe um homeomorfismo h, tal que

ho : Uy x F — 71 (U,) (B.6)
he = €, (B.7)
onde e é a identidade.

Suponha agora que exista outra vizinhanga Uz que se sobrepoe a U,, isto é,

U, NUs # 0. Entao, pode-se construir a aplicagio

hgloha:UaﬂungHUaﬁngF. (B.8)
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1 (o)
|

Figura 9 — Cada ponto da circunferéncia corresponde a um segmento de reta que corta
a faixa de Mobius. No contexto de um fibrado, a faixa de Mobius é o espago
principal, a circunferéncia é o espago base, m uma projecao e a reta é a fibra de
7w sobre um ponto xg da circunferéncia.

Isto faz de hgl o h, um operador no espago U, NUg x F. Fixando um ponto = € U, N U,

define-se 0 homeomorfismo

gap(x) : F — F (B.9)
Gap () := Nz 0 hog (B.10)

onde
hao: F — 77 2). (B.11)

As aplicagoes g recebem o nome de fungoes de transicao. Sao estas funcoes que
s30 responsaveis por como uma fibra 7~ (x) muda continuamente até a fibra 7~ *(z’), com
r €U, ez’ €Ug. A colegao dos homeomorfismos g,5 formam um grupo G chamado grupo
de estrutura do fibrado. Este grupo, no exemplo da faixa de Mobius, é composto por dois
elementos {e, g}, onde e é a identidade e g é a reflexdo pelo ponto central de F. O grupo G
pode ser percebido ao se mover uma fibra ao longo da faixa de Mdobius. Feito isso, ver-se-a
que a fibra sofre uma reflexdo R em torno de seu ponto central, o que representa a acao
de g = R na fibra F'.

A cobertura da circunferéncia é dada por dois elementos {U;,Us} escolhidos de tal

maneira que Uy NUy # 0.

Observando a Figura 10, ver-se-a que U; NUs é formado por dois arcos disjuntos A

e B. Os elementos g, sao dados por

e, ser €A
gi2(x) = { (B.12)
g, sexeB
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Figura 10 — O conjunto {U;,Us} representa uma cobertura para a circunferéncia. Os arcos
de circunferéncia em A e B representam a interseccao entre U; e Us.

Tem-se ainda as propriedades

gar(r) = 91_21@) (B.13)
gu(r) = gan(r)=-c (B.14)

Dado um espago X, as fung¢oes de transicao g,s, a fibra F' e o grupo G, pode-se
recostituir o fibrado E a qual estes objetos pertencem. Esta construgao é feita a partir de

um espaco que ¢ formado pela uniao de todos U, X F, isto é,

E = JU,xF. (B.15)

As trivializagoes locais sao definidas como uma funcao que leva elementos (z, f) € E

a classe de equvaléncia [(z, f)], onde a relagao de equivaléncia é dada de tal forma que se
os elementos (z, f) e (2/, f') forem equivalentes, entao

¥ o=z (B.16)

I = gapx)f. (B.17)

Isto é

he : Uy x F — 7Y U,)

(B.18)
(@, f) = [(z, f)].

O espago principal do fibrado é dado pelo conjunto de todas as classes de equiva-

léncia, denotado por
E/~. (B.19)

Assim, constroi-se o fibrado com funcoes de transicao gqgs.

Para a faixa de Mobius, as fungoes de transi¢ao sdo dadas por (B.12), e, portanto,

tem-se apenas duas classes de equivaléncia. Para x € B, tem-se que a classe de equivaléncia
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AXF

N

NS

B xF

Figura 11 — A faixa de Mobius pode ser construida colando as pontas de uma faixa com
outra faixa torcida.

é formada por dois elementos {(z, f), (z,gf)}. Se x € A, a classe é formada apenas por
(z, f).

Na Figura 11, as regioes hachuradas vao ser coladas. A regiao A x F' serd colada
sem nenhuma tor¢ao. Isto corresponde a classe de equivaléncia contendo apenas o elemento
(z, f),x € A. Por outro lado, na regiao denotada como B x F', as pontas serao unidas apds
uma torgao, o que corresponde a classe de equivaléncia contendo os elementos (z, f) e
(x,9f), onde g é a reflexdo da fibra F' em torno do ponto central. Desta maneira, pode-se

construir a faixa de Mobius a partir das informacoes de X, F' e G.

B.1 Fibrados Quocientes

Se V for um espaco vetorial sobre K e V' C V for um subespaco linear de V', entao
pode-se formar o espago vetorial quociente V/V'. Seja W outro espago vetorial, W' Cc W
um subsespaco linear, e g : V — W for uma aplicagao tal que g(V') = W', entao existe

uma aplicagao linear
g: V)V — w/Ww' (B.20)

A forma de g é dada a partir de g. Basta escolher bases V e W tais que os primeiros

elementos de cada base formem as bases de V' e W', respectivamente. A matriz de g com

A B
g = <0D>' (B.21)

Entéo, a representagao matricial da aplicagao (B.21) é dada pela submatriz D de g. Se ¢

respeito a essas bases é da forma

for um isomorfismo de V para W tal que g|y+ : V! — W’ é um isomorfismo, entao

G VIV = W/W (B.22)
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também é um isomorfismo.

Agora, suponha que (V) = (V,m, M) é um fibrado vetorial sobre M de rank k e
fibra K*. Um subfibrado de 1 é o fibrado 7/(V) = (V/, 7', M) de rank k', onde V' C V,

T =rxly ek <k.

Se 1/ (V') for um subfibrado de 7, entdo pode-se formar o fibrado quociente

7]/77/ = (V/V/, Mg, M) (B23)
tal que para p € M
-1 ™ '(p)
, (p) 1) (B.24)

Seja [(Us, ha)]laca um atlas para 1 , com hy : Us x K* — 77 1(U,). Pode-se escolher hy,

de maneira que

AV = U, x K¥ x {0} c U, x K* (B.25)

«

para todo o € A. Entdo, o atlas de n/n’ com respeito a [(Us, ho)] é dado por {(Us,, fa)|a €
A} onde

fo = ha o {id x q'} (B.26)

em que qp : K¥ - K Bk g g projecao de K" nas ultimas coordenadas. As funcoes de
transicao de n/n’ sdo dadas por gas = fB_l o fn, isto é
Gap = f5'0fa = {idx qu}ohg' ohyo{idx qy'}
= {id X qu} 0 gap o {id x qi''}, (B.27)
onde {ga3} € o sistema de funcoes de transicao do fibrado 7. Isto corresponde dizer que,

se as k' X k' submatrizes superiores de g,5 correspondem as fungoes de transigao de 7’

entao g.p ¢ a submatriz (k — k') x (k — k') inferior direita de gas.

B.2 Fibrado Vetorial Dual

Seja n(V) = (V,7, M) um fibrado vetorial com fibra K", grupo de estrutura
GL(n, K), atlas {[h;,U;]} e sistema de fungbes de transicao {g;;}, onde n = dim V. Para

V* definido como

vee= UG o), (B.28)

peEM

pode-se construir o fibrado vetorial

(V) = (V*, 7, M) (B.29)
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com fibra K", grupo GL(n, K), atlas {(h;,U;)} e sistema de funcoes de transicio {g;;}.

Observe que
™ V' — M. (B.30)
As trivializages locais h; : Uy x K™ — 7' (U;) e bl : Uy x K™ — 771 (U;) se correlacionam
através de
hip = (hip) or™ (B.31)

onde (h; ) : (K™)" — (7~ '(p;))" ¢ a aplicacdo dual & inversa de h;j, : K™ — 7' (p), para
pEU,er: (K" — K" Para {e;} e {€'} bases de K" e (K™)*, respectivamente, 7 é
definida como

r(ei) = e;. (B.32)

Portanto, as funges de transicao gi;(p) e g;;(p), para p € U; NU; se correlacionam através

de

gi(p)=hlohi, = [(h;;)* or o (h ) or!
o (hyp)* o (hip) or™
= ro(h ; o h; p) or !
(gji(p)"or™
(g5 (p)) 0r™! (B.33)

= T O

—_= T O

B.3 Fibrados Vetoriais Sobre a Algebra Tensorial

Existem fibrados vetoriais cujas fibras sao estruturas mais elaboradas do que
espagos vetoriais. Uma classe desses fibrados sao os chamados fibrados algébricos. As
referéncias [112,113] fazem uma revisao de fibrados vetoriais sobre dlgebras associativas
graduadas. Neste caso, as fibras destes fibrados sdo, como o proprio nome diz, algebras
associativas graduadas. Esta presente revisao, no entanto, tratara de um caso especifico
de tais fibrados, o fibrado vetorial sobre a dlgebra tensorial, que é essencial na construgao
de outros fibrados, tais como o fibrado sobre a algebra exterior e o fibrado de Clifford. O
fibrado de Clifford sera estudado na Secao B.4.

O objetivo dessa se¢ao é mostrar como as fungodes de transicao do fibrado vetorial
n(V) = (V,7, M), com fibra K" se modificam no fibrado dado por

0=0
onde

n(V) = n(V)®...@nV). (B.35)

{ vezes




Apéndice B. Fibrados Vetoriais 158

B.3.1 Fibrados Sobre o espaco dos Tensores Covariantes e Contravariantes

Numa sitagao geral é conveniente considerar fibrados cuja fibra é isomérfica ao
espaco de tensores k covariantes e ¢ contravariante, pois a partir dele se pode construir os
fibrados sobre algebra tensorial covariante e contravariante, e, principalmente, pode-se cons-
truir o fibrado sobre a algebra de tensores mistos, que é importante para o desenvolvimento
dos fibrados de Schonberg.

Entretanto, antes de iniciar, faz-se necessario introduzir algumas notagoes usadas

em [126], texto base para esta se¢ao.

Seja V; espacos vetoriais, o espago T (Vi,...,V}) é definido como
Seja agora F; : V; — W;, i = 1,..., k" uma aplicacao linear, define-se

(Fl,...7Fk/)* : T(Wl,-..,Wk') — T(‘/h,‘/}g/)

(B.37)
(Fy, ..., Fp)"(T)=To (Fy x...x Fy),
isto é,
(Fl, e ,Fkl)*(T)(’Ul, e ,’Uk/) = T(Fl(vl), ey Fk/(vk/)), (B38)
em que v; € V;. Em particular, tem-se
(Fh ey sz)*(ul R...x ’U,k/) = Fl*(’U,1> R...x Fl*(uk/), (B39)

com u; € V;*.
A aplicagao definida em (B.37) obedece as propriedades
1. Se F;:U; = Vie Gy : Vi = Wi, i=1,..., K, tem-se que

(GloFlv-"7Gk’oFk)* = (Fla"'7Fk’)*O(G17"-7Gk’)* (B4O>

2. Se id; : V; = V; é a identidade em V;, entdo (idy,...,idw)" : T(V4,..., Vi) —
T(Vi,..., Vi) é aidentidade em T (V4, ..., Vi)

3. Se F; : V; — W, sdo isomorfismos parai = 1,..., k' entdao (Fy,..., Fp)* : T(Wy, ..., W) —

TVi,..., Vi) com (Fy, ..., Fp)* ' = (F ! ..., F,')* também é um isomorfismo.

4. Se F; : V; — W, sdo aplicagoes lineares, parai = 1, ..., k+/¢, entdo (Fi, ..., Frio) (T®

S) = (Fh .- JFk)*<T)®(Fk+17 R 7Fk+€)*(s)7 paraT € T(Wh .- JWk> eT(Wk—i—h .- 'JWk+€)-
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No intuito de construir fibrados cujas fibras sao as algebras de Schonberg, considere
Vi=..=Vi=VeVin=...=Viy=Uem (B.36), comU=V"ek+{=Fk" Deste

modo, introduz-se a notagao

TEV) = TV®..oVelU®...oU)

? vezes k vezes
= UR..URV®...0V. (B.41)
k vezes Lvezes

O espago definido em (B.41) é chamado de espago tensorial do tipo (k, ¢) sobre V|
ou seja, é¢ um espago formado por tensores covariantes de grau k e contravariantes de grau
¢. Convenciona-se que T@(V) = K, T (V) = TY(V) e T2(V) = T;(V). Seja B uma base

para V e B* a base dual, tem-se que

TFB) = 2. 0B 0B®...08 (B.42)

k vezes £ vezes

é uma base para 7,(V).
Agora, considere que F : V — W é um isomorfismo de V' em W, entdo a aplicagdo

(FYs% . TFW) — TF(V) é definida como

(FYF = (F,...,F, (F7Y ... (FH))", (B.43)

k vezes 0 vezes

de tal forma que
(F)Zk<T)</Ula"'7vk7u17"'7u£) = T(F<v1)7"'7F(vk)7u1 OF?lw"uufOFil) (B44)

para T € ﬂk(W), v; € Veu; € U. Nos casos que se tem k£ = 0 e £ = 1, os espacos
Ti(V') e Ti(W) sao identificados como V' e W, respectivamente. Por sua vez, a aplicagao
(F)i: Ti(W) — Ti(V) ¢é identificada como F~': W — V.

Para a construcao do fibrado sobre a algebra tensorial, considere o fibrado vetorial
n(V) = (V,m, M) de n dimensées com atlas {(h;,U;)|i € I}, fungoes de transicao {g;;|i,j €
I} e fibra K", onde {U;|i € I} forma uma cobertura para M e K representa o campo dos

numeros reais R ou dos nimeros complexos C.

A partir de 1(V), pode-se construir o fibrado 75(V), que é formado por k produtos

tensoriais de *(V') e £ produtos tensoriais de n(V), isto é,

(V) = n(V)®...enV)enV)®...enV) = (T(V),m,M) (B45)

k vezes { vezes

onde 7} : T}(V) — M é a projecio dada por

= re...9TeT®...0n. (B.46)
k ¢
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A fibra de Wf sobre p € M é dada por

mp) = T (p), (B.47)

onde 7~ !(p) é a fibra de 7 sobre o ponto p € M do fibrado n(V). A fibra tipica de 1} (V)
¢ K™, m =k + (, portanto, um atlas para n; (V) é {(hg,;,U;)|i € I}, onde

hi; Uy x K™ — mp ' (U). (B.48)

As trivializagdes locais de 75 (V) se relacionam com as trivializagoes de n(V) através
de [126]

hlg,i,p = (th)zk © Tgk7 (B49)
com
r® = rfo(idgn,. .. idgn, Y, (B.50)
k ¢
onde rf : T(K™,...,K") — K™ é um isomorfismo dado por
—— —
k-t
rfe'®.. . ®ere®... 0 = &, (B.51)

em que {e'} e {€,} sdo bases de (K™)* e K™, respectivamente. A aplicacdo r ¢ dada por
(B.32).

As fungdes de transicdo gy, : U NU; x K™ — U; NU; x K™ do fibrado nj(V),
para p € U; NU;, sao definidas como

gZz](p) = hlgjgl) o hlgzp = Tgk °© (h )Zk ° (thﬁk © T;z/k !
= TZk ° (h o hj, p)e © Zk '
= 1o (g5 (p)iF o T, (B.52)

onde foi utilizada a propriedade (B.40) e g;;' = g;;.

B.3.2 Fibrado Sobre a Algebra Tensorial Contravariante

O fibrado sobre a &lgebra tensorial contravariante W, (V') é formado pela soma de
Whitney dos fibrados 7,(V) := ng (V), isto é,

@m = (T 7, M) (B.53)
onde
V) = @)
= 22(211,...,vt,...)€V><...><V><...|7r><...><7r><...(v1,...,vt,...):

@m0} (B.54)
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A fibra tipica de W, (V) é dada por K, = @ K’ e possui um atlas {(w..;),U;|i € I},
=0
onde

Wai U x K, — 7 (Uy). (B.55)

As trivializagbes locais de w,; de W, (V) se relacionam com as trivializagoes locais de

ne(V') da seguinte maneira

P he (B.56)
=0
onde foi usada a identificacao hy; := hgﬂ-. Portanto, as fungoes de transi¢ao g.;; :

UNU; x K, — U;NU; x K, do fibrado W, (V') sao dadas por

o0 o0
. —1 _ —1
Gois(®) = w*,j,pow*,@-,p—< h@,j,p) - (@ h)

=0 =0
= (@ TZ © (hj,’p)z> © (@(hi_,;)f’ © TZ’_1>
=0 =0
= @ o (hiyohip)idwory”
0,0'=0
= Driohiyohy)orn
z:o
= @r (95" ()ior, (B.57)
para p € U; NU; e foi usada a seguinte definigao
(Fi)i o (Fj)p = (FjoF)ibew. (B.58)

Observe que se comparar (B.57) com (B.52), conclui-se que

G« z] @gé ij (B59>

com geij (p) = 92@5 (P)
Veja que no fibrado W, (V), as fibras de 7, sobre um ponto p € M sao isomorficas

a soma direta das fibras de m, sobre o mesmo ponto. Ou seja,

=) = O =BT )
— é’ﬁ_l(p) ®...01 '(p). (B.60)
= ’

Isto quer dizer que para cada ponto p € M existe um espago vetorial 7 1(p), que juntamente

com o produto tensorial ®, formam uma &dlgebra de tensores contravariantes.

Na préxima segao, o fibrado W,(V') serd dotado de uma métrica e se desenvolvera
o fibrado de Clifford a partir da construgao de um subfibrado de W, (V') cujas fibras sao

ideais das fibras de m, sobre os pontos p da variedade M.
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B.4 Fibrado de Clifford

A construagao do fibrado de Clifford leva em consideracao os seguintes passos:
dota-se as fibras 7' (p € M) de um fibrado vetorial n(V') = (V, 7, M) de uma métrica g; ,;
a métrica nas fibras induz uma métrica g; em n(V'); esse fibrado entao é imerso no fibrado
sobre a algebra dos tensores contravariantes W, (V') de maneira que n(V') é identificado
como 1, (V); finalmente, através de um morfismo de fibrados, W, (V') é levado no fibrado
quociente W, (V')/Z,,, onde Z,, é um fibrado cujas fibras sdo ideais bilaterais das fibras
de W, (V); o fibrado quociente é definido como o fibrado de Clifford. Estes passos serao

desenvolvidos a seguir, utilizando a notagao de [111].

Considere o fibrado (V') = (V,m, M), com fibra K", grupo de estrutura GL(n, K) e
atlas {(h;,U;)|i € I}, com n = dim V. Agora seja a aplicagio g1, : 7 ' (p) x 7~ (p) — K,

onde p € M, tal que para v, vy, v", € 77! (p), obedece a

g1p(avy, + a'v' P v’ ) ag1,p(Vp, 'U//p) + a/ng('Ulm 'v”p);
91.p(Vp, b’ pT b'v” p) = bg1p(vp, v/p) + b’ng(vp, 'U”p)Q (B.61)
91p(Vp, V') = gl,p('v pr Up);

(

G1p(Vp, V) > se K =R, entao g1 p(vp, vp) = 0 se, e somente se, v, = 0.

A aplicagao g p, definida como acima, ¢ um produto interno da fibra de 7 no ponto p € M.

Em outras palavras, para cada ponto p € M existe um produto interno g;, em 7 *(p).

Agora, o fibrado (V') é inserido em W, (V') através do morfismo de fibrados
(e, 1pr) = (V) = W (V), (B.62)

onde ¢ : V < T,(V) ¢ a inclusdo de V' na dlgebra tensorial contravariante 7.(V') e 15 é a
identidade em M. Desta maneira, o fibrado n(V') é identificado como 7;(V') & medida que
V' é identificado como T (V).

O produto interno nas fibras de 7 induz uma métrica no fibrado 7, (V') dada por

g:Em(V)emn(V)) — K

_ _ (B.63)
g1|7r1_1(p)><7r1_1(p) = q1(m; 1(]?) X T 1(29))7

onde F(¢) denota o espago principal do fibrado ¢ e gl|7r1_1 P)x7 () denota g, restrito ao
espaco 7 *(p) x 7, ' (p). Observe que, como duas secoes w e w' de 1;(V) avaliadas em um
ponto p € M pertencem & fibra 7;'(p), a métrica g, induz um conjunto de aplicacoes

g1(w,w') : M — K dadas por

gi(w, W) (p) = gi(w(p),w' (p)), (B.64)

com w(p),w'(p) € 7 (p). Pode-se agora construir um subfibrado Z,, de W, (V) dado por

7,

:([

gi»

7T*|191,M), (B65)
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onde I, C T.(V) é o ideal gerado pelo elemento
wRWw +uw@w—2g(w,w), (B.66)

onde w,w’ € seen; (V). Seja agora {(w.;,U;)|i € I} um atlas para W, (V). Tem-se que

n

w, i (Iy) =U; x @ K* x {0}. Observe que @H K* C K., portanto, é possivel construir o
=0 =0
fibrado quociente

W%(V) _ (7?(‘/),%]@ (B.67)

g1 g1

com atlas {(f;,U;)]i € I} e fibra @ K*,onde n = dim V. De acordo com o que foi estudado
=0

91

na Secao B.1, a relagao entre as trivializagoes locais f; de com as trivializagoes

locais w,; de W,(V') é dada por

& = waio{idxq '}, (B.68)
onde
q: K. — P K" (B.69)
=0

é a projecdo nos n primeiros K¢ de K*. A projecao m, : T.(V)/Z,, — M é dada pela
JEC q g1
=0

restricao de 7, : T.(V) — M ao espaco T.(V)/Z,, , isto é,

Tg = 7T*|7’*(V)/[g1. (B?O)

Na Secao B.1, foi visto qual é a forma de uma fibra sobre um ponto p € M de

fibrado quociente, no caso especifico de W, (V') /Z,,, tem-se que

- m (P
i) = ) (B.71)
T (p)|,
91
com p € M. A fibra 7, (p) ., cm Y(p) é um ideal gerado pelo elemento
v, V', + V'), @ v, — 201 (v, V'p), (B.72)

onde v, v', € 77! (p). Desde modo, as fibras do fibrado W,(V')/Z,, para cada ponto p € M
sdo isomorficas & dlgebra de Clifford C4(7, ' (p), g1,). E natural entdo que se denomine o
fibrado quociente (B.67) como fibrado de Clifford sobre a dlgebra tensorial contravariante,

denotando-o como

CLONV,(V), 1) = . (B.73)
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As fungoes de transicao de C/(W.(V'), g1) sdo dadas por
geeij(p) = &lo& ={idxqow, 0w po{idxq '}
= {id x ¢} 0 g.si(p) o {id x ¢7'} (B.74)
para p € M.
Seja ¢ : T.(V) — T.(V)/Z,, a projecao de T.(V') no espaco quociente T.(V')/Z,,,
entdo (@, 1ar) : We(V) — CLOW.(V'), g1) é o morfismo de fibrados que leva o fibrado sobre
a algebra tensorial contravariante no fibrado de Clifford (B.73). Portanto, morfismo de

fibrados que leva n(V') em C4(T.(V'), g1) ¢ dado por (¢, 1p) = (¢, 1ar) o (e, 1as) = (Ppoe, 1ar),

situagao ilustrada na Figura 12.
n(V) ——— W.(V)
\‘ J‘b
Figura 12 —p=¢ o

Para se obter a multiplicacdo dentro do fibrado de Clifford, considere w,w’ €

sec (CL(W,(V),g1)) e observe as relagoes

WwRW+w)—ww-—ww = 0 (B.75)
(WHW)Qw—-w@w-—w ®w = 0 (B.76)
glw,w+w)—g(ww) —glww) = 0 (B.77)
Tendo em vista (B.75-B.77), pode-se escrever o produto w ® w' como
1
wRw = §[w®w’+w®w’]

1 1
= §[w®w'—|—w®w']+§[w®(w+w')—w®w—w®w'
tw+W)Qw-—wRw—uw Quw
—2(g1(w,w+ W) — gi1(w,w) — g1(w,w))]. (B.78)
Rearrumando os termos do lado direito, tem-se

1
wRw = §[w®w/—w/®w]+g1(w,w’)

W@ @+ e) + (@ +0) Ow— 20w, +)
—(WRWHWRwWw—2¢1(wRw))] (B.79)

Observe que o termo entre o segundo colchete do lado direito da equagdo acima é
um elemento do ideal Z;, gerado por a ® 5+ ® o — 2¢1 (e, 3), com «, f € secW, (V).

Observe também que w A w' = §[w ® w' — w' ® w]. Portanto, tem-se [52]

wRw ~ wAW+ g(w,w) (B.80)
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Desta maneira, o produto no fibrado de Clifford, denotado pela justaposicao dos

seus elementos, ¢ dado por
ww' = wAW + g1(w,w) (B.81)
Devido a antissimetria do produto externo, tem-se que

wo' +Ww = 2¢(w,w) (B.82)

Veja que a equacao (B.82) é andloga a relacdo que caracteriza uma &lgebra de
Clifford. No entanto, w e w’ sao secoes de um fibrado e ndo um elemento de uma algebra.
Os elementos surgem quando (B.82) é aplicada a um ponto p da variedade M. Neste caso,

a equagao (B.82) fica

wp)w'(p) + ' (P)w(p) = 2g1p(w(p), W' (p)), (B.83)

que ¢ a relagao que caracteriza a dlgebra de Clifford na fibra 7 Y(p). Em outras palavras,
para cada ponto p € M a fibra W;l(p) é uma algebra de Clifford, onde seus elementos
obedecem a (B.83).
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