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RESUMO

Neste trabalho, tendo como motivação a investigação da matéria fortemente intera-

gente sob condições extremas, estudamos o comportamento termodinâmico de sistemas

constitúıdos por bósons e/ou férmions em um meio de outras part́ıculas, via a abordagem

de teorias de campos efetivas a temperatura finita. Em particular, utilizamos versões

generalizadas do modelo de Walecka no intuito de descrever a estrutura de fases de cam-

pos escalares e espinoriais, os quais podem ser associados a mésons escalares e bárions,

respectivamente, quando sujeitos a certas condições. Verificamos os efeitos de tamanho

finito, da geometria do sistema e a influência de um campo magnético uniforme externo na

estrutura de fases. Encontramos uma diversidade peculiar de diagramas que exemplificam

como a presença desses parâmetros modificam a dinâmica de fases, seja na intensidade

das regiões de transição ou até mesmo na natureza das transições de fases.
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ABSTRACT

In this work, with the motivation to investigate the strongly interacting matter under

extreme conditions, we study the thermodynamic behavior of systems consisting of bosons

and/or fermions in a medium of other particles, through the approach of effective field

theories at finite temperature. In particular, we use generalized versions of the Walecka

model in order to describe the phase structure of scalar and spinor fields, which can be

associated with scalar mesons and baryons, respectively, when subject to certain conditi-

ons. We verified the effects of finite size, the geometry of system and the influence of an

external uniform magnetic field on the phase structure. We find a peculiar diversity of

diagrams that exemplify as the presence of these parameters modify the phase dynamics,

either in the intensity of the transition regions or even in the nature of the phase transi-

tions.
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2.3 Grande potencial termodinâmico como uma função da massa efetiva no bulk. 28

2.4 Massa Efetiva como uma função de temperatura com auto-interação no bulk. 29

2.5 Massa Efetiva como uma função de temperatura com uma dimensão espa-

cial compactificada. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
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2.14 Grande potencial termodinâmico como uma função da massa efetiva na
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INTRODUÇÃO

Nas últimas décadas o interesse em estudar diagramas de fase de sistemas relativ́ısticos

interagentes sob condições extremas tem aumentado consideravelmente. Uma das abor-

dagens teóricas desses estudos é baseado no formalismo da teoria quântica de campos

a temperatura e densidade finita. Estes apresentam relevância na compreensão de pro-

priedades fundamentais da matéria que interage via força forte, influenciada através da

dinâmica do meio ambiente. Como por exemplo, podemos destacar: diagramas de fase

da matéria nuclear e quarkiônica, transição de fase de um gás degenerado, formação do

plasma de quarks e glúons em colisões de ı́ons pesados, estrutura de fases de estrelas de

nêutrons e assim por diante [1, 2, 3].

A teoria que descreve as interações fortes no modelo padrão, atualmente, é conhecida

como Cromodinâmica Quântica1 (QCD). Uma propriedade fundamental dessa construção

é chamada de liberdade assintótica, isso significa que a constante de acoplamento decresce

com o aumento da escala de energia. Em pequenas distâncias a QCD é bem descrita em

termos de quarks e glúons interagindo fracamente2, enquanto que em grandes distâncias,

da ordem de 1 fm, a teoria torna-se não perturbativa e quarks e glúons estão confinados3

em hádrons [4, 5, 6].

Em virtude dessa caracteŕıstica e da acessibilidade dos dados experimentais ao regime

da fase hadrônica é preciso utilizar métodos alternativos para descrever as propriedades

desse estágio da matéria. Esses metódos têm descritos os hádrons com um razoável ńıvel

de sucesso em diversas condições f́ısicas. O valor de uma teoria efetiva (a Lagrangiana

efetiva) reside em descrever a dinâmica em baixas energias dos graus de liberdade leves

de um sistema f́ısico. Embora os modos mais pesados não apareçam explicitamente, a

sua contribuição de alguma forma está inclúıda através de alguns parâmetros na teoria

efetiva de modo a garantir que as simetrias da teoria fundamental devem ser preservadas

na teoria efetiva [7].

1Do ponto de vista formal a QCD é uma teoria de Yang-Mills do tipo SU(3), onde os quarks interagem

através de 32 − 1 = 8 bósons de calibre (bósons mediadores), os glúons.
2Isto implica na existência de uma fase, em altas temperaturas e/ou densidades, denominado plasma

de quarks e glúons.
3Isto significa que os quarks não podem ser observados como part́ıculas livres, mas apenas como estados

ligados singleto de cor de quark-antiquarks (mésons) ou de três quarks ou três antiquarks (bárions) ou

outras estuturas mais complicadas como tetraquarks e pentaquarks.
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Em particular, modelos com interação tipo Yukawa desempenham um papel impor-

tante na descrição dessas estruturas da f́ısica de part́ıculas. Primeiramente, concebida

de maneira efetiva para conhecer as caracteŕısticas dos núcleos atômicos (interações de

curto alcance: troca de mésons massivos) [8] e em seguida como parte indispensável na

construção do modelo padrão das interações fundamentais (quando campos associados a

estas part́ıculas são acoplados ao campo de Higgs), de modo a ser uma estrutura f́ısica

necessária na compreensão da matéria que compõe o modelo padrão.

Destacamos aqui dois tipos de interação tipo Yukawa de nosso interesse: envolvendo

somente campos escalares (com um deles complexo) ou com campos espinorial e escalar.

No primeiro caso a ausência do grau de liberdade de spin o torna uma teoria relativamente

simples de manipulação matemática e conceitual que desse ponto de vista se torna um

protótipo de teorias mais reaĺısticas em diversas situações. Na literatura encontramos

em diversos cenários, alguns desses casos são: f́ısica nuclear e estados ligados de um sis-

tema relativ́ıstico de n-corpos [9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21], espectro

hadrônico [22, 23], interações efetivas de quarks escalares em modelos supersimétricos

[24, 25], transições de fase de sistemas relativ́ısticos sob mudanças da magnitude da in-

teração [26] e comportamento termodinâmico de sistemas mesônicos [27, 28]. Por ou-

tro lado, a interação tipo Yukawa envolvendo campos espinorial e escalar, em diferentes

versões também têm sido largamente utilizada como um laboratório para descobertas do

comportamento termodinâmico da matéria hadrônica, descrevendo um número razoável

de fenômenos no setor das interações fortes [29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39].

Usualmente, essas interações são utilizadas na aproximação de campo médio4 (modelo

de Walecka [39]). Descrevendo, a t́ıtulo de exemplo, a matéria nuclear em temperatura

finita, em que um gás de nucleons (associado com o campo de Dirac) estão imersos em um

meio contendo outras part́ıculas escalares consideradas efetivamente via o campo σ e ω

constituindo um ambiente quente e denso. Neste modelo o aumento da temperatura induz

o sistema experimentar uma transição de fase tipo ĺıquido-gás. No contexto mais simples

pode-se simular um gás de mésons pesados ou Káons (associado com o campo de Klein-

Gordon) interagindo com o meio também. Em ambas as versões as part́ıculas mesônicas

σ e ω simulam interações atrativas e repulsivas de curto alcance, respectivamente. De

modo que os mésons escalares representam a troca de dois ṕıons. Esses correspondendo

uma larga ressonância de um espalhamento ππ em 500− 600 MeV.

Em geral, ao longo dos anos esses modelos são tratados sem considerar efeitos do

tamanho finito do sistema. Porém, recentemente eles têm sido investigados, por exemplo

através do formalismo de volume exclúıdo e das contribuições de Coulomb, com a ideia de

4A aproximação de campo médio consiste em substituir os campos mediadores pelos seus respectivos

valores médios.
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obter informações sobre a influência do tamanho finito do sistema na temperatura cŕıtica

[40, 41]. Estudar fronteiras espaciais nas propriedades de hádrons têm sido tema de grande

investigação nos últimos anos, tanto do ponto de vista experimental [42] quanto teórico

[43, 44, 45, 46, 47]. Eles são examinados sobretudo a partir da utilização do método da

regularização zeta [48]. A forma mais simples desse processo de incluir os parâmetros de

restrição espacial e outros agentes externos ao sistema pode ser útil para melhor entender

sistemas confinados que experimentam uma transição de fase no cenário do modelo de

Walecka, versão escalar e espinorial.

Um outro aspecto interessante para esses modelos efetivos consiste no estudo de efeitos

magnéticos nas transições de fases, da matéria nuclear densa e quente [49] ou de conden-

sados de Bose-Einstein [50, 51]. Do ponto de vista fenomenológico trabalhos recentes

mostram que grandes campos magnéticos são produzidos em colisões de ı́ons pesados [52]

e da ordem de Λ2
QCD (1018 − 1019 G) podem existir no universo primordial na escala das

interações fortes. Essa avaliação pode ser importante por exemplo, em estrelas compactas

(magnetars5) já que a matéria nuclear altamente densa e condensados de mésons leves no

seu interior estão submetidos a campos magnéticos que podem chegar a ordem de 1015 G.

Neste sentido, tomando como motivação as discussões feitas acima, neste trabalho

realizamos, um estudo sobre as influências do tamanho finito do sistema e a presença

de um campo magnético uniforme externo no comportamento termodinâmico do modelo

de Walecka generalizado (modelo tipo Yukawa escalar e espinorial) a temperatura finita.

Tratamos a limitação espacial com o procedimento devido a Matsubara para compactificar

a dimensão temporal [53].

O trabalho está organizado da seguinte forma, o caṕıtulo 1 é devotado à descrição

das noções fundamentais da teoria quântica de campos a temperatura finita e as ideias

de compactificação do espaço-tempo no formalismo de Matsubara generalizado. Inicial-

mente buscamos construir, no contexto das integrais de trajetória, o funcional gerador

das funções de correlação, e associá-lo à função de grande partição t́ıpica no contexto da

mecânica estat́ıstica.

No caṕıtulo 2 introduzimos o modelo escalar, interagindo via troca de mésons escalares

e vetoriais (σ, ω). Apresentamos a densidade de Lagrangiana, discutimos suas simetrias,

para construção da grande função de partição e assim as grandezas termodinâmicas de

interesse nas diversas combinações de compactificação das coordenadas espaciais e na pre-

sença de um campo magnético uniforme externo são encontradas, usando o processo de

regularização das funções Zeta Epstein-Hurwitz não-homogênea. Após essas realizações

estudamos o efeito da dimensão do espaço-tempo no comportamento térmico e comen-

tamos os principais aspectos do diagrama de fases do modelo. Depois analisamos os

5É uma estrela de nêutrons com campos magnéticos extremamente elevados presentes em sua dinâmica.
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diagramas de fases sob a ótica dos efeitos de tamanho finito do sistema e do campo

magnético uniforme externo. Usamos esse modelo para aplicar a um gás de mésons pe-

sados e mostramos suas caracteŕısticas. Esse caṕıtulo organiza os principais resultados

publicados nas Refs. [28, 54, 55, 56, 57]6.

O caṕıtulo 3 reservamos ao estudo do modelo espinorial. Do ponto de vista estrutural

e metodológico esse caṕıtulo tem desenvolvimento análogo que o anterior. Inicialmente

descrevemos as caracteŕısticas da estrutura de fases do modelo fermiônico no contexto

da matéria nuclear sem e com restrições espaciais [58]. Tratamos também, os efeitos no

diagrama de fases do modelo devido a presença de um campo magnético externo [59].

Por fim, levantamos as principais conclusões e apresentamos algumas perspectivas com

aplicação em teoria da nucleação e condensação de Bose-Einstein.

6A Ref. [28] encontra-se dispońıvel apenas no ArXiv.



CAṔITULO 1

TEORIA QUÂNTICA DE CAMPOS A TEMPERATURA

FINITA

Este caṕıtulo é devotado à teoria quântica de campos a temperatura finita com a

ideia de construir a função de partição (a grande função de partição) via representação

integral funcional através do formalismo de tempo imaginário. Partindo do conceito

de integral de trajetória (funcional gerador) que foi usado por Feynman para estudar

amplitude de transições em problemas da mecânica quântica [60]. Essa formulação dá os

mesmos resultados que o tratamento padrão, como por exemplo, no esquema de expansão

em laços do potencial efetivo (comumente usado para descrever sistemas relativ́ısticos a

temperatura finita) [61]. No entanto, em contraste com essa última, em sistemas com a

dita aproximação de campo médio, que será objeto de estudo nesta tese, é obtida de uma

maneira muito simples e fisicamente óbvia que se assemelha muito à derivação análoga

para sistemas mecânicos estat́ısticos [62].

1.1 REPRESENTAÇÃO INTEGRAL FUNCIONAL DA FUNÇÃO DE PARTIÇÃO

A representação integral funcional da função de partição é um pilar da moderna teoria

quântica dos campos relativ́ısticos interagentes.

1.1.1 Função de Partição e Integrais de Trajetórias

A natureza macroscópica da matéria é descrita modernamente por prinćıpios mi-

croscópicos do sistema através da noção de um ensemble. Normalmente encontra-se três

tipos de ensemble em mecânica estat́ıstica em eqúılibrio. Entre eles o ensemble Micro-

canônico é usado para descrever um sistema isolado que tem uma energia fixa E, um

número fixo de part́ıculas N , e um volume fixo V . O ensemble Canônico é utilizado

para estudar um sistema em contato com um reservatório de calor em temperatura T .

Nesse caso, o sistema pode livremente trocar energia com o reservatório, mas o número de

part́ıculas e o volume são fixos. Já no conhecido como ensemble grande Canônico o sistema

pode trocar part́ıculas bem como energia com um reservatório. Nesse, a temperatura, o

volume, e o potencial qúımico µ são quantidades fixas [63, 64].

A matriz densidade estat́ıstica é o objeto fundamental em mecânica estat́ıstica em

5
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eqúılibrio. Vamos considerar um sistema descrito por um operador hamiltoniano Ĥ com

um reservatório de calor a temperatura T = 1/β1, isto é, como dizemos acima o ensemble

canônico. Neste sistema a matriz densidade estat́ıstica é expressa na forma:

ρ̂ = exp(−βĤ), (1.1)

e, a partir dela, podemos calcular a média estat́ıstica de um operador Â:

〈Â〉 =
Trρ̂Â

Trρ̂
. (1.2)

A conexão com o mundo macroscópico é feito através da função de partição que é uma

quantidade definida na forma:

Z = Trρ̂. (1.3)

Na descrição térmica sob a ótica do ensemble grande canônico devemos realizar a

seguinte substituição: Ĥ → Ĥ − µiN̂i, onde N̂ é o operador número somando sobre as

cargas conservadas do sistema. Neste caso, chamamos a grandeza definida na Eq. (1.3)

de grande função de partição.

A função de partição desempenha um papel importante na mecânica estat́ıstica, a

partir dela as propriedades termodinâmicas do sistema podem ser determinadas. Em

particular, as grandezas termodinâmicas relevantes, como pressão, o número de part́ıculas,

a entropia e energia são, no limite de volume infinito, dados em termos desta quantidade,

a saber:

P =
∂(T lnZ)

∂V
, (1.4a)

Ni =
∂(T lnZ)

∂µi
, (1.4b)

S =
∂(T lnZ)

∂T
, (1.4c)

E = −PV + TS + µiNi. (1.4d)

É interessante observar que se tomarmos o valor médio de um operador na repre-

sentação de Heisenberg, AH(t) = e−itHA(0)eitH , dizemos que ele é periódico no tempo,

com um peŕıodo de iβ. Este resultado é conhecido como condição de Kubo-Martin-

Schwinger (KMS) e pode ser provado diretamente de (usando as propriedades ćıclicas do

1Usamos o sistema natural de unidades, tal que kB = c = ~ = 1, onde kB é a constante de Boltzmann,

c é a velocidade da luz e ~ é a constante de Planck dividida por 2π.
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traço):

〈AH(t)〉 =
1

Z(β)
Tr[e−βHA(t)]

=
1

Z(β)
Tr[e−βHe−itHA(0)eitH ]

=
1

Z(β)
Tr[e−βHAH(t− iβ)] ≡ 〈AH(t− iβ)〉. (1.5)

A mudança no argumento de AH , de t → t− iβ, é chamada de rotação de Wick do eixo

temporal.

Podemos utilizar essa ideia para construir a função de partição por outro caminho

alternativo à matriz densidade estat́ıstica. Essa descrição é posśıvel através do formalismo

de integrais de trajetória. Para tal, começamos reescrevendo a função de partição na base-

|q〉, como segue:

Z = Tr[e−βĤ ] =

∫
dq〈q|e−βĤ |q〉. (1.6)

A rotação de Wick, examinada anteriormente, permite uma mudança do tipo:∫
dq〈q|e−itĤ |q〉,

onde podemos dividir a exponencial em um produto deN >> 1 termos, definindo ε ≡ t/N .

De modo que essa amplitude pode ser escrita,∫
dq〈q|e−εĤ · . . . · e−εĤ |q〉,

depois disso podemos inserir N relações da forma,

1̂ =

∫
dpi
2π
|pi〉〈pi|, i = 1, . . . , N, (1.7)

no lado esquerdo de cada exponencial, com i aumentando da direita para esquerda, e

1̂ =

∫
dqi|qi〉〈qi|, i = 1, . . . , N, (1.8)

no lado direito da exponencial, com i aumentando da direita para esquerda, também. Por

isso, de maneira geral, encontramos:

〈qi+1|pi〉〈pi|e−εĤ(p̂,q̂)|qi〉 = eipiqi+1〈pi|e−εH(pi,qi)+O(ε2)|qi〉

= exp

{
−ε
[
p2
i

2m
− ipi

qi+1 − qi
ε

+ V (qi) +O(ε2)

]}
. (1.9)

Além disso, temos um termo do tipo, 〈q1|q〉 = δ(q1 − q) que permite realizar a integração

em q. Similarmente trocamos o estado 〈qi+1| pelo estado 〈q1|. Por fim, observamos que

O(ε2) não contribui quando tomamos o limite N →∞.
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Em resumo, a função de partição pode ser escrita na forma:

Z = lim
N→∞

∫ [ N∏
i=1

dqidpi
2π

]
exp

{
−

N∑
j=1

ε

[
p2
j

2m
− ipj

qj+1 − qj
ε

+ V (qj)

]} ∣∣∣∣
qN+1≡q1

. (1.10)

Nota-se que a integral sobre os momentos pi é Gaussiana e podemos resolver explicita-

mente, que é:∫ ∞
−∞

dpj
2π

exp

{
−ε
[
p2
j

2m
− ipj

qj+1 − qj
ε

]}
=

√
m

2πε
exp

[
−m(qj+1 − qj)2

2ε

]
. (1.11)

Portanto, a Eq. (1.6) agora pode ser escrita,

Z = lim
N→∞

∫ [ N∏
i=1

dqi√
2πε/m

]
exp

{
−1

~

N∑
j=1

ε

[
m

2

(
qj+1 − qj

ε

)2

+ V (qj)

]} ∣∣∣∣
qN+1≡q1,ε≡t/N

.(1.12)

A medida ainda contém um fator que é divergente em N grande,

C =
( m

2πε

)N/2
= exp

[
N

2
ln
( m

2πε

)]
. (1.13)

Este fator é, entretanto, independente das propriedades do potencial V (qj) e assim não

contém nenhuma informação dinâmica. Diante disso não precisamos nos preocupar com

essa aparente divergência.

Diante das considerações e manipulações executadas acima podemos reescrever a

Eq. (1.12) em uma forma funcional para função partição (forma cont́ınua),

Z = C

∫
Dq(τ) exp

{
−
∫ β

0

dτ

[
1

2
mq̇(τ) + V (q(τ))

]}
= C

∫
Dq(τ) exp [−SE] (1.14)

onde SE é a ação Euclidiana, obtida tomando t → iτ (formalismo de tempo imaginário,

uma escolha a partir da rotação de Wick), e a condição q(β) = q(0), que quer dizer que

a variável q é peŕıodica em τ , e esta assumindo um intervalo [0, β]. Também, o śımbolo

indica Dq que devemos somar sobre todas as trajetórias que conectam os pontos q(ti) ≡ qi

e q(tf ) ≡ qf .

Esse procedimento pode ser generalizado para teoria quântica de campos a tempera-

tura finita como devemos observar na próxima seção.

1.1.2 Teoria Quântica dos Campos a Temperatura Finita

Para tratar fenômenos quânticos e relativ́ısticos, a priori necessitamos de uma teoria

quântica de campos. Isto significa que devemos elevar as part́ıculas como sendo excitações
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de campos2. Por analogia, a função de partição em teoria de campos pode ser definida

como:

Z(β) =

∫
Dφ〈φ| exp(−βĤ)|φ〉, (1.15)

onde estamos integrando sobre todos os estados posśıveis dos campos envolvidos no sis-

tema.

Por outro lado, sabemos da teoria quântica de campos que a seguinte relação:

〈φa| exp(it1Ĥ)|φb〉, (1.16)

é a amplitude de probabilidade de transição de um estado φa para um estado φb em um

tempo t1 [4, 5, 6]. Esta fórmula pode ser escrita, no mesmo caminho que encontramos a

Eq. (1.12), na forma de uma integral funcional (forma cont́ınua):∫ φb(t=t1)

φa(t=0)

Dφ exp(iS), (1.17)

onde

S =

∫ t1

0

dt

∫
ddxL(φ), (1.18)

é a ação do sistema neste intervalo de tempo e L é a densidade de Lagrangiana do sistema.

Podemos observar que as Eqs. (1.15) e (1.16) são semelhantes. Logo, como realizado

na seção anterior, a função de partição pode ser escrita como uma integral funcional

análoga a Eq. (1.14), no contexto da teoria quântica de campos. Para isso devemos fazer

a substituição β → −it1 na Eq. (1.17) e obteremos a solução integrando sobre todos os

estados iniciais e finais iguais, isto é integrando sobre todas as funções periódicas em it

com peŕıodo β. Diante disso, é de se esperar que a função de partição possa ser escrita

da forma:

Z(β) =

∫
Periódico

Dφ exp(−SE) (1.19)

com

SE =

∫ β

0

dτ

∫
ddxLE(φ) (1.20)

onde LE é a densidade de Lagrangiana Euclidiana. Note que fizemos, como na seção

anterior, uma rotação de t → iτ no plano complexo (uma rotação de Wick), tornando o

2No modelo padrão existe três tipos distintos de part́ıculas: duas famı́lias de férmions de spin-1/2,

chamados léptons e quarks, e uma famı́lia de bósons de spin-1, chamados de bósons de calibre, que atuam

como os mediadores das interações na teoria. Além disso, tem uma part́ıcula de spin-0, chamado de bóson

de Higgs [65].
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tempo imaginário, isto é, fazendo uma continuação analitica da ação e, posteriomente, das

funções de Green do espaço de Minkowsky para o espaço Euclidiano. E o termo periódico

utilizado na expressão dada pela Eq. (1.19) significa que a integração sobre os campos é

restrita a φ(~x, 0) = ±φ(~x, β), onde o sinal positivo corresponde a campos bosônicos e o

sinal negativo a campos fermiônico.

Essa caracteŕıstica pode ser observada das funções de Green térmica definida por:

G(x, y; τ1, τ2) = Z−1Tr[ρ̂Tτ (φ̂(x, τ1)φ̂(y, τ2))], (1.21)

onde Tτ é operador de ordenamento temporal imaginário, que atua como segue:

Tτ [φ̂(x, τ1)φ̂(y, τ2)] = φ̂(τ1)φ̂(τ2)θ(τ1 − τ2)± φ̂(τ2)φ̂(τ1)θ(τ2 − τ1) (1.22)

onde θ é a função degrau e ± representa com o sinal superior bósons enquanto que o sinal

inferior trata de part́ıculas fermiônicas. Usando o fato que Tτ comuta com ρ̂ = e−βK̂ , onde

K̂ ≡ Ĥ−µiN̂i, e as propriedades ćıclicas do traço, encontramos que (o mesmo tratamento

dado a determinar a condição KMS, na Eq. (1.5)),

G(x, y; τ, 0) = ±G(x, y; τ, β). (1.23)

Usamos as mesmas mudanças (representação de Heisenberg para os campos φ̂) para dedu-

zir a relação dada pela Eq. (1.5). O resultado da Eq. (1.23) implica em φ(y, 0) = ±φ(y, β)

(os sinais representam bósons e férmions como observamos antes), consequentemente é

conveniente lidar com os campos no espaço dos momentos com uma transformada modu-

lada por frequências determinadas devido a essas restrições de periodicidade nos campos.

Neste caso, a expansão de Fourier é dada por:

φ(x, τ) =
∑
n,~p

eiωnτφ(ωn, ~p), (1.24)

não é mais uma integral cont́ınua de Fourier, mas uma série de Fourier. Essa limitação,

pode ser absolvida a partir de frequências discretas, tais como para bósons (periódica):

ωn =
2πn

β
, (1.25)

e para férmions (antiperiódica3),

ωn =
π(2n+ 1)

β
, (1.26)

onde n = 0,±1,±2,±3, ... são os números inteiros. Essas frequências são chamadas de

frequências de Matsubara [53].

3Essa periodicidade devido a aproximação de tempo imaginário é equivalente a teoria formulada em

uma topologia compactificada S1×RD−1, onde S1 é uma circunferência de comprimento proporcional ao

inverso da temperatura [66, 67].
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Portanto, a integração sobre todas as componentes do momentos deve ser substitúıda

por uma soma sobre as frequências de Matsubara. Mais especificamente, devemos usar:∫
d4p

(2π)4
f(p)→ 1

β

∞∑
n=−∞

∫
d3p

(2π)3
f(ωn, ~p), (1.27)

com p0 → iωn onde ωn é dado pelas Eqs. (1.25) e (1.26), para bósons e férmions, respec-

tivamente.

Em casos de campos de part́ıculas livres a solução da Eq. (1.19) não passa de uma

integral funcional Gaussiana do qual sabemos manipular. Entretanto, em sistemas aco-

plados podemos desenvolver cálculos perturbativos de forma análoga à teoria de campos

à temperatura zero. Por exemplo, dada uma teoria de campos, interagindo fracamente,

podemos deduzir os vértices a partir da forma euclidiana da Lagrangiana e usar os pro-

pagadores para executar um cálculo diagramático que fornece a média no ensemble para

um dado observável, expandindo a função partição em série de potências. Neste sentido,

só precisamos decompor a ação no seguinte caminho:

SE = S0 + SI , (1.28)

onde SI é a parte devido a interação. A expansão em uma série de potencias do termo de

interação na Eq. (1.19), obtemos:

Z = N

∫
[dφ]eS0

∞∑
l=0

SlI
l!
, (1.29)

tomando o logaritmo em ambos os lados temos,

lnZ = ln

(
N

∫
[dφ]eS0

)
+ ln

(
1 +

∞∑
l=1

1

l!

∫
[dφ]eS0SlI∫
[dφ]eS0

)
= lnZ0 + lnZI . (1.30)

Esta equação separa explicitamente a contribuiçao de interação de um gás ideal (como

vamos observar no próximo caṕıtulo). Na Ref. [1] encontramos as correções de ordem su-

periores para a função de partição para uma teoria λφ4 e de uma simples teoria envolvendo

férmions interagindo com um campo escalar (teoria de Yukawa). Também, na Ref. [62],

destaco, que existe uma descrição da termodinâmica de campos interagentes (modelo de

troca de mésons) através do funcional gerador como descrevemos nas linhas anteriores

(similares daquelas interações que vamos descrever ao longo dos próximos dois caṕıtulos).

Para condições em que a expansão pertubativa não seja posśıvel pode-se avaliar a função

de partição a partir de uma rede finita do espaço-tempo usando técnicas de Monte Carlo.

Para uma leitura mais detalhada sobre a teoria quântica de campos a temperatura

finita o leitor pode utilizar as Refs. [68, 69, 70] que elegantemente se desdobram em

apresentar o tema de maneira especialmente pedagógica.
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1.1.2.1 Formalismo de Matsubara Generalizado O formalismo de Matsubara de-

senvolvido na seção anterior (o tempo imaginário como uma dimensão compactificada)

pode ser generalizado para incluir as coordenadas espaciais, também, no processo de

compactificação [71, 72, 73, 74, 75, 76]. Essa ideia define uma teoria em uma topologia

ΓδD = (S1)δ × RD−δ, com 1 ≤ δ ≤ D, onde S11 corresponde a compactificação do tempo e

S12 , . . . ,S1δ diz respeito a δ − 1 compactificações espaciais. A caracteŕıstica desta estru-

tura topológica é que leva a modificações de condições de fronteira impostas aos campos

e as funções de correlação, mas não modifica as equações de campo locais; isto é, a to-

pologia desempenha um papel nas propriedades globais do sistema, mas não localmente,

que estão associados aos invariantes das simetrias espaço-tempo [77, 78]. De modo que

um ponto dado por u = (x0, x1, x2, . . . , xd, ~z), onde x0 é a coordenada padrão para o

tempo com x0 ∈ [0, β] e (x1, x2, . . . , xd) corresponde as coordenadas espaciais compac-

tificada com xi ∈ [0, Li]. A transformada de Fourier dual do vetor u é um vetor de D

dimensões no espaço dos momentos, q = (pτ , px1 , px2 , . . . , pxd ,
~k). Também, temos um ve-

tor ~z em (D− δ) dimensões, com o momento correspondente ~k, no espaço dos momentos

em (D − δ) dimensões. Explicitamente, as regras de Feynman no espaço dos momentos

são modificadas, para cada dimensão espacial compactificada também. Da mesma forma

que a Eq. (1.27) temos: ∫
dpxi
2π

f(pxi)→
1

Li

∞∑
ni=−∞

f(ωni), (1.31)

com i = 1, ..., δ − 1, onde existe uma troca do tipo,

pxi → ωni =
2πni
Li

, (1.32)

para bósons, e

pxi → ωni =
π(2ni + 1)

Li
, (1.33)

para férmions, onde ni = 0,±1,±2,±3, ... são os números inteiros. E os ωni são as

frequências de Matsubara generalizadas.

De maneira geral, mais uma vez, a integração sobre todas as componentes dos momen-

tos deve ser substitúıda por uma soma sobre as frequências de Matsubara generalizada.

De modo que:∫
dDp

(2π)D
f(p)→ 1

βL1 · . . . · Ld

∞∑
n=−∞

∞∑
n1,...,nd=−∞

∫
dD−δp

(2π)D−δ
f(ωn, ωn1 , . . . , ωnd ,

~k). (1.34)

Portanto, as ideias desenvolvidas neste caṕıtulo serão de grande utilidade nos próximos

caṕıtulos a fim de descrevermos o comportamento termodinâmico de sistemas relativ́ısticos

através do modelo de troca de mésons na aproximação de campo médio. Em especial, para

obter informações sobre a estrutura de fases e mensurar as caracteŕısticas apresentadas

devido parâmetros tais como restrições de tamanho finito nesses sistemas.



CAṔITULO 2

GÁS DE BÓSONS

Nosso interesse neste caṕıtulo é o estudo de um sistema relativ́ıstico com graus de

liberdade bosônicos através do modelo de troca de mésons σ e ω, na aproximação de campo

médio. Em especial, queremos compreender a dinâmica térmica através da estrutura de

fases associados a efeitos do tamanho do sistema e/ou campo magnético uniforme externo

e suas relações com a natureza do diagrama de fases [54, 55, 56, 57]. Por fim, associamos

esse modelo a um sistema de mésons pesados interagindo com um meio hadrônico quente

constitúıdos de mésons leves [28].

2.1 MODELO

Inicialmente, o modelo de troca de mésons foi desenvolvido por meio de campos de

spin semi-inteiros (espinores tipo Dirac) para descrever a matéria nuclear densa (próximo

caṕıtulo). Por outro lado, esse modelo pode ser bastante simplificado se tratarmos os

campos numa versão escalar. Como no caso espinorial tal sistema, também, dependerá

do mesmo número de parâmetros, a saber: as massas dos campos e as constantes de

acoplamento. O tratamento estrutural matemático é mais simples que o primeiro caso.

A densidade de Lagrangiana efetiva1 que descreve um sistema com campo escalar que

pode ser associado a mésons de spin−0 interagindo com campos escalares que podem ser

associados aos mésons escalar σ e vetorial ω2 é dada por:

L = (∂µφ)(∂µφ)† −M2
φφφ

† − 1

4
WµνW

µν +
1

2
M2

ωωµω
µ +

1

2
(∂µσ)(∂µσ)−

−1

2
M2

σσ
2 − a

3!
σ3 − b

4!
σ4 + gφσφφ

†σ + igφωω
µ[φ∂µφ

† − (∂µφ)φ†], (2.1)

onde o tensor de campo é definido por Wµν = ∂µων − ∂νωµ e Mφ, Mσ e Mω são as

massas do campo escalar φ, do campo σ e do campo ω, respectivamente. As constantes

de acoplamento são: gφσ e gφω, além das constantes de auto-interação3 cúbica e quártica

1Essa densidade de Lagrangiana pode descrever também, a partir da teoria de perturbação, mésons

pesados como foi feito na Ref. [79].
2No limite não relativ́ıstico as interações σ − ψψ̄ e ω − ψψ̄ correspondem a parte atrativa e repulsiva

(Para os φ e atrativa para os φ̄), respectivamente, ver seção 6.6 da Ref. [6].
3No contexto da matéria nuclear densa a presença dessas auto-interações na Lagrangiana combinado

com os outros parâmetros da teoria encontram-se valores desejáveis da incompressibilidade nuclear por

exemplo.

13
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do campo σ, a e b, nesta ordem.

Aplicando o calibre de Lorentz ∂λω
λ = 0, as equações de movimento para os campos

σ, ω e φ são, respectivamente,

∂µ∂
µσ +M2

σσ = gφσφφ
† − a

2!
σ2 − b

3!
σ3, (2.2)

∂µ∂
µων +M2

ωω
ν = −igφω[φ∂νφ† − (∂νφ)φ†], (2.3)

∂
′

µ∂
′µφ+ (M2

φ − gφσσ + g2
φωωµω

µ)φ = 0, (2.4)

onde ∂
′
µ = ∂µ + igφωωµ. As Eqs. (2.2) e (2.3) são equações de campos massivos, tendo

como fontes o campo φ. Já a Eq. (2.4) é do tipo Klein-Gordon para o campo φ, com o

méson ω inclúıdo no acoplamento mı́nimo.

Note que as Eqs. (2.2), (2.3) e (2.4) não têm soluções triviais, entrentanto, podemos

reduzir a uma descrição mais simples se considerarmos um sistema uniforme de mésons

em uma caixa de volume V , ou seja, conforme a densidade aumenta o mesmo acontece

com os termos fonte do lado direito das Eqs. (2.2) e (2.3) e quando as fontes são grandes,

os campos de mésons (σ, ω) podem ser trocados por seus valores esperados, que são os

campos clássicos [39]: σ = 〈σ〉 e ω = 〈ω0〉, com ωµ = 0 para µ 6= 0. Assim, a densidade

de Lagrangiana dada na Eq. (2.1), torna-se:

L = (∂µφ)(∂µφ†)− (M2
φ − gφσ〈σ〉)φφ† +

1

2
M2

ω〈ω0〉2 − 1

2
M2

σ〈σ〉2 −
a

3!
〈σ〉3 − b

4!
〈σ〉4 +

+ gφω〈ω0〉ρ. (2.5)

E as Eqs. (2.2) e (2.3) ficam:

M2
σ〈σ〉+

a

2!
〈σ〉2 +

b

3!
〈σ〉3 = gφσρs, (2.6)

e

〈ω0〉 = −gφω
M2

ω

ρ, (2.7)

onde ρs = φφ† é a densidade escalar e ρ = i[(∂0φ)φ†−φ(∂0φ
†)] é a densidade número. Evi-

dentemente isso permite dizer que o aumento dos campos médios conduz um crescimento

do condensado formado pelos campos escalares fundamentais.

Diante das considerações anteriores e a partir daquilo que foi discutido sobre o forma-

lismo de tempo imaginário no caṕıtulo anterior podemos construir um sistema térmico de

interesse usando a densidade de Lagrangiana dada pela Eq. (2.5): um gás de bósons cujo

aspectos fundamentais da interação são estudados via aproximação de campo médio. As

correções de ordem superiores na função de partição são desconsideradas neste modelo4.

4O leitor pode verificar as mundanças que as correções de ordem superior engendram para a função

de partição neste modelo na Ref. [1].
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As modificações devido as interações são incorporadas na massa e no potencial qúımico

como vamos observar logo abaixo. Assim, a grande função de partição tem a forma:

Z =

∫
Dφ†Dφ exp

[
−
∫ β

0

dτ

∫
dD
∗
x(LE + µj0)

]
, (2.8)

de modo que definimos uma topologia do tipo ΓδD = S11 × RD∗ , onde D∗ = D − 1,

com S11 correspondendo a compactificação do tempo: τ = [0, β]. Sendo LE a densidade

de Lagrangiana Euclidiana, µ o potencial qúımico que está associado com a corrente de

Noether devido a invariancia da ação por meio da transformação global U(1)5 e j0 ∝
−iφ∂0φ

† é a corrente conservada. Diante disso, a Eq. (2.8), com a Lagrangiana dada na

Eq. (2.5), fica na forma:

Z = C

∫
Dφ†DφeSB , (2.9)

onde SB é ação (com a substituição minimal na derivada temporal devido ao potencial

qúımico) dada por:

SB = −
∫ β

0

dτ

∫
dD
∗
xφ[(∂0 − µ∗)2 + ~∇2 +M2

∗ ]φ
†, (2.10)

e a constante C é escrita na forma,

C = exp

[
βVD∗

(
1

2
M2

ω〈ω0〉2 − 1

2
M2

σ〈σ〉2 −
a

3!
〈σ〉3 − b

4!
〈σ〉4

)]
, (2.11)

sendo VD∗ o hiper volume. Os termos M∗ e µ∗ na Eq. (2.10) são:

M2
∗ = M2

φ − gφσ〈σ〉, (2.12)

µ∗ = µ− gφω〈ω0〉, (2.13)

a massa efetiva e potencial qúımico efetivo, respectivamente. Neste sentido, podemos

interpretar que a massa e o potencial qúımico são efetivamente modificados devido as

interações entre seus constituintes e o meio denso e quente que eles estão imersos: as

interações atrativas se manifestam na massa efetiva enquanto que as interações repulsivas

revelam-se no potencial qúımico efetivo.

Uma forma de encontrar a grande função de partição Eq. (2.9) é usando a periodici-

dade dos campos φ(~x, τ) que de acordo com a prescrição de compactificação da variável

temporal restringe o intervalo 0 < τ < β, assim, podemos expandir essas funções de

campo em uma série de Fourier na forma:

φ(~x, τ) =

√
β

V

∞∑
n=−∞

∑
~p

ei(~p·~x+ωnτ)φn(~p), (2.14)

5Ver Ref. [1] seção 2.4 (Pag. 19): Condensação de Bose-Einstein.
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onde ωn = 2πn
β

são as frequências de Matsubara para bósons com n = 0,±1,±2,±3, ...,

como t́ınhamos visto no caṕıtulo anterior.

Se substituirmos a Eq. (2.14) na Eq. (2.10), efetuando todas as manipulações ma-

temáticas necessárias, encontramos:

SB = −β
∞∑

n=−∞

∑
~p

φn,~p[(iωn − µ∗)2 + ~p2 +M2
∗ ]φ
†
n,~p, (2.15)

onde usamos a identidade: ∫ β

0

dτei(ωn−ωn′ )τ = βδnn′ . (2.16)

Assim, encontramos na Eq. (2.9) uma integração em φn(~p) e φ†n(~p) Gaussiana, de modo

que podemos calcular ela exatamente, com a ajuda da expressão,∫
[dϕ]e−(ϕ,D̄ϕ)/2 = h(detD̄)−1/2 (2.17)

onde h é uma constante (não depende da temperatura ou de outra grandeza termo-

dinâmica que afeta a dinâmica térmica). Em nosso sistema D̄ é similar ao termo dado

na Eq. (2.15). Lembrando que U = − 1
β

lnZ é o grande potencial termodinâmico [1], dáı

podemos obter6:

U(β, µ∗)

VD∗
= Uσ,ω −

1

2

∞∑
n=−∞

∫
dD
∗
p

(2π)D∗
ln[(ωn − µ∗)2 + p2 +M2

∗ ]. (2.18)

Daqui todas as quantidades termodinâmicas macroscópicas podem ser obtidas a partir da

função partição, por exemplo: a pressão, o número de part́ıculas, a entropia e a energia.

Porém, a grandeza de maior interesse no decorrer deste caṕıtulo e nos demais é o grande

potencial termodinâmico. O termo Uσ,ω é dado por:

Uσ,ω = −1

2
M2

ω〈ω0〉2 +
1

2
M2

σ〈σ〉2 +
a

3!
〈σ〉3 +

b

4!
〈σ〉4. (2.19)

Iremos desenvolver um série de estudos devido a presença de restrições espaciais no

modelo sob estudo, podemos realizar isso através de uma topologia mais geral discutida na

última seção do caṕıtulo anterior. Dessa forma, ΓδD = S11×S12×. . .×S1δ×RD−δ, onde S11

corresponde a compactificação do tempo e S12 , . . . ,S1δ diz respeito a δ−1 compactificações

espaciais. Logo, podemos escrever a Eq. (2.18) como:

U(β, µ∗, {Li})
VD

= Uσ,ω −
AL
2β

∞∑
n,{ni}=−∞

∫
dD−δp

(2π)D−δ
ln

[
(ωn − µ∗)2 +

d∑
i=1

ω2
ni

+ p2 +M2
∗

]
,

(2.20)

6Para maiores detalhes sobre a integração da Eq. (2.9) para obter o grande potencial termodinâmico

o leitor pode verificar a Ref. [80].
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com AL = (L1 · . . . · Ld)−1, VD volume encerrado pelas part́ıculas e {ωni} ≡ ωn1 , . . . , ωnd

as frequências de Matsubara para as respectivas compactificações de acordo com as ideias

desenvolvidas no caṕıtulo anterior.

Essa expressão para o grande potencial termodinâmico Eq. (2.20) pode ser reescrita

de maneira a facilitar a manipulação matemática, deste modo:

U(β, µ∗, {Li})
VD

= Uσ,ω −
AL
2β

Y
′
(0) (2.21)

onde usamos a seguinte definição para o último termo,

Y (s) =
∞∑

n,{ni}=−∞

∫
dD−δp

(2π)D−δ

[
(ωn − µ∗)2 +

d∑
i=1

ω2
ni

+ p2 +M2
∗

]−s
. (2.22)

Essa integral pode ser resolvida realizando um procedimento de regularização dimensional

(ver Eq. (B.1) no apêndice B), nestas condições obtemos,

Y (s) = J(s, δ)E
M2
∗

δ

(
s− D − δ

2
;
4π2

β2
,
4π2

L2
1

, ...,
4π2

L2
d

; i
µ∗β

2π
, 0, ..., 0

)
(2.23)

onde δ = d+ 1,

J(s, δ) = 1
(4π)(D−δ)/2

Γ(s−D−δ2 )
Γ(s)

(2.24)

e E
M2
∗

δ é a função Zeta Epestein-Hurwitz não-homogênea [81], definida como

Ec2

k (ν; {ai}, {bi}) =
∞∑

{ni}=−∞

[a1(n1 − b1) + · · ·+ ak(nk − bk)2 + c2]−ν , (2.25)

onde {ai} ≡ a1, · · · , ak; {bi} ≡ b1, · · · , bk e {ni} ≡ n1, · · · , nk. A função Ec2

k tem uma

representação anaĺıtica, válida em todo plano complexo-ν, isso é mostrado no apêndice

A.

De modo a obter a Eq. (2.21) devemos agora trabalhar a derivada da função Y (s) com

respeito a s, para s → 0, a partir da estrutura matemática dada acima para as funções

Zeta Epestein-Hurwitz não homogênea. Essa manipulação envolve a função Gamma, que

tem um polo em s = 0, Γ(s) tende a 1/s quando s→ 0, por outro lado temos:

lim
s→0

d

ds

[
G(s)

Γ(s)

]
= lim

s→0

[
1

Γ(s)

dG(s)

ds
− G(s)

Γ2(s)

dΓ(s)

ds

]
= G(0). (2.26)

Da Eq. (2.23) surgem dois termos devido o produto de J(s, δ) com a continuação anaĺıtica

da soma E
M2
∗

δ : o primeiro termo é divergente (ver apêndice B-Termo de vácuo) e o segundo

termo se adequa a simplificação dada na Eq. (2.26). Logo, escrevemos a Eq. (2.21) na

forma,

U(T, µ, {Li})
VD

= Uσ,ω + Uv −
1

πD/2
Ē
M2
∗

δ

(
−D − δ

2
;
4π2

β2
,
4π2

L2
1

, ...,
4π2

L2
d

; i
µ∗β

2π
, {0}

)
, (2.27)
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onde {Li} ≡ L1, L2, . . . , Ld, Uv é o termo de vácuo7, que foi obtido no apêndice B, e o

último termo, Ē
M2
∗

δ , é todos os termos da função Zeta Epestein-Hurwitz exceto o primeiro8

(lado direito).

A forma mais simples do grande potencial termodinâmico seria um sistema sem di-

mensões espaciais compactificadas (Bulk). E neste caso δ = 1 representa uma topologia

do tipo: Γ1
D = S11 × RD−1. Diante dessa estrutura, temos Ē

M2
∗

1

(
−D−1

2
; 4π2

β2 ; iµ∗β
2π

)
, com

uso da igualdade K−ν(x) = Kν(x), encontramos:

U(T, µ∗)

VD
= Uσ,ω + Uv −

1

πD/2

∞∑
n=1

cosh(nµ∗β)

(
M∗
nβ

)D
2

KD
2

(nβM∗) , (2.28)

onde Kν é a função de Bessel modificada de ordem D/2.

Minimizando o grande potencial termodinâmico com respeito aos campos médios σ e

ω obtemos as informações sobre a dinâmica térmica do sistema (equações de estado). Isto

é feito resolvendo numericamente as equações de estado:

∂U

∂〈σ〉
= 0 (2.29)

e

∂U

∂〈ω0〉
= 0. (2.30)

Esse processo produz equações da mesma natureza que as Eqs. (2.6) e (2.7). De modo

que encontramos as seguintes relações para densidade escalar e a densidade número,

ρs =
gφσ

2πD/2

∞∑
n=1

cosh(nµ∗β)

(
M∗
nβ

)D
2
−1

KD
2
−1 (nβM∗) , (2.31)

e

ρ =
gφω
πD/2

∞∑
n=1

(nβ) sinh(nµ∗β)

(
M∗
nβ

)D
2

KD
2

(nβM∗) , (2.32)

respectivamente. Assim, temos um sistema de duas equações acopladas em σ e ω, que

devem ser resolvidas autoconsistentemente. No entanto, quando considerado o mesmo

número de bósons e antibósons, ou seja, µ∗ = 0, situação de equiĺıbrio qúımico, podemos

notar que ρ se anula, e pela Eq. (2.7), temos 〈ω0〉 = 0. Portanto, a solução do sistema de

equações se reduz a apenas uma equação de estado em função de σ apenas, Eq. (2.31).

7Não vamos utilizar esse termo para obter os diagramas de fase, no último apêndice indicamos uma

referência que trata de seu uso em modelos de aproximação de campo médio tal qual este descrito no

caṕıtulo.
8Lembrando que o termo AL

2β é absorvido pelos termos que aparecem multiplicando todos os termos

na forma anaĺıtica da função Zeta Epestein-Hurwitz não homogênea.
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Agora, podemos derivar outras quantidades termodinâmicas relevantes por meio do

grande potencial termodinâmico dado pela Eq. (3.25). Por exemplo, a pressão é dada por:

p(T, µ∗) ≡ − ∂U

∂VD

= −Uσ,ω − Uv +
1

πD/2

∞∑
n=1

cosh(nµ∗β)

(
M∗
nβ

)D/2
KD/2 (nβM∗) . (2.33)

Portanto, os valores de 〈σ〉 e 〈ω0〉 que extremiza a pressão deve também satisfazer as

Eqs. (2.6) e (2.7) através das Eqs. (2.31) e (2.32). Nota-se também que o último termo

dessa expressão diz respeito a pressão de um Gás de Bose-Einstein [1] em função da massa

efetiva e do potencial qúımico efetivo definidos nas Eqs. (2.12) e (2.13), respectivamente.

Além disso, a entropia e a densidade de energia em equiĺıbrio qúımico são dadas pelas

expressões,

s(T ) ≡ ∂p

∂T

∣∣∣∣
µ∗=0

=
1

πD/2

∞∑
n=1

(
M∗
n

)D
2

nM∗KD
2

+1 (nβM∗) , (2.34)

e

ε(T ) ≡ (−p+ Ts)µ∗=0

=
1

2
Mσ〈σ〉2 +

1

πD/2

∞∑
n=1

(
M∗
nβ

)D
2 [

3KD
2

(nβM∗) + nβM∗KD
2
−1 (nβM∗)

]
,(2.35)

respectivamente.

2.1.1 Sistema com Dimensões Espaciais Compactificadas

O estudo de sistemas relativ́ısticos confinados a uma determida geometria não é um

desenvolvimento apenas do campo téorico. Observar os efeitos de tamanho e da geome-

tria pode mostrar mudanças quantitativas e qualitativas sob certas caracteŕısticas de um

determinado sistema f́ısico. Efeitos de tamanho finito por exemplo, em transições de fases

é esperado desempenhar um papel importante em diversas áreas da f́ısica [82]. Do ponto

de vista cosmólogico, para o universo primordial, que tem um pequeno volume [83] esses

estudos são extremamente necessários. A avaliação desses parâmetros é também usada

como uma eficiente extrapolação para simulações númericas tipo Monte Carlo limitado a

amostras bastante pequenas [84, 85].

Nesse sentido, vamos ampliar o estudo termodinâmico discutido nas linhas que an-

tecedem esta seção para implementar os parâmetros relacionados as fronteiras colocadas

a partir de uma escolha, a priori, da geometria do sistema aquecido. Devemos assim,

utilizar todo o processo sistemático discutido no final do caṕıtulo anterior.
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2.1.1.1 Uma Dimensão Espacial Compactificada Inicialmente vamos considerar

uma topologia que reproduz a ideia de uma dimensão espacial compactificada d = 1, sim-

bolicamente temos: Γ2
D = S11×S12×RD−2. Da Eq. (2.18) seguindo o mesmo roteiro para

obter a Eq. (2.27), através da prescrição de Matsubara generalizada, o grande potencial

termodinâmico, torna-se

U(T, µ, L1)

VD
= Uσ,ω + Uv −

1

πD/2
Ē
M2
∗

2

(
−D − 2

2
;
4π2

β2
.
4π2

L2
1

; i
µ∗β

2π
, 0

)
. (2.36)

E os termos Uσ,ω e Uv são dados pelas Eqs. (2.19) e (B.10), respectivamente.

Dessa expressão para o grande potencial termodinâmico devemos encontrar as equações

de estado através das Eqs. (2.29) e (2.30) para os campos σ e ω. Diante disso, para to-

pologia dada obtemos a densidade escalar e a densidade número,

ρs =
gφσ

2πD/2
¯̄E
M2
∗

2

(
−D − 2

2
;
4π2

β2
,
4π2

L2
1

; i
µ∗β

2π
, 0

)
, (2.37)

e

ρ =
gφω
πD/2

∞∑
n=1

nβ sinh(nµ∗β)Xn
βL, (2.38)

respectivamente, onde a função ¯̄E
M2
∗

k representa a função Ē
M2
∗

k com a redução das potências

e da ordem das funções de Bessel em uma unidade, na forma:

(x/y)νKν(xy)→ (x/y)ν−1Kν−1(xy),

e

Xn
βL =

(
M∗
nβ

)D
2

KD
2

(nβM∗) +

+2
α∑
j=1

∞∑
n1=1

 M∗√
n2β2 + n2

jL
2
j

D
2

KD
2

(
M∗

√
n2β2 + n2

jL
2
j

)
. (2.39)

Usamos α = 1 na Eq. (2.39) para adicionarmos na Eq. (2.38). As densidades se relacionam

com os campos de mésons por meio das Eqs. (2.6) e (2.7). Adicionalmente, as equações

acopladas ganham um novo parâmetro: o tamanho do sistema L. Continuamos com

〈ω0〉 = 0 quando µ∗ = 0, neste caso, apenas com a contribuição do campo σ para o estudo

termodinâmico.

2.1.1.2 Duas Dimensões Espaciais Compactificadas Nesse caso temos uma to-

polgia com a seguinte estrutura, Γ3
D = S11 × S12 × S13 × RD−3, sendo d = 2. Deste
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modo, executando o mesmo processo para encontrar a Eq. (2.36), o grande potencial

termodinâmico, torna-se

U(T, µ, L1, L2)

VD
= Uσ,ω + Uv −

1

πD/2
Ē
M2
∗

3

(
−D − 3

2
;
4π2

β2
,
4π2

L2
1

,
4π2

L2
2

; i
µ∗β

2π
, 0, 0

)
.

(2.40)

Também encontramos as equações de estado através das Eqs. (2.29) e (2.30) para os

campos σ e ω. Desse modo, realizadas as devidas manipulações matemáticas, chegamos

as densidades escalar e número,

ρs =
gφσ

2πD/2
¯̄E
M2
∗

3

(
−D − 3

2
;
4π2

β2
,
4π2

L2
1

,
4π2

L2
2

; i
µ∗β

2π
, 0, 0

)
, (2.41)

e

ρ =
gφω
πD/2

∞∑
n=1

nβ sinh(nµ∗β)Xn
βLL, (2.42)

respectivamente. Onde definimos a função Xn
βLL como,

Xn
βLL = Xn

βL +

+22

λ∑
i<j=1

∞∑
ni,nj=1

 M∗√
n2β2 + n2

iL
2
i + n2

jL
2
j

D
2

KD
2

(
M∗

√
n2β2 + n2

iL
2
i + n2

jL
2
j

)
,

(2.43)

com Xn
βL dado na Eq. (2.39) com α = 2 e no caso de interesse λ = 2. Ademais, as equações

acopladas ganham dois novos parâmetros: o tamanho finito de duas coordenadas L1 e

L2. Para µ∗ = 0, o campo mesônico vetorial leve não contribui para o sistema térmico:

〈ω0〉 = 0.

2.1.1.3 Três Dimensões Espaciais Compactificadas Finalmente, encontramos as

funções termodinâmicas de interesse com topologia, Γ4
D = S11 × S12 × S13 × S14 × RD−4,

em que d = 3. Então, procedimento similar para obter a Eq. (2.36), o grande potencial

termodinâmico, torna-se

U(T, µ, L1, L2, L3)

VD
= Uσ,ω + Uv −

− 1

πD/2
Ē
M2
∗

4

(
−D − 4

2
;
4π2

β2
,
4π2

L2
1

,
4π2

L2
2

,
4π2

L2
3

; i
µ∗β

2π
, 0, 0, 0

)
.

(2.44)

Da mesma forma que as realizações anteriores as equações de estado são encontradas

através da Eq. (2.29) e (2.30) para os campos σ e ω que por meio das densidades escalar
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e número,

ρs =
gφσ

2πD/2
¯̄E
M2
∗

4

(
−D − 4

2
;
4π2

β2
,
4π2

L2
1

,
4π2

L2
2

,
4π2

L2
3

; i
µ∗β

2π
, 0, 0, 0

)
, (2.45)

e

ρ =
gφω
πD/2

∞∑
n=1

nβ sinh(nµ∗β)Xn
βLLL, (2.46)

respectivamente. Do qual usamos a seguinte definição para a função Xn
βLLL:

Xn
βLLL = Xn

βL +Xn
βLL +

+23

∞∑
{nj}=1

 M∗√
n2β2 +

∑3
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2
jL

2
j

D
2

KD
2

M∗
√√√√n2β2 +

3∑
j=1

n2
jL

2
j

 ,

(2.47)

chegamos a duas Equações acopladas em 〈σ〉 e 〈ω0〉. Neste caso, a geometria adequa-se a

parametrização α = 3 na Eq. (2.39) e λ = 3 na Eq. (2.43). Em resumo, aqui as equações

acopladas ganham três novos parâmetros: o tamanho finito de três coordenadas L1, L2 e

L3. Da mesma forma que os casos anteriores o campo ω não contribui para as grandezas

termodinâmicas quando o número de bósons e antibósons são iguais (µ∗ = 0).

2.1.2 Temperatura em M∗ ≈ 0

Da Eq. (2.12) podemos observar que quando o campo σ atingir seu valor máximo a

massa efetiva desaparece. Na presente abordagem, consideramos o simples caso em que a e

b (as interações cúbica e quárticas) e o campo ω = 0 (equiĺıbrio qúımico) não contribuem

para grande potencial termodinâmico, num cenário em que o sistema se encontra no

bulk tendo como grandezas fundamentais as Eqs. (2.28) e (2.31), que representam o

grande potencial termodinâmico e a equação de estado, respectivamente. Assim, devemos

avaliar o comportamento da massa efetiva desaparecendo através das Eqs. (2.31) e (2.6).

Tomando a expansão assintótica para valores pequenos das funções de Bessel [86],

Kν(z) ≈ 1

2
Γ(ν)

(z
2

)−ν
(z ≈ 0; Re(ν) > 0), (2.48)

obtemos,

TD−2 =
DM2

φM
2
σ

g2
φσh(D)

, (2.49)

onde h(D) = Γ
(
D
2
− 1
)
ζ(D − 2)/πD/2 e ζ(s) é a função de Zeta Riemann. Para D = 3

a função Zeta em h(D) tem um pólo e um procedimento de subtração é necessário, isso

pode ser feito através da expansão de Laurent de ζ(s),

ζ(s) =
1

s− 1
+ γ − γ1(s− 1) + . . . , (2.50)
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onde γ ≈ 0.577 e γ1 ≈ 0.0728 são as constantes de Euler-Mascheroni e a primeira Stieltjes,

respectivamente.

Quando escolhemos um espaço-tempo de dimensão D = 4 (Euclidiano), que será

tratado a partir daqui como a dimensão espaço-temporal de todos os resultados que serão

obtidos logo abaixo, encontramos:

TD=4 =
√

12
MφMσ

gφσ
. (2.51)

Como vamos observar nas próximas seções esse valor corresponde analiticamente com os

resultados obtidos numericamente do sistema sem a presença de parâmetros externos.

Diferentemente daqui, na próxima seção vamos estudar com mais detalhes o compor-

tamento termodinâmico da massa efetiva em todo intervalo que a Eq. (2.31) permite uma

solução não-trivial para o campo 〈σ〉 e diante dela as principais caracteŕısticas que surgem

no contexto do diagrama de fases do modelo em questão.

2.1.3 Linha Cŕıtica da Teoria de Campo Médio

No contexto de 〈σ〉 = 0 o sistema exibe uma simples fase, correspondendo a um gás

livre (ver Ref. [27]). De modo que as caracteŕısticas mais significativas do sistema com

fase única é o comportamento suave e cont́ınuo das funções termodinâmicas. Entretanto,

a presença dos termos de interações atrativas e repulsivas no sistema gφσ〈σ〉 e gφω〈ω0〉
produz correções na massa e no potencial qúımico, respectivamente, dos bósons, diante

disso o sistema experimenta uma transição de fase governado pelos parâmetros associados

ao campo bosônico fundamental e os campos σ e ω.

Neste sentido, devemos especular sobre a natureza da transição de fase que norteia o

sistema a partir da solução da Eq. (2.31) introduzida na Eq. (2.6) através da relação dada

na Eq. (2.12) que determina a massa efetiva. Então, é posśıvel compreender essa estrutura

de fases com um estudo matemático dessas equações. Por simplificação, façamos um

estudo a priori do caso em que o sistema não tem restrições de fronteira: δ = 1, o espaço-

tempo Euclidiano (D = 4), em equiĺıbrio qúımico e sem considerar as auto-interações

cúbica e quártica. Numericamente observamos que existe um intervalo de temperatura

que a massa efetiva tem dois valores para uma determinada temperatura, deste modo a

densidade de energia dada na Eq. (2.35) nesta região terá também valor duplo [27]. Esse

comportamento indica uma transição de fase.

A curva da derivada da massa efetiva (como realizado na Ref. [32]) permite encontrar

pólos que conectam pontos da trajetória da massa efetiva a evitar regiões de instabilidade

f́ısica (uma construção similar à de Maxwell para descrever a transição de fase ĺıquido-gás:

condensação de van der Walls [63]). Assim, podemos caracterizar a transição de fase por

meio do número de intersecções entre a curva da derivada e a linha que determina a massa
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efetiva9: um ponto comum designa uma transição de fase de segunda ordem e para dois

pontos a transição é de primeira ordem. Desse modo, escrevemos:

dM∗
dT

=

C2
SM

2
∗

2π2

∑∞
n=1

1
n
K1

(
nM∗
T

)
−M∗ −M2

φ +
C2
SM∗
4π2

∑∞
n=1

[
K0

(
nM∗
T

)
+K2

(
nM∗
T

)] , (2.52)

onde C2
S = g2

φσ/M
2
σ . Essa expressão tem pólos devido ao fato do denominador desaparecer

para um conjuto de pontos do tipo: {M∗, T}. Então, podemos determiná-los resolvendo

a equação abaixo (Denominador da Eq. (2.52)):

M∗ +M2
φ −

C2
SM∗
4π2

∞∑
n=1

[
K0

(
nM∗
T

)
+K2

(
nM∗
T

)]
= 0. (2.53)

Logo, o estudo numérico dessa equação e a curva da massa efetiva conduz aos seguintes

resultados:

1. Para C2
S << 1.0 a linha representando a Eq. (2.53) produz apenas um ponto de in-

tersecção com a Eq. (2.31) assim temos uma transição de fase de segunda ordem10.

2. Para C2
S > 1.0 a linha que é solução da Eq. (2.53) tem dois pontos de intersecção

com a solução da equação de auto-consistência e isso determina uma transição de

fase de primeira ordem.

Seguindo essas prescrições, baseado nas ideias desenvolvidas no primeiro caṕıtulo desta

tese e diante das grandezas termodinâmicas constrúıdas nas seções anteriores, vamos mos-

trar ao longo das linhas abaixo as sensibilidades que cada natureza de fase experimenta

quando novos parâmetros aparecem no sistema, tais como: tamanho das dimensões es-

paciais do sistema e a presença de um campo magnético uniforme externo. Além disso,

é natural compreender de que maneira esses resultados são importantes para descrever

alguns fenômenos f́ısicos de interesse: como um gás de mésons charmosos.

2.2 ESTRUTURA DE FASES

Nas seções anteriores introduzimos a estrutura teórica e as caracteŕısticas do com-

portamento termodinâmico dos bósons na presença de um meio constituido de mésons

leves. A partir daqui vamos utilizar apenas a dimensão Euclidiana (D = 4). Em especial,

vamos considerar o caso em que o sistema está em equiĺıbrio qúımico, µ∗ = 0, neste ω não

contribui para as quantidades termodinâmicas de acordo com a descrição dada na seção

2.1.3. Portanto, focamos em resolver a equação de estado para encontrar 〈σ〉 = 〈σ〉(T, L).

9Formalmente podemos denominar a massa efetiva como o parâmetro de ordem que governa a transição

de fase desse sistema da mesma forma que a magnetização faz num sistema ferromagnético.
10Podemos imaginar a obtenção dos expoentes cŕıticos que governam essas transições através de modelos

de leis de potências para regiões próximas do ponto de transição.
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Por conveniência, todas as quantidades f́ısicas estão escalonadas através da massa do

campo dos bósons φ, Mφ,

U
M4
φ
→ U, T

Mφ
→ T, µ

Mφ
→ µ, σ

Mφ
→ σ, Mσ

Mφ
→Mσ,

M∗
Mφ
→M∗, LMφ → L. (2.54)

Além disso, os gráficos do grande potencial termodinâmico será dado através da nor-

malização em relação ao estado de referência U(M∗ = 0) = 0:

Ū(M∗, T, L)

V
=

1

V
[U(M∗, T, L)− U(M∗ = 0, T, L)]. (2.55)

A discussão sobre a estrutura de fases do presente modelo é acompanhado por meio

das mudanças dos parâmetros relevantes, atento à influência das dimensões espaciais

compactificadas nas fases descritas na seção acima 2.1.3. Neste sentido, as transições de

fase são analisadas e comparadas com as diversas situações encontradas na literatura.

Escolhemos o cenário mais simples para obter os resultados: com comprimento de todas

as dimensões compactificadas sendo o mesmo, isto é, Li ≡ L. Isso reduz o sistema em

d = 1, 2, 3: confinado em dois planos paralelos a uma distância L entre eles; confinado em

um tubo infinitamente longo tendo uma seção transversal quadrada de área L2; e uma

caixa cúbica de volume L3.

2.2.1 Sistema sem Fronteiras Espaciais

Iniciamos nossa descrição com a situação mais simples para a estrutura de fase deste

modelo relativ́ıstico, o sistema sem a presença de fronteiras (L→∞) e sem levarmos em

consideração as auto-interações (cúbica e quártica). Neste caso não nos preocuparemos

com a forma e as dimensões do sistema.

Na Fig. 2.1, plotamos o gráfico do 〈σ〉, que é solução da Eq. (2.6), usando a Eq. (2.31),

como uma função da temperatura, para três valores diferentes da massa do campo σ, Mσ:

0.1, 0.25 e 0.5, em equiĺıbrio qúımico, para gφσ = 1.0. Notamos que 〈σ〉 não existe para

temperaturas acima de T ≈ 0.47, 0.96 e 1.79, para Mσ = 0.1, 0.25 e 0.5, respectivamente.

Além disso, 〈σ〉 tem um valor máximo em T ≡ TD ≈ 0.34, 0.87 e 1.76, para os três casos

mencionados acima. Esse valor extremo determina o valor cŕıtico TD que a massa efetiva

vai a zero. Observe que essa temperatura pode ser obtida analiticamente na seção 2.1.2

a partir da Eq. (2.51).

Podemos observar, da Eq. (2.6), que a densidade escalar, que aparece como uma fonte

para o campo 〈σ〉, aumenta quando a temperatura aumenta, em acordo com os resulta-

dos apresentados na Fig. 2.1. Desde que esses mésons escalares descrevam as interações

atrativas entre os bósons, estes serão mais fortemente ligados, e assim a massa efetiva

diminuirá do mesmo modo que acontece com os nucleons descritos por meio da apro-

ximação de campo médio apresentado na Ref. [32]. No contexto da matéria nuclear densa
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Figura 2.1: Gráfico de 〈σ〉, solução da Eq. (2.31), como uma função da temperatura, em

eqúılibrio qúımico. As linhas sólida, tracejada e pontilhada representam Mσ = 0.1, 0.25 e 0.5,

respectivamente. Fixamos gφσ = 1.0.

essa ideia possibilita o estudo da condensação de Kaons e Antikaons [87]. Essa descrição

da condensação de mésons leves desempenham um papel importante nas propriedades da

região mais central de estrelas compactas [88].

Figura 2.2: Gráfico da massa efetiva Eq. (2.12), como uma função da temperatura, em

eqúılibrio qúımico. No plano esquerdo: as linhas sólida, tracejada e pontilhada representam

Mσ = 0.1, 0.25 e 0.5, respectivamente, onde fixamos gφσ = 1.0. No plano direita: as linhas

sólida, tracejada e pontilhada representam gφσ = 1.0, 2.0 e 5.0, respectivamente, onde fixamos

Mσ = 0.25.

Dessas considerações que foram feitas sobre o campo escalar 〈σ〉 permite-nos estudar

o comportamento da massa efetiva do campo φ no meio hadrônico contendo um tipo de
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méson escalar leve. Assim, plotamos no plano direito da Fig. 2.2 os valores para a M∗ que

são soluções da Eq. (2.31) como função de temperatura, para diferentes valores da massa

do campo σ. Podemos observar que a massa efetiva é reduzida quando a temperatura

aumenta, e uma transição de um gás interagente para uma matéria fortemente interagente

aparece em temperatura Tc (similar a uma transição ĺıquido-gás). Esse tipo de transição

de fase é comum em sistemas que contém matéria hadrônica leve como por exemplo os

ṕıons [89, 90, 91]. A matéria nuclear experimenta uma transição de fase do tipo ĺıquido-gás

e seu ponto cŕıtico foi medido em diversos experimentos [92].

Mostramos na Fig. 2.2 (lado direito) um esboço figurativo na curva pontilhada para

representar como a transição de fase acontece, descontinuamente, caindo abruptamente

através do segmento AB (a trajetória ÂC da M∗ é dita não-f́ısica como foi dicutido na

seção 2.1.3). Esse recorte permite melhor entender os resultados do grande potencial

termodinâmico, como vamos ver logo abaixo. As curvas apresentadas na Fig. 2.2 tem o

mesmo comportamento que a matéria de ṕıons usando o modelo sigma linear [93]. Além

disso, esse resultado é similar a matéria nucleon-anti-nucleon [32], que vamos discutir no

próximo caṕıtulo, e a um sistema fermiônico descrito no modelo σ quiral com simetria

SU(2)× SU(2) [94].

Ainda sobre a Fig. 2.2 no plano direito, plotamos a massa efetiva como uma função da

temperatura tomando diferentes valores da constante de acoplamento gφσ. Observamos

que a temperatura cŕıtica decresce quando gφσ aumenta, de acordo com a redução de

TD (ponto C, uma breve ilustração do que pode acontecer com o sistema), discutido

anteriormente. Por exemplo, com gφσ = 2.0 e 5.0 na Eq. (2.51) obtemos TD ≈ 0.43 e

0.17, nesta ordem. Esse fato explicita o papel desempenhado pelo campo σ em ligar os

bósons φ; o aumento da magnitude das interações entre os campos σ e φ permite o sistema

experimentar uma transição de fase em baixas temperaturas.

No intuito de compreender melhor o processo termodinâmico desse sistema, na Fig.

2.3 plotamos a densidade do grande potencial termodinâmico U(T, µ∗ = 0)/V , Eq. (2.28),

normalizado pela Eq. (2.55), como uma função da massa efetiva para gφσ = 2.0 e 5.0,

respectivamente, e Mσ = 0.25. Como sugerido nas figuras anteriores11, observamos uma

transição de fase de primeira ordem ocorrendo em T0 ≈ 0.54, quando a massa efetiva

adquire um valor ∆M∗ ≈ 0.71 no caso em que gφσ = 2.0. Para gφσ = 5.0, uma transição

11A forma do grande potencial termodinâmico confirma que uma transição de fase de primeira ordem

aparece, uma vez que exibe dois mı́nimos degenerados em uma temperatura T0 (o parâmetro de ordem, a

massa efetiva, é descont́ınua neste ponto, como é mostrado na Fig. 2.2). Em outras palavras, em T = T0

existem duas fases em equiĺıbrio uma com a outra, uma com M∗ = 0 e a outra com M∗ = ∆M∗. Observe

na Fig. 2.3 que M∗ = 0 é estável quando T > T0 e metaestável quando T < T0. Uma discussão sobre

transições de fase de primeira ordem e mais detalhes sobre como essas transições ocorrem podem ser

encontrados nas Refs. [95, 96].
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de fase descont́ınua ocorre em T0 ≈ 0.29, quando a massa chega ao valor de ∆M∗ ≈ 0.91.

Assim, podemos destacar que a transição de fase de primeira ordem ocorre em baixas

temperaturas quando o valor da constante de acoplamento gφσ aumenta.

Figura 2.3: Gráfico da densidade do grande potencial termodinâmico Eq. (2.28), como uma

função da massa efetiva, em eqúılibrio qúımico, para Mσ = 0.25. No plano da esquerda: usamos

gφσ = 2.0, com a linhas sólida, tracejada e pontilhada representando T = 0.532, 0.539 e 0.545,

respectivamente. No plano da direita: fixamos gφσ = 5.0, com as linhas sólida, tracejada e

pontilhada representando, T = 0.285, 0.292 e 0.295, na mesma ordem.

Na seção denominada linha cŕıtica hav́ıamos mostrado dois cenários para a natureza

da transição de fase que o modelo de troca de mésons pode vislumbrar. Os resultados

anteriores mostram uma transição de fase de primeira ordem: (gφσ/Mσ)2 >> 1, ratificando

o que foi dito por lá. Por outro lado, um resultado contrário a esse, 0 < (gφσ/Mσ)2 << 1,

exibe uma transição de fase de segunda ordem12, o parâmetro de ordem, a massa efetiva,

decresce suavemente até se anular. Não vamos nos prolongar em discutir esse último

resultado.

Na próxima Fig. 2.4 mostramos um detalhe interessante que ocorre quando as auto-

interações cúbica e quártica são levadas em consideração. No plano esquerdo exibimos

o comportamento da massa efetiva dos bósons para diferentes valores do acoplamento

quártico, b = 0.2, 0.1 e 0.001, matendo fixo Mσ = 0.25 e gφσ = 1.0. Notamos que quando

o valor da magnitude da auto-interação quártica aumenta a temperatura de transição de

fase também aumenta. A presença dessas auto-interações, de acordo com nossa inter-

pretação acima, diminui a ligação entre os bósons fundamentais φ aumentando assim a

temperatura cŕıtica. No plano direito plotamos a massa efetiva também para diferentes

12Uma transição de fase de segunda ordem o parâmetro de ordem desaparece continuamente no valor

de temperatura cŕıtica T0. Em tais casos nunca pode existir fases coexistindo, nem metaestabilidade.



29

valores do parâmetro de auto-interação quártica b = 0.1, 0.01 e 0.001, com Mσ = 0.25 e

gφσ = 5.0. Importante observar que em ambos os casos a massa efetiva vai diminuindo

mais suavemente com o aumento da temperatura quando o auto-acoplamento quártico

vai aumentando (ponto A). Existe um valor da interação quártica que a transição não

descresce descontinuamente mas de maneira cont́ınua. Para valores de a 6= 0 a curva da

massa efetiva se comporta similarmente, embora que em alguns casos existem soluções

negativas para 〈σ〉 e assim M∗ > 1.0, não discutiremos este resultado por aqui. Entre-

tanto, na Ref. [97] encontramos uma boa discussão sobre esses resultados para descrever

o chamado plasma de nucleon-anti-nucleon.

Figura 2.4: Gráfico da massa efetiva Eq. (2.12), como uma função da temperatura, em

eqúılibrio qúımico, com a = 0 e b 6= 0, para Mσ = 0.25. No plano da esquerda: as linhas

sólida, tracejada e pontilhada representam b = 0.2, 0.1 e 0.001, respectivamente, onde fixamos

gφσ = 1.0. No plano da direita: as linhas sólida, tracejada e pontilhada representam b = 0.1,

0.01 e 0.001, respectivamente, onde fixamos gφσ = 5.0.

A mudança na massa efetiva de hádrons devido as interações destes com um meio

denso e quente pode ser importante no cenário das interações fortes para compreender as

propriedades de mésons charmosos. A razão esperada para que as massas desses mésons se

modifiquem é que D e D̄ contém os quarks leves (u, d) ou os anti-quarks leves que podem

interagir com o meio, que pode ser a matéria nuclear, modificando as propriedades desses

mésons pesados [98, 99, 100, 101]. Na Ref. [28], a t́ıtulo de exemplo, apresenta-se um

modelo de troca de mésons como uma alternativa ao estudo dessas estruturas mêsonicas

como estados moleculares.

Desse modo, o modelo em estudo neste caṕıtulo pode ser imaginado como um sistema

de mésons D (Mésons Pesados) interagindo com um meio composto de mésons leves σ e ω

para formar estruturas exóticas. Neste caso, tomamos MD = 1.87 GeV [102], e escolhendo
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Mσ = 0.21MD ≈ 0.4 GeV e gDσ = 5MD ≈ 9.35 GeV. Então, da Eq. (2.51) obtemos a

temperatura cŕıtica T0 ≈ 0.148MD ≈ 277 MeV. Em cálculos de QCD na rede por exemplo

a temperatura de dissociação do charmonium tem um valor entre 1.6Td e 2.35Td [103, 104],

onde Td ≈ 0.092MD ≈ 172 MeV é a temperatura de desconfinamento13 [105].

Conclúımos esta seção enfatizando que o sistema experimenta uma transição de fase

de primeira ordem governado pela intensidade da interação entre o campo bosônico e

os mésons leves constituintes do meio e pela magnitude da massa desse campo. De

modo que essas transições acontecem em temperaturas mais baixas quando aumentamos

a magnitude desses parâmetros. E vimos que diferentemete disso a presença dos termos

de auto-interação cúbico e quártico do campo σ essa matéria permite o sistema aumentar

a temperatura em que a transição de fase ocorre. Ainda vimos que a descrição do modelo

conduz a resultados interessantes no contexto da dissociação de mésons pesados.

2.2.2 Sistema com Dimensão Espacial Compactificada

Nesta seção vamos seguir o mesmo roteiro trilhado no decorrer da seção anterior.

Embora a novidade aqui é o estudo da massa efetiva do campo φ no meio hadrônico

sob a influência das compactificações espaciais e as suas consequências na estrutura de

fase do modelo em questão. Desta forma, as transições de fase são estudadas com foco

no tamanho do sistema e também comparando os casos de uma, duas e três dimensões

espaciais compactificadas.

Na Fig. 2.5 mostramos o comportamento da massa efetiva M∗, para d = 1 (uma

dimensão compactificada), que é determinada por intermédio da Eq. (2.37), para diferentes

valores da coordenada compactificada, em L = 9.0, 5.0 e 4.0, mantendo fixo a constante

de acoplamento e a massa do méson sigma, gφσ = 1.52 e Mσ = 0.26, respectivamente.

Podemos observar que o comportamento da massa efetiva é modificada pela presença da

fronteira espacial. Em baixas temperaturas, os valores da M∗ diminui suavemente quando

o tamanho da coordenada compactificada é reduzida. Além disso, pelas ideias tratadas

sem a compactificação espacial a transição aqui continua sendo de primeira ordem, similar

uma transição ĺıquido-gás. Em resumo, notamos na Fig. 2.5 que a redução do tamando

do sistema permite que a massa efetiva M∗ vai a zero em temperaturas mais baixas.

Mais informações sobre a transição de fase desse sistema pode ser retiradas a par-

tir do grande potencial termodinâmico dado na Eq. (2.36), como hav́ıamos feito antes

no caso em que L → ∞. Na Fig. 2.6 mostramos a densidade do grande potencial ter-

modinâmico como função da massa efetiva para diferentes temperatura e cada gráfico

caracterizado por um dado valor de tamanho do sistema. Eles ratificam a natureza de

13Devemos ter em mente que nesse modelo não existe graus de liberdade internos dos hádrons, e essa

analogia com a transição de fase de desconfinamento é uma alegoria meramente teórica.
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Figura 2.5: Gráfico da massa efetiva Eq. (2.12), como uma função da temperatura, em

eqúılibrio qúımico, com uma dimensão compactificada d = 1. Com as linhas sólida, trace-

jada e pontilhada representando L = 9.0, 5.0 e 4.0, respectivamente, onde fixamos gφσ = 1.52 e

Mσ = 0.26.

primeira ordem da transição. Além disso, observamos que a temperatura cŕıtica dimi-

nui quando o tamanho L é reduzido. Explicitamente, em unidades de Mφ nas figuras,

obtemos, Tc(L = 9.0) = 0.6785 e Tc(L = 4.0) = 0.612 para Mσ = 0.26 e gφσ = 1.52.

Na Fig. 2.7 exibimos a densidade do grande potencial termodinâmico como função da

massa efetiva, para diferentes valores de L e a temperatura mantida fixa. Notamos que,

diminuindo o valor de L o sistema é dirigido da fase quebrada para fase desordenada, em

outras palavras, pode-se dizer que a presença da fronteira tende a inibir a fase quebrada

[106] (A terminologia é a mesma para fenômenos de quebra de simetria como no caso do

modelo de Ginzburg-Landau).

Focamos agora na influência do número de compactificações espaciais nas quantidades

térmicas estudadas anteriormente. Neste sentido, as transições de fase são analisadas

e comparadas entre os casos de uma, duas e três dimensões compactificadas. Como

foi enunciado no prêambulo desta seção tomamos o caso em que todas as coordenadas

compactificadas tem o mesmo tamanho. Como estamos usando D = 4, as limitações

da geometria sugere que o sistema com d = 1, 2, 3 está confinado em: entre dois planos

paralelos (Infinitos) com distância entre eles de tamanho L, em um cilindro infinito de

seção transversal de área L2; e em uma caixa de volume L3.

Na Fig. 2.8 plotamos a massa efetiva como uma função da temperatura para três

tipos de compactificação espacial d = 1, 2, 3 com um mesmo comprimento de L, que

é mantido fixo, para Mσ = 0.26 e gφσ = 1.52. Elas são obtidas por meio da solução

da densidade escalar que são dadas pelas Eqs. (2.37), (2.41) e (2.45), para d = 1, 2, 3,
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Figura 2.6: Gráfico da densidade do grande potencial termodinâmico Eq. (2.36), como uma

função da massa efetiva, com uma dimensão espacial compactificada (d = 1), em eqúılibrio

qúımico, para Mσ = 0.26 e gφσ = 1.52. No plano esquerdo: usamos L = 9.0, com as linhas

cheia, tracejada e pontilhada representando T = 0.6650, 0.6785 e 0.6920, respectivamente. No

plano direito: fixamos L = 4.0, com as linhas cheia, tracejada e pontilhada representando,

T = 0.597, 0.612 e 0.630, na mesma ordem.

Figura 2.7: Gráfico da densidade do grande potencial termodinâmico Eq. (2.36), como uma

função da massa efetiva, com uma dimensão espacial compactificada (d = 1), em eqúılibrio

qúımico, para Mσ = 0.26 e gφσ = 1.52. Com as linhas cheia, tracejada e pontilhada represen-

tando L = 9.0, 5.0 e 4.0, respectivamente, com T = 0.6422.

respectivamente. Como era de se esperar a situação f́ısica cont́ınua sendo a mesma daquilo

descrito para os casos similares estudados acima, embora aqui, percebemos que uma das

consequências de aumentar o número de compactificações espaciais é permitir que a fase
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de massa efetiva nula seja alcançada em temperaturas mais baixas. Estudos semelhantes

foram desenvolvidos na Ref. [107] para mapear as propriedades das transições de fases

influenciados pela geometria do sistema no modelo de Ginzburg-Landau.

Figura 2.8: Gráfico da massa efetiva Eq. (2.12), como uma função da temperatura, em

eqúılibrio qúımico, em L = 5.0. Com as linhas sólida, tracejada e pontilhada representando

d = 1, 2 e 3, respectivamente, onde fixamos gφσ = 1.52 e Mσ = 0.26.

Com base em nossa análise, traçamos na Fig. 2.9 uma situação semelhante à da Fig. 2.8,

mas tomando M∗ como função do inverso do comprimento da dimensão espacial compac-

tificada (x = 1/L), para as três situações de dimensões espaciais compactificadas em

estudo. Na Fig. 2.9, a mudança da massa efetiva pela presença da fronteira espacial é

mais expĺıcita. Podemos ver que, à medida que L diminui existe um alcance no qual M∗

sofre uma redução. Em particular, esta redução é mais rápida para um número maior

de dimensões espaciais compactificadas. Em outras palavras, o aumento de d produz um

valor maior de L em que o sistema adquire uma massa efetiva que desaparece. Assim, a

caixa cúbica tem o maior valor para Lc em que o sistema experimenta uma transição de

fase.

Seguindo a estratégia de obter os resultados da estrutura de fase do sistema, por fim,

na Fig. 2.10 plotamos a densidade do potencial termodinâmico para os casos d = 1, 2, 3,

as Eqs. (2.36), (2.40) e (2.44), como função da massa efetiva, para um valor fixo da co-

ordenada compactificada de tamanho L. Ele demonstra que o sistema é dirigido da fase

quebrada para a fase desordenada quando o número de dimensões compactificadas d au-

menta. Disso, dizemos que o aumento do número de dimensões espaciais compactificadas

favorece explicitamente a fase não-quebrada do sistema.

Enfim, encerramos esta seção com a ideia de que a restrição espacial modifica a es-

trutura de fases do sistema uma vez que o parâmetro de ordem, a massa efetiva, vai a
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Figura 2.9: Gráfico da massa efetiva Eq. (2.12), como uma função do inverso do tamanho do

sistema x = 1/L, em eqúılibrio qúımico. Com as linhas sólida, tracejada e pontilhada represen-

tando d = 1, 2 e 3, respectivamente, onde fixamos gφσ = 1.52, Mσ = 0.26 e T = 0.3.

Figura 2.10: Gráfico da densidade do grande potencial termodinâmico Eq. (2.36), como uma

função da massa efetiva, em eqúılibrio qúımico, para Mσ = 0.26 e gφσ = 1.52. Com a linhas

sólida, tracejada e pontilhada representando d = 1, 2 e 3, respectivamente, em T = 0.5.

zero em temperaturas mais baixas com a redução da dimensão espacial compactificada.

Esses aspectos geométricos são relevantes pois tanto a redução do tamanho do sistema

quanto o aumento do número de dimensões espaciais compactificadas desfavorecem a fase

ordenada. Contudo, embora o nosso modelo ainda seja muito simples para estudar as

interações entre hádrons encontramos aspectos interessantes sobre seu comportamento

termodinâmico na aproximação de campo médio investigado sob a ótica dos parâmetros

geométricos.
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2.3 SISTEMA NA PRESENÇA DE UM CAMPO MAGNÉTICO UNIFORME EX-

TERNO

Nesta seção vamos estudar as mudanças, a partir da presença de um campo magnético

uniforme, na estrutura de fase do modelo em questão. Efeitos magnéticos por exemplo,

podem explicar processos de resfriamento ou aquecimento na parte mais central de estrelas

compactas através da formação de condensados magnetizados de mésons leves [108].

2.3.1 Modelo

De ińıcio a densidade de Lagrangiana, Eq. (2.1), tem uma simples mudança nos ter-

mos que aparecem a derivada ordinária atuando nos campos carregados para a derivada,

comumente chamada, de covariante,

Dµ = ∂µ + iqAextµ , (2.56)

onde q é a carga das part́ıculas bosônicas e Aextµ o quadripotencial associado ao campo

magnético externo. Dessa forma, a Eq. (2.4) de movimento para o campo escalar carregado

pode ser reescrita na forma:

DµD
µφ+M2

∗φ+ 2igφω〈ω0〉∂0φ = 0. (2.57)

Em uma dimensão do espaço-tempo qualquer, o campo uniforme pode ser representado

por F 12 = H, onde F µν é o tensor de campo eletromagnético. Caso a dimensionalidade

seja D = 4 a escolha é dita calibre de Landau, e escrevemos,

Aextµ = (0,−Hx2, 0, 0), (2.58)

onde H é a intensidade do campo uniforme externo14. Com essa implementação a

Eq. (2.57), na aproximação de campo médio, tem a forma de uma equação tipo oscilador

harmônico, cujo desenvolvimento é dado na Ref. [109]. De forma que as autofunções e

espectro de energia para Eq. (2.57) são dados por,

φ(x) = ei(p0x0−p1x1−p3x3) 1√
2ll!

(
eH

π

)1/4

Hl [X2] e−
1
2
X2

2 , (2.59)

e

E = ±
√
p2

3 +M2
∗ + qH (2l + 1)− gφω〈ω0〉, (2.60)

respectivamente, onde Hl são os polinômios de Hermite e X2 =
√
eH
(
x2 − p1

eH

)
. Sendo

l = 0, 1, 2, ..., correspondendo aos ńıveis de Landau. E da Eq. (2.60) a priori, podemos

14Esse quadripotencial deriva de um campo magnético uniforme na direção x̂3, ou seja, ~H = Hx̂3.
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observar uma redução dimensional15 do sistema de quatro para duas dimensões. Assim o

efeito magnético inicialmente é a introdução da base de Landau, que implica a mudança

no espaço dos momentos da integração, na forma:∫
d4p

(2π)4
f(p)→ qH

2π

∞∑
l=0

∫
d2p

(2π)2
f(p0, p3, l), (2.61)

onde qH/2π é fator de degenerescência devido a quantização.

A partir dessas informações podemos construir a grande função de partição para tratar

o sistema térmico no contexto da presença de um campo magnético. Para começar, a ação

descrita na Eq. (2.10), que aparece na função partição, Eq. (2.9), é escrita,

SB = −
∫ β

0

dτ

∫
d3xφ[(∂0 − µ∗)2 + ~∇2 − 2iqHx1∂x2 − (qH)2x2

1 +M2
∗ ]φ
†, (2.62)

notavelmente, pode-se identificar a base desse operador, como a de Landau, com as au-

tofunções normalizadas dadas pela Eq. (2.59).

E diante das ideias acima podemos reescrever a expansão dos campos (com a devida

prescrição do formalismo de tempo imaginário), dada na Eq. (2.14), como:

φ(x) =

√
β

V

∞∑
l=0

∞∑
n=−∞

∑
~p

ei(ωnτ+~p·~x)φl,n(ωn, ~p). (2.63)

Substituindo essa expansão na Eq. (2.62), obtemos uma ação na forma:

SB = −β
∞∑
l=0

∞∑
n=−∞

∑
p3

φ[(iωn − µ∗)2 + ~p2
3 +M2

∗ + qH(2l + 1)]φ†, (2.64)

onde usamos a identidade dada na Eq. (2.16) e a relação de ortonormalidade dos po-

linômios de Hermite, dada por∫
dye−y

2

Hn(y)H∗n(y) = 2nn!
√
π. (2.65)

Portanto, integrando a Eq. (2.9), sobre os campos φ e φ†, usando a Eq. (2.64) o grande

potencial termodinâmico fica na forma:

U(β, µ∗, H)

V
= Uσ,ω −

qH

2π

∞∑
l=0

∞∑
n=−∞

∫
dp3

(2π)
ln[(ωn − iµ∗)2 + p2

3 +M2
l ], (2.66)

onde, por caráter de simplificação definimos:

Ml =
√
M2
∗ + 2qH(2l + 1). (2.67)

15Em um campo magnético uniforme de intensidade H, ao longo do eixo-x3, uma part́ıcula carregada

deve seguir uma trajetória helicoidal cujo eixo é paralelo ao eixo-x3 e cuja projeção no plano (x1, x2) é

um ćırculo. O movimento ao longo da direção x3 tem uma velocidade linear constante v3, enquanto que

no plano (x1, x2) tem uma velocidade angular constante qH/M .



37

A forma mais simples para o sistema é uma topologia do tipo: Γ1
2 = S1 × R1, onde

a coordenada espacial não tem restrições de limite. Neste caso, encontramos a forma do

grande potencial termodinâmico (realizando todos os procedimentos matemáticos para

chegar na Eq. (2.23), encontrar a série do tipo dada na Eq. (2.25) e chegar na respectiva

continuação anaĺıtica desenvolvida no apêndice A) como segue,

U(T, µ,H)

V
= Uσ,ω + UH

v −
qH

2π2

∞∑
l=0

∞∑
n=1

cosh(nµ∗β)

(
Ml

nβ

)
K1 (nβMl) (2.68)

onde UH
v = Uv +UH

φ , com UH
φ sendo a contribuição do vácuo magnetizado (observar com

atenção o apêndice B), dado por:

UH
φ =

(qH)2

4π2

[
ζ
′
(
−1,

1

2
+ z

)
− 1

2
z2 ln z +

1

4
z2

]
, z ≡ M2

∗
2qH

(2.69)

onde ζ(ν, a) é a função Zeta Hurwitz com ζ
′
(ν, a) ≡ ∂ζ(ν, a)/∂ν. E K1 é função de Bessel

modificada de primeiro tipo.

As equações de estado de gás de bósons na presença de um campo magnético uniforme

para os resultados acima têm as formas:

ρHs = Gφ(z) +
qH

2π2

∞∑
l=0

∞∑
n=1

cosh(nµ∗β)K0(nβMl), (2.70)

e

ρH = −qH
π2

∞∑
l=0

∞∑
n=1

sinh(nµ∗β)MlK1(nβMl), (2.71)

onde na Eq. (2.70) introduzimos a função,

Gφ(z) =
qH

8π2

[
ln

(
1

2
+ z

)
− 1

2
ln(2π) + z ln z − 3z

]
. (2.72)

Como antes, na ausência de campo magnético, nota-se da Eq. (2.71) que quando o

eqúılibrio efetivo é alcançado, µ∗ = 0, encontramos 〈ω0〉 = 0, que corresponde ρH = 0.

Portanto, o campo vetorial em nenhum dos casos estudado acima contribuem para as

propriedades térmicas do modelo de troca de mésons na aproximação de campo médio

quando o número de bósons e anti-bósons são iguais.

Agora imagine que tenhamos a coordenada espacial x3 compactificada, nessas cir-

cunstâncias podemos entender o sistema confinado entre dois planos paralelos, normal ao

eixo x3, a uma distância L um do outro. E dessa forma, a Eq. (2.66) torna-se:

U(T, µ, L,H)

V
= Uσ,ω + UH

v −
qH

2π2

∞∑
l=0

Ē
M2
l

2

(
0;

4π2

β2
,
4π2

L2
i
µ∗β

2π
, 0

)
, (2.73)
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E as equações de estado de um gás de bósons na presença de um campo magnético

uniforme e confinado numa região limitada na direção x3, podem ser escritas:

ρHLs = Gφ(z) +
qH

2π2

∞∑
l=0

¯̄E
M2
l

2

(
0;

4π2

β2
,
4π2

L2
i
µ∗β

2π
, 0

)
, (2.74)

e

ρHL = −qH
π2

∞∑
l=0

∞∑
n=1

sinh(nµ∗β)Ml

[
K1(nβMl) +

+
∞∑

n1=1

(
nβ√

n2β2 + n2
1L

2

)
K1(Ml

√
n2β2 + n2

1L
2)

]
. (2.75)

Da mesma forma que todos os casos anteriores no eqúılibrio qúımico as quantidades

termodinâmicas não são afetadas pelo campo médio 〈ω0〉.

2.3.2 Estrutura de Fase

Focamos nossa análise no grande potencial termodinâmico e na solução da equação

de estado dados pelas Eqs. (2.70) e (2.74), respectivamente, em equiĺıbrio qúımico. Em

especial, vamos verificar as caracteŕısticas dos diagramas de fase a partir da influências

do campo magnético e do tamanho do sistema. As escalas são as mesmas utilizadas na

Eq. (2.54). No mais vamos definir a notação Ω = qH, para expressar assim as chamadas

frequências de cyclotron. Podemos observar da Eq. (2.60) que Ω tem dimensão de massa

ao quadrado e assim, como tomamos todas as quantidades f́ısicas com a escala da massa

do campo bosônico Mφ, a frequência de cyclotron terá um parâmetro sem dimensão do

tipo:

Ω

M2
φ

→ Ω. (2.76)

como todas as outras quantidades da Eq. (2.54). E ainda o grande potencial termo-

dinâmico carrega uma normalização similar aquela dada na Eq. (2.55).

De ińıcio vamos tomar o caso mais simples que é L → ∞ (Bulk). Na Fig. 2.11, a

massa efetiva, Eq. (2.12) com a Eq. (2.70), é exibida como uma função da temperatura,

para diferentes valores de campo magnético. Encontramos que em valores baixos do

campo magnético, a massa efetiva se comporta de maneira similar aos casos estudados

nas seções anteriores, sem a presença do campo magnético, o caso t́ıpico de uma transição

de fase ĺıquido-gás. Entretanto, para grandes valores de campo magnético Ω, observamos

que quando a temperatura aumenta, M∗ atinge uma região em que começa a decrescer

aproximadamente a temperatura constante. Esse efeito é ainda mais notável para baixos

valores de constante acoplamento. Ademais, notamos que em baixas temperaturas ocorre
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Figura 2.11: Gráfico da massa efetiva, Eq. (2.12) com Eq. (2.70), como uma função da

temperatura, em eqúılibrio qúımico, com Mσ = 0.25. Na esquerda: as linhas sólida, tracejada

e pontilhada representam Ω = 0.5, 0.25 e 0.1, respectivamente, onde fixamos gφσ = 5.0. Na

direita: as linhas sólida e tracejada representam Ω = 0.5 e 0.25, respectivamente, onde fixamos

gφσ = 2.0.

o processo denominado de catálise magnética, isto significa que a massa aumenta como

uma função do campo magnético.

De forma a comprender a dinâmica da estrutura de fases do modelo de troca de mésons

na aproximação de campo médio, agora magnetizado, nas Figs. 2.12-2.15 plotamos a

densidade do grande potencial termodinâmico, dado na Eq. (2.68), como uma função da

temperatura, em diferentes valores de temperatura na região de transição de fase, com

o campo magnético mantido fixo em três casos diferentes. Abaixo resumimos alguns

aspectos que devem ser notados:

I Para valores fixos de Ω, existe uma transição da fase quebrada para a fase não-

quebrada quando a temperatura aumenta, como nos casos anteriores na ausência de

campo magnético.

II Com o campo magnético mantido em pequenos valores (Ω = 0.1 e Ω = 0.25 na

Fig. 2.12), para gφσ = 5.0, o sistema exibe uma transição de fase de primeira ordem

quando a temperatura aumenta.

III Com o campo magnético mantido em grandes valores (Ω = 0.25 e Ω = 0.5 na

Fig. 2.13), e para baixo acoplamento gφσ = 2.0, o sistema exibe uma transição de

fase de primeira ordem quando a temperatura aumenta em Ω = 0.25 e quando Ω =

0.25 experimenta uma transição de fase de segunda ordem através do aumento da
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temperatura. Isso mostra que a natureza da fase do sistema é senśıvel à escolha do

campo magnético.

IV Também, quando o campo magnético aumenta a temperatura cŕıtica em que o sistema

apresenta a transição de fase aumenta.

V Em especial, para valores grandes do campo magnético (Como por exemplo, Ω = 0.5

na Fig. 2.15), emerge do sistema uma transição de fase de dois passos quando a

temperatura aumenta. Primeiro, uma transição de fase descont́ınua ocorre quando

a massa efetiva salta para valores menores, isto acontece em temperaturas em que

dois mı́nimos locais não nulos do grande potencial termodinâmico são degenerados.

Aumentando ainda mais a temperatura, uma transição de fase cont́ınua aparece,

com o mı́nimo absoluto, que dá o valor de equiĺıbrio da M∗, tendendo a zero. Uma

transição de dois passos similar a essa ocorre em um modelo de quatro férmions [110].

VI Dos itens II e V podemos dizer que existe um campo magnético cŕıtico Ωc que divide

o sistema em dois tipos de transição de fase no intervalo 0.3 < Ω < 0.4.

Figura 2.12: Gráfico da densidade do grande potencial termodinâmico Eq. (2.68), como uma

função da massa efetiva, em eqúılibrio qúımico, para Mσ = 0.25 e gφσ = 5.0. Na esquerda: com

as linhas sólida, tracejada e pontilhada representando T = 0.298, 0.300 e 0.302, respectivamente,

em Ω = 0.1. Na direita: as linhas sólida, tracejada e pontilhada representando, T = 0.318, 0.320

e 0.322, na mesma ordem, com Ω = 0.25.

Além disso, a densidade de potencial termodinâmico, dado por Eq. (2.68), para

L → ∞, é plotado na Fig. 2.15 como uma função de M∗, para diferentes valores de

campo magnético, mas com a temperatura mantida fixa, em dois cenários diferentes. As

principais conclusões discutimos nas próximas linhas.
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Figura 2.13: Gráfico da densidade do grande potencial termodinâmico Eq. (2.68), como uma

função da massa efetiva, em eqúılibrio qúımico, para Mσ = 0.25 e gφσ = 2.0. Na esquerda: as

linhas sólida, tracejada e pontilhada representando T = 0.560, 0.5627 e 0.5658, respectivamente,

em Ω = 0.25. Na direita: as linhas sólida, tracejada e pontilhada representando, T = 0.590,

0.600 e 0.610, na mesma ordem, com Ω = 0.5.

Figura 2.14: Gráfico da densidade do grande potencial termodinâmico Eq. (2.68), como uma

função da massa efetiva, em eqúılibrio qúımico, para Mσ = 0.25 e gφσ = 5.0. Fixamos Ω = 0.5,

com as linhas sólida, tracejada, pontilhada e traço e ponto representando, T = 0.361, 0.3615,

0.362 e 0.370, respectivamente.

I Para valores fixos de T , existe uma transição da fase não-quebrada para a fase que-

brada dirigida pelo aumento do campo magnético; que é, o aumento do campo

magnético tende a favorecer a fase ordenada, em oposição ao aumento da tempe-

ratura que conduz o sistema a fase com simetria restaurada. O favorecimento da fase
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quebrada com o aumento do campo magnético também é vista em outras situações,

incluindo sistemas fermiônicos [111, 112, 113, 114]. O significado f́ısico desse efeito é

que o campo magnético dirige o sistema a fase ordenada, a manutenção da correlação

de longo alcance é aumentada, favorecendo a ordem.

II Com a temperatura mantida em pequenos valores, o sistema exibe uma transição de

fase de primeira ordem da fase não-quebrada para a fase quebrada quando o campo

magnético aumenta.

III Quando a temperatura aumenta, o campo magnético cŕıtico em que o sistema sofre

uma transição de fase aumenta.

IV Em altas temperaturas, quando o campo magnético aumenta o sistema mais uma vez

exibe uma transição de fase de dois passos da fase não-quebrada para a fase quebrada:

primeiro uma transição de fase cont́ınua, com o mı́nimo absoluto aparecendo para

um valor não-nulo da massa efetiva M∗, e depois uma transição de fase descont́ınua,

quando o segundo mı́nimo local emergente com um valor de massa maior supera o

primeiro, tornando-se um mı́nimo absoluto.

Figura 2.15: Gráfico da densidade do grande potencial termodinâmico Eq. (2.68), como uma

função da massa efetiva, em eqúılibrio qúımico, para Mσ = 0.25 e gφσ = 5.0. No plano esquerdo

(T = 0.30): as linhas sólida, tracejada e pontilhada representando Ω = 0.08, 0.10 e 0.12,

respectivamente. No plano direito (T = 0.36): as linhas sólida, tracejada, pontilhada e traço e

ponto representando, Ω = 0.470, 0.490, 0.491 e 0.492, na mesma ordem.

Podemos agora tomar o caso em que o sistema exibe uma geometria de um filme

infinito com tamanho L entre as placas. Dessa forma, na Fig. 2.16, mostramos o com-

portamento da massa efetiva como uma função da temperatura para grandes valores do
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campo magnético e da constante de acopoplamento, para diferentes tamanho do sistema.

Notamos que a presença da fronteira reduz a temperatura que M∗ vai a zero (Da mesma

forma que a seção 2.2, como era de se esperar) e, principalmente, inibe a região em

que a massa é independente da temperatura como vimos. A priori, nesse caso, os dois

parâmetros competem entre si para aumentar (Efeito do campo magnético) ou diminuir

(Efeito do tamanho finito) a temperatura cŕıtica do sistema, como podemos observar nas

Fig. 2.17 e 2.18. Além disso, podemos observar que a presença da fronteira diminui a

massa efetiva em baixas temperatura reduzindo o efeito da catálise magnética.

Figura 2.16: Gráfico da massa efetiva, Eq. (2.12) com a Eq. (2.74), como uma função da

temperatura, em eqúılibrio qúımico, com Mσ = 0.25 e gφσ = 5.0. As linhas sólida, tracejada e

pontilhada representam L = 5.5, 4.5 e 4.0, respectivamente, onde fixamos Ω = 0.5.

Revelamos de maneira mais expĺıcita que essa competição é vencida pela fronteira

quando esta inibe a natureza de dois passos da transição para grandes valores do campo

magnético (Ω = 0.5) exibindo a densidade do grande potencial termodinâmico como uma

função da massa efetiva na Fig. 2.17. Mostramos isso em dois cenários: primeiro, no plot

da esquerda para um grande valor da dimensão compactificada mantendo a transição de

fase de dois passos e segundo o plot com um valor reduzido. Observamos que essa redução

empurra o mı́nimo local mais próximo da origem para zero, modificando a natureza de

fase de uma de dois passos para uma simples transição de fase de primeira ordem. A

Fig. 2.18 reforça essas caracteŕısticas.

Na seção anterior consideramos que esses campos escalares fossem mésons charmosos

e mostramos a temperatura cŕıtica quando a massa efetiva vai a zero. Sob a influência

do campo magnético tomando Ω = 0.035MD = 65 MeV, a transição de fase ocorre em

temperatura cŕıtica de Tc ≈ 0.27MD ≈ 505 MeV. Esse valor é quase duas vezes maior do

que aquele encontrado para o caso sem a presença de um campo magnético externo no
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Figura 2.17: Gráfico da densidade do grande potencial termodinâmico Eq. (2.73), como uma

função da massa efetiva, em eqúılibrio qúımico, para Mσ = 0.25, gφσ = 5.0 e Ω = 0.5. Na

esquerda (L = 6.5): as linhas sólida, tracejada e pontilhada representando T = 0.353, 0.356 e

0.359, respectivamente. Na direita (L = 4.5): as linhas sólida, tracejada, pontilhada e traço e

ponto representando, T = 0.3273, 0.3300 e 0.3318, nesta ordem.
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Figura 2.18: Gráfico da densidade do grande potencial termodinâmico Eq. (2.73), como uma

função da massa efetiva, em eqúılibrio qúımico, para Mσ = 0.25, gφσ = 5.0, Ω = 0.5 e T = 0.353.

As linhas sólida, tracejada e pontilhada representando L = 5.5, 6.0 e 6.5, respectivamente.

bulk (seção anterior). Não obstante eles são menores para campos magnéticos mais fracos

como já foi observado na descrição dos resultados apresentados nos gráficos desta seção.

O aumento da temperatura cŕıtica com aumento da intensidade do campo magnético

é relatado em alguns modelos na literatura para tratar o desconfinamento. Podemos

observar essa cararacteŕıstica no cenário para mésons leves a partir do modelo de Nambu-



45

Jona-Lasinio [115] e usando o modelo de Gás de Ressonâncias de Hádrons [116]. Por outro

lado a transição de fase hádron-quark a temperatura cŕıtica diminui com o aumento do

campo magnético como mostrado na Ref. [117].

Nesta seção vimos que a presença do campo magnético uniforme externo se manifesta

no modelo descrito acima de duas formas. Primeiro, que para valores baixos de campo

magnético o sistema experimenta uma simples transição de fase de primeira ordem como

nas seções anteriores. Segundo, constatamos que para valores altos do campo magnético

a natureza da transição de fase é modificada de uma simples transição de fase de primeira

ordem para uma transição de fase de dois passos com um valor de fronteira entre elas

determinado por Ωc. Entretanto, mostramos que existe um comportamento não-trivial na

região de valores altos de campos magnéticos devido a presença de uma fronteira espacial

no sistema que elimina essa transição de fase de dois passos à medida que reduzimos o

tamanho finito do sistema, revelando novamente a face de uma simples transição de fase

de primeira ordem.

Terminamos, portanto, este caṕıtulo enfatizando que obtemos contribuições impor-

tantes para o diagrama de fase de sistemas termodinâmicos simples em que os graus de

liberdade são part́ıculas de spin-0 interagindo com um meio denso e quente composto

de hádrons leves. Isso através da minimização do grande potencial termodinâmico e por

ele próprio combinando diversos parâmetros internos e externos do sistema tais como: a

magnitude das interações, o tamanho e a geometria do sistema, e a presença de um campo

magnético externo, promovendo a dinâmica de diversos tipos de transições de fases. Ainda

mostramos como podemos empregar esses resultados em alguns casos f́ısicos de interesse,

como por exemplo: a matéria composta de mésons charmosos.



CAṔITULO 3

GÁS DE FÉRMIONS

Neste caṕıtulo dedicamos nossa atenção a descrição de um sistema relativ́ıstico com

graus de liberdade fermiônicos através do modelo de troca de mésons σ e ω, na aproxi-

macão de campo médio (conhecido na literatura como modelo de Walecka). Da mesma

forma daquilo que foi desenvolvido no caṕıtulo anterior vamos estudar as modificações no

diagrama de fases do sistema devido a aspectos internos e externos tais como: efeitos de

tamanho do sistema, da forma geométrica [58] e a presença de um campo magnético uni-

forme externo [59]. E por fim, aplicamos essas ideias a matéria nucleon-anti-nucleon como

instrumento de caracterizar as transições de fase da matéria que interage fortemente.

3.1 MODELO

Esta seção tem como principal objetivo construir o modelo de troca de mésons na

aproximação de campo médio desenvolvido por Walecka [39] e aprimorado por Boguta e

Bodmer [118]. A ideia central reside em descrever a interação de bárions pela troca de

mésons: os campos de mésons escalar-isoescalar σ reproduzem a atração de médio alcance

e os campos vetorial-isoescalar ω responsável pela repulsão de curto alcance1. Pensado

do ponto de vista da matéria nuclear a troca de mésons simula a partir do méson σ

eletricamente neutro a troca de dois ṕıons e o méson ω a troca do méson σ. De modo que

o méson σ representa uma larga ressonância em espalhamentos ππ em 500−600 MeV [1].

A densidade de Lagrangiana que contém essas interações, descrevem esses acoplamentos,

na forma,

L = ψ̄(iγµ∂µ −Mψ + gψσσ − gψωγµωµ)ψ − 1

4
WµνW

µν +
1

2
M2

ωωµω
µ +

1

2
(∂µσ)(∂µσ)−

−1

2
M2

σσ
2 − a

3!
σ3 − b

4!
σ4, (3.1)

onde Wµν = ∂µων − ∂νωµ e Mψ, Mσ e Mω são as massas do campo espinorial (Bárions)

ψ, do campo σ e do campo ω, respectivamente. As constantes de acoplamento são: gψσ e

gψω, além das constantes de auto interação do campo σ, a e b 2. Esses auto-acoplamentos

1No limite não-relativ́ıstico o potencial, por exemplo, de dois nucleons (σ − ψψ̄ e ω − ψψ̄), que são

interações de Yukawa [4, 5, 6].
2Esses termos foram introduzido por Boguta e Bodmer para encontrar um valor razoável da compres-

sibilidade para matéria nuclear em equiĺıbrio [118].
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podem, também, ser inclúıdos para cancelar termos divergentes que aparecem na ener-

gia de vácuo. Ainda, γµ são as matrices de Dirac, que são definidas pela relação de

anticomutação {γµ, γν} = 2gµν , elas são (na representação padrão):

γ0 =

(
1̂ 0

0 −1̂

)
, ~γ =

(
0 ~σ

−~σ 0

)
. (3.2)

Essas matrizes tem dimensão 4 × 4: com 1̂ denotando a matriz identidade de dimensão

2× 2 e ~σ as matrizes de Pauli. Na Eq. (3.1) ψ̄ = ψ†γ0.

A Lagrangiana descrita pela Eq. (3.1) tem uma simetria global U(1). Por meio do

teorema de Noether dizemos que existe uma corrente conservada associada com essa si-

metria.

No calibre de Lorentz ∂λω
λ = 0, as equações de movimento para os campos ψ, σ e ω,

são

[γµ(∂µ − igψωγµωµ)− (Mψ − gψσσ)]ψ = 0, (3.3)

∂µ∂
µσ +M2

σσ +
a

2!
σ2 +

b

3!
σ3 = gψσρs, (3.4)

∂µ∂
µων +M2

ωω
ν = igψωj

ν . (3.5)

A Eq. (3.3) é do tipo Dirac para o campo ψ, com os mésons ω e σ inclúıdos por substituição

minimal. As Eqs. (3.4) e (3.5) são equações de campos massivos, tendo como fontes o

campo ψ. Com a densidade escalar ρs = ψ̄ψ, a densidade bariônica ρ = j0 = ψ̄γ0ψ, e a

corrente bariônica ~j = ψ̄~γψ.

Do mesmo modo que foi pensado para os campos mesônicos (σ, ω) no caṕıtulo anterior

podemos tratá-los na aproximação de campo médio. Assim, a densidade de Lagrangiana

dada pela Eq. (3.1), torna-se:

L = ψ̄[iγµ∂µ − (Mψ − gψσ〈σ〉)− gψωγ0〈ω0〉]ψ +
1

2
M2

ω〈ω0〉 − 1

2
M2

σ〈σ〉2 −

− a
3!
〈σ〉3 − b

4!
〈σ〉4. (3.6)

E nesta aproximação as equações de movimento, Eqs. (3.4) e (3.5), ficam:

M2
σ〈σ〉+

a

2!
〈σ〉2 +

b

3!
〈σ〉3 = gψσρs, (3.7)

e

〈ω0〉 = −gψω
M2

ω

ρ, (3.8)

respectivamente, onde ρs = ψ̄ψ é a densidade escalar dos férmions e ρ = ψ̄γ0ψ é a

densidade número dos férmions. Uma interpretação disso permite-nos dizer que o (a) au-

mento (redução) da interação através dos parâmetros de mediação aumenta o condensado
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formado pelos campos espinorias fundamentais, que podem ser, por exemplo, nucleons

(similar a ideia que aplicamos ao modelo escalar estudado no caṕıtulo anterior).

Com esse modelo podemos construir um sistema térmico que represente um gás de

férmions cujos aspectos fundamentais de interação são estudados via aproximação de

campo médio. Similarmente do que foi realizado no caṕıtulo 2, ou seja, as modificações

devido as interações são incorporadas na massa e no potencial qúımico como foi reali-

zado lá e vamos observar logo abaixo. A grande função de partição, de acordo com a

representação dada no caṕıtulo 1, Eq. (1.19), tem a forma:

Z =

∫
Dψ̄Dψ exp

[
−
∫ β

0

dτ

∫
dD
∗
x(LE + µj0)

]
, (3.9)

de tal forma que definimos uma topologia do tipo ΓδD = S11 × RD∗ , onde D∗ = D − 1,

com S11 correspondendo a compactificação do tempo imaginário (τ ∈ [0, β]). O potencial

qúımico µ está associado com a corrente de Noether devido a invariância da ação por

meio da transformação global U(1) e j0 ∝ ψ̄γ0ψ é a corrente conservada. Diante disso, a

Eq. (3.9), com a Lagrangiana dada na Eq. (3.6), se transforma em,

Z = C

∫
Dψ̄DψeSF , (3.10)

onde SF é ação para a teoria fermiônica na aproximação de campo médio dada por:

SF = −
∫ β

0

dτ

∫
dD
∗
xψ̄[−γ0∂τ + i~γ · ~∇−M∗ + µ∗γ0]ψ, (3.11)

e a constante C é escrita na forma,

C = exp

[
βVD∗

(
1

2
M2

ω〈ω0〉 − 1

2
M2

σ〈σ〉2 −
a

3!
〈σ〉3 − b

4!
〈σ〉4

)]
, (3.12)

sendo VD∗ o hiper volume no espaço. Os termos M∗ e µ∗ na Eq. (3.11) são:

M∗ = Mψ − gψσ〈σ〉, (3.13)

µ∗ = µ− gψω〈ω0〉. (3.14)

Essas duas expressões mostram que os campos escalar e vetorial modificam as massas e

potencial qúımico dos bárions em um meio denso e aquecido. Portanto, na ordem mais

baixa as interações são manifestadas nas Eqs. (3.13) e (3.14), de modo análogo ao modelo

descrito no caṕıtulo 2 para campos escalares carregados. Embora, as massas efetivas dos

dois modelos tenham uma forma ligeiramente diferentes.

Como o campo ψ(~x, τ) é anti-periódico no intervalo 0 < τ < β podemos expandi-los

em uma série de Fourier no espaço dos momentos:

ψ(~x, τ) =
1√
V

∞∑
n=−∞

∑
~p

ei(~p·~x+ωnτ)ψ(ωn, ~p), (3.15)
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de modo que neste caso as frequências de Matsubara são ωn = π(2n+1)
β

, onde n é todo e

qualquer inteiro.

Se substituirmos a Eq. (3.15) no argumento da Eq. (3.11) e usando a identidade (2.16),

obtemos para SF :

SF = −β
∞∑

n=−∞

∑
~p

ψ∗n,~p[(iωn − µ∗) + γ0~γ · ~p−M∗γ0]ψn,~p, (3.16)

Notando-se que os espinores ψ∗ e ψ são funções com 4 componentes e que os termos dentro

dos colchetes na Eq. (3.16) contém as matrizes γ que tem uma estrutura 4× 4, Eq. (3.2),

e os campos obdecem a álgebra de Grassmann3 a integração da Eq. (3.10) deve ser feita

levando em conta que (Diferentemente do que usamos para o campo bosônico, Eq. (2.17)):∫
Dψ̄Dψe−ψ̄Mψ = detM. (3.17)

Usando a representação de Dirac para as matrizes γ e desenvolvendo o termo entre

colchetes na Eq. (3.16) chegamos a seguinte notação matricial,
iωn − µ∗ − ~p 0 M∗ 0

0 iωn − µ∗ + ~p 0 M∗

M∗ 0 iωn − µ∗ + ~p 0

0 M∗ 0 iωn − µ∗ − ~p

 . (3.18)

Agora, colocando a Eq. (3.16) na integral funcional Eq. (3.10) encontramos uma ex-

pressão idêntica a Eq. (3.17). Logo, devemos resolver o determinante da matriz dada na

Eq. (3.18) para encontrar a grande função de partição (com a atenção aos somátórios

que aparecem). Após essas manipulações e tirar o logaritmo natural do resultado desse

processo encontramos a grandeza de interesse, o grande potencial termodinâmico para

esse sistema fermiônico, que é (mais detalhes sobre essas manipulações matemática ver

Ref. [1], caṕıtulo 2, seção 2.5):

U(T, µ∗)

VD
= Uσ,ω +

η

2

∞∑
n=−∞

∫
dDp

(2π)D
ln[(ωn − µ∗)2 + p2 +M2

∗ ], (3.19)

onde o termo Uσ,ω é expressão dada pela Eq. (2.19) do caṕıtulo anterior e η é o fator de

degenerescência (que pode assumir os valores de acordo com a natureza dos férmions, por

exemplo, η = 4 para matéria nuclear e η = 2 para matéria de nêutrons). Essa expressão

do grande potencial termodinâmico é diferente em alguns aspectos daquela encontrada

para o sistema bosônico no caṕıtulo anterior. Além da frequência de Matsubara ser anti-

peródica, aparece um fator (−1) no último termo da Eq. (3.19) devido a integração sobre

as variáveis de Grassmann, consequentemente observamos um sinal positivo ali.

3Essa álgebra surge devido a estrutura natural de anti-comutação dos campos fermiônicos (Variáveis

de Grassmann).
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Essa expressão para o grande potencial termodinâmico pode ser estendido a uma

topologia mais geral de modo a implementar no sistema restrições geométricas, como

t́ınhamos discutido na última seção do caṕıtulo 1, para isso devemos tomar: ΓδD =

S11 × S12 × . . . × S1δ × RD−δ, com S11 correspondendo a compactificação do tempo ima-

ginário e S12 , . . . ,S1δ diz respeito a δ− 1 compactificações de dimensões espaciais. Assim,

reescrevemos a Eq. (3.19) na forma,

U(T, µ∗, {Li})
VD

= Uσ,ω +
ηAL
2β

∞∑
n,{ni}=−∞

∫
dD−δp

(2π)D−δ
ln

[
(ωn − µ∗)2 +

d∑
i=1

ω2
ni

+ p2 +M2
∗

]
,

(3.20)

com AL = (L1 · . . . · Ld)−1, VD volume encerrada pelas part́ıculas e {ωni}4 sendo as

frequências de Matsubara para as respectivas compactificações de acordo com as ideias

desenvolvidas no primeiro caṕıtulo desta tese. Por fim, d representa o número de di-

mensões espaciais compactificadas.

Essa última expressão para o grande potencial termodinâmico Eq. (3.20) pode ser

reescrita de maneira a facilitar a manipulação matemática (uma alternativa utilizada no

caṕıtulo 2), façamos:

U(β, µ∗, {Li})
VD

= Uσ,ω +
ηAL
2β

Y
′
(0), (3.21)

onde Y (s) é igual a Eq. (2.23) com a alteração da frequência de Matsubara para bósons

trocada por aquela devido a férmions. Realizando a integração sobre o espaço dos mo-

mentos utilizando o método de regularização dimensional, Eq. (B.1), encontramos,

Y (s) = J(s, δ)E
M2
∗

δ

(
s− D − δ

2
;
4π2

β2
,
4π2

L2
1

, ...,
4π2

L2
d

; i
µ∗β

2π
− 1

2
,
1

2
, ...,

1

2

)
, (3.22)

com

J(s, δ) = 1
(4π)(D−δ)/2

Γ(s−D−δ2 )
Γ(s)

. (3.23)

Aqui E
M2
∗

δ é a soma dada na Eq. (2.25), que é a função Zeta Epestein-Hurwitz não-

homogênea tratada no apêndice A, que a única diferença em relação ao caso bosônico é

os termos {bi} que são todos não-nulos para i > 2 agora. Diante disso, podemos usar

os detalhes apresentados no caṕıtulo 2 para chegar a Eq. (2.27) passando através da

Eq. (2.26) e encontrar o grande potencial termodinâmico descrito na Eq. (3.21). Assim,

encontramos,

U(T, µ, {Li})
VD

= Uσ,ω + Uv +
η

πD/2
Ē
M2
∗

δ

(
−D − δ

2
;
4π2

β2
,
4π2

L2
1

, ...,
4π2

L2
d

; i
µ∗β

2π
− 1

2
,

{
1

2

}
d

)
,

(3.24)

4Em todos os casos desta tese o simbolo {a}d representa um conjunto de elementos ai com i = 1, ..., d.
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onde Uv é o termo de vácuo (primeiro termo da função E
M2
∗

δ ) e a grandeza Ē
M2
∗

δ é todos os

termos da função Zeta Epestein-Hurwitz escrita analiticamente sem o primeiro. E valem

aqui as considerações feitas para chegar na expressão semelhante para o sistema de bósons

sobre a razão AL
2β

.

A forma mais simples da Eq. (3.24) descreve o grande potencial termodinâmico sem

dimensões compactificadas, traduzindo o caso com δ = 1 de uma topologia do tipo:

ΓδD = S11 × RD−1, para um sistema fermiônico. Neste caso a função Zeta Epestein-

Hurwitz não-homogênea proporciona uma série do tipo Ē
M2
∗

1

(
−D−1

2
; 4π2

β2 ; iµ∗β
2π
− 1

2

)
, com

K−ν(x) = Kν(x), temos:

U(T, µ∗)

VD
= Uσ,ω + Uv −

η

πD/2

∞∑
n=1

(−1)n−1 cosh(nµ∗β)

(
M∗
nβ

)D/2
KD/2 (nβM∗) . (3.25)

Aqui aparece uma fase (−1)n diferentemente daquilo que ocorre no caso bosônico, pro-

porcionada pela anti-periodicidade dos férmions.

Agora podemos determinar os campos médios 〈σ〉 e 〈ω0〉 minimizando o grande po-

tencial termodinâmico com respeito a eles (equação de estado). Isto é feito resolvendo

numericamente as equações de estado:

∂U

∂〈σ〉
= 0 (3.26)

e

∂U

∂〈ω0〉
= 0. (3.27)

De modo que encontramos as seguintes relações para densidade escalar e a densidade

número,

ρs =
ηgφσ

2πD/2

∞∑
n=1

(−1)n−1 cosh(nµ∗β)

(
M∗
nβ

)D/2−1

KD/2−1 (nβM∗) , (3.28)

e

ρ =
ηgφω
πD/2

∞∑
n=1

(−1)n−1(nβ) sinh(nµ∗β)

(
M∗
nβ

)D/2
KD/2 (nβM∗) , (3.29)

respectivamente. A partir das Eqs. (3.7) e (3.8) obtemos os campos médios. Observe,

mais uma vez, que temos um conjunto de duas equações acopladas em σ e ω, que deve ser

resolvido numericamente. Do mesmo modo que o caso do caṕıtulo 2, quando considerado

o mesmo número de bárions e antibárions, ou seja, µ∗ = 0, a função sinh se anula na

Eq. (3.29), e isso implica que ρ = 0 e pela Eq. (3.8) encontramos 〈ω0〉 = 0. Portanto,

da mesma forma que o caso anterior com bósons, as interações repulsivas não contribuem

para as quantidades termodinâmicas de interesse nestas condições de equiĺıbrio qúımico.
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Agora, podemos derivar outras quantidades termodinâmicas relevantes por meio do

grande potencial termodinâmico dado pela Eq. (3.25). Por exemplo, a pressão é dada por:

p(T, µ∗) ≡ − ∂U

∂VD

= −Uσ,ω − Uv +
η

πD/2

∞∑
n=1

(−1)n−1 cosh(nµ∗β)

(
M∗
nβ

)D/2
KD/2 (nβM∗) .

(3.30)

Portanto, os valores de 〈σ〉 e 〈ω0〉 que extremiza a pressão devem também satisfazer as

Eqs. (3.7) e (3.8) através das Eqs. (3.28) e (3.29). Como podemos observar o último termo

da pressão nada mais é que a contribuição de um Gás de Fermi [1] em função da massa

efetiva e do potencial qúımico efetivo definidos nas Eqs. (3.13) e (3.14), respectivamente.

Além disso, a entropia e a densidade de energia em equiĺıbrio qúımico são dadas pelas

expressões,

s(T ) ≡ ∂p

∂T

∣∣∣∣
µ∗=0

=
η

πD/2

∞∑
n=1

(−1)n−1

(
M∗
n

)D
2

nM∗KD
2

+1 (nβM∗) , (3.31)

e

ε(T ) ≡ (−p+ Ts)µ∗=0

=
1

2
Mσ〈σ〉2 +

η

πD/2

∞∑
n=1

(−1)n−1

(
M∗
nβ

)D
2 [

3KD
2

(nβM∗) + nβM∗KD
2
−1 (nβM∗)

]
,

(3.32)

respectivamente.

3.1.1 Sistema com Dimensão Espacial Compactificada

Os efeitos de tamanho ou/e da geometria desempenham um papel importante no

cenário das interações fortes em diversos sistemas em baixas energias, embora já tenhamos

mostrado isso no caṕıtulo anterior é necessário fazê-lo novamente devido ao número de

aplicações que o modelo de Walecka espinorial possa propiciar. Neste sentido, vamos

descrever as estruturas térmicas de interesse com as principais modificações engendradas

por causa da compactificação de dimensões espaciais.

3.1.1.1 Uma Dimensão Espacial Compactificada Para começar, vamos conside-

rar uma topologia que reproduz a ideia de uma dimensão compactificada d = 1, que
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simbolicamente é expressa assim: Γ2
D = S11 × S12 × RD−2. Da Eq. (3.20) seguindo a

prescrição que orientou-nos a chegar na Eq. (3.24) encontramos o grande potencial ter-

modinâmico para essa geometria na forma,

U(T, µ∗, L1)

VD
= Uσ,ω + Uv +

η

πD/2
Ē
M2
∗

2

(
−D − 2

2
;
4π2

β2
,
4π2

L2
1

; i
µ∗β

2π
− 1

2
,
1

2

)
. (3.33)

De forma que os termos Uσ,ω e Uv são dados pelas Eqs. (2.19) e (B.10), respectivamente.

Além da expressão acima para o grande potencial termodinâmico devemos encontrar

as equações de estado através das Eqs. (3.26) e (3.27) para os campos σ e ω. Nestas

condições encontramos a densidade escalar e a densidade número,

ρs =
gψσ

2πD/2
¯̄E
M2
∗

2

(
−D − 2

2
;
4π2

β2
,
4π2

L2
1

; i
µ∗β

2π
− 1

2
,
1

2

)
, (3.34)

e

ρ0 =
gψω
πD/2

∞∑
n=1

(−1)n−1nβ sinh(nµ∗β)Xn
βL, (3.35)

respectivamente, onde a função ¯̄E
M2
∗

k representa a função Ē
M2
∗

k com a redução das potências

e do argumento das funções de Bessel em uma unidade, na forma: (x/y)νKν(xy) →
(x/y)ν−1Kν−1(xy). E a variável Xn

βL definimos como:

Xn
βL =

(
M∗
nβ

)D
2

KD
2

(nβM∗) +

+2
α∑
j=1

∞∑
nj=1

(−1)nj

 M∗√
n2β2 + n2

jL
2
j

D
2

KD
2

(
M∗

√
n2β2 + n2

jL
2
j

)
. (3.36)

Usamos α = 1 na Eq. (3.36) para adicionarmos na Eq. (3.35). Ademais, as equações aco-

pladas ganham um novo parâmetro: o tamanho do sistema L em relação aquelas Equações

de estado para a matéria no bulk, Eqs. (3.28) e (3.29). Não obstante, continuamos com

〈ω0〉 = 0 quando µ∗ = 0, e neste caso, existe apenas a contribuição do campo σ para as

grandezas termodinâmicas.

3.1.1.2 Duas Dimensões Espaciais Compactificadas Para esse caso temos uma

topolgia com a seguinte estrutura, Γ3
D = S11 × S12 × S13 × RD−3, sendo d = 2. Execu-

tando o mesmo processo para encontrar a Eq. (3.33) e respeitando a geometria dada aqui

encontramos para o grande potencial termodinâmico a expressão:

U(T, µ, L1, L2)

VD
= Uσ,ω + Uv +

1

πD/2
Ē
M2
∗

3

(
−D − 3

2
;
4π2

β2
,
4π2

L2
1

,
4π2

L2
2

; i
µ∗β

2π
− 1

2
,
1

2
,
1

2

)
.

(3.37)
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E de acordo com o procedimento para obter as equações de estado através das Eq. (3.26)

e (3.27) para os campos σ e ω, chegamos as densidades escalar e número nas formas,

ρs =
gψσ

2πD/2
¯̄E
M2
∗

2

(
−D − 3

2
;
4π2

β2
,
4π2

L2
1

,
4π2

L2
2

; i
µ∗β

2π
− 1

2
,
1

2
,
1

2

)
, (3.38)

e

ρ =
gψω
πD/2

∞∑
n=1

(−1)n−1nβ sinh(nµ∗β)Xn
βLL, (3.39)

respectivamente. Com a seguinte definição para a função Xn
βLL,

Xn
βLL = Xn

βL + 22

λ∑
i<j=1

∞∑
ni,nj=1

(−1)ni+nj

 M∗√
n2β2 + n2

iL
2
i + n2

jL
2
j

D
2

×

×KD
2

(
M∗

√
n2β2 + n2

iL
2
i + n2

jL
2
j

)
, (3.40)

onde Xn
βL é dado na Eq. (3.36) com α = 2 e no caso de interesse aqui λ = 2. As equações

acopladas ganham dois novos parâmetros a saber: o tamanho finito de duas coordenadas

espaciais compactificadas L1 e L2. Para o casso de equiĺıbrio qúımico µ∗ = 0, o campo

mesônico vetorial leve não contribui para o sistema térmico como nos casos anteriores.

3.1.1.3 Três Dimensões Espaciais Compactificadas Por último, encontramos as

funções termodinâmicas de interesse para uma topologia do tipo: ΓδD = S11 × S12 × S13 ×
S14 × RD−4, que representa o caso d = 3. Fazendo as mesmas realizações matemáticas

para chegar a Eq. (3.33), com as ideias f́ısica respeitadas (as frequências de Matsubara

devido as três compactificações espaciais), o grande potencial termodinâmico, torna-se

U(T, µ∗, L1, L2, L3)

VD
= Uσ,ω + Uv +

+
1

πD/2
Ē
M2
∗

4

(
−D − 4

2
;
4π2

β2
,
4π2

L2
1

,
4π2

L2
2

,
4π2

L2
3

; i
µ∗β

2π
− 1

2
,
1

2
,
1

2
,
1

2

)
.

(3.41)

Da mesma forma que as realizações anteriores, as equações de estado através das Eq. (3.26)

e (3.27) para os campos σ e ω, delas obtemos a densidade escalar e a densidade número,

ρs =
gψσ

2πD/2
¯̄E
M2
∗

2

(
−D − 4

2
;
4π2

β2
,
4π2

L2
1

,
4π2

L2
2

,
4π2

L2
3

; i
µ∗β

2π
− 1

2
,
1

2
,
1

2
,
1

2

)
, (3.42)

e

ρ =
gψω
πD/2

∞∑
n=1

nβ sinh(nµ∗β)Xn
βLLL, (3.43)
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respectivamente. E definimos a função Xn
βLLL como:

Xn
βLLL = Xn

βL +Xn
βLL +

+23

∞∑
{nj}=1

(−1)
∑3
j=1 nj

 M∗√
n2β2 +

∑3
j=1 n

2
jL

2
j

D
2

KD
2

M∗
√√√√n2β2 +

3∑
j=1

n2
jL

2
j

 .

(3.44)

Dessa forma, aqui α = 3 na Eq. (3.36), λ = 3 na Eq. (3.40) e {nj} = n1, n2, n3. Portanto,

as equações acopladas ganham três novos parâmetros: o tamanho finito de três coorde-

nadas espaciais compactificadas L1, L2 e L3. Da mesma forma que os casos anteriores o

campo ω não contribui para as grandezas termodinâmicas quando o número de bárions e

antibárions são iguais.

3.1.2 Linha Cŕıtica da Teoria de Campo Médio

De forma similar ao caṕıtulo anterior buscamos nesta seção compreender a natureza

da(s) fase(s) que o modelo descrito nas seções anteriores deste caṕıtulo podem experimen-

tar. Novamente, por simplificação, escolhemos o sistema térmico mais simples de todos

os casos descritos acima: sem restrições de fronteira, sem a presença das auto-interações

cúbica e quártica, sem levar em consideração o campo 〈ω0〉, ou seja, um sistema com o

mesmo número de bárions e anti-bárions e no espaço-tempo Euclidiano (D = 4). Como

vamos observar abaixo temos que estudar, nessas circunstâncias, apenas a estrutura ma-

temática da equação de auto-consistência dada pela Eq. (3.7) através da Eq. (3.28) com

esses resultados implementados na Eq. (3.13) que determinam a massa efetiva em função

da temperatura.

Numericamente observamos que existe um intervalo de temperatura que a massa efe-

tiva tem três valores para uma determinada temperatura, deste modo a densidade de ener-

gia dada na Eq. (3.32) nesta região terá também valor triplo. Esse tipo de dependência

conduz o sistema a uma transição de fase de primeira ordem aplicando a construção

de Maxwell de maneira a evitar regiões instáveis, da mesma forma que descrevemos

no caṕıtulo anterior. Na Ref. [32] foi utilizado o calor espećıfico para determinar essa

transição, nota-se que este pode ser calculado da Eq. (3.32) que é linear em dM∗/dT ,

através de um pico desta função quando a M∗ cai abruptamente. Nesse caminho o fato

que notamos um ou dois pólos ou apenas um pico em dM∗/dT significa, respectivamente,

que temos uma transição de fase de segunda ordem ou de primeira ordem ou comporta-

mento termodinâmico cont́ınuo.

Dessa maneira, devemos encontrar a estrutura de pólo da função dM∗/dT para encon-

trar a estrutura de fases do nosso modelo. É fácil construir dM∗/dT como uma função de
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M∗ e T , temos:

dM∗
dT

=
−ηC2

SM
2
∗

π2T

∑∞
n=1

(−1)n−1

n
K2

(
nM∗
T

)
Mψ +

ηC2
SM∗
π2

∑∞
n=1

(−1)n−1

n

[
K1

(
nM∗
T

)
+
(
nM∗
T

)
K0

(
nM∗
T

)] , (3.45)

onde C2
S ≡ g2

ψσ/M
2
σ . E os pólos dessa expressão no plano (M∗, T ) permite determinar uma

curva em que o denominador desaparece. Usando a Eq. (3.28) esta condição torna-se

Mψ −
ηC2

SM
3
∗

π2

∞∑
n=1

(−1)n−1K0

(
nM∗
T

)
= 0. (3.46)

Logo, o número de intersecções dessa linha com a solução da equação de auto-consistência

mostra as caracteŕısticas do regime de fases. O estudo numérico dessa questão conduz

aos seguintes resultados (η = 4):

1. Para C2
S < 342 a linha representando a Eq. (3.46) não produz nenhum ponto de

intersecção com a função dada pela Eq. (3.13) por meio da Eq. (3.28) assim temos

um comportamento cont́ınuo.

2. Para C2
S ≈ 342 a linha representando a Eq. (3.46) produz apenas um ponto de

intersecção com a M∗ através da Eq. (3.28) assim temos uma transição de fase de

segunda ordem.

3. Para C2
S > 342 a linha que é solução da Eq. (3.46) tem dois pontos de intersecção

com a solução da equação de auto-consistência, Eq. (3.28), que inserida na massa

efetiva e isso determina uma transição de fase de primeira ordem.

Assim, a ordem da transição de fase é fortemente dependente dos valores da constante

de acoplamentento e da massa do méson escalar leve. Portanto, a ideia nas próximas

seções deste caṕıtulo é estender a analise a uma melhor compreensão e o alcance f́ısico

dessa estrutura de fases. Além disso, por meio de outros parâmetros externos tais como:

tamanho do sistema, geometria do sistema e campo magnético uniforme externo ou efeitos

combinado desses, vamos observar como eles podem influenciar na dinâmica dos diagramas

de fase. Também estudaremos se a natureza dessas transições de fases são afetadas por

esse conjunto de parâmetros.

3.2 ESTRUTURA DE FASES

Nas seções anteriores descrevemos a estrutura teórica e as caracteŕısticas do comporta-

mento termodinâmico dos bárions na presença de um meio denso e quente constitúıdo de

outros hádrons leves em um espaço-tempo de dimensão D com e sem restrições espaciais.

Agora vamos obter os resultados para D = 4, em especial, consideraremos o caso em que o
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sistema está em equiĺıbrio qúımico, µ∗ = 0, de modo que o campo ω não contribuirá para

as grandezas térmicas como mostrado acima. Portanto, focamos em resolver as equações

de estado para encontrar 〈σ〉 = 〈σ〉(T, L).

Do mesmo modo que antes, por conveniência, todas as quantidades f́ısicas vão estar

escalonadas através da massa do campo dos bárions ψ, Mψ,

U
M4
ψ
→ U, T

Mψ
→ T, µ

Mψ
→ µ, σ

Mψ
→ σ, Mσ

Mψ
→Mσ,

M∗
Mψ
→M∗, LMψ → L. (3.47)

E também vamos fazer uso da normalização descrita na Eq. (2.55) para o grande potencial

termodinâmico.

A discussão sobre a estrutura de fases do presente modelo é acompanhado por meio das

mudanças dos parâmetros relevantes, em particular à influência das dimensões espaciais

compactificadas nos três tipos de natureza de fase mostrada na seção 3.1.2. Neste sentido,

as transições de fase são analisadas e comparadas com as diversas situações encontradas

na literatura. Novamente, escolhemos o cenário mais simples para obter os resultados:

com comprimento de todas as dimensões compactificadas sendo iguais, isto é, Li ≡ L.

Dessa forma, o sistema em d = 1, 2, 3: confinado em dois planos paralelos a uma distância

L entre eles; confinado em um tubo infinitamente longo tendo uma seção transversal

quadrada de área L2; e uma caixa cúbica de volume L3.

3.2.1 Sistema sem Fronteiras Espaciais

Iniciamos nossa descrição com a situação mais simples para a estrutura de fase deste

modelo relativ́ıstico, o sistema sem a presença de fronteiras (L → ∞) e sem levarmos

em consideração as auto-interações (cúbica e quártica). Essa descrição é semelhante

ao cenário descrito na Ref. [32]. Porém, metodologicamente igual a descrição dada na

Ref. [33].

Podemos ver da Fig. 3.1 um comportamento equivalente ao discutido no sistema

bosônico: o aumento da magnitude da interação entre os campos ψ e σ faz o sistema

experimentar uma transição de fase em valores de temperatura cŕıtica menores. Interes-

sante notar que o campo σ desempenha o papel em ligar mais fortemente as part́ıculas

fermiônicas, reduzindo a massa efetiva, da mesma forma que acontece para o caso escalar.

Esse comportamento, como foi discutido na seção 3.1.2, regula a natureza da transição

de fase de acordo com a magnitude da interação dos constitúıntes dessa matéria. Neste

sentido, na Fig. 3.1 mostramos essas mudanças quando tomamos Mσ = 0.53 e no plano

esquerdo exibimos a descrição do sistema no intervalo de magnitude da interação em

8.0 < gψσ < 12.0 de modo que a massa efetiva decresce suavemente com a temperatura

com menor valor de gψσ, cai suavemente em um determinado valor de temperatura cŕıtica

em gψσ = 9.8 sinalizando uma transição de fase de segunda ordem e é abruptamente
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reduzida quando antigi uma região triplamente degenerada para uma dada temperatura

para gψσ > 9.8 conduzindo o sistema a uma transição de fase de primeira ordem. Nas

Refs. [119, 120] encontramos caracteŕıstica semelhante para o sistema fora do equiĺıbrio

qúımico.

Figura 3.1: Gráfico da massa efetiva, Eq. (3.13) com Eq. (3.28), como uma função da tem-

peratura, em eqúılibrio qúımico, com Mσ = 0.53. Na esquerda: as linhas sólida, tracejada e

pontilhada representam gψσ = 8.0, 9.8 e 12.0, respectivamente. Na direita: as linhas sólida e

tracejada representam gψσ = 26.0 e 16.0, respectivamente.

Especialmente, no lado direito da Fig. 3.1 plotamos as soulções da equação de estado

e por conseguinte encontramos a massa efetiva como uma função da temperatura para

grandes valores de gψσ que engendra uma transição de fase de primeira ordem, com o eixo

de temperatura numa região próximo do ponto de transição. Os extremos do segmento

de reta AB e CD indica um par ordenado das coordenadas (T,M∗) que fornece os valores

da temperatura cŕıtica e da massa efetiva (duplamente degenerada) que caracteriza a

coexistência de fases. No caso em que gψσ = 26.00 a queda abrupta da massa ocorre em

T ≈ 0.125 − 0.126, onde ela muda de ≈ 0.98 até ≈ 0.1; enquanto para gψσ = 16.00 a

transição de fase está em T ≈ 0.158− 0.159, onde M∗ vai de ≈ 0.90 até ≈ 0.2.

Por outro lado, já que a massa efetiva é relativamente pequena em altas temperatu-

ras, observamos que o sistema depois que desacopla subitamente entra numa fase tipo

férmions quase livres com massa zero. Isso se deve ao fato que a pressão escrita na

Eq. (3.30) e a densidade de energia dada na Eq. (3.32) são ligeiramente constantes devido

ao domı́nio apenas dos primeiros termos. Também, nota-se que a redução da massa efe-

tiva dos hádrons no meio quente implica que a simetria quiral é parcialmente reataurada.

Entretanto, essa caracteŕıstica é fortemente dominada pela magnitude da interação. Po-

demos entender esse aspecto no lado direito da Fig. 3.1 observando uma ligeira diferença
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entre a posição no plano (M∗, T ) dos pontos B e D.

Ainda podemos esclarecer mais detalhes sobre esse sistema através da densidade do

grande potencial termodinâmico Eq. (3.25) normalizado pela Eq. (3.47). Na Fig. 3.1

plotamos a densidade do grande potencial termodinâmico como uma função da massa

efetiva para gψσ = 16.00 e gψσ = 26.00 (gráficos da esquerda e direita, respectivamente)

com Mσ = 0.53. Nota-se uma transição de fase de dois passos ocorrendo quando aumen-

tamos a temperatura: de ińıcio com uma transição de fase de primeira ordem. Em baixas

temperaturas o mı́nimo global está em um grande valor de M∗ , o aumento de T faz

o segundo mı́nimo em pequenos valores de M∗ superar o primeiro, tornando-se mı́nimo

absoluto, e para altas temperaturas o mı́nimo absoluto vai suavemente a zero. Assim,

podemos observar mais uma vez que uma transição de fase de primeira ordem é deslocada

para temperaturas cŕıticas menores quando a magnitude da interação entre os campos ψ

e σ aumenta.

Figura 3.2: Gráfico da densidade do grande potencial termodinâmico Eq. (3.25), como uma

função da massa efetiva, em eqúılibrio qúımico, para Mσ = 0.53. Na esquerda: usamos

gψσ = 16.0, com as linhas cheia, tracejada e pontilhada representando T = 0.153, 0.158 e 0.163,

respectivamente. Na direita: fixamos gψσ = 26.0, com as linhas cheia, tracejada e pontilhada

representando, T = 0.120, 0.125 e 0.130, na mesma ordem.

Na Fig. 3.3 esboçamos as soluções da equação de estado levando em conta os termos

de auto-interação cúbica e quártica do campo escalar σ (a, b 6= 0). No plano esquerdo

da Fig. 3.3 exibimos o comportamento da massa efetiva dos férmions para dois valores

de acoplamento quártico, b = −0.0019 e 0.0 (a linha sólida apresenta o caso sem auto-

interação), com a = 0.0, matendo fixo Mσ = 0.53 e gψσ = 8.0 (regime cont́ınuo da massa

efetiva). Neste caso, constatamos que a presença do termo de auto-interação quártica a

forma em M∗ vai a zero é modificada induzindo a uma transformação da natureza da fase
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em menores temperaturas. Essa caracteŕıstica é inversa daquilo que acontece no modelo

bosônico discutido no caṕıtulo anterior. No plano direito da Fig. 3.3 plotamos a massa

efetiva também para dois valores do parâmetro de auto-interação quártica b = −0.00085

e 0.0, com Mσ = 0.53 e gψσ = 12.0. Neste setor do modelo em que a transição de fase

de primeira ordem toma lugar a presença da auto-interação quártica reduz a temperatura

cŕıtica do sistema sem modificar a natureza dela.

Figura 3.3: Gráfico da massa efetiva, Eq. (3.13) com Eq. (3.28), como uma função da tem-

peratura, em eqúılibrio qúımico, com a = 0 e b 6= 0, para Mσ = 0.53. Na esquerda: as linhas

sólida e tracejada representam b = −0.0019 e 0.0, respectivamente, onde fixamos gψσ = 8.0.

Na direita: as linhas sólida e tracejada representam b = −0.00085 e 0.0, respectivamente, onde

fixamos gψσ = 12.0.

Esse modelo discutido até aqui na Ref. [32] é utilizado para estudar a transição de fase

hadrônica da matéria nuclear através da massa efetiva dos nucleons e do calor espećıfico

mostrando que o sistema experimenta uma mudança abrupta nas suas caracteŕısticas,

em densidade bariônica ρ ≈ 0, em Tc ≈ 200 MeV. Podemos fazer uso da estrutura

acima usando a escala dos prótons, onde Mp = 931.49 MeV, de tal maneira que para

Mσ = 0.53Mp ≈ 493.69 MeV e gψσ ≈ 13.0 encontramos uma temperatura de transição

de fase igual a Tc ≈ 200 MeV, também. De modo que a fase em altas temperatura tem

o comportamento de um gás de férmions quase livre com massa efetiva zero com uma

mudança constante na densidade de energia e na pressão. Essa caracteŕıstica é bastante

similar ao esperado na transição de fase quiral em altas temperatura na QCD5 [121]. Já

a matéria bariônica excitada é estudada na Ref. [122] sob condições análogas.

5Devemos lembrar que esse modelo não existe graus de liberdade internos dos hádrons, e essa analogia

com a transição de fase de desconfinamento é uma alegoria meramente teórica.
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Portanto, estudamos nesta seção o comportamento termodinâmico da matéria fermiônica

a luz das ideias do modelo de Walecka interessado em aspectos f́ısicos que modificam a

estrutura de fase do sistema, tais como: magnitude da interação e a presença de termos

de auto-interação cúbica ou quártica do campo médio 〈σ〉. Confirmamos as discussões da

seção 3.1.2 sobre a natureza da transição de fase ser fortemente dependente da magnitude

da interação entre os férmions e o meio hadrônico que ele está imerso. E centrado na com-

preensão das transições de fase de primeira ordem que ocorrem para valores de gψσ > 9.8

vimos que, ao passo que aumentamos a magnitude dessa interação a temperatura cŕıtica

do sistema é reduzida. Vimos que, essa caracteŕıstica acontece também quando levamos

em conta a presença da auto-interação quártica para valores b < 0. Por fim, aplicamos es-

sas ideias a matéria nuclear e discutimos esse sistema como uma alternativa para descrever

a transição hádron-quark.

3.2.2 Sistema com Dimensão Espacial Compactificada

Nesta seção, a ideia é investigar a massa efetiva do campo ψ em um meio denso e

quente, com objetivo de verificar a influência das compactificações espaciais na estrutura

de fase do modelo de Walecka. Neste sentido, as transições de fase são estudadas com foco

no tamanho do sistema e também comparando os casos de uma, duas e três dimensões

espaciais compactificadas. Aqui analisaremos a situação gψσ > 9.8 e Mσ = 0.53, em que

a transição de fase de primeira ordem é favorecida, sem levar consideração a presença das

auto-interações cúbica e quártica.

Na Fig. 3.4 disponibilizamos o gráfico com os valores de massa efetiva M∗ que são

soluções para Eq. (3.13), para d = 1 (uma dimensão espacial compactificada), determinada

com uso da Eq. (3.34), para diferentes valores da coordenada compactificada, mantendo

fixo a constante de acoplamento e massa do méson sigma, gψσ = 26.0 e Mσ = 0.53,

respectivamente. Podemos observar que o comportamento da massa efetiva é modificado

pela presença da fronteira espacial; o intervalo da temperatura onde ocorre a fase mista é

espalhada quando o comprimento da coordenada compactificada diminui. Esse resultado

pode ser interpretado como: a fase simétrica é favorecida pela redução do tamanho do

sistema.

Também, exibimos na Fig. 3.5 os valores de massa efetiva como uma função do inverso

do comprimento (x = 1/L), no caso de uma dimensão espacial compactificada. Observa-

mos que M∗ permanece sem maiores mudanças para grandes valores de L, onde as flu-

tuações devido aos efeitos de tamanho não são relevantes. Entretanto, quando o tamanho

do sistema diminui a massa cai abruptamente. Deste modo, pode-se inferir um tamanho

cŕıtico Lc da dimensão espacial compactificada em que a transição de fase descont́ınua

acorre. Além disso, em baixos valores de Lc são induzidos em baixas temperaturas.
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Figura 3.4: Gráfico da massa efetiva, Eq. (3.13) com Eq. (3.34), como uma função da tem-

peratura, em eqúılibrio qúımico, com uma dimensão compactificada d = 1. Fixamos Mσ = 0.53

e gψσ = 26.00, Com as linhas sólida, tracejada e pontilhada representam L = 15.0, 10.0 e 9.0,

respectivamente.

Figura 3.5: Gráfico da massa efetiva, Eq. (3.13) com Eq. (3.34), como uma função do inverso

do tamanho do sistema (x = 1/L), em eqúılibrio qúımico, com uma dimensão compactificada

d = 1. Fixamos Mσ = 0.53 e gψσ = 26.00. As linhas sólida, tracejada e pontilhada representam

T = 0.050, 0.095 e 0.110, respectivamente.

Podemos observar nas Figs. 3.4 e 3.5 que a fase em altas temperaturas no qual temos

um sistema tipo gás de férmions quase livre com massa efetiva aproximadamente zero não

depende do tamanho do sistema (as curvas, sólida, tracejada e pontilhada, em qualquer

região desse intervalo tem a mesma coordenada no plano M∗ × T ). Logo, as grandezas

termodinâmicas como a pressão e a densidade de energia, por exemplo, devem ter o mesmo
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valor para qualquer tamanho do sistema L em altas temperaturas.

Na Fig. 3.6 traçamos gráficos da densidade do grande potencial termodinâmico, defi-

nido na Eq. (3.33) para d = 1, em função da massa efetiva para diferentes temperaturas.

Consideramos nos gráficos à esquerda e à direita diferentes valores de L. Eles confirmam a

natureza de primeira ordem da transição como descrevemos acima. Além disso, observa-

mos que a temperatura cŕıtica diminui quando o tamanho L é reduzido. Explicitamente,

em unidades de Mψ, obtemos, Tc(L = 15.0) = 0.1254 e Tc(L = 10.0) = 0.1200. Este

resultado mostra que a redução do tamanho do sistema L inibe a fase quebrada [123], em

acordo com a avaliação da Fig. 3.4.

Figura 3.6: Gráfico da densidade do grande potencial termodinâmico Eq. (3.33), como uma

função da massa efetiva, com uma dimensão compactificada, em eqúılibrio qúımico, para Mσ =

0.53 e gψσ = 26.0. Na esquerda: temos L = 10.0, com as linhas sólida, tracejada e pontilhada

representando T = 0.1150, 0.1200 e 0.1250, respectivamente. Na direita: fixamos L = 15.0, com

as linhas sólida, tracejada e pontilhada representando, T = 0.1220, 0.1254 e 0.1293, na mesma

ordem.

Continuamos nossa discussão com a Fig. 3.7, em que é exibida a densidade do grande

potencial termodinâmico normalizado definido na Eq. (3.33) para d = 1 como função da

massa efetiva, para diferentes valores de L e em temperatura fixa. Notamos que o mı́nimo

global do sistema é descontinuamente dirigido da fase com grandes valores da M∗ para

uma outra de menor valor, e vai ligeiramente para zero à medida que L diminui.

Completamos esta investigação com a depedência da estrutura de fases com o número

de dimensões espaciais compactificada. Dessa forma, na Fig. 3.8 plotamos os valores da

massa efetiva, com o uso das equações de estados dadas pelas Eqs. (3.34), (3.38) e (3.42),

em função da temperatura para três situações de compactificação espacial d = 1, 2, 3,

com mesmo comprimento de dimensão espacial L, que é mantido fixo. Observamos que o
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Figura 3.7: Gráfico da densidade do grande potencial termodinâmico Eq. (3.33), como uma

função da massa efetiva, com uma dimensão compactificada, em eqúılibrio qúımico, para Mσ =

0.25 e gψσ = 26.0. Com as linhas sólida, tracejada e pontilhada representando L = 13.0, 10.0 e

9.0, respectivamente, em T = 0.120.

intervalo da temperatura em que a fase mista acontece é torna-se maior quando o número

de dimensões espaciais compactificada aumenta, com a fase simétrica sendo favorecida por

valores maiores de d. Logo, uma das consequências de aumentar o número de dimensões

espaciais compactificada é causar a redução da temperatura em que a transição ocorre

[124].

Figura 3.8: Gráfico da massa efetiva, Eq. (3.13) com uso das Eqs. (3.34), (3.38) e (3.42), como

uma função da temperatura, em eqúılibrio qúımico, para Mσ = 0.53 e gψσ = 26.00. Fixamos

L = 12.0, as linhas sólida, tracejada e pontilhada representam respectivamente os casos de d = 1,

d = 2 e d = 3 compactificações espaciais.
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Somando aos resultados anteriores seguimos a estratégia de obter a estrutura de fase do

sistema, na Fig. 3.9 apresentamos a densidade do potencial termodinâmico para os casos

d = 1, 2, 3, definida nas Eqs. (3.33), (3.37) e (3.41), como uma função da massa efetiva,

para um valor fixo da coordenada espacial compactificada de tamanho L. Notamos que

o sistema é dirigido da phase quebrada para a fase desordenada, quando o número de

dimensões compactificadas d aumenta. O aumento de d favorece a fase não-quebrada.

Figura 3.9: Gráfico da densidade do grande potencial termodinâmico das Eqs. (3.33), (3.37) e

(3.41), como uma função da massa efetiva, em eqúılibrio qúımico, para Mσ = 0.25 e gψσ = 26.0.

Fixamos L = 12.0, com as linhas sólida, tracejada e pontilhada representando respectivamente

os casos d = 1, d = 2 e d = 3 dimensões espaciais compactificada, em T = 0.123.

Desses resultados podemos estimar a relevância do tamanho finito do sistema na

transição de fase hadrônica da matéria nuclear discutida na seção anterior. Tomando

os mesmos valores de refências discutido anteriomente na escala da massa dos prótons

quando temos um valor de L = L
Mp
≈ 2.0 fm, encontramos uma temperatura cŕıtca de

Tc ≈ 185 MeV. Essa diminuição em relação ao caso sem restrição espacial é mais próxima

de recentes resultados experimentais que mostram uma temperatura de desconfinamento

da ordem de 160 MeV [125].

Portanto, obtivemos nesta seção as principais caracteŕısticas manifestadas devido a

presença de uma fronteira no sistema. Vimos que, a transição de fase de primeira ordem

não se modifica com a forma geométrica do sistema, porém a temperatura cŕıtica (em

valores menores) é afetada quando reduzimos o tamanho da coordenada espacial compac-

tificada. Ainda observamos que a redução do tamanho do sistema e o aumento do número

de dimensões espaciais compactificadas tende a favorecer a fase simétrica.
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3.3 SISTEMA NA PRESENÇA DE UM CAMPO MAGNÉTICO UNIFORME EX-

TERNO

Nesta seção iremos investigar as contribuições de um campo magnético uniforme nos

diagramas de fases do modelo em questão. A compreensão de efeitos magnéticos na

matéria fortemente interagente é de grande interesse para a descrição por exemplo, da

matéria nuclear em estrelas compactas devido a grandes campos magnéticos presentes na

superf́ıcie e no interior desses objetos [126, 127].

3.3.1 Modelo

Como discutimos no caṕıtulo anterior a presença de um campo magnético uniforme

externo no sistema é acompanhada da substituição da derivada ordinária que atua sobre o

campo ψ na densidade de Lagrangiana dada na Eq. (3.1) pela derivada covariante, escrita

na Eq. (2.56). Dessa maneira, a equação de movimento Eq. (3.3) para o campo espinorial

deve ser reescrita na forma:

[iγµDµ −M∗ − igψωγ0〈ω0〉]ψ = 0. (3.48)

Depois de algumas manipulações matemática cada componente de ψ satisfaz a equação,[
~D2 + (i∂0 − gψω〈ω0〉)2 −M2

∗ − q(~σ · ~H)
]
ψ = 0, (3.49)

onde ~D = ~p − q ~A, ~σ as matrices de Pauli e ~H o campo magnético. Considerando a

situação de nosso interesse, tomamos D = 4, e escolhendo o calibre de Landau, dado

na Eq. (2.58), a Eq. (3.49) tem a forma de um oscilador harmônico. Desse modo, as

autofunções e espectro de energia [6] para Eq. (3.49) são,

ψl(x) = ei(p0x0−p1x1−p3x3) 1√
2ll!

(
eH

π

)1/4

Hl [X2] e−
1
2
X2

2 , (3.50)

e

E = ±
√
p2

3 +M2
∗ + qH (2l + 1− s)− gψω〈ω0〉, (3.51)

respectivamente, onde Hl são os poĺınômios de Hermite mais uma vez, l = 0, 1, 2, ... os

rótulos de Landau, X2 =
√
eH
(
x2 − p1

eH

)
e s = ±1 é variável de spin.

Depois dessas descobertas podemos escrever a ação que aparece na grande função de

partição, Eq. (3.10), na forma

SF = −
∫ β

0

dτ

∫
d3xψ̄[−γ0∂τ + i~γ · ~D −M∗ + µ∗γ0]ψ. (3.52)
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A mudança que realizamos da Eq. (3.48) para Eq. (3.49) pode ser implementada no

integrando da Eq. (3.52). Dessa maneira encontramos a ação, do campo fermiônico nas

condições dadas, na forma:

SF = −
∫ β

0

dτ

∫
d3xψ̄[(∂0 − µ∗)2 + ~∇2 − 2iqHx1∂x2 − (qH)2x2

1 −M2
∗ − q(~σ · ~B)]ψ.

(3.53)

Lembrando que devemos assumir a redução dimensional dada no caṕıtulo anterior através

da Eq. (2.61).

Da mesma forma que t́ınhamos afirmado no começo deste caṕıtulo o campo ψl(~x, τ) é

anti-periódico no intervalo 0 < τ < β assim podemos expandi-los em uma série de Fourier

no espaço dos momentos. Logo, o campo dado na Eq. (3.50) é escrito na forma,

ψl(x) =
1√
V

∑
s=±1

∞∑
l=0

∞∑
n=−∞

∑
~p

ei(ωnτ+~p·~x)ψl,s,n(ωn, ~p). (3.54)

Portanto, desenvolvendo a ação SF dada acima na Eq. (3.53), com o campo dado pela

Eq. (3.54), obtemos

SF = −β
∑
s=±1

∞∑
l=0

∞∑
n=−∞

∑
p3

ψ∗l,s,n[(iωn − µ∗)2 + p2
3 −M2

l,s]ψl,s,n, (3.55)

onde, para caráter de simplificação definimos:

Ml,s =
√
M2
∗ + 2qH(2l + 1− s). (3.56)

Para obtermos o grande potencial termodinâmico do sistema fermiônico sob a in-

fluência de um campo magnético devemos resolver a integração funcional dada na Eq. (3.10)

usando a expressão dada na Eq. (3.55) e depois tirar o logaritmo natural do resultado.

Levando em conta a identidade dada pela Eq. (2.16), a relação de ortonormalidade dos

polinômios de Hermite dada no caṕıtulo anterior, aplicando a condição dada na Eq. (3.17),

encontramos,

U(T, µ∗, H)

V
= Uσ,ω +

qHη

2π

∑
s=±1

∞∑
l=0

∞∑
n=−∞

∫
dp3

(2π)
ln[(iωn − µ∗)2 + p2

3 +M2
l,s]. (3.57)

Essa última expressão tem a forma mais simples o caso em que não existe restrições

espaciais. Dessa forma, a topologia será representada por: Γ1
2 = S1×R1, apenas a variável

temporal compactificada, neste caso. Logo, implementando todas as manipulações ma-

temáticas necessárias (Da Eq. (2.18) até a Eq. (2.27)) encontramos o grande potencial

termodinâmico de férmions carregados na presença de um campo magnético uniforme

externo,

U(T, µ,H)

V
= Uσ,ω + UH

v −
qHη

2π2

∑
s=±1

∞∑
l=0

∞∑
n=1

(−1)n−1 cosh(nµ∗β)

(
Ml,s

nβ

)
K1 (nβMl,s)

(3.58)
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onde UH
v = Uv + UH

ψ , onde UH
ψ é a contribuição do vácuo magnetizado (Observar com

atenção o apêndice B), dado por:

UH
ψ =

η(qH)2

4π2

[
ζ
′
(−1, z)− 1

2
(z2 − z) ln z +

1

4
z2

]
, z ≡ M2

∗
2qH

(3.59)

onde ζ(ν, a) é a função Zeta Hurwitz com ζ
′
(ν, a) ≡ ∂ζ(ν, a)/∂ν. E K1 é função de Bessel

modificada de primeiro tipo.

As equações de estado do gás de férmions na presença de um campo magnético uni-

forme para os resultados acima são:

ρHs = Gψ(z) +
qHη

2π2

∑
s=±1

∞∑
l=0

∞∑
n=1

(−1)n−1 cosh(nµ∗β)K0(nβMl,s), (3.60)

e

ρH = −qHη
π2

∑
s=±1

∞∑
l=0

∞∑
n=1

(−1)n−1 sinh(nµ∗β)Ml,sK1(nβMl,s), (3.61)

onde na Eq. (2.70) introduzimos a função,

Gψ(z) =
qHη

8π2

[
ln (z)− 1

2
ln(2π) +

1

2
(2z − 1) ln z + z

]
. (3.62)

Nota-se da Eq. (3.61) que quando eqúılibrio qúımico, µ∗ = 0, encontramos 〈ω0〉 = 0,

que corresponde ρH = 0. Portanto, o campo vetorial em nenhum dos casos estudado acima

contribuem para as propriedades térmicas do modelo de troca de mésons na aproximação

de campo médio quando o número de férmions e anti-férmions são iguais, como antes.

Agora tratemos o sistema confinado entre dois planos paralelos, normal ao eixo x3, a

uma distância L um do outro. Neste caso, o tratamento dado a Eq. (3.57) pelo processo de

compactificação espacial e todo aparato matemático já mencionado nos casos anteriores

permite encontrarmos o grande potencial termodinâmico na forma:

U(T, µ, L,H)

V
= Uσ,ω + UH

v +
qHη

2π2

∑
s=±1

∞∑
l=0

Ē
M2
l,s

2

(
0;

4π2

β2
,
4π2

L2
; i
µ∗β

2π
− 1

2
,
1

2

)
, (3.63)

Considerando os procedimentos anteriores as equações de estado para um gás de

férmions confinado em um filme na presença de um campo magnético uniforme são:

ρHLs = G(z) +
qHη

2π2

∑
s=±1

∞∑
l=0

¯̄E
M2
l,s

2

(
0;

4π2

β2
,
4π2

L2
; i
µ∗β

2π
− 1

2
,
1

2

)
, (3.64)

e

ρHL = −qHη
π2

∑
s=±1

∞∑
l=0

∞∑
n=1

(−1)n−1 sinh(nµ∗β)Ml,s

[
K1(nβMl,s) +

+
∞∑

n1=1

(−1)n1

(
nβ√

n2β2 + n2
1L

2

)
K1(Ml,s

√
n2β2 + n2

1L
2)

]
. (3.65)
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Da mesma forma que os casos anteriormente estudados o campo vetorial se anula em

eqúılibrio qúımico efetivo e não será relevante para as propriedades térmicas do modelo

de troca de mésons na aproximação de campo médio quando o número de férmions e

anti-férmions são iguais.

É mais apropriado fazer uma substituição nas somas sobre s nas equações acima no

seguinte caminho: ∑
s=±1

∞∑
l=0

F (2l + 1− s)→
∞∑
l=0

(2− δl,0)F (2l). (3.66)

Portanto, a partir dessas equações desenvolvidas nesta seção esperamos mapear as

propriedades que surgem nos diagramas de fase devido a presença de um campo magnético

no sistema fermiônico seja ele confinado ou não na seção subsequente.

3.3.2 Estrutura de Fase

Nesta seção, vamos estudar o comportamento termodinâmico do sistema formado pela

matéria constitúıda de férmions carregados (η = 2) na presença de um campo magnético

uniforme externo. Analogamente ao que foi realizado neste trabalho, em seções anteriores,

devemos fazer esse estudo a partir do comportamento do grande potencial termodinâmico

e da solução da equação de estado descrita pela Eq. (3.60) ou Eq. (3.64), em equiĺıbrio

qúımico µ∗ = 0, em dois cenários distintos: no bulk e com a presença de uma fronteira

espacial no sistema. Em especial, vamos verificar as caracteŕısticas dos diagramas de fase

através da influência do campo magnético e do tamanho do sistema. As escalas são as

mesmas utilizadas na Eq. (3.47). Embora como discutido no caṕıtulo anterior o termo

Ω = qH tem dimensão de massa ao quadrado e assim, desde que tomamos todas as

quantidades f́ısicas com a escala da massa dos campos bariônicos Mψ, a frequência de

cyclotron terá um parâmetro sem dimensão do tipo:

Ω

M2
ψ

→ Ω. (3.67)

como todas as outras da Eq. (3.47). E o grande potencial termodinâmico é redefinido em

consonância com a normalização dada na Eq. (2.55).

Inicialmente tomemos o caso sem compactificação espacial, em que L → ∞. Na

Fig. 3.10, a massa efetiva, Eq. (3.13) com uso da Eq. (3.60), é exibida como uma função

da temperatura, para diferentes valores de campo magnético. Podemos observar que o

aumento da intensidade do campo magnético faz com que o sistema modifique a natureza

da transição de fase. Vimos nas seções precedentes a esta que sem a presença desse

agente externo o sistema para gψσ < 9.8 e Mσ = 0.53 mostra que a massa efetiva vai a

zero de maneira cont́ınua, contrariamente a isso, com o aumento da magnitude do campo
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magnético a M∗ alcança uma região em que cai abruptamente em menores temperaturas

como nos casos estudados com gψσ > 9.8 e Mσ = 0.53 anteriormente. Situação t́ıpica

de uma transição de fase ĺıquido-gás, como hav́ıamos explicado no simples contexto da

matéria bariônica no bulk. Essa caracteŕıstica de mudança da natureza da transição de

fase com o aumento da magnitude do campo magnético também é vista no modelo sigma

linear acoplado a quarks [128].

Figura 3.10: Gráfico da massa efetiva Eq. (3.13), usando a Eq. (3.60), como uma função da

temperatura, em eqúılibrio qúımico, com Mσ = 0.53 e gψσ = 8.0. As linhas sólida, tracejada e

pontilhada representam Ω = 0.01, 0.05 e 0.2, respectivamente.

Na Fig. 3.11 apresentamos a massa efetiva como uma função de temperatura para

diferentes valores de campo magnético, para gψσ > 9.8 e Mσ = 0.53. Neste regime

de magnitude de interações como já vimos nas seções anteriores trata-se de um sistema

que experimenta uma transição de fase de primeira ordem. Neste caso, nota-se que o

efeito do campo magnético é favorecer a massa efetiva ir a zero em menores temperaturas

quando aumentamos a intensidade do campo magnético. Esse resultado mostra um com-

portamento oposto daquele que encontramos para bósons carregados no caṕıtulo anterior,

que a massa ia zero em maiores temperaturas quando aumentamos os valores do campo

magnético.

Em baixas temperaturas podemos observar o fenômeno de catálise magnética nas

Figs. 3.10 e 3.11. Na Ref. [49] essa propriedade é estudada no cenário da matéria nuclear.

Interessante notar também que a massa efetiva é ainda menor em altas temperaturas

devido o aumento da intensidade do campo magnético. Essa redução da M∗ em altas

temperaturas devido o aumento do campo magnético pode ser interpretado como uma

espécie de catálise magnética inversa [129], diferentemente daquilo que acontece em baixas

temperaturas. Note que isso pode ser tratado como um mecanismo auxiliar para que
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o sistema recupere a simetria quiral perdida em baixas temperaturas. Esse aspecto é

tratado similarmente na Ref. [130] através da dinâmica da massa de férmions em função

do potencial qúımico usando o modelo de Nambu-Jona-Lasinio.

Figura 3.11: Gráfico da massa efetiva Eq. (3.13), usando a Eq. (3.60), como uma função da

temperatura, em eqúılibrio qúımico, com Mσ = 0.53 e gψσ = 16.0. As linhas sólida, tracejada e

pontilhada representam Ω = 0.01, 0.02 e 0.05, respectivamente.

De forma a comprender melhor a dinâmica da estrutura de fases do modelo na pre-

sença de um campo magnético na Fig. 3.12 plotamos a densidade do grande potencial

termodinâmico, dado na Eq. (3.58), como uma função da temperatura, em diferentes va-

lores de temperatura na região de transição de fase, com o campo magnético mantido fixo

em dois casos diferentes. E na Fig. 3.13 apresentamos o grande potencial termodinâmico

em função da massa efetiva para um valor fixo de temperatura para três valores diferentes

do campo magnético. Abaixo resumimos alguns aspectos que devem ser notados:

I Para valores fixos de Ω, existe uma transição da fase quebrada para a fase não-

quebrada quando a temperatura aumenta, como nos casos anteriores na ausência de

campo magnético.

II Com o campo magnético mantido em pequenos valores (Ω = 0.01 e Ω = 0.05 na

Fig. 3.12), para gψσ = 16.0, o sistema exibe uma transição de fase em dois passos.

De ińıcio com uma transição de fase de primeira ordem. Em baixas temperaturas

o mı́nimo global está em um grande valor de M∗ , o aumento de T faz o segundo

mı́nimo em pequenos valores de M∗ superar o primeiro, tornando-se mı́nimo absoluto,

e para altas temperaturas o mı́nimo absoluto vai suavemente a zero. Mantendo a

caracteŕıstica dos casos anteriores sem a presença do agente externo.
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III Quando o campo magnético aumenta a temperatura cŕıtica em que o sistema apre-

senta a transição de fase diminui. Este comportamento é adequado no contexto da

transição de fase de desconfinamento da matéria interagindo fortemente [131]. Esse

resultado é oposto daquilo que ocorre com o modelo escalar descrito no caṕıtulo

anterior.

IV Para valores fixos de T , existe uma transição da fase quebrada para a fase não-

quebrada dirigida pelo aumento do campo magnético (Fig. 3.13); ou seja, o aumento

do campo magnético tende a favorecer a fase desordenada, da mesma forma que o

aumento da temperatura conduz o sistema a fase com simetria restaurada.

V No contexto da invariancia quiral o aumento do campo magnético restaurará mais

rapidamente tal simetria.

Figura 3.12: Gráfico da densidade do grande potencial termodinâmico Eq. (3.58), como uma

função da massa efetiva, em eqúılibrio qúımico, para Mσ = 0.53 e gψσ = 16.0. Na esquerda : com

as linhas sólida, tracejada e pontilhada representando T = 0.154, 0.159 e 0.164, respectivamente,

com Ω = 0.05. Na direita: as linhas sólida, tracejada e pontilhada representando, T = 0.165,

0.170 e 0.175, na mesma ordem, com Ω = 0.01.

Para completar o estudo desta seção vamos a partir daqui compreender os efeitos no

sistema desempenhado pela compactificação de uma coordenada espacial (sistema com

tamanho finito L). Na Fig. 3.14, mostramos o comportamento da massa efetiva como

uma função da temperatura, em valor fixo do campo magnético e para diferentes valores

do tamanho do sistema. Notamos que a presença da fronteira modifica o comportamento

da massa efetiva em baixas temperaturas (da mesma forma que nos casos anteriores,

como era de se esperar). Entretanto, a presença dessa fronteira inibe levemente o efeito

da catálise magnética.
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Figura 3.13: Gráfico da densidade do grande potencial termodinâmico Eq. (3.58), como uma

função da massa efetiva, em eqúılibrio qúımico, para Mσ = 0.53 e gψσ = 16.0. As linhas sólida,

tracejada e pontilhada representando Ω = 0.01, 0.02 e 0.05, respectivamente, em T = 0.163.

Figura 3.14: Gráfico da massa efetiva, Eq. (3.13), usando a Eq. (3.64), como uma função da

temperatura, em eqúılibrio qúımico, com Mσ = 0.53 e gψσ = 16.0. As linhas sólida, tracejada e

pontilhada representam L = 20.0, 10.0 e 8.0, respectivamente, onde fixamos Ω = 0.1.

Os efeitos da presença da fronteira combinado com a do campo magnético pode

ser compreendido observando a Fig. 3.15, que representa os valores da massa efetiva,

Eq. (3.13) usando a Eq. (3.64), como uma função do inverso do comprimento (x = 1/L),

em baixas temperaturas. Podemos observar que a M∗ apresenta uma massa maior em

x ≈ 0 (L→∞), preservando assim o efeito de catálise magnética mostrada anteriormente.

Além disso, notamos que o aumento da magnitude do campo magnético Ω permite a massa

efetiva experimentar uma queda abrupta em um valor maior do tamanho finito L do sis-
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tema. Assim, isso sugere que em campos magnéticos mais fortes o sistema apresenta uma

transição de fase de primeira ordem em valores maiores de L. Esse resultado é oposto da-

quele encontrado para o modelo bosônico, que para aumentar o tamanho finito do sistema

devemos reduzir os valores da magnitude do campo magnético.

Figura 3.15: Gráfico da massa efetiva Eq. (3.13), usando a Eq. (3.64), como uma função do

inverso do tamanho do sistema (x = 1/L). Fixamos Mσ = 0.53 e gψσ = 12.0. As linhas sólida,

tracejada e pontilhada representam Ω = 0.01, 0.03 e 0.08, respectivamente, em T = 0.1.

Portanto, vimos aqui nesta seção as formas que se manifestam no diagrama de fases

do sistema fermiônico o campo magnético e o tamanho finito do sistema. Mostramos que

a fase em que a massa efetiva se caracteriza por decrescer suavemente (gψσ < 9.8) existe

um Ωc em que este regime é substitúıdo por uma transição de fase de primeira ordem

devido a queda abrupta da massa efetiva. Vimos também que, a transição de fase de

primeira ordem ocorre em menores temperaturas quando aumentamos o valor do campo

magnético. Em outras palavras, o aumento do campo magnético tende a favorecer a fase

quebrada. Ainda vimos que em altas temperaturas o resultados indicam um fenômeno

de catálise magnética invertida favorecendo a restauração da simetria quiral. E por fim,

observamos que o aumento da magnitude do campo magnético permite que o sistema

alcance um ponto cŕıtico de transição de fase de primeira ordem em valores maiores do

tamanho do sistema.

Finalizamos este caṕıtulo resumindo as principais caracteŕısticas que encontramos para

o modelo de troca de mésons no contexto de part́ıculas fermiônicas como graus de liber-

dade fundamentais. A partir do estudo termodinâmico observamos que a redução da

massa efetiva, em diferentes cenários caracteriza uma transição de fase de primeira ou

segunda ordem ou comportamento cont́ınuo desse sistema, é fortemente dependente dos

parâmetros internos ou externos, como a magnitude de interação entre bárions e o meio
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hadrônico, ou a auto-interação quártica do campo escalar, a restrição geométrica associ-

ada ao tamanho finito do sistema ou a presença de um campo magnético uniforme externo.

Vimos que a transição de fase de primeira ordem ocorre em temperaturas cŕıticas menores

quando a magnitude de interação entre os campos ψ e σ aumenta.

Destacamos também que a presença da fronteira espacial no sistema espalha o intervalo

de temperatura onde ocorre a fase mista com a redução do comprimento da coordenada

espacial compactificada. Esse resultado sugere que a fase simétrica é favorecida quando

o tamanho do sistema é diminúıdo. Além disso, mostramos que o comportamento termo-

dinâmico do sistema é dependente do número de coordenadas espaciais compactificadas

d. De modo que a fase simétrica também é favorecida grandes valores d com a redução

da temperatura cŕıtica. A presença de mais fronteiras tende a inibir a fase quebrada, da

mesma forma que o caso bosônico, descrito no caṕıtulo anterior. Em outras palavras,

esses resultados sugerem que a presença de mais fronteiras desfavorece a manuntenção

das correlações de longo alcance, inibindo a fase quebrada.

No cenário em que o sistema está na presença do campo magnético uniforme externo

mostramos para gψσ < 9.8 existe um Ωc que determina uma mudança da natureza da

transição de fase no modelo quando aumentamos esse campo: comportamento cont́ınuo

para uma transição de fase de primeira ordem. Além disso, vimos que o sistema apresenta

dois fenômenos interessantes: a catálise magnética inversa em altas temperaturas, que

favorece a restauração da simetria quiral, e distintamente do ocorre no caso bosônico o

sistema experimenta uma transição de fase de primeira ordem em menores temperaturas

quando aumentamos a magnitude do campo magnético.



CONCLUSÕES E PESPECTIVAS

Estudamos ao longo deste trabalho o comportamento termodinâmico da matéria com-

posta de campos relativ́ısticos escalares e campos espinoriais interagindo através dos

mésons mediadores σ e ω na aproximação de campo médio. Analisamos a influência

na estrutura de fases de fronteiras espaciais e a presença de um campo magnético uni-

forme externo. Usamos o formalismo de Matsubara generalizado na construção de uma

teoria quântica de campos a temperatura finita e na presença de fronteiras, via abordagem

da regularização das funções Zeta.

Em particular, mostramos que a versão escalar pode ser aplicada para estudar o com-

portamento termodinâmico de um gás de mésons, como por exemplo aqueles com sabores

pesados interagindo com mésons leves. Já o modelo com campos espinoriais destaca-se

no estudo da matéria nuclear, embora possa ser tomado como uma teoria efetiva para es-

tudar a transição de fase associada de modo geral à hadronização da matéria fortemente

interagente.

Inicialmente, mostramos que o campo ω não contribui para descrever as grandezas

termodinâmicas relevantes no equiĺıbrio qúımico. Por outro lado, encontramos que o

campo σ descreve uma solução da equação de estado não-trivial, sofrendo um aumento a

partir de um certo valor da temperatura. Isso permite que a massa efetiva, pela definição

escolhida, decresça com o aumento da temperatura, sinalizando uma transição de fase,

que pode ser interpretada como a formação de pares interagindo mais fortemente.

Discutimos que a estrutura de fases é fortemente dominada pelo aumento da magnitude

das interações. No sistema escalar estudamos que para baixos valores da constante de

acoplamento a fase dominante é de segunda ordem e de primeira ordem para grandes

valores. Enquanto que para o sistema fermiônico a transição de fase de primeira ordem

aparece quando gψσ > 9.8. Tal transição é semelhante a uma transição de fase ĺıquido-

gás, em que o parâmetro de ordem (a massa efetiva), cai abruptamente, constituindo um

sistema de fase mista.

Além disso, notamos que os valores permitidos da massa efetiva são afetados pela

presença de fronteiras espaciais. Ainda mostramos que a redução do tamanho finito do

sistema e o aumento do número de coordenadas espaciais compactificadas o sistema é

dirigido da fase quebrada para a fase desordenada. Em outras palavras, a presença da

fronteira tende a inibir a fase quebrada. Esse efeito pode ser interpretado no seguinte
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caminho: quanto mais fronteiras no sistema este tende a evitar a manuntenção das cor-

relações de longo alcance, desfavorencendo a ordem.

Para o caso fermiônico o intervalo de temperatura onde a fase mista ocorre é espa-

lhado quando o comprimento das coordenadas espaciais compactificadas é reduzido. E

como acontece no caso bosônico a redução do tamanho finito e o aumento do número de

dimensões espaciais do sistema o dirige da fase quebrada para a fase desordenada. Neste

sentido, podemos concluir que esses fenômenos acontecem tanto para um gás de bosons

quanto para um gás de férmions.

Entretanto, o estudo das versões escalar e espinorial na presença de um campo magnético

mostra que eles são influenciados de maneira opostas quando aumentamos a intensidade

do campo magnético. Em especial, no modelo escalar o aumento dos valores do campo

magnético estimula o sistema a sair de uma região de uma simples transição de fase para

uma região de transição de fase de dois passos. Porém, essa caracteŕıstica desaparece

para um determinado tamanho finito do sistema. Também, verificamos que o aumento do

campo magnético favorece a fase quebrada. Ademais, observamos que a versão fermiônica

apresenta uma catálise magnética inversa em altas temperaturas, que pode explicar o

est́ımulo do campo magnético em favorecer a restauração da simetria quiral.

Sabemos que a abordagem teórica acima descrita fornece uma base simplificada para a

discussão das interações que ocorrem na matéria hadrônica interagindo com o meio denso

e quente. Melhorias devem ser realizadas no intuito de representar o sistema de maneira

mais fidedigno, como por exemplo a inclusão da interação dos objetos fundamentais com

outros constituintes do meio (outros mésons, nucleons, etc.). Além disso, outro aspecto

importante que cabe investigar é considerar o sistema sujeito a potencial qúımico efetivo

não-nulo permitindo elucidar o papel que o méson vetorial ω desempenha no sistema

[33, 120]. E neste sentido, seria interessante estudar o comportamento das transições

de fase quando a fração de part́ıculas ou antipart́ıculas são variadas (para p, n,Λ, ...)

[132, 133].

Ainda, as perspectivas de desenvolver novos trabalhos surgem devido as transições

de fase de primeira ordem que podemos associar a teoria de nucleação de bolhas ou

decomposição spinodal que estão presentes em diversos sistemas f́ısicos [134, 135]. Princi-

palmente, suas implicações para transições de fases cosmológicas e a hadronização de um

plasma de quarks-glúons gerado em colisões de ı́ons pesados em altas energias.

Outro ponto de interesse reside na condensação de Bose-Einstein que tem sido lar-

gamente explorada, sobretudo como um posśıvel estado da matéria presente em estrelas

compactas [87, 136]. Nestes trabalhos especula-se a possibilidade de produzir esse estado

em sistemas relativ́ısticos em altas temperaturas. Em particular, as propriedades de ta-

manho finito de um gás de bósons e/ou a presença de campo magnético podem influenciar
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a formação desses condensados substancialmente [50, 51, 108]. Com relação a isso pode-

mos estimar através do modelo escalar descrito nesta tese como esses agentes externos se

comportam para caracterizar uma condensação desse tipo.



APÊNDICE A

FUNÇÃO ZETA EPSTEIN-HURWITZ

As técnicas de regularização da função Zeta apresentam uma estrutura matemática rica

para mapear uma variedade considerável de fenômenos em diversas áreas da f́ısica. Como

por exemplo, teoria de cordas para estudar propriedades quântica de objetos extendidos

tipoD-branas, teoria quântica dos campos em espaços hiperbólicos, efeitos de temperatura

finita em teoria quântica dos campos e etc (o leitor pode obter mais informações sobre

essas aplicações e outras das técnicas supracitada na Ref. [81]).

Diante daquilo que pretendemos desenvolver ao longo desta tese, estudar o compor-

tamento termodinâmico de sistemas relativ́ısticos, vamos neste apêndice apresentar as

técnicas necessárias e construir a forma anaĺıtica das funções de Epstein-Hurwitz não-

homogênea, que aparece no recorrentemente no corpo principal do texto na forma Ec2

k . A

série multidimensional Ec2

k é dada por:

Ec2

k (ν; a1, ..., ak; b1, ..., bk) =
∞∑

n1,...,nk=−∞

[a1(n1 − b1)2 + ...+ ak(nk − bk)2 + c2]−ν . (A.1)

Podemos utilizar a transformada de Mellin para encontrar uma forma anaĺıtica dessa

soma. Assim, ela é escrita na forma:

1

Xν
=

1

Γ(ν)

∫ ∞
0

tν−1e−Xtdt, (A.2)

onde Γ(ν) é a função Gamma. De modo que a Eq. (A.1) pode ser reescrita na forma,

Ec2

k (ν; a1, ..., ak; b1, ..., bk) =
1

Γ(ν)

∫ ∞
0

dttν−1Θ(t), (A.3)

com,

Θ(t) =
∞∑

n1,...,nk=−∞

e−[a1(n1−b1)2+...+ak(nk−bk)2+c2]t. (A.4)

Note que esse somatório geral pode ser dividido em k produtos de uma soma do tipo∑∞
ni=−∞ e

ai(ni−bi)2t devido as propriedades de uma potência. Assim, podemos usar a

identidade abaixo:

∞∑
n=−∞

e−πz(n−c)
2

=
1√
z

∞∑
n=−∞

e−
π
z
n2−2πinc, (A.5)
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para reescrever a Eq. (A.4) na forma:

∞∑
n1,...,nk=−∞

e−
∑k
j=1[aj(nj−bj)2+c2]t =

πk/2

tk/2
e−tc

2

√
a1 · . . . · ak

∞∑
n1,...,nk=−∞

e
−
∑k
j=1

(
π2n2j
taj

+2πinjbj

)
.(A.6)

Portanto, depois dessas manipulações a função zeta de Epstein-Hurwitz, após ser tra-

tada com a identidade da função gama e da mudança realizada na Eq. (A.6) obtida na

Ref. [81], obtemos:

Ec2

k (ν; a1, ..., ak; b1, ..., bk) =
πk/2

Γ(ν)

∫ ∞
0

dt
tν−1−k/2e−tc

2

√
a1 · . . . · ak

ΘT (t), (A.7)

onde usamos a seguinte definição,

ΘT (t) =
∞∑

n1,...,nk=−∞

e
−
∑k
j=1

(
π2n2j
taj

+2πinjbj

)
. (A.8)

Essa expressão ainda pode ser simplificada após manipulações matemáticas, com a ajuda

de,

∞∑
n=−∞

e−
π2n2

ta
−2πinb = 1 + 2

∞∑
n=1

cos(2πnb)e−
π2n2

ta , (A.9)

de modo que chegamos a uma soma do tipo1

ΘT (t) = 1 + 2
k∑
i=1

∞∑
ni=1

cos(2πnibi)e
−π

2n2i
tai +

+22

k∑
j>i=1

∞∑
ni,nj=1

cos(2πnibi) cos(2πnjbj)e
−π

2n2i
tai e

−
π2n2j
taj + . . .+

+ . . .+ 2k
∞∑

n1,...,nk=1

k∏
i=1

cos(2πnibi)e
−π

2n2i
tai . (A.10)

Logo a Eq. (A.7), torna-se:

Ec2

k (ν; {ai}; {bi}) =
πk/2

Γ(ν)

∫ ∞
0

dt
tν−1−k/2e−tc

2

√
a1 · . . . · ak

[
1 + 2

k∑
i=1

∞∑
ni=1

cos(2πnibi)e
−π

2n2i
tai +

+22

k∑
j>i=1

∞∑
ni,nj=1

cos(2πnibi) cos(2πnjbj)e
−π

2n2i
tai e

−
π2n2j
taj + . . .+

+ . . .+ 2k
∞∑

n1,...,nk=1

k∏
i=1

cos(2πnibi)e
−π

2n2i
tai

]
(A.11)

1Para exemplificar imagina que temos três somatórios, ou seja k = 3: (1 + 2a1)(1 + 2a2)(1 + 2a3) =

1 + 2a1 + 2a2 + 2a3 + 22a1a2 + 22a1a3 + 22a2a3 + 23a1a2a3.
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A etapa final para obtenção da expressão conveniente para Ec2

k devemos levar em conta

a seguinte representação para as funções de Bessel modificada Kν ,

2

(
A

B

)s/2
Ks(2

√
AB) =

∫ ∞
0

dxxs−1e−
A
x
−Bx. (A.12)

Desse modo, tomando as devidas manipulações matemáticas na Eq. (A.13), levando em

conta essa identidade Eq. (A.12), encontramos a continuação analit́ıca para Ec2

k (ν; {ai}; {bi}):

Ec2

k = fk(ν; a1, ..., ak)

[
hk(ν; c) + 22

k∑
i=1

∞∑
ni=1

cos(2πnibi)

(
π2n2

i

aic2

) ν− k2
2

Kν− k
2

(
2π

cni√
ai

)
+

+23

k∑
j>i=1

∞∑
ni,nj=1

∏
l=i,j

cos(2πnlbl)

 π2n2
i

ai
+

π2n2
j

aj

c2


ν− k2

2

Kν− k
2

2πc

√
n2
i

ai
+
n2
j

aj

+

+ . . .+ 2k+1

∞∑
n1,...,nk=1

k∏
i=1

cos(2πnibi)

∑k
i=1

π2n2
i

ai

c2


ν− k2

2

Kν− k
2

2πc

√√√√ k∑
i=1

n2
i

ai

],
(A.13)

com,

fk(ν; a1, ..., ak) =
πk/2

√
a1 · . . . · akΓ(ν)

, (A.14)

e

hk(ν; c) = c−2ν+kΓ

(
ν − k

2

)
. (A.15)

A Eq. (A.13) é a forma final da função zeta de Epstein-Hurwitz que tem utilidade no pre-

sente trabalho: tratar um gás de férmions ou bósons imerso num meio contendo part́ıculas

mesônicas leves, na presença de fronteiras espaciais ou/e de um campo magnético uniforme

externo.

A.1 EXPRESSÕES DE INTERESSE NO CORPO DO TRABALHO

Nos caṕıtulos 2 e 3 deste trabalho estudamos efeitos de temperatura e de tamanho

finito de sistemas relativ́ısticos, escolhemos para tratá-los a estrutura matemática das

funções Zeta Epstein-Hurwitz. Neste sentido, vamos desenvolver abaixo as diversas formas

que essas funções aparecem no decorrer do texto principal. Antes de começarmos note da

Eq. (2.23) que ν = s− (D − δ)/2, logo as funções de Bessel que aparecem na Eq. (A.13)

do tipo ν − δ/22 não depende do número de dimensões espaciais compactificadas, pois:

ν − δ = s−D/2.

2Aqui δ = k e no contexto apresentado na tese δ = d + 1, onde d é o número de dimensões espaciais

compactificadas.
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A.1.1 Sem fronteiras espaciais k = 1: compactificação do tempo imaginário

Esse é o caso mais simples em que nenhuma dimensão espacial tenha sida compac-

tificada (d = 0) apenas o tempo imaginário. Nestas condições, temos: a1 = 4π2/β2 e

b1 = iµ∗β/2π − q, onde q = 0 para bósons e q = 1/2 para férmions. Logo, a função gera-

dora para encontrarmos a continuação analit́ıca para a série E
M2
∗

1

(
s− D−1

2
; 4π2

β2 ; iµ∗β
2π
− q
)

,

diante desses parâmetros obtemos:

E
M2
∗

1 =
∞∑

n=−∞

[
4π2

β2

(
n− iµ∗β

2
π + q

)2

+M2
∗

]−(s−D−1
2 )

= f1[h1 +Xβ(q0)] (A.16)

com,

Xβ(q0) =
∞∑
n=1

(−1)q0n cosh(nµ∗β)

(
nβ

M∗

)s−D
2

Ks−D
2

(nM∗β) , (A.17)

onde a fase representa o caso peŕıodico (bósons) q = 0 e para isso devemos tomar q0 = 0

e o anti-peŕıodico (férmions) q = 1/2 de modo que se aplica q0 = 1. Também, utilizamos

a igualdade cos(inµ∗β) = cosh(nµ∗β). E as funções f1 e h1 são,

f1

(
s− D − 1

2
;
4π2

β2

)
=

β

2
√
πΓ
(
s− D−1

2

) (A.18)

e

h1

(
s− D

2
;M∗

)
= M−2(s−D2 )Γ

(
s− D

2

)
(A.19)

respectivamente. No contexto da termodinâmica o termo h1 diz respeito a contribuição

do vácuo para as quantidades térmicas e será tratado com mais detalhes no próximo

apêndice.

A.1.2 k = 2: compactificação do tempo imaginário e de uma dimensão espacial

Estamos aqui, por exemplo, com a dimensão temporal imaginária e uma dimensão

espacial (d = 1) compactificada. Escolhemos: a1 = 4π2/β2, a1 = 4π2/L2
1, b1 = iµ∗β/2π−q

e q1. Com q = q1 = 0 para bósons e q = q1 = 1/2 para férmions. Então a soma geradora

tem a forma especial E
M2
∗

2

(
s− D−2

2
; 4π2

β2 ,
4π2

L2
1

; iµ∗β
2π
− q1, q2

)
:

E
M2
∗

2 =
∞∑

n,n1=−∞

[
4π2

β2

(
n− iµ∗β

2π
+ q

)2

+
4π2

L2
1

(n1 − q1)2 +M2
∗

]−(s−D−2
2 )

(A.20)

Expandindo essa série no mesmo caminho que obtemos a Eq. (A.13), encontramos:

E
M2
∗

2 = f2 [h2 +Xβ(q0) +XL(1, q0) + 2XβL(1, q0)] (A.21)
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com,

XL(α, q0) =
α∑
i=1

∞∑
ni=1

(−1)q0ni
(
niLi
M∗

)s−D
2

Ks−D
2

(niM∗Li) (A.22)

e

XβL(α, q0) =
α∑
i=1

∞∑
n,n1=1

(−1)q0(n+n1) cosh(nµ∗β)

(√
n2β2 + n2

1L
2
1

M∗

)s−D
2

×

×Ks−D
2

(
M∗

√
n2β2 + n2

1L
2
1

)
(A.23)

onde mais uma vez a fase representa o caso peŕıodico q = q1 = 0 devemos tomar q0 = 0 e

o anti-peŕıodico q = q1 = 1/2 que aqui aplicamos q0 = 1. E as funções f1 e h1 são,

f2

(
s− D − 2

2
;
4π2

β2
,
4π2

L2
1

)
=

βL1

4πΓ
(
s− D−2

2

) (A.24)

e

h2

(
s− D

2
;M∗

)
= M−2(s−D2 )Γ

(
s− D

2

)
(A.25)

respectivamente. A expressão dada pela Eq. (A.21) pode ser tomada como um objeto

matemático para tratar sistemas térmicos em formato de um filme infinito em que a

distância entre os plano é L1 no espaço Euclidiano D = 4.

A.1.3 k = 3: compactificação do tempo imaginário e de duas dimensões espaciais

Aqui estamos interessados em construir uma série do tipo dado na Eq. (A.1), onde,

por exemplo, compatificamos a dimensão temporal imaginária e duas dimensões espaciais

(d = 1). Com: a1 = 4π2/β2, a2 = 4π2/L2
1, a3 = 4π2/L2

2, b1 = iµ∗β/2π − q, b2 = q1 e

b3 = q2. Com q = q1 = q2 = 0 para bósons e q = q1 = q2 = 1/2 para férmions. Então a

soma geradora tem a forma especial E
M2
∗

3

(
s− D−3

2
; 4π2

β2 ,
4π2

L2
1
, 4π2

L2
2

; iµ∗β
2π
− q1, q2, q3

)
:

E
M2
∗

3 =
∞∑

n1,n2,n3=−∞

[
4π2

β2

(
n− iµ∗β

2π
+ q

)2

+
2∑
j=1

4π2

L2
j

(nj − qj)2 +M2
∗

]−(s−D−3
2 )

(A.26)

Tomando a expansão dessa série e usando o desenvolvimento para chegar na Eq. (A.13),

obtemos:

E
M2
∗

3 = f3 [h3 +Xβ(q0) +XL(2, q0) + 2XβL(2, q0) + 2XLL(2, q0) + 4XβLL(2, q0)]

(A.27)
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com,

XLL(α, q0) =
α∑

i<j=1

∞∑
ni,nj=1

(−1)q0(ni+nj)


√
n2
iL

2
j + n2

jL
2
j

M∗

s−D
2

×

×Ks−D
2

(
M∗

√
n2
iL

2
j + n2

jL
2
j

)
(A.28)

e

XβLL(α, q0) =
α∑

i<j=1

∞∑
n,ni,nj=1

(−1)q0(n+ni+nj) cosh(nµ∗β)


√
n2β2 + n2

iL
2
j + n2

jL
2
j

M∗

s−D
2

×

×Ks−D
2

(
M∗

√
n2

1β
2 + n2

iL
2
j + n2

jL
2
j

)
(A.29)

onde em caso do sistema ser constitúıdo de bósons temos, q = q1 = 0 e devemos tomar

q0 = 0 e do contrário o sistema descreve férmions e opta-se por q = q1 = 1/2 e dáı q0 = 1.

E as funções f3 e h3 são,

f3

(
s− D − 3

2
;
4π2

β2
,
4π2

L2
1

,
4π2

L2
2

)
=

βL1L2

8π
√
πΓ
(
s− D−3

2

) (A.30)

e

h3

(
s− D

2
;M∗

)
= M−2(s−D2 )Γ

(
s− D

2

)
(A.31)

respectivamente. A expressão dada pela Eq. (A.27) pode ser tomada como um objeto

matemático para tratar sistemas térmicos em formato de um tubo infinitamente longo de

com área da seção transversal L1 × L2 no espaço Euclidiano D = 4.

A.1.4 k = 4: compactificação do tempo imaginário e de três dimensões espaciais

Por fim, o caso em que quatro dimensões são compactificadas, a temporal e três di-

mensões espaciais. De maneira similar que nos casos anteriores temos: a1 = 4π2/β2, a2 =

4π2/L2
1, a3 = 4π2/L2

2, a4 = 4π2/L2
3, b1 = iµ∗β/2π−q, e definindo b2 = q1, b3 = q2 e b4 = q3.

Com q = q1 = q2 = q3 = 0 para bósons e q = q1 = q2 = q3 = 1/2 para férmions. Então a

soma geradora tem a forma especial E
M2
∗

4

(
s− D−4

2
; 4π2

β2 ,
4π2

L2
1
, 4π2

L2
2
, 4π2

L2
2

; iµ∗β
2π
− q, q1, q2, q3

)
:

E
M2
∗

4 =
∞∑

n,n1,n2,n3=−∞

[
4π2

β2

(
n− iµ∗β

2π
+ q

)2

+
3∑
j=1

4π2

L2
j

(nj − qj)2 +M2
∗

]−(s−D−4
2 )

.(A.32)

Essa série expandida nos mesmos moldes que a Eq. (A.13) encontramos uma expressão

na forma:

E
M2
∗

4 = f4

[
h4 +Xβ(q0) +XL(3, q0) + 2XβL(3, q0) + 2XLL(3, q0) + 4XβLL(3, q0) +

+4XLLL(q0) + 8XβLLL(q0)

]
(A.33)
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com,

XLLL(q0) =
∞∑

n1,n2,n3=1

(−1)q0(n1+n2+n3)


√∑3

i=1 n
2
iL

2
i

M∗

s−D
2

×

×Ks−D
2

M∗
√√√√ 3∑

i=1

n2
iL

2
i

 (A.34)

e

XβLLL(q0) =
∞∑

n,n1,n2,n3=1

(−1)q0(n+n1+n2+n3) cosh(nµ∗β)×

×


√
n2β2 +

∑3
i=1 n

2
iL

2
i

M∗

s−D
2

Ks−D
2

M∗
√√√√n2β2 +

3∑
i=1

n2
iL

2
i


(A.35)

onde em caso do sistema ser constitúıdo de bósons temos, q = q1 = 0 e devemos tomar

q0 = 0 e do contrário o sistema descrever férmions opta-se por q = q1 = 1/2 e dáı q0 = 1.

E as funções f3 e h3 são,

f4

(
s− D − 3

2
;
4π2

β2
,
4π2

L2
1

,
4π2

L2
2

,
4π2

L2
3

)
=

βL1L2L3

16πΓ
(
s− D−3

2

) (A.36)

e

h4

(
s− D

2
;M∗

)
= M−2(s−D2 )Γ

(
s− D

2

)
(A.37)

respectivamente. Podemos pensar a expressão dada pela Eq. (A.33) como um objeto

matemático para tratar sistemas térmicos em formato de um cubo de volume L1×L2×L3

no espaço Euclidiano D = 4.

Como podemos observar que h1 = h2 = h3 = h4 e note que eles são independentes

do comprimento da coordenadada compactificada identificadas como L1, L2 ou L3. Esse

termo é divergente em alguns casos de dimensão do espaço-tempo D, trataremos disso no

próximo apêndice para o caso em que D = 4.



APÊNDICE B

INTEGRAIS DIVERGENTES

O primeiro termo das Eqs. (A.16), (A.21), (A.27) e (A.33), os respectivos hs, re-

presentam uma divergência em um espaço-tempo Euclidiano. Em especial, na presença

de campo magnético uniforme externo, esses termos descrevem fenômenos interessantes,

assim vamos tratá-los nas próximas linhas.

Primeiro vamos verificar que os termos de vácuo propriamente dito são produto de

três grandezas, os hs com os fs e o J(s, δ). Avaliando-os podemos observar que a menos

de uma constante (AL/β: que será absorvida pelo fator que multiplica o último termo da

Eq. (2.20)) eles descrevem objetos divergentes comumente descritos no cenário da teoria

quântica de campos a temperatura finita por:∫
dDp

(2π)D
[p2 +M2]A =

Γ
(
A− D

2

)
(4π)

D
2 Γ(A)M2(A−D2 )

. (B.1)

Agora considere uma part́ıcula com carga q e spin j na presença de um campo

magnético uniforme na direção x3 com intensidade H, com dimensão espacial D = 3 e o

termo de vácuo se caracteriza por A = 1/2. Neste sentido, o termo de vácuo designado

acima é escrito como

UH
v (j) = ±(2j + 1)

qH

2π

∑
j3

∞∑
l=0

∫ ∞
−∞

dp

(2π)

√
p2 + qH(2l + 1− j3) +M2, (B.2)

onde o sinal positivo significa bósnos e o sinal negativo representa férmions. Essa integral

pode ser resolvida utilizando o procedimento de regularização dimensional com a seguinte

troca: uma integral de dimensão 1 para 1→ d = 1− ε. Logo, temos

UH
v (j) = ±(2j + 1)

(qH)2

π

∑
a

∞∑
l=0

Γ
(
−1 + ε

2

)
(4π)(1/2−ε)/2Γ(−1/2)

[
1

(l + x+ a)−1+ε/2

]
, (B.3)

no qual definimos x = M2

2qH
e a = 1/2 − j3. Daqui, usando a definição da função Zeta

de Riemann-Hurwitz, podemos usar implicitamente a soma sobre os ńıveis de Landau,

obtendo:

UH
v (j) = ±(2j + 1)

(qH)2

π(2
√
π)1−εΓ

(
−1 +

ε

2

)∑
a

ζ
(
−1 +

ε

2
, x+ a

)
. (B.4)
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Agora expandindo essa expressão em torno de ε = 0 e cancelando alguns termos, que

podem ser absorvidos por algum processo de renormalização, encontramos,

UH
v (j) = ±(2j + 1)

(qH)2

4π2

∑
a

[
x2

ε
+
x2

2
(1− γ)− ζ ′(−1, x+ a) + jx ln(x)

]
. (B.5)

onde γ é constante de Euler-Mascheroni, ainda usamos o fato que
∑

a = (a− 1/2) = 0 e,

ζ(−1, y) = −B2(y)

2
= −1

2

[
1

6
− y + y2

]
(B.6)

onde Bn(y) são os polinômios de Bernoulli. Ainda assim existe um termo divergente

que podemos remover adicionando e subtraindo o termo de vácuo sem a presença de um

campo magnético no sistema a Eq. (B.5). Logo,

Uv =

∫
ddp

(2π)d
[p2 +M2]1/2 (B.7)

O termo subtráıdo pode ser convenientemente tratado executando uma mudança de

variáveis p2 → p
′2/(2eH) e M2 → x = M2/(2eH). Realizando a integração em d = 3− ε

dimensão que leva a

Uv = ±(2j + 1)
(eH)2

2π2

[
x2

ε
+
x2

2
(1− γ)− x2

2
ln(x) +

x2

4

]
(B.8)

Finalmente, adicionando todas as contribuições que se pode escrever (resignificando os

termos):

UH
v (j) = Uv ± (2j + 1)

(eH)2

2π2

∑
a

[
ζ
′
(−1, x+ a)− 1

2
x2 ln(x) + jx ln(x) +

x2

4

]
(B.9)

Onde Uv, neste caso é dado pela Eq. (B.7) e pode ser obtida integrando até um limite de

energia que definimos como Λ (corte). De maneira que:

Uv = ±(2j + 1)
1

8π2

[
M4 ln

(
Λ + εΛ
M

)
− εΛΛ(Λ2 + ε2Λ)

]
(B.10)

De forma que definimos εΛ =
√

Λ2 +M2.

Portanto, as funções que definem o termo de vácuo do grande potencial termodinâmico

para bósons e férmions são dadas por,

UH
v (0) = Uv +

(eH)2

4π2

[
ζ
′
(
−1, x+

1

2

)
− 1

2
x2 ln(x) +

x2

4

]
, (B.11)

e

UH
v (1/2) = Uv −

(eH)2

2π2

[
ζ
′
(−1, x)− 1

2
(x2 − x) ln(x) +

x2

4

]
, (B.12)

respectivamente.

Em geral, nos modelos de Walecka, o termo Uv Eq. (B.10) é desprezado. Por outro lado

no modelo espinorial ele pode ser absorvido em um processo de renormalização, conhecido

na literatura por aproximação Hartree [1].
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