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Resumo

O estudo dos processos de contagio para compreender a propagacao de doencas trans-
missiveis ou o surgimento de estados sociais coletivos, em redes regulares e complexas,
tem recebido uma grande atencao da comunidade cientifica devido a sua capacidade de
representar problemas reais em diversas areas do conhecimento, tais como ciéncia da com-
putacao, sociologia, medicina, fisica, matematica, entre outras. Neste contexto, utilizamos
o modelo estocéstico SIRI (Suscetivel-Infectado-Recuperado-Infectado) para descrevermos
a dindmica de sistemas mais complexos dos que sao abordados pelos modelos classicos SIS
(Suscetivel-Infectado-Suscetivel) ou SIR (Suscetivel-Infectado-Recuperado), de modo que
seja possivel um individuo recuperado ter uma infec¢do secundaria, com taxa diferente
da primeira infecgao, devido & presenga de vizinhos ativos (infectados). Este efeito, o da
reinfecgao, é relevante para entendermos a propagacao de muitas doencas transmissiveis,
como a tuberculose e a hepatite viral. Tipicamente a segunda infec¢ao ou posteriores rein-
fecgoes possui uma menor probabilidade de acontecer do que a primaria. No contexto de
compreender o comportamento social, o oposto acontece, quando o objetivo é propagar
uma ideia, inovagao ou produto, visto que se espera que a segunda interacao seja mais
provavel do que a primeira. Tais casos podem ser entendidos através de uma versao es-
tocastica do modelo SIRI, considerando trés estados por sitio da rede, definidos como:
Suscetivel (Ignorante), Infectado (Espalhador) e Recuperado (Inativo). As regras dindmi-
cas entre os estados sao dadas por: S + I — 2I com taxa de infeccdao \; I — R com taxa
de recuperacao v; R + I — 2I com taxa de reinfeccdo N = o\. Nos casos particulares,
em que 0 = 0 e 0 = 1, se obtém os modelos estocasticos SIR e SIS, respectivamente.
No ambito da Dindmica Estocastica estudamos os regimes do modelo SIRI através de
simulagdes computacionais, investigando as transigoes de fase para um estado absorvente
e obtendo os expoentes criticos. De acordo com aproximacoes de campo médio de um
sitio e de pares, a partir da equagao mestra do modelo SIRI em uma rede regular, para
o < 1 (cenario relevante para doengas de transmissao direta) ha transicdo de fase entre
os estados endémicos e epidémicos. Para ¢ < 1, as simulacoes de Monte Carlo também
exibem transicao de fase de segunda ordem entre fases endémicas e epidémicas no caso de
uma rede regular, revelando que o modelo SIRI estd na mesma classe de universalidade
de percolagao direcionada. Observamos que o regime transiente do modelo SIRI é mais
complexo, pois podemos ter um pico epidémico (SIR) e a seguir a propagagao da infecgao
alcancar a fase endémica (SIS), mantendo a atividade do sistema no regime estacionario.
Para o > 1, em uma rede aleatéria, mostramos que, quando a infec¢ao primaria tem uma
taxa de infeccdo menor que a secundaria, uma situagao tipica em muitos processos de
contagio social, a transicao de fase epidémica para a endémica passa de 2* ordem para 1*

ordem.



Palavras-chaves: Modelos epidémicos, dindmica populacional, dindmica estocastica, tran-

sicoes de fase, reinfeccao, contagio social.



Abstract

The study of contagion processes in order to understand the spread of communicable
diseases or the emergence of collective social states, using regular and complex networks,
has received great attention from the scientific community due to of their ability of repre-
senting actual problems in various areas, such as as computer science, sociology, medicine,
physics, mathematics, among others. In this context, we use the SIRI model (Susceptible-
Infected-Recovered-Infected) to describe more complex systems from those analyzed by
the classic SIS (Susceptible-Infected-Susceptible) or SIR (Susceptible-Infected-Removed)
models. By thus way it is possible for a recovered individual to have a secondary infec-
tion, with different rate from the first infection, due to the presence of active (infected)
neighbors. The reinfection effect is relevant for understanding the spread of many commu-
nicable diseases, such as tuberculosis and viral hepatitis. Typically the second infection
or subsequent reinfections are less likely to occour than the primary one. In the context of
social behavior, the opposite happens when the goal is to propagate an idea, innovation
or product, since the second interaction is expected to be more likely than the first one.
Such cases can be understood through a stochastic version of the SIRI model, consider-
ing three states per network site, defined as: Susceptible (Ignorant), Infected (Spreader)
and Recovered (Inactive). The dynamic rules between states are given by: S I — 2I with
infection rate \; I — R with recovery rate 7; R I — 2I with reinfection rate A’ = o \.
When ¢ = 0, the stochastic SIR model is recovered; when ¢ = 1, the stochastic SIS
model is recovered. In the context of Stochastic Dynamics we study the transient regime
of the SIRI model through computational simulations, investigating the phase transitions
to an absorbent state and obtaining the critical exponents. According to site and pair
mean field approximations, obtained from master equation for SIRI model on a lattice
assuming o < 1 (the scenario is relevant for direct-transmitted diseases) there is phase
transition between endemic and epidemic states. For 0 < 1, Monte Carlo simulations also
show second order phase transition between endemic and epidemic phases for a regular
network, revealing that the SIRI model is in the same directed percolation universality
class. We observed that the transient regime of the SIRI model is more complex because
there is an epidemic peak (SIR) followed by the spread of infection reaching the endemic
phase (SIS). Keeping the activity of the system at steady state. For ¢ > 1, simulation SIRI
model on a random network, we show that when primary infection has a lower infection
rate than secondary infection, a typical situation in many social contagion processe the

transition from epidemic to endemic phase become a 1st order phase transitions.

Keywords: epidemic model, population dynamics, stochastical dynamics, phase transi-

tions, social contagion.
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(azul) e 1024 (magenta). O valor subcritico de A’ = Ao = 1.5 é mantido
constante nas partes (a) - (h), enquanto os pares variaveis (\;o) da
seguinte forma: (a) (0.25;6.0), (b) (0.5;3.0), (c) (1.0;1.5), (d) (1.5;1.0),

(e) (1.6489:0.9096), (f) (2;0.75), (g) (4;0.375), (h) (8:0.1875). . . . . .

Representacao log-log da dependéncia temporal do quadrado do raio
de giracao no regime critico, dentro do regime transiente estrito para
os estados infectados. Em todos os graficos, o nimero de amostras
é Ng = 16384 de redes de tamanhos 128 (vermelho), 256 (verde), 512
(azul) e 1024 (magenta). O valor critico de A = Ao = 1.6489 é mantido
constante nas partes (a) - (h), enquanto os pares varidveis (\;o) da

seguinte forma: (a) (0.25;6.5956), (b) (0.5;3.2978), (c) (1.0;1.6489),

(d) (1.6489:1.0), (e) (2;0.82445), (f) (4;0.412225), (g) (8:0.206125). . .
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Figura 36 —

Figura 37 —

Figura 38 —

Figura 39 —

Figura 40 —

Efeito de tamanho finito na criticalidade do quadrado do raio de giracao
dos sitios infectados, dentro do regime transiente estrito. Cada valor
A da legenda se refere a um dos pares (A, o) da Fig. 35. Os pontos
representam a dependéncia do expoente z com o tamanho do sistema

(N € {128,256,512,1024}), em que as linhas sao apenas guias para os

olhos. . . . . .

Representacao log-log da dependéncia temporal do quadrado do raio
de giracao no regime supercritico, dentro do regime transiente estrito
para os estados infectados. Em todos os graficos, o nimero de amostras
¢ Ng = 16384 de redes de tamanhos 128 (vermelho), 256 (verde), 512
(azul) e 1024 (magenta). O valor supercritico de X' = \o = 1.7 ¢é
mantido constante nas partes (a) - (h), enquanto os pares varidveis

(A; 0) da seguinte forma: (a) (0.25;6.8), (b) (0.5;3.4), (c) (1.0;1.7), (d)

(1.7;1.0), (e) (1.6489:1.03099), () (2:0.85), (g) (4;0.425), (h) (8;0.2125). 78

Representagao log-log da evolugao temporal da fracdo de amostras so-
breviventes em um regime subcritico, dentro do regime transiente es-
trito. Em todas os graficos o nimero de amostras é Ng = 16384 e redes
de tamanhos 128 (vermelho), 256 (verde), 512 (azul) e 1024 (magenta).
Valor subcritico de A’ = Ao = 1.5 mantido constante nas partes (a) -
(h), variando (\; o) da seguinte forma: (a) (0.25;6.0), (b) (0.5;3.0), (c)
(1.0; 1.5), (d) (1.5;1.0), (e) (1.6489;0.9096), (f) (2;0.75), (g) (4;0.375),

(h) (8;0.1875). Os insets sdo representagoes linear-linear da evolugao

temporal da fracdo de amostras sobreviventes. . . . . . . ... ... ..

Representacgao log-log da evolucao temporal da fracdo de amostras so-
breviventes em um regime critico, dentro do regime transiente estrito.
Em todas os graficos o nimero de amostras ¢ Ng = 16384 e redes de
tamanhos 128 (vermelho), 256 (verde), 512 (azul), e 1024 (magenta).
Valor critico de A = Ao = 1.6489 mantido constante nas partes (a)-(g),
variando (A; o) da seguinte forma: (a) (0.25;6.5956), (b) (0.5;3.2978),
(c) (1.0;1.6489), (d) (1.6489;1.0), (e) (2;0.82445), (f) (4;0.412225),

(g) (8;0.206125). Os insets sao representagoes linear-linear da evolu-

¢ao temporal da fracao de amostras sobreviventes. . . . . . . . ... ..

Efeito de tamanho finito na criticalidade das amostras de sobreviventes,
dentro do regime transiente estrito. Cada valor A da legenda se refere a
um dos pares (A, o) da Fig. 39. Os pontos representam a dependéncia
do expoente § com o tamanho do sistema (N € {128,256,512,1024}),

em que as linhas sao apenas guias para os olhos. . . . . . . . ... ...



Figura 41 —

Figura 42 —

Figura 43 —

Figura 44 —

Representacao log-log da evolucao temporal da fracdo de amostras so-
breviventes em um regime supercritico, dentro do regime transiente
estrito. Em todas os graficos o nimero de amostras ¢ Ng = 16384
e redes de tamanhos 128 (vermelho), 256 (verde), 512 (azul), e 1024
(magenta). Valor supercritico de A, = Ao = 1.7 mantido constante nas
partes (a)-(h), variando (X;0) da seguinte forma: (a) (0.25;6.8), (b)
(0.5;3.4), (c) (1.0;1.7), (d) (1.7;1.0), (e) (1.6489;1.03099), (f) (2;0.85),
(g) (4;0.425), (h) (8;0.2125). Os insets sao representagoes linear-linear
da evolucao temporal da fracao de amostras sobreviventes. . . . . . . .
Evolucao temporal das concentracoes no regime subcritico, dentro do
regime transiente estrito para os estados suscetiveis, infectados e re-
cuperados. Em todas os graficos o nimero de amostras é Ng = 16384
e redes de tamanhos 128 (vermelho), 256 (verde), 512 (azul), e 1024
(magenta). Valor subcritico de A = Ao = 1.5 mantido constante nas
partes (a)-(h), variando (\;0) da seguinte forma: (a) (0.25;6.0), (b)
(0.5;3.0), (c) (1.0;1.5), (d) (1.5;1.0), (e) (1.6489;0.9096), (f) (2;0.75),
(g) (4;0.375), (h) (8;0.1875). Os insets sao representagoes linear-linear
da concentracao dos estados. . . . . . ... ...
Evolugao temporal das concentragoes no regime critico, dentro do re-
gime transiente estrito para os estados suscetiveis, infectados e recu-
perados. Em todas os graficos o nimero de amostras é Ng = 16384 e
redes de tamanhos 128 (vermelho), 256 (verde), 512 (azul), e 1024 (ma-
genta). Valor subcritico de \' = Ao = 1.6489 mantido constante nas
partes (a)-(h), variando (A;o) da seguinte forma: (a) (0.25;6.5956),
(b) (0.5;3.2978), (c) (1.0;1.6489), (d) (1.6489;1.0), (e) (2;0.82445),
(f) (4;0.412225), (g) (8;0.206125). Os insets sdo representagoes linear-
linear da concentracao dos estados. . . . . . ... ...
Efeito de tamanho finito na criticalidade da concentracao de sitios
infectados, dentro do regime transiente estrito. Cada valor A da le-
genda se refere a um dos pares (A, o) da Fig. 43. Os pontos represen-
tam a dependéncia do expoente 1 com o tamanho do sistema (N €

{128,256,512,1024}), em que as linhas sdo apenas guias para os olhos.
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Figura 45 —

Figura 46 —

Figura 47 —

Figura 48 —

Figura 49 —

Evolucao temporal das concentragoes no regime supercritico, dentro
do regime transiente estrito para os estados suscetiveis, infectados e
recuperados. Em todas os graficos o nimero de amostras ¢ Ng = 16384
e redes de tamanhos 128 (vermelho), 256 (verde), 512 (azul), e 1024
(magenta). Valor subcritico de A’ = Ao = 1.7 mantido constante nas
partes (a)-(h), variando (X;0) da seguinte forma: (a) (0.25;6.8), (b)
(0.5;3.4), () (1.0; 1.7), (d) (1.7;1.0), (e) (1.6489;1.03099), (f) (2;0.85),
(g) (4;0.425), (h) (8;0.2125). Os insets sao representagoes linear-linear

da concentracao dos estados. . . . . . ...

Evolucao temporal do modelo SIRI da densidade de individuos susceti-
veis (verde), infectados (vermelho) e recuperados (azul). Para uma rede
com 256 sitios, em que foram realizados t,,.s = 8192 passos de Monte

Carlo, o nimero de amostras Ng = 8192. As taxas utilizadas: A = 50,

0=0.032978, \. =1.6489 ey =1.0. . . . . . . .. .. ... ... ...

Fracao de individuos recuperados em funcao de A\. Mostramos dois dia-
gramas do modelo SIRI, um (curva sélida) correspondente ao caso par-
ticular A" = 0 (modelo SIR) e outro (curva tracejada), onde a taxa de
reinfeccao é definida como \' = 0.15. A taxa de recuperacao é v = 0.8.
O codigo de cores indica a fragao inicial de individuos recuperados

(como mostrado na barra de cores). A rede usada é um grafo de ER

com N = 5000 nés e grau médio (k) = 6. Fonte: Gardenes et al. [103]. .

(a) Fragao de recuperados, r, e (b) infectados, i, individuos em fungao
de XA e X'. Como observado, as transigoes () e i(\) sao descontinuas
quando X' é suficientemente grande. Note que os graficos mostram 102
amostras para cada valor (), \'). Cada amostra representa o valor médio
de r e da dindmica do modelo SIRI em cada uma das 10? realizacoes de
Monte Carlo. O gréfico (¢) mostra a evolucao da fragao de individuos
infectados, i, obtida a partir das egs. (5.29) e (5.30). Os valores das
taxas de infeccao, reinfeccao e recuperacao sao fixados em A = 0.04 <
Ao, N =0.15 > A\, (A\. = 0.118) e v = 0.8, respectivamente. A cor de
cada ponto em (a) e (b) e cada curva em (c) indica, respectivamente,
o valor de r, i e a fragdo inicial de individuos infectados conforme
indicado na barra de cores (direita). Finalmente, em (d), mostramos
a fracao inicial minima de individuos infectados i(0) necessaria para

acionar o regime RIR em funcao de A e A’ quando A < .. A rede ¢ a

mesma da Fig. 47. Fonte: [103]. Fonte: [103]. . . . . . . .. ... .. ..

Representagao esquematica do diagrama de fases do modelo SIRI. Ob-

serve a existéncia de um ponto triplo (PT) que separa as fases susceti-

veis, SIR e RIR. Fonte: [103]. . . . . ... ... ... ... ... ...,

97



Figura 50 — Fracdo de individuos recuperados, r e infectados, 7, em funcao de A
quando A = ). Cada ponto corresponde a uma tunica realizacao da
dindmica do MC, enquanto as curvas (sélidas para r e pontilhadas para
i) mostram a solugdo da evolugdo markoviana. O inicio da epidemia
aqui é colocado no PT (A, \.) mostrado na Fig. 49. A rede é a mesma
da Fig. 47. Fonte: [103]. . . . . . . .. ... ...
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1 Introducao

A maneira que um video (ou informagao) viraliza na Internet ou uma doenga se
espalha na populagao podem ser estudadas a partir do mesmo ponto de vista, basta pen-
sarmos que existe uma rede de conexoes entre as pessoas de tal forma que é possivel se
propagar um video ou uma doenca por essas conexoes. O estudo de modelos matematicos
em redes regulares [1] ou complexas [2] tem sido uma ferramenta importante para compre-
ensao da dindmica de doencas transmissiveis, e da dindmica da propagacao de informacgao
entre individuos. Nas tltimas décadas, devido a complexa circulacao de pessoas em todo
o mundo, a variedade genética do patégeno, o efeito da reinfec¢do (ou retransmissao) se
tornou um parametro relevante na propagagao de doengas infecciosas (ou de informagoes).
Existem muitos estudos, usando modelos compartimentais deterministicos, desenvolvidos
para investigar o efeito da reinfecgao (retransmissdao), mas neste trabalho estudamos uma
versao estocastica de um modelo com base num parametro de reinfecgao. Os processos
estocasticos tém sido utilizados para representar a evolugao de varios fendmenos biologi-
cos, como o crescimento de populagoes, migracao, competicao entre espécies, processos

epidémicos, entre outros [1,3-5].

Encontramos na literatura, dentro do formalismo da Mecanica Estatistica fora do
equilibrio, os modelos estocasticos SIS (Suscetivel-Infectado-Suscetivel) e SIR (Suscetivel-
Infectado-Removido) [6-9] que ja foram intensivamente estudados no contexto de tran-
sicao de fase fora do equilibrio e dos fendmenos criticos [7, 10, 11], além de serem dois
pilares na modelagem epidemioldgica [12-14] e considerados estruturas naturais para o
estudo de processos de contégio social [15-17]. No modelo SIR os individuos se recuperam
apoOs serem infectados, eles ndao podem ser novamente infectado, ficando imune. No con-
texto social, isso implica que, quando os individuos cessam sua atividade (uso de algum
produto ou disseminam alguma ideia ou inovagao), eles nao tém permissao para reto-
mar a atividade. Isso nao retrata a realidade em diversos cendrios sociais reais em que,
por exemplo, ser ativo significa usar um produto ou espalhar uma ideia. Nesses casos,
o modelo SIS é uma estrutura mais adequada, pois elimina essa restricdo ao considerar
multiplas infecgoes, para que os estados dos individuos possam alternar no tempo entre

ativo e inativo.

Incluindo o efeito da reinfeccao, que serda o foco deste trabalho, de modo que
no modelo estocastico SIRI (Suscetivel-Infectado-Removido-Infectado) podemos analisar
uma questao importante que é negligenciada na dinamica do modelo SIS, que ¢é a diferenca
entre a infeccao priméaria e secundaria. Por exemplo, pense na propagacdo de uma infor-
macao em uma nova rede social online que se inicia usando a recomendacao de um colega.

Esse contagio primario exige um esfor¢o devido, por exemplo, aos inevitaveis processos de
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instalacdo e convencimento. No entanto, se esse contdagio for um contagio secundario, ou
seja, retomarmos o uso da plataforma depois de utilizado, o esfor¢o investido serd muito
menor. Observem que, no caso de doencgas transmissiveis, o quadro se inverte, ou seja,
infecgoes secundarias do mesmo patdgeno sao possiveis, mas menos provaveis que as in-
fecgoes primarias, devido a imunidade total ou parcial adquirida apds a primeira infeccao.
Veremos que o modelo SIRI presta-se a descri¢ao tanto da dinamica de sistemas em redes
sociais quanto da dindmica de propagacgao de doengas transmissiveis com reinfec¢ao. Na
literatura, vimos que os modelos compartimentais utilizados para descrever processos epi-
démicos (modelo SIR) e endémicos (modelo SIS) [18], foram reformulados recentemente
para incorporar os aspectos dinamicos e estruturais das redes de interagao observadas em
sistemas sociais reais [2,19-26]. Destacamos, que apesar de existir também a motivagao
social do estudo do efeito da reinfec¢ao no nosso trabalho, por questao de simplificacao,
usaremos a linguagem usual aos modelos epidémicos, no que diz respeito a dinamica dos

estados da populagao e dos individuos.

Podemos definir os modelos estocédsticos em uma rede regular com estrutura es-
pacial [27,28], em que se supoe individuos da populacao residindo em sitios, os quais sdo
sujeitos a interagoes locais, de modo a evoluir no tempo de acordo com uma equacao
mestra. Cada individuo, estd associado a um sitio da rede regular que sera classificado de
acordo com o seu estado suscetivel, infectado ou recuperado (removido). Além disto, os
processos de infecgdo e reinfeccao sé envolvem os vizinhos mais proximos (primeiros vizi-
nhos); tais processos e a recuperagao dos individuos sao estocédsticos. Os modelos também
podem ser construidos em redes nao regulares, sem estrutura espacial, mas, neste caso, os
modelos correspondem a sistemas que podem evoluir sobre um grafo: um conjunto de nés
conectados aos pares por ligagdoes que representam algum tipo de relacao ou interacao. As
redes complexas tém sido alvo de interesse da comunidade cientifica devido ao fato des-
creverem uma grande variedade de sistemas bioldgicos e sociais. O termo rede complexa
é, em geral, atribuido a grafos com grandes niimeros de nds, que nao sao nem regulares
nem aleatérios. As metodologias da Fisica Estatistica, juntamente a Teoria dos Grafos,
tém sido utilizadas para caracterizar as redes complexas, estudar sua evolugao no tempo
e examinar modelos dindmicos nestas redes. No caso dos modelos epidémicos, diversos
estudos tém sido feitos para examinar sua dinamica em redes complexas, em particular

nas chamadas redes invariantes por escala [28] ¢ de mundo pequeno [29].

Uma classe de processos dindmicos [27] que desperta grande interesse é o de mo-
delos com estados absorventes. Transicoes de fase para estados absorventes em topolo-
gias complexas sdo atualmente um topico na fronteira da fisica estatistica fora do equili-
brio [30]. Mostramos que as teorias de campo médio para processos dindmicos em redes
complexas funcionam bem para descrever a dindmica do modelo estocastico SIRI. Este
fato foi anteriormente verificado para o modelo Suscetivel-Infectado-Suscetivel (SIS), em

que o efeito da reinfec¢do nao é considerada [18,30].
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Temos como objetivo principal caracterizar a criticalidade do modelo estocéstico
SIRI em topologias regulares e complexas. Aplicar técnicas analiticas e computacionais
para examinar a dindmica do modelo. No estudo do modelo SIRI em redes regulares, va-
mos construir a equagao mestra e através dela fazer um estudo analitico das aproximacoes
de campo médio de um sitio e de pares: descrever o diagrama de fase do modelo SIRI a
partir das aproximagoes de campo médio; investigar o conjunto de expoentes criticos e a
classe de universalidade; implementar simulacoes de Monte Carlo, de modo a examinar
as fases transiente e estacionaria deste modelo em uma dimensdo. Em redes complexas
vamos estudar o modelo com foco no regime estacionario. Desta forma, o trabalho esta
organizado da seguinte maneira: no Capitulo 2, apresentaremos uma revisao de litera-
tura sobre processos estocdsticos, com énfase nas propriedades principais para o estudo
de processos dinamicos. No Capitulo 3, estudamos, analiticamente, o modelo SIRI, no
contexto epidemiolégico, em redes regulares. No Capitulo 4 apresentaremos os resultados
simulacionais do modelo estocastico SIRI, em cadeias lineares, analisando com detalhes
o regime transiente e estacionario do modelo. No Capitulo 5 analisamos o modelo SIRI
em redes complexas, fazendo um estudo analitico em redes livres de escala, e um estudo

computacional, utilizando uma rede aleatéria.



2 Fundamentacao Tedrica

Faremos aqui uma sintese dos conceitos bésicos usados ao longo da tese, rela-
cionados ao estudo analitico e computacional do modelo estocéstico SIRI, envolvendo
assuntos tais como: epidemiologia matematica, dindmica estocastica, transi¢oes de fase,

redes complexas e o0 método de Monte Carlo.

2.1 Epidemiologia

Os estudos em Epidemiologia tem como objetivo caracterizar as doengas trans-
missiveis, determinar os fatores causadores e buscar formas de controle da disseminacao
dessas doencas de transmissao direta. Uma das ferramentas que auxilia tal estudo é a
modelagem matematica, que busca descrever a propagacao de processos epidémicos e en-
démicos através de modelos matematicos que, apds analisados, fornecem resultados que
podem ser interpretados e confrontados com situacoes e dados reais. Este é o ojbetivo
de estudo da &area de cardter interdisciplinar chamado Epidemiologia Matematica. Fs-
tudos de doencas transmissiveis tem atraido o interesse de cientistas de diversas areas
do conhecimento, nao apenas de bidlogos, médicos e epidemiologistas, mas também de
matematicos, fisicos, estatisticos e cientistas da computacao. Define-se epidemia como “o
estado de incidéncia ou agravo a saude, além do normalmente esperado dentro da faixa

de endemicidade, em determinada &rea ou grupo populacional” [31].

Etimologicamente, “epidemiologia” é um termo de origem grega (epi = em cima
de, sobre; demos = populacao; logos = estudo) e significa o estudo que afeta a populacao,
ou ainda, a ciéncia do que ocorre (se abate) sobre o povo. Desta forma, conceitualmente,
Epidemiologia é a ciéncia que estuda o processo saide/doenga na sociedade, analisando
os fatores que causam e determinam as doencas. Portanto, podemos propor medidas
especificas para a prevencao, controle ou erradicagao de doencas, fornecer indicadores que
servem de suporte ao planejamento, administragao e avaliacao de agoes na area de satude
e, por fim, tracar estratégias a serem adotadas e examinar os seus impactos. Assim, a
Epidemiologia Matematica se apresenta como uma estratégia importante para estudar a
distribuicao das doencas e sua aplicagdo para o controle. Como exemplo, em 2009, logo
apés a emergéncia da pandemia de HIN1 a Organizagao Mundial de Satide (World Health
Organization-WHO) convocou uma rede de modelagem matemética em Saude Publica
formada por pesquisadores de diversas areas a fim de avaliar o impacto das possiveis

intervengoes para controlar a pandemia [32].
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2.1.1 Modelos Matematicos em Epidemiologia

Em 1760, acredita-se que Daniel Bernoulli desenvolveu o primeiro modelo mate-
matico em Epidemiologia, realizado com o objetivo de avaliar os efeitos da técnica da

variolacdo! para o controle da epidemia de variola.

W. H. Hamer, em 1906, postulou em uma publicacao que o desenvolvimento de
uma epidemia depende da taxa de contato entre suscetiveis e infectados, do nimero de
suscetiveis e do numero de infectados. Esse postulado é conhecido atualmente como o
principio de agdo das massas (em analogia as reagoes quimicas) e é um dos principios mais
importantes na epidemiologia mateméatica, em que assumimos que a taxa de propagacao
da doenc¢a em uma populacao serd proporcional ao produto da densidade de individuos

suscetiveis pela densidade de individuos infectados.

O trabalho de Ronald Ross, sobre a maléria, inspirou um principio importante
que foi proposto por Kermack e McKendrick: introduzir individuos infecciosos em uma
comunidade nao gera, necessariamente, um surto epidémico, a menos que a densidade
de suscetiveis esteja acima do valor critico; tal limiar critico depende de fatores como
infectividade, recuperacao da doenca e taxa de mortalidade relativa aquela doenca trans-
missivel. Este principio, em conjunto com o principio de agao das massas, constitui a base
da Epidemiologia Mateméatica moderna [34]. O principio do limiar é apresentado usual-
mente através do conceito do niimero de reprodutibilidade basal 3y, que é definido como
o nimero médio de infecgoes secundarias geradas por um individuo infectado quando in-
troduzido em uma populacao suscetivel. Vale notar que o principio do limiar resulta da
andlise de estabilidade das soluges de equilibrio do modelo em questao. Em [35] calcula-
mos o valor de Ry para o modelo SIRI, que é um importante pardmetro em Epidemiologia
para compreender a propagacao da infeccao, mas, neste trabalho, ndo serda o nosso obje-
tivo. O nosso objetivo é estudar o comportamento critico do modelo estocastico SIRI em

redes regulares e complexas.

Na area da fisica estatistica os modelos epidemioldgicos também sao importantes.
Na segunda metade do século XX, teorias gerais de transi¢coes de fases e de fendmenos
criticos foram desenvolvidas, unificando a compreensao de transi¢oes gas-liquido, tran-
sigoes magnéticas, cristais liquidos e outros sistemas [36-38]. Esta grande atividade no
estudo de transi¢oes de fases em sistemas em equilibrio termodinamico, foi sucedido por
desenvolvimentos em sistemas fora do equilibrio, a exemplo da percolagao, o modelo mais

simples de uma transicao de fase geométrica [39-41].

A técnica de variolacdo se refere a inoculacdo do virus da variola presente em pustulas (que sdo como
bolinhas com secregdes - no caso da variola, estd cheio de virus) em pessoas sadias. Isso desenvolvia uma
variola mais branda e fazia com que fosse evitada uma contaminagdo posterior de variola letal e com
disseminagdo maior no organismo. [33]
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2.2 Processos Estocasticos

Gragas aos avangos nas ciéncias biomédicas conseguimos apresentar com bastante
precisao aspectos das doengas em relagao ao patogeno-hospedeiro, os ciclos de vida e a pro-
filaxia da doencga; podendo determinar o tempo de incubacao, a durabilidade da infeccao
e imunidade, a taxa de transmissao, a resposta imunoldgica e outros fatores envolvidos. A
partir destes estudos, os parametros dos modelos epidemiolégicos sao obtidos, o que nos
permite calcular algumas grandezas como o Ry associada a transmissao e a evolucao de

epidemias.

Os modelos deterministicos podem representar a quantidade de individuos sus-
cetiveis, infectados e recuperados através de fungoes de tempo discreto ou em fungoes
diferenciaveis de tempo continuo; na maioria das vezes, o modelo é formulado em termos
de equagoes diferenciais e a solugao serd dada em fungao do tempo (sistema de equagoes
diferenciais ordinérias) e do espago (sistema de equagoes de derivadas parciais). J& os
modelos estocasticos sao formulados como processos estocasticos que sao baseados em
conjuntos de variaveis aleatérias. A solucao do modelo estocastico é uma distribuicao em
que as amostras correspondem as de probabilidades para cada uma das variaveis aleato-

rias, ao longo do tempo ou espago, realizagoes dessa distribuicao.

Vale ressaltar que a versao deterministica de um modelo pode ser obtido quando
efetuamos as aproximagoes de campo médio da sua versao estocdastica, mas o interesse
deste trabalho é na modelagem estocéstica de processos epidémicos e endémicos, por isso
daremos énfase a determinacao da evolucao temporal das distribui¢oes de probabilidades

que descrevem o processo estocastico.

Apresentaremos agora uma descri¢ao qualitativa dos principais modelos epidémicos
estudados na literatura. Iniciaremos com o modelo do Processo de Contato (PC), que foi
introduzido por T. E. Harris em 1974 [42], sem dividas é um dos modelos de propagagao
mais estudados em epidemias. E definido em uma rede regular d-dimensional L¢, em que
identificamos cada sitio como individuo, no qual podem estar em dois estados: saudavel
(inativo) ou infectado (ativo). Desta forma, a taxa de infecgdo depende do nimero de
vizinhos infectados, e o infectado pode se tornar saudavel a uma taxa . A densidade
de individuos infectados p vai a zero para altos valores de 7. Por outro lado, esta evolui
para um estado estaciondrio com uma densidade finita de individuos infectados para
pequenos valores de 7. O 7., o valor critico de v, separa os regimes ativo e inativo.
Este modelo portanto, exibe transi¢do de fase continua entre estado estacionério (ativo)
e estado absorvente (densidade nula de infectados). Simula¢oes numéricas evidenciam
que esta transicao entre estado ativo e inativo pertence a classe de universalidade da

Percolagao Direcionada [10], sobre a qual falaremos a seguir.

O modelo SIS, na Fig. 1, foi introduzido por N.T.J. Bailey [18] e é um dos mode-
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los mais simples para tratar de epidemias em redes complexas. Esses sistemas fisicos sao
modelados de forma eficiente estabelecendo interagoes entre vizinhos numa rede. Cada
sitio da rede representa um individuo que pode estar infectado ou suscetivel. O sistema
evolui segundo uma dindmica estocéstica, que consiste de eventos elementares de infeccao
e recuperacao. A infeccao se propaga através do contato direto entre individuos infecta-
dos e suscetiveis. O espalhamento da infeccdo depende de um parametro de infecgao que
chamamos de A, que depende do “tempo”. Individuos infectados se recuperam com uma
taxa unitaria e sao suscetiveis a reinfeccao. Como um individuo deve ter, pelo menos, um
vizinho doente para se tornar infectado, o estado no qual todos os individuos sao sauda-
veis é absorvente (o sistema nao pode evoluir, permanecendo nesta configuracao). Neste
contexto, o estado absorvente representa o fim da propagacao da doencga. No modelo SIS,
a taxa de infeccao controla a persisténcia da doenca. Se A for muito pequeno, acontecera
a extingdo da infeccdo para tempos suficientemente longo; por outro lado, grandes valo-
res de A\ asseguram que a infeccao pode se propagar por tempo indefinido. A fronteira
entre persisténcia e extingao dos individuos infectados é marcada por um ponto critico,
Ae. O pardmetro critico A, separa os dois estados estacionarios que o sistema pode atingir
em tempos longos: um estado livre de individuos infectados (absorvente), e um estado
“ativo” em que a infecgdo continua se propagando. O ponto A. marca uma transicdo de

fase continua entre um estado absorvente e um estado ativo (endémico).

ENpa——
_

Figura 1 — Transicao entre os estados para o modelo SIS

Ja& o modelo SIR (Suscetivel-Infectado-Removido) [7,9] descreve uma dindmica em
que os suscetiveis sao os individuos saudaveis e os infectados sdo os que contrairam a
doenca, mas neste modelo os individuos removidos adquirem imunidade permanente a

doenca. A evolugao dos estados S — I — R pode ser vista na Fig. 2.

Suscetivel

@- &

Imune Infectado

Figura 2 — Transicao entre os estados para o modelo SIR
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2.2.1 Conceitos Basicos da Dinamica Estocastica

Dizemos que uma variavel estocastica é uma variavel aleatoria que depende do
tempo t. Vamos considerar processos estocasticos [38,43], tais que o tempo e a varidvel
estocastica possam assumir valores discretos. Dessa maneira, tendo a variavel estocastica
x; valores inteiros e t valores 0, 1, 2, 3, ..., podemos definir um processo estocastico até o

instante [ pela distribuicao de probabilidade conjunta:
P = (n07n17n27"'7nl)7 (21)

de modo que x; assuma o valor ny no instante ¢ = 0, o valor n; no instante ¢ = 1, o valor

ng no instante t = 2, ..., e o valor n; no instante t = [.

Se em seguida a variavel estocastica x; assumir o valor n;;; no instante t =1+ 1,
tendo assumido o valor n; no instante t = [, entao o processo estocastico sera markoviano:
em outras palavras, a probabilidade de assumir determinado valor, em um determinado

instante, esta condicionada somente ao valor que ele tinha no instante anterior.

Dessa maneira, podemos obter a férmula:
Pi(no, n1,mg, ..ym) = Pi(ng|n,1)... Pa(na|ng) Pr(na|ng) Po(no) (2.2)

em que a notagao P;(ny|n;;) indica probabilidade condicional. No nosso trabalho a proba-
bilidade condicional serd interpretada como a probabilidade de transigao do estado 7(l)
para o estado n(l + 1), em que n(l) e n(l + 1) serdo as configuracoes microscopicas do

sistema nos instantes de tempo [ e [ + 1, respectivamente.

Agora, considerando o tempo continuo, vamos apresentar a equacao mestra que
governa a evolugao temporal dos processos estocasticos markovianos [38,43]. Sendo P(n, t)
a probabilidade do sistema ser encontrado no estado microscopico 7, num determinado
instante de tempo ¢, temos que:

d
%P(U, t) = Tentrada - Eaidaa (23)

em que a taxa de variacao da probabilidade que “entra” no estado n é dado por:
Tentrada = Z P(U’; t>W(77, - 77)7 (24>
77/

com W(n' — n) interpretada como a probabilidade de transi¢ao do sistema mudar do
estado 7’ para o estado 7, por unidade de tempo, ou ainda, a taza de transi¢io n’ para
7. De maneira analoga, a taxa de variacao da probabilidade que “sai” do estado n é dado
por:
Taida = Y P(n, )W (n = 1/). (2.5)
p
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Portanto, podemos escrever:

d

ZPmt) = (W )P0’ £) = Wi, m) Pi(n, )], (2.6)
n#n’

que é a equag¢do mestra dos processos markovianos (os quais se caracterizam por nao

apresentar memoria intrinseca).

O modelo evolui com dindmica assincrona, ou seja, a transicao do estado n para
outro estado i’ ocorre espontaneamente a uma dada taxa W(n — 7). Além disso, é
importante notar que os coeficientes W(n' — n) sdao taxas, assim, elas podem assumir

valores maiores que 1, e ser redimensionadas, alterando a escala de tempo.

2.2.2 Aproximacoes de Campo Médio

A técnica de campo médio é bem estabelecida em Fisica Estatistica. Utilizamos
esta aproximacao na tentativa de entender o comportamento geral do modelo definido
numa rede regular (lattice model). De modo geral, o método consiste em tratar como in-
dependentes os eventos associados aos sitios afastados por uma certa distancia. Tais ideias
se estendem a sistemas fora do equilibrio. Assim, na aproximagcao de um sitio (a mais sim-
ples possivel), cada sitio é tratado como se fosse independente dos outros, enquanto na
aproximacao de pares mantemos a correlacdo de dois sitios da rede. Sob a hipdtese de
independéncia, a probabilidade conjunta P(ng,ni,ns,...,n,) pode ser fatorada, simplifi-
cando a analise radicalmente. Neste trabalho, nao fizemos aproximacoes de campo médio
superiores a de pares. Os métodos de campo médio no contexto de nao equilibrio sao
trabalhados através da dinAmica estocéstica (equagao mestra) sendo desconhecida a solu-
¢ao estaciondria de probabilidade. Os resultados obtidos através desta analise, em geral,
fornecem uma boa descricao qualitativa do modelo, indicando a existéncia de transicao
de fase, quando for o caso, mas quantitativamente limitadas, pois fornecem uma “aproxi-
macao grosseira” do ponto em que ocorre a transicao, bem como dos expoentes criticos.
Ainda assim, a aplicacdo do método se justifica por ser a técnica mais simples para a
abordagem de sistemas de muitos elementos e seus resultados servem de guia para outras
investigacoes. No capitulo 3 apresentaremos com mais detalhes os resultados analiticos

das aproximagoes de campo médio simples e de pares do modelo SIS, SIR e SIRI.

2.3 Percolacao

Do ponto de vista historico, o conceito de percolagao surge de estudos sobre feno-
menos de transporte de um fluido através de meios porosos. O petréleo fluindo através
de uma rocha ou a agua através o filtro de areia sao exemplos. Foi formulado no final
da década de 50 por Broadbent e Hammersley [39], no qual o modelo de percolagao se

concentrava na descricao de um meio poroso, que era visto como uma rede com canais
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aleatérios, que escoava um fluido deterministico. Os modelos de percolagao encontram
aplicagoes em diversas situagoes fisicas como: o problema da mecanica estatistica de sis-
temas ferromagnéticos diluidos [44], o problema do transporte de corrente elétrica através
de uma rede composta por um grande nimero de resistores [45], em problemas de pros-

pecgao de petrdleo [46], além da propagacao de incéndios em florestas e epidemias [40].

Para entendermos o que é percolagao imaginemos uma grande matriz de quadrados,
como mostrado na Fig. 3-(a). Agora, imaginemos que essa matriz seja suficientemente
grande para que os efeitos de fronteira sejam desprezados (essa matriz de quadrados é
chamada de rede quadrada entre os fisicos). Preenchemos uma certa fracao dos quadrados
com um grande ponto no centro e os outros sao deixados vazios, como na Fig. 3-(b).
Definimos um cluster como um grupo de quadrados vizinhos ocupados por esses grandes
pontos; os clusters que estao circulados na Fig. 3-(c). A partir desta figura, vemos que
os quadrados sao chamados de vizinhos préximos (ou primeiros vizinhos) se tiverem um
lado em comum (nao serdo vizinhos proximos se os quadrados tocarem apenas em um
canto). Assim, chamamos os quadrados com um lado comum de sitios vizinhos préximos
(primeiros vizinhos), enquanto os quadrados que se tocam em apenas um canto sao os
sequndos vizinhos (os sitios vizinhos dos primeiros vizinhos). Todos os sitios em um cluster
sao, portanto, conectados entre si por uma cadeia ininterrupta de ligagoes de vizinhos mais
préoximos de um quadrado ocupado para um quadrado vizinho também ocupado por um
grande ponto. A explicagao gréfica do “agrupamento” na Fig. 3-(c¢) parece mais apropriada
a0s nossos propodsitos do que uma definicdo mateméatica precisa. A teoria da percolagao

agora lida com o niimero e as propriedades desses aglomerados.

i
B ® ® \\3/}
o o o o | o\ °
o | Ne/ |eo

(a) (b) (©)

Figura 3 — Ilustracao da percolacdo e seus aglomerados: (a) mostra partes de uma rede
quadrada; em (b) alguns quadrados sdo ocupados com grandes pontos; (c) os
“aglomerados”, grupos de quadrados ocupados nos arredores, sao cercados,
exceto quando o “aglomerado” consiste em um tnico quadrado. Fonte: [40]

Os pontos sao distribuidos entre os quadrados (ver Fig. 3) e a ocupagao dos qua-
drados ¢ aleatoria, ou seja, cada quadrado serd ocupado ou vazio, independentemente do
status de ocupacao de seus vizinhos. Chamamos de p a probabilidade de um sitio ser

ocupado por um grande ponto; isso significa que se tivermos N quadrados, sendo N um
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nimero muito grande, entao pN desses quadrados serda ocupado, e o restante (1 — p)N

desses quadrados estara vazio.

Portanto, cada sitio de uma rede muito grande é ocupado aleatoriamente com
probabilidade p, independentemente de seus vizinhos. A teoria da percolacao lida com os
aglomerados assim formados, ou seja, com os grupos de sitios vizinhos ocupados. Podemos
substituir o sitio ocupado por um grande ponto pela cor preta e o sitio vazio pela cor branca;
ou ainda, podemos usar qualquer outro par de palavras, desde que denote dois estados

mutuamente exclusivos do sitio.

De forma bastante direta podemos dizer que percolacao ¢ um modelo mateméatico
simples que nos permite introduzir alguns conceitos fundamentais da Fisica dos Sistema
Complexos. Neste trabalho, vamos obter resultados numéricos mais precisos utilizando

simulagoes computacionais.

Assim, temos a probabilidade de percolacdo que é obtida somando as probabilida-
des de todas as configuragoes que correspondem ao sistema percolado. No entanto, para
sistemas grandes nao é possivel escrever uma expressao exata, uma vez que ¢é pratica-
mente impossivel somar todas as probabilidades do niimero grande de configuragdes que
correspondem ao sistema percolado. No limite, quando o sistema é infinito, existe uma
probabilidade critica ou limiar de percolagao, abaixo do qual o sistema nunca percola, e
acima do qual o sistema percola sempre. A transicio de percolacio pode ser vista como
uma transicao de fase, analoga as transicoes de fase nos sistemas termodindmicos, em que

a temperatura critica separa regides de estabilidade de duas fases diferentes.

A transicao de percolacao tem caracteristicas andlogas as transicoes de fase dos
sistemas termodinamicos, que vamos estudar posteriormente. Na transicao de percolagao
a estrutura do sistema é caracterizada por uma distribuicao de tamanhos de agregados
em lei de poténcia e o sistema é invariante por transformacgoes de escala. Assim, podemos
obter os expoentes criticos que sdo “universais”. Isto significa que a estrutura do agregado
de percolacao nao depende dos detalhes microscopicos do sistema e é um exemplo de
universalidade: uma propriedade intrinseca dos sistemas fisicos perto de uma transicao de
fase.

Podemos considerar uma rede infinita composta por sitios que se apresentam em

4

dois possiveis estados: “ocupado” ou “vazio”. Cada sitio pode estar ocupado aleatoria-
mente com probabilidade p, independentemente dos sitios vizinhos. Um conjunto de sitios
vizinhos ocupados é definido como um cluster. Basicamente, a teoria de percolacao estuda
os clusters assim formados. O problema todo é definido, para um dado tipo de rede, por
um parametro p (probabilidade de ocupagdo). Se p é préximo a zero, os sitios ocupados es-
tao isolados, em sua maioria. Por outro lado, se p é proximo a unidade, a maior parte dos
sitios ocupados estara conectada, formando um cluster infinito que se estende ("percola")

através da rede.
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Um processo de percolagdo consiste na propagacao do estado de um sitio ativo aos
sitios vizinhos, que depois de ativados continuam o processo. O processo termina quando

nao ha mais células do agregado que possam ser ativadas.

A duragao do processo de percolagao depende de dois fatores: o tamanho do agre-
gado e a forma como esta ligado. Quanto ao primeiro, é evidente que quanto maior for
o agregado, maior é a duracao do processo. O segundo é mais sutil, mas revela-se mais
importante: um agregado muito ligado percola mais rapidamente do que um pouco ligado,

porque no primeiro cada sitio ativa um nimero maior de sitios vizinhos.

2.3.1 Modelo de Incéndio Florestal

Para entender o fenémeno de criticalidade, tomemos o modelo conhecido como fogo
na floresta [40]. Esse modelo é uma exemplificagdo simples que ajuda na compreensao da
criticalidade relacionada ao modelo de percolacdo. O modelo de fogo na floresta nos da
um panorama para entendermos a ideia do limiar de percolacao, ou seja, a probabilidade

critica que leva o sistema a uma transicao de fase, nesse caso o incéndio da floresta.

Para entendermos o modelo tomemos uma geometria quadrada de uma rede de per-
colacgao, descrito por percolagao de sitios, em que cada sitio da rede quadrada representa
uma possivel ocupac¢ao de uma arvore ou nao, podendo ser ocupada ou apenas ignorada
como sitio vazio. Considerando um processo dinamico, que se denomina propagacao das
“chamas”, buscamos determinar o tempo necesséario para que o fogo se propague por toda
a rede. Tomamos uma rede quadrada L x L, representando a floresta e cada sitio da rede

representa uma possivel arvore, que pode ser queimada ou nao.

Os sitios ocupados podem ser descritos em trés estados: arvore em chamas (ver-
melha), arvore (verde), ou arvore queimada (preta). Uma descrigao do modelo pode ser
vista na Fig. 4, em que apresentamos uma rede L X L ocupada por arvores dispostas de

forma aleatoria.

A propagacao do fogo é simulada de acordo com as regras seguintes. Incendeia-se
uma fila de drvores (vermelho) da floresta. Uma &rvore comega a arder se alguma das
vizinhas estiver a arder nesse instante. Uma arvore arde durante uma unidade de tempo e
uma arvore queimada é equivalente a um sitio sem arvores (preto). O fogo nao pode saltar
sobre sitios sem arvores e esses sitios nao podem arder nem incendiar outros, bloqueando

a propagacao do fogo.

Uma varredura completa na rede de percolacao corresponde a um intervalo de
tempo na simulagdao, onde varremos sitio a sitio de forma sequencial. E definimos o tempo
de vida da floresta, t,, como sendo o nimero de varreduras sobre a rede até o fim do

incéndio, ou até que o sistema percole, ou seja, o incéndio atinja um dos lados da rede.

Outra caracteristica que pode ser imposta a propagacao do fogo é a condicao de
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Figura 4 — Algoritmo do Fogo na Floresta para uma rede de tamanho L = 5 com p = 0.44.
Fonte: [47].

contorno periodica, isto €, qualquer arvore em chamas que estiver sobre a borda esquerda

da rede pode transferir suas chamas a arvore da borda direita e vice-versa.

Como ilustrado na Fig. 4, iniciamos a simulagdo computacional do incéndio flo-
restal, com probabilidade de ocupagao p, onde ocupamos os sitios com arvores (verdes).
Posteriormente, ateasse fogo apenas nas arvores pertencentes a linha inferior da floresta.
Tomando uma rede L x L = 1000 e variando a probabilidade de ocupagao, conseguimos
determinar o tempo de vida do fogo, o valor do limiar de percolagdo p., que é deter-
minado no limite L — oo, tomando repetidas simulagdes sobre a rede. E ao final do
processo tomamos a média sobre todas as probabilidades criticas, onde ocorre percolacao,

e determinamos o tempo de vida da floresta.

Para baixos valores de p o tempo de duragao é curto, demonstrando a existéncia
de poucos vizinhos a serem queimados, destruindo a possibilidade de propagacao do fogo.
Aumentando a probabilidade de ocupacao, o tempo de vida do fogo, torna-se maior até que
a probabilidade de ocupagao atinja um valor critico, cujo o tempo de vida seja maximo;
esse valor é conhecido como limiar de percolacao, p.. Tal valor maximo ocorre em p ~
0.593, no ponto critico da percolagao de sitios em uma rede quadrada. Para esse valor
critico de probabilidade, p = p., surge uma estrutura ramificada que conecta a borda
superior a inferior da rede, assemelhando-se a um agregado de percolacao infinito, fazendo

com que o fogo se espalhe por quase todas as regioes da floresta.

Aumentando o valor de p, p > p., hd um decrescimento do tempo de vida do fogo
na floresta, isso é explicado pois todos os sitios tendem a estar preenchidos, tornando a
rede uma estrutura conectada, de forma que o fogo se propaga de forma rapida e eficiente,
diminuindo o tempo de vida do fogo na floresta. Vale salientar que esse pico depende do

tamanho da rede e o valor de p. é determinado no limite de L — oc.
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Figura 5 — Comportamento do tempo de vida, t,, do fogo na floresta em funcao da pro-
babilidade de ocupacao, p, de arvores em uma rede quadrada de tamanho
L = 1000. A linha tracejada indica o ponto critico de percolacao de sitios,
pe = 0.593. Fonte: [47].

2.4 Transicoes de Fase e Fendmenos Criticos

Nesta secao” vamos apresentar uma visao geral sobre sistemas que apresentam o
fenomeno de transicao de fase. Diversos sistemas apresentam transicoes de fase e fenome-
nos criticos: fluidos simples e mistura de fluidos, materiais magnéticos, ligas metalicas, ma-
teriais ferroelétricos, superfluidos e supercondutores, cristais liquidos, entre outros [48-50].
Este estudo se originou diante da incompreensao de alguns fendémenos comportamentais
da matéria, como a ebuligdo da dgua (transigao de fase do estado liquido para o vapor)
ou o degelo da dgua na primavera (transicdo do estado sélido para o liquido). Porém,
as teorias sobre comportamento de grandes conjuntos de particulas nao eram capazes de
explicar tais mudancas de fase (ou estado) do sistema devido a uma variagao de energia,
que nao resultasse em uma pequena variacao de temperatura. Sendo assim, modelos foram
propostos para analisar o efeito da temperatura sobre as propriedades termodinamicas dos
sistemas. O mais simples deles, proposto em 1920, foi o modelo de Ising. E importante
destacar que foi a partir do trabalho de Onsager, somente em 1944 [51], que foi obtida
uma solucao exata para a funcao de particdo canonica em uma rede quadrada, mostrando
que o modelo de Ising sofre uma transicao entre as fases ferromagnética e paramagnética
em uma temperatura finita. A partir deste trabalho, novas solugoes exatas foram obtidas

para o modelo de Ising ou outros modelos simples [52].

No estudo de transicao de fase, temos dois parametros que nos ajudam a identificar
o seu comportamento: o parametro de ordem e o parametro de controle. A grandeza que
caracteriza as diferentes fases do sistema é chamada de parametro de ordem, que pode ser
a magnetizacao no caso de um sistema magnético, ou a densidade no caso de um fluido.

Estes apresentam mudanca no seu valor, para um determinado valor do parametro de

Como realizado na dissertacdo de mestrado [35]
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controle (temperatura, ou qualquer outra variavel de interesse do sistema). Desta forma,
chamamos de parametro de controle a variavel cuja alteragdao resulta na mudanca de
fase do sistema; o ponto critico é o valor do pardmetro de controle quando acontece a
transicao. A modificagao do sistema ocorre a medida que o parametro de controle vai se
aproximando do ponto critico, e quando este é alcancado, temos a transicao de um estado

para o outro.

Podemos classificar a transicao de fase como sendo de primeira ordem ou de se-
gunda ordem. No primeiro caso ocorre descontinuidade na derivada primeira da energia
livre do sistema. Assim, dizemos que o pardmetro de ordem apresenta um “salto” no ponto
de transicao. No segundo caso, quando existe uma transi¢ao de fase de segunda ordem e
a descontinuidade acontece na segunda derivada da energia livre [53]. Neste caso, hd uma
transicao continua, podemos dizer que o parametro de ordem varia continuamente de uma
fase para outra. Por isto, a maneira mais comum de identificar ou classificar uma transi-
¢ao de fase é através da observagao do comportamento do pardmetro de ordem durante a

transicao.

Este conceito foi proposto inicialmente na Mecanica Estatistica de equilibrio a
partir da década de 60, em que as técnicas experimentais foram capazes de descrever a
vizinhanga dos pontos criticos. Desta maneira, notou-se que, nas transi¢oes de fase de 2*
ordem, diversas grandezas fisicas em sistemas magnéticas (calores especificos, compressi-
bilidade ou suscetibilidade magnética) apresentavam um compartimento caracteristico ao
redor do ponto critico (regiao critica). Logo se percebeu que o comportamento critico de
grandezas termodindmicas em outros sistemas (como compressibilidade de um fluido e a
suscetibilidade de um ferromagneto) tinha um carater universal, caracterizado pelo mesmo
valor de um expoente critico bem definido. Desta maneira, sistemas sem relacido entre si
podem apresentar o mesmo tipo de comportamento nas transicoes de fase e assim podemos

associar este comportamento critico do sistema a uma classe de universalidade [10,38,50].

Esse carater universal, em que préximo ao ponto critico de uma transicao de fase
continua, as quantidades mensuraveis do sistema seguem leis de poténcia, governadas por
expoentes criticos, também é importante para o estudo das transi¢oes de fase fora do
equilibrio; diversos sistemas com detalhes dindmicos distintos podem pertencer a mesma
classe de universalidade. Tais classes de universalidades sao definidas por um conjunto
de expoentes criticos, que dependem apenas de algumas propriedades fundamentais das

transicoes de fase: dimensionalidade, leis de conservacao e simetrias.

2.4.1 Relacoes de Escala e Expoentes Criticos

Temos intimeros sistemas na natureza que apresentam transi¢ao de fase de segunda
ordem (transigao continua) para os quais podem ser obtidos o ponto critico e o conjunto de

expoentes criticos que define a classe de universalidade a qual pertence o modelo estudado.
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E importante destacar que além do regime estacionario para os sistemas que evoluem no
tempo, existem, além dos expoentes criticos associados ao regime estacionario, aqueles
que consideram a evolucao dinamica do sistema. A seguir apresentamos as relagoes de

escala em sistemas dentro e fora do equilibrio termodindmico, como visto em [35].

2.4.1.1 Em Sistemas em Equilibrio Termodinamico

Para sistemas que apresentam transi¢ao de fase de 2* ordem, no ponto critico, a
taxa de variacao das fungoes termodinamicas diverge segundo uma lei de poténcia, em que
os expoentes (criticos) dependem apenas de poucas caracteristicas do sistema. No ponto
critico o sistema é invariante por transformacgoes de escala, ou seja, as caracteristicas
do sistema nao mudam se as escalas de comprimento, energia, ou outras variaveis, sao
multiplicadas por um fator comum. No estudo das singularidades termodinamicas de
equilibrio, que ocorre na regiao proxima ao ponto critico, temos um conjunto de expoentes
criticos que caracterizam as fungoes termodinamicas nesta regiao. Dessa maneira, diversos

expoentes criticos podem ser definidos, para sistemas magnéticos, por exemplo:

O expoente a, associado ao calor especifico:

c~ |e|Y, (2.7)
T—-1T.,
T.

O expoente (3, associado ao parametro de ordem (magnetizagao):

em que € =

m o~ el (2.8)

valido para temperaturas abaixo da critica (7" < T,).

O expoente 7, associado a suscetibilidade magnética:

X~ e (2.9)

O expoente 9, associado a relagdo entre a magnetizacdo e o campo magnético

calculado ao longo da isoterma critica:

H ~ M°. (2.10)
O expoente v, associado ao comprimento de correlacao:
&~ lel™. (2.11)

O expoente z associado a relagao entre o tempo de relaxacao e o comprimento de

correlagao:
T ~ &5 (2.12)
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Por fim, o expoente (, associado ao decaimento temporal da magnetizacdo no

ponto critico:
m ~ 1. (2.13)

Os expoentes nao sao independentes, ou seja, existe a dependéncia entre os expo-

entes criticos, exibido pelas relagoes de escala [10, 38, 50]:

a+268+~ = 2 (relagdo de Rushbrooke),
B0 —1) = ~ (relagio de Widom),
(2—n)v = ~ (relacdo de Fisher),

2 —a = dv (relagdo de hiperescala).

Para distintas classes de universalidade, os valores assumidos para os expoentes
criticos obedecem as relagoes de escala listadas acima. Em seguida faremos uma abor-
dagem sobre os expoentes criticos de um sistema fora do equilibrio termodinamico e da

classe de universalidade da Percola¢ao Direcionada (PD).

2.4.1.2 Em Sistemas Fora do Equilibrio

As transicoes de fase e o comportamento critico da matéria observada em um
sistema em equilibrio termodindmico também podem ser observadas em sistemas fora
do equilibrio. Para estudar esses sistemas varios modelos foram propostos, tais como:
processos epidémicos, catdlise cinética, avalanches, crescimento em superficies, criticali-
dade auto-organizada, entre outros, mas ainda nao existe uma teoria geral para processos

irreversiveis [54].

Neste trabalho estudamos sistemas fora do equilibrio através de uma abordagem
markoviana, em que as configuracoes irreversiveis sao descritas como estados absorventes.
Esta denominagao é dada a uma configuragao microscopica do sistema (fora do equilibrio),
em que o sistema nao consegue evoluir para outras configuragoes. Portanto, outros estados

podem evoluir para um estado absorvente, mas o contrario nao é possivel.

Nos modelos de processo de espalhamento - no nosso caso, vamos estudar espalha-
mento de infeccao e de informacao, a transicao ocorre entre o estado ativo e absorvente.
No estudo das transi¢oes de fase, geralmente o pardmetro de ordem mais adequado é a

densidade de infectados definido como:

(1) = (7 Elt)). (2.14)

em que adotamos s;(t) = 2 o sitio correspondente a um individuo infectado (s;(t) = 0
= individuo recuperado e s;(t) = 1 = individuo suscetivel), (...) se trata de um ndimero

médio do ntimero de individuos infectados e N é ntimero de sitios da rede. Temos na fase
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ativa, p(t) saturando em algum valor estaciondrio que chamaremos de pgq;. Préoximo a

transicao ao ponto critico, o parametro de ordem varia de acordo com a lei de poténcia:

Pstat ™~ (p - pc)ﬁl7 (215)

em que [ é o expoente critico associado ao parametro de ordem e (p — p.) é a distancia

do parametro de controle em relagao ao seu valor critico.

Os comprimentos de correlacao de escala espacial £, e temporal § também ca-
racterizam o processo de espalhamento. Perto do ponto critico, eles divergem da seguinte

forma:

L~ (p—p)™ (2.16)
i~ (p—p)™, (2.17)

em que v, (também chamado de v) é o expoente critico associado a correlagdo espacial
e v ¢ o expoente critico associado a correlagao temporal. No regime de escala, os dois
comprimentos de correlagao estao relacionados por 1 ~ §[f, em que z = v /v|| é conhecido
como o expoente dinamico, pois esta relacionado com a evolucao temporal e espacial do

sistema na vizinhanca do ponto critico.

Os trés expoentes (3, v, z) formam um conjunto de expoentes fundamentais que
em muitos modelos sao suficientes para indicar a sua classe de universalidade. Outros
expoentes criticos estao relacionados a estes trés, e podem ser obtidos através de relagoes
de escala [54,55].

A densidade de individuos infectados no regime estacionario, na fase ativa, escalona
com paqr ~ (AP, em que A = p—p, é a distancia ao ponto critico. Uma grandeza similar
¢ a probabilidade de maxima sobrevivéncia P, que mede a probabilidade de escolher
aleatoriamente um sitio que pertenga a um cluster infinito. Na fase ativa esta probabilidade

¢ finita e escalona com o expoente critico 3 segundo:

Po ~ (A7 (2.18)

Na classe de universalidade da percolagao direcionada (a ser descrita na préxima
secao), este expoente coincide com /3. Desta maneira, em modelos com infinitas configu-
ragoes para o estado absorvente, a transicao de fase é caracterizada por quatro expoentes

criticos: 3, ', vi e yj.
O comportamento critico de p e P, para t — oo é dado por:

p(t) ~ =7 f(ALM),
P(t) ~ t70 f(ALYM),
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que comparadas com as equagoes (2.15) e (2.18), respectivamente, nos levam a:

a=B/y,
5= 51y

O expoente # esta associado ao crescimento médio do parametro de ordem em
funcao do tempo.
N(t) ~t° (2.19)

Assim como nos modelos em equilibrio termodinamico, nos modelos fora do equi-

librio também existe relagoes entre os expoentes criticos:

v(14+0) = y+dv.—p-4,
y(a=0) = y -4,
y(d/z—40) = dvy —f,
vi(d/z+1—-0) = y+dv. —f"

Estas relagoes sdo obtidas através da derivagdo de propriedades de escala [54].
Na regiao préxima ao ponto critico, as propriedades intensivas dependem fortemente do
tamanho da rede L. Portanto, a andlise de finite size scaling [10, 56, 57] nos permite
localizar o ponto critico e estimar os expoentes usando dados de sistemas de varios ta-
manhos diferentes de redes regulares. Essa técnica se torna ainda mais importante para
as analises numéricas feitas através de simulagoes computacionais, pois o sistema tera,
necessariamente, um tamanho finito. Esta teoria se baseia na hipotese de que, préximo
A criticalidade, existe apenas uma tnica escala de comprimento pertinente, € ~ A% a
dependéncia de L das propriedades intensivas é dada unicamente por meio da razao L/e,

que representamos por ALYt em que A = p — p, é o parAmetro de controle.

Na aplicacao da teoria finite size scaling para modelos semelhantes ao Processo
de Contato [10], surge uma pequena complicagdo, pois em um sistema finito o tnico
verdadeiro estado estacionario é o estado absorvente. Para saber mais sobre o estado
ativo a partir de simulacoes de sistemas finitos, estudamos o estado “quase-estacionario”,
que descreve as propriedades estatisticas apds um transiente inicial, cuja duragao depende
de L e A, e a média da densidade de infectados das amostras sobreviventes do modelo

atingem valores estaveis (converge para valores estacionérios se L — 00).

Para altos valores de L e baixos valores de A a densidade quase-estacionaria pode

ser escrita como:

(A, L) oc L™/ f(ALYY), (2.20)

Temos a funcio de escala f(z) o 2” para valores altos de z (i.e., L >> ¢), uma vez

que p ~ AP, Dessa maneira, a partir da andlise de finite size scaling podemos determinar
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o ponto critico usando a dependéncia de p(A, L) em L, dada na equacao (2.20), entdo:
p(L) ~ LA/ (2.21)

Assim, no ponto critico, obtemos a razao dos expoentes criticos 3/v, com a inclinagao de

um graficoln p x In L.

Atualmente, o estudo de transicdo de fase é feito principalmente através de si-
mulagoes numéricas, em que o método de Monte Carlo (MC) é o mais difundido. Numa
simulagdo de MC, tentamos obedecer a uma “dependéncia do tempo” de modo que a
mudanca nao ocorra de maneira rigorosamente predefinida, mas sim de forma estocastica
e que depende de uma sequéncia de niimeros aleatérios que sao gerados durante a simu-
lagdo. Dessa maneira, uma segunda sequéncia de ntimeros aleatérios nao daria resultados
idénticos na simulacdo, mas geraria valores que estao de acordo com aqueles obtidos a

partir da primeira sequéncia, dentro de algum “erro estatistico” [38,56,58].

2.4.2 Percolacao Direcionada

Historicamente, o conceito de percolacao surgiu no estudo do fendomeno de trans-
porte de fluidos através de meios porosos, para tentar solucionar um problema de entu-
pimento de méscaras de gas. Formulado por Broadbent e Hammersley [80] no final da
década de 50, o modelo de percolagao concentra-se em descrever o meio poroso como uma
rede de ligagbes, ou canais aleatérios, por onde um fluido deterministico escoa. Usual-
mente, para fins de modelagem, utilizamos uma rede regular cujos sitios representam os
poros e as ligagoes entre os sitios representam os canais. Simula-se a passagem do liquido
através dos poros considerando que uma ligacao ¢ aberta com probabilidade p e fechada
com probabilidade 1 — p, sendo que 0 < p < 1. Estes canais estarao interligados se o
seu numero for suficientemente grande, tornando o meio permeavel a passagem do fluido.
Dizemos que, neste caso, houve a percolagao do fluido. Também pode-se provar que existe
um valor critico p = p., para o qual ocorre uma transicao de fase continua entre a fase

impermeavel e a fase permeével ao fluido.

Até o momento, estamos considerando o caso em que o fluido pode escoar para
qualquer direcao, caracterizando uma percolacao isotrépica. Porém, se considerarmos uma
diregao preferencial para o escoamento, temos a percolagio direcionada (tal consideragao
pode ser utilizada para modelar a for¢a gravitacional ou uma rede de diodos aleatéria).
Esta direcao preferencial pode ser interpretada como uma coordenada temporal em um
modelo no qual uma rede quadrada foi girada a um angulo de 45° . Nesse caso, cada sitio

deve possuir dois primeiros vizinhos tanto na linha acima dele quanto na linha abaixo.

Agora, como o fluxo acontece em apenas uma direcao, consideramos os sitios “mo-
lhados” (z; = 1) como ativos e sitios “secos” (x; = 0) como inativos. Podemos imaginar

que a linha superior da rede estd acoplada a um reservatério de agua que vai percolar a
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Figura 6 — Evolucao temporal tipica a partir de duas particulas, mostrando a percola-
¢ao direcionada. Neste caso a direcdo preferencial é interpretada como uma
coordenada temporal. Fonte: [81].

rede caso exista um caminho de ligacoes. Dizemos que este processo apresenta atualizacao
sincrona, ou seja, quando o tempo avanca em uma unidade, todos os sitios da rede sao

atualizados.

Levando em conta o escopo deste trabalho, uma ideia interessante é comparar o
modelo de percolacao direcionada com um processo de reacao-difusao. Nesta interpretagao,

cada sitio ativo representa uma particula A, sendo que possiveis transi¢coes sao dadas por:

A — 0 (aniquilagao)
AD — DA (difusdo)
A — 2A (criagao)
2A — A (coagulagdo), (2.22)

em que () significa um sitio vazio.

A partir disso, vemos que a configuragao na qual todos os sitios estao vazios (ou
secos) é absorvente, o que equivale a dizer que nao haverd mais ligagoes abertas para
qualquer tempo futuro. O tratamento analitico do modelo é andlogo aquele desenvolvido
para transicoes de fase ferromagnéticas. Sendo assim, préximo de p,. , o sistema apresenta

os comprimentos de correlagiao caracteristicos {; e §, que divergem como:

EL~|p—p| ™ (2.23)
i~ |p—pe| ™ (2.24)

Entao, no fim das contas, tanto a percolacao direcionada quanto a isotrépica apre-
sentam um ponto critico. Assim como no caso do processo de contato, mesmo que estes
modelos nao possam ser interpretados utilizando a termodinamica, ocorre o surgimento
de propriedades de escala relacionadas & correlagoes de longo alcance (do mesmo modo

que em fenémenos de equilibrio). Porém, a diferenca de simetria existente entre o caso
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direcionado e o isotrépico faz com que os expoentes criticos nao sejam os mesmos. Para
a percolagdo direcionada, observa-se que os expoentes criticos obtidos sao os mesmos do
processo de contato, bem como de outros modelos. Com isso, caracteriza-se a classe de
universalidade da percolagao direcionada (classe PD) [59-63]. Por fim, podemos definir a
percolacao direcionada como sendo um problema de percolacao de ligagao, nos quais as li-
gagoes sao distribuidas aleatoriamente sobre a rede com concentracao p, com a introdugao

de uma direcao preferencial para o problema [81].

2.5 Redes Complexas: Conceitos Fundamentais em Teoria dos Gra-

fos

Podemos dizer, de forma geral, que uma rede é qualquer sistema que pode ser
representado matematicamente como um grafo, em que os noés identificam os elementos
do sistema, e as interagoes ou relagoes entre tais elementos sao representados pelo conjunto
de ligacoes existentes. No ambito tedrico, este nivel de abstracao se aplica a uma grande
variedade de sistemas, assim, o conceito de redes nos permite uma boa representacao
das interrelagoes em sistemas complexos, nos quais necessitamos, para caracterizar tais

sistemas, o mapeamento das interacoes entre um nimero grande de individuos.

A teoria de grafos surgiu a partir do trabalho pioneiro de Leonhard Euler (1707-
1783) ao resolver o problema das pontes de Kénigsberg, um problema conhecido entre
os cientistas de seu tempo, que consistia no seguinte questionamento: é possivel dar um
passeio pela cidade, partindo do centro de Konigsberg (atual Kaliningrado, Rissia), atra-

vessando uma tnica vez cada uma das sete pontes? (ver imagem da Fig. 7).

A situagao é mostrada de maneira esquematizada na imagem da Fig. 8 a esquerda
e sua solucao geral requer certa abstracao matematica. A ideia de Euler foi abordar o
problema utilizando um mapa de Konigsberg ainda mais simples (ver Fig. 8 a direita).
Agora, distancias reais sao grandezas irrelevantes para o caso em questao: partes distintas
da cidade serao tratadas como noés, ou vértices; se uma parte da cidade é conectada a
outra por uma das pontes, tragamos uma linha, ou ligacao, entre estes vértices. Agora, o
mapa da cidade tornou-se um grafo e, de posse deste novo formalismo o problema assume
uma caracteristica mais abstrata: sera possivel encontrar um caminho que passa por todas

as ligagbes, apenas uma vez em cada uma delas?

Note que, de certa forma, esse procedimento facilita a resolucdo do problema,
ja que agora todas as partes da cidade sao descritas exatamente da mesma maneira
(como vértices do grafo). Assim, uma solucdo, se existir, deve depender diretamente de
propriedades intrinsecas do grafo. Uma grandeza intrinseca deste objeto é o grau de um
noé 4, ou namero de conexdes de um vértice, o qual sera denotado por k;. Se k; for par,

percebe-se que o vértice ¢ um ponto de cruzamento, ou seja, pode-se entrar no noé por
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Figura 7 — As pontes da cidade de Konigsberg. Disponivel em:
<https://universoracionalista.org>. Acesso em dez. 2019.

Figura 8 — A esquerda, um mapa simplificado do centro da cidade de Konigsberg.
A direita, sua representacao como um grafo, em que as pontes sao
arestas, e as cidades entre as pontes sao os vértices. Disponivel em:
<https://www.researchgate.net>. Acesso em dez. 2019.

uma ligacao e sair pela outra. Se o grau do vértice for impar, este s6 pode ser um ponto
de inicio ou de término do caminho. O requisito para passar por cada ponte apenas uma
vez s6 é satisfeito se ndo houver nenhum vértice de grau impar (de modo que os pontos de
inicio e término coincidam) ou se houverem apenas dois vértices com grau impar (nesse
caso, os pontos de inicio e término do caminho sao distintos). Temos entao a solu¢ao para
o problema das pontes de Konigsberg: observando o grafo da Fig. (8) nota-se que todos
os vértices possuem grau impar, nao satisfazendo portanto as condigoes acima. Logo,

nao existe caminho possivel que passe apenas uma vez por cada uma das sete pontes.
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O estudo deste tipo de problema contribuiu para que a teoria de grafos evoluisse desde
entdo e, como veremos adiante, para grafos muito grandes (com muitos vértices), fez-se
necessario o uso da estatistica para descrevé-los. A seguir, trataremos de alguns aspectos

do formalismo matematico utilizado para descrever tais objetos.

Define-se um grafo nao direcionado como um par de conjuntos dado por G(V, E),
em que V é um conjunto nao vazio e contavel de elementos, ditos vértices (ou néds),
enquanto E é um conjunto enumerdvel de pares de vértices, ditos arestas (ou conexdes).
A conexdo (7, ) une os vértices i e j, que sao ditos adjacentes ou conectados. Denota-se

por N o numero total de nds do grafo e esta grandeza define a ordem do grafo.

SR

Figura 9 — Representacao grafica de um grafo. Disponivel em:
<http://www.uh.edu/engines/>. Acesso em dez. 2019.

Para um grafo de ordem N, o niimero maximo de ligagoes é dado pelo ntimero

N
de maneiras que podemos escolher dois deles em um total de N | ou seja, 5 =

N(N —1)/2. Um grafo em que todos os possiveis pares de nés estao conectados é chamado
de grafo completo. Graficamente, costuma-se expressar um grafo como um conjunto de
pontos, representando os vértices, com linhas unindo-os, representando as conexoes, a
exemplo da imagem da Fig. 9. Também podemos definir um grafo matematicamente de
maneira conveniente utilizando a matriz de adjacéncia A = a;;. Trata-se de uma matriz
N x N definida do seguinte modo:

1se(i,y) e B
4y = (.9) (2.25)

Ose(i,j) ¢ FE

Para grafos nao direcionados a matriz de adjacéncia é simétrica (z;; = x;;), logo

contém informacgoes redundantes.

Um aspecto importante sobre a estrutura de grafos é a acessibilidade dos nés, isto
é, a possibilidade de sair de um vértice e chegar em outro seguindo as conexoes presentes

na rede. Analisaremos as propriedades de conectividade definindo um caminho P;,; em

Ovin
um dado grafo G = (V, E) como uma cole¢ao ordenada de n + 1 vértices Vp = ig, i1, ... iy

e n conexdes Ep = (ig,11), (i1,12), ..., (in1, in), de modo que i, € V e (iq_1,1a) € E para
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todo a. O caminho P, ; conecta os nos iy e i,, sendo seu comprimento dado por n. O

0,in
nimero X;; de caminhos com comprimento n entre dois nés ¢ e j ¢ dado pelo elemento
ij da n-ésima poténcia da matriz de adjacéncia: M;; = (a");; . Um ciclo, ou loop, é um
caminho fechado (iy = i,) no qual todos os nés e todas as ligagoes sao distintas. Diz-se
que um grafo é conectado se existe um caminho que conecta quaisquer dois vértices da

rede.

O conceito de “caminho” é a base da definicdo de distancia entre nés. A medida
natural da distancia entre dois vértices ¢ e 7 é definida como sendo o menor niimero de nés

entre 7 e j, em que [;;, representa o menor caminho, ou seja, o menor numero de arestas

R
entre eles. Quando dois nés pertencem a componentes desconectados da rede, definimos
l;; = 00. Usando o comprimento do menor caminho como uma medida de distancia entre

vértices, é possivel definir o diégmetro de um grafo, como:
Z7j

Outra definicao aceita para o tamanho linear de um grafo é o menor caminho médio,

definido como o valor médio de [;; sobre todos os pares de vértices na rede
1
)= ———--=—=)> ;. 2.27

Exemplos simples de calculo de distancias em grafos incluem o grafo completo, em
que (I) = 1 e a rede hiperctibica em D dimensées com N vértices: (I) ~ NP Na maior
parte dos grafos aleatorios, o menor caminho médio cresce com o logaritmo do ntimero
de nés: (I) ~ logN. Trata-se de um crescimento bem mais lento do que aquele observado

para redes hiperciibicas.

No estudo de grafos é sempre aconselhavel levar em conta a importancia relativa
de seus elementos basicos. A relevancia de um né ou de uma ligacao é comumente definida
como sendo a sua centralidade, um conceito bastante amplo. Determina-la depende espe-
cificamente das propriedades que interessam para a analise em questao. As caracterizagoes
mais utilizadas sao: centralidade por grau, centralidade por proximidade e centralidade

por intermediagao.

Na centralidade por grau, interpreta-se imediatamente, pela observacao do grau k;
de um vértice, a quantidade de conexoes que este vértice tem em relagao a outros vértices

no grafo.

A centralidade por proximidade, definida como:

1
>jiliy

¢ uma medida que atribui grande centralidade a nds que possuem baixos valores para o

9i = (2.28)

menor caminho até quaisquer nos.
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As medidas anteriores atribuem maior importancia a vértices que sao topologica-
mente conectados ao resto da rede, mas nao levam em conta nos que podem ser cruciais
por conectar diferentes regides do grafo, agindo como pontes. Para considerar quantitati-
vamente o papel desempenhado por tais vértices, é introduzido o conceito de centralidade
por intermediacao: é definido como o niimero de menores caminhos entre pares de nés que
passam por um dado né. Mais precisamente, se op; ¢ o nimero total de menores caminhos
de h para j e 03;(i) é o nimero de menores caminhos que passam pelo né i, a grandeza

intermediagdo de ¢ é definida como:

b= 3 on (i) (2.29)
n#jzi Thi

De acordo com estas defini¢oes, nés com maior centralidade fazem parte de um
maior numero de menores caminhos no grafo em relagao a nés menos relevantes. A centra-
lidade por intermediagao (betweenness) de um vértice é frequentemente utilizada em redes
de transporte para fornecer uma estimativa do trafego que passa por este vértice, assu-
mindo que o nimero de menores caminhos é uma primeira aproximagcao para a frequéncia

de uso de um dado né.

Com medidas de centralidade, podemos caracterizar os vértices de acordo com a
estrutura da sua vizinhanca local. O conceito de coeficiente de aglomeragdo refere-se a
tendéncia observada em muitas redes naturais de formar grupos fechados na vizinhanca
de um dado n6. Assim, coeficiente de aglomeracao implica a seguinte propriedade: se um
vértice ¢ estd conectado a um vértice j, e ao mesmo tempo j esta conectado a [, entao
existe uma alta probabilidade de ¢ também estar conectado com [. Para um grafo nao
direcionado, o agrupamento pode ser medido quantitativamente por meio do coeficiente
de agrupamento, que mede o quao coeso é um grupo local. O coeficiente de aglomeracao
C(i) de um né i é definido como sendo a razao do nimero de ligagdes entre os vizinhos
de i com o nimero méaximo de tais ligagdes. Se o grau do vértice i é k; e os vizinhos de 7

possuem e; conexoes entre si, temos:

O(i) = k(ke—l)/Z . (2.30)

Vale ressaltar que a medida acima sé6 tem significado para k; > 1. Para k; < 1 define-se
C(i) = 0.

O coeficiente de agrupamento médio de um grafo é dado por:
1
(€)= 3¢y (2.31)
]

Duas classes de redes complexas serao importantes para compreensao deste tra-

balho. A primeira rede complexa importante para este trabalho é a rede aleatéria. Os



Capitulo 2. Fundamentacio Teorica 27

estudos de Erdos e Rényi constituem uma das bases das redes complexas [64]. Eles estu-
daram, do ponto de vista mateméatico, um sistema formado por C' conexoes, distribuidas
aleatoriamente entre N noés. Erdos e Rényi tentaram representar a formacao de redes
sociais, e, para eles, bastaria uma conexao entre cada um dos convidados de uma festa,
para que todos estivessem conectados no final dela. Ainda segundo Erdos e Rényi, quanto
mais conexoes eram adicionados, maior a probabilidade de serem gerados clusters, ou
seja, grupos de nds mais coesos. Uma festa, portanto, poderia ser um conjunto de clusters
(grupos de pessoas) que de tempos em tempos estabeleciam relagoes com outros grupos
(rede). O processo de formagao da rede ¢ aleatério: os nés interligam-se aleatoriamente.
Neste modelo, todos os nés tém mais ou menos a mesma quantidade de ligagoes, ou a
mesma probabilidade de receber novas ligagoes. Assim, a distribuicao de conectividade

obedece a uma distribuicao de Poisson.

A segunda é a rede livre de escala, em que o grau de distribuicdo segue a lei
de poténcia. Os noés com grande ntimero de conexoes sao mais frequentes do que o que
seria em uma distribuicdo gaussiana. A probabilidade de um né se conectar a outro no
¢ diretamente proporcional ao seu grau. As redes livres de escala sao dominadas por
um numero relativamente pequeno de nés a que designamos de hubs. Nestas redes a

probabilidade de um né ter k conexoes decai quando k£ aumenta, segundo a lei de poténcia:

P(k) ~ k7, (2.32)

em que k > 0 e~y > 0. Sendo que v é chamado de expoente de livre escala e determina a

probabilidade de P(k) da ocorréncia de nés com grau k na rede.

2.6 Meétodo de Monte Carlo

As simulagbes computacionais sao uma estratégia para tentar reproduzir um sis-
tema real. Dependendo do problema, isso pode ser feito de uma maneira direta, tentando
simular o sistema como ele ocorre na realidade, ou, entao, usando dinamica artificial, em
que a resposta obtida corresponde & resposta do sistema real. E nessa tltima classificacio
que se encaixam os métodos de Monte Carlo. O termo Monte Carlo é frequentemente
utilizado para descrever uma grande variedade de técnicas que sao aplicadas para resol-
ver problemas matematicos por meio de simulacoes de variaveis aleatérias. O conceito de
variavel aleatéria, n, é simples: ela pode assumir um dado valor de um conjunto, mas nao

se sabe de antemao qual serd esse valor.

Normalmente, quando enfrentamos um problema empirico, precisamos coletar da-
dos que estao disponiveis em alguma base ou fazemos experimentos para gerar esses
dados. Um exemplo do primeiro caso é vocé acessar a base do Banco Central e cole-

tar dados contabeis de bancos. Usando esses dados contabeis, vocé pode, por exemplo,
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estudar os determinantes de lucratividade dos bancos. Um exemplo do segundo caso é
quando uma empresa farmacéutica deseja testar um novo medicamento e considerando
uma determinada amostra aplica esse novo medicamento em parte da amostra; a partir
dai, infere a respeito do potencial do novo medicamento. Em ambos os casos, nao se tem
acesso ao processo gerador dos dados. Tem-se apenas acesso as realizagoes de eventos que
ocorreram em um determinado momento e pode fazer hipoteses a respeito das variaveis

que vocé coletou (ou da base ou do experimento).

No caso do método de Monte Carlo, controla-se o processo gerador de dados de
algumas varidveis aleatérias e usa-se esses processos para estudar ou entender mais sobre
algum fendmeno. Isso pode ser interessante para ganhar intuicao sobre algum problema
que depois podera ser resolvido analiticamente ou realmente usar as amostras coletadas

para resolver o problema de interesse (quando nao houver solugao analitica).

2.6.1 Breve Perspectiva Histodrica

Foi no século XVIII que surgiu a primeira ideia do uso de simulagoes de Monte
Carlo; de forma bem resumida, era um método que consistia em estimar o valor de 7
através de sucessivos lancamentos de uma agulha. Esse método foi proposto por Georges-
Louis Leclerc, Conde de Buffon e atualmente essa experiéncia aleatéria é conhecida por
'Agulhas de Buffon'(Harrison, 2010). Como o método permitia resolver problemas com-
plicados com base na geragao de grandes séries de ntimeros pseudo-aleatérios e, naquela
época, gerar os nimeros pseudo-aleatérios era feito de forma manual, por isso a expansao

do uso deste método foi dificultada (Platon e Constantinescu, 2014).

Mas, por volta de 1944, durante a Segunda Guerra Mundial, no Projeto Manhat-
tan, a simulagado de Monte Carlo comegou a ganhar destaque. Dois mateméaticos, Stanis-
law Ulam e John von Neumann, que estiveram envolvidos no projeto, e que contribuiram
para o desenvolvimento de armas nucleares e a da primeira bomba atomica, desenvolve-
ram um método de simulagdo. Com a Terceira Revolugao Industrial, que se deu nesse
mesmo periodo, potencializou-se o desenvolvimento da informéatica e o método acabou se

expandindo e ultrapassando as barreiras tecnoldgicas.

Uma aplicagao importante do método, utilizado por Dienemann (1966), que esti-
mava os custos de futuros sistemas de armas como distribuicao de probabilidades, ajudou
na sua divulgacao. Como havia célculos com estimativas incertas, no seu trabalho, Die-
nemann demonstrou que o uso de variaveis aleatérias, definidas por distribuicdo de pro-
babilidades, fornecia informagoes significativamente melhores para a tomada de decisoes,

na escolha de um projeto, relativamente as fornecidas por um modelo deterministico.

Ao longo dos 20 anos seguintes, houve desenvolvimentos e aplicagoes nesta area,

a exemplo da adsorcao, difusdo e crescimento de superficie, em fisica estatistica, e em



Capitulo 2. Fundamentacio Teorica 29

outras areas também. Nos anos 90, a terminologia para esta abordagem se estabeleceu
como Monte Carlo Cinético, embora os primeiros documentos tipicamente nao use este
termo. A popularidade e variedade de aplicagoes do Monte Carlo Cinético (KMC, do
inglés Kinetic Monte Carlo) continuou a crescer: KMC é agora uma ferramenta bastante

utilizada e sera de grande importancia para este trabalho.

Atualmente, o método de Monte Carlo pode ser descrito como método de simula-
¢ao estatistica que utiliza sequéncias de nimeros aleatérios para desenvolver simulagoes.
Em suma, representa um método de uso universal para resolver problemas por meio de

amostragem aleatoria [67-69].

2.6.2 Amostragem por Importancia

Com o desenvolvimento de computadores, programas e linguagens de programa-
¢ao, na década de 50, os pesquisadores voltaram sua atencao para a obtencgao de resultados
mais precisos, mas com o cuidado de ndo aumentar o tempo de processamento das simula-
¢oes. Esse esforco levou os pesquisadores as primeiras técnicas de reducao, a Amostragem
por Importancia [70,71], no qual o objetivo era um controle parcial do processo de amos-
tragem dos valores aleatorios. O que nao acontecia até entao, pois a geracdo da amostra
era totalmente aleatoria, chamadas de abordagem simples, de modo que, as simulacoes

poderiam levar tempos extremamentes grandes para finalizar uma analise computacional.

A ideia principal da Amostragem por Importancia é de deslocar a distribuicao
para as areas de maior interesse, e assim, aumentar a convergéncia do método. Podemos
dizer que se trata de uma técnica de simulagdo capaz de gerar valores (aproximados) de
uma distribuicao alvo que pode reduzir a variancia desses valores. Essa técnica tem como

vantagens:

e Melhorar a precisao em pequenos tamanhos de amostra simuladas, ja que pode

permitir a redugao da variancia;
e Oferecer economia no tempo de execucao das simulacoes;

e E muito util quando os valores reais dos parametros sao extremos.

Tem como desvantagem a estimativa viciada em relacao ao parametro de interesse, isso
devido a distribuicao ser modificada para analisar as areas de maior interesse. Mas, nesse
caso, ¢ possivel ponderar os valores gerados pela simulagdo de tal forma que o estima-
dor através da amostragem por importancia nao seja novamente viciado. Na amostragem
por importancia, certos valores da variavel aleatéria gerada pelo método possuem maior
impacto sobre a estimativa do parametro de interesse. Se esses valores sao mais frequente-
mente escolhidos na simulacao, entao a variancia do estimador pode ser reduzida. Diferen-

temente do método de Monte Carlo original, pode-se considerar outra funcao densidade
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(peso) além da distribui¢ao uniforme. Dessa forma, a técnica utiliza uma distribuigao que

aumenta a probabilidade de obter os valores considerados importantes.

2.6.3 Monte Carlo Cinético

Neste trabalho, o Monte Carlo Cinético serd o nosso principal método simulacional.
Sabemos que diferentemente de sistemas em equilibrio, nos sistemas fora do equilibrio as
probabilidades de ocupacao dos estados mudam com o tempo. Algumas equagoes foram
propostas para descrever essa dependéncia temporal, por exemplo: as equagoes de Lan-
gevin, as equacoes de Fokker-Planck e as equagoes mestra. Vimos que a equagao mestra
descreve a evolugao temporal da distribui¢ao de probabilidades de ocupagao dos estados
de um sistema (ver eq. (2.4)), assim, resolvé-lo significa acompanhar a evolu¢ao temporal
de um sistema fora do equilibrio, em que hd mudanca das probabilidades de transicao
entre os possiveis estados. Porém, nao é simples resolver tais equacoes, sendo uma das es-
tratégias mais comuns para obter solucgoes a utilizagao do método de Monte Carlo Cinético
(KMC) [72,73].

De forma simplificada, o método de KMC consiste em selecionar um sitio aleatori-
amente a partir de uma probabilidade proporcional a frequéncia do evento correspondente
a ela. Isso torna a rotina eficiente, pois cada passo na simulagao corresponde a um evento
teodrico, e o tempo real é claramente associado ao niimero de passos da simulagao. Desta
forma as mudancas das configuragoes correspondem a evolucao da dindmica do sistema,
sendo possivel assim definir um tempo real. Os detalhes microscépicos das interagoes entre
sitios sao simplificados no método KMC, tornando-o 1til para estudar sistemas complexos
com um grande nimero de elementos. No Capitulo 4 apresentaremos com mais detalhes

como o algoritmo do modelo estocastico SIRI foi elaborado.



3 Estudo Analitico do Modelo Estocastico
SIRl em Redes Regulares

Os modelos estocasticos espacialmente distribuidos sao construidos considerando
que cada individuo da populagao reside em um sitio de uma rede regular, sujeitos a intera-
c¢oes locais e evoluindo no tempo de acordo com a equacdo mestra. E importante ressaltar
que parte dos resultados deste capitulo foram publicados em [74, 75|, cujas cdpias estao
nos anexos A e B; e ainda que o desenvolvimento e a notacao dos modelos estocasticos que
apresentamos neste trabalho foi baseado nas etapas desenvolvidas em [8] para o Processo
de Contato. Consideremos modelos estocasticos definidos em uma rede regular com N
sitios. A cada sitio é associado uma variavel estocastica n; que representara o estado do
sitio 4, ou seja, tal varidvel classifica o sitio de acordo com o estado de satide/informagao

do individuo. A dinamica do modelo é assincrona e a populacdo é constante.

3.1 Modelo Estocastico SIRI

Usando o formalismo da Fisica Estatistica, fora do Equilibrio Termodinamico,
vamos apresentar o modelo SIRI (Suscetivel-Infectado-Recuperado-Infectado), no qual
conseguimos analisar o efeito da reinfec¢do na propagacao de doengas transmissao direta,

que ocorre devido ao contato com um individuo infectado.

O modelo SIRI descreve o mecanismo de propagacao de uma doenca transmissivel
(ou a transmissao de informagdo num conjunto de individuos) em que cada individuo da
populagao pode assumir um dos trés estados: suscetivel (1), infectado (2) e recuperado (0).
Os suscetiveis (ignorantes) sao aqueles que estdo saudéaveis e podem adquirir a infeccao.
Os infectados (propagadores) sdo aqueles que, ao adquirirem a infec¢do, tornam-se ins-
tantaneamente infectantes, nao havendo o estagio latente. Os recuperados nao se tornam

imunes a doenca, podendo se reinfectar.

As seguintes regras locais sdo aplicadas: (i) Um individuo suscetivel pode se infectar
com uma probabilidade de infec¢ao b se, pelo menos, um dos seus primeiros vizinhos estiver
infectado. A probabilidade (1 — 2) é dada por bn/(, em que n é o nimero de vizinhos
infectados e ¢ é o niimero de coordenagao da rede, ou seja, o nimero de vizinhos. (ii) Um
individuo infectado se recupera espontaneamente com uma probabilidade de recuperacao
(2 — 0) dada por c. (iii) Um individuo recuperado pode se reinfectar por contato com
outro individuo infectado (reinfecgdo exégena), que ocorre com probabilidade (0 — 2)
dada por abn/(, se, pelo menos, um dos primeiros vizinhos estiver infectado, em que o é

o coeficiente de reinfecgao.
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Temos trés pardmetros externos vinculados a este processo: a taxa de infecgao (),
a taxa de reinfecgao (M = o)) e a taxa de recuperacao (7y). Definimos € para relacionar

as taxas com as probabilidades de modo que:

b c
A= v=-; 1
CiY = (3.1)
em que
e=A+0oA+7, (3.2)

o processo SIRI a ser descrito aqui é um processo markoviano [82,83], a tempo continuo,

isto nos permite reescalar o tempo a considerar € = 1.

Na Fig. 10 mostramos a evolugao dos estados S — I — R — 1.

oA

Figura 10 — Transicao entre os estados para o caso particular do modelo SIRI.

O modelo SIRI pode ser generalizado de modo a considerar que tenha uma rein-
feccao espontanea por reativagao do patogeno que esta presente no individuo recupe-
rado (reativagdo enddgena), como fizemos em [75]. Neste trabalho desprezamos o efeito
da reinfeccdo enddgena. Assumimos que a taxa de reinfecgao é necessariamente exdgena
(N = o) estando vinculada a taxa de infecgao (1)), diferentemente do modelo SIRI apre-
sentado em [76,77]. Do ponto de vista epidemioldgico, o nosso interesse é que X' < A, ou
seja, que a taxa de reinfeccdo seja menor que a taxa de infec¢ao primaria para os mode-
los epidémicos; desta forma, podemos entender que o < 1 retrata a situacdo em que o
individuo recuperado adquiriu imunidade parcial, enquanto ¢ = 0 corresponde a situagao
de imunidade tontal. Do ponto de vista social, o interesse é considerar todo o intervalo,
uma vez que a retransmissao de uma informacgao pode ser amplificada. Por isso, fazemos
o variar no intervalo [0, 00]. Note que a taxa de reinfeccio (o)) é diferente da taxa de
infecgdo primdria (), por isso a dindmica do modelo SIRI difere da dindmica do modelo
SIS. Entretanto, no limite 0 = 1, o individuo recuperado torna-se suscetivel a doenga com
taxa de infeccao (oA = \), assim a dindmica do modelo SIRI se assemelha ao do modelo
SIS. No limite ¢ = 0 temos uma dindmica semelhante ao do modelo SIR; de fato, como

nao ocorre a reinfeccao, entendemos que o individuo ganha imunidade total.

Analiticamente, obteremos inicialmente a equagao mestra para o modelo SIRI. A

probabilidade de transicao por sitio, no qual o i-ésimo sitio tem seu estado 7; atualizado,



Capitulo 3. Estudo Analitico do Modelo Estocdstico SIRI em Redes Regulares 33

é escrita de acordo com a expressao:

25(% 0) > 6(Mira,2) +70(mi, 2), (3.3)
A

o indice A no somatorio representa a soma sobre os primeiros vizinhos do sitio i, conta-

wi( Zé nza Z‘S 772+A7

bilizando o total de vizinhos infectados.

O primeiro termo do lado direito da equagao descreve o processo de infeccao, o
termo seguinte representa a reinfeccao exdgena, enquanto o terceiro termo representa a

recuperacao de um individuo infectado.

A evolugao temporal da distribuigdo de probabilidade P(n) da configuragdo n =
{n;} é governada pela equagao mestra dos processos markovianos [56], definida pela equa-
¢ao 2.6:
d _
P = S (AT m)PCAT m) = ()Pl (34
em que A é um operador e A; é o operador A atuando no i-ésimo sitio da configuracao 7,
ou seja, no sitio que sofreu transigdo, mudando o seu estado na seguinte ordem (1 — 2,
2 —0,0—2). A~ é o operador inverso a A e w; se refere a probabilidade de transigao
do sitio ir de i para ' = A;n. A média da grandeza de estado f(n) sobre a distribuicao
de probabilidades P(n) é definida por (f(n)) =>_ f(n)P(n)
"

A média da evolugao temporal (f(n)) é obtido a partir da equagao mestra, escrita

COIMoO:

2 ) =2 ([ (Am) = F(m)] wi(m)).- (3.5)

As equagoes da evolugao das probabilidades P;(1) e P;(2), que representam as
densidades de suscetiveis e infectados, respectivamente, podem ser obtidas a partir da
equagao mestra (3.5), usando a probabilidade de transicao por sitio do modelo SIRI, eq.
(3.3). Dado que P;(1) = (6(nm;, 1)) e Pi(2) = (6(n;,2)), as equagdes da evolugao temporal

para os primeiros momentos da distribuicao de probabilidades sao dadas por:

d A
%]Di(l) = _E XA: Pz’,i+A(12) (3-6)
¢ d A A
P(2) = 23 Piia(12) = B(2) + 2P a(02) (37)
dt ¢ X ¢

em que P;;1a(12) e P,;+a(02) correspondem & probabilidade conjunta de ter o estado 1

(ou 0) respectivamente no sitio ¢ dado que o estado do sitio vizinho ¢ + A vale 2.

Ao considerarmos uma rede regular homogénea, isto quer dizer que a coordenagcao
da rede ¢ ¢ a mesma para qualquer sitio da rede. Entao, quando realizamos o somatorio

sobre os primeiros vizinhos A do sitio 7, a soma deve ser sobre todos os vizinhos do sitio,
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ou seja, o numero de termos da soma deve ser igual a coordenacao (, por isso podemos

reescrever as equagoes (3.6) e (3.7) da seguinte forma:

d
SR(1) = AP, (12), (3.8)
9 P(2) = AP, (12) 7 PA2) + 0AP,(02), (3.9)

em que j ¢é o sitio vizinho de 1.

A densidade de suscetiveis P;(0), pode ser obtido a partir das equagoes (3.8) e
(3.9), dada a condigdao de normalizacao P;(0) + P;(1) + P;(2) = 1.

3.2 Aproximacdo de Campo Médio de um Sitio (ACMS)

Na aproximagcao mais simples, tratamos cada sitio como se fosse independente dos

outros sitios, ou seja, a probabilidade conjunta ¢ descorrelacionada de modo que::
Pming) = L) P(n;) (3.10)

Usando uma notagao simplificada, em que a densidade de suscetiveis P;(1) = z, a
densidade de infectados P;(2) = y e a densidade de recuperados P;(0) = 2z = 1 —z — y,
aplicando ACMS (eq. 3.10), as equagoes (3.8) e (3.9) podem ser escritas:

T =—\ry
' (3.11)
y=0oX1l—x—y)y+ Ary —yy,

No caso em que o = 1, recuperamos a versao deterministica do modelo SIS; quando o = 0

recuperamos a versao deterministica do modelo SIR.

Obtemos os pontos fixos do modelo SIRI:
Ey= (570 = @0y B =(0.1- %), (3.12)
o

em que z* assume valores no intervalo [0, 1].

O ponto fixo Ej, que corresponde as infinitas configuracoes do estado absorvente,
ou seja, representa o estado estacionario em que podemos encontrar uma populagao livre
de individuos infectados. Ter a densidade estaciondria de infectados (y*) nula significa
que a transmissdao da infeccao cessou (ou sequer aconteceu). O ponto E representa uma
populacao cujas densidades de infectados e recuperados sao nao nulas, i.e., a da infeccao

persiste na populacao no estado estacionario.

Estudamos a estabilidade local das solucoes estacionarias através da matriz Jaco-

biana:

B —\y* —\z*
N (I=—o)\ M =y +o(l -zt =2y
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Resolvendo a equagao det(J — AI) = 0 para £ encontramos os seguintes autova-

lores:

A1:0

(3.13)
A =(1—-0)\x"+oX—1.

A partir da andlise de estabilidade, temos que Ej serd instavel se z* > (y —
oA)/(1 —o)A. Na fase inicial (t = 0), para haver o espalhamento da infecgdo, devemos ter
y>0ex <0, ouseja, g > z" > (y— o) /[\1 —0)], em que z( é o ntimero inicial de

suscetiveis.
O limiar critico da epidemia para este caso particular, na ACMS, sera:

v — Azx*

piR— (3.14)

O, =

Para os infinitos pontos fixos que representam uma populagao livre da infeccao,
podemos destacar: o ponto fixo trivial EX_; = (*,y*) = (1,0), que representa o estado
absorvente de suscetiveis, em que nao houve a transmissao da doencga, sera estavel se
v > A; o ponto fixo E;_, = (z%,y*) = (0,0), que representa o estado absorvente de
recuperados, caso extremo em que todos os individuos da populacao foram infectados
e encontram-se recuperados; Fr_, serd estdvel se v > oA = X. O ponto fixo Ef, que
representa o estado em que a transmissao da doenga persiste na populacao (endémico),

serd estavel se X' = o\ > 7.

3.3 Aproximacdo de Campo Médio de Pares (ACMP)

Vamos assumir uma aproximag¢ao mais realista, em que os triplos sao descorre-
lacionados, mas mantemos a correlacao dos pares. Nesta aproximagao vamos obter os
momentos de segunda ordem (correlagoes de dois sitios), ou seja, as equagoes dos segun-
dos momentos da distribuigdo que dependem de momentos de terceira ordem. Aplicamos
a ACMP para truncar a dependéncia das correlagdes entre as probabilidades de segunda

ordem; desta forma, as correlagdes de triplos sao aproximadas para:

P(nin;) P ()
P(n;)

P(nimine) = (3.15)
Note que nao é necessario calcular todas as probabilidades; decorrente do fato de
que 7; pode assumir somente os valores 0, 1 ou 2, entdo valem as seguintes relagoes que

envolvem as probabilidades conjuntas:
P;;(00) + F;;(10) + F;,;(20) = P;(0)

P ;(01) + P ;(11) + P ;(21) = Fi(1) (3.16)
P, ;(02) + P, ;(12) + P, ;(22) = Pi(2).
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Novamente partimos da equagao mestra (3.5) dos processos markovianos, usamos
a probabilidade de transigao por sitio do modelo SIRI, dada por (3.3). Lembrando que
temos apenas trés probabilidades independentes dos pares: P;;(01), P;;(02) e P;;(12), e
que o espaco ¢ isotrépico, de modo que P, ;(01) = P;,;(10), P, ;(02) = P;;(20) e P, ;(12) =
P;;(21). Como a condigao de normalizacao P;(0) + P;(1) + P;(2) = 1 é vélida, entao,
escolhendo P;(1), P(2), P;;(01), P, ;(02), P, ;(12) como probabilidades independentes, as

demais probabilidades sdo encontradas a partir das citadas. Desta forma, obtemos:

AP(1)/dt = =2 Y Pea12)

AP2)Jdt = 23 Prsa(12) + 223 Poa(02) — 1 P(2)
C A C A

dR’J(Ol)/dt 'VPU<12 ZR]HA(OH < ZPleJrA(QOl)
\ (3.17)
dP;;(12)/dt = 13 > [(Pijjra(112) = Pj i a(212) — Py a(12)] — v P ;(12)+
A
o\
+? > P ji+a(102)
A

4P, (02)/dt = 2 3" Pea(012) — (P (02) — Poy(22)) — “j S Pa(02)+
A A
205 P a(002) = Py (202)
A

Usamos novamente uma notagao simplificada em que a densidade de suscetiveis P;(1) = z,
a densidade de infectados P;(2) = y, as probabilidades conjuntas P, ;(01) = u, P, ;(12) =
v, P; ;(02) = w. Aplicando a ACMP (eq. 3.15), as equacoes diferenciais de evolucao dos
momentos da distribuicao das probabilidades independentes, para o modelo SIRI, sao

escritas como:

o= = (3.18)
g o= Wt -1y

0 = —A(Cgl)lf + v — "A(Cg— 1) g _tt;:u— .

W= A(Cgl)x—'y@w y+v)—;\w+ A(Cc—l)W(l—(f:z;:;—?w)?

em que x # 0 e se y = 0, necessariamente = # 1. Os pontos fixos F; = (z*,y*, u*, v*, w")
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sao
Ep—y = (2%,0,u",0,0) (3.19)
*—1
By = (m*,(z*—l)B,O,O,—WB>

emque0<z*<leB=[y(—A¢—1)oa|/[-7+ A —1)7]

Examinamos a estabilidade da solugdo estacionaria Ey«_,«—¢ = (2%,0,0,0,0) e
usamos a condigdo A = (1 — v)/(1 + o), para exibir os autovalores em fungdo de v e
o. Desta forma, temos que o ponto fixo Ey«—,~«—¢ serd marginalmente estavel se o <

v¢/ (v =14 ¢ —27(¢). A transigao de fase terd o limiar critico:

B ¢
06_7—1+C—27C7 (3.20)

portanto, para este valor, o sistema perde a estabilidade. Acima deste limiar critico pode-

mos observar o efeito da reinfeccao na dindmica do modelo, em que verificamos a existéncia
de uma transigao de fase continua quando ¢ < 1 [75]. Na Fig. 11 construimos o grafico do
pardmetro de ordem versus o parametro de controle (o). Este grafico é obtido a partir da
densidade estaciondria de infectados y* = (1 — /0 \) para uma rede regular na ACMS e
y* = (¥ — 1)B na ACMP. Fixamos ¢ = 2 e v = 0.05(u.t) "', atribuimos uma unidade de
tempo (u.t.) genérica. Os valores criticos obtidos, quando consideradas as aproximagoes
de campo médio, sao g. = 0.056 e . = 0.119 na ACMS e ACMP, respectivamente. Isto
significa que o efeito da reinfecgao (o > o.) serd observado apenas quando a taxa de rein-
feccao for superior a 5,6% da taxa de infecgao, na ACMS, e superior a 11,9%, na ACMP.
Portanto, existe uma faixa do parametro o, para um dado A, na qual havera transmissao
da doenca na populacao através da reinfeccao no caso da ACMS, mas que nao é observada
para a ACMP.

3.4 Modelo SIS: Caso Particular (o = 1)

Quando a taxa de infeccao é igual a taxa de reinfecgdo (0 A = ) no modelo SIRI,
nao existira diferenca entre o estado suscetivel e recuperado (R = S), visto que em ambos
os estados o individuo pode se infectar com a mesma taxa. Desta forma, a dindmica do
modelo SIRI se assemelha ao do modelo SIS (S — I — S ou R — I — R). Portanto,
podemos apresentar o modelo SIS [10,11,81] como um caso particular do modelo SIRI,
que é usado para modelar doengas causadas por agentes bacterianos como a meningite

meningocdcica, doengas sexualmente transmissiveis.

No modelo SIRI, temos a condi¢ao de normalizacao P;(0) + P;(1) 4+ P;(2) = 1, mas

no caso particular, em que o\ = A, nao existe diferenca entre o individuo suscetivel e
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Densidade de Infectados (y)

Figura 11 — No modelo SIRI: densidade estacionaria de infectados p versus o coeficiente
o, nas aproximagoes simples e de pares para uma cadeia (( = 2), com vy =
0.05(ut.) ', 2" =0e A= (1—7~)/(1+0), de acordo com a condicdo (3.2); a
linha tracejada corresponde a ACMS e a linha sélida a ACMP

recuperado. Desta forma, temos P;(0) = P;(1) e a condigao de normalizagao do modelo
pode ser reescrita: 2P;(1) + F;(2) = 1.

Usando uma notagao simplificada, tomamos © = P;(1) = (1 — y)/2, y = Pi(2),
z = P;(0) = (1 — y)/2, fazendo v = 1 assumindo que 100% dos infectados se recuperam
(ndo h& mortes) e o = 1, podemos simplificar o sistema de eqgs. (3.11), de modo que a

equacao, relativa a densidade de infectados, seja dada por:
y=XM1-y) -y, (3.21)

Note que, na ACMS do modelo SIS estocastico, a equacao que determina a evolugao
temporal da densidade de infectados é a mesma equacao do modelo SIS deterministico [31].

Com base na equacao (3.21), obtemos os seguintes pontos fixos F; = (2" + 2", y"):
1 A—1
Fy*:[) - (1,0) (& Fy*#o == ()\7 )\) 5

O primeiro ponto fixo F,«_q representa o estado absorvente de suscetiveis, enquanto
y*=0 9
F

y
de infectados é nao nula no estado estaciondario, caracterizando um estado endémico. A

20 representa a fase ativa, em que ha transmissao da infeccao, ou seja, a densidade

transicao de fase ocorre no ponto critico A, = 1 [10].

Para analisar a ACMP, de forma andloga ao efetuado para o modelo SIRI, podemos

simplificar as condigdes de normalizagao (3.16):

P;(0)
Pi(2)

P, ;(00) + P ;(02)
P, ;(02) + P, ;(22).

)

2
) (3.22)
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Como a condigdo de normalizagao 2P;(0) + P;(2) = 1 é vélida, note que escolhendo
P;(2), P, ;(02) como probabilidades independentes, a densidade de suscetiveis P;(0) e a
probabilidade conjunta P; ;(22), podem ser obtidas através das condi¢oes de normalizacao.
Desta forma, em SIS, o sistema de eqgs. (3.17) pode ser simplificado para o seguinte sistema

de equagoes, apos efetuado o somatério sobre os vizinhos nos tripletos:

AP.(2)/dt = AP, ;(02) —7P,(2)

dF;;(02)/dt = )‘@ b [P, ;x(002) — P ; 1(202)] + v [P, ;(22) — P, ;(02)] (3.23)

Usando a notac@o simplificada y = P;(2), w = P, ;(02), aplicando ACMP (eq. 3.15) e
fazendo v = 1, podemos reescrever as equacoes (3.23) da seguinte forma:
y = -y

N (S N N TN
o= =2 1_y+lA : 2] +y (3.24)

em que y # 1. Das equacoes (3.24), obtemos as solugoes estaciondrias F; = (x* + z*,y*):

Fy*:O = (17 0)

_ < (1-¢) MC—D—C)
AMC—1)—1"N¢—-1)—1)"

O ponto fixo trivial Fj-— representa o estado absorvente de suscetiveis, enquanto Fy«o

Fy*;éo

representa a fase ativa, em que ha transmissao da infeccio e portanto a densidade de in-
fectados é nao nula no regime estacionario. Analisando as solugoes estacionarias, obtemos

que a transicao de fase ocorre no limiar critico:

¢

Ao = =1 (3.25)
Na Fig. 12, apresentamos o pardmetro de ordem (y) versus o pardmetro de controle (1)),
nas aproximagoes de campo médio de um sitio e de pares para o modelo SIS. Em uma
rede quadrada (¢ = 4), os valores criticos do pardmetro de controle sdo: Aeacms) = 1,
na ACMS e Aacmp) = 4/3, na ACMP. Os resultamos analiticos indicam transi¢ao de
fase em ambas as aproximagoes de campo médio [8]; comparando com o valor obtido
nas simulagoes de Monte Carlo, em que Asya) = 1.6488 [10], a ACMP apresenta uma
melhor aproximagao do que a ACMS, ou seja, considerando correlagoes de ordem superior,

obtemos uma melhora significativa no valor do ponto critico.

3.5 Modelo SIR: Caso Particular (o = 0)

Quando a taxa de reinfeccao é igual a zero (oA = 0), a dindmica do modelo SIRI
se assemelha ao do modelo SIR (S — I — R), visto que o individuo recuperado fica

imune a doenca. Desta forma, também podemos apresentar o modelo SIR como um caso
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F--- ACMS

Densidade de Infectados (y)

Figura 12 — No modelo SIS: densidade estaciondria de infectados (y*) wversus a taxa de
infeccao (M), nas aproximagoes simples e de pares para uma rede quadrada.

particular do modelo SIRI, que é usado para modelar doencas como rubéola, sarampo,
catapora e caxumba. O modelo estocastico SIR [6,7,9], para a Mecanica Estatistica fora
do Equilibrio, se tornou importante por apresentar transicao de fase continua entre fase
ativa e inativa da epidemia. Chamamos de fase ativa da epidemia a fase em que ocorre a
transmissao (atividade) da doenga, ou seja, ha em algum instante individuos infectados
na rede regular. Mas a taxa de infecgdo pode ser pequena o suficiente para nao ocorrer a

transmissao; dizemos que esta fase é inativa.

A fim de analisar a ACMS do modelo SIR, podemos reescrever o sistema de egs.

(3.11):

= —\
e (3.26)
Y= Ary — Y,

Temos que o sistema de equagdes (3.26) da versao de campo médio de um sitio do modelo
SIR estocastico ¢ o mesmo sistema de equagdes do modelo SIR deterministico [34], como

era esperado.

O sistema de equagoes tem infinitos pontos fixos: G = (z*,y") = (z,0). Os auto-

A =0
! (3.27)
Ao = —y+ \z*

valores sao:

Assim, o ponto fixo G;(z*,y*) é marginalmente estével se Ay < 0, ou seja, se * < v/A. A
solugao perde a estabilidade quando z* > /A, na ACMS, o limiar epidémico é x. = /.
Percebe-se que no instante inicial (¢ = 0), tendo 2y > v/\. Para termos a propagagao da
infecgdo na fase inicial, é necessario que dy/dt > 0. Logo, temos o valor de Ry = xo\/7,

o mesmo resultado encontrado no modelo SIR deterministico [34].
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Observamos que o ponto fixo trivial (z*,y*) = (1,0) (estado absorvente de susceti-
veis) perde a estabilidade quando v < A, entdo temos o limiar critico 7. = A. O estado
absorvente de recuperados (z = 1), ponto fixo (z*,y*) = (0,0), serd estével para qualquer
valor de . No estado estacionario, todos os individuos infectados passam para o estado
recuperado e o sistema fica preso em um estado absorvente. A fim de analisar a ACMP

do modelo SIR, consideramos o = 0 de modo que as eqgs. (3.18) sdao dadas por:

T = —Av (3.28)
y = A=y
u = —)\;w<<21)+7v
o wr—u—20) (1) (A
vo= - C <<—|—7>v
A —
W= zq}(gCl)—'y(Zw—y—l—v).

Em pares, o sistema de equagoes também tem infinitos pontos fixos:
(", y" u*, v w') = (z*,0,u",0,0). (3.29)

A partir da andlise de estabilidade linear do ponto fixo trivial (z*, y*, u*, v*, w*) = (1,0,0,0,0),
concluimos que ele serd marginalmente estavel se [2(y — 1) + (1 —2v)]/¢ < 0, ou seja, se

v > (¢ —2/2(¢ —1). Logo, em pares, podemos escrever o limiar critico do modelo SIR:

(=2
2(¢—1)°

como ja havia sido obtido na referéncia [6]. Pela condi¢do de normalizagao (3.2), temos

Ve =

que A. = 1 —7.. A partir deste limiar, o ponto fixo (3.29) perde a estabilidade; e, dessa
maneira, para valores abaixo desse limiar, o sistema atinge um estado estacionario absor-
vente; temos portanto que para tempos suficientemente longos, a transmissao da doenca
acontece, mas ird cessar (a densidade de infectados é nula no limite ¢ — 00), restando

apenas individuos suscetiveis ou recuperados na populacao.

E importante notar que a transicao de fase s6 acontece para redes regulares com
coordenacgao ¢ > 2; assim, no modelo SIR nado observamos transicao de fase para uma
cadeia linear. Na referéncia [6] foram feitas simulagoes de Monte Carlo, nas quais foram
obtidos o ponto critico e os expoentes criticos do modelo SIR. A partir das simulacoes
realizadas para redes quadradas e triangulares, foram obtidos os expoentes criticos estacio-
narios consistentes com o conjunto de expoentes da classe de universalidade de percolagao
dinamica isotropica.

No caso do modelo SIRI obtivemos a transigao de fase continua (o < 1) do estado

epidémico para o estado endémico, tanto na ACMS quanto na ACMP, usando o pardmetro
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de reinfec¢do o como parametro de controle e a densidade média de infectados com para-
metro de ordem. Analisamos os conhecidos modelos SIS e SIR como casos particulares do
modelo SIRI. Recuperamos a dindmica do modelo SIS no limite ¢ = 1, em que a taxa de
reinfecgao é igual a taxa de infeccao (oA = ), identificando a transicao de fase continua
do estado livre de infeccao para o estado endémico. No limite o = 0, em que nao acontece
a reinfeccao, o individuo recuperado fica imune a doenca, assim retomamos a dindmica
do modelo SIR, para a qual ha uma transicao de fase continua do estado absorvente de

suscetiveis para o estado epidémico.

3.6 Evolucao Temporal das Densidades de Individuos

Com o objetivo de ilustrar uma comparacao entre o modelo SIRI com os modelos
SIS e SIR, em termos do efeito da reinfeccao, simulamos o ACMS e ACMP do modelo SIRI
para diversos valores diferentes de o, mantendo fixo o valor de A. Na Fig. 13-(a), mostra-
mos as séries temporais da infeccdo de individuos resultantes das integracoes numéricas
do sistema; as simulagoes de ACMS evidenciam que o efeito da reinfecao aumenta o valor
maximo de infectados em relacao ao modelo SIR, levando a epidemia ao comportamento
endémico até o caso limite do modelo SIS. Este efeito também é observado na Fig. 13-(b)
resultante das integragbes numéricas do sistema, indicando que o ACMP do modelo SIRI
leva a menores picos epidémicos do que a ACMS, quando os surtos ocorrem. Em geral,
o limiar o valor de ¢ é menor para ACMS do que para ACMP; para esse conjunto de

parametros, o valor limite de o é 0.1 e 0.118 para ACMS e ACMP, respectivamente.
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Figura 13 — Séries temporais de individuos infectados do modelo SIRI com A = 0.5 e
v = 0.05 para aproximagdes de campo médio: ¢ = 0, Modelo SIR (linha
continua), o = 0.05 (linha tracejada), ¢ = 0.6 (linha pontilhada tracejada), e
o = 1, modelo SIS (linha pontilhada pontilhada tracejada). (a) Para ACMS,
o valor limite é o = 0.1 (linha pontilhada); (b) para ACMP: o valor limite é
0 =0.1/0.85 ~ 0.118 (linha pontilhada).
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1,04

Densidade de individuos infectados

=
(=]

Densidade de inidivduos recuperados

Figura 14 — Comparagao entre o modelo SIRI e seus casos particulares (SIS e SIR) em
termos da taxa de infec¢do primaria (\). Fixando v = 0.05, (a) a densidade de
individuos infectados (p) versus A: na ACMS para o = 0.8 (linha sélida) e 0 =
1 (linha tracejada), obtivemos A. = 0.05 e A\, = 1, respectivamente; na ACMP,
para o = 0.8 (linha pontilhada) e ¢ = 1 (linha tracejada pontilhada) (modelo
SIS), obtivemos A, = 0.1 e A, = 2, respectivamente; (b) a densidade de
individuos recuperados versus A\: na ACMS para o = 0.2 (linha pontilhada),
o = 0.8 (linha tracejada) e 0 = 0 (linha continua) (modelo SIR), obtivemos
Ae = 0.04, \. = 0.4, e A\, = 0.05, respectivamente.

Além disso, para analisar o efeito da reinfeccao, escolhemos dois valores nao nulos
de 0 (0 = 0.8 e 0.2) para comparar com o limiar da taxa de infecgdo primaria (), bem
como a intensidade da endemia (para os modelos SIS e tipo SIS - com atividade similar
ao modelo SIS), utilizando valores de o préximo de 1 e a intensidade méxima (pico)
do nimero de infectados (para os modelos SIR e tipo SIR - com atividade similar ao
modelo SIR), utilizando valores de ¢ préximo de zero. No primeiro caso, assumindo que
a densidade de individuos infectados correspondente ao pardmetro de ordem (ver Fig.
14-(a)), note que o modelo SIRI gera uma endemia antes do modelo SIS. O modelo SIRI
também apresenta um menor limiar critico (do parametro de infec¢do priméaria) do que
para o modelo SIS, em ambos os casos: ACMS (A, = 0.05 em contraste com A\, = 1 para
o modelo SIS) e ACMP (A, = 0.1 em contraste para A, = 2 para o modelo SIS). No
segundo caso para o qual a densidade de individuos recuperados é o parametro de ordem
(ver Fig. 14-(b)), o modelo SIRI apresenta valor de limiar critico menor (pardmetro de
infecgdo priméaria A) do que o modelo SIR, em ACMS (A = 0.4 em contraste com A = 0.5
para o modelo SIR). Em pares, a densidade de individuos recuperados depende apenas

do niimero da coordenagdo para o modelo SIR [7,9].
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3.7 Diagrama de Fase

Ao construir o diagrama de fase apresentamos um cenario geral da estabilidade

dos estados no modelo SIRI no regime estacionario para as aproximagoes de ACMS e
ACMP.

3.7.1 Aproximacdo de Campo Médio Simples (ACMS)

Na aproximagao de campo médio de um sitio, utilizamos o sistema de equagodes

diferenciais eq. (3.11), e obtemos os pontos fixos eq. (3.12).

Assim, com base na andlise de estabilidade local, Ej sera estavel se:
"> (y— o) /[AN1 — o). (3.30)

Na fase inicial (¢ = 0), para observar a propagagao da doenga, isto é, E] estével, devemos
tery>0ed <0,ouzy>a">(y—oN)/[A1—0)], em que zg é¢ o nimero de individuos

suscetiveis na configuracao inicial.

O diagrama de fases é construido usando apenas dois parametros; com esse obje-

tivo, fizemos uma mudanca de variavel transformando:

I o))
oN = 5 —p
A = u;7)+p (3.31)
v o=

em que o parametro p = A(1—0)/2 com p € [0,1/2], o € [0, 1] e satisfazendo a condigao eq.
(3.2). Realizando esta transformagcao, podemos projetar o espago do pardmetro definido

na superficie R® para um plano px~. O limiar critico da epidemia para este caso especifico

no ACMS é: L3
— Y
— . .32
Pe = o Ty (3:32)

Para um ntmero infinito de pontos fixos que representam uma populagao livre de

doenca, podemos destacar:

1. o ponto fixo trivial E;_, = (z*,y") = (1,0) representa o estado absorvente de
suscetiveis, em que nao ha transmissao da infecgao, sendo estavel se v > (3, i.e., o

limiar critico de transicao entre os estados sem transmissao e epidémico é dado por
p=(37—-1)/2.

2. o ponto fixo E;_, = (z*,y") = (0,0) representa o estado absorvente de recupera-
dos, o caso extremo em que todos os individuos foram infectados e recuperados,
sendo estavel se v > g, i.e., o limiar critico de transi¢ao entre estados epidémico e

endémico é dado por p = (1 — 3v)/2.
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3. o ponto fixo Fj representa o estado em que a transmissado da infecgdo persiste na
populagao, sendo estavel se oA > 7, ou seja, o limiar critico de transicao entre es-
tados endémico e epidémico é dada por p = (1 — 3v)/2. Note que foi igual ao limiar
do item 2 (anterior), o que faz todo sentido, pois o item 2 nos informa o limiar do
estado epidémico; assim, como temos infinitos estados absorventes com suscetiveis
e recuperados, o item 2 representa o extremo em que a propagacao da doenca per-
sistiu tempo suficiente para que a densidade de suscetiveis tenda a zero. No item
3 fica evidente que para chegarmos ao estado endémico, necessariamente, teremos
somente individuos recuperados e infectados (RIR) na rede, por isso, S — 0 é
uma condicao necessaria para chegarmos ao regime estacionario, mas nao suficiente.
Quando discutirmos os regimes do modelo SIRI no capitulo 4 ficara claro porque

1sso acontece.

A regiao endémica representa uma populagdo em que a atividade do modelo per-
siste e a densidade de individuos infectados ¢ nao nula no regime estacionario. Na regiao
epidémica, nao ha individuos infectados no regime estacionario, mas hé individuos recu-
perados devido a transmissao da infecgdo. Na regiao sem transmissdo, nao ha atividade

da infeccao em nenhum momento.

05

0.3+

%
v EPIDEMICO .
kY
LY
%
LY

‘. ENDEMICO OU

| ENpiimMICO + - SEM TRANSMISSAO
T e s . . .. i .
an I IZI:E . DI4 l leﬁ I :I!El I 1,0
¥

Figura 15 — Diagrama de fases do modelo SIRI (0 < ¢ < 1) no ACMS, em que p = A(1 —
0)/2. A linha em negrito corresponde a ¢ = 0, a linha pontilhada e a linha
tracejada sdo tais que p. = (1 —37)/2 e p = (—1 + 37)/2, respectivamente;
finalmente, a linha tracejada e pontilhada corresponde a A = 0.
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3.7.2  Aproximacdo de Campo Médio por Pares (ACMP)

Para a aproximagao de pares de sitios (ACMP), utilizando o sistema de equages

diferenciais eq. (3.18), obtemos os pontos fixos F; = (z*, y*, u*, v*, w"):

E; = (27,0,0,0,0):
EY = (2%,0,u%,0,0);

f_1
B = (a:*,(x*—l)B,O,O,—fY(x)B>,
oA

emque 0 <z"<leB=[y(—aA(—1)]/[-7+oAC~1)].

O ponto fixo Ey é marginalmente estével se o < y(/(y— 1+ —27(). Aplicando a
mesma mudanca de variaveis feita na ACMS, podemos configurar o diagrama de fase em
termo das varidveis p e . Portanto, ha uma transicao de fase para a qual o limite critico

é dado por:
I E LR 1)
C 2<_1 I

de modo que, acima desse valor limite, temos o efeito da reinfec¢ao na dinamica do modelo.

(3.33)

A transi¢ao ocorre em p. = (1 — 5y)/2 para uma cadeia (( = 2) e em p. =

(3 — 117)/6 para uma rede com ntimero de coordenagao ¢ = 4.

Na Fig. 16, representamos o diagrama de fases do ACMP, mostrando a transicao
de fase continua entre as regides endémica e epidémica. Diferentemente do ACMS, nao
observamos co-estabilidade usando a aproximagao de pares. Observamos que existe ativi-
dade da doenga em todas as regides, nao existindo a regiao sem transmissao. Para ACMP,
a regido endémica é maior para ( = 4 do que para ( = 2, enquanto para ACMS a regiao

endémica nao varia com o nimero de coordenacao da rede, como era esperado.
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Figura 16 — Diagrama de fases do modelo SIRI (0 < ¢ < 1) no ACMP para ¢ = 2
(linha so6lida) e ¢ = 4 (linha tracejada), que correspondem, respectivamente,

ap.=(1-57)/2¢p.= (3~ 117)/6.
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Comparando os diagramas de fases para o ACMS (ver Fig. 15) e para o ACMP (ver
Fig. 16), é facil ver que, para alguns valores de parametros, o efeito da reinfecgao na ACMS
¢ capaz de manter um regime endémico, mas, utilizando os mesmos parametros, nao
obtemos o regime endémico na ACMP, ver na Fig. 17, fixando o coeficiente de reinfeccao
0. Isso indica que o valor limite do coeficiente de reinfeccao é mais alto para o ACMP do
que para o ACMS.
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Figura 17 — Séries temporais de individuos infectados do modelo SIRI, assumindo A = 0.5;
v =0.05 e 0 =0.11 para ACMS (linha so6lida) e ACMP (linha pontilhada).

Para continuar trabalhando com o parametro de controle p, reescrevemos o valor
critico em fungao de p nas aproximagoes de campo médio (ver Fig. 18-(a)), em que cons-
truimos o grafico y X p para mostrar a relagdo entre o niimero de individuos infectados e o
parametro p. O grafico na Fig. 18 é obtido a partir da densidade estacionaria de individuos
infectados y* para uma rede quadrada na ACMS e ACMP. Fixando v = 0.05(u.t.)"*, em
que usamos uma unidade de tempo genérica (u.t.). Os valores criticos obtidos para as
aproximacoes sdo p> = 0.425 e p!’ = 0.374 na ACMS e ACMP, respectivamente. Veremos
com mais detalhe, no capitulo 4, as simulagoes de Monte Carlo do modelo SIRI, mas para
que possamos realizar comparacoes, apresentamos aqui o resultado da simulacao compu-
tacional obtida em [35], apenas reescrevendo o resultado simulacional com o pardmetro
de controle p (ver Fig. 18-(b)). Portanto concluimos que ACMP apresenta uma melhor
descricao do modelo do que a ACMS, pois o valor limiar de p, obtido pela analise de
cumulante de segunda ordem, é p. = 0.309. Agora, no capitulo 4, vamos fazer um estudo

simulacional do modelo SIRI em redes regulares.
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Figura 18 —

No modelo SIRI: a densidade estacionéria de individuos infectados (p) versus
p para uma cadeia, com v = 0.05(ut)’, # =0 e A = (1—7)/(1+0), de acordo
com a condigao eq. (3.2); (a) para ACMS (linha pontilhada) e ACMP (linha
sélida); (b) para as simulagoes de Monte Carlo assumindo ¢ = 2 e valores
diferentes de L = 20 (linha com pentagono), 40 (linha com estrela), 80 (linha
com tridngulo), 160 (linha com losango), 320 (linha com circulo) e 640 (linha
com quadrado).



4 Estudo Simulacional do Modelo Estocas-

tico SIRl em Redes Regulares

A teoria de campo médio nao oferece bons resultados quantitativos para dimensoes
inferiores a dimensao critica e nem sempre técnicas mais sofisticadas, como expansao
em séries [78], por exemplo, permitem melhores aproximagoes. Sendo assim, a andlise
numérica por meio de simula¢des computacionais ¢ uma ferramenta valiosa para o estudo

do comportamento critico de modelos fora do equilibrio.

Podemos utilizar dois métodos simulacionais para estudar modelos em redes que
exibem transi¢oes de fase para estados absorventes. O primeiro se baseia na dinamica
do comportamento; por exemplo, quando analisamos o espalhamento da infec¢do na rede
a partir de um tnico sitio infectado, precisamos obter o ponto critico do modelo, para
que usemos valores proximos ao do ponto critico, sendo possivel determinar os expoentes
criticos com boa precisao, utilizando a teoria de escala, mas as simulagoes ficam restritas
a vizinhanga do ponto critico e a condigao imposta, durante as simulacoes, para estudar
o espalhamento, é que a atividade do sistema nao atinja a fronteira da rede [87]. Por
isso, este método nao pode ser usado em redes cujos diametros sao pequenos, mesmo
que tenha um nimero muito grande de vértices. No intuito de investigar a dindmica do
sistema também fora da criticalidade, examinaremos a dindmica do modelo nos regimes

subcritico e supercritico

O segundo se fundamenta no comportamento estacionario de algumas grandezas de
interesse, restringindo-se somente as amostras da simulagao que nao visitaram um estado
absorvente do sistema (sem infectados). Para esta andlise, comumente utilizamos uma
rede regular com condigoes de contorno periddicas; iniciamos o processo de simulacao
com uma configuracao que representa um estado diferente do estado absorvente. Por
simplicidade, geralmente, utilizamos, como configuragao inicial, toda a rede ocupada por
sitios suscetiveis, mas também é comum utilizarmos uma das infinitas configuracoes do
estado absorvente do modelo SIRI (uma configuragao aleatéria com individuos suscetiveis
e recuperados somente) para iniciarmos a simulagao, sempre com a excecao do sitio central
que estard infectado. Vé-se que, apds um certo tempo de simulacao, o sistema relaxa para
um estado quase-estacionario, cujas densidades de infectados flutuam em torno de um
valor médio, destacado pelo retangulo (ver Fig. 19). O procedimento é feito para diferentes
tamanhos do sistema, de modo que o comportamento critico possa entao ser estudado com
base na andlise de tamanho finito. A desvantagem deste tipo de simulacao é que todo o
procedimento é feito para sistemas de tamanhos finitos; o sistema invariavelmente sera

levado ao estado absorvente (sem infectados), de modo que a andlise para tempos longos é
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ineficiente. Assim, para que as estimativas das quantidades estudadas sejam confidveis, é
necessario tomar um numero grande de amostras sobreviventes da simulagao para efetuar
o calculo dos valores médios como fungoes do tempo ¢. Por isso, ao longo da evolucao
temporal, temos um numero cada vez menor de amostras que sobrevivem, de modo que

o espago amostral fica severamente reduzido no regime estacionario.
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Figura 19 — Método convencional para determinar o valor das grandezas no estado quase-
estaciondrio. Neste caso, obtemos a densidade de infectados (p) e tomamos
a média dos valores de p apds o regime transiente. Foi utilizado uma cadeia
linear com 64 sitios, o nimero de passos de Monte Carlo %,,.; = 65536, o
nimero de amostras nggmpre = 4096, A\, = 1.83214, 0 = 0.9 e v = 1.0.

Assim, de forma resumida, podemos dizer que a modelagem computacional pro-
cura descrever o comportamento de um sistema particular, por isso as simulagoes podem
ser utilizadas nas mais variadas situacoes, mas, neste capitulo, o nosso objetivo é usar as
simulagdes computacionais para descrever o comportamento dindmico do modelo SIRI.
Com as simulagoes estudamos os trés regimes, que chamaremos de: transiente, transiente
estrito e estacionario, quantificando os expoentes criticos e observando a evolugao tempo-
ral do modelo. Portanto, as simulacoes nos auxilia a produzir dados que, apds analisados,
também ajuda a compreender os resultados do estudo analitico. Iniciamos o estudo com-
putacional em uma dimensao, mas pretendemos analisar, em trabalhos futuros, dimensoes
superiores. Serao feitas simula¢oes assumindo valores de ¢ menores e maiores do que 1,

de modo a atingir um cenério mais abrangente.
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4.1 Aplicacao do Método de Monte Carlo Cinético para o Modelo
SIRI

Sabemos que o método de Monte Carlo se caracteriza por utilizar variaveis alea-
térias para obter amostragens do sistema para o qual se quer analisar. E um método que
se baseia em tomar amostragens do espago de interesse, por isso, a sua aplicabilidade se
torna adequada quando o ntimero de graus de liberdade do sistema é muito grande. As
nogoes de mecanica estatistica sao essenciais ao método de simulagdo de Monte Carlo,
em especial os conceitos de distribuicao de probabilidades, o teorema do limite central e
suas generalizagoes, a cadeia de Markov, a equagao mestra, a geracao eficiente de niime-
ros aleatérios e a andlise de erros em medidas. Desta forma, o método de Monte Carlo
nos permitird reproduzir a natureza estocéstica do modelo SIRI através das simulagoes
computacionais. Mas, para isso, um algoritmo foi desenvolvido de maneira a possibilitar
a reproducao da evolugdo das configuracoes microscopicas do sistema, investigar a pro-
pagacao de uma doenca de transmissao direta com o efeito da infeccdo e da reinfeccao,
além de obter o conjunto de expoentes criticos - a partir de uma dinamica temporal que

esteja de acordo com as probabilidades de transicao do modelo.

Segue a explicacao do processo de simulacao através do algoritmo abaixo:

1. Criamos uma rede regular com L¢ sitios, em que d é a dimensdo da rede (neste
trabalho focamos as andlises em cadeias, d = 1). A configura¢do do sistema deve
ser proximo a um estado absorvente, com excecao do sitio central que se encontra

no estado infectado.

2. Efetuamos o sorteio de um sitio da rede e um nimero aleatério (1) pertencente ao
intervalo [0, 1) e compara-se com a probabilidade de transicao do sitio (eq.3.3). Se a
probabilidade de transigao (w;) for maior que o ntimero aleatério (1), entao o sitio

sera alterado para o seu proximo estado.

3. Depois que todos os sitios da rede sao sorteados, contabilizamos um passo de MC.
A seguir calculamos as médias das grandezas de interesse, neste caso, a densidade

de infectados.

4. O ciclo é repetido a partir do passo 2 por um nimero de passos que estipulamos pre-
viamente. O objetivo é que a simulacao tenha um ntimero de passos suficientemente

grande para atingir o regime estacionario.

Apesar de nao existir nenhuma posicao topologicamente privilegiada, escolhemos iniciar
as simulagoes inserindo a particula ativa (infectado) no sitio central da cadeia linear,
porque em algumas situacoes, por exemplo, quando queremos estudar o regime transiente,

fazemos a simulagao cessar quando atinge a fronteira.
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Para examinarmos o estado ativo do modelo na simulagao, o niimero de passos
de MC tem de ser suficientemente grande. Sabemos que se trata de um sistema fora do
equilibrio, por isso é natural que ocorra transi¢do para o estado absorvente. Desta forma
chamaremos de amostra sobrevivente a tentativa simulacional aquela que chega ao re-
gime estacionario com atividade, ou seja, nao caiu no estado absorvente. Assim, em uma
simulagao, para termos 2048 amostras sobreviventes, por exemplo, o tempo computa-
cional variarda de acordo com os parametros utilizados, pois nao sabemos a quantidade
de tentativas necesséarias, dado um determinado conjunto de parametros, para atingir a
quantidade de amostras sobrevivente desejada. Inclusive, existem pardmetros (subcriti-
cos) para os quais o tempo de simulacao seria suficientemente longo e apesar de realizar
infinitas tentativas, o sistema nunca chegaria ao regime estacionario com atividade, logo,
nao obteriamos sequer uma amostra sobrevivente. Por isso, em algumas situacdes neste
trabalho, por exemplo, para sabermos o tempo em que o o sistema estava em atividade
ou a quantidade de sitios infectados a partir de uma particula ativa, se fara necessario
analisar todas as tentativas simulacionais e ndo somente as amostras sobreviventes (que

chegam até o regime estacionario com atividade).

4.2 Regimes do Modelo SIRI

Neste capitulo, o nosso objetivo é utilizar as simulagoes computacionais para des-

crever a atividade do modelo SIRI no decorrer do tempo.

Sabemos que o estado absorvente serd o tnico e verdadeiro estado estacionario
para um sistema finito, mas chamaremos de simulagoes estacionarias as médias das gran-
dezas que sao calculadas em um intervalo de tempo apd6s um transiente inicial. Vejamos
a descricao dos 3 regimes em que o modelo SIRI pode se encontrar, quais sejam: transi-
ente, transiente estrito e estacionario. Dizemos que o sistema esta no regime transiente
enquanto ainda ocorrem mudangas na densidade de individuos suscetiveis, infectados e
recuperados na rede. O sistema atinge o regime estacionario quando nao ha mais mu-
dancgas macroscépicas no sistema. Chamamos de regime transiente estrito uma faixa
de tempo, no qual garantimos estritamente, através de uma condic¢ao (a simulacao cessa
quando a atividade atinge a fronteira da rede) na simulagdo computacional, que a evolugao
temporal estuda esteja no regime transiente. A diferenca entre o regime transiente e tran-
siente estrito nas simulagoes computacionais esta na relagao com o tamanho da rede: no
regime transiente para uma particula ativa em uma rede regular suficientemente grande,
a dispersao linear da particula ativa duraria o tempo desejado (passos de Monte Carlo),
desde que utilizemos uma rede regular suficientemente grande para que a atividade do
sistema nao alcance a fronteira da rede, por isso, nesse contexto, o tamanho da rede pode
ser considerado infinito. Por outro lado, para o regime transiente estrito, o tamanho da

rede sera relevante, pois mantemos a evolucao temporal do sistema até que a atividade
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atinja uma das fronteiras da rede, criando assim, uma relagdo entre o regime transiente

estrito e o tamanho da rede L.

4.3 Regime Estacionario

Para analisar o regime estacionario do modelo SIRI, utilizamos apenas as amos-
tras sobreviventes das simulacoes computacionais, ou seja, as tentativas que chegaram ao
regime estaciondrio. O modelo SIRI se comporta como o modelo SIS (RIR) no regime
estacionario; assim, nao temos muita novidade neste regime. Os resultados simulacionais
ficaram de acordo com os resultados tedricos, os expoentes criticos do modelo SIRI tem
de ser o mesmo do modelo SIS no regime estacionario, desta forma, o estudo deste regime

se tornou importante por nos permitir validar os métodos computacionais utilizados.

Entao, para cada realizacao vamos computar a densidade:
1N
= > (n;,1), t > tempo transiente (¢;), (4.1)
i=1

em que 7; representa o estado do sitio i, N é o total de sitios da rede.

O valor médio sera calculado ap6s um transiente inicial, por exemplo:

1 tmax

(pe) = ——— D p(t), (4.2)

tméx - tt >t

em que tp4, € 0 tempo maximo de evolugao, estipulado pelo programador (dado em passos
de MC). Para melhorar o resultado das simulagoes, foram feitas para cada pardmetro

varias amostras, no qual calculamos o valor médio delas.

No estado quase-estacionario, quando o sistema se encontra na vizinhanca da cri-

ticalidade, observa-se que a densidade de sitios ativos segue uma lei de poténcia:
p~ A=Al (4.3)

em que p = p(c0) e 5 é o expoente critico associado ao pardmetro de ordem.

Para analisarmos a evolugao temporal do modelo SIRI é conveniente comegar a
evolugao do sistema a partir de uma configuracao muito simples, préxima de um estado
absorvente - como o modelo SIRI tem infinitos estados absorventes, pode ser qualquer
configuragao da rede que tenha somente individuos suscetiveis ou recuperados - assim,
colocamos uma tnica particula (infectada) no sitio central da cadeia linear, no estado
absorvente. Desta forma, um ensaio (ou tentativa) pode simplesmente cair no estado
absorvente apds a primeira tentativa, mas também pode "sobreviver'por um tempo su-
ficientemente grande, isto é, podemos chegar a um estado estacionario tendo atividade
ou nao do sistema. Assim, cada tentativa da simulagdo termina no tempo maximo ou no

tempo que o sistema permaneceu ativo - sem cair no estado absorvente.
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Obtemos o ponto critico do modelo SIRI através do método indicado na secao
seguinte, sobre o regime transiente, mas em [35] obtemos o ponto critico do modelo utili-
zando outro método, no qual construimos o grafico da densidade estacionaria de infectados
p versus o parametro de controle (o) para vérias redes de tamanho L e condigbes periddi-
cas de contorno. Como sabemos que para um sistema infinito, a densidade de infectados
p tende a zero para uma cadeia linear de tamanho infinito, quando ele converge para um
estado absorvente. Para conseguirmos realizar simulacoes computacionais de um sistema
finito que simula um sistema infinito, podemos utilizar um método complementar para
determinar o ponto critico com melhor precisao numérica, ou seja, temos que no ponto
critico o cumulante ndao depende do tamanho da rede, dessa maneira as diferentes curvas

de cumulantes se cruzam em um mesmo ponto e o local do cruzamento é o ponto critico.

Independentemente da metodologia utilizada, com o ponto critico obtido, utiliza-
mos os pardmetros criticos para vérias redes unidimensionais (cadeias) de tamanho L.
Desta forma, com o grafico log(p) x log(L), Fig. ??, podemos obter a razao entre os
expoentes /v, através da equagdo (4.11). Temos também o expoente [3, que estd associ-
ado ao parametro de ordem da transi¢do e pode ser calculado separadamente através da
equagao (4.3). Assim, construimos o gréfico log(p) x log(A), exibido na Fig. 21, em que
o coeficiente angular da reta corresponde ao expoente critico 3. Sabemos que a equagao
(4.3) é valida no limite L — oo, dessa forma as simulagoes sao realizadas para cadeias
com tamanho L suficientemente grandes. Os valores numéricos obtidos para os expoentes
sdo a razao /v, = 0.25189 e B = 0.284431; assim v, = 1.12919. Para o modelo SIS, os
valores dos expoentes criticos valem v, = 1.09684 ¢ 5 = 0.27649 [10].

Apresentamos, na Tabela (1), os valores criticos da taxa de infec¢ao (A) do modelo
SIRI, consequentemente, da taxa de reinfeccao ()\'). E importante observar que para
o = 1 (modelo SIS) o valor encontrado é bem préximo do valor ja conhecido na literatura
3.29785 [10] e para ¢ = 0 (modelo SIR) como esperado, ndo ha transi¢do de fase em
uma dimensao. Todas as simulagoes resultaram nos valores criticos da Tabela (1) foram
iniciadas de um estado absorvente, ou seja, de uma configuracao inicial na qual a rede tinha
apenas individuos suscetiveis ou recuperados; apenas um individuo infectado no centro da
rede. Utilizamos como pardmetro de controle o coeficiente de reinfecgao (o) e para cada
valor adotado obtivemos o seu respectivo ponto critico (\.). Testamos também diversos
estados absorventes como configuragao inicial para os mesmos valores dos parametros o

e A.. Nao houve sensibilidade dos parametros utilizados as condigoes iniciais do sistema.

Notamos que a taxa de reinfecgao critica (A, = o).) do modelo SIRI tem o mesmo
valor da taxa de infeccao critica do modelo SIS, mas ¢ importante salientar que temos
infinitos valores possiveis para A. e o que resultam no mesmo valor de X.. Esta riqueza de
possibilidades faz com que o modelo SIRI tenha espalhamentos diferentes para o mesmo

A/, gerando inclusive expoentes criticos (dinamicos) distintos. Na Fig. 22 podemos ver a
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Figura 20 — Representacao log-log da densidade de infectados p versus tamanho da rede L.
A partir do melhor ajuste da reta ao conjunto de pontos, encontramos a razao
de expoentes criticos /v, = 0.25189. As simulages foram executados para
uma rede de tamanho L = 16, 32, 64, 128, 256, 512, o niimero de passos de
Monte Carlo t,,.; = 65536, o nimero de amostras Ng = 8192, \. = 1.83214,
c=09e~v=1.0.
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Figura 21 — Representacao log-log da densidade de infectados p versus a distancia ao
ponto critico A = A — \.. A partir do melhor ajuste da reta ao conjunto de
pontos, encontramos o expoente 5 = 0.284431. As simulag¢oes foram executa-
dos para uma rede de tamanho L = 512, o niimero de passos de Monte Carlo
tmes = 65536, o nimero de amostras Ng = 8192, \. = 1.83214, ¢ = 0.9 e
v =1.0.

evolugao temporal de alguns parametros no regime critico, notem que o regime transiente
apresenta evolugoes temporais diferentes para cada A e o estudado, mas quando os modelos
chegam ao regime estacionario, a atividade passa a se comportar de forma semelhante,

tendo a mesma densidade de infectados e recuperados no regime estacionario. Mesmo o
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o Ac N
1.90 1.736 3.299
1.80 1.832 3.294
1.70 1.940 3.298
1.60 2.060 3.296
1.50 2.199 3.299
1.40 2.354 3.296
1.30 2.537 3.298
1.20 2.746 3.295
1.10 2.997 3.297
1.00 3.298 3.293
0.90 3.660 3.294
0.80 4.124 3.299
0.70 4.711 3.297
0.60 5.492 3.295
0.50 6.598 3.299
0.40 8.241 3.296
0.30 10.997 3.299
0.20 16.453 3.290
0.10 32.9 3.29
0.00 - -

Tabela 1 — Obtencao dos pontos criticos A., A, e o para uma cadeia linear. As simulagoes
foram realizadas em uma cadelia linear com 128 sitios, executando 8192 passos
de Monte carlo e 4098 amostras sobreviventes. Fixamos v = 1.0.

modelo SIRI se comportando de forma similar ao modelo SIS (RIR) no regime estacionario,
¢ importante destacar que, diferentemente do modelo SIS, podemos ter parametros acima
do A. e nao ter atividade do modelo no regime estacionério. Isso acontece porque o modelo
SIRI tem dois pardmetros criticos, um relativo a primeira infeccao (A) e outro relativo
a segunda infeccao (\'). Na Fig. 23 utilizamos parametros criticos em que o modelo nao
evoluiu até o regime estacionario, ou seja, observamos que, para valores de A bem pequenos
a atividade é interrompida porque o sistema cai em um estado absorvente. Para A = 0.02,
nao podemos afirmar se o sistema chegou até o estado estacionario, pois utilizando o tempo
maximo computacional de t,,. = 16384, o sistema ainda tinha individuos suscetiveis na
rede e ndo podemos garantir que a atividade continuara até a densidade de suscetiveis ir

a Zero.

Apesar de nao ter sentido epidemioldgico, existem outros modelos, como os conta-
gios sociais, por exemplo, que veremos no capitulo 5, que faz sentido situagdes em que a
taxa de infecgao secunddria ()\') seja maior que a priméria (A), A’ > A. Por esse motivo,
apesar de nos reportar a aplicacdes na propagacao de doencas transmissiveis em todo o
capitulo, resolvemos analisar o caso geral do modelo SIRI, sem colocar restri¢oes para
M. As simulagoes sao analisadas de duas maneiras: a primeira considerando somente as

amostras que chegam ao regime estacionéario com atividade (chamamos de amostras sobre-
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Figura 22 — Evolugao temporal da densidade de recuperados e infectados para uma rede
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quadrada, que estabilizam, respectivamente, em torno de 225 e 25 (densi-
dades). Mantivemos X, = 1.65 fixo, o tempo da simulagao t,,.s = 2048, re-
alizamos Ng = 2048 amostras. Paramétros (o; A), de cima para baixo, nas
curvas de recuperados: linha amarela (1.05; 1.568); linha azul (1.15;1.432); li-
nha vermelha (1.25;1.320); linha preta (1.50;1.100); de cima para baixo, nas
curvas de infectados, linha roxa (1.05;1.568); linha verde (1.15;1.432); linha
azul (1.25;1.320); linha laranja (1.50;1.100).

80 S—

Figura 23 — Evolugao temporal da densidade de suscetiveis para uma cadeia linear, em que

fixamos o A, = 3.297924. Parametros (o; ), linha laranja: (329.7924;0.01);
linha verde: (219.8616;0.015); linha azul: (183.2180;0.018); linha roxa:
(164.8962; 0.02).

viventes); a segunda considerando todas as amostras, ndo somente as sobreviventes, mas

também as amostras que caem no estado absorvente e nao conseguem chegar no estado
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endémico. Assim, quando consideramos somente as amostras sobreviventes, ficamos com
uma atividade similar ao do modelo SIS (RIR) no regime estacionario, mas diferentemente
do modelo SIS, no modelo SIRI existem situa¢des em que A > \. e ndo temos atividades

no regime estaciondrio, desde que N < \., trazendo um diferencial entre os modelos.

Ao analisar somente as amostras sobreviventes do modelo SIRI, obtivemos expo-
entes criticos estaciondrios iguais ao do modelo SIS. Na Tabela (1) também apresentamos
os resultados computacionais preliminares para ¢ > 1 em uma cadeia linear. Note que,
apesar de termos ). diferentes, para cada o fixado, o produto oA = ), foi semelhante
para todos os valores de o estudados, ou seja, tivemos o mesmo resultado ja conhecido

no modelo SIS.

4.4 Regime Transiente

Nas simulagoes do regime transiente (espalhamento), as grandezas para a andlise

sao o numero médio de particulas:

n(t) = <Z sr(t)> : (4.4)

r

em que (...) representa a média de todas as tentativas que iniciamos com uma unica
particula ativa (individuo infectado) no instante inicial (¢ = 0), incluindo os ensaios que
morreram (atividade parou) no decorrer do tempo e s.(t) é a posicdo r da particula
ativa (individuo infectado) no instante de tempo t; outra grandeza é a probabilidade de
sobrevivéncia média Ps(t), que é a probabilidade de, no instante ¢, o sistema nao se

encontrar em um estado absorvente. Na criticalidade, observa-se a lei de poténcia:

Ps(00) ~ [A = A" (4.5)

Para o modelo SIRI, assim como para o processo de contato, § = 3. Isso implica

que, quando t — 00, Pg se torna proporcional a p (a densidade de individuos infectados).

Ainda na vizinhanca de A., os comprimentos de correlacdo espacial e temporal

seguem as respectivas leis de poténcia:

€L~ A= A, (4.6)
€| ~ ‘)\ — )\c‘_y”.

Outra grandeza que fornece informagoes relevantes acerca do regime transiente é
o espalhamento médio das particulas a partir da particula de origem, ou o quadrado do

raio de giracao:

R* = n<1t> <Z r23r> (4.8)
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em que r é a posicao da particula ativa, s, = 1 quando a posicao r for de um sitio com
um inidviduo infectado e n(t) é o nimero de particulas ativas no instante de tempo ¢; a

variancia da densidade de sitios ativos no estado estacionario:

v =1 (") = ()"). (4.9)

em que L é a dimensao linear do sistema. Essa varidncia nos fornece uma medida das
flutuagoes do parametro de ordem. Na vizinhanga do ponto critico, essas flutuacoes se

tornam muito grandes, seguindo a seguinte lei de poténcia:
X~ A=A (4.10)

em que nesse contexto 7, na eq. (4.10), representa um expoente critico, nao a taxa de

recuperacao do modelo SIRI.

No regime subcritico (A < \.), tanto Ps(t), quanto n(t) decaem exponencialmente.
As particulas ativas, a partir da particula original, se espalham difusivamente de tal forma
que uma particula gera outra em um sitio vizinho e desaparece logo em seguida. Nestas
condicdes, R*(t) ~ t. Seja P(r,t,0,0) a probabilidade condicional de encontrarmos uma
particula em 7 no instante de tempo ¢, dado que hé um sitio ativo na origem e todos os

outros sitios da rede estao vazios em t = 0. No regime subcritico,
P(r,t,0,0) ~ e "/Se /A (4.11)

para valores grandes de r e t.

No regime supercritico (A > \.), uma amostra pode sobreviver por tempo indefi-
nido (Ps(t) — Ps(co0) > 0, quando t — o0). E, no ponto critico, as grandezas Pg(t), n(t)

e R*(t) seguem as leis de poténcia:

Ps(t) ~ 17", (4.12)
n(t) ~ 7, (4.13)
R2(t) ~ 127, (4.14)

As equacOes acima valem somente para tempos longos e requerem que o sistema seja
grande o suficiente para que nenhuma particula atinja a fronteira. Baseado nisso, podemos
utilizar as curvas Ps(t) X t e n(t) x t para estimar a localizagdo do ponto critico. Como
para X' > X ou N < ). tais gréificos, na escala logaritmica, apresentam uma curvatura,
positiva ou negativa; podemos tracar graficos para diferentes valores de X’ e, em seguida,
por meio de um grafico da curvatura média em funcao de X determinar para qual valor
de taxa a curvatura é nula. Este valor é uma estimativa precisa da taxa critica A, . Na
Fig. 24 visualizamos as referidas curvas nos regimes subcritico, critico e supercritico das

curvas.
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Figura 24 — Evolugao temporal de Ps(t) e n(t) (leis de poténcia) no ponto critico (verme-
1ho), em que os pardmetros sao: A = 4.711 e \' = 3.2977. Cor azul: A = 4.811
e N = 3.3677, cor preta: A = 4.511 e \ = 3.1577 para o sistema no regime
supercritico e subcritico, respectivamente. Fixamos: v = 1.0, 0 = 0.7.

Fizemos simulagoes computacionais para analisar o espalhamento do modelo SIRI.
Utilizamos como parametro de controle a taxa de infecgao (A), quando o nosso objetivo era
estudar o efeito da infecgao priméria; e o coeficiente de reinfec¢ao (o), consequentemente, a
taxa de reinfec¢ao (\'), quando o nosso objetivo era estudar o efeito da infecgao secunddria.
Quando ¢ = 1 caimos no modelo SIS (RIR) e assim podemos comparar os resultados

obtidos nas simulagoes com os ja conhecidos na literatura [10], em uma ou duas dimensoes.

4.4.1 Expoentes Criticos Dinamicos

Os expoentes criticos 7, 4 e z relacionados ao nimero de particulas (n(t)), a proba-
bilidade de sobrevivéncia (Ps(t)) e ao quadrado do raio de giracao (R?), respectivamente,
variam com a configuracao inicial. Sintetizamos os resultados encontrados nas Tabelas 2,
3ed.

Inicialmente, na Tabela (2), apresentamos um caso particular do modelo SIRI
(0 = 1, que recai no modelo SIS), também com o objetivo de validar o nosso estudo, e
como era esperado, expoentes criticos encontrados, assumindo ¢ = 1, sdo bem préximos
dos valores ja existentes na literatura para o modelo SIS: n = 0.31368, § = 0.15947 e
z = 1.26523 [10]. As simulagdes foram realizadas para uma cadeia linear com 10° sitios
e um tempo (passos de Monte Carlo) ¢,,cs = 10*, assim garantimos que a dispersdo da

particula ativa nao atingira a fronteira da rede.

Nas Tabelas (3) e (4), fixamos 0 = 0.7 e 0 = 0.5; mostramos que os expoentes
criticos dinamicos, relacionados ao espalhamento, além de variar para cada caso de o estu-
dado, também variam com a configuracgao inicial do sistema. Quanto maior for o niimero de

individuos recuperados na configuragao inicial, mais nos aproximamos qualitativamente
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Configuragao Inicial com n ) z
100% de suscetiveis 0.31014 0.15886 1.26631
20% de recuperados e 80% e suscetiveis | 0.31135 0.16036 1.26785
50% de recuperados e 50% e suscetiveis | 0.310975 0.15989 1.25841
80% de recuperados e 20% e suscetiveis | 0.31418 0.15865 1.27473
100% de recuperados 0.31368  0.15947 1.26523

Tabela 2 — Os expoentes criticos 77, e z do modelo SIRI para ¢ = 1 (RIR) considerando
diversas condigOes iniciais.

Configuragao Inicial com n ) z
100% de suscetiveis 0.40526  0.08407 1.30054
20% de recuperados e 80% e suscetiveis | 0.38191 0.09995 1.29036
50% de recuperados e 50% e suscetiveis | 0.35746 0.12122 1.27563
80% de recuperados e 20% e suscetiveis | 0.33111 0.14477 1.26271
100% de recuperados 0.31239 0.15933 1.25659

Tabela 3 — Os expoentes criticos 1, e z do modelo SIRI para ¢ = 0.7 considerando
diversas condigoes iniciais.

Configuragao Inicial com n ) z
100% de suscetiveis 0.47499 0.04146 1.33642
20% de recuperados e 80% e suscetiveis | 0.44151 0.06123 1.31275
50% de recuperados e 50% e suscetiveis | 0.39715 0.09611 1.29358
80% de recuperados e 20% e suscetiveis | 0.35569 0.1311  1.27637
100% de recuperados 0.32277 0.15788 1.27298

Tabela 4 — Os expoentes criticos 1, 0 e z do modelo SIRI para ¢ = 0.5 considerando
diversas condigOes iniciais.

do modelo SIS (RIR), consequentemente, obtemos expoentes criticos (dindmicos) mais
préximos do modelo SIS. No regime estacionario os expoentes criticos (5, vi, v|) nao
variam com a configuragao inicial e tem os mesmos valores (SIS e SIRI), desde que a taxa

de reinfecgao (modelo SIRI) seja igual a taxa de infecgao (modelo SIS).

E importante salientar que a dependéncia dos expoentes criticos dindmicos com a
configuragao inicial do sistema tem sentido epidemioldgico. Por exemplo, o expoente cri-
tico 1 - que esta relacionado com o nimero de infectados n(t), decai quando aumentamos
o nimero de recuperados; como simulamos situacoes em que A > )\, quanto maior for a
quantidade de individuos recuperados no sistema, menos individuos infectados teremos
(menor o 1), portanto, maior a probabilidade de sobrevivéncia média (Ps(t)) e consequen-
temente maior o expoente critico d e por fim, menor o espalhamento médio (R?) e seu

expoente critico z.

Na Tabela (5) apresentamos um resumo dos resultados, em que variamos o, dos
respectivos parametros e expoentes criticos (dindmicos). Para construir essa tabela, todas

as simula¢oes comegaram da mesma configuragao inicial, em que foi considerado - em
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o Ae n 0 z

1.0 3.298 0.31014 0.15886 1.26631
0.9 3.660 0.32564 0.13921 1.26344
0.8 4.124 0.38109 0.10642 1.28810
0.7 4.711 0.40526 0.08407 1.30054
0.6 5.492 042184 0.06485 1.31264
0.5 6.600 0.47499 0.04146 1.33642
0.4 8259 0.51766 0.02407 1.37193
0.3 11.020 0.55371 0.01228 1.39935
0.2 16.453 0.51478 0.00643 1.41236
0.1 335 - - -

0.0 - - - -

Tabela 5 — Os expoentes criticos 1, d e z do modelo SIRI em uma cadeia linear para
diversos valores de o e respectivos valores criticos A. que resultem no mesmo
A.. Fixamos v = 1.

uma rede no estado absorvente de suscetiveis - um individuo infectado no meio da cadeia
linear. Note que quando o se aproxima de zero, o modelo SIRI se aproxima da atividade
do modelo SIR, nao havendo transicao de fase em uma dimensao, e nao sendo possivel
obter os resultados computacionais. Desta forma, o modelo SIRI tem uma caracteristica
interessante no regime transiente, pois possui infinitos expoentes criticos para valores de
0 < o <1, por exemplo. Este comportamento evidencia a riqueza do regime transiente, no
qual observamos semelhanca ao espalhamento do modelo SIS para valores de o proximos

de 1 e do modelo SIR para valores de ¢ proximos de 0.

Nas Figs. 25, 26 e 27, fizemos o grafico log(n(t))x log(t) para diversos parametros
(taxas e configuragoes iniciais). No regime critico os expoentes obedecem leis de poténcia,
ao plotar a curva log(n(t))x log(t), por exemplo, obtemos o expoente (7); analogamente
obtemos os expoentes §, utilizando a curva (log(Ps(t))x log(t)) e z, utilizando a curva
(log(R*(t))x log(t)).

Note que, as inclinacoes e, consequentemente, os respectivos valores do expoente
critico ), sao diferentes para cada configuracdo inicial. Quando aumentamos o nimero
inicial de individuos recuperados as curvas ficam mais proximas, mesmo tendo diferentes
pardmetros criticos (o e A). Isto acontece porque quanto maior o nimero de individuos
recuperados na configuragao inicial, mais a atividade do modelo SIRI se assemelha ao do
modelo SIS no regime transiente. Na figura (27) fica bem claro a semelhanga do regime
transiente dos modelos SIRI e SIS, pois para 0 = 1 (S = R), recaimos no modelo RIR
(SIS) e as curvas ficam sobrepostas, pois o modelo SIS nao tem infinitos expoentes criticos
(dindmicos) como o SIRI, consequentemente, a sensibilidade a configuracao inicial do
modelo nao existe para este caso particular. O regime estacionario do modelo SIRI tem
o mesmo comportamento do modelo SIS no regime estacionario, os mesmos expoentes

criticos, a mesma classe de universalidade, percolagao direcionada, mas os modelos SIS
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Figura 25 — log(n(t)) versus log(t) para diversos pardmetros criticos. A esquerda temos
uma, configuracao inicial do sistema com 100% de suscetiveis, a direita com
80% de suscetiveis e 20% de recuperados; cada curva corresponde a um valor
de o (¢ = 0.3 (circulo preto), o = 0.5 (circulo vermelho), o = 0.7 (circulo
azul) e 0 = 1.0 (circulo verde).
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Figura 26 — Gréfico log(n(t)) versus log(t) para diversos pardmetros criticos. A esquerda
temos uma configuracao inicial do sistema com 50% de suscetiveis e 50% de
recuperados, a direita com 20% de suscetiveis e 80% de recuperados; cada
curva corresponde a um valor de o (¢ = 0.3 (circulo preto), o = 0.5 (circulo
vermelho), ¢ = 0.7 (circulo azul) e o = 1.0 (circulo verde).

e SIRI se comportam de forma distinta no regime transiente e tém diferentes expoentes

criticos.

4.5 Regime Transiente Estrito

E natural que o tempo do regime transiente do modelo seja diferente para diversos
tamanhos de rede e parametros, por isso, chamamos de transiente estrito uma faixa de
tempo do regime transiente que é definido pelas simulagoes computacionais da seguinte
forma: ao simularmos uma rede de tamanho L%, em que d é dimenséo da rede, a simulacéo
computacional cessa quando uma particula ativa do modelo atinge uma das bordas da

rede, assim garantimos estritamente, de forma rigorosa, que a simulacdo esta realmente
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)

Figura 27 — Grafico log(n(t)) versus log(t) para diversos parametros criticos, em que a
configuracao inicial do sistema tem 100% de recuperados; cada curva corres-
ponde a um valor de o (¢ = 0.3 (circulo preto), o = 0.5 (circulo vermelho),
0 = 0.7 (circulo azul) e 0 = 1.0 (circulo verde).

no regime transiente. Além de criar uma relagdo com o tamanho da rede, sendo possivel
analisar aspectos interessantes desse regime nas regides subcriticas, criticas e supercriticas,

vamos apresentar os resultados em sequéncia.

45.1 Tempo Médio de Infeccao em Cada Sitio

Nos graficos das Figs. 28, 29 e 30 conseguimos analisar a relagao do tempo médio
da infec¢do em cada sitio, ou seja, o tempo que cada individuo fica infectado, e a dispersao
linear de uma particula ativa, o que chamamos de alcance da particula ativa, isto é, a
quantidade de sitios vizinhos que sao ativados a partir de uma tnica particula ativa. Em
termos epidemioldgicos seria a quantidade de infecgoes secundarias que temos a partir
de um individuo infectado, ou seja, o nimero de reprodutibilidade basal (Ry). Na Fig.
28 o tempo médio da infeccao € igual para todos os tamanhos de redes. Percebam que a
quantidade de sitios infectados tem uma relacdo muito grande com a primeira infecgao
(M), quando esse pardmetro é suficientemente pequeno, temos uma quantidade pequena
de individuos suscetiveis se tornando infectados, isso explica a diminuta propagacao da
infecgdo (poucas particulas ativas) pela rede nos graficos Fig. 28, principalmente os itens
(a) e (b). J& quando temos uma taxa de infec¢do maior (), mesmo no regime subcritico,
temos propagagao de infecgdes/informagbes por um tempo maior, mas quando o efeito da
reinfecgdo passa a ser dominante na atividade na rede - quando temos mais individuos
recuperados que suscetiveis, a atividade diminui até cessar completamente, visto que se

trata de um regime subcritico.

Na Fig. 28-(a), temos a dispersao linear da particula ativa proporcionalmente maior
em L = 128 do que em L = 1024 por conta do efeito do reescalonamento, mas é bom
deixar claro que todos tiveram a mesma quantidade de sitios infectados, exemplificando:

imagine uma situagao em que uma particula ativa provoque a propagacao de uma in-
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fecgao/informacao por sua vizinhanca, atingindo um total de 30 sitios, sendo assim, nao
importa se a rede tem 128 ou 1024 sitios, a propagacao da infeccdo nao serd suficiente
para atingir o sitio que esta na borda em nenhuma das redes estudadas, afinal, s6 foi pos-
sivel de se propagar por 30 sitios, logo, é normal esperar que a razao 30/128 seja maior
que 30/1024, consequentemente, uma dispersao linear proporcionalmente maior, mesmo

tendo a mesma dispersao linear em ambas as redes.

Nos parametros utilizados na Fig. 28-(c), ja percebemos que a atividade se pro-
paga por todos os sitios da rede L = 128 (curva vermelha), pois o decaimento da curva
acontecerd mais cedo para L = 128 do que para as demais redes, mas somente na Fig.
28-(g)-(h) que a propagacao foi suficientemente grande para percorrer todos os sitios das
redes estudadas, por isso vemos claramente o decaimento de cada curva separadamente,
afinal, estamos em um regime subcritico, a propagacao da infeccao nao se sustentara até
o regime estacionario e quanto menor a rede, mais rapido teremos uma configuracao com
mais recuperados do que suscetiveis; como o efeito da reinfeccao nao mantera a infecgao
se propagando, teremos o decaimento da curva (fragdo de infecgoes) mais rapido nas redes

menores.

Nas regides criticas ja conseguimos observar a infec¢ao se propagando em todos os
sitios da rede a partir de Fig. 29-(c), no regime critico e Fig. 30-(b), no regime supercritico.
Mesmo se tratando de um regime critico e supercritico, com a taxa de reinfeccao igual ou
superior a critica (A > \!), mesmo um individuo recuperado tendo uma probabilidade
maior de se reinfectar, se faz necessario que haja a primeira infecgdo, o que é dificil de
acontecer utilizando uma taxa de infecgao tao pequena (A = 0.25). Desta forma, a par-
ticula ativa tem uma dispersao linear pequena, como podemos verificar na Fig. 29 e 30,
item (a) em ambas. Assim, o \ ser significativamente pequeno impacta diretamente no es-
palhamento inicial da infecgao/informagao; ainda se estiver abaixo do A., ndo importando

quao grande seja o X', recairemos em um estado absorvente de suscetiveis e recuperados.
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Figura 28 — Dependéncia local da fracao de infec¢bes no regime subcritico, dentro do
regime transiente estrito. Em todas os graficos o nimero de amostras é Ng =
16384 e redes de tamanhos 128 (vermelho), 256 (verde), 512 (azul), e 1024
(magenta). Valor subcritico de A = Ao = 1.5 mantido constante nas partes
(a)-(h), variando (A;0) da seguinte forma: (a) (0.25;6.0), (b) (0.5;3.0), (c)
(1.0;1.5), (d) (1.5;1.0), (e) (1.6489;0.9096), (f) (2;0.75), (g) (4;0.375), (h)
(8;0.1875).
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Figura 29 — Dependéncia local da fracao de infec¢Ges no regime critico, dentro do regime
transiente estrito. Em todas os graficos o niimero de amostras ¢ Ng = 16384
e redes de tamanhos 128 (vermelho), 256 (verde), 512 (azul), e 1024 (ma-
genta). Valor subcritico de \' = Ao = 1.6489 mantido constante nas partes
(a)-(h), variando (A; o) da seguinte forma: (a) (0.25;6.5956), (b) (0.5;3.2978),
(c) (1.0;1.6489), (d) (1.6489;1.0), (e) (2;0.82445), (f) (4;0.412225), (g)

(8;0.206125).
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Figura 30 — Dependéncia local da fragdo de infecgoes no regime supercritico, dentro do
regime transiente estrito. Em todos os graficos o nimero de amostras é Ng =
16384 e redes de tamanhos 128 (vermelho), 256 (verde), 512 (azul), e 1024
(magenta). Valor subcritico de A = Ao = 1.7 mantido constante nas partes
(a)-(h), variando (A;0) da seguinte forma: (a) (0.25;6.8), (b) (0.5;3.4), (c)
(1.0;1.7), (d) (1.7;1.0), (e) (1.6489;1.03099), (f) (2;0.85), (g) (4;0.425), (h)
(8;0.2125).
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4.5.2 Fracao de Infectados nos Sitios da Rede

Nas Figs. 31, 32 e 33 mostramos a razao de infectados N;/N; \;4x em cada lo-
cal (sitio) da rede, dentro do regime transiente estrito. Chamamos de N; o ntimero de
infetados e N, \;4x 0 nimero maximo de infectados na cadeia linear. Reescalamos os ta-
manhos de rede para ser possivel comparar os diversos tamanhos de cadeias, L = 128,
256, 512 e 1024, ou seja, para cada rede de tamanho L, analisamos, usando a particula
ativa como referéncia (¢t = 0), 0,5L sitios do lado esquerdo e 0,5L sitios do lado direito.
Nas regioes subcriticas notamos claramente que a razao de infectados em cada sitio difere
para diversos tamanhos de redes; isso acontece porque a dispersao linear de uma parti-
cula ativa nao depende do tamanho da rede. Assim, no regime subcritico a propagacao
da infecgao/informagao tem alcances pequenos, por isso uma particula ativa nao é capaz
de dispersar a infecgao/informacao até atingir a borda em nenhuma das redes estudadas,
logo, é normal esperar que proporcionalmente L = 128 (curva vermelha, parte externa do
grafico) seja maior que L = 1024 (curva magenta, parte interna do grafico), por isso na

Fig. 31-(a), a curva vermelha (L = 128) tem base maior que a curva magenta (L = 1024).

As curvas tendem a se igualar quando a atividade na rede é suficientemente grande,
portanto temos mais sitios infectados, assim, em Fig. 31-(h), mesmo se tratando de um
regime subcritico, ou seja, a propagacao da infeccao nao chegara até o regime estacionario,
mas se tivermos um A suficientemente grande, a dispersao linear na rede, decorrente do

primeiro sitio infectado, serd maior.

Nas Figs. 32 e 33, itens (a) e (b) de ambas, mesmo tratando de regides criticas
e supercriticas, temos uma taxa de infeccdo primaria A pequena, 0.25 (a) e 0.50 (b),
o que significa que a quantidade de sitios infectados, referente a primeira infeccao, é
significativamente pequena; por isso, observamos a diferenca na fracdo de infectados em
cada sitio, para diferentes tamanhos de rede (cadeia), L = 128, 256, 512 e 1024. Para
as Figs. 32 e 33, itens (c)-(h) de ambas, a atividade acontece por um tempo maior e
nao observamos diferenca na fracao de infectados em cada sitio, mesmo para diferentes
tamanhos de cadeias. Note que, em Fig. 33-(b), a curva magenta (L = 1024) estd no
lado externo do grafico, diferentemente da Fig. 31-(b), que a curva magenta estd no
interior. Isso acontece, porque no regime supercritico temos um nimero de infectados
maior, entdao, quanto maior a rede, mais infectados teremos, consequentemente maior sera

a fracdo Ni/N; \ix-
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Figura 31 — Dependéncia do sitio da fragdo de infec¢oes no regime subcritico, dentro do
regime transiente estrito. Em todas os graficos o nimero de amostras é Ng =
16384 e redes de tamanhos 128 (vermelho), 256 (verde), 512 (azul), e 1024
(magenta). Valor subcritico de A = Ao = 1.5 mantido constante nas partes
(a)-(h), variando (A;0) da seguinte forma: (a) (0.25;6.0), (b) (0.5;3.0), (c)
(1.0;1.5), (d) (1.5;1.0), (e) (1.6489;0.9096), (f) (2;0.75), (g) (4;0.375), (h)
(8;0.1875).
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Figura 32 — Dependéncia do sitio da fragdo de infecgoes no regime critico, dentro do
regime transiente estrito. Em todas os graficos o ntimero de amostras é
Ng = 16384 e redes de tamanhos 128 (vermelho), 256 (verde), 512 (azul),
e 1024 (magenta). Valor subcritico de M = Ao = 1.6489 mantido cons-
tante nas partes (a)-(h), variando (\; o) da seguinte forma: (a) (0.25;6.5956),
(b) (0.5;3.2978), (c) (1.0;1.6489), (d) (1.6489;1.0), (e) (2;0.82445), (f)
(4;0.412225), (g) (8;0.206125).
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Figura 33 — Dependéncia do sitio da fracao de infecgoes no regime supercritico, dentro
do regime transiente estrito. Em todas os graficos o nimero de amostras é
Ng = 16384 e redes de tamanhos 128 (vermelho), 256 (verde), 512 (azul), e
1024 (magenta). Valor subcritico de ' = Ao = 1.7 mantido constante nas
partes (a)-(h), variando (A; o) da seguinte forma: (a) (0.25;6.8), (b) (0.5;3.4),
(c) (1.0;1.7), (d) (1.7;1.0), (e) (1.6489;1.03099), (f) (2;0.85), (g) (4;0.425),
(h) (8;0.2125).
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4.5.3 Dependéncia Temporal do Quadrado do Raio de Giracao

Aqui mostramos a dependéncia temporal do quadrado do raio de giracao nas re-
gides subcritica, critica e supercritica, dentro do regime transiente estrito, analisando a
evolucao dos estados infectados. Esta andlise serda importante para confirmar que nao héa
relagdo entre a dispersao linear da particula ativa e o tamanho da rede. Nas Fig. 34, 35
e 37 a dependéncia temporal do quadrado do raio de giracao é analisado para diversos
tamanhos de rede L = 128,256,512,1024 e regimes. Se a dispersao linear da particula
ativa dependesse do tamanho da rede, o niimero de individuos infectados no decorrer
do tempo seria proporcional ao tamanho da rede, ou seja, as curvas iriam acomodar ao
mesmo tempo, o que nao acontece; assim, a quantidade de individuos infectados nao muda

com o tamanho L da rede, desde que utilizemos os mesmos parametros.

Na Tabela (6) mostramos o valor encontrado do expoente critico z, que esta re-
lacionado com o quadrado do raio de giracio R?, para diversos tamanhos de redes e
parametros. Note que para pequenos valores de A = 0.25 e 0.5, a quantidade de amostras
sobreviventes nas simula¢des sao menores, pois a infeccao priméria tem uma probabi-
lidade muito pequena de acontecer, consequentemente, as flutuacoes nos resultados sao
maiores. Percebemos que o tamanho da rede sera importante para analisar os expoentes
dindmicos, pois quanto maior for o tamanho da rede, maior serd o tempo analisado do
regime transiente estrito; assim, o espalhamento (ou dispersao linear) da particula ativa,
tera melhores resultados quanto maior o tamanho da rede. Assim, para efeito de compa-
racao, sempre utilizaremos os valores dos expoentes para L = 1024. Na Fig. 36, podemos

observar o efeito de tamanho finito da redeno calculo do expoente critico z.
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Figura 34 — Representacao log-log da dependéncia temporal do quadrado do raio de gira-

¢ao no regime subcritico, dentro do regime transiente estrito para os estados
infectados. Em todos os gréficos, o nimero de amostras é Ng = 16384 de
redes de tamanhos 128 (vermelho), 256 (verde), 512 (azul) e 1024 (magenta).
O valor subcritico de X' = Ao = 1.5 ¢ mantido constante nas partes (a) -
(h), enquanto os pares variaveis (\; o) da seguinte forma: (a) (0.25;6.0), (b)
(0.5;3.0), (c) (1.0;1.5), (d) (1.5;1.0), (e) (1.6489;0.9096), (f) (2;0.75), (g)
(4;0.375), (h) (8;0.1875).
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Figura 35 — Representacao log-log da dependéncia temporal do quadrado do raio de gira-
¢do no regime critico, dentro do regime transiente estrito para os estados infec-
tados. Em todos os graficos, o nimero de amostras é Ng = 16384 de redes de
tamanhos 128 (vermelho), 256 (verde), 512 (azul) e 1024 (magenta). O valor
critico de X' = Ao = 1.6489 é mantido constante nas partes (a) - (h), enquanto
os pares variaveis (A; o) da seguinte forma: (a) (0.25;6.5956), (b) (0.5;3.2978),
(c) (1.0;1.6489), (d) (1.6489;1.0), (e) (2;0.82445), (f) (4;0.412225), (g)
(8;0.206125).
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Tabela 6 — Expoente critico z associado ao quadrado do raio de giracao no regime do
ponto critico )\, para diversos tamanhos de rede, o intervalo de tempo para

cada ajuste, [t,,tp], também estd incluido.

A o N log(t,) log(ty) =

0.25 6.5956 128 4 10 0.756
256 4 10 0.839

012 4 10 0.481

1024 4 10 1.176

0.5 3.2978 128 4 12 0.893
256 4 12 0.664

512 4 12 0.606

1024 4 12 0.961

1.0 1.6489 128 3 11 0.140
256 3 11 0.268

512 3 11 0.788

1024 3 11 1.123

1.6489 1.0 128 2 9 0.380
256 2 9 0.765

512 2 9 1.185

1024 2 9 1.267

2.0 0.82445 128 2 9 0.245
256 2 9 0.668

512 2 9 1.135

1024 2 9 1.274

4.0 0.412225 128 2 8 0.242
256 2 8 0.802

512 2 8 1.285

1024 2 8 1.357

8.0 0.206125 128 2 7 0.503
256 2 7 1.134

512 2 7 1.423

1024 2 7 1.432
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Figura 36 — Efeito de tamanho finito na criticalidade do quadrado do raio de giracao dos
sitios infectados, dentro do regime transiente estrito. Cada valor A da legenda
se refere a um dos pares (A, o) da Fig. 35. Os pontos representam a depen-
déncia do expoente z com o tamanho do sistema (N € {128,256,512,1024}),
em que as linhas sao apenas guias para os olhos.

45.4 Fracao de Amostras Sobreviventes

Nos gréficos da Fig. 38 analisamos a evolucao temporal da fragdo de amostras
sobreviventes de um regime subcritico (A" = 1.5) para diversas cadeias de tamanho L.
Note que a Fig. 40-(a)-(c), em que temos A < X' = 1.5, a taxa de infecgdo nao é suficien-
temente grande para que a propagacao da infec¢do evolua por muito tempo, entao, sequer
conseguimos observar o efeito da reinfeccao. Como a dispersao linear da infeccao primaria
é pequena, o espalhamento da infeccao nao é suficientemente grande para percorrer a
menor rede que estudamos, L = 128: se o alcance da propagacao da infeccao for de 60
sitios, por exemplo, ndo importa se a rede tem 128 ou 1024 sitios, as fragoes de amostras

sobreviventes vao decair ao mesmo tempo.

Na Fig. 38-(d), o alcance do espalhamento da infecgao, referente a primeira infec-
¢do, é¢ maior. Por isso, o alcance da particula ativa é suficientemente grande para percorrer
a cadeia de 128 sitios, mas nao para percorrer a cadeia de 256 sitios; assim, no grafico,
para L = 128, ja conseguimos observar o efeito da reinfec¢ao, mas o mesmo nao acontece
nas redes superiores, por isso o decaimento para L = 128 ocorre mais cedo, ja que se trata

de um caso em que N < ..

Na Fig. 38-(e)-(f), mesmo tendo A > X' = 1.5, o alcance do espalhamento da
infeccao, em relagdo a infecgao primaria, continua sendo inferior a 256 sitios, por isso,
mesmo tendo alcances maiores, ndo vamos notar diferenca qualitativa para a Fig. 38-(d).
Continuamos analisando simulagoes no regime subcritico, mas o fato de termos A > A,
gera como efeito particulas ativas com a capacidade de propagar infecgoes para um nimero
maior de sitios. Devido ao fato da taxa de infecgdo primaria () ser suficientemente grande,
conseguimos notar a diferenca no decaimento das fragoes de amostras sobreviventes em

todas as redes da Fig. 38-(g) e, principalmente, no item (h). O inset (gréfico interno log
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Figura 37 — Representacao log-log da dependéncia temporal do quadrado do raio de gira-
¢ao no regime supercritico, dentro do regime transiente estrito para os estados
infectados. Em todos os graficos, o nimero de amostras é Ng = 16384 de re-
des de tamanhos 128 (vermelho), 256 (verde), 512 (azul) e 1024 (magenta).
O valor supercritico de A = Ao = 1.7 é mantido constante nas partes (a) -
(h), enquanto os pares variaveis (\; o) da seguinte forma: (a) (0.25;6.8), (b)
(0.5;3.4), (c) (1.0;1.7), (d) (1.7;1.0), (e) (1.6489;1.03099), (f) (2;0.85), (g)
(4;0.425), (h) (8;0.2125).
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linear) destacado, tem como objetivo mostrar como o decaimento exponencial obedece a

leis de poténcia.

Na Fig. 39 analisamos a evolucao temporal da fracdo de amostras sobreviventes
em um regime critico, (A = 1.6489), para diversas cadeias de tamanho L. Note que na
Fig. 39-(a), mesmo sendo um ponto critico, por ter uma taxa de infec¢do primaria (\)
muito pequena, a propagagao da infecgao atinge poucos sitios (ou nenhum). Dependemos
da taxa de infec¢ao (\) para que a propagacao da infecgao atinja toda a rede, mas como
temos A suficientemente pequeno, veremos o decaimento em todas as redes ao mesmo
tempo. Nos graficos da Fig. 39-(b)-(g), j& conseguimos distinguir o decaimento da fragao
de amostras sobreviventes em todas as redes, pois o efeito da infec¢ao e reinfeccao sao
suficientemente grandes para termos atividade em toda a rede. Observe que na Fig. 39-
(g), a taxa de infecgao é tao alta que nao temos decaimento quando o efeito da infecgao
primaria é dominante na rede (mais suscetiveis do que recuperados), comegamos apenas a
notar o decaimento quando o efeito infecgdo secundaria (reinfecgdo) passa a ser dominante

na rede (mais recuperados do que suscetiveis).

Na Tabela (7) mostramos o valor encontrado do expoente critico d, que esta re-
lacionado com a probabilidade de sobrevivéncia Pg, para diversos tamanhos de redes e
parametros. Nos estudos iniciais que fizemos, o expoente critico ¢ varia tanto com o tama-
nho da rede L, quanto com os parametros utlizados A e 0. Na Fig. 40, podemos observar

o efeito de tamanho finito da rede no calculo do expoente critico 9.

Na Fig. 41 analisamos a evolucao temporal da fracao de amostras sobreviventes em
um regime supercritico (N = 1.7) para diversas cadeias de tamanho L. Note que na Fig.
41-(a), agora, em um regime supercritico, mesmo com A pequeno, temos \’ suficientemente

grande para distinguirmos o decaimento de todas as redes em todos os graficos.
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Figura 38 — Representacao log-log da evolucao temporal da fracdo de amostras sobre-
viventes em um regime subcritico, dentro do regime transiente estrito. Em
todas os graficos o nimero de amostras é Ng = 16384 e redes de tamanhos
128 (vermelho), 256 (verde), 512 (azul) e 1024 (magenta). Valor subcritico
de N = Ao = 1.5 mantido constante nas partes (a) - (h), variando (\;0)
da seguinte forma: (a) (0.25;6.0), (b) (0.5;3.0), (c¢) (1.0;1.5), (d) (1.5;1.0),
(e) (1.6489;0.9096), (f) (2;0.75), (g) (4;0.375), (h) (8;0.1875). Os insets sao
representacoes linear-linear da evolugao temporal da fracao de amostras so-
breviventes.
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Figura 39 — Representacao log-log da evolugdo temporal da fragdo de amostras sobrevi-

ventes em um regime critico, dentro do regime transiente estrito. Em to-
das os graficos o nimero de amostras é Ng = 16384 e redes de tamanhos
128 (vermelho), 256 (verde), 512 (azul), e 1024 (magenta). Valor critico de
X' = Ao = 1.6489 mantido constante nas partes (a)-(g), variando (\;0)
da seguinte forma: (a) (0.25;6.5956), (b) (0.5;3.2978), (c) (1.0;1.6489), (d)
(1.6489;1.0), (e) (2;0.82445), (f) (4;0.412225), (g) (8;0.206125). Os insets
sao representacoes linear-linear da evolucao temporal da fracao de amostras
sobreviventes.
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Tabela 7 — Expoente critico § associado a probabilidade de sobrevivéncia no regime do
ponto critico X', por diversos tamanhos de rede, o intervalo de tempo usado

em cada ajuste [t,, ], estd também incluso.

A o N log(t,) log(ty) ¢

0.25 6.5956 128 4 10 1.636
256 4 10 1.726

012 4 10 1.345

1024 4 10 1.188

0.5 3.2978 128 4 12 1.660
256 4 12 1.742

512 4 12 1.333

1024 4 12 1.130

1.0 1.6489 128 3 11 2.368
256 3 11 2.312

512 3 11 1.717

1024 3 11 0.524

1.6489 1.0 128 2 9 2313
256 2 9 0.951

512 2 9 0.211

1024 2 9 0.161

2.0 0.82445 128 2 9 2738
256 2 9 1.095

012 2 9 0.229

1024 2 9 0.112

4.0 0.412225 128 2 8 1.527
256 2 8 0.573

512 2 8 0.078

1024 2 8 0.031

8.0 0.206125 128 2 7 1.011
256 2 7 0.288

512 2 7 0.010

1024 2 7 0.008
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Figura 40 — Efeito de tamanho finito na criticalidade das amostras de sobreviventes, den-
tro do regime transiente estrito. Cada valor A da legenda se refere a um dos
pares (A, 0) da Fig. 39. Os pontos representam a dependéncia do expoente §
com o tamanho do sistema (N € {128,256,512,1024}), em que as linhas sao
apenas guias para os olhos.

4.5.5 Dependéncia Temporal das Concentracdes dos Estados

A concentracao nos diz a razao entre a densidade dos estados suscetiveis (ou in-
fectados ou recuperados) pelo nimero total de sitios da rede. Nos graficos da Fig. 42
mostramos a evolucao temporal das concentracoes dos estados suscetiveis, infectados e
recuperados em um regime subcritico, dentro do regime transiente estrito. Na Fig. 42-
(a)-(b), quase ndo temos atividade na rede. Percebamos que a concentragio de individuos
suscetiveis (o primeiro conjunto de cima para baixo) praticamente nao varia, ou seja, esté
ocorrendo pouca atividade na rede. Na Fig. 42-(c)-(h) ja fica mais claro que esté ocor-
rendo propagacao da infeccao, pois a concentragao de suscetiveis diminui, o que indica
que houve individuos infectados. No regime critico e supercritico observamos claramente
que ha propagacao da infeccdo no sistema, com excecao dos graficos em que A = 0.25,
pois a taxa de infecgdo primaria (\) é tdo pequena que é dificil o estado de um indivi-
duo saudavel mudar para infectado, por isso que praticamente nao ocorre transmissao,
mesmo no regime supercritico. E possivel perceber que quanto menor for o valor de o, nas
simulagoes foram valores de o abaixo de 0,2, mais proximo a atividade do modelo SIRI
se aproxima da atividade do modelo SIR e comegamos a observar os picos epidémicos

caracteristicos ao analisar a concentracao de infectados.

Na Tabela (8) mostramos o valor encontrado do expoente critico 1, que esta rela-
cionado com a concentragao de sitios infectados (n(t)), para diversos tamanhos de redes
e parametros. Nos estudos iniciais que fizemos, o expoente critico ¢ varia tanto com o
tamanho da rede L, quanto com os parametros utlizados A e o. Na Fig. 44, podemos
observar o efeito de tamanho finito da rede no calculo do expoente critico 7, em que as
curvas, aparentemente, tendem para o mesmo ponto, mas devemos aumentar o tempo

computacional das simulagoes para verificar se isso realmente acontece.
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Figura 41 — Representacao log-log da evolugdo temporal da fragdo de amostras sobrevi-

ventes em um regime supercritico, dentro do regime transiente estrito. Em
todas os graficos o nimero de amostras é Ng = 16384 e redes de tamanhos
128 (vermelho), 256 (verde), 512 (azul), e 1024 (magenta). Valor supercri-
tico de A, = Ao = 1.7 mantido constante nas partes (a)-(h), variando ()\; o)
da seguinte forma: (a) (0.25;6.8), (b) (0.5;3.4), (c¢) (1.0;1.7), (d) (1.7;1.0),
(e) (1.6489;1.03099), (f) (2;0.85), (g) (4;0.425), (h) (8;0.2125). Os insets
sao representacoes linear-linear da evolugao temporal da fracdo de amostras
sobreviventes.
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Figura 42 — Evolugao temporal das concentracdes no regime subcritico, dentro do regime
transiente estrito para os estados suscetiveis, infectados e recuperados. Em
todas os graficos o nimero de amostras é Ng = 16384 e redes de tamanhos
128 (vermelho), 256 (verde), 512 (azul), e 1024 (magenta). Valor subcritico
de N = Ao = 1.5 mantido constante nas partes (a)-(h), variando ()\;o)
da seguinte forma: (a) (0.25;6.0), (b) (0.5;3.0), (c¢) (1.0;1.5), (d) (1.5;1.0),
(e) (1.6489;0.9096), (f) (2;0.75), (g) (4;0.375), (h) (8;0.1875). Os insets sao
representacoes linear-linear da concentracao dos estados.
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Figura 43 — Evolucao temporal das concentragoes no regime critico, dentro do regime
transiente estrito para os estados suscetiveis, infectados e recuperados. Em
todas os graficos o nimero de amostras é Ng = 16384 e redes de tamanhos
128 (vermelho), 256 (verde), 512 (azul), e 1024 (magenta). Valor subcritico
de ' = Ao = 1.6489 mantido constante nas partes (a)-(h), variando ()\; o)
da seguinte forma: (a) (0.25;6.5956), (b) (0.5;3.2978), (c) (1.0;1.6489), (d)
(1.6489; 1.0), (e) (2;0.82445), (f) (4;0.412225), (g) (8;0.206125). Os insets sao
representacoes linear-linear da concentracao dos estados.
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Figura 44 — Efeito de tamanho finito na criticalidade da concentracgao de sitios infectados,
dentro do regime transiente estrito. Cada valor A da legenda se refere a um
dos pares (A, o) da Fig. 43. Os pontos representam a dependéncia do expoente
1 com o tamanho do sistema (N € {128,256,512,1024}), em que as linhas
sao apenas guias para os olhos.

Na Tabela (7) mostramos o valor encontrado do expoente critico d, que esta re-
lacionado com a probabilidade de sobrevivéncia Pg, para diversos tamanhos de redes e
parametros. Nos estudos iniciais que fizemos, o expoente critico ¢ varia tanto com o tama-
nho da rede L, quanto com os parametros utlizados A e 0. Na Fig. 40, podemos observar

o efeito de tamanho finito da rede no calculo do expoente critico 9.

E importante destacar, que os expoentes criticos (dindmicos): z, § e n apresentaram
valores diferentes para cada valor de A e ¢ utilizado, como ja tinhamos visto no regime
transiente. Mas, apesar de conseguirmos fazer analises relevantes com o tamanho da rede
L, para obter os expoentes dindmicos, o regime transiente estrito apresenta dificuldade
se o tamanho da rede utilizado for significativamente pequeno, o que levou a grandes
flutuagoes nos resultados para os tamanhos de redes L estudado. Para tamanhos de redes

maiores, na ordem de 10%, j& conseguimos minimizar esse efeito.

Nas Figs. 36, 40 e 44, mostramos o efeito de tamanho finito na criticalidade para o
quadrado do raio de giracao, a probabilidade de sobrevivéncia e a concentracao de sitios
infectados, respectivamente. Os pontos representam a dependéncia dos expoentes z, d e 1
com o tamanho da rede L. Note que apesar de existir uma tendéncia dos pontos conver-
girem para o ponto critico, entendemos que esta convergéncia seria melhor observada se
analisdssemos tempos suficientemente grandes, consequentemente, redes suficientemente

maiores.
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Tabela 8 — Efeito de tamanho finito da concentracio de sitios infectados para o caso de
valor critico \'. O intervalo de tempo usado para cada ajuste [t,, 5], também
estd incluso

A 4 N log(ta) log(ty) n
025  6.5956 128 410 0.299
256 410 0.328

512 4 10 0.236

1024 410 0477

0.5 3.2978 128 4 12 0.364
256 4 12 0.304

512 4 12 0255

1024 4 12 0.386

1.0 1.6489 128 3 11 0.046
256 3 11 0.117

512 3 11 0.288

1024 3 11 0424

1.6489 1.0 128 2 9 0.160
256 2 9 0.285

512 2 9 0.443

1024 2 9 0.475

2.0 0.82445 128 2 9 0.099
256 2 9 0.249

512 2 9 0.425

1024 2 9 0.475

4.0 0412225 128 2 8 0.051
256 2 8 0.276

512 2 8 0.484

1024 2 8 0.516

8.0 0.206125 128 2 7 0.120
256 2 7 0.410

512 2 7 0.547

1024 2 7 0.552
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Figura 45 — Evolugao temporal das concentragoes no regime supercritico, dentro do re-
gime transiente estrito para os estados suscetiveis, infectados e recuperados.
Em todas os graficos o nimero de amostras é Ng = 16384 e redes de tamanhos
128 (vermelho), 256 (verde), 512 (azul), e 1024 (magenta). Valor subcritico
de X' = Ao = 1.7 mantido constante nas partes (a)-(h), variando ();o) da
seguinte forma: (a) (0.25;6.8), (b) (0.5;3.4), (c¢) (1.0;1.7), (d) (1.7;1.0), (e)
(1.6489;1.03099), (f) (2;0.85), (g) (4;0.425), (h) (8;0.2125). Os insets sao
representacoes linear-linear da concentracao dos estados.
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4.6 Discussao

Através dos resultados das simulagoes computacionais, que foram apresentados
neste capitulo, compreendemos a dinamica do regime transiente do modelo SIRI, identifi-
cando os expoentes criticos dindmicos e ressaltando o que chamamos de regime transiente
estrito. No entanto, inicialmente, é importante destacar que observamos dois parametros
relevantes: o primeiro é a taxa de infecgao (), relacionada a infecgdo priméaria e o segundo
¢ taxa de reinfecgao (N = o)), relacionada as infecgoes secundérias, o que torna o regime
transiente do modelo SIRI bastante interessante, pois apresentam nuances a serem des-
tacadas. Por exemplo, se garantirmos somente que A > )., nao teremos a certeza de que
a atividade do modelo permanecerd até o regime estacionério, pois o efeito da reinfeccao
também é importante na propagacao da infeccao. Assim, mesmo com \ suficientemente
grande, para que tenhamos atividade em toda a rede, decorrente da primeira infeccao, a
atividade (propagagio da infec¢do) nao se mantera se A’ for suficientemente pequeno, pois,
desta forma, teriamos poucas ou nenhuma reinfec¢ao, consequentemente, a densidade de
infectados decairia com o tempo, cessando a atividade do modelo - é o que chamamos
de atividade tipo SIR. Em contrapartida, nada adianta termos A" > X, se o valor de A
for suficientemente pequeno, tal que, sequer conseguiremos observar o efeito da reinfeccao
no sistema. Assim, para o modelo chegar ao estado endémico precisamos garantir que:
A > A.e XN > ). Na Fig. 46 apresentamos um caso interessante, no qual a densidade de
infectados atinge um pico, mas o efeito da reinfec¢iao (\') nao é capaz de manter o sistema
com o nimero maximo de infectados até o regime endémico, por isso observamos um de-
caimento da densidade de particulas ativas, mas nao suficiente para cessar a atividade do
sistema no regime estaciondrio. Este cendrio, em que temos um pico epidémico (estado
epidémico) e hd uma transicdo de fase para o estado endémico, é a principal diferenga
do regime transiente do modelo SIRI em relagdo ao regime transiente dos modelos SIS e

SIR.

Outro ponto importante é que apenas o fato de nao termos mais suscetiveis na
rede nao nos garante que o regime transiente acabou, precisamos observar se o efeito da
reinfecgdo mantera a atividade do modelo até chegar ao regime estacionario. De forma
resumida, podemos dizer que o A. nos informard o limiar critico em que havera ou nao
uma propagacgao inicial da infecgao, havendo essa atividade inicial, o )\, nos informara
o limiar critico para que o efeito da reinfeccdo mantenha ou nao a atividade do sistema
até o estado endémico. Desta forma, no regime transiente podemos ter uma atividade
envolvendo os estados S — [ — R — [ inicialmente, e R — [ — R, posteriormente. Este
cenario pode ser encontrado no caso de doengas transmissiveis que apresentam usualmente
um pico epidémico, mas depois evoluem para um estado endémico; assim, o efeito da
reinfeccao é capaz de impedir a queda significativa, tipica dos surtos epidémicos, causando

o estabelecimento de um patamar, tipico de um estado endémico sem sazonalidade.
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Figura 46 — Evolucao temporal do modelo SIRI da densidade de individuos suscetiveis
(verde), infectados (vermelho) e recuperados (azul). Para uma rede com 256
sitios, em que foram realizados t,,.s = 8192 passos de Monte Carlo, o nimero
de amostras Ng = 8192. As taxas utilizadas: A = 50, o = 0.032978, \, =
1.6489 e v = 1.0

Para finalizar, outra questao relevante que observamos é a sensibilidade do regime
transiente as condigoes iniciais, influenciando até na transicao de fase do estado epidémico
para o endémico; por exemplo: imagine uma situacao em que colocamos apenas um indi-
viduo infectado (particula ativa) na rede, com valores de A e o que faga o sistema evoluir
rapidamente para um estado absorvente (sem infectados), consequentemente, o sistema
nao evoluiu até o estado endémico. Em outras palavras, podemos dizer que escolhemos
uma situacdo em que a atividade do sistema alcangou somente uma parte da rede (a
propagagao da infecgdo teria um alcance pequeno), mas, se utilizarmos os mesmos valores
de X e 0 e de tamanho de rede, apenas mudando a configuracao inicial, isto é, colocando
mais infectados, mas distribuidos de maneira conveniente, podemos obter atividade em
toda a rede e chegar ao estado endémico. O importante é que a distribuicdo nao pode
ser qualquer, precisamos obter a dispersao linear de uma particula ativa, e assim, cons-
truirmos uma distribuicao de forma conveniente. No capitulo 5 mudaremos a topologia

da rede e analisaremos se ocorrem mudangas na propagagao da infec¢ao/informagao.



1

5 Modelo Estocastico SIRlI em Redes Com-

plexas e em Redes Aleatorias

Diversas sao as motivagoes de se estudar modelos epidémicos em redes complexas.
Existem também diversos processos de fendmenos sociais coletivos, incluindo a propagacao
de informacgoes e fofocas, a escolha de crengas e comportamentos, ou a influéncia para usar
determinados produtos e inovagoes [89-91] que podemos estudar através dos modelos
(92, 93], assumindo assim que ideias, produtos ou crengas se espalham de forma viral
devido ao contato entre individuos [94-96]. O recente advento das redes sociais on-line
ampliou o niimero e a cobertura de contatos entre os individuos, reformulando assim os
padroes de contéagio social [97-99]. Como consequéncia, o desenrolar de agoes e protestos
coletivos, como os movimentos Indignados [101] e Occupy Wall Street [102], se transformou

em fenémenos globais e quase explosivos.

Nos ultimos anos, o estudo de processos dinamicos em redes complexas tém des-
pertado o interesse na comunidade cientifica. Vimos que em redes regulares a abordagem
por teoria de campo médio se mostrou muito importante, descrevendo qualitativamente a
maioria das transi¢coes de fase. Desta forma, para as redes regulares, em baixas dimensoes,
nao podemos desprezar o efeito causado pelas flutuacgoes, mas, acima da dimensao critica
a teoria se torna quantitativamente correta com relagdo aos expoentes criticos. Para o
caso das redes complexas, a exemplo das redes invariantes por escala descorrelacionadas,
e das redes aleatorias, veremos que os resultados teéricos e das simulagoes computacionais

se aproximam dos resultados de campo médio.

Neste capitulo, mostramos os resultados da aproximacao de campo médio do mo-
delo SIRI em redes invariantes por escala', fazendo uso da conhecida forma funcional da
distribuicao de probabilidade de graus. Apresentamos também os resultados computaci-
onais do modelo SIRI em redes aleatérias; analisando, inclusive, casos em que X' > )\, ou
seja, situacoes em que transmissao secundaria tem uma probabilidade maior que a pri-
maria. Parte dos resultados obtidos em redes aleatérias foram publicados em [103], cuja

cHpia estd no anexo C.

Nos trabalhos [23,30,79,84], foram feitos estudos semelhantes para o Processo de Contato (modelo SIS).
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5.1 Estudo Analitico do Modelo SIRlI em Redes Invariantes por

Escala

De forma andloga ao desenvolvimento feito [66] para o modelo SIS, iniciamos
obtendo a equagao para a evolugao temporal de pg, (i € ¢k, que nos informa a densidade
de sitios com grau k que estao infectados, recuperados e suscetiveis, respectivamente.

A populagdo é constante, ndo hd dindmica vital (sem nascimento e morte), portanto
— + — + —— =0, ou simplesmente ¢, =1 — pp — L.
A densidade total de sitios infectados é obtida por meio da relagio p(t) = > prP(k).
k

Considere uma rede caracterizada por uma distribui¢ao de conexoes P (k) e que apresenta
correlagoes entre graus descritas através da probabilidade condicional P(k'|k). Sendo as-

sim, tem-se:

D ot) = ML= pi(®) — (0] > PR _ voi(t) + o Xk (t) S PkIk) pre ()
dt ” k/ o k/
(5.1)
analogamente, obtemos:
L aft) = 10(0) — oxpe(t) - TR (5.2)

k./

Como no caso de redes regulares, o termo de aniquilacao de particulas em vértices
de grau k é proporcional a pi(t). J& o termo de criagao é proporcional a taxa de criagao
A, & probabilidade de que um né de grau k esteja suscetivel [1 — pi(t) — pux(t)], que este né
esteja conectado a outro né ocupado de grau k' e finalmente que o vizinho escolha criar a

nova particula no vértice de grau k que estamos considerando (fator 1/k' no somatorio).

Considerando que a rede nao apresenta correlagao entre graus, temos que a equacao

P(K'|\k) =K' P(K')/ (k) é valida, de modo que podemos reescrever a equagao de taxa:

im@ZAéﬂLwMﬂ—Mﬁmw—MAUN;M@MW (5.3)

em que p(t) = 3 pu(t) P().

A solucao da equagao acima depende da forma de P(k). Para redes homogéneas

(nas quais P(k) decai exponencialmente para grandes valores de k), todos os vértices sao

aproximadamente equivalentes. Sendo assim, temos pg(t) ~ p(t) e k ~ (k). Desse modo:
d

5P = Al =p—pp—p+oAup (5.4)

Do(t) = pINL—p— )~ 7+ oM (5.5)
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Esta equacao descreve o modelo SIRI em uma rede de dimensao infinita, quando
dp

i 0, temos:
Ml=p—p) = y—odu (5.6)
p = 1+u(0—1)—%0u (5.7)
p = 0 (5.8)
Analogamente, para Cg;(t) = 0, ficamos com:
dp
E(t) =Xp—oclup = 0 (5.9)
p = OoAuou (5.10)
p = 0. (5.11)
Substituindo (5.7) em (5.10), ficamos com p =1 — %.

Para redes heterogéneas, em que individuos situados nos sitios da rede podem
apresentar diferentes graus, a distribuicdo P(k) podem apresentar grandes flutuagoes.
Assim, é necessario considerar explicitamente o modo como as densidades parciais pg

dependem de k. Desta forma, a eq. (5.1) é reescrita da seguinte forma:

d P(k)pp(t P(k)pp(t
D) = M1 pelt) — () S B0y 4 oty 3 P25 1)
d
sendo p = Y _ pi(t)P(k) e fazendo % = 0, temos que:
k
Akp
S A (o= D (5.13)
Pk = [1+222] '
v(k)
Mas,
dui S P(K)ow(t) _
o = 1Pw(t) = ok, G =0, (5.14)
logo:
voi (k)
= ) 5.15
Ly (5.15)
Subst. eq. (5.15) em eq. (5.13), ficamos com:
1
Pe = T (5.16)
L+ oAkp

Note que na eq. (5.16), para o = v = 1, recuperamos o processo de contato [28].

Para determinar o comportamento de p(A), devemos analisar a equagao auto-
consistente para esta grandeza, que é obtida combinando a equagao (5.16) com a expressao
para p em funcao de pg e pi. Dai, temos:

_ oA\ kP (k)
p= > -
(k) G L+ 0Ap/v(k)

(5.17)
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que depende explicitamente da distribuicao de conectividade. Para redes invariantes por

escala, tomando k£ como sendo uma variavel continua, a distribuicao é expressa como:
P(k) = (a — 1)m* 'k, (5.18)

em que m é o menor grau da rede. Por simplificagdo faremos A = o Ap/~v(k). Desta forma, a
solucao da equacgao auto-consistente dependerd diretamente do expoente a.. Ao substituir

o somatorio da equagao por uma integral, no limite de tamanho infinito, temos:

ke (a _ 1)ma71k,17aA
t) = dk. 1
o) /m 1+ Ak (5.19)
Temos que:
1 tb*l(l _ t)cfbfl
dt = Fla,b 2
/0 1=ty la,b, ¢, 2], (5.20)
em que Fla,b,c,z] é a fungao hipergeométrica de Gauss; sendoa=1,b=a—1,c=ae
k 1
z = —M, a variavel t = —, dt = ——dk e os limites de integracdo t =0 = k — oo e
oAp k k?
t =1= k = 1. Portanto:
(k) /00 (@ — 1)ymo k= A
Fll,a—1,a,———| = dk. 5.21
[’O‘ ' aAp] : 1+ Ak (5.21)
m ke 0o
Sabemos que p(t) = (a—1)m* 1A [/ . +/ +/ .. = L+ 1+ I3, mas
1 m ke

como os graus minimos e maximos sao, respetivamente, m e k., temos Iy = I3 = 0.
Logo,
p(t) = (@)m*TAF[1,a — 1,a, —1/A] (5.22)

Para baixas densidades (p — 0), temos que z — —oo (|z| — 00); neste caso a

expansao assintética é dada por:

F(a,b,c,2) = Cu(—2)""+ Cyp(—2) 7", (5.23)
€1m que = w € = w O NOSSO caso = o/ — €
e Co = Fprie—a) T Tale—0) © G = afla—1)

Cy,=T(a)(2 — ).
Dado que nao ha resultados na literatura que indentificam diferentes comporta-

mentos das redes invariantes por escala, quando o < 3 e a > 3, analisamos dois casos:

a) Quando o > 3, temos que o termo em a predomina quando |z| — oo, pois a = 1;
b=a—1(a>3=b>2). Neste caso, aplicando (5.23) em (5.22):

p(t) = am* A% = W(O‘)\) p=(t) (5.24)
p(t) = (v{k) (o) 2 = p=-2. (5.25)

amafl
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b) Quando a < 3, temos que o termo em b predomina quando |z| — oo, pois a = 1;
b < 1. Neste caso, aplicando (5.23) em (5.22):

p(t) = (a—1DI(a)(2—a)m*A® (5.26)

o) = (00— D)@ - aym TV 2 (5.27)

_ lle-Dr@re-ao)jts .«
plt) = e =

(5.28)

Concluimos que, para redes infitinas, a densidade de infectados p(t) obedece a
uma lei de poténcia: se a < 3, seu expoente é = [(a), enquanto que, se « > 3, temos
que B = —2. Em trabalhos futuros, pretendemos considerar para o sistema os efeitos de
tamanho finito, no caso de redes sem escala infinitas, temos k € [m, oc|, porém, para
uma rede finita, com determinado tamanho N, existird um grau maximo k., de modo que

k€ [m, k).

5.2 Estudo Computacional do Modelo SIRI em Redes Aleatérias

Aqui vamos explorar o impacto que o efeito das reinfec¢oes tem na propagacao de
informagao numa rede social. Para este objetivo, utilizaremos o modelo SIRI [75,104-106]
numa rede nao regular. Para efeito da simplicidade, optamos por construir e analisar o mo-
delo numa rede aleatéria inicialmente, podendo estender os resultados e andlise para redes
complexas. Os individuos podem estar em trés estados (ou compartimentos): S suscetivel
(ignorante), I infectado (ativo/espalhador) e R recuperado (inativo). As transigoes entre
esses estados sdo as mesmas apresentadas nos capitulos anteriores. Assim, diferentemente
do modelo SIR, no nosso caso os individuos recuperados (inativo) podem ser reinfectados
(espalhadores/usudrios). As infec¢oes primarias e as reinfecgoes sao produzidas quando
um individuo suscetivel (ignorante) ou recuperado (inativo) entra em contato com um in-
dividuo infectado (disseminador/usuario). No entanto, em geral, a taxa de reinfec¢ao nao
¢ igual & taxa correspondente ao contdgio primdrio (A # )\'). Apesar da motivacio social
deste, por uma questao de clareza, continuaremos a usar a linguagem usual dos modelos

epidémicos para nos referir a dindmica dos estados dos individuos e da populagao.

5.2.1 Simulacdes de Monte Carlo

Uma clara evidéncia da forte influéncia que as reinfec¢des podem ter é exibido
no diagrama epidémico da Fig. 47: nela mostramos a fragao de individuos recuperados
r em funcdo da taxa de infeccao X\ para X' = 0 e X = 0.15. A rede usada é um grafo
Erdés-Rényi (ER) com N = 5-10° nés e grau médio (k) = 6. Para cada valor de A
executamos 10 simulacdes de Monte Carlo (MC) do modelo SIRI da seguinte forma:

comegamos escolhendo aleatoriamente uma pequena fracao (0.05) dos individuos e os
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definimos como infectados, enquanto o restante da populacao é considerado suscetivel.
Em seguida, aplicamos a dindmica do modelo SIRI na rede ER, em varios passos de
Monte Carlo, até que a convergéncia para um estado estacionario seja alcancada. Desta
forma, cada ponto colorido na Fig. 47 representa a fracao de recuperados r no estado

estacionario de uma tnica realizagdo da dindmica do modelo SIRI.

1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
) 04 0.4
02t 0.2

0 01 02 03 04 05 06 0.7 08
A

Figura 47 — Fracao de individuos recuperados em funcao de A\. Mostramos dois diagramas
do modelo SIRI, um (curva solida) correspondente ao caso particular A" = 0
(modelo SIR) e outro (curva tracejada), onde a taxa de reinfecgao é definida
como X\ = 0.15. A taxa de recuperacao é v = 0.8. O cédigo de cores indica a
fragao inicial de individuos recuperados (como mostrado na barra de cores).
A rede usada é um grafo de ER com N = 5000 nés e grau médio (k) = 6.
Fonte: Gardenes et al. [103].

O caso X' = 0 na Fig. 47 corresponde ao modelo SIR usual (nenhuma reinfecgao ¢
permitida) e, portanto, a curva () mostra que o valor da fra¢ao de individuos recupera-
dos r cresce suavemente com \ apés algum valor critico \.. Como ¢é habitual na dinamica
SIR, para A" = 0 nenhum individuo infectado permanece no estado estacionario, de modo
que os individuos estao nos estados S ou R. Em nitido contraste, quando sdo permitidas
reinfeccoes, N = 0.15, a transicao se torna abrupta, préximo ao inicio da epidemia, um
pequeno incremento na taxa de contagio A desencadeia um aumento repentino na fracao
de individuos recuperados. Assim, surpreendentemente, a introducao de reinfec¢des no
modelo SIR (SIRI) afeta a natureza de sua transi¢ao epidémica, que muda de continua

para abrupta.

Os resultados mostrados na Fig. 47 fornece uma amostra do que se obtém quando
as simulagoes de Monte Carlo sao realizadas para uma faixa de parametros de infecgao A e
N'. Na Fig. 48, mostramos os graficos r(\, \') (a) e i(A, \) (b) para o mesmo grafico usado

na Fig. 47. Como na Fig. 47, plotamos todos os resultados da atividade obtida em cada
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amostra de Monte Carlo (10% amostras para cada valor (), \') explorado). Na Fig. 48-(a),
observamos claramente o impacto de A’ no comportamento de r(\). Isto ¢, para pequenos
valores da taxa de reinfecgdo ', o comportamento de r(\) é qualitativamente semelhante
ao do modelo SIR, ou seja, exibe uma transicao continua do estado saudavel para o
estado epidémico. Nesta analise assumimos que ambos os estados saudavel e epidémico
sao estados inativos do modelo; a diferenca é que no estado saudavel temos mais individuos
suscetiveis do que recuperados no regime estacionéario, enquanto no estado epidémico o
inverso acontece, consequentemente, uma maior quantidade de individuos recuperados na
rede, remetendo a uma maior atividade do sistema, tornando-se possivel observar o pico
epidémico caracteristico do modelo usual SIR. O tnico efeito de A" nesse regime é que,
para A > A, a fracao de individuos recuperados aumenta levemente com \'. Neste regime,

a fragdo de individuos infectados é zero, i = 0, como no modelo SIR (ver Fig. 48-(b)).

’
0.8
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Figura 48 — (a) Fragdo de recuperados, r, e (b) infectados, i, individuos em funcao de A
e . Como observado, as transigoes 7(\) e i(\) sdo descontinuas quando \' é
suficientemente grande. Note que os gréaficos mostram 10? amostras para cada
valor (A, \'). Cada amostra representa o valor médio de r e ¢ da dindmica do
modelo SIRI em cada uma das 10? realizacoes de Monte Carlo. O gréfico (c)
mostra a evolugao da fragao de individuos infectados, i, obtida a partir das
egs. (5.29) e (5.30). Os valores das taxas de infecgao, reinfecgao e recuperacao
sdo fixados em A = 0.04 < A\,, ' = 0.15 > . (A, = 0.118) e v = 0.8,
respectivamente. A cor de cada ponto em (a) e (b) e cada curva em (c) indica,
respectivamente, o valor de r, ¢ e a fracao inicial de individuos infectados
conforme indicado na barra de cores (direita). Finalmente, em (d), mostramos
a fragdo inicial minima de individuos infectados ¢(0) necessaria para acionar
o regime RIR em funcao de A e X' quando A < A.. A rede é a mesma da Fig.
47. Fonte: [103]. Fonte: [103].

Quando ) aumenta além de algum valor )\, observa-se uma transi¢ao abrupta (de
1* ordem) em 7(\). O ponto critico A, permanece quase igual ao do regime correspondente
a valores pequenos de \. No entanto, em )\, a transicido abrupta leva o sistema com
suscetiveis para outro regime, em que uma parte macroscopica da populagao foi afetada
pela infeccao. Diferentemente do regime correspondente a pequenas taxas de reinfeccao,
aqui a fracao de individuos recuperados em A\ > A. é completamente independente do
valor de A e, portanto, permanece constante para A > A. (como mostrado na Fig. (47)

para A = 0.15). Além disso, a Fig. 48-(b) mostra outra novidade importante em relagao
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ao modelo SIR, uma vez que individuos infectados e recuperados coexistem no estado
estacionario quando A > A.. Além disso, as curvas () revelam que as transigoes de fase

em \. para a fragdo de individuos infectados também sao de 1* ordem.

5.2.2 Equacoes de Markov

Para obter uma visdo mais profunda sobre a origem da transicao de 1° ordem
(abrubta) observada, por meio de simulagdes de MC, consideramos as equagoes de evo-
lugdo markoviana do modelo SIRI em uma rede aleatéria. Essa abordagem, original-
mente introduzida para a andlise do modelo SIS [107-109], trata das probabilidades
de que cada individuo j seja infectado ou recuperado no tempo t: p(t) = {p;(t)} e
r(t) = {r;(t)} (j = 1,...,N), respectivamente. Dado as taxas de infecgoes, X e X, e
taxa de recuperacgao, 7, podemos escrever as equagoes de evolucao discretas no tempo

para os dois primeiros conjuntos de probabilidades:

= pi()1 =) + (O () + [L = p;(t) — ()] (1), (5.29)
= pi(t)y +r5(0)[1 - ¢ ()], (5.30)

tal que quI (t) e qJRI (t) sao as probabilidades do agente j ser infectado no momento ¢, desde

Tj(t“— 1

)
)

que seja suscetivel ou recuperado, respectivamente. As expressoes para essas probabilida-

des sdo:
¢;'(t) = 1= [T = AMup(2)), (5.31)
1=1
g (t) = 1= [[(1 = N Aap(t)), (5.32)

A = {A;} é a matriz de adjacéncia N x N do grafo subjacente, definida como A =1
se os agentes j e [ estiverem conectados e A;; = 0 caso contrario. Observe que, sob o
formalismo markoviano, assumimos a independéncia das probabilidades de ser infectado
por qualquer vizinhanga de um individuo suscetivel ou recuperado, que é a tinica hipotese
usada nas eqs. (5.31) e (5.32)

De particular importancia sdo as solugoes de egs. (5.29) e (5.30) correspondentes
as distribui¢oes estacionarias para as probabilidades de serem infectadas e recuperadas,
{p;} e {r}}. Essas solugdes podem ser obtidas através da iteracdo das eqs. (71) e (5.30) do
conjunto de condigoes iniciais, p(0) e r(0), até que as probabilidades converjam para os
seus valores estaciondrios, p* e r*. Para comparar com simulagoes de MC, computamos a
fragao de individuos infectados (recuperados) como ¢ = g: p;/N (r= iV: ri/N). A grande

j:l j:l
precisao das solugoes das equagdes de evolu¢ao markoviana é mostrada (curvas sélidas e

tracejadas) na Fig. (47). Notavelmente, as solugoes das equagoes de Markov concordam
plenamente com as obtidas através de simulacdes de MC e, importante, reproduzem a

transigdo abrupta quando as reinfecgoes (A = 0.15) estdao em acao.
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Analisamos agora os pontos fixos das equagoes de Markov (5.29) e (5.30) para
entender as raizes dos diferentes comportamentos de r(A) e i(A) mostrados nas figs. 47
e 48. Ao impor a condigdo estaciondria nas egs. (5.29) e (5.30), p;(t + 1) = p;(t) = pj e
ri(t +1) = r;(t) = r}, obtemos:

v o= Pl =)+ (L =p =g + e (5.33)

rio= piy+ri1 -t (5.34)

Ao adicionar essas equagoes, derivamos a seguinte condi¢ao necessaria para a exis-

téncia de uma solucao estacionaria:
(1—p;—r)g;" =0, (5.35)

que ¢ satisfeito quando p; +r; = 1 ou qf " — (0 ¢ mantido. Observe que a segunda condicdo
¢ equivalente (para A > 0) a p; = 0 e, portanto, aplica-se ao regime semelhante ao SIR
(pequenos valores de \'), enquanto a primeira condigdao parece se manter (como observado
na Fig. 48) no grande regime \', ou seja, em que apenas coexistem individuos infectados
e recuperados. Como consequéncia, no modelo SIRI, ndo ha uma solugdo estaciondaria

contendo simultaneamente individuos nos trés estados (suscetivel, infectado e recuperado).

Primeiro regime: p; + r; = 1 (sem individuos suscetiveis). No grande regime N,
podemos avaliar as probabilidades estacionarias p; (e r;‘) substituindo 7} = 1 — pj na eq.
(5.34):

;= (1—p)g. (5.36)

A equacao acima é equivalente a da probabilidade estacionaria para os individuos
infectados no modelo SIS, ao substituir o compartimento S por R. Assim, chamamos este
regime para valores suficientemente grandes de A’ de RIR. Observe também que o valor
de p; no regime RIR ¢ independente de A, pois a expressao de q]R] , €q. (5.32), depende
apenas de X'. Isto estd novamente de acordo com os resultados do MC mostrados na Fig.

48 para o regime RIR em que os valores estacionarios i e r dependem apenas de X'

Agora analisamos o dominio do regime RIR. Considerando que X" aumenta a mu-
danca de R para I, espera-se que os valores das probabilidades p; aumentem com N.
Assim, agora verificamos qual é o valor minimo de )" para que haja uma fracio infinite-
simalmente pequena de individuos infectados (coexistindo com uma fragdo macroscépica

dos recuperados), ou seja, o limiar A, para o regime RIR. Considerando p; = ¢, obte-
N

mos qfl DY ZAjlfl e, assim, detectamos termos de segunda ordem em j na eq. (5.36)
=1

obtemos:

Te— AE (5.37)
Isso resulta que o limiar para a existéncia do regime RIR (7} + pj = 1) é igual a

N = mx{j\(Aﬂ’ (5.38)
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em que max{A(A)} é o valor proprio maximo da matriz de adjacéncia A. Acima desse
valor de ), existe a solucao r; +p; = 1. Este limiar estd novamente de acordo com
os resultados numéricos mostrados na Fig. 48 como observado pela linha (tracejada)

apontando o valor \. = 0.118 obtido para a rede usada nas simulagdes de MC.

E interessante notar que a independéncia das condicoes de existéncia do RIR em
relagdo a A indica que todo o regime X' > X, deve exibir estados estdveis com r; +p; = 1.
Caso contrario, como observado acima, na Fig. 48 existe um regime para pequenos valores
de A(A < A.) na qual a fragdo de individuos infectados é zero e a de individuos recupera-
dos é infinitamente pequena. Isso sugere que, nesse regime, ocorre biestabilidade entre as
fases suscetiveis e RIR. No entanto, devido a pequena fracao inicial de agentes infectados
utilizados para as simulagoes de MC nas Figs. 48-(a)-(b), o sistema ¢é direcionado direta-
mente para o regime de suscetiveis. Para ilustrar a biestabilidade mostrada na Fig. 48-(c),
usamos a evolugao temporal i(t) (calculada através das egs. (5.29) e (5.30)) para diferen-
tes condigoes iniciais e com taxas de contdgio e reinfeccdo na fase biestavel (A = 0.08
e X' = 0.15). Nesse caso, fica claro que uma configuragao inicial com mais de 40% da
rede com individuos infectados acabara no regime RIR, caso contrario, a propagacao da
informagao cessard para um tempo suficientemente longo. Na Fig. 48-(d), mostramos a
fragao inicial minima i(0) de individuos infectados necessaria para atingir o regime RIR
quando A < A..

Segundo regime: p; = 0. Finalmente, para N < A\ o regime RIR néo ¢ mais valido
e a condicao estdvel que se aplica a satisfagdo da eq. (5.35) é p; = 0. Essa condicio ¢é
compativel com os estados estacionarios usuais do SIR em suas duas fases possiveis: i)
estado sauddvel, r; = r;(0) para A < A, e ii) estado epidémico rj > 7;(0). A fronteira
entre essas dois estados é assim dada pelo valor critico A\. que pode ser avaliado impondo
p;(1) = p;(0) = ¢; < 1 na eq. (5.29) A andlise foi feita em [110] (em que o modelo SIR
foi analisado através da formulagdo de Markov) e o valor critico resultante A, é igual ao
de A, eq. (5.38) Assim, para X' < AL e A < X, (A > \)), o sistema estd no estado saudavel

(epidémico).

5.2.3 Discussao das Fases do Modelo SIRI

Resumindo, do lado tedrico, mostramos que a adicao de reinfecgdes ao modelo SIR
(modelo SIRI) altera suas propriedades criticas, de maneira que uma transigao do estado
saudéavel para o estado epidémico aparece. Lembrando que ambos os estados (saudavel
e epidémico) sdo inativos no regime estaciondrio, mas diferem quanto a sua atividade;
por exemplo, no estado epidémico observamos na evolugao temporal picos no nimero
de individuos infectados (curva epidémica), enquanto no estado saudavel a atividade no
sistema foi suficientemente pequena que nao houve (ou houve de forma insignificante)

transmissao da infeccdo. Outra questdo importante para diferenciar os estados é que
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no estado saudavel nao observamos (ou observamos de forma insignificante) o efeito da
reinfeccao na atividade do sistema, ja no estado epidémico o efeito da reinfecc¢ao é relevante

e determinante para sabermos se havera transicao de fase para o estado RIR.

Na Fig. 49, mostramos uma imagem esquematica do diagrama de fases do modelo
SIRI. Para valores pequenos da taxa de reinfeccio ', encontramos dois estados tipicas
do modelo SIR usual: o estado saudavel para pequenos valores de \ e o estado epidémico
em que o numero de individuos recuperados aumenta suavemente com A, enquanto o
numero de individuos infectados desaparecem para um tempo suficientemente grande.
Para valores maiores da taxa de reinfeccao ), a atividade é totalmente diferente: por
exemplo, para valores suficientemente grande de A e )\, os individuos suscetiveis sdo
infectados e os individuos recuperados também terao maior probabilidade de retornar ao
estado infectado, tendo assim um nimero de individuos infectados diferente de zero na
populagao. Assim, a longo prazo, todos os individuos suscetiveis serao infectados, levando a
uma populacao composta exclusivamente por individuos infectados e recuperados (regime
RIR). Por outro lado, se A é pequeno e X suficientemente grande, existe uma coexisténcia
(biestabilidade) entre os estados saudavel e a fase RIR: o sistema é impulsionado para
o estado saudavel, a menos que a fracao inicial de individuos infectados seja grande o

suficiente para evoluir até o estado RIR.

p)

Figura 49 — Representacao esquematica do diagrama de fases do modelo SIRI. Observe
a existéncia de um ponto triplo (PT) que separa as fases suscetiveis, SIR e

RIR. Fonte: [103].

Na situagdo em que X' > \.: a transigao entre o estado saudédvel e o regime RIR
é de primeira ordem (abrupta). Dessa maneira, uma pequena mudanga na probabilidade
de contdgio A leva o sistema de uma densidade nula para uma densidade nao nula de
individuos infectados, sendo as transi¢coes correspondentes para a fracao de individuos
infectados e recuperados abruptas. Observemos que, embora tenhamos ilustrado esses
resultados por meio de simulagoes de MC em redes de ER, os resultados teéricos derivados

das equagoes de Markov (5.29) e (5.30) sao vélidos para qualquer matriz de adjacéncia



Capitulo 5. Modelo Estocdstico SIRI em Redes Complexas e em Redes Aleatdrias 103

A. No caso particular de topologias nao homogéneas, como redes livres de escala, a tnica
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Figura 50 — Fracao de individuos recuperados, r e infectados, 7, em funcao de A quando
A = ). Cada ponto corresponde a uma tnica realizacao da dinamica do MC,
enquanto as curvas (sélidas para r e pontilhadas para i) mostram a solucao
da evolugao markoviana. O inicio da epidemia aqui é colocado no PT (A, AL)
mostrado na Fig. 49. A rede é a mesma da Fig. 47. Fonte: [103].

mudanga quantitativa estd na diminui¢ao dos valores \. e A, devido ao aumento do valor

proprio maximo, max{A(A)}, de suas matrizes de adjacéncia correspondentes.

Do ponto de vista pratico, nossos resultados tém importantes consequéncias para
o estudo de cenérios reais de propagacao de infec¢ao/informagao, no qual o efeito da
reinfecgao representa um papel fundamental na atividade do modelo a longo prazo. Como
observado na parte introdutoéria, o cenario mais evidente em que as reinfecgoes sao mais
provaveis do que as infec¢Oes primarias é o contagio social, ou seja, o primeiro contato
das pessoas "ignorantes'(suscetiveis) com produtos, inovagoes, crengas ou ideias, tém uma
probabilidade menor de assimilagao do que no contato secundario. Isso implica que tendo
A > ), no qual a transiciao de estados no contdgio coletivo se tornaria abrupta, podemos
viralizar (propagar de forma bem-sucedida) uma ideia ou produto sem nenhum aviso

prévio, alcancando um ntmero grande de pessoas.



6 Conclusao e Perspectivas

Neste trabalho utilizdvamos o modelo estocastico SIRI, com taxas de recuperacao
7, de infeccdo X e de reinfeccao )\, para investigar o efeito da reinfeccio em doencas de
transmissao direta e na propagacao de informagoes no contexto social, em redes regulares e
complexas. Inicialmente fizemos um estudo analitico, no qual obtivemos a equagao mestra
do modelo com o objetivo de analisar as aproximacoes de campo médio e realizar as

simulagoes computacionais, em redes regulares.

Na ACMS do modelo SIRI, numa rede regular de coordenacao (, as solugoes es-
tacionarias representaram as fases: sem transmissao, epidémica e endémica. Vimos que o
modelo SIRI tem infinitos estados absorventes (estados inativos), em que a configuracao
da rede possui apenas individuos suscetiveis e/ou recuperados (sem individuos infecta-
dos), ou seja, sem a propagagao de infecgao (fase inativa). Desta forma, classificamos a
fase inativa em dois estados: sem transmissdo e epidémico. No estado sem transmissao
nao temos a transmissao da infeccdo, assim, o limiar critico para ACMS A\, = v nos in-
forma que, para valores abaixo do critico ndo ocorre, sequer, a primeira infec¢ao; acima
do limiar critico teremos a transmissao da infec¢ao, mas tal informacao nao é suficiente
para afirmarmos se havera ou nao atividade do sistema no regime estacionario. No es-
tado epidémico, apesar de o sistema recair em um estado absorvente, com suscetiveis e
recuperados, apés um tempo suficientemente longo, tivemos atividade na rede. Assim, na
ACMS apresentamos outro limiar critico A, = oA = 7 que nos informa quando o efeito da
reinfecgdo mantém ou nao a propagacao da infecgao na rede: abaixo deste limiar critico
teremos o estado epidémico, acima o estado endémico. No estado endémico (fase ativa),
a propagacao da infeccao se mantém no regime estacionario, assim, a média da densi-
dade de individuos recuperados e infectados sofrera flutuacoes insignificantes, tal estado
é chamado de estado quase-estacionario [10], mas por simplificacdo, chamamos somente

de regime estacionario o estado endémico do modelo SIRI.

Na ACMP, diferentemente da ACMS, obtivemos apenas duas solugoes estaciona-

rias, que representam as fases epidémica e endémica. Em pares o limiar critico dependera

¢

) (v =1+ (1 =2y }
da rede ¢, maior a regiao endémica do modelo. Lembrando que para estudar as transi¢oes

da coordenagao da rede, 0. = . Assim, quanto maior a coordenacao

de fase desprezamos os valores em que as taxas eram negativas, pois nao teria significado
epidemiol6gico. Na ACMP também foram encontrados infinitos estados absorventes, mas
nao temos uma solucao estacionaria representando o estado absorvente de suscetiveis
(configuracao somente com suscetiveis); desta forma, no regime estaciondrio a populagao

se encontra no estado epidémico (inativo) ou endémico (ativo). A fase ativa do modelo
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SIRI é similar a fase ativa do modelo SIS (RIR). Construimos o diagrama de fase para as

aproximagoes de campo médio (ver Figs. 15 e 16).

Ao comparar os resultados das aproximacoes de campo médio com as simulagdes

de Monte Carlo, concluimos, para redes regulares, que ACMP apresenta uma melhor
/

obtido na

descricao do modelo do que a ACMS, pois o valor critico do limiar p =
simulagao foi p. = 0.309, enquanto os valores criticos obtidos para as aproximagoes sao
pf = 0.425 e p© = 0.374 na ACMS e ACMP, respectivamente. Lembrando que fixamos

v = 0.05(u.t.)"! e usamos uma unidade de tempo genérica (u.t.).

Ainda, em redes regulares, mostramos através das aproximagcoes de campo médio
como o efeito da reinfeccdo atua na transmissao da doenga numa populacgdo, além de
apontar diferencas entre os modelos SIRI, SIS e SIR, para ACMS e ACMP. Variamos
o valor do coeficiente de reinfeccao o entre [0, 1], em que as integragoes numéricas das
simulagoes de ACMS evidenciam que o efeito da reinfec¢ao aumenta o valor maximo do
ntmero de infectados em relacao ao modelo SIR, levando a propagacao da infec¢ao a um
comportamento endémico, em que o modelo SIS é o caso limite. E importante destacar
que, para valores de o > 1, o valor maximo do niimero de infectados seria superior ao valor
limite do modelo SIS. O mesmo acontece para ACMP, com a diferenca de que temos picos
menores do nimero de infectados. Em geral, o limiar do valor de ¢ é menor para ACMS
do que para ACMP; para o conjunto de pardmetros utilizados (7 = 0.05 e A = 0.5), o
valor limite de o € 0.1 e 0.118 para ACMS e ACMP, respectivamente. Por tanto, existem
valores de o, por exemplo o = 0.105, que observamos o efeito da reinfeccao na ACMS,

mas nao observamos na ACMP.

Através das simulagoes de Monte Carlo analisamos detalhadamente o modelo SIRI
em uma cadeia linear. Os trés regimes estudados, sdo: estacionario, transiente e transiente
estrito; no regime estacionario, como era esperado, obtivemos que o modelo SIRI tem um
comportamento endémico similar ao do modelo SIS (RIR). Os valores numéricos dos
expoentes criticos valem [ = 0.284431 e v, = 1.12919 para o modelo SIRI; para efeito de
comparagao, no modelo SIS os valores dos expoentes criticos valem v, = 1.09684 e [ =
0.27649 [10]. E importante destacar que o ponto critico A, (SIRI) ¢ igual a ), (SIS), mas
com a diferenca de que no modelo SIS, se A > \. podemos garantir que houve a transicao
de fase para o estado endémico, ji4 no modelo SIRI, ter ' > A, nao serd dado suficiente
para nos informar se teremos transicao de fase do regime epidémico para endémico. Isso
ocorre porque o regime transiente do modelo SIRI apresenta uma dependéncia no tempo
que nao é trivial; o tempo que o modelo leva para evoluir até o regime estacionario (estado
endémico) tem nuances que nao sao observados nos modelos SIS e SIR; o mais importante
¢é que o limiar critico A\, nos informa se havera ou nao a transmissao da infecc¢ao, enquanto
o limiar critico A, nos informa se reinfecgao serd capaz de manter (ou nao) a atividade

do sistema até o regime estacionario. Desta forma, encontramos no regime transiente,
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situagoes em que temos uma curva epidémica, caracteristica do modelo SIR, que apds
atingir uma densidade méaxima de individuos infectados, ha um decaimento dos sitios
ativos, mas nao suficiente para cessar a atividade do sistema, evoluindo para o estado

endémico (ver Fig. 46).

Para estudar o regime transiente do modelo SIRI, fizemos simulagbes computacio-
nais, tal que, seja independente do tempo da simulacao, sempre utilizavamos um tamanho
de rede suficientemente grande de modo que a propagacao da infeccao nunca atingisse a
fronteira da rede, ou seja, estamos trabalhando em uma rede de tamanho infinito. No
estudo do regime transiente estrito, realizou a analise do sistema em func¢ao do tamanho
da rede L (finito). Desta forma, os resultados do regime transiente mostraram que existe
uma sensibilidade do modelo SIRI as condigoes iniciais (testamos diversas configuragoes
iniciais). Obtivemos expoentes criticos dindmicos diferentes para as diversas concentra-
¢oes iniciais de individuos suscetiveis e recuperados. Apesar de, independentemente da
configuragao inicial, o sistema sempre evoluir para o mesmo estado endémico (no regime
estacionério), o tempo que o sistema levava para evoluir do regime epidémico para en-
démico é menor quando a quantidade inicial de individuos recuperados é maior na rede.
Outra questao importante, observado no regime transiente, foi o efeito da reinfeccao,
utilizando diversos valores para ¢ e novamente se obteve expoentes criticos dinamicos
diferentes para cada pardmetro (o) utilizado. A mudanca no regime transiente é tal que
a dindmica do modelo SIRI se assemelha ao do modelo SIR quando ¢ — 0 e do modelo
SIS quando ¢ — 1, como esperado. Iniciamos o estudo simulacional para ¢ > 1; nossas
andlises preliminares nao apontaram transigao de fase de 1* ordem (N > )), em redes

regulares, o contrario do observado em redes nao regulares.

Ao analisar o regime transiente estrito, com dependéncia ao tamanho da rede L,
pudemos tirar conclusoes importantes, por exemplo: a dispersao linear da particula ativa
e o tempo médio de infeccao em cada sitio ndao depende do tamanho da rede. Assim, a
propagagcao da infeccao acontece de forma igual para diversos tamanhos de rede L, porém,
quanto menor for o tamanho L, menor serd o tempo para chegarmos no estado endémico,

consequentemente mais rapidamente veremos na rede o efeito da reinfecgao.

Analisando a razao de infectados N;/N; \41x em cada local (sitio) da rede, dentro
do regime transiente estrito, para diversos tamanhos de rede L (ver Figs. 31,31, item (b)
de ambas), obtivemos um forte indicio de que é possivel obter o ponto critico do modelo
SIRI através da razao de infectados N;/N; 4 em cada sitio da rede L (reescalado).
Possibilidade que pretendemos explorar no futuro, obtendo assim um novo método para
encontrarmos o ponto critico do modelo SIRI. Outra questao importante, que observamos
nas simulagoes computacionais de Monte Carlo (para redes regulares), e que pretendemos
investigar, é como a distribui¢ao inicial de individuos infectados pode levar o sistema do

estado epidémico para endémico, ou seja, pretendemos descobrir a quantidade minima (de
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individuos infectados) e como deve ser a distribui¢do das particulas ativas na configuragao

inicial do sistema para que tenhamos atividade no regime estacionario.

Para redes com invariancia de escala, fizemos um estudo analitico introdutério, em
que encontramos o expoente critico § (estacionario) do modelo SIRI, com igual valor ao
do modelo SIS obtido em [28], como é de se esperar. Do ponto de vista computacional,
para redes aleatorias, temos que o efeito da reinfecgao adicionado ao modelo SIR (modelo
SIRI) também altera drasticamente as propriedades criticas. O estado endémico (RIR)
é a fase ativa do regime estaciondrio. Para valores baixos da taxa de reinfecgao ('),
encontramos dois estados tipicos do modelo SIR usual: o estado saudavel para pequenos
valores de \ e o estado epidémico em que o nimero de individuos recuperados aumenta
suavemente com A, enquanto o nimero de individuos infectados desaparecem para um

tempo suficientemente longo, desde que X' < ..

Para valores suficientemente grandes de A e \', o niimero de individuos infectados
é diferente de zero no regime estacionario, a longo prazo, todos os individuos suscetiveis
serao infectados, levando a uma populacao composta exclusivamente por individuos infec-
tados e recuperados (regime RIR). Por fim, para pequenos valores de A e \' existe uma
coexisténcia (biestabilidade) entre os estados saudavel e RIR. O sistema permanecerd no
estado saudavel, a menos que a fracao inicial de individuos infectados seja grande o sufici-
ente para o sistema evoluir até o estado RIR, assim, com 40% de individuos infectados na
configuragao inicial temos transicao de fase do estado saudavel para RIR, em uma rede

aleatoéria.

O resultado mais impressionante que encontramos em redes aleatérias, ocorre para
X' > )\, a transi¢ao entre o estado sauddvel e o estado RIR é de primeira ordem (abrupta).
Dessa maneira, uma pequena mudanca na probabilidade de contagio A leva o sistema de
uma densidade nula, para uma densidade diferente de zero de individuos infectados, sendo

abruptas as transi¢oes correspondentes as fracoes de individuos infectados e recuperados.

Pretendemos investigar, ainda em redes regulares, a transicao de fase do modelo
SIRI para situacoes em que X' > \; pois, diferentemente da rede aleatdria, nos nossos
estudos preliminares nao obtivemos transicao de fase de 1* ordem para redes regulares.
Assim, seria importante analisar de forma mais detalhada a interferéncia da topologia
da rede na transicao de fase do modelo SIRI, inclusive para redes invariantes por escala.
Neste sentido visamos aprofundar resultados computacionais do modelo SIRI em redes
invariantes por escala que indicam comportamento semelhante ao do modelo SIRI em

redes aleatorias.



Apéndices



Sumario do Apéndice

Apéndice A Transi¢oes de Fase em Modelos Epidémicos e Endémicos iii
Apéndice B Stochastic dynamics for reinfection by transmitted diseases xxiii
Apéndice C Abrupt transitions from reinfections in social contagions xxxiii



ANEXO A

Autores: A. S. Barros, S. T. R. Pinho, A. L. A. Penna (Org.)
Transicoes de Fase em Modelos Epidémicos e Endémicos
1T Escola de Fisica Roberto A. Salmeron (EFRAS)

Livro: Transicao de fase e Quebra Espontanea de Simetria

led. Sao Paulo: Editora Livraria da Fisica, v. 1, 1 (2017)



Comité Cientifico do III EFRAS
Silvio R.A. Salinas (USP)

Mdrcia C. Barbosa (UFRG)
Fernando Moraes (UFPB)
Fernando Oliveira (UnB)

Marco Antonio Amato (UnB)

Ademir Eugénio de Santana (UnB)

Comité Organizador Local

Ademir E. Santana (Coordenador:
EFRAS)

Vanessa Carvalho de Andrade
(Coordenadora: Semana da Fisica)

Adpriana Ibaldo

Ronni G.G. Amorim

André Luiz de Almeida Penna
Eliana dos Reis Nunes

Tarcisio Marciano da Rocha Filho

Fernando Albuquerque de Oliveira

IIT EFRAS

ESCOLA DE FiSICA ROBERTO

A. SALMERON

Transigdo de Fase e Quebra Espontinea de Simetria

Volume 1

3
b

EDITORIAL

Editora Livraria da Fisica
Sao Paulo - 2017



Copyright (©) 2017 Editora Livraria da Fisica

la. edicdo

Editor: JOSE ROBERTO MARINHO

Projeto gréfico e diagramacdo: EDI CARLOS PEREIRA DE SOUSA

Capa: EDI CARLOS PEREIRA DE SOUSA

Texto em conformidade com as novas regras ortogrdficas do Acordo da Lingua
Portuguesa.

Dados Internacionais de Catalogacao na Publica¢ao (CIP)
(Camara Brasileira do Livro, SP, Brasil)

Ademir Eugénio de Santana, Ronni Geraldo Gomes de Amorim, Sérgio Costa
Ulhoa, José David Mangueira Vianna, Vanessa Carvalho de Andrade, Adriana Pe-
reira Ibaldo, Eliana dos Reis Nunes, André Luiz de Almeida Penna (orgs.). Il EFRAS
- Escola de Fisica Roberto A. Salmeron : transi¢do de fase e quebra espontanea de si-
metria, volume 1. — Sdo Paulo : Editora Livraria da Fisica, 2017.

Bibliografia.
ISBN 978-85-7861-495-9

1. EFRAS - Escola de Fisica Roberto A. Salmeron 2. Fisica - Estudo e ensino.

17-06024 CDD-530.07

Indices para catdlogo sistematico:
1. Fisica : Estudo e ensino ~ 530.07

ISBN 978-85-7861-495-9

Todos os direitos reservados. Nenhuma parte desta obra poderéd ser reproduzida se-
jam quais forem os meios empregados sem a permissdo da Editora. Aos infratores
aplicam-se as sang¢des previstas nos artigos 102, 104, 106 e 107 da Lei n. 9.610, de 19
de fevereiro de 1998.

Impresso no Brasil
Printed in Brazil

LF Editora Livraria da Fisica
Tel./Fax: +55 11 3459-4327 / 3936-3413
ororaL - www.livrariadafisica.com.br



SUMARIO

PREFACIO \'
EQUIPE EDITORIAL ix
L1sTA DE CONTRIBUIDORES XV

VOLUME 1: TRANSICAO DE FASE E QUEBRA ESPONTANEA DE
SIMETRIA 1

1 TRANSICOES DE FASE EM MODELOS EPIDEMICOS E ENDEMICOS 1
11 Introdugdo . . ... ... .. ... . 2

1.2 Umbreve histérico . . ... ... ... .. ......... 2

1.3 Modelo EstocasticoSIRT . . .. ... ............ 3
1.3.1 Aproximacdo de Campo Médio de um Sitio (ACMS) 6

1.3.2 Aproximagdo de Campo Médio de Pares (ACMP) 8

1.3.3 Modelo SIS: caso particular (c=1). . . . ... .. 10

1.34 Modelo SIR: caso particular (c=0) . ....... 12

14 Conclusdao .. ... ... ... .. ... ... .. 14
REFERENCIAS 17
2 A LUZ A PARTIR DO CAMPO E DA PARTICULA DE HIGGS 19
21 Introdugdo . . ... ... ... ... 20
REFERENCIAS 30
3 APRENDENDO COM AS ESQUISITICES DA AGUA 33

31 Introducdo . .. ... ... .. .. ... ... 33

X1



SUMARIO

3.2 Asanomalias: Densidade e Difusdo . .. ... ... ... 35
3.3 Superfluxodedgua . . ... ... .. ... ... 38
REFERENCIAS 40

4 CONCEITOS DE FISICA ESTATISTICA - FLUTUACOES NO EQUILI-

BRIO 43
41 Introdugdo . . ... ... .. ... 44
42 Gasideal de rede - ensemble microcandnico . . . . . . . . 47
4.3 Gas real: teoria fenomenolégica de van der Waals . . . . 52
4.4 Gaés de rede com interagdes - ensemble candnico . . . . . 57
441 Ensemblecanénico . . ................ 58
442 Gas de rede no ensemble canénico . . . . ... .. 62
4.5 Gas de rede de van der Waals - cdlculo estatistico . . . . . 63
4.6 Paramagnetismo: modelo de Langevin-Brillouin . . . . . 67
4.6.1 Ferromagneto uniaxial simples. Equagao de Curie-
Weiss . . ... ... . o oo oo 69
4.6.2 A teoria fenomenolédgica de Curie-Weiss . . . . . 71
4.7 Teoria de Landau para as transi¢des de fase . . . . . . .. 74
4.8 Modelo estatistico de Curie-Weiss . . . . ... ... ... 77
49 Modelo de Ising do ferromagnetismo . . ... ... ... 79
49.1 Modelo de Ising em uma dimensdo . .. ... .. 82
49.2 Modelo de Ising na rede quadrada simples . . . . 83
4.10 Leis de escala do comportamento critico . . . . . ... .. 85
411 Grupo derenormalizagdo . . ... ... .......... 88
411.1 Renormalizagdo para o modelo de Ising unidimen-
sional . .. ... o 91
4.11.2 Renormaliza¢do do ferromagneto de Ising na rede
quadrada . . ... ... ... ... L 93
REFERENCIAS 97
5 SIMETRIA, TRANSICAO DE FASE E VIOLACAO ESPONTANEA DE
SIMETRIA 99
51 Introducdo . .. ... ... .. . ... . ... ... 100
5.2 Quebra espontidnea de simetria e Ferromagnetismo . . . 102
5.3 A Supercondutividade e a Invariancia de Calibre . . . . . 105
53.1 Omodelo de Landau-Ginzburg . . . . . ... ... 106
54 OEfeitoDebye . ...... ... ... ... . ... . ... 108
5.5 A violacdo Espontanea de Simetria em Supercondutores 109

Xii



SUMARIO

5.5.1 Perda da simetria de calibre e 0 0 Mecanismo de
Higgs . . ... ... ... ... ... ... ... ... 112
5.5.2 A versdo relativistica e o Campo de Higgs . . . . 113
56 Conclusao . . . . . . . . . . s 115
REFERENCIAS 116

6 NONLINEAR DYNAMICAL SYSTEMS SEEN THROUGH THE SCOPE

OF THE QUASI-POLYNOMIAL THEORY 117
6.1 Introduction . .. ... ... ... ... .. . . ... 118
6.2 Lecturel . ... ... ... .. ... L. 120
6.2.1 Linear versus nonlinear dynamical systems . . . . 120
6.2.2 Examples of nonlinearDS:. . . . ... ... .... 121

6.2.3 Quasi-Polynomial (QP) notation of dynamical sys-
tems . ... 122

6.2.4 Examples of dynamical systems written in the QP
notation . . . ... ... ... oo 122
6.2.5 Quasi-monomial transformations . .. ... ... 123

6.2.6 Transformation of QP systems into Lotka-Volterra
(LV) canonical form . . . . . . ... ... ... ... 124

6.2.7 Extension of the set of dynamical systems that are
reducible to QP systems . . . . .. ... ... ... 127

6.2.8 Applications: Invariants, dimensional reduction,
stability . .. ... .. ..o oo oo 127
63 Lecture2 . ... . ... ... ... L 128

6.3.1 Carleman infinite embedding representation of LV
dynamics . . ... ... .. ... L. 129
6.3.2 Abstract Lie algebraic structure of LV systems . . 130

6.3.3 Two other realizations of the LV abstract Lie alge-

bra: creation-destruction operators and Liouville
equation . . . . .. ... Lo 131

6.3.4 The abstract Lie algebraic structure of linear and
LV dynamical systems . . . . . ... ... ..... 133
6.3.5 General solution via Taylor series . . . ... ... 134
6.3.6 General solution via path integrals . . . . . . ... 136
6.4 Conclusion . . . ... ... ... ... ... 0. 140
REFERENCIAS 142

xiii



Li1sTA DE CONTRIBUIDORES

Alessandro S. de Barros
Departamento de Fisica, Instituto Federal da Bahia - 40110-50 Salvador, Brazil.

Suani T. R. Pinho
Instituto de Fisica, Universidade Federal da Bahia - 40210-340 Salvador, Brazil.

J.A. Helayél-Neto

Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas (CBPF), Rua Dr Xavier Sigaud 150, Urca, Rio de
Janeiro, Brazil, CEP 22290-180.

helayel@cbpf.br

L.P.R. Ospedal

Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas (CBPF), Rua Dr Xavier Sigaud 150, Urca, Rio de
Janeiro, Brazil, CEP 22290-180.

leoopr@cbpf.br

Marcia C. Barbosa

Instituto de Fisica, Univeridade Federal do Rio Grande do Sul, Caixa Postal 15051,
91501-570, Porto Alegre, RS, Brazil.

marcia.barbosa@ufrgs.br

Silvio R. A. Salinas
Instituto de Fisica, Universidade de Sao Paulo.
ssalinas@if.usp.br

H. Belich

Departamento de Fisica e Quimica, Universidade Federal do Espirito Santo, Av. Fer-
nando Ferrari, 514, Goiabeiras, 29060-900, Vitdria, ES, Brazil.

belichjr@gmail.com

Léon Brenig

Brussels University (ULB). Faculty of Sciences. Theoretical and Mathematical Physics
Department. 1050 Brussels, Belgium.

Ibrenig@ulb.ac.be

XV



CAPITULO

TRANSICOES DE FASE EM MODELOS EPIDE-
MICOS E ENDEMICOS

Alessandro S. de Barros e Suani T. R. Pinho!

Os processos epidémicos e endémicos tém sido objeto de estudo da Fi-
sica Estatistica fora do Equilibrio através da investigacdo dos modelos
estocdsticos. Neste trabalho examinamos o modelo estocdstico Suscetivel-
Infectado-Recuperado-Infectado (SIRI), apropriado para examinar o pa-
pel da reinfeccdo na dindmica das doengas trasnmissiveis. No modelo
SIRI, a transigdo SI — 11 é catalitica com taxa de infecgdo B, a transicdo
I — R corresponde a uma reagdo espontinea com taxa de recuperagio
7y e a taxa de reinfecgdo exdgena é dada por op (RI — 1I). A partir
da sua equagio mestra, analisamos as aproximagoes de campo médio de
um sitio (ACMS) e de pares de sitios (ACMP), inclusive para os casos
particulares: no limite o = 1, 0 modelo SIS e no limite o = 0, 0 modelo
SIR. Identificamos, para o modelo SIRI, a transicdo de fase continua do
estado epidémico para o estado endémico. Recuperamos para o modelo
SIR a transigdo de fase do estado absorvente de suscetiveis para o estado
epidémico, bem como para o modelo SIS, a transigio de fase do estado
livre de infegio para o estado endémico.

1 Alessandro S. de Barros
Departamento de Fisica, Instituto Federal da Bahia - 40110-50 Salvador, Brazil.

Suani T. R. Pinho
Instituto de Fisica, Universidade Federal da Bahia - 40210-340 Salvador, Brazil.



CAPITULO 1. TRANSICOES DE FASE EM MODELOS EPIDEMICOS E
ENDEMICOS

1.1 Introducao

USO DE MODELOS matemaéticos em epidemiologia para estudar a
dindmica de doengas transmissiveis, tem se mostrado uma impor-
tante ferramenta para compreender os processos epidemioldgicos
[1, 2]. Desta forma, os modelos matematicos sdo usados para obter

o nuimero reprodutibilidade basal da infecgao Ry; estimar o ntimero de indivi-
duos de certa populacdo que devem ser vacinados para prevenir a epidemia [3];
fornecer subsidios as politicas ptiblicas no controle, prevencédo e gerenciamento
de doencas transmissiveis [4, 5, 6].

Para os modelos epidemiolégicos deterministicos [2, 7, 8, 9], dados as con-
digdes iniciais e suas equagdes diferenciais, poderemos determinar de forma
precisa a evolucdo de uma doenga transmissivel. Contudo, existem eventos
probabilisticos na dindmica de doengas infecciosas que sao desprezadas na
abordagem deterministica. Com o avango na teoria das probabilidades, os
primeiros modelos deterministicos foram generalizados e novos modelos es-
tocdsticos foram propostos e implementados computacionalmente, ganhando
cada vez mais generalidade e verossimilhanga [7, 10, 11].

Na perspectiva da Fisica Estatistica, alguns destes modelos nos permitem
investigar transi¢oes de fase de sistemas fora do equilibrio [12, 13], em que
podemos obter a classe de universalidade de sistemas irreversiveis. O estudo de
transicdo de fase fora do equilibrio tem sido utilizado em diversos problemas
como percolagdo [14, 15], cinética quimica [16, 17], dindmica de populacdo
[18, 19, 20, 21, 22], teoria de jogos [23, 24] e da computagdo [25].

Este artigo esta organizado da seguinte forma: na segdo 2 apresentamos
um breve histérico sobre modelos matematicos em Epidemiologia. Na secdo 3
apresentamos um estudo analitico do modelo Suscetivel-Infectado-Recuperado-
Infectado (SIRI) [26, 27, 28, 29] e de seus casos particulares: (SIS) Suscetivel-
Infectado-Suscetivel [12, 14, 30, 31], (SIR) Suscetivel-Infectado-Recuperado
[32, 33, 34], todos em versdes estocdsticas. Finalmente, na se¢do 4 apresentamos
a nossa conclusdo com uma reflexdo sobre os processos deterministicos e
estocasticos.

1.2 Um breve historico

Acredita-se que o primeiro modelo matemético elaborado em Epidemiologia
tenha sido proposto por Daniel Bernoulli, em 1760, desenvolvido com o fim de
avaliar os efeitos da técnica da variolagdo no controle da epidemia de variola.
No entanto o pouco conhecimento sobre o carater da transmissdo das doengas
infecciosas limitou o desenvolvimento de modelos matemaéticos aplicados a
fendmenos epidemioldgicos.

Somente depois do surgimento da bacteriologia, com Louis Pasteur e Ro-
bert Koch, e da descoberta do virus no século XX, tornou-se possivel identificar
as causas das doencas infecciosas e, a partir dai, ocorreu o desenvolvimento de
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1.3. MODELO ESTOCASTICO SIRI

modelos matemadticos para descrever a dindmica de propagacao de doengas
transmissiveis. Tais modelos sdo chamados de modelos Inter-Host. A identifi-
cacdo dos agentes causadores das infec¢des leva também ao desenvolvimento
dos chamados modelos Intra-Host, em que se descreve a dindmica da doenga
no individuo.

Em uma publicagdo, em 1906, W. H. Hamer postulou que o desenvol-
vimento de uma epidemia depende da taxa de contato entre suscetiveis e
infectados, do ntiimero de suscetiveis e do niimero de infectados. Esse postu-
lado é um dos principios mais importantes em epidemiologia e atualmente
é conhecido como o principio de acdo das massas (em analogia as reagdes
quimicas), em que assumimos que a taxa de disseminagao da epidemia em
uma populagdo serd proporcional ao produto da densidade de individuos
suscetiveis pela densidade de individuos infectados.

No inicio do século XX, Sir Ronald Ross, ao estudar a dindmica de trans-
missdo da maldria, formulou a hipétese de que existe um limiar de densidade
de mosquitos abaixo do qual ocorreria naturalmente a interrup¢do da maléria.
Este pode ter sido o prentincio do principio do limiar, proposto por Kermack e
McKendrick, segundo o qual a introdugao de individuos infecciosos em uma
comunidade ndo provoca, necessariamente, um surto epidémico, a menos que
a densidade de suscetiveis esteja acima de certo valor critico.

Tal limiar critico depende de fatores como infectividade, recuperacdo da
doenca e taxa de mortalidade relativa aquela doencga transmissivel. Este prin-
cipio, em conjunto com o principio de a¢do das massas, constitui a base da
Epidemiologia Matemdtica moderna [32]. O principio do limiar é apresentado
usualmente através do conceito do niimero de reprodutibilidade basal Ry, que
é definido como o ntimero médio de infec¢des secundérias geradas por um
individuo infectado quando introduzido em uma populacdo suscetivel. Vale
notar que o principio do limiar resulta da anélise de estabilidade das solugdes
de equilibrio do modelo em questao.

Atualmente, com o avango das ciéncias médicas, importantes aspectos
das doengas transmissiveis ja sdo conhecidos a exemplo da relagdo patégeno-
hospedeiro, dos ciclos de vida e da profilaxia da doenga. Com base nestas
informagdes, pode-se determinar o tempo de incubagao, a durabilidade da
infeccdo e imunidade, a taxa de transmissdo, a resposta imunolégica e outros
fatores envolvidos. A partir destes estudos, os parametros dos modelos epide-
mioldgicos sdo determinados, o que nos permite calcular algumas grandezas
como o Ry associada a transmissdo e a evolugado de epidemias.

1.3 Modelo Estocastico SIRI

Nos modelos estocasticos, consideramos que cada individuo da populagdo
reside em um sitio de um reticulado, sujeitos a intera¢des locais e evoluindo
no tempo de acordo com a equacdo mestra. E importante ressaltar que o
desenvolvimento e a notacdo dos modelos estocdsticos que apresentamos neste
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trabalho foi baseado nas etapas desenvolvidas em [35]. Consideremos modelos
estocdsticos definidos em um reticulado com N sitios. A cada sitio é associado
uma varidvel estocdstica #; que representard o estado do sitio 7, ou seja, tal
varidvel classificard o sitio de acordo com o estado de satde do individuo A
dindmica dos modelos é assincrona e a populagdo é constante.

Usando o formalismo da Fisica Estatistica fora do Equilibrio, vamos apre-
sentar o modelo SIRI (Suscetivel Infectado Recuperado Infectado), que descreve
o efeito da reinfec¢do na propagacdo de doencas transmissiveis, devido ao con-
tato com outro individuo.

O modelo SIRI descreve o mecanismo de propagacdo de uma doenga
transmissivel em que cada individuo da populagdo pode assumir trés estados:
suscetivel (1), infectado (2) e recuperado (0). Os suscetiveis sdo aqueles que
estdo sauddveis e podem adquirir a infec¢do. Os infectados sao aqueles que, ao
adquirirem a infec¢do, tornam-se instantaneamente infectantes, ndo havendo o
estagio latente. Os recuperados ndo se tornam imunes a doenga, podendo se
reinfectar.

As seguintes regras locais sdo aplicadas: (i) Um individuo suscetivel pode
se infectar com uma probabilidade de infecgao b se pelo menos um dos seus
primeiros vizinhos estiver infectado. A probabilidade (1 — 2) é dada por bn/(,
em que 1 é o namero de vizinhos infectados e { é o ntimero de coordenagao
da rede. (ii) Um individuo infectado se recupera espontaneamente com uma
probabilidade de recuperacgdo (2 — 0) dada por c. (iii) Um individuo recupe-
rado pode se reinfectar por contato com outro individuo infectado (reinfecgao
exogena), que ocorre com probabilidade (0 — 2) dada por cbn/, se pelo
menos um dos primeiros vizinhos estiver infectado, em que ¢ é o coeficiente
de reinfeccao.

Temos trés pardmetros externos vinculados a este processo: a taxa de
infeccdo (p), a taxa de reinfec¢do exdgena (o) e a taxa de recuperagdo (7y). A
relacdo com as probabilidades sao da seguinte forma:

b c
ﬁ_ EI ()/_ EI
emque
e=p+op+vy=1 (1.1)

Na figura (1.1) mostramos a evolugdo dos estados S —+ I — R — 1.

Estudaremos aqui o caso particular do modelo SIRI em que a reinfec¢ao
por reativagdo do patégeno no individuo (reativagdo enddégena) é desprezada.
Vale notar que examinamos o caso geral do modelo SIRI na referéncia [36].
Assumimos que a taxa de reinfec¢do exdgena (0 ) estd vinculada a taxa de
infeccdo (B), que difere do modelo SIRI apresentado em [26, 27]. O nosso
interesse é que o < B, ou seja, que a taxa de reinfecgdo seja menor que a taxa
de infeccdo primdria. Desta forma, podemos entender que ¢ < 1 retrata a
situagdo em que o individuo recuperado adquiriu suscetibilidade parcial. Por
isso, fazemos ¢ variar no intervalo [0, 1]. Note que a taxa de reinfeccado (o)
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Figura 1.1: Transigdo entre os estados para o caso particular do modelo SIRI.

é menor que a taxa de infeccdo primadria (B), por isso, o modelo SIRI difere
do modelo SIS. Entretanto, no limite ¢ = 1, o individuo recuperado torna-
se suscetivel a doenga com taxa de infeccdo (¢ = B), assim a dinamica se
assemelha ao do modelo SIS. No limite ¢ = 0 temos uma dindmica semelhante
ao do modelo SIR, de fato, como nédo ocorre a reinfeccdo, entendemos que o
individuo ganha imunidade total.

A probabilidade de transigao por sitio, no qual o i-ésimo sitio tem seu
estado #; atualizado de acordo com a expressao:

w;(n) = g (i, 1 25 Nitnr2 gﬁ 5(1;,0 );‘5(771'—1—A/2)+75(’7i/2)/ (1.2)

O primeiro termo do lado direito da equagdo descreve o processo de infecgao,
o termo seguinte representa a reinfeccdo exégena, enquanto o terceiro termo
representa a recuperagdo de um individuo infectado.

A evolugdo temporal da distribui¢do de probabilidade P(#) da configura-
cdo n = {n;} é governada pela equagdo mestra dos processos markovianos
[31]:

Z{wz TP(AT, ) —wi(n)P(n)}, (1.3)

em que A é um operador e A; é o operador A que atua no i-ésimo sitio da
configuracdo 7, ou seja, no sitio que sofreu transi¢cdo, mudando o seu estado na
seguinte ordem (1 — 2,2 — 0,0 — 2). A~ é o operador inverso a A e w; se
refere a probabilidade de transigdo do sitio ir de 7 para 1’ = A;i7. A média da
grandeza de estado f(#) sobre a distribuigdo de probabilidades P(7) é definida

por (f(11)) = Xy f(n)P(n).

A média da evolugdo temporal (f(77)) é obtido a partir da equacdo mestra,
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escrita como:

% (F(n) = Y ALf(Am) = Fm)] wiln)), (1.4)

i

As equacdes da evolugdo das probabilidades P;(1) e P;(2), que representam
as densidades de suscetiveis e infectados, respectivamente, podem ser obtida a
partir da equagdo mestra (1.4), usando a probabilidade de transi¢do por sitio do
modelo SIRI, eq. (1.2). Lembrando que P;(1) = (6(n;,1)) e Pi(2) = (5(;,2)).
Desta forma, as equagdes da evolucdo temporal para os primeiros momentos
da distribui¢do de probabilidades sdo dadas por:

d o B
%Pi(l) - _Z ;Pz,z—l—A(lZ) (1.5)
e
4 p@) =Py b a(2) — 9P + PP a(02) (1.6)
dt 4 A 4

Temos um reticulado regular homogéneo, isto quer dizer que a coordenacao
da rede { é a mesma para qualquer sitio da rede. Entdo, quando realizamos o
somatorio sobre os primeiros vizinhos A do sitio 7, a soma deve ser igual ao
numero de vizinhos do sitio, ou seja, deve ser igual a coordenacdo g, por isso
podemos reescrever as equacgdes (1.5) e (1.6) da seguinte forma:

d
g D) = —pP;;(12), (1.7)
e
%Pi@) = BP;j(12) — yP;(2) + o P, ;(02), (1.8)

em que j é o sitio vizinho de i.
A densidade de suscetiveis P;(0), pode ser obtido a partir das equagdes
(1.7) e (1.8), dada a condigdo de normalizagao P;(0) 4+ P;(1) + P;(2) = 1.

1.3.1 Aproximacao de Campo Médio de um Sitio (ACMS)

Na aproximagdo mais simples, tratamos cada sitio como se fosse independente
dos outros sitios, ou seja, vamos descorrelacionar a probabilidade conjunta da
seguinte forma:

P(ninj) = P(1:)P(1;) (1.9)

Usando uma notagdo simplificada, em que a densidade de suscetiveis
P;(1) = x, a densidade de infectados P;(2) = y e a densidade de recuperados
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P;(0) =z = 1—x —y e aplicando ACMS (eq. 1.9), as equagdes (1.7) e (1.8)
podem ser escritas:

X = —pxy

Obtemos os pontos fixos:

Ef = (x*,0); E} = <0,1 - %ﬁ) , (1.11)

em que x* assume valores [0, 1].

O ponto fixo Ej corresponde aos infinitos estados absorventes, ou seja,
representa os infinitos estados estaciondrios em que podemos encontrar uma
populagdo livre de doenca. Ter a densidade estaciondria de infectados (y*) nula
significa que a transmissdo da infecgdo cessou (ou sequer aconteceu). O ponto
E] representa uma populagédo cujas densidades de infectados e recuperados
sdo ndo nulas no estado estaciondrio, i.e., a infec¢do persiste na populagéo.

Fazemos o estudo de estabilidade local das solucdes estaciondrias através
da matriz Jacobiana:

_ —By* —px*
1= (0“8 et —x 2 )

Resolvendo a equagdo det(J] — AI) = 0 para E§ encontramos os seguintes
autovalores:

A =0
Ay =(1—-0)px*+0B—1. (1.12)
A partir da anélise de estabilidade, temos que E; sera instavel se x* >
(y —0B)/(1 —0)B. Na fase inicial (¢ = 0), para haver o espalhamento da
infecg¢do, devemos tery > 0e X < 0, ou seja, xg > x* > (y —0p) / [B(1 —0)],
em que xp é o nimero inicial de suscetiveis.
O limiar critico da epidemia para este caso particular, na ACMS, sera:

o, = &;—ﬂcx) (1.13)

Para os infinitos pontos fixos que representam uma populacado livre da
infecgdo, podemos destacar: o ponto fixo trivial EX_; = (x*,y*) = (1,0), que
representa o estado absorvente de suscetiveis, em que ndo houve a transmissao
da doenga, serd estdvel se v > f; o ponto fixo E_, = (x*,y*) = (0,0), que
representa o estado absorvente de recuperados, caso extremo em que todos
os individuos da populagdo foram infectados e encontram-se recuperados,
serd estavel se v > oB. O ponto fixo E], que representa o estado em que a
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transmissdo da doenca persiste na populacdo (endémico), serd estavel cf > .

1.3.2 Aproximacao de Campo Médio de Pares (ACMP)

Vamos assumir uma aproximacgdo mais realista, em que os triplos sdo des-
correlacionados, mas mantemos a correlagdo dos pares. Nesta aproximagao
vamos obter os momentos de segunda ordem (correlagdes de dois sitios), ou
seja, as equagdes dos segundos momentos da distribuicdo que dependem de
momentos de terceira ordem. Aplicamos a ACMP para truncar a dependéncia
das correlagdes entre as probabilidades de segunda ordem; desta forma, as
correlagdes de triplos sdo aproximadas para:

P i AP(n:
P(pinj) = (’7 zizm()mk) (1.14)

Note que nédo é necessario calcular todas as probabilidades; decorrente
do fato de que 77; pode assumir somente os valores 0, 1 ou 2, entdo valem as
seguintes relacdes que envolvem as probabilidades conjuntas:

Pi,]'(OO) + Pi,]'(lo) + Pi,]'(ZO) = Pi(O)
Pi,]‘( )+ Pi,j(ll) + Pi,]'(21) = P;(1) (1.15)

Novamente partimos da equac¢do mestra (1.4) dos processos markovianos,
usamos a probabilidade de transicdo por sitio do modelo SIRI, eq. (1.2). Lem-
brando que temos apenas trés probabilidades independentes dos pares: P;;(01),
P;;(02) e P;;(12), ja que o espago é isotr6pico, de modo que P; ;(01) = P;;(10),
P;;(02) = P;;(20) e P;j(12) = P;;(21). Como a condigdo de normalizagdo
P;(0) + P;(1) + P;(2) = 1 é vélida, entdo, escolhendo P;(1), P;(2), P;;(01),
P;;(02), P; ;(12) como probabilidades independentes, as demais probabilidades
sdo encontradas a partir das citadas. Desta forma, obtemos:

dP;(1)/dt = —g Y Piiva(12)
dP;(2)/dt = B Tp i a(12) + F Ta Piipa(02) — 7P(2)

dP;;(01)/dt = P, ;(12) — g Ya Pijjra(012) — % Y Pijjva(201)
(1.16)
dP,j(12)/dt = B L A[(Pijj4a(112) = Pyjjia(212) = Piga(12)] — 9P;;(12)+
+0—§5 Ya Pijjra(102)

dP;;(02)/dt = Eya Py jiya(012) —y(P;;(02) — P; ;(22)) — %ﬁ YA Piira(02)+
+F La [Pjj4a(002) = Pij i1 2 (202)]
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Usamos novamente uma notagdo simplificada em que a densidade de
suscetiveis P;(1) = x, a densidade de infectados P;(2) = y, as probabilidades
conjuntas P;j(01) = u, P;;(12) = v, P;;(02) = w. Aplicando a ACMP (eq.
1.14), as equagdes diferenciais de evolugdo dos momentos da distribui¢do das
probabilidades independentes, para o modelo SIRI, sdo escritas como:

X = —po (1.17)
y = Potopw—qy

"o _@u_j”%aﬁ(g@_l) (=

5 = _(§+,Y>U+,B(€€—1)v(x—z—20)+U,B(C€—1) (1_u;U_y)

W = 5(2—1)%_fy(zw_y+v)—‘T_Cﬁw+Uﬁ(ég—l)W(l—(ﬁlfizis)—Zw),

em que x # 0 e se y = 0, necessariamente x # 1.
Os pontos fixos E; = (x*, y*, u*,v*, w*) séo

Ej— = (x%,0,u%0,0) (1.18)

y(x* 1)
E, = *, (x*-1)B,0,0,————B
e = (w61 =

em que 0 < x* < 1e B = [1{ — B —1)o] / [~ + B({ —1)0]

Examinamos a estabilidade da solugdo estacionaria E,—y+— =
(x*,0,0,0,0) e usamos a condigdo B = (1 — )/ (1 + o), para exibir os au-
tovalores em funcdo de 1y e 0. Desta forma, temos que 0 ponto fixo E,—+—¢
serd marginalmente estdvel se o < y{/ (v — 1+ { — 29(). A transi¢do de fase
terd o limiar critico:

_ e
o, = Py g v (1.19)

portanto, para este valor, o sistema perde a estabilidade. Acima deste limiar
critico podemos observar o efeito da reinfeccdo na dindmica do modelo, em
que verificamos a existéncia de uma transigdo de fase continua quando ¢ < 1
[37].

Na figura (1.2) construimos o grafico do parametro de ordem versus o para-
metro de controle (¢). Este gréfico é obtido a partir da densidade estacionéria
de infectados y* = (1 — /0 B) para um reticulado na ACMS e y* = (x* —1)B
na ACMP. Fixamos { = 2 e ¢ = 0.05(u.t)~!, atribuimos uma unidade de
tempo (u.t.) genérica. Os valores criticos obtidos, quando consideradas as
aproximacdes de campo médio, sdo o, = 0.056 e o, = 0.119 na ACMS e ACMP,
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respectivamente. Isto significa que o efeito da reinfeccdo (¢ > o) serd ob-
servado apenas quando a taxa de reinfecgao for superior a 5,6% da taxa de
infeccdo, na ACMS, e superior a 11, 9%, na ACMP. Portanto, existe uma faixa do
parametro ¢, para um dado B, na qual havera transmissdo da doenca através
da reinfecgdo no caso da ACMS, mas que nao é observada para a ACMP.

10—t v e

Densidade de Infectados (y)

Figura 1.2: No modelo SIRI: densidade estaciondria de infectados p versus o
coeficiente o, nas aproximagoes simples e de pares para uma cadeia ({ = 2), com
v=0.05(ut)",x*=0eB=(1-7)/(1+0),deacordo com a condicio
(1.1).

1.3.3 Modelo SIS: caso particular (c = 1)

Quando a taxa de infeccdo é igual a taxa de reinfeccdo (¢ = f) no modelo SIR],
ndo existird diferenca entre o estado suscetivel e recuperado (R = S), visto que
em ambos os estados o individuo pode se infectar com a mesma taxa. Desta
forma, a dindmica do modelo SIRI se assemelha ao do modeloSIS(S — 1 — S
ou R — I — R). Portanto, podemos apresentar o modelo SIS [12, 8] como um
caso particular do modelo SIRI, que é usado para modelar doengas causadas
por agentes bacterianos como a meningite meningocdcica, a peste, doengas
sexualmente transmissiveis.

No modelo SIRI, temos a condigdo de normalizagdo P;(0) + P;(1) + P;(2) =
1, mas no caso particular, em que o = B, ndo existe diferenga entre o individuo
suscetivel e recuperado. Desta forma, temos P;(0) = P;(1) e a condicdo de
normaliza¢do do modelo pode ser reescrita: 2P;(1) + P;(2) = 1.

10
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Usando uma notagédo simplificada, tomamos x = P;(1) = (1 —vy)/2,y =
Pi(2),z = P;(0) = (1 —y)/2, fazendo v = 1 pois 100% dos infectados se
recuperam (ndo ha mortes) e o = 1, podemos simplificar o sistema de egs.
(1.10), de modo que a equacao, relativa a densidade de infectados, é dada por:

y=py(l-y) -y, (1.20)

Note que, na ACMS do modelo SIS estocéstico, a equagdo que determina a
evolucdo temporal da densidade de infectados é a mesma equagao do modelo
SIS deterministico [38, 39].

Com base na equacdo (1.20), obtemos os seguintes pontos fixos F; = (x* +
z*,y*):

1 -1
Fro0=(1,0) e Fpry=|-5 —
y*=0 7 y*#0 ﬁ’ ‘B s
O primeiro ponto fixo F,-—( representa o estado absorvente de suscetiveis,
enquanto F - representa a fase ativa, em que hd transmissdo da infec¢do, ou
seja, a densidade de infectados é ndo nula no estado estaciondrio, caracteri-

zando um estado endémico. A transi¢do de fase ocorre no ponto critico . =1
[12].

Para analisar a ACMP, de forma andloga ao efetuado para o modelo SIRI,
podemos simplificar as condi¢des de normalizagdo (1.15):

P;(0) = 2P;;(00) + P, ;(02) 1.21)
p(2) = 2Pi,]' (02) + Pi,]' (22) '

Como a condic¢do de normalizacdo 2P;(0) + P;(2) = 1 é vélida, note que
escolhendo P;(2), P; ;(02) como probabilidades independentes, a densidade de
suscetiveis P;(0) e a probalidade conjunta P; j(22), podem ser obtidas através
das condi¢oes de normalizagdo. Desta forma, em SIS, o sistema de egs. (1.16)
pode ser simplificado para o sistema de equagdes, apds efetuado o somatério
sobre os vizinhos nos tripletos:

dP;(2)/dt = BP;j(02) — yP;(2)
ap;;(02) /dt = BT [P,,(002) — Byj(202)| + 1y [Py;(22) - By(02)] 2

Usando a notagao simplificada y = P;(2), w = P, ;(02), aplicando ACMP
(eq. 1.14) e fazendo v = 1, podemos reescrever as equagdes (1.22) da seguinte
forma:

y = pw—y

W= —2/3@;) sz + [/s(ggz) —2] w+y (1.23)

11
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em que y # 1.
Das equagdes (1.23), obtemos as solugdes estaciondrias F; = (x* +z*,y*):

Freo = (1,0)

_ ( 1-9 ﬁ(C—l)—é)
BC-1)—-1"p(C-1)—1)"

O ponto fixo trivial F«—o representa o estado absorvente de suscetiveis,
enquanto F«o representa a fase ativa, em que ha transmissédo da infecgéo e
portanto a densidade de infectados é ndo nula no regime estaciondrio. Ana-
lisando as solugdes estaciondrias, obtemos que a transicdo de fase ocorre no
limiar critico:

Fyr 40

R (1.24)

—1

Na figura (1.3), apresentamos o parametro de ordem (y) versus o parametro
de controle (B), nas aproximagdes de campo médio de um sitio e de pares para
o modelo SIS. Em uma rede quadrada ({ = 4), os valores criticos do parametro
de controle sdo: B, acms)y = 1, na ACMS e B acmp) = 4/3, na ACMP. Os
resultamos analiticos indicam transi¢do de fase em ambas as aproximagoes
de campo médio [40]; comparando com o valor obtido nas simula¢des de
Monte Carlo [12], em que B (s;p) = 1,6488, a ACMP apresenta uma melhor
aproximacdo do que a ACMS, ou seja, considerando correlagdes de ordem
superior, obtemos uma melhora significativa no valor do ponto critico.

1.3.4 Modelo SIR: caso particular (c = 0)

Quando a taxa de reinfecgdo é igual a zero (¢ = 0), a dindmica do modelo SIRI
se assemelha ao do modelo SIR (S — I — R), visto que o individuo recuperado
fica imune a doenca. Desta forma, também podemos apresentar o modelo SIR
como caso particular do modelo SIRI, que é usado para modelar doengas como
rubéola, sarampo, catapora e caxumba.

O modelo estocastico SIR [35, 41] tornou-se importante para a Mecanica
Estatistica por apresentar transicdo de fase fora do equilibrio continua entre
fase ativa e inativa da epidemia. Chamamos de fase ativa da epidemia a fase
em que ocorre a transmissdo (atividade) da doenca, ou seja, hd em algum
instante individuos infectados no reticulado. Mas a taxa de infeccdo pode ser
pequena o suficiente para ndo ocorrer a transmissdo; dizemos que esta fase é
inativa.

A fim de analisar a ACMS do modelo SIR, podemos reescrever o sistema
de egs. (1.10):

X = —Bxy
{ Y= Bxy =y, (1.5)
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Densidade de Infectados (y)

Figura 1.3: No modelo SIS: densidade estaciondria de infectados (y*) versus
a taxa de infecgdo (B), nas aproximagdes simples e de pares para uma rede
quadrada.

Temos que o sistema de equagdes (1.25) da versdo de campo médio de um
sitio do modelo SIR estocdstico é o mesmo sistema de equagdes do modelo SIR
deterministico [38]-[39], como era esperado.

O sistema de equagdes tem infinitos pontos fixos: G = (x*,y*) = (x*,0).
Os autovalores séo:

A =0
{ Ay — oyt (1.26)

Assim, o ponto fixo G;(x*,y*) é marginalmente estavel se A, < 0, ou seja,
se x* < 7v/B. A solugdo perde a estabilidade quando x* > /B, na ACMS, o
limiar epidémico é x. = v/ B. Percebe-se que no instante inicial (t = 0), tendo
xp > v/ B. Para termos a propagacdo da infec¢do na fase inicial, é necessario
que dy/dt > 0. Logo, temos o valor de Ry = xpB/7, o mesmo resultado
encontrado no modelo SIR deterministico [38].

Observamos que o ponto fixo trivial (x*,y*) = (1,0) (estado absorvente
de suscetiveis) perde a estabilidade quando v < B, entdo temos o limiar
critico 7. = PB. O estado absorvente de recuperados (z = 1), ponto fixo
(x*,y*) = (0,0), seré estével para qualquer valor de y. No estado estacionério,
todos os individuos infectados passam para o estado recuperado e o sistema
fica preso em um estado absorvente.

A fim de analisar a ACMP do Modelo SIR, consideramos ¢ = 0 de modo

13
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que as egs. (1.17) sdo dadas por:
—Bo (1.27)
= pv—y
S ﬁv(x—xu—zv)(gg1)_<§+7>v
v = BED oy

Em pares, o sistema de equacdes também tem infinitos pontos fixos:
p quag p
(v u*, 0", w") = (x%,0,u%,0,0). (1.28)

A partir da andlise de estabilidade linear do ponto fixo trivial
(x*,y*,u*,v*, w*) = (1,0,0,0,0), concluimos que ele serd marginalmente esta-
velse 2(y—1)+ (1 —2v)]/ <0,ouseja, se y > —2/2(f —1). Logo, em
pares, podemos escrever o limiar critico do modelo SIR:

_ (-2
'Yc—z(g_l)/

como ja havia sido atingido na referéncia [35]. Pela condi¢do de nomalizagao
(1.1), temos que B = 1 — 7.

A partir deste limiar, o ponto fixo (1.28) perde a estabilidade; e, dessa
maneira, para valores abaixo desse limiar, o sistema atinge um estado estacio-
ndrio absorvente; temos portanto que para tempos suficientemente longos, a
transmissao da doencga acontece, mas ird cessar (a densidade de infectados é
nula no limite  — c0), restando apenas individuos suscetiveis ou recuperados
na populacéo.

F importante notar que a transicao de fase s6 acontece para reticulados com
coordenacdo { > 2; assim, no modelo SIR ndo observamos transicdao de fase
para uma cadeia linear. Na referéncia [35] foram feitas simula¢des de Monte
Carlo, nas quais foram obtidos o ponto critico e os expoentes criticos do modelo
SIR. A partir das simulagdes realizadas para redes quadradas e triangulares,
foram obtidos os expoentes criticos estaticos consistentes com o conjunto de
expoentes da classe de universalidade de percolacdo dindmica isotrépica.

1.4 Conclusao

Quando utilizamos modelos deterministicos para estudar a dindmica de doen-
cas transmissiveis, obtemos o niimero de individuos suscetiveis, infectados e
recuperados a partir de fungdes de tempo discreto ou fungdes diferencidveis
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de tempo continuo; na maioria das vezes, o modelo é formulado em termos de
equagdes diferenciais e a solu¢do serd dada em fungdo do tempo (equagdes di-
ferenciais ordindrias) e do tempo e do espaco (equagdes derivadas parciais). J&
os modelos epidémicos estocdsticos sdo formulados como um processo proba-
bilistico baseado em conjuntos de varidveis aleatérias. A solucdo deste modelo
é uma distribui¢do de probabilidades para cada uma das varidveis aleatorias,
em que uma amostra, ao longo do tempo ou espago, seria uma realizacdo dessa
distribuigdo. Salientamos que as aproximagdes de campo médio correspon-
dem a sistemas de equag¢des deterministicas; por esta razdo recuperamos, na
ACMS, os modelos deterministicos, enquanto na ACMP obtemos melhores
aproximagoes do modelos estocasticos.

No caso do modelo SIRI obtivemos a transi¢do de fase continua (o < 1)
do estado epidémico para o estado endémico, tanto na ACMS quanto na
ACMP, usando o parametro de reinfec¢do ¢ como parametro de controle e
a densidade média de infectados com parametro de ordem. E importante
comentar que a reinfeccdo também pode acontecer espontaneamente pela
reativacdo endégena do patdégeno que se alojou no individuo na primeira
infeccdo, mas neste trabalho desprezamos esse efeito e estudamos somente o
caso particular do modelo SIRI com reinfeccdo exdgena, ou seja, a reinfec¢do
pelo contato com os primeiros vizinhos infectados.

Analisamos os conhecidos modelos SIS e SIR como casos particulares do
modelo SIRI. Recuperamos a dindmica do modelo SIS no limite ¢ = 1, em
que a taxa de reinfeccdo é igual a taxa de infeccdo (08 = B), identificando a
transicdo de fase continua do estado livre de infecgdo para o estado endémico.
No limite o = 0, em que ndo acontece a reinfec¢do, o individuo recuperado
fica imune a doenca, assim retomamos a dindmica do modelo SIR, para a qual
hé uma transicdo de fase continua do estado absorvente de suscetiveis para o
estado epidémico.
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The use of stochastic models to study the dynamics of infectious diseases is an important tool to understand the
epidemiological process. For several directly transmitted diseases, reinfection is a relevant process, which can be
expressed by endogenous reactivation of the pathogen or by exogenous reinfection due to direct contact with an
infected individual (with smaller reinfection rate o8 than infection rate 8). In this paper, we examine the stochastic
susceptible, infected, recovered, infected (SIRI) model simulating the endogenous reactivation by a spontaneous
reaction, while exogenous reinfection by a catalytic reaction. Analyzing the mean-field approximations of a
site and pairs of sites, and Monte Carlo (MC) simulations for the particular case of exogenous reinfection, we
obtained continuous phase transitions involving endemic, epidemic, and no transmission phases for the simple
approach; the approach of pairs is better to describe the phase transition from endemic phase (susceptible,
infected, susceptible (SIS)-like model) to epidemic phase (susceptible, infected, and removed or recovered
(SIR)-like model) considering the comparison with MC results; the reinfection increases the peaks of outbreaks
until the system reaches endemic phase. For the particular case of endogenous reactivation, the approach of pairs
leads to a continuous phase transition from endemic phase (SIS-like model) to no transmission phase. Finally,
there is no phase transition when both effects are taken into account. We hope the results of this study can be
generalized for the susceptible, exposed, infected, and removed or recovered (SEIRZ) model, for which the state
exposed (infected but not infectious), describing more realistically transmitted diseases such as tuberculosis. In
future work, we also intend to investigate the effect of network topology on phase transitions when the SIRI

model describes both transmitted diseases (¢ < 1) and social contagions (o > 1).

DOI: 10.1103/PhysRevE.95.062135

I. INTRODUCTION

Since the beginning of the last century, the mathematical
modeling is a tool for studying transmitted diseases [1,2]
such as childhood diseases (measles, whooping cough, chicken
pox, etc.) as well as vector-borne diseases (malaria, dengue,
etc.) [3,4]. More recently, due to the complex circulation of
people around the world, many effects are enlarged, increasing
the propagation of transmitted diseases. For instance, the
cocirculation of interacting infections [5,6] is very frequent
for transmitted diseases such as tuberculosis and AIDS; the
reinfection effect [7] seems to become more relevant for some
transmitted diseases such as tuberculosis and viral hepatitis for
which patients acquire partial immunity.

For analyzing these complex situations, it would be neces-
sary to make use of different methods. Two complementary
approaches add trust to the traditional deterministic models
based on population-wide random mixing, leading the mod-
els from population level to individual level: the network
theory [8] and the stochastic dynamics strictly connected
to percolation theory [9]. Recent results indicate that, for
scenarios of cooperativity such as in interacting epidemics,
hybrid first order transitions may occur on epidemic models
in Erd6s-Renyi networks and on d-dimensional lattices with
d > 4 but do not occur on d = 2 lattices [10,11]. For some
other situations, such as a model for vertically and horizontally

*alessandrobarros @ifba.edu.br
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transmitted infection, a discontinuous phase transition may
occur even for d = 2 lattices [12].

Assuming an individual can be susceptible (S), infectious
(D), and recovered (R), the SIS and SIR deterministic models
are the basic models for describing the dynamics of endemic
and epidemic processes, respectively. Meanwhile, the SIR
model is suitable to describe the transmitted diseases with
permanent immunity such as childhood diseases, and the
SIS model is appropriate to describe diseases where repeated
infections are common such as sexually transmitted diseases.

In the literature, some deterministic population-based mod-
els are analyzed to investigate the relevance of reinfection
effect [13,14] of some transmitted diseases, such as tuberculo-
sis, for which the individuals are temporarily protected but can
be reinfected. However, the reinfection occurs with probability
smaller than one. In this work, we analyze a stochastic discrete
version [15,16] of a basic epidemiological model on a lattice
with coordination number ¢ (¢ = 2 and 4), called the SIRI
model (susceptible, infected, recovered, infected) [17-19],
considering the probability of changing the state of a site i
depending on its neighborhood. The SIR model with recurrent
infection is presented in [20], wherein an infected individual
may, spontaneously, become recovered, that is, acquire a
permanent immunization. We intend to investigate the role
of reinfection parameter, concerning the dynamical evolution
to no transmission, epidemic, or endemic state.

Moreover, even for transmitted diseases that individuals
acquire total immunity against the pathogen, due to its genetic
variation, the reinfection may be associated with partial
immunity against the mutant pathogen [21,22]. It has occurred,

©2017 American Physical Society
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Susceptible

Infected Recovered

FIG. 1. Schematic representation of the SIRI model: the pa-
rameters 8, o, y, and « are, respectively, infection, exogenous
reinfection, recovery, and endogenous reactivation rates.

for instance, for whooping cough outbreak that was triggered
again in the United States in 2012, mainly in Washington, lowa,
and Colorado, reaching the older population [23]. Moreover,
it is known that the vaccination efficiency is reduced when the
recovered individual from a prime infection interacts with a
mutant pathogen [24].

According to the mean-field approximations for the
stochastic SIRI model, depending on the recovered rate and
on the difference between the infection and reinfection rates,
in this paper we obtain a continuous phase transition between
epidemic and endemic regions of phase space, neglecting the
endogenous reactivation. The paper is organized as follows: in
Sec. Il we introduce the stochastic SIRI model and its transition
rate. In Secs. Il and IV we present and discuss the results of the
one-site and pair mean-field approximations for the particular
cases of SIRI model, without endogenous reinfection (Sec. I1I)
or without exogenous reinfection (Sec. IV). Finally, in
Sec. V, we make a summary of our concluding remarks and
perspectives. Among the perspectives, we call the attention
to the effect of topology network on discontinuous phase
transitions observed when the SIRI model describes social
contagions (o > 1) [17], mimicking a cooperative behavior
analogous to coinfections in the SIR model.

II. STOCHASTIC SIRI MODEL

The SIRI model is defined on a regular lattice of N sites
(see Fig. 1). A stochastic variable n;, associated with every
site 7, can assume three values n; = {0, 1, 2} that correspond
to susceptible, infected, and recovered states, respectively. The
dynamics is asynchronous and the population is constant, that
is, there is no vital dynamics. At each time, one site is randomly
chosen and the following local rules are applied:

(1) A susceptible individual can become infected with a
probability of infection b if at least one of its nearest neighbors
is infected. The probability (0 — 1) is given by bn /¢, where n
is the number of infected neighbors and ¢ is the coordination
number of the network.

(2) An infected individual spontaneously recovers with
probability of recovery (2 — 0) given by c.

(3) Arecovered! individual can be reinfected in two ways:

'Note that the “recovered” individual corresponds, in this model, to
an individual that may be reinfected; therefore, it may be considered
a susceptible individual of type 2.
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(a) by exogenous reinfection with probability (0 — 2)
given by obn/¢, if at least one of his first neighbors is
infected, where o is the reinfection coefficient;

(b) by endogenous reactivation, which occurs with
probability (0 — 2) given by a.

In this work, since we are interested in analyzing the effect
of reinfection for infectious diseases, whose action is smaller
than prime-infection action, we consider a particular case of
the stochastic SIRI model, for which the reinfection rate o 8 is
linked to the infection rate § and it is smaller, i.e., 0 < 1. Note
that, in the context of social networks, it is also interesting to
analyze the case o > 1 as it was done by us and two coauthors
in [17] for @ = 0.

Thus, we can understand that o < 1 depicts the situation
where the recovered individual does not acquire full immunity.
Therefore, we assume o varying in the interval [0, 1]. Note that,
for the special case where there is no reinfection (¢ = 0 and
o = 0), we recover the SIR model [25,26]. Still, with « = 0,
for the limit o = 1, the dynamic resembles the SIS model
[27,28] because the recovered individual becomes susceptible
to the disease with the same probability of infection (cb = b).

Thus, there are four external parameters linked to this
process: infection rate (), endogenous reactivation rate («),
exogenous reinfection coefficient (o), and recovery rate (y).
The rates are related to the probabilities as follows:

o=t =l 28 )
€ € €
withe =a+p+0B8+y.

Since it is a Markov process continuous time, we can
conveniently rescale the time so that the rates satisfying the
following condition:

e=1. 2

Thus, a, 08, B, and y are reduced rates.

The local rules may be written through transition proba-
bility per site, in which the ith site has its state »; is updated
according to the expression

wi(n) = gé(ni,l) > 8(n;.2) + ad(n;,0)

J#
op
+—8(n:,00 ) 8(1;,2) +y8(ni,2),  (3)
¢ —
J#
for which the notation §(r,r,) represents the Kronecker delta.
The summations of Eq. (3) are made on the first neighbors j
of the site i. The first term on the right side of Eq. (3) describes
the process of infection, the following two terms represent the
endogenous reactivation and exogenous reinfection, respec-
tively, while the fourth term represents the recovery of an
infected individual.
The time evolution of the probability distribution P(#) of
configuration n = {n;} is governed by the master equation of
Markov processes:

dP = A n)P(AT P 4
o (n)—Zi:{wi( i MPA D) —w,(mPm}), @)

where A is an operator and A; is the operator A acting on
the ith site of the configuration 7, that is, on the site that
suffered transition, changing its state in the following order:
(1—-2,2— 0and 0 — 2). A~ is the inverse operator A and
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w; corresponds to the transition probability of the site changes
the site i state from nton’ = A;n. The average of state function
f(n) on the distribution of probabilities P(n) is defined by
(fm) =22, fFaP ().

The average of time evolution of {f(5)) is obtained from
the master equation, written as

d
S (fm) = Z (LF(Am) — F)Iwi(m)). (5)

1

The equations of evolution for the probability P;(1) and
P;(2) (the densities of susceptible and infected individuals,
respectively) can be obtained from the master equation (4)
using the transition probability by site of the SIRI model given
by Eq. (3). Remember that P;(1) = (§(n;,1)) and P;(2) =
(6(n;,2)). Thus, the time evolution equations for the first
moments of the probability distribution are

d
EPI'(I) = —pP ;(12),

d
EPi(Z) =BP ;(12) -y P,(2) + 0B P ;(02) (6)
+a P;(0),

for which the joint probabilities P; ;(12) and P; ;(02) are given,
respectively, by P; j(12) = (8(n;,1)8(n;,2)) and P, ;(02) =
(6(n;,0)8(n;,2)) with j as the neighboring site of i.

The equation of time evolution for P;(0), the density
of recovered individuals, can be obtained from Eq. (6),
due to the following normalization condition: P;(1) + P;(2)
+ P(0)=1.

A. Mean-field approximation of one site (SMFA)

In the simplest approximation, we treat each site as if it
was independent of other sites, that is, we decorrelate the joint
probability as follows:

P j(minj) = P(mi)P(n;). (N
|

d
)= —BP; j(12),

i1",-(2) = BP;j(12) + 0P, j(02) + a Pi(0) — y P;(2),
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Using a simplified notation x = P;(l), y = P;(2), and
z = P;(0) =1 — x — y, we rewrite the system of Eq. (6):

x:_ﬂxyv
y=0B(l—x—y)y+Bxy—yy+all—x—y). (8

The system of differential equations (8) presents the following
fixed points E(x*,y*):

Ey=(1,0); Ex=(0,y5),
where yz = (C F/C?+4yop)/2cfandC =of —a — y.

The first fixed point E represents the no transmission state,
where there are neither infected individuals nor recovered
individuals. The second fixed point E_ has no epidemiological
sense. The third fixed point E represents the state for which
the transmission of the disease occurs, in other words, the
density of infected individuals is not null in the steady state,
featuring an endemic state.

Performing the local stability analysis of the fixed points,
the trivial fixed point Ey is a saddle point and the fixed point
E, is a stable node, for any positive values of rates o, 8, o8,
and y. Therefore, for the SIRI model with @ € (0,1) and o €
(0,1), based on the SMFA stability analysis, there is no phase
transition. Thus, the absorbing state of susceptible, represented
by Ey, can only be observed if the system’s initial configuration
is (x9,y0) = (1,0). If the initial system configuration s (x,y) #
(1,0), the disease transmission occurs and the system evolves
to a fixed point E ..

B. Pair mean-field approximations (PMFA)

Let us assume a more realistic approximation, in which
triples are uncorrelated, but we keep the correlation of the pairs.
In this case, there are only three independent probabilities of
pairs: P; ;(01), P; ;(02), and P; ;(12). Thus, the differential
equations of first and second moments of the probabilities
distribution are

()

P jx(102) — y P, j(12) + a P; ;(12),

[P;,;x(002) — P; ; x(202)]

dt
d €1
& B 00 = =D B, 14(012) 4 0B B QO]+ ¥ B 12) — Py O1)
d —1
B2 = —p DR 02) — B (12) 4 Ps12) + 0f
d —1
“ B 02) = P& =D p  012) = 1P 02 - P21+ 2

_op = 1)

B -1
¢

Pi,j(oz) + Ol[P,,j(OO) — P,,j(OZ)]

The second moment’s equation of the distribution is dependent on the third-order msd10oment’s equations. Applying the pair
mean-field approximations (PMFA) to truncate the dependence of the correlation between the probabilities of second order, the

triple correlations are approximated to

P jx(nimjine) =

P ij(miny) Pjx(mjne)

9
P;(n;) .
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Using a simplified notation x = P;(1), y = P;(2), u = P, j(01), v = P; ;(12), w = P; ;(02) and applying PMFA, we can

rewrite the previous system as follows:

x = —p,
y=pv+opw+all —x —y)—yy,
__fe-Dw o opG D ww
& ¢ (d-x-y
i’=—<é+y—a>v+ﬁ(z_l)v(x_”_%)_i_ffﬁ((—l) uw ’
¢ ¢ X ¢ 1—=—x—-y)
wzMﬂ_V(ZW—Y+U)—%w+aﬂ(§_l)w(l_x_y_u_zw)+a(1—x—y—u_2w), (10)
¢ * ¢ ¢ 1=—x—-y)

where x # 0 and if y = 0, necessarily, x # 1.

Solving the system of the equations (10), we find an infinite
number of fixed points:

E* = (x*,y,0,0,w"),
wherein y* and w* are

«_ (" =Dyt —op( - D]
o =1~y
.y =Dyt —op@ — 1]
oBlop(c = 1) —vy]
for any value of 0 < x* < 1.

Differently from SMFA, in site pairs there is no trivial
fixed point. The system (10) does not allow the density of
susceptible individuals (x) to be zero. Analyzing the fixed
point E*, the stationary density of infected (y*) will only be
positive if@ < y < aB(¢ — 1). Note that if the density of
susceptible individuals is equal to one (x = 1), it implies that
y = 0, which is not possible [see system (10)]. Thus, to study
pair approximation we have to have at least one recovered or
infected individual in the initial configuration.

In order to understand the influence of the effects of
exogenous reinfection and endogenous reactivation in the
dynamical transmission of infectious diseases, we will study
each effect separately.

’

III. EXOGENOUS REINFECTION

In the particular case of the SIRI model, wherein @ = 0
and 0 < o0 < 1, we neglect spontaneous reactivation of the
pathogen, i.e., the reinfection only occurs if the individual,
due to directed contact with infected neighbors, acquires a
new pathogen. Note that the rate of reinfection (¢ ) is smaller
than the primary infection rate (8): so, it differs from the SIS
model (o = 1) and from the SIR model (¢ = 0).

With the aim of illustrating a comparison between the SIRI
model with SIS and SIR models, in terms of the reinfection
effect, we simulate the SMFA and PMFA of the SIRI model
for « = 0 and different values of o, keeping fixed the value
of B. In Fig. 2(a), we show the time series of infected
individuals resulting from the numerical integrations of system
(8); the simulations of SMFA make evident that the reinfection
effect increases the size of outbreaks in relation to the SIR
model, leading from epidemic to endemic behavior until the
limit case of the SIS model. This effect is also observed in

(

Fig. 2(b) resulting from the numerical integrations of system
(10) indicating that PMFA of the SIRI model leads to smaller
peaks of outbreaks than its SMFA. In general, the threshold
value of o is smaller for SMFA than for PMFA; for that set
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FIG. 2. Time series of infected individuals of SIRI model (¢ = 0)
with = 0.5 and y = 0.05 for mean-field approximations; o = 0,
SIR model (solid line), o = 0.05 (dashed line), o = 0.6 (dotted-
dashed line), and o = 1, SIS model (dotted dotted-dashed line).
(a) For SMFA, the threshold value is o = 0.1 (dotted line); (b) for
PMFA: the threshold value is ¢ = 0.1/0.85 ~ 0.118 (dotted line).
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FIG. 3. Comparison between SIRI model (¢ = 0) and its par-
ticular cases in terms of the primary infection rate 8. Assuming
y = 0.05, (a) the density of infected individuals versus $: in case of
SMFA for 0 = 0.8 (solid line) and ¢ = 1 (dashed line) generating
B:n = 0.05 and B;, = 1, respectively; in case of PMFA, for o = 0.8
(dotted line) and o = 1 (dotted-dashed line) generating B, = 0.1
and 2, respectively; (b) in case of SMFA the density of recovered
individuals versus g for ¢ = 0.2 (dotted line), o = 0.8 (dashed line),
and o = 0 (solid line) (SIR model) generating B, = 0.04, B,, = 0.4,
and B, = 0.05, respectively.

of parameters, the threshold value of ¢ is 0.1 and 0.118 for
SMFA and PMFA, respectively.

Moreover, keeping fixed the reinfection effect of the SIRI
model, we choose two non-null values of o (¢ = 0.8 and 0.2)
for comparison of the threshold value of primary infection rate
B (set up as the control parameter) as well as the intensity of
endemics (for SIS and like-SIS models) for the larger value
of o and the intensity of outbreak (for SIR and like-SIR
models) for the smaller value one. In the first case, looking
at the density of infected individuals as the order parameter
[see Fig. 3(a)], we set up that the SIRI model generates
stronger endemics than the SIS model. It also presents a smaller
threshold value of primary infection parameter 8 than for the
SIS model in both cases: SMFA (B;;, = 0.05 in contrast to

PHYSICAL REVIEW E 95, 062135 (2017)

B:n = 1 for the SIS model) and PMFA (B, = 0.1 in contrast
to By = 2 for the SIS model). In the second case for which
the density of recovered individuals is the order parameter [see
Fig. 3(b)], the SIRI model presents a smaller threshold value
of primary infection parameter 8 than for the SIR model in
SMFA (B, = 0.4 in contrast to B;;, = 0.5 for the SIR model).
In pairs the density of recovered individuals only depends on
the coordination number for the SIR model [26].

A. SMFA (« = 0)

In the simple approximation, we made o = 0 in the system
of differential equations (8), and we obtain the fixed points

* * . * __ 14
Ey =(x"0); ET = (0,1 aﬁ)’
with) <o < 1.

The fixed point Ej corresponds to the infinite number of
absorbing states [29], i.e, for which we can find a disease-free
population. If the stationary density of infected individuals
(y*) is null, the transmission of the disease ceases (or even not
happens). The point E| represents a population for which the
density of infected and recovered individuals is non-null, i.e.,
the transmission of the disease persists in the population.

Based on the local stability analysis, E; will be unstable
if x* > (y — oB)/[B(1 — o)]. At the initial phase (r = 0), in
order to observe the disease spreading, i.e., E} stable, we must
have y > 0 and x <0, or xo > x* > (y —opB)/[B(1 —o)],
wherein x is the initial number of susceptible individuals.

The phase diagram is constructed using only two pa-
rameters; with this aim, we made a change of variable by
transforming

_ =y
Uﬂ_ 2 ps
_d=y)
ﬂ_ 2 +pa
Y=Y, (1D

wherein the parameter p = (1 — o)/2withp € [0,1/2], 0 €
[0,1], and satisfying the condition (2). Performing this trans-
formation, we can design the parameter space defined on the
surface R> to a plane p x y.

The critical threshold of the epidemic for this particular
case in the SMFA is

_1-=-3y
TS

For the infinite number of fixed points that represent a
disease-free population, we can highlight the following:

(1) The trivial fixed point E}_, = (x*,y*) = (1,0) rep-
resents the absorbing susceptible state, wherein there is no
disease transmission, and it is stable if y > g, i.e., the critical
threshold of transition between no transmission and epidemic
states is given by the line p = 3y — 1)/2.

(2) The fixed point E;_; = (x*,y*) = (0,0) represents the
absorbing recovered state, the extreme case where all individu-
als have been infected and are recovered; itis stableif y > o3,
i.e., the critical threshold of transition between epidemic and
endemic states is given by the line p = (1 — 3y)/2.

(12)

Pc
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FIG. 4. Phase diagram of the SIRI model (# =0and0 <o < 1)
in the SMFA, wherein p = (1 — ¢)/2. The bold line corresponds to
o = 0; the dotted line and dashed line are such that p. = (1 — 3y)/2
and p = (—1+ 3y)/2, respectively; finally, the dotted-dashed line
corresponds to 8 = 0.

(3) The fixed point ET represents the state in which
the transmission of the disease persists in the population;
it is stable if o8 > y, the critical threshold of transition
between endemic and epidemic states is given by the line
p=(1-3p)2

Thus, for SMFA, the phase diagram, shown in Fig. 4,
exhibits a continuous phase transition. Thus, when the reinfec-
tion rate is larger than the recovery rate, o8 > y, the system
evolves to the endemic state. The line p. = (3y — 1)/2 defines
the region of costability, wherein the system may present
transmission (epidemic phase) or no transmission.

The endemic region represents a population where the
disease activity persists and the density of infected individuals
is non-null in the stationary state. In the epidemic region, there
are no infected individuals at steady state, but there is recovered
individuals due to the transmission of the disease. In the no
transmission region, there is no activity of the disease at any
time.

B. PMFA (a = 0)

For the two-site approximation, assuming ¢ = 0 in the
system of differential equations (10), we obtain the fixed points
Ei = (-X*sy*su*sv*aw*):

Ey = (x*,0,0,0,0),
El = ('x*70?u*!010)7

*—1
E, = (x*,(x* — 1)B,0,0, — MB),
Bo
wherein 0 <x* <1 and B =[y¢— B — Dol/[-y +
B¢ = Do].
The fixed point E, is marginally stable if o <

y¢/(y — 14+ ¢ —2y¢). Applying the same change of vari-
ables made in the SMFA, we can set up the phase diagram in
terms of the variables p and y. So, there is a phase transition

PHYSICAL REVIEW E 95, 062135 (2017)
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FIG. 5. Phase diagram of the SIRI model (# = 0and0 <o < 1)
in the PMFA for ¢ = 2 (solid line) and ¢ = 4 (dashed line), that
correspond, respectively, to p. = (1 —5y)/2and p. = (3 — 11y)/6.

for which the critical threshold is given by

_y—1+0d-=3y)
o 20 — 1 ’

c

13)

such that, above this threshold value, the reinfection is
active. The transition occurs at p. = (1 — 5y)/2 for a chain
(¢ =2)and at p. = (3 — 11y)/6 for a lattice with coordina-
tion number ¢ = 4.

In Fig. 5, we represent the phase diagram for PMFA,
showing the continuous phase transition between the endemic
and epidemic regions. Differently from SMFA, we do not
observe costability using pair approximation. We note that
there is disease activity in all regions, without no transmission
region. For PMFA, the endemic region is larger for { = 4 than
for { = 2, while for SMFA the endemic region does not vary
with coordination number of the lattice as it was expected.

Comparing the phase diagrams for SMFA (Fig. 4) and for
PMFA (Fig. 5), itis easy to see that, for some parameter values,
the reinfection effect for SMFA is able to keep an endemic
state, but not for PMFA as it is illustrated in Fig. 6 where the
value of reinfection parameter o is fixed. It indicates that the
threshold value of reinfection parameter is higher for PMFA
than for SMFA.

In order to keep working with control parameter p, we
set up the threshold value of p for both approximations and
for Monte Carlo simulations. In Fig. 7(a), we construct the
graphic y x p to show the relationship between the number
of infected individuals and the parameter p. This graphic is
obtained by stationary density of infected individuals y* for a
lattice in the SMFA and PMFA. Fixing y = 0.05(t.u.)™! using
a generic time unit (t.u.), the critical values obtained for the
approximations are p5 = 0.425 and p/ = 0.374 in the SMFA
and PMFA, respectively.

Performing Monte Carlo simulations of the SIRI model
on chains [see Fig. 7(b)], we conclude that PMFA leads to a

better description of the model than SMFA since the threshold
value of p, obtained by the second order cumulant analysis, is
pe = 0.309.
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FIG. 6. Time series of infected individuals of the SIRI model
(¢ = 0)assuming § = 0.5; y = 0.05and o = 0.11 for SMFA (solid
line) and PMFA (dotted line).

IV. ENDOGENOUS REACTIVATION

In this particular case, wherein 0 <o <1 and 0 =0,
we are disregarding the effect of exogenous reinfection. This
means that the individual will not be reinfected if placed in
contact with infected individuals, but there is a chance that
the pathogen acquired in the primary infection reactivates
spontaneously. We study this effect for the SIRI model
behavior, making the endogenous reactivation rate « to vary
in the range [0,1].

A. SMFA (6 =0)

Assuming o = 0 in the system of differential equations (8),
we obtain the fixed points E = (x*,y*):

1
Ey=(1,0; E,=(0,——].
0= (1,0 2 ( 1+%>

The trivial fixed point E, represents the absorbing state
of susceptible individuals, meanwhile, the fixed point E,
corresponds to a state which there is disease transmission.
Similar to the general model (with endogenous reactivation and
exogenous reinfection), this particular case does not present
absorbing states of susceptible and recovered individuals.
Therefore, if there is, at least, an individual porting the
disease’s pathogen, the transmission persists in the stationary
regime.

We note that, for the stationary state E,, @ = y corresponds
to the state that the density of infected (y*) and recovered
(z*) individuals are equal to 0.5; in other words, half of the
population will have the pathogen of the disease in the steady
state. For o > y, the density of infected individuals tends to
one (y* — 1) and the density of recovered individuals tends to
zero (7" — 0); for @ K y, the density of infected individuals
tends to zero (y* — 0) and the density of recovered individuals
tends to one (z* — 1).

Assuming positive values for rates «, 8, and y, the trivial
fixed point Ey is always a saddle point; the point E,

PHYSICAL REVIEW E 95, 062135 (2017)
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FIG. 7. In the SIRI model (o = 0): the stationary density
of infected individuals p versus p (p x p) for a chain, with
y =0.05(t.u.)™!, x* =0,and B = (1 — y)/(1 + o), according to the
condition (2); (a) for SMFA (solid line) and PMFA (dotted line);
(b) for Monte Carlo simulations assuming ¢ = 2 and different values
of L, L =20, 40, 80, 160, 320, and 640, with the square symbol
corresponding to the last one.

corresponding to the state of disease activity, is asymptotically
stable.

We construct the phase diagram for the SMFA making the
change of variable

a=(1-y)/2-p,
B=0-y)/2+p,
Y=Y, (14)

wherein the parameter p = (8 — «)/2 is set in the range
[—1/2,1/2].

In this way, we can design the parameter space defined on
the surface R* on a plane p x y. In Fig. 8, we observe no
phase transition, i.e., the population remains in the endemic
state. Thus, the density of infected individuals is not zero, and
when ¢ — 00, the number of susceptible individuals goes to
Zero.
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FIG. 8. Phase diagram of the SIRI model (¢ # 0 and o = 0) for
the SMFA, wherein p = (8 — «)/2.

B. PMFA (o = 0)

Assuming ¢ = 0 in the system of Eq. (10), we obtain
infinite number of fixed points £ = (x*,y*,u*,v*, w*):

Dy

E = (x*,D,0,0,—
o+y

), Vx*#£0,x*<1 (15
wherein D = a(1 — x*)/(a + y).

We also obtain, for the pair approximation, that the steady
state does not depend on the coordination number ¢. This
behavior is due to the fact that the transition SI — I, that
depends on the neighborhood, for long time, ceases to occur,
remaining only the spontaneous transitions / — Rand R — I.
Another difference in relation to the general case (o #% 0 and
o # 0) is that the trivial fixed point Ey = (1,0,0,0,0), which
is the absorbing state of susceptible, is a possible solution.

The fixed point trivial E; will be stable if y >
(¢ —2B)/(2¢). Making the change of variable (14) and using
the condition (2), we have the critical threshold p in terms
of y:

pe=13ily —1+¢d =2y (16)

For a chain (¢ = 2) and a square lattice ({ = 4), the critical
threshold is p. = (1 —3y)/2 and p. = (3 — Ty)/2, respec-
tively, and the stability occurs for values of y < «. Differently
from SMFA, in pairs we observe a transition between the
endemic and no transmission states, again assuming only
positive values for rates.

We construct the phase diagram doing the same change of
variable as in the SMFA. In Fig. 9, the phase diagram for pair
approximation is shown; for { = 2 there is a region of disease
activity that is inactive for ¢ = 4 and vice versa.

V. DISCUSSION AND CONCLUDING REMARKS

We use the stochastic SIRI model to investigate the
reinfection effect for directly transmitted diseases. Based on
its master equation and the mean-field approximation analysis,
we conclude that the pair approximation leads to a phase
transition for the particular cases of exogenous reinfection
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FIG. 9. Phase diagram of the SIRI model (¢ # 0 and
o =0) for PMFA, wherein p = (8 —«)/2; the lines p. =
%[y — 14 ¢ —2y)] for ¢ =2 (solid line) and ¢ = 4 (dotted line).

(endemic-epidemic) or endogenous reactivation (endemic—no
transmission). However, the phase transition is not observed
if both effects are taken into account together; keep only the
endemic state.

The phase diagram for « = 0 is very interesting since it
corresponds to a different phase diagram from the SIS to
SIR model; the control parameter p measures the net effect
of infection and reinfection. However, the endemic region is
larger for ¢ = 4 than for ¢ = 2. Still for « = 0, another very
interesting phase diagram is observed for one-site mean-field
approximation since there is a subregion of epidemic phase
that coexists with no transmission phase (no transmission due
to infection); its endemic region is larger than the endemic
region for one-site mean-field approximation.

For the exogenous reinfection effect, we set up the threshold
value of control parameter p, related the difference between the
primary infection and reinfection, for both SMFA and PMFA,
as well as for Monte Carlo simulations through the cumulant
analysis. The results emphasize that PMFA is much better
than SMFA to describe the dynamics of exogenous reinfection,
leading to a smaller value of p, that means a larger value of
reinfection parameter o . Moreover, the arisen comparisons of
the SIRI model with the limit cases of SIR and SIS models
highlight its richness making evidence of the transition from
the epidemic to endemic phases: the reinfection increases the
peaks of outbreaks until the system reaches the endemic phase.
Besides, it also important that, for a fixed non-null reinfection
parameter, for any value of primary infection rate B, the
intensity of the epidemics or endemics is stronger than for
the limit cases, and its threshold values S, are smaller than its
values for the SIS and SIR models.

Concerning diseases such as tuberculosis that are typically
endemic, the SIRI model is able to describe the reinfection
effect. For both particular cases of exogenous reinfection and
endogenous reactivation, the endemic phase is identified for
lower values of both the recovered rate and the net result for
reinfection in relation to infection (0 < p < 1/2).
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The next step, still in the context of stochastic dynamics,
consists in adding a latent compartment in the SIRI model
called the exposed compartment, for which the individual
is infected, but not infectious. In order to describe diseases
with latent period in a more realist way, we intend to analyze
the susceptible, exposed, infected, and removed or recovered
(SEIRL) model assuming R — E transition by exogenous
reinfection and R — [ transition by endogenous reactivation.
Thus, the SEIR% model should describe, in a more realistic
way, diseases with latency period, such as tuberculosis.

Another consequent perspective of this work is to investi-
gate situations for which SIRI model presents discontinuous
phase transitions as we have observed in Erd6s-Renyi networks
when o > 1 to describe the social contagions [17]. We
conjecture that the increasing propagation of ideas may mimic
the cooperative effect analogous to coinfections simulated by
the SIR model with two different probabilities of infection
[10,11]leading to abrupt transitions for Erdés-Renyi networks.
Therefore, we intend to perform a systematic analysis of the

PHYSICAL REVIEW E 95, 062135 (2017)

SIRI model, for o < 1 and o > 1, on networks with different
topologies.

Finally, that analysis may be extended for d-dimensional
lattices with different values of d. As for the SIS model [28] and
SIR model [30], whose upper dimension to recover the critical
exponents of SMFA are, respectively, dyr = 4 and dyir = 6,
we expect that there is an upper dimension to characterize
the continuous phase transition of the SIRI model for @ = 0
ando < 1.
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Abstract — The study of social contagion processes is of utmost importance for understanding the
emergence of collective social states. Here we introduce reinfections in the Susceptible-Infected-
Recovered (SIR) model so to incorporate the possibility that an individual that ceases its activity
(recovered) can resume it due to secondary infections from its active (infected) peers. We show
that, when primary infection is less frequent than secondary ones, a typical situation in many
social contagion processes, the epidemic transition turns from smooth to abrupt. As a conse-
quence, macroscopic collective states can be triggered from the inactive (healthy) regime by a

small increment of the primary contagion rate.

Copyright © EPLA, 2015

Introduction. — Contagion processes are at the core of
the emergence of many collective social phenomena includ-
ing the spread of information and gossips, the adoption of
beliefs and behaviors, or the massive use of products and
innovations [1-3]. The study of such phenomena usually
relies in epidemic models [4,5], thus assumming that ideas,
products or beliefs spread in a viral way through pairwise
contacts between individuals [6-8]. The recent advent of
online social networks has amplified the number and cov-
erage of such pairwise contacts, thus reshaping the social
contagion patterns [9-12]. As a product, the unfolding of
collective actions and protests, such as the Indignados [13]
and Occupy Wall Street [14] movements, has turned into
global and almost explosive phenomena.

The massive use of these new communication means
has challenged the mathematical frameworks aimed at
describing contagion processes. In this way, the usual
compartmental epidemic models, such as the Susceptible-
Infected-Susceptible (SIS) and the Susceptible-Infected-
Recovered (SIR) [15], have been recently reformulated
to incorporate the dynamical and structural ingredients
of the interaction networks observed in real social sys-
tems [16-24].

The SIR and SIS models have been intensively stud-
ied within the context of non-equilibrium phase transi-
tions and critical phenomena [25-27] as two cornerstones

of epidemic modeling [28]. In addition, these are also con-
sidered as natural frameworks for the study of social con-
tagion processes [29-31]. The SIR model assumes that
when individuals recover after being infected they cannot
catch the disease again. In a social context, this implies
that when individuals cease their activity (usage of some
product, or spreading any idea or innovation), they are
not allowed to resume it. This is not realistic in many real
social scenarios in which, for instance, being active means
using a product or spreading an idea. In such cases, the
SIS model is a more suitable framework as it gets rid off
this constraint by considering multiple infections, so that
individuals are allowed to alternate over time the active
and inactive states.

An important issue that is neglected under the SIS
framework is the difference between the primary infec-
tion and secondary ones. For instance, think of the dis-
semination of a new online social network that we start
using following the recommendation of a peer. This pri-
mary contagion requires us to make an effort due to, for
instance, the unavoidable installation and training pro-
cesses. However, if this contagion is a reinfection, i.e.,
we resume using the platform after being inactive, the ef-
fort invested will be much smaller. Let us note that in
the case of diseases, the picture is the opposite, i.e., sec-
ondary infections of the same pathogen are possible but

58006-p1



Jests Gémez-Gardenes et al.

0.8+ 0.8

0.6 0.6

04 0.4
X=0.15 -

02 0.2

0 i i i i Il 'l
0 01 02 03 04 05 06 07 08
h

Fig. 1: (Color online) Fraction of recovered individuals as a
function of A. We show two diagrams of the SIRI one (solid
curve) corresponding to A’ = 0 (SIR model) and another one
(dashed curve) where the reinfection rate is set to A’ = 0.15.
The recovery rate is 4 = 0.8. The color code indicates (as
shown in the color bar) the initial fraction of recovered indi-
viduals. The network used is an ER graph with N = 5000
nodes and average degree (k) = 6.

less probable than primary ones, due to the total or partial
immunity acquired after the primary contagion.

In this letter we explore the impact that reinfections
have on the onset of collective (epidemic) states. To this
aim, we transform the SIR model into a SIRI one [32-35]
by incorporating secondary infections. As in the SIR
case, in the SIRI model individuals can be in three
states or compartments: S healthy (ignorant), I infected
(active/spreader) and R recovered (inactive). The elemen-
tary transitions between these compartments are defined
as: i) S+ I — 2I with rate A, ii) I — R with rate p
and iii) R+ I — 2I with rate X'. Thus, at variance with
the SIR model, here recovered (inactive) individuals can
become again infected (spreaders/users). Let us note that
both the primary infections i) and reinfections iii) are pro-
duced when a healthy (ignorant) or recovered (inactive)
individual is in contact with an infected (spreader/user)
one. However, in general, the reinfection rate is not equal,
A # X, to that corresponding to the primary contagion.
Despite the social motivation of our study and for the
sake of clarity, we will use henceforth the usual language
in epidemic models to refer to the dynamical states of
individuals and of the population.

SIRI dynamics. — A clear evidence of the strong in-
fluence that reinfections have on the epidemic diagram is
reported in fig. 1. There we show the fraction of recov-
ered individuals r as a function of the contagion rate A for
AN =0and N = 0.15. The network used is an Erdds-Rényi
graph of N = 5103 nodes and average degree (k) = 6.
For each value of A we have run 10> Monte Carlo (MC)
simulations of the SIRI model as follows. We start by
randomly choosing a small fraction, 0.05, of individuals
and set them as infected while the rest of the population
is set as healthy. Then we iterate the SIRI dynamics as

introduced above for a number of MC steps, until the con-
vergence to a stationary state is reached. In this way each
colored point in fig. 1 represents the final value of r in the
steady state of a single realization of the SIRI dynamics.

The case X = 0 in fig. 1 corresponds to the usual SIR
model (no reinfections are allowed) and thus the curve r(\)
shows that the steady value for the fraction of recovered
individuals r grows smoothly with A\ after some critical
value A.. As usual in the SIR dynamics, for ' = 0 no
infected individuals remain in the stationary state so that
individuals are either in states S or R. In sharp contrast,
when reinfections are allowed, A’ = 0.15, the transition
turns abrupt so that, close to the epidemic onset, a small
increment in the contagion rate A triggers a sudden raise in
the fraction of recovered individuals. Thus, surprisingly,
the introduction of reinfections in the SIR model affects
dramatically the nature of its epidemic transition, that
changes from smooth to abrupt.

The results shown in fig. 1 provide a flavor of what one
gets when MC simulations are carried out for a range of
the contagion parameters A and \'. In fig. 2 we show the
diagrams r(A, ') (a) and i(A\, \') (b) for the same graph
used in fig. 1. As in fig. 1, we have plotted all the re-
sults obtained in each single realization of the MC dy-
namics (10? realization per each (\,\') value explored).
From panel (a) we clearly observe the impact of A’ on the
behavior of 7(\). Namely, for small values of the reinfec-
tion rate A’ the behavior of () is qualitatively similar to
that of the SIR model, i.e., it displays a smooth transi-
tion from the healthy (inactive) phase to the epidemic one.
The only effect of X in this region is that, for A > A, the
fraction of recovered individuals slightly increases with \’.
In this region, the fraction of infected individuals is zero,
i =0, as in the SIR model (see panel (b)).

When )\ increases beyond some value )., the picture
changes dramatically and the abrupt transition in r(\)
shows up. The critical point . remains almost equal to
that of the regime corresponding to small ). However,
at A, the abrupt transition drives the system from the
healthy to another regime, where a macroscopic part of
the population was affected by the disease. At variance
with the region corresponding to small reinfection rates,
here the fraction of recovered individuals at A > A. is
completely independent of the value A\, and thus remain
constant for A > A, (as was shown in fig. 1 for A’ = 0.15).
In addition, panel (b) shows another important novelty
in relation to the SIR model, since infected and recovered
individuals coexist in the steady state when A > \.. More-
over, the curves i(\) reveal that the phase transitions at
A for the fraction of infected individuals are also abrupt.

Markov equations. — To gain a deeper insight about
the origin of the abrupt transition observed via MC sim-
ulations, we considered the Markovian evolution equa-
tions of the SIRI model on a complex network. This
approach, originally introduced for the analysis of the
epidemic SIS model [36-38], deals with the probabilities
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A

Fig. 2: (Color online) Fraction of (a) recovered, r, and (b) infected, ¢, individuals as a function of A and A’. As observed the
transitions 7(\) and i(\) are discontinuous when )\’ is large enough. Note that the plots show 102 points for each value (A, \').
Each point represents the average steady value of  and i in each of the 10*> MC realizations of the SIRI dynamics. Panel (c)

shows the evolution of the fraction of infected individuals, i, as obtained from egs. (1) and (2).

The values of the infection,

reinfection and recovery rates are fixed to A = 0.04 < A, AN =015 > A (Ae = 0.118) and p = 0.8, respectively. The color
of each point in (a) and (b) and each curve in (c¢) indicates, respectively, the value of r, i and the initial fraction of infected
individuals as indicated in the color bar (right). Finally, in (d) we show the minimum initial fraction of infected individuals
i(0) needed to trigger the RIR regime as a function of A and A when A\ < \.. The network is the same as in fig. 1.

that each individual j is infected or recovered at time t:
p(t) = {p;(t)} and r(¢t) = {r;()} ( = 1,...,N) respec-
tively. Given the contagion, A and X, and recovery, pu,
rates, we can write the time-discrete evolution equations
for the former two sets of probabilities as

pi(t+1) = pi(t)(1 — p) + r(t)g; (¢)
+[1—py(t) —r(0)]a5 (1), (1)
ri(t+1) = pj(Op+ )1 — g (1) (2)
Here qfl (t) and qu (t) are the probabilities that agent j
becomes infected at time ¢, provided it is susceptible or

recovered respectively. The expressions for these proba-
bilities are

(1= Api(1)), 3)

=

g7 (t) =1~

Il
_

=

gt = 1= =NAum(®), (4)

Il
—

where A = {A;} is the N x N adjacency matrix of the
underlying graph, defined as Aj; = 1 if agents j and [
are connected and A;; = 0 otherwise. Note that under
the Markovian formalism we assume the independence of
the probabilities of becoming infected by any neighbor of
a susceptible or a recovered individual, which is the only
hypothesis in egs. (3) and (4).

Of particular importance are the solutions of egs. (1)
and (2) corresponding to stationary distributions for the
probabilities of being infected and recovered, {p;} and
{r7}. These solutions can be obtained by iterating egs. (1)
and (2) from the set of initial conditions, p(0) and r(0),
until the probabilities converge to their stationary value,
p* and r*. To compare with MC simulations we com-
pute the fraction of infected (recovered) individuals as

i = Zlep;/N (r = Zjvzl 7%/N). The great accuracy

of the solutions of the Markovian evolution equations is

shown (solid and dashed curves) in fig. 1. Remarkably, the
solutions of the Markovian equations fully agree with those
obtained via MC simulations and, importantly, they repro-
duce the abrupt transition when reinfections (A = 0.15)
are at work.

We now analyze the fixed points of the Markovian equa-
tions (1) and (2) to understand the roots of the differ-
ent behaviors of 7(A\) and i(A\) shown in figs. 1 and 2.
By imposing the stationary condition in egs. (1) and (2),
pj(t+1) = p;(t) = pj and r;(t+1) = r;(t) = 1}, we obtain

* RI*
+7549

(5)
(6)

By adding these equations we derive the following neces-
sary condition for the existence of such a stationary solu-

tion:
(1—p; —r))gi" =0, (7)

which is satisfied when either 7 + p7 = 1 or qfl =0
holds. Note that the second condition is equivalent (for
A > 0) to p; = 0 and thus it applies for the SIR-like
regime (small values of )\), whereas the first condition
appears to hold (as observed from fig. 2) in the large X
region, i.e., where only infected and recovered individuals
coexist. As a consequence, in the SIRI model there is
no stationary solution containing simultaneously a non-
vanishing fraction of the three compartments.

Py = (L= )+ (1 —p; —r})a7"
ri = piptr1—gth).

First regime: r5 +p; =1 (no healthy individuals). — In
the large N region we can evaluate the stationary proba-
bilities p} (and 77) by substituting r; =1 —p} in eq. (6):

(8)

The above equation is equivalent to that of the stationary
probabilities for the infected individuals in the SIS model,
when replacing the compartment S by R. Thus, we call
the large A’ regime RIR. Note also that the value of p; in

w; = (1= pj)ajt.
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the RIR regime is independent of A\ since the expression
of q]RI, eq. (4), only depends on A'. This is again in agree-
ment with the MC results shown in fig. 2 for the RIR
regime where the stationary values 7 and r only depend
on \.

Now we analyze the domain of the RIR regime. Consid-
ering that A\’ enhances the passage from R to I, the values
of the probabilities p} are expected to increase with M.
Thus, we now check what is the minimum value of A so
to have an infinitesimally small fraction of infected indi-
viduals (coexisting with a macroscopic fraction of recov-
ered ones), i.e., the threshold A, for the RIR regime. By
considering p} = ¢; we get qJRI* ~ XN, Ajie and thus
neglecting terms of second order in ¢; in eq. (8) we obtain

This yields that the threshold for the existence of the RIR
regime (7 + p; = 1) is equal to

’ H

Ac = max{A(A)}’ (10)
where max{A(A)} is the maximum eigenvalue of the ad-
jacency matrix A. Above this value of X the solution
p; +r; = 1 exists. This threshold is again in agreement
with the numerical results shown in fig. 2 as noted by the
(dashed) line pointing out the value A, = 0.118 obtained
for the network used in the MC simulations.

Interestingly, the independence of the existence condi-
tions of the RIR with respect to A points out that the
whole region X > X, should display steady states with
r; +p; = 1. On the contrary, as noted above, in fig. 2
there is a region of small values of A (A < A.) in which
the fraction of infected individuals is zero and that of re-
covered ones is infinitesimally small. This suggest that, in
this region, bistability between the healthy and the RIR
phases takes place. However, due to the small fraction of
initially infected agents used for the MC simulations in
figs. 2(a) and (b), the system is driven directly towards
the healthy regime. To illustrate the bistability we show
in fig. 2(c) the time evolution i(¢) (computed via egs. (1)
and (2)) for different initial conditions and with contagion
and reinfection rates lying in the bistable phase (A = 0.08
and A" = 0.15). In this case it becomes clear that an initial
condition containing more than 40% of infected individu-
als will end up in the RIR regime, otherwise the dynamics
evolves towards the healthy phase. In fig. 2(d), we show
the minimum initial fraction #(0) of infected individuals
needed to reach the RIR regime when A < A..

Second regime: p; = 0.  Finally, for A" < A{ the RIR
regime is no longer valid and the steady condition that
applies to satisfy eq. (7) is pj = 0. This condition is com-
patible with the usual steady states of the SIR in its two
possible phases: i) healthy phase, 77 = 7;(0) for A < A,
and ii) epidemic phase 15 > r;(0). The border between

these two phases is thus given by the critical value A\, that

A

Fig. 3: (Color online) Schematic representation of the phase
diagram of the SIRI model. Note the existence of a Triple
Point (TP) separating the healthy, SIR and RIR phases.

can be evaluated by imposing p;(1) = p;(0) = ¢ < 1
in eq. (1). The analysis was done in [39] (where the
SIR model was analyzed via the Markovian formulation)
and the resulting critical value A. is equal to that for .,
eq. (10). Thus, for N < X, and A < AL (A > A.) the
system lies in the healthy (epidemic) phase.

Summary and discussion. — Summarizing, from the
theoretical side, we have shown that the addition of re-
infections to the SIR model (SIRI model) changes dra-
matically its critical properties in a way that an abrupt
phase transition from the healthy phase to the epidemic
one shows up. In fig. 3 we show a schematic picture of the
phase diagram of the SIRI model. For low values of the
reinfection probability X" we find the two typical phases of
the usual SIR model: the healthy phase for small values of
A and the epidemic phase in which the number of recov-
ered individuals increases smoothly with A, whereas the
number of infected individuals vanishes. For larger values
of the reinfection rate X’ the dynamics is totally different.
For large enough values of A the susceptible individuals be-
come infected but, at variance with low values of X', when
recovered they can come back to the infected state thus
creating a non-zero steady number of infected individuals
that, in the long run, infect all the susceptible individuals
thus leading to a population composed solely by infected
and recovered individuals (the RIR regime). On the other
hand, if X is small there is a coexistence (bistability) be-
tween the healthy and RIR phases: the system is driven
to the healthy regime unless the initial fraction of infected
individuals is large enough to activate the RIR regime.

The most striking result is that for A > X/ the tran-
sition between the healthy state and the RIR regime is
abrupt. In this way, a small change in the contagion
probability A drives the system from a null invasion of
the disease to a complete one, being the corresponding
transitions for both the fraction of infected and recovered
individuals abrupt. Let us note that, although we have
illustrated these results via MC simulations in ER net-
works, the theoretical results derived from the Markovian
equations (1) and (2) are valid for any adjacency matrix A.
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Fig. 4: (Color online) Fraction of recovered, r, and infected, 4,
individuals as a function of A when A = )\’. Each point cor-
responds to a single realization of the MC dynamics, whereas
the curves (solid for r and dashed for 7) show the solution of the
Markovian evolution. The epidemic onset here is placed at the
TP (XA, A.) shown in fig. 3. The network is the same as in
fig. 1.

In the particular case of non-homogeneous topologies, such
as scale-free networks, the only quantitative change lies in
the decrease of the values A\. and X, due to the increase
of the maximum eigenvalue, max{A(A)}, of their corre-
sponding adjacency matrices, associated to the large de-
gree heterogenity.

Interestingly, as shown in fig. 3, the phase diagram
includes a Triple Point (TP) (A¢, AL) in which the three
possible phases (healthy, epidemic SIR and epidemic RIR)
coexist. Note that this TP is associated to non-equilibrium
phase transitions, at variance with the usual TP found
in equilibrium thermodynamics. The fact that A. = A,
indicates that, in the case that primary infections and
secondary infections are equally probable, the epidemic
transition is made via the TP. In fig. 4 we show the curves
r(A) and i(\) obtained through MC simulations and by
solving the Markovian equations (1) and (2) when A = \'.
In this particular case, the epidemic onset is abrupt for
the fraction of recovered individuals and smooth for the
infected ones, so that the system displays a kind of mized-
order phase transition as a consequence of being placed
just on the TP in which two kinds of phase transitions
coincide.

On the practical side, our results have important conse-
quences for the study of real spreading scenarios in which
reinfections play a key role in the long term dynamics.
As noted in the introductory part, the most paradigmatic
scenario where reinfections are more likely to occur than
primary ones is that of social contagion of products, in-
novations, beliefs or ideas, for which primary adoptions
by ignorants are less probable than secondary ones. In
the language of the epidemic model this feature implies
that A > A, thus making the transition towards collective
contagion abrupt so that a successful dissemination of an
ida or product becomes viral without almost any early
warning.
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