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Resumo

Nesta tese, no contexto da Fisica Atomica e Molecular, apresentamos um estudo sobre os
sitemas moleculares Nal.i e RbCs para o estado fundamental. Fazemos uma abordagem
espectroscopica utilizando resultados obtidos experimentalmente para as energias vibracio-
nais, e lancamos mao de uma estrutura matematica construida a partir dos estados coerentes,
para construcao de um Hamiltoniano algébrico efetivo. Neste momento, usamos operadores
pertencentes a uma determinada algebra de Lie para determinagao da expressao matematica
utilizada no calculo da energia vibracional, a ser comparada com as energias obtidas por
métodos experimentais. Assim, queremos calcular os parametros lineares, os quais, serao
utilizados no calculo para previsao da energia de dissociagao, do alcance e consequentemente
da construcao das Curvas de Energia Potencial dos sistemas moleculares em estudo. Uti-
lizamos para minimizacao das energias experimental e calculada, programacao em co6digo
Fortran, cuja finalidade é obter tais parametros, bem como, obter os resultados das energias
calculadas algebricamente. Na computacao algébrica faremos um ajuste para a minimizacao
entre as energias, tal que, estes serao utilizados na construgao do potencial agébrico. Para
construcao das Curvas de Energia Potencial, utilizaremos uma expansao tipo Morse, em que
teremos como elementos valores associados ao niimero de estados ligados de cada sistema
molecular e a quantidade de termos da expansao. Desta forma, oferecer a comunidade aca-
démica um material tedrico com referéncia em dados experimentais, sobre as moléculas Nal.i
e RbCs, utilizando um formalismo matemaético elegante que possa constribuir para dissemi-
nacao do conhecimento junto aos atores envolvidos na pesquisa pura e aplicada em fisica ou

areas afins.






Abstract

In this thesis, in the context of Atomic and Molecular Physics, we present a study about the
Nali and RbCs molecular systems for the ground state. We take a spectroscopic approach
using experimentally obtained results for vibrational energies, and we use a mathematical
structure constructed from coherent states to construct an effective algebraic Hamiltonian.
At this time, we use operators belonging to a particular Lie algebra to determine the mathe-
matical expression used in the calculation of vibrational energy, to be compared with the
energies obtained by experimental methods. Thus, we want to calculate the linear para-
meters, which will be used to calculate the dissociation energy, the range and consequently
the construction of the Potential Energy Curves of the molecular systems under study. For
minimization of experimental and calculated energies, we use fortram coding, whose purpose
is to obtain such parameters, as well as to obtain the results of the algebraically calcula-
ted energies. In algebraic computation we will make an adjustment for the minimization
between energies, such that they will be used in the construction of the agenic potential. To
construct the Potential Energy Curves, we will use a Morse type expansion, in which we will
have as elements values associated with the number of bound states of each molecular system
and the number of expansion terms. Thus, offer to the academic community a theoretical
material with reference in experimental data about the Nali and RbCs molecules, using an
elegant mathematical formalism that can contribute to the dissemination of knowledge to

the actors involved in pure and applied research in physics or related fields.
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Introducao

A obtengao de Curvas de Energia Potencial (CEP), para o estudo de vibragoes de siste-
mas moleculares, constituem etapas importantes da Dinamica Molecular. A determinacao de
modelos capazes de apresentarem resultados sobre propriedades associadas a estes sistemas,
decorrentes da interagdo com a radiacao eletromagnética, justificam os expedientes desenvol-
vidos neste trabalho. Os objetivos a serem atingidos, estao relacionados com a determinacao
dos espectros das energias vibracionais e da determinagao das Curvas de Energia Potencial

dos sistemas moleculares diatomicos heteronucleares, NalLi e RbCs.

Este estudo, estd embasado nos pressupostos teédricos da Fisica Atomica e Molecular.
Do ponto de vista da espectroscopia, busca-se em primeira aproximagao, uma abordagem
que obtenha a solucao da equacao de Schrodinger para os nicleos dentro da aproximacao
de Born-Oppenheimer. A determinacao de graus de liberdade, se baseia na andlise unidi-
mensional do problema e a questao relacionada as anarmonicidades sao solucionadas com o

desenvolvimento de uma estrutura matematica utilizando um potencial tipo Morse.

O calculo computacional, por sua vez, é realizado utilizando programacao em codigo
Fortran, com alguns pacotes para o processo de minimizac¢ao no calculo do desvio padrao,
utilizando o método dos minimos quadrados. No processo de minimizagao das energias de
entrada - resultado experimental e calculadas - método algébrico, obter-se-a os resultados
para os parametros lineares. Um ajuste acurado, proporcionara, a partir destes, um célculo
para a energia de dissociagao dos sistemas moleculares em estudo, bem como, do coeficiente
que controla a largura do poc¢o de potencial. Estes valores serao imprescindiveis para a

determinacao das Curvas de Energia Potencial.

Os resultados para as diferencas de energias calculadas e experimental estao em concor-
dancia para a previsao dos 48 estados ligados para a molécula Nali e 135 estados ligados
para a molécula RbCs. Estes resultados sao obtidos utilizando duas expansées intituladas

"Linear"e "Quadratica". Os resultados para as energias calculadas atingem todos os ni-



veis vibracionais previstos na literatura para a expansao Quadratica e as Curvas de Energia
Potencial também apresentam boa convergéncia para os resultados experimentais. Estes

resultados sao apresentados no Capitulo 4.

A abordagem algébrica, esta associada a utilizacao de certos operadores, que obedecem a
propriedades de um grupo de simetria. A conexao com estes grupos, ocorre no momento em
que se associa um nimero quantico a uma representagao irredutivel [3, 4, 5]. As represen-
tacoes, os grupos e a simetria, sao ferramentas indispensaveis para interpretar informacoes
fisicas dos diversos sistemas, e, no presente trabalho, simplificar o estudo espectroscopico das
vibragoes. Assim, o ntimero quantico vibracional v, estard associado aos elementos de um

grupo de Lie [6, 7, 8], representando o ntumero de estados ligados dos sistemas moleculares.

Para além do desenvolvimento de uma metodologia alternativa, em que, vantagens do
ponto de vista computacional sejam evidentes, como: a possibilidade de utilizacao de equi-
pamentos menos sofisticados para processamento dos dados; o método algébrico possibilita,
a partir da utilizagdo dos operadores invariantes ou operadores de Casimir [9, 10, 11, 12, 13],
escrever com boa aproximagao o espetro de energia de uma molécula diatomica, como uma
expansao dos valores médios destes operadores, os quais sao representados por um operador

associado a uma simetria dinamica dos grupos de Lie.

A justificativa para tal estudo, se da por conta de que o movimento vibracional e ro-
tacional, o espalhamento, efeitos de dissociacao, entre outros, sao de interesse comum as
varias areas da fisica, quimica e biologia, etc. [14, 15, 16]. Salientamos, que o foco da tese
¢ a determinacao dos espectros de energias vibracionais e das CEP’s dos sistemas diatomi-
cos heteronucleares Nal.i e RbCs. Os resultados experimentais das energias, que servem de
referéncia para o trabalho foram obtidos por Fellows et al. [1, 2]. Outros trabalhos foram

apresentados para o sistema NaLi por Santos [17] e Steinke [18].

Tracando uma "linha do tempo", passando pela interacao da radiagao eletromagnética
com a matéria, o que conduz a uma série de possibilidades de métodos espectroscopicos,
e considerando o que se espera extrair do espectro, determina-se os graus de liberdade do
sistema. Desta forma, chega-se a Dinamica Molecular e todo o conjunto de ferramentas para
obtencao das diversas grandezas fisicas, a partir das Curvas de Energia Potencial. Com um
Hamiltoniano efetivo escrito através dos operadores invariantes, busca-se derivar o potencial
algébrico a partir dos valores médios destes operadores. Um procedimento é utilizar os
estados coerentes. Em Teoria de Momento Angular, pode-se interpretar um estado coerente

como uma rotacao em torno de um estado de referéncia, que pode ser o estado de mais baixa



energia.

Na construcao dos estados coerentes, buscar-se-a4 estabelecer uma relacao entre um es-
tado quantico e um classico [19]. Este procedimento se faz necessario, pois o potencial
depende das posicoes dos nticleos na aproximacao de Born-Oppenheimer. Contudo, o vetor
de estado quantico é caracterizado por um nimero quantico. Estes estados proprios, podem
ser representados por matrizes, cujas operacgoes indicarao o tipo de grupo e simetria, que
caracterizarao a fisica que o "candidato"da representacao irredutivel experimenta. Assim, de
forma bastante divulgada em livros de Mecanica Quantica e Teoria de Grupos sao utilizados
os grupos SU(2), SO(3), bem como, as algebras su(2) e so(3) [6, 7, 8. Nesta tese, sera
utilizada uma base formada pelos elementos dos grupos U(2) e O(2).

Enfim, o trabalho busca apresentar os expedientes necessarios para o desenvolvimento
das Curvas de Energia potencial dos sistemas moleculares escolhidos, seguindo os requisitos
de um trabalho semi empirico, realizar um ajuste das diferencas de energias a partir de
resultados obtidos experimentalmente, utilizar uma estrutura matemaética através de opera-
dores invariantes na construcao do Hamiltoniano efetivo, obter de forma direta os espectros
de energia algébrica no calculo computacional utilizando elementos dos grupos de Lie e
construir as Curvas de Energia Potencial para as vibracoes, a partir de uma expansao tipo
Morse.

No capitulo 1 serd apresentada uma abordagem sucinta da dinamica molecular, a partir da
aproximacao de Born-Oppenheimer, evidenciando o procedimento para construgao da Curva
ou Superficie de Energia Potencial. No capitulo 2, apresentar o ferramental mateméatico
para construcao dos estados coerentes e uma aplicacao utilizando o oscilador harmonico.
No capitulo 3, desenvolver a metodologia necessaria para construcao das expansoes para
o potencial algébrico. No capitulo 4, apresentar os resultados para as energias calculadas,
parametros e a anélise desses dados. No capitulo 5 apresentar as conclusoes relativas ao

presente trabalho e perspectivas de futuras possibilidades.



Capitulo 1
Dinamica Molecular

O desenvolvimento de modelos capazes de determinarem propriedades de sistemas mole-
culares, a partir de um conjuntos de ferramentas matematicas e computacionais, constituem
a Dinamica Molecular. Uma das grandezas fundamentais obtidas, nos diversos processos é a
energia potencial e outras podem ser obtidas a partir desta. O capitulo abordara os aspectos
teoricos introdutorios da espectroscopia referente a interacao da radiacao eletromagnética

com a matéria e a separacao do movimento elétron - nicleo.

1.1 O Problema Molecular

Tratar o problema de muitos corpos quanticamente, é tarefa bastante complicada quando
se busca resolver a equacao de Schréedinger independente do tempo para este tipo de sistema.
Entretanto, algumas aproximagoes sao efetuadas no intuito de tornar o problema solavel ou
aproximado. Vérias técnicas sao utilizadas em varias areas da Fisica, na busca de solugoes

para este problema.

1.1.1 A Interacao da Radiacao Eletromagnética com a Matéria

Para uma anélise inicial, cabe conhecer algumas caracteristicas relacionadas as grande-
zas citadas e os diversos tipos de espectroscopias relacionadas apresentadas na Tabela 1.1.
Conhecer estes aspectos de medidas, reforcam o entendimento sobre os efeitos que ocorrem
quando o sistema molecular ¢ submetido a uma fonte de radiacao eletromagnética, e assim,
as faixas de energia associadas a cada comprimento de onda do espectro indicara o tipo de

espectroscopia a ser utilizada.



Tabela 1.1: Métodos espectroscopicos.

Tipo de espectroscopia faixa compri- | faixa de nimero | Tipo de transicao
mento de onda | de onda(cm 1)

Emissao de raios gama. 0,005 — 1,4A nuclear

Absorcdo, emissao.Fluorescéncia e | 0,100 — 100A elétrons internos

difracdo de raio-x.

Absor¢ao, emissdo no UV-vacuo. 10 — 180nm 10° — 5.10% elétrons de valéncia

Absorcao, emissao no UV, Espalha- | 180 — 1400nm 5.10* — 7.10° elétrons de valén-

mento Raman. cia,vibragao/rotagao
molecular

Absorcio, emissao no infravermelho. | 1,4 - 300x10~6m | 7x10% — 33 rotagdo/vibragdo mo-
lecular

Absor¢ao de microondas. 0,75 — 3, 75mm 13—-2,7 rotacao molecular

Ressonancia  de  spin  eletro- | 3 cm 0,33 spin eletronico

nico(EPR).

Ressonéncia magnética nu- | 0,6 10 m 1,7x1072 — 10~* | spin nuclear

clear(RMN).

Fonte: Acervo do autor

Os valores apresentados na Tabela 1.1 devem apresentar as ordens de grandezas, re-
lacionadas aos eventos quando uma molécula absorve ou emite um féton de energia huv.
Isto, estara associado a uma transicao entre seus possiveis estados com diferentes niveis de

energias, os quais sao apresentados de forma ilustrativa na Figura 1.1.

Portanto, se a molécula sofre uma transicao para um novo nivel vibracional, o novo
nivel deve ser compativel com a posicao dos nicleos neste instante. Desta forma, a nova
configuracao da eletrosfera estard submetida a um potencial efetivo, ao qual, os nucleos
estarao submetidos,no caso de uma molécula diatomica. Este, pode ser aproximado ao de
um oscilador harmonico classico, para oscilacoes em torno da posicao de equilibrio. Essas
transicoes serao representadas pelos autoestados e autovalores, que podem ser construidos, a
partir da utilizacao de operadores de criacao e aniquilacao aplicados a um estado de referéncia
ou de minima energia, conhecido como estado coerente. Na Figura 1.2, uma representagao

ilustrativa para a transicao eletronica envolvendo a absorcao e a emissao espontanea.

Sendo a energia da molécula quantizada em certos valores, quando esta sofre uma tran-
sicao seja por conta de uma emissao ou absor¢ao, a diferenca de energia pode ser calculada

pela relagao (1.1):

hy = E1 - Eo. (11)



Figura 1.1: Niveis de energia

Energia

Fonte: Acervo do autor

Figura 1.2: Representacao esquematica da emissao e absorgao
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Fonte: Spectra of Atoms and Molecules p.10

onde v é a frequéncia da luz emitida ou absorvida.

Por outro lado, para se calcular a probabilidade da transi¢ao rovibracional de moléculas
diatomicas, torna-se necessario o conhecimento acerca do momento dipolar como uma func¢ao
da distancia interatomica [17]. Estas transi¢oes, sao colocadas para contribuir para um
melhor entendimento no processo de interacao da radiacao eletromagnética com a matéria,
nao fazendo parte do objetivo principal deste trabalho. Neste sentido, o interesse serd o de
apresentar os resultados espectroscopicos da analise vibracional dos sistemas diatomicas de
NaLi e RbCs, tendo como meta a construgao das Curvas de Energia Potencial dos mesmos.

Neste contexto, a utilizagao de grandezas obtidas dos resultados experimentais se fazem
necessarias. Desta forma, pode-se escrever a variacao da energia em func¢ao do ntimero de

onda o através da expressao
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em que relacionamos o comprimento de onda da luz (\) com a frequéncia (v).

A importancia de estudos gerais, sejam eles teoricos ou experimentais, sobre a obtencao
dos espectros de energias de sistemas moleculares, para elaboracao de expedientes mais efica-
zes na obtencao de dados inerentes aos sistemas moleculares. Com isso, poder compreender
melhor as tecnicas espetroscopicas adotadas em funcao das faixas do espectro eletromagné-

tico que sao apresentadas no Quadro da Figura 1.3.

Figura 1.3: Quadro - Espectro de radiagao eletromagnética

Espectro de Radiacao Eletromagnética

Regido Comp. Onda Comp. Onda Frequéncia Energia
(Angstroms) (centimetros) (Hz) (eV)
Radio >10° > 10 <3x10° <107
Micro-ondas | 10°- 10° 10-0.01 3x10°-3x102  [107-001

Infra-vermelho | 105 - 7000 001-7x107 3x102_43x10% | 001-2

[ ]
1
3

Vistvel 7000-4000 |7x107-4x107 43x10¥-75x 101
Ultravioleta 4000 - 10 4x107 - 107 75x10% - 3x10Y 3-10°
Raios-X 10-0.1 107 167 ix 10735107 | 10°-10°

Raios Gama < 0.1 <107% >3x 101 >10°

Fonte: Acervo do autor

Desta forma, poder identificar as faixas do espectro em funcao do comprimento de onda,
frequéncia e energia. No caso de espectros vibracionais, pode ser utilizada a faixa do infra-
vermelho do espectro eletromagnético, sendo que as vibragoes moleculares também podem
ser estudadas por um experimento de espalhamento de radiacao usualmente na faixa da luz
visivel. Contudo, neste tipo de experimento a energia da radiagao incidente é levemente

modificada pela interacao inelastica com os modos de vibracao.



1.1.2 O Problema de Dois Corpos

Dando continuidade ao estudo da Dindmica Molecular, apés procurar entender o efeitos
da interagao da radiagao eletromagnética com a matéria, nesta subsecao serd apresentada
uma discussao para a solugao em primeira aproximacao do problema molecular. Inicial-
mente, apresentar alguns questionamentos do inicio do século XX, sobre o movimento de
particulas de sistemas microscopicos e as leis que deveriam controlar seus movimentos, em
contraposicao aos sistemas macroscopicos que obedeciam as leis da mecanica newtoniana. A
controvérsia entre se obedecer as leis de Newton ou da ondulatéria, colocou a comunidade
cientifica da época diante de um desafio. A questao era desenvolver uma teoria que explicasse
adequadamente os fendmenos e comportamentos de sistemas microscopicos, e que ao mesmo
tempo, apresentasse uma descricao mais geral vinculando as duas interpretacoes, de modo,
que uma "dialogasse"com a outra.

Para um sistema simples como o Oscilador Harmoénico classico, o potencial quadrético
descreve bem os niveis de energia vibracional. Contudo, quando se investiga sistemas mais
realistas, certos potenciais s6 se aplicam para certas condicoes. Levando-se em consideracao
as anarmonicidades obtidas em funcao do controle populacional dos niveis vibracionais de
sistemas diatdmicos, buscar-se-a através de resultados obtidos experimentalmente e ja estu-
dados com métodos de "primeiros principios"descrever o espectro vibracional utilizando o
método algébrico, bem como, investigar o comportamento da nuvem eletronica em funcao
do movimento dos ntcleos na perspectiva da aproximacao de Born - Oppenheimmer.

Partindo da interpretacao de que o potencial de interacao entre os niicleos da molécula,
difere do oscilador harménico para distancias menores e maiores da posi¢ao de equilibrio,
observa-se também, que para regioes em torno da geometria de equilibrio, a curva é proxima
da apresentada por um oscilador harmoénico. No entanto, para distancias maiores essa di-
ferenca aumenta, pois o potencial é finito para grandes distancias. Sendo assim, os niveis
de energias vibracionais, passam a ficar mais proximos, e a uniformidade entre estes deixa
de existir. Uma ilustracao representativa deste comportamento de uma molécula diatomica,
pode ser vista na Figura 1.4.

Percebe-se facilmente, que proximo da posicao de equilibrio, o comportamento aproxima-
se de um potencial quadratico, enquanto fora desta regiao notadamente o comportamento
grafico torna-se diferente, principalmente no limite assintotico em que esperamos ter efeitos
de dissociacao. Na aproximacao de Born-Oppenheimer, a energia potencial de ligagao entre

os dois niicleos dependem somente da distancia entre eles |R|—R. Este potencial ¢ atrativo



Figura 1.4: Apresentacao pictorica de um potencial de interacao entre os dois atomos de
uma molécula diatdémica.
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Fonte: Adaptacao - Cohen-Tannoudji Quantum mechanics p.856

para longas distancias e repulsivo para distancias pequenas, e apresenta um minimo para
R = R.. Na abordagem algébrica, com a aplicacao de operadores de criacao ou levantamento
sobre o estado de referéncia ou de mais baixa energia, pode se obter os autoestados e os

respectivos autovalores, até a energia de dissociacao da molécula para o estado fundamental.

Como o potencial depende exclusivamente da distancia interatomica R, é possivel estudar
o movimento dos dois nicleos como se fossem uma tnica particula ficticia de massa reduzida

1, colocada no centro de massa do sistema, tal que,

M, My

= — 1.3
M, + M, (13)

Ju

Entretanto, quando um sistema de particulas nao esta sujeito a uma forca externa, o cen-
tro de massa do sistema permanece em repouso ou se movimenta a uma mesma, velocidade
constante, que é a velocidade do centro de massa. Considerando um sistema formado por
duas particulas de massas M; e M, interagindo através de um potencial V' (R), o Hamilto-
niano para os niicleos desse sistema pode ser dado por

R o_, h?

H:_ [ 2 = — 14
i Vi o Vit VR, R=IRi- Rl (1.4)

"2 x72 02 72 o C P
onde os termos —z-Vi e —5;-V; sao os operadores de energia cinética das particulas 1

e 2, respectivamente, e V(R) o potencial associado a um estado eletronico. A equacio de

Schrodinger independente do tempo para este sistema pode ser escrita na forma
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12 h?
[—2N6v§—§ﬂgv§+L%Rﬂ¢ah;Ra::E¢ahgﬂg. (1.5)

Observando o Hamiltoniano (1.4), é conveniente utilizar a coordenada do movimento
relativo R,.;, e a coordenada do centro de massa, R.,,, do sistema, ao invés das coordenadas
das duas particulas individuais R; e Rs. A coordenada do movimento relativo e a do centro

de massa sao definidas pelas relacoes

Rrel - R1 - RQ. (16)
MR, + MyRo

Rcm = 5 1.7

M, + M, (1.7)

desta forma, a equacao de Schrodinger dada por (1.5) assume a forma,

11 ., R, 1

=5 G+ 30V = 5 G i) Ve + VIO Ren Re) = Eo(Re Ry, (18)

a equagao (1.8) é separavel em duas, onde uma é associada ao movimento do centro de massa
e a outra ao movimento relativo. De tal maneira que o Hamiltoniano na equagao (1.8) pode

ser escrito de maneira simplificada na forma

H = H(R,q) + H(Rem), (1.9)
com,
<mR)——W(1+1)W + V(Rye) (1.10)
rel) — 9 M1 M2 Ryel rel ), .
e, )
h 1 )
H(Rem) = g(mWng (1.11)

Sendo o autovalor da energia escrita como F = E., + FE,q. Assim, a energia FE.,,,
associada ao centro de massa do sistema, é inteiramente cinética, enquanto que a energia
E,., envolve a energia cinética e a energia de interagao entre as duas particulas. Usando a

tradicional separacao de varaveis temos,
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R,

__VRTel(I)(Rrel) + V(Rrel)q)(Rrel) = ER (I)(Rrel)> (112)

el
"G R(R.) = En R(Ru) (1.13)
2(My + My) * fem i em/ T e T em '

A equagdo (1.13) representa a equagdo de Schroedinger para uma particula de massa
(M; + Ms) localizada no centro de massa do sistema, deslocando-se livremente no espaco.
Sua solucao ¢é a equacao de uma onda plana descrevendo o movimento de uma particula livre.
Sua autoenergia pode ter qualquer valor positivo e forma um espectro continuo de energia. Ja
a equacao (1.12) é uma equagao de autovalor que ira permitir encontrar os estados ligados do
sistema, quando consideramos o caso de um potencial atrativo. Estes estados ligados, serao
representados por uma combinacao dos operadores bosonicos, etiquetados por um elemento
de uma base, associada a uma algebra de Lie.

Usando coordenadas esféricas e sabendo que o potencial de interagao nao depende do

movimento do centro de massa, vimos que a equagao (1.8) pode ser dividida em duas. Com

isso, as solucoes para a equacao de Schrodinger, sao:

¢(Rrelaea¢) = R(Rrel)®(9)®(¢)> (1‘14)

em que teremos solucoes obtidas, a partir do produto de trés funcoes, cada uma delas depen-
dendo somente de uma das coordenadas: radial ou angular. Neste caso, como o potencial
depende somente da coordenada R, pode-se separar a equacao do movimento relativo a
ser incluida, em duas, uma para a parte angular,
—h? )
WVR“E[(ID(H, ®) = E,q®(0,0), (1.15)
e outra para a parte radial escrita na forma,
n? d?
(—ﬂ@ + Eot + V(Rye) — E)Rpg,,(Ryer) = 0. (1.16)

Com o intuito de interpretar determinados espectros moleculares, em uma primeira apro-
ximacao, ¢ obtida uma solucao para equacao de Schréedinger, com uma separagao do mo-
vimento composto pela rotagdo e vibra¢do das moléculas do movimento eletronico |20, 21].
Este expediente é possivel por conta da diferenca de massa entre os elétrons e os ntcleos

e evidenciado experimentalmente devido a diferenca da ordem de grandeza, da separagao
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entre os niveis de energia rotacional, vibracional e eletronico da molécula, como apresentado
na Tabela 1.1. Com isso, os graus de liberdade vibracionais para moléculas lineares, levando
em consideracao um sistema de coordenadas cartesianas, nos eixos x, y e z, é calculado por

3M — 5, em que M representa o nimero de ntucleos.

1.2 A Expansao Adiabatica

O objetivo desta subseccao é apresentar a separacao entre o movimento dos elétrons e
o dos nicleos no estudo de sistemas moleculares. Com este intuito, podemos escrever a
equacao de Schrodinger independente do tempo de um sistema molecular nao perturbado

COoI1mno

H, U (r,R) = Ey¥(r,R), (1.17)

onde ¥(r,R) ¢ a funcao de onda associada ao sistema, r representa as coordenadas de todos
os elétrons, R representa as coordenadas de todos os nticleos, Hj; é o operador Hamiltoniano
do sistema molecular e E); é o autovalor de energia deste mesmo sistema. Assumindo que o

sistema molecular contém N elétrons e M nicleos, o operador H,; é dado por,

jL

B2 N M 2y
Hy = — 1_6 _ZQML Zzepl
Jj=1 L=1
N

N

S Yy Ly z 2y (1.18)
=1 j>k T'ik L=1L>A

sendo r;;, a distancia entre o j-ésimo elétron e L-ésimo nucleo, rj; a distancia entre os j-
ésimo e k-ésimo elétrons, Ry, a distancia entre os L-ésimo e A-ésimo nicleos, m, a massa
do elétron, —e a sua carga, M a massa do nicleo L e Z; o seu nimero atomico. Os
operadores Laplacianos V? e V% atuam nas coordenadas do j-ésimo elétron e do L-ésimo
nucleo, respectivamente. Os termos que aparecem na Eq. (1.18), na respectiva ordem, sao
os operadores energia cinética dos elétrons, energia cinética dos ntcleos, potencial de atragao
coulombiana entre elétrons e ntcleos, potenciais de repulsao elétron-elétron e niicleo-ntcleo.
A determinacgao dos autovalores de energia F); consiste em resolver a equacao (1.17)

usando o operador Hamiltoniano molecular apresentado na expressao (1.18). Este é um
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problema, para a grande maioria dos sistemas atdémicos e moleculares, insolivel se tentarmos
resolvé-lo diretamente, mesmo utilizando solu¢oes numéricas. Uma forma de soluciona-lo,
devido & diferenca das massas de seus constituintes, é expandir a funcao de onda total em
funcoes conhecidas.

Como a energia cinética dos ntucleos deve ser pequena, comparada a dos elétrons, este
termo pode ser desprezado, em primeira aproximagao, no Hamiltoniano do sistema molecular.
Fica evidente que a energia potencial de repulsao nicleo - ntcleo, quando os nicleos fixos é
uma constante, a qual, adicionada a um operador, nao altera suas autofuncoes, mas apenas
seus autovalores, que sao acrescidos do valor dessa constante.

Com isso, pode ser desprezado também o operador repulsao nuclear no Hamiltoniano
molecular. Os termos restantes formam o Hamiltoniano eletronico que descreve o movimento
de N elétrons em um campo de M cargas positivas pontuais. Considerando somente a parte
relacionada com os elétrons no operador Hamiltoniano molecular ou Hamiltoniano eletronico

(Hepe), temos,

Hele :Te+‘/e+vnea (119)

onde 7, ¢ a energia cinética dos elétrons, V, é o potencial de repulsao entre os elétrons e V,,.

é o potencial de atracao nicleo - elétron. Considerando o comutador,

[Hee, R] = 0, (1.20)

os operadores H,,. ¢ R podem ser diagonalizados simultaneamente e assim os autovalores do
Hamiltoniano eletronico podem ser determinados para uma particular posi¢do nuclear (R).

Desta forma, a equacao de autovalor-autofuncao sera dada por,

HeleXele(r; R) - Eele(R)Xele(r; R)v (121)

onde x,.(r;R) ¢ a fun¢do de onda eletronica e ..(R) é a respectiva energia eletronica.
Note que, neste caso, a fungao de onda eletronica depende explicitamente das coordenadas
r dos elétrons e parametricamente da posicao R dos niticleos, e que, consequentemente, as
autoenergias eletronicas também dependem parametricamente das coordenadas nucleares.
A dependéncia paramétrica das coordenadas nucleares significa, que para diferentes configu-
racoes nucleares, existirao diferentes fungoes de onda eletronicas.

Para solucao do problema eletronico, torna-se necessario encontrar as autofuncoes e os
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autovalores da equagao de Schrodinger eletronica, dada pela expressao (1.21), que descre-
vem o0 movimento dos elétrons em uma dada configuracao nuclear. Para cada configuracao
nuclear, é obtida uma solucao da energia no estado eletronico de interesse. As Superficies de
Energia Potencial sao construidas somando ao conjunto formado pelas solugoes da energia,

o valor da repulsao nuclear dada por

VR = e Ry + 33 Al (1.22)

Em geral, como nao é possivel calcular a energia eletronica para todas as configuragoes
nucleares, é necessario utilizar métodos que geram uma funcao analitica para descrever a
Superficie de Energia Potencial a partir do ajuste de alguns valores de energia de determi-
nadas configuragoes nucleares. Em geral, essas fungoes sdo encontradas via interpolacao,
quando a superficie é ajustada localmente, ou extrapolacao, quando a superficie é ajustada

globalmente [22].

Como as autofuncoes do Hamiltonano eletronico formam um conjunto completo do espaco
de Hilbert para os elétrons, é possivel expandir as autofungoes do sistema molecular, U(r, R)

da seguinte maneira,

Zd) Xn (T R). (1.23)

onde os coeficientes da expansao dependem das coordenadas dos niicleos e podem ser vistos

como as fungoes de onda nucleares associadas a cada estado eletronico x,(r; R).

Substituindo na equagao (1.17) a fungdo de onda total dada pela expressao (1.23) e con-

siderando o operador Hamiltoniano molecular dado por (1.18), obtem-se a seguinte equagao,

> <‘Z 22; Vi+ Vn(R)> ¢, (R)x,(r; R) EMZgb )Xn(1; R), (1.24)

n

assim, o Hamiltoniano eletronico e o operador energia potencial de interagao niicleo - nicleo,
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comuta com R, e que,

(& ZLZA
6e+
l ;; Rra

Z V,(R)o, (R)x, (r;R),

> 6, R)y,(rR) = Z¢

assim, podemos reescrever a Eq. (1.24) da seguinte maneira,

L [ (Zemen)

(Ey = Va(R))o, (R)x, (r; R), (1.26)

ou seja,

- > Z X 2018,V 0] + 0, VEx]
= S [Bu  Va(R)J6, (R, (< R), (1.27)

n

multiplicando a esquerda desta equacao por x*(r;R) e, em seguida, integrando nas coorde-

nadas eletronicas, obtemos,

+ &, /XSV X, dr = ( —Vn(R))aﬁn/Xixndr’ (1.28)

usando a condicao de ortonormalidade das fun¢oes de onda eletronica e isolando os termos

que permanecem com as integrais no lado direito da equagao, obtemos

h
=2 oag; Vids + (V(R) = Ean)g, =

h2
>3 si 2 (Vi) Vo [V, (1.20)
— = 2M7,
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se definirmos,

h

onde,
XL®R) = [ R Yoy, i R)dr

1
VER) = ;[ @RV, R, (1.31)

e substituirmos a Eq. (1.30) na Eq. (1.29), obtemos finalmente

M

o Z 27\/2[L V%QSS(R) + (‘/S(R) - E]\J)QSS(R) = Z Cnsgbn) (132)

os coeficientes C,, definidos na Eq. (1.30), sao conhecidos como os termos de acoplamento
nao-adiabaticos da equacdo de Schrodinger para o movimento dos nucleos. A expressao
(1.32), que representa um conjunto de equagoes acopladas para os nicleos, é formalmente
exata e é resultado da separacao adiabatica entre o movimento dos elétrons e dos ntcleos.
Entretanto, a sua solugao continua sendo dificil de resolver, sendo necessario utilizar apro-

ximacoes, como veremos na proxima subsecao.

1.2.1 A Aproximacao de Born-Oppenheimer

A aproximacao de Born-Oppenheimer consiste em assumir que todos os termos C,,; sao
nulos. Fazendo essa consideragao na expressao (1.32), encontramos a equagao de Schrodinger

que descreve o movimento dos nicleos em um particular estado eletronico

onde,
M o ,

é conhecido como o Hamiltoniano associado ao movimento dos ntcleos.
Ao considerar todos os coeficientes C,,s = 0, desprezamos os acoplamentos entre os di-

ferentes estados eletronicos. Logo a aproximacao de Born-Oppenheimer so sera valida se o
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acoplamento entre diferentes niveis de energia eletrénica, devido ao movimento dos nicleos,
possa ser considerado desprezivel. Quando este acoplamento existe, os coeficientes devem
ser considerados, e a aproximacao de Born-Oppenheimer perde a validade. Uma discus-
sao sobre o erro na aproximacao de Born-Oppenheimer pode ser encontrada na Referéncia
|20], enquanto informagoes sobre o estudo de sistemas moleculares além da aproximacao de

Born-Oppenheimer podem ser encontradas em [16, 23].

A equagao (1.33) esté relacionada com os fendmenos da dinamica molecular, entre eles,
os movimentos vibracionais e rotacionais, o processo de fotodissociacao e os espalhamentos
elastico, inelastico e reativo de moléculas, enquanto a equacao para os elétrons (1.21) dara

as funcoes que participarao das transicoes permitidas.

A partir do Hamiltoniano nuclear definido na expressao (1.34), percebemos que os nicleos
movem-se na superficie de energia potencial obtida na solucao do problema eletronico. Como
os elétrons movem-se muito mais rapido que os niucleos, podemos interpretar que os elétrons

em movimento geram um campo médio ao qual os nicleos estao submetidos.

Os autovalores de energia Ej;, da expressao (1.33), correspondem a energia total do
sistema, dado pela equagao (1.17), dentro da aproximagao de Born-Oppenheimer. Essa
energia inclui as contribuicoes eletronica, vibracional, rotacional e translacional do sistema

molecular.

Como o potencial a que os nticleos estao submetidos, definidos na equagao (1.22), depende
apenas das coordenadas relativas entre eles, a equacao de Schrédinger para os nicleos pode
ser separada em duas equacoes. Uma delas representa o movimento translacional do sistema
como um todo e é descrita em termos das coordenadas do centro de massa do sistema. A outra
equacao representa o movimento relativo entre os nucleos. Assim, o movimento de translacao
da molécula é completamente separado dos seus movimentos internos, vibracao e rotacao,
a partir da introducgao das coordenadas do centro de massa, representando o movimento de
uma particula livre, com massa igual a massa total do sistema. Desta forma, o movimento
interno dos niicleos de uma molécula serd descrito por 3M — 3 graus de liberdade.

Assim, na aproximacao de Born-Oppenheimer, os nicleos de uma molécula diatomica,
sentem a presenca de um potencial efetivo com as caracteristicas que podem ser aproxima-
das por potenciais modelos como, por exemplo, o potencial de Morse, etc. Em particular, O
potencial de Morse possui todas as caracteristicas qualitativas requeridas por um potencial
diatomico efetivo descrevendo as vibragoes do estado eletronico fundamental: (I) ele tem so-

mente um ponto de minimo; (II) tende a zero para grandes valores da distancia interatémica
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e (III) tem um valor muito grande, simulando uma barreira infinita, quando os nicleos estao
muito proximos. O potencial de Morse, ver Figura 1.9, pode ser utilizado para ajustar em
primeira aproximacao a Curva de Energia Potencial de uma molécula real.

Em alguns sistemas que apresentam deformagoes angulares, a utilizacao do potencial de
Morse é inadequada e uma solucao para problemas unidimensionais pode ser obtida com a
utilizagdo de outros potenciais, como pode ser visto na Referéncia [9]. No proximo capi-
tulo apresentaremos alguns modelos padroes amplamente estudados. Estes, de certa forma,
servirao como base para o estudo realizado neste trabalho, sobre os sistemas moleculares

diatomicos de interesse.

1.3 O Modelo Teérico e o Problema da Anarmonicidade

1.3.1 O Oscilador Harmonico

Em mecanica classica, quando temos um "corpo'se movimentando em torno de um ponto
de equilibrio, com um tempo bem definido, o qual chamamos de periodo; obedecendo a
uma freqéncia de movimento, chamamos este sistema de oscilador harmonico. Neste caso,
podemos realizar um estudo utilizando as Leis de Newton da mecanica classica, através de
um potencial quadratico, de forma a obter os niveis de energia vibracional do sistema. Uma

representacao deste tipo de sistema é apresentado na Figura 1.5.

Figura 1.5: Exemplo ilustrativo do oscilador classico: sistema massa mola

f mola
——p esticada

X
>
+a
mola
comprimida

Fonte: Acervo do autor

Podemos extrair deste sistema, grandezas fisicas como a deformacao, velocidade, acele-
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racao, entre outras grandezas. A curva de potencial, representativa do sistema conservativo,
ou seja, sem levar em consideracao qualquer dissipacao de energia ¢ dada através de um

potencial do tipo quadratico na forma,

Figura 1.6: Exemplo ilustrativo da curva de energia potencial do oscilador

F—————————

w =

s
b

0]
Fonte: Acervo do autor

Da curva, percebe-se facilmente uma simetria em relacao a posicao de equilibrio. Em
primeira aproximagcao este potencial pode representar o comportamento vibracional de uma
molécula diatémica. No entanto, esta condicao s6 tem validade para valores de posicao muito
proximas da posicao de equilibrio. Contudo, para estudar o comportamento de moléculas
reais, além de levar em consideracao a quantizacao, deve-se também avaliar as anarmonici-
dades dos sistemas com a utilizacdo de potenciais mais realistas. O potencial de Morse é
um forte candidato, em funcao de suas caracteristicas e serve como um bom modelo para
determinacao dos niveis vibracionais de moleculas diatdémicas para o estado fundamental.

Alguns sistemas podem ser investigados, onde sdo observadas pequenas vibragoes em
torno de um ponto de equilibrio estavel. Alguns exemplos sao: vibragoes de atomos e molé-
culas; propriedades térmicas e actisticas de solidos; na eletrodinamica de sistemas quanticos
nos quais as ondas eletromagnéticas estao vibrando, etc. Nestes casos, em primeira aproxi-
macao, o estudo do oscilador harménico e suas propriedades serdao bastante titeis. Assim, o
oscilador harménico pode ser considerado, dentre outros, um dos problemas mais importan-
tes na fisica moderna. Como visto, sua importancia reside no fato, de que sempre podemos
aproximar o ponto de equilibrio de um potencial qualquer, V' (z), pelo potencial parabdlico
do oscilador harménico.

Em uma posigao de equilibrio estavel, a fungao potencial V(z) deve ter um minimo.
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Como qualquer funcao potencial realistica é continua, a funcao na regiao proxima a seu
minimo pode ser, quase sempre, aproximada por uma parabola, como ilustrado na Figura
??7. Entretanto, para pequenas oscilagoes o que interessa é saber como V' (x) se comporta nas
proximidades de seu minimo. Efetuando a troca de x por ¢ da representacao canonica para

coordenada, a energia potencial do oscilador harmonico simples, unidimensional, é dada por,

1
kq? = §mw2q2, (1.35)

em que k representa uma constante relacionada com a deformacao do sistema e ¢ = R — R,
a deformacao em torno da posicao de equilibrio. Com esse potencial, podemos analisar em
primeira aproximacao a vibracao de uma molécula diatomica, onde a equagao de Schrodinger
independente do tempo seria expressa por,

h* d? 1

———(q) + §mw2q2<p(Q) = Eo(q), (1.36)

cujas solucoes para as funcoes de onda podem ser obtidas através dos polindmios de Hermite,

através da expressao,

G ] (1.37

e H,(&) sao os polinomios de Hermite de grau n.
Visto que a funcao exponencial decrescente e=¢°/2 tende a zero muito mais rapidamente
que o crescimento de qualquer polinomio H, (&), a equagao (1.37) é uma solugao aceitavel para
a equacao de onda de Schrodinger, pois ela é finita. Assim, para o caso do oscilador harmonico

simples, funcoes de onda aceitaveis para a equacao de Schrodinger somente existem para

certos valores, e, desta forma, o espectro de energia pode ser obtido a partir da expressao,

B, = huw(n + %), (1.38)

onde o menor valor da energia igual a %hw, quando n = 0, é conhecida como energia de
ponto zero ou energia do estado fundamental do oscilador. Uma representacao para os niveis
de energia do oscilador harmoénico obtido a partir do potencial (1.35), é mostrado na Figura
1.7.

No entanto, moléculas reais nao sao sistemas ideais e o tratamento para este tipo de

sistema ¢ feito, avaliando-se a anarmonicidade do sistema. Uma possibilidade para obter uma
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Figura 1.7: Oscilador harmonico

Fonte: Acervo do autor

descricao para o movimento vibracional, utilizando o oscilador harmonico seria o de incluir
termos de ordem superior nas coordenadas de posicao do potencial quadratico, utilizando

teoria da perturbacao.

1.3.2 O Oscilador Anarmoénico

Como discutido anteriormente, na aproximacao de Born - Oppenheimer, o potencial de
interacao entre os niucleos da molécula difere do oscilador harmonico para distancias menores
e maiores da posicao de equilibrio. Na Figura 1.8 pode ser observada esta diferenca, a partir
da curva que obdece a um potencial quadratico, como na expressao (1.35), representando o
potencial harménico ideal, com o da curva gerada a partir de uma perturbagao, representando
a molécula real.

Observamos que para regidoes em torno da geometria de equilibrio, a curva é proxima da
apresentada por um oscilador harmoénico, entretanto para distancias maiores essa diferenca
aumenta pois o potencial é finito para grandes distancias, o que de fato ocorre ao utilizarmos
um potencial tipo Morse. Sendo assim, as diferencas entre os niveis das energias vibracionais,
passam a ficar mais préximos, e a uniformidade entre estes deixam de existir.

Outro fato de grande relevancia, é que os 4tomos em uma molécula diatémica podem se

afastar de tal forma, que um nao retorne mais ao encontro do outro, com isso, a forca entre
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Figura 1.8: Potencial harmonico e anarmonico

ideal

/ Potencial harménico

Molécula real

Energia potencial

Separacdo internuclear

Fonte: Apostilas Introducao a Espectroscopia p.20 UFF

os ntcleos tendera a zero e a energia potencial a um valor constante, a qual, representara a
energia de dissociacao molecular. A partir desta distancia a molécula sofre dissociacao ou
somente estados de espalhamento. Desta forma, verifica-se a nao existéncia de niveis vibraci-
onais quantizados acima do limite da energia de dissociacao. Uma ilustracao representando
o comportamento da Curva de Potencial e consequentemente a energia de dissociacio (Fy)

e a energia de ligagao ou profundidade do potencial (E}), pode ser vista na Figura 1.9.

Na aproximacao de Born-Oppenheimer, os niicleos de uma molécula diatomica, sentem
a presenca de um potencial efetivo com as caracteristicas que podem ser aproximadas por
potenciais modelos como, por exemplo, o potencial de Morse. A expressao (1.39) apresenta

a definicao matemética para o potencial de Morse,

V(r) = De(1 — exp(—a(r —r.)))?, (1.39)

em que, r é a distancia entre os dtomos, r. é a posicao de equilibrio internuclear, D, é
a profundidade em relacao aos atomos dissociados e o controla a largura do potencial. O
calculo de D., leva em consideracao determinados limites que serao apresentados no Capitulo
3. Vale salientar que a obtencao de D., quanto do «, dependera dos parametros obtidos
das minimizacoes entre as energias calculadas algebricamente e obtidas experimentalmente.

Estes valores estarao também relacionados ao termo de ajuste para as energias calculadas.



23

Figura 1.9: Energias: Dissociacao e ligacao

3

Fonte: Acervo do autor

Para o célculo do alcance, adota-se os expedientes matematicos relacionados com a cons-
tante de forca calculada a partir da segunda derivada do potencial. Neste trabalho, o poten-
cial de Morse sera usado como base para o desenvolvimento das expansoes que deteminarao
as Curvas de Energia Potencial, tanto Linear quanto Quadratica. Nos casos em que o po-
tencial de Morse é inadequado, encontra-se na Referéncia [9] uma utilizagao do potencial de
Péschl-Teller, o qual admite estados ligados, cujo espectro de energia conduzem aos mesmos

resultados obtidos através do potencial de Morse analisado unidimensionalmente.

Um exemplo a ser apresentado, utilizando o potencial de Morse é a Curva de Energia
Potencial apresentada na Figura (1.10), cujos valores para a energia de dissociacdo D, e do
alcance «, sao obtidos através de alguns procedimentos que envolvem os parametros lineares
da expansao para o potencial. Sendo que r., a distancia de equilibrio interatomica, pode
ser calculada através de uma média aritimética simples, observando os valores experimentais
das posicoes entre os atomos para o primeiro nivel vibracional no estado fundamental, ja
que proximo a posicao de equilibrio o comportamento é aproximado ao de um oscilador

harménico simples.

Desta forma, um ajuste tedrico acurado de resultados experimentais, pode levar a uma

representacao eficaz da Curva de Energia Potencial de uma estrutura molecular, e assim,
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Figura 1.10: Curva de Energia Potencial - Estado Eletronico Fundamental
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Fonte: Acervo do autor

conduzir a um conjunto importante de informacoes sobre a molécula. Na proxima secao, sera
apresentado o espectro da energia vibracional e as constantes espectroscopicas utilizandas
numa comparagao para os termos Linear e quadratico. Os resultados obtidos nesta tese,
através do método algébrico, devem corroborar com os resultados para as constantes que

representarao os parametros livres utilizados no ajuste da energia vibracional.

1.3.3 A Expansao de Dunham

Um outro procedimento que pode ser utilizado para resolver o problema da anarmoni-
cidade como visto na subseccao anterior, seria o de incluir termos de ordem superior no

potencial de um oscilador harménico, por exemplo
V(g)=¢+¢’ + .. (1.40)

Apesar de nao ser o foco em investigacao neste trabalho, vale o registro de que a partir
da analise dos resultados experimentais, teremos informacgoes de grandezas que levarao ao
espectro rovibracional. Com isso, o estudo do rotor rigido e nao rigido, conduzirao ao
entendimento dos espectros destas energias. De qualquer maneira, o sistema mais simples

para analise dos niveis de energia, continua sendo o oscilador harmoénico unidimensional, cujo
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potencial utilizado é o potencial quadratico. Contudo, como j& evidenciado anteriormente
este potencial nao da conta de explicar a anarmonicidade existente no movimento molecular,

nem tao pouco aos aspectos relacionados as rotagoes.

Na busca de obtermos um espectro das energias vibracionais e rovibracionais para siste-
mas diatémicos, procura-se determinar alguns parametros que minimizam as diferencas de
energias experimental e calculada através de um ajuste. O desenvolvimento de métodos que
possam ajustar os diversos parametros que aparecem numa expressao matematica faz parte
do desenvolvimento de uma teoria, sendo que o mais importante é conseguir relacionar estes

parametros com grandezas que possam ser experimentalmente medidas.

Em 1932 J. L. Dunham [24] propde um procedimento para determinar os niveis de
energias rovibracionais de uma molécula em certo estado eletronico. Sua discussao parte
da analise dos niveis de energia de um rotor a partir do método WKB (Wentzel-Kramers-
Brillouin) e das corre¢oes que aparecem associadas a certas constantes espectroscopicas a
partir de um procedimento comparativo com a teoria desenvolvida por Bohr. O espectro de

energia obtido através da expansao de Dunham é dado pela expressao,

1
By =3 Yom(v + 3"+ 1), (141)

n,m
onde v é o ntimero quantico vibracional e [ 0 momento angular que representa o nimero

quantico rotacional.

Utilizando o potencial de Morse na equagao de Schrodinger radial para a molécula diato-

mica, obtemos os autovalores de energia através da expressao,

1 1 h2a?
eN1/2 oy
P+ ) - 5

%)2. (1.42)

2 (v +

As energias rovibracionais podem ser determinadas a partir do espectro medido, e os
coeficientes da expansao, 0s Yy, sao obtidos através do ajuste da equagao (1.41). Estes
coeficientes sao conectados as constantes espectroscopicas conforme a Tabela 1.2. Entre-

tanto alguns destes coeficientes nao apresentam qualquer significado fisico. Utilizando estas

relagoes podemos escrever a equagao (1.41) na forma,
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1 1 1 1
Bu= we(v+3) —were(v 4 5)" +weyelv + 5)° Fweze(v + 5)" + .

o U+ 1) X [Be — ae(v + %) +7.(v + %)2 +.] =P+ 1)?

Det Buv+5)+ -]
, (1.43)

desta forma, Dunham percebeu que os coeficientes Y, ,, nao sao exatamente iguais aos coe-

ficientes desenvolvidos pela teoria de Bohr para o espectro de energia molecular.

Tabela 1.2: Expansao de Dunham - Relacoes entre coeficientes e constantes
espectroscopicas

’ coeficiente H constante espectroscopica ‘

Y10 We
Yoo —Wele
YSO Wele
Y4O WeZe
YOl Be
Y1 —CQp
Yo Ye
YUQ De
Y12 Be

Fonte: Acervo do autor

No Capitulo 3, serao desenvolvidos os procedimentos para determinacao do alcance «, a
partir da comparagao com as constantes espectroscopicas w, e w.r. para as compilagoes
através das expansoes Linear e Quadratica, para tal serao utilizados o primeiro e segundo

termos das expressoes (1.42) e (1.43).

1.3.4 Oscilador Harmonico Quantico e a Abordagem Algébrica

Em mecanica Quantica, alguns resultados tteis de forma elegante e compacta, usando
as propriedades de comutacao entre certos operadores podem ser obtidos para o Oscilador
Harmonico Quantico. Como dito na introducao, o método algébrico consiste na utilizacao de

determinados operadores que obedecem a uma algebra de Lie. Neste caso, sao introduzidos
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dois operadores nao hermitianos no desenvolvimento matemético para solucao da equacgao

de Schrodinger independente do tempo expressa na forma

HU = E, (1.44)

em que, para os estados estacionarios do oscilador harmoénico o Hamiltoniano serda dado por

~D ~2

~  p° kq

H=""4+2 1.45
TR (1.45)

onde p é a massa reduzida do sistema, k é a constante de elasticidade, ¢ e p sdao os operadores

de coordenada e momentum, cuja relacao de comutacao entre eles resulta em,

[4,p] =ikl [H,p|=1ihq  [H,q] = ilp, (1.46)

sendo I o operador identidade. Definindo agora dois operadores ndo hermitianos a e a' na

forma,

1
a=—=(G+1ip), al = —(§—ip), 1.47
ﬂ(q ) \/E(q D) (1.47)

o Hamiltoniano (1.45) pode ser escrito através dos operadores (1.47) como,

A

1
H = alahw + h (1.48)

Os operadores definidos em (1.47) sdo chamados respectivamente de operador de abai-
xamento e operador de levantamento, também conhecidos como operadores de destruicao e
criacao de fonons. Os operadores f[, ae c;T, sao representantes de uma algebra de Lie, que

pode ser realizada através das relacoes de comutacao,

[H,d] = —hwa,  [H,al] = hwat,  [a,al] = 1. (1.49)
Se consideramos que |¢g) seja um autovetor normalizado do operador Hamiltoniano

(1.48) e fizermos o comutador [lf[ ,a] atuar sobre este autovetor, chegamos a expressao

FI&‘¢E> = (B - hw)alog), (1.50)

a qual, nos informa que se |¢5) é um autovetor do Hamiltoniano (1.48) com autovalor E

entdo a|¢y) ¢ tambem um autovetor do Hamiltoniano (1.48) com autovalor E — fuw. Assim
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percebemos que o operador @ atuando sobre o autovetor |¢5), diminui de uma unidade de

fuw o autovalor do Hamiltoniano(1.48).

Contudo, existe um estado de energia minima para o oscilador, conhecido também como
estado fundamental, sendo este, representado pelo autovetor |¢,), correspondendo ao auto-
valor Fjy. Além deste valor nao sera mais possivel diminuir a energia do oscilador. Aplicando

o Hamiltoniano (1.48) sobre o autovetor |¢,) teremos,

A 1
H’¢o> = E0|¢0> = §7W|¢o>, (1~51)

o que resulta na energia do estado fundamental,

1
Eo = 5huw, (1.52)

este resultado é o mesmo, que pode ser obtido através da utilizacao dos polindémios de Hermite

na solucao da equagao de Schrédinger.

Agora para determinarmos o espectro de energia do oscilador aplicaremos o comutador

[H, 4] sobre o autovetor |@,), como segue,

[H,a|¢y) = hw|dy), (1.53)

e assim, teremos,

Hl|gy) = (hoo-+ hw)algg) (1.54)

essa equacao nos diz que, se |¢,) é um autovetor de H, com autovalor %hw, entdo af|p,) tam-
bém é um autovetor de H com autovalor Aw + %ﬁw Sendo assim, com sucessivas aplicagoes

de a' ao autovetor |¢,), teremos,

A" |60) = Bald!)"|60) = (heom + Sh)(@!)" o), (1.55)

sendo o espectro de energia do oscilador dado por:
1

E, = hw(n+ 3). (1.56)

em que n é um ndmero inteiro positivo incluindo o zero. Na Figura 1.7 foi apresentada uma

ilustracao grafica com o espectro de energia do oscilador harménico. Podemos observar que



29

os niveis de energia sao igualmente espacados por = hw, representativo de um potencial
quadratico. Desta forma w representa a frequéncia angular, a qual esti relacionada com a

constante de forca k e da massa reduzida p através da expressao,

w=4/—, (1.57)

no entanto, a partir de uma mudanca de variaveis como serd mostrado no Capitulo 3, dis-
tinguimos w a frequéncia angular de w. que representa o nimero de onda utilizado em
espectroscopia.

Agora queremos estabelecer uma conexao com o operador N representante da algebra
u(2) e associado ao nimero de estados ligados dos sistemas moleculares apresentados nesta
tese, através do produto entre os operadores definidos na expressao (1.47). O produto que

nos interessa neste momento é escrito na forma,

N = afa, (1.58)

chamado de operador nimero. No tratamento que faremos a seguir, vamos considerar |¢,) =
|n) para representar os autovetores do oscilador quantico. Desta forma, podemos escrever a

aplicacao dos operadores a' e a sobre o autovetor |n) como,

afln) = (n+1)2|n + 1), (1.59)
e
aln) = (n)2|n — 1). (1.60)
Usando as equacoes (1.59) e (1.60), podemos determinar os autovalores do operador N,
assim

N|n) = ata|n) = n|n), (1.61)

comn =0,1,2,3,... os autovalores de N.

De acordo com a equagdo (1.59), qualquer autovetor |n) do oscilador quantico pode ser
obtido por sucessivas aplicacoes do operador a' sobre o autovetor |0), que representa o estado

fundamental do oscilador. Este autovetor também é conhecido como estado de vacuo. Sendo
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assim, sucessivas aplicagoes do operador a' sobre o autovetor |0) resulta em,

a'l0) = 1),
ou de modo geral, podemos escrever

(ah"

(n!)2

10) = [n).

(1.62)

(1.63)

Podemos assim perceber que a introdugao destes operadores de abaixamento e levanta-

mento, os quais oportunamente, também sao conhecidos como operadores de destruicao e

criacao juntamente com o operador nimero, tornam o formalismo matematico mais simples

e elegante.
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Capitulo 2

Teoria de Momento Angular e Grupos de

Lie

2.1 O Papel do Operador de Rotacao em Teoria de Mo-

mento Angular

Uma compreensao mais detalhada sobre a Teoria de Momento Angular ¢ fundamental
para o estudo da espectroscopia nuclear, atdmica e molecular, sendo que esta, apresenta
grande importancia na resolu¢ao de problemas envolvendo espalhamento e estados ligados
[25]. Nesta tese, estaremos efetuando uma realizagao algébrica utilizando operadores que
representem os estados ligados de determinadas moléculas diatomicas alcalinas heteronu-
cleares. O operador invariante representativo dos estados ligados dos sistemas de interesse
no trabalho, tem sua importancia, quando da determinacao das diferencas de energias, que
sao algebricamente calculadas e comparadas com resultados experimentais [2, 17, 26]. Os
elementos dos grupos de Lie U(2), representante das matrizes unitarias 2 x 2, e O(3) repre-
sentante das matrizes ortonormais 3 x 3, formam uma base para as realizacoes bosbdnicas que
determinam os autoestados e sao contruidos a partir da utilizacao de certos operadores de
levantamento (.J,) e abaixamento (J_) e de suas combinacdes [27, 28].

Tendo como proposito utilizar a Teoria do Momento Angular para construcao do modelo
algébrico responsavel pela determinacao das grandezas a serem avaliadas neste trabalho,
cabe reforcar a importéncia das rotagoes, ja que existe uma relacao direta entre estas e certos
elementos de simetria dos grupos de Lie. Como ponto de partida, lembrar que rotagoes em

torno de um mesmo eixo comutam, o que significa dizer que se forem feitas duas rotacgoes,



32

uma de 20° e depois uma de 70° em torno de um eixo, por exemplo o eixo z, e depois o
contrario uma de 70° e posteriormente uma de 20°, estas serao equivalentes. Ao contrario,
seria se fossem feitas estas rotacoes considerando eixos diferentes. Assim, pode-se dizer que
rotagoes em torno de eixos diferentes ndo comutam [29]. Um exemplo ilustrativo da nao

comutatividade de rotagoes finitas est& representada na Figura 2.1.

Figura 2.1: Exemplo ilustrativo da nao comutatividade de rotagoes finitas.
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Fonte: Sakurai - Mecanica Quantica Moderna p.156

Uma outra abordagem sobre rotagdes é apresentada por Arecchi et al. [30], a qual
se mostra mais apropriada ao estudo da Teoria de Momento Angular. Na Figura 2.2, é
apresentada uma representacao das possiveis rotacoes em torno dos eixos x, y e z, através

dos angulos ¢ e 6.

Com isso, o objetivo é idealizar um modelo de rotacao, de tal forma, que a partir da
realizacao sobre os angulos ¢ e # seja obtida uma representacao para os estados coerentes do
momento angular. Como sera visto no Capitulo 3, o interesse estar em buscar uma solucao
para equacao de Schrodinger em que o potencial de Morse serd utilizado como referéncia para
construcao da Curva de Energia Potencial. Como é de praxe, estas realizagoes sao sempre
executadas utilizando operadores invariantes, como por exemplo, a projecao do momento
angular no eixo z. Em funcao da simetria apresentada, quando se efetua determinadas
rotagoes em torno dos eixos de referéncia, é possivel resgatar autoestados e autovalores
que estejam de acordo com os resultados obtidos, caso fosse utilizado o operador J,. Tais

operacoes sao apresentadas conforme as expressoes,
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Figura 2.2: Rotagao em torno dos eixos x, y e z.

Fonte: Atomic Coherent States in Quantum Optics

Jp = e 1¥J= Jxeiw’z
= Jycos(p) + Jysen(y)
1 . .
= §(J+e_w + J_e'%). (2.1)

- %(J+e—w — J_e). (2.2)
J. = . (2.3)

De tal maneira, que os operadores de abaixamento e levantamento podem ser escritos

como,

J_=e (Jp +ily). (2.4)
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Jp = e (Jp —iJy). (2.5)

Aplicando a transformacao de similaridade, usando Ry4 em J,, J; e J, obtemos,

RopJuRy, = Jn
RWJ;CR;; = Jgcos(0) + J,sen(6)
RQSOJZR;; = —Jgsen(0) + J,cos(0). (2.6)

Com excessao de J,, agora obtemos uma dependéncia apenas em . Aplicando estas

mesmas transformagoes de similaridade para os operadores J_ e J,, temos,

RGWJ*RGZ} = ngeiw(cjk—i-ijn)R@;}

— e

— e

— e

1 . , 1 . .
§(J+e_w + J_e")cos(8) + J.sen(0) + §(J+e_“" — J_e“")]

(DY ey e (20 =1)]

J+e_i“‘70032(g) + J.sen(6) — J_ei‘psen2(g)} : (2.7)

RopJ Ry, = Rope(Jx —iJn) Ry,

— e

_ eis@

= ¥

1 . . 1 . .
§(J+e_w + J_e"¥)cos(0) + J.sen(0) — §(J+e_w - J_ew)}

Joe (%) + J.sen() + J_e'? (% )}

—J+e_i“"sen2(g) + J,sen(0) + Jewcos2(g)] : (2.8)

1. 1 .
RWJZRH_(; = J.cos(0) — §ewsen(0)J_ - 56_’9"sen(9)J+. (2.9)
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Nesta subsecao, foram apresentadas algumas manipulagoes matematicas, com o intuito de
poder construir um formalismo alternativo para a realizacao dos diversos operadores apresen-
tados no trabalho. Torna-se entao necessario reestabelecer as conexoes entre os operadores

de momento angular e os grupos de rotagoes associados a algebra classica su(2).

2.2 Momento Angular Orbital e Total

Apo6s uma breve dicussao sobre o formalismo matemaético associado as rotacoes, apresen-
tamos alguns dos argumentos que descrevem a Teoria de Momento Angular. Da relacao de
quantizacao envolvendo as condicoes de comutagao dos operadores de posicao e momento
Linear, podemos definir a partir destes as relacoes do momento angular orbital, o qual ¢

definido pelo produto vetorial 1 = q x p [15, 31, 32]. Desta forma, teremos,

9:, p;] = ihdyy, (2.10)

sendo a relacao de quantizagao entre coordenada e momento Linear, e

l. = qp-— ¢y
ly = qzPz — Q4zDz

lz = 4zPy — QyDx, (2'11)

as componentes cartesianas do momento angular orbital. A partir destas relagoes, podemos

escrever as relacoes de comutacao,

1,0 = il
1,1 = il,
L) = il,, (2.12)

em que o operador invariante é escrito na forma,
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2 2 2 2
=10+, + 1 (2.13)

consequentemente observamos que o operador [, momento angular orbital total, comuta

com todos os elementos da algebra, ou seja,

[%,1:] =0, (2.14)

com (i = x,y,z). Neste caso, a incerteza quantica é nula. Na seccdo 2.3 retornaremos
ao problema do principio da incerteza, para representar os estados quasi classicos. Para
generalizar este estudo sobre a Teoria de Momento Angular, introduziremos o operador
J = 1+ s, que representa a soma vetorial entre o momento angular orbital(l) e o spin
magnético (s). Vale ressaltar que a modelagem matematica segue o mesmo padrao. Desta

forma,

[JZ‘, JJ] = z'eiijk, (2.15)

em que €5 ¢ o simbolo de Levi-Civita. Como estamos abordando grandezas tensoriais, uma
representacao ilustrativa, que representa os auoestados do operador momento angular e seus

autovalores pode ser vista na Figura 2.3.

Os vetores genéricos representados por [j,m), sdo definidos como os autoestados dos
operadores invariantes J? e .J,. Nesta representacao m é a projecao do momento angular
total no eixo z. Para construcao do Hamiltoniano algébrico efetivo, faremos uma escolha
utilizando o eixo x, conforme a Referéncia [33]. Para tal finalidade utilizaremos o estudo
desenvolvido sobre rotagoes na Secao 2.1. Dois estados de grande importancia para o estudo
sao representados por |j,j), que representa o valor méximo e |j, —j) representa o valor
minimo, para o momento angular total. Desta forma, notamos que o valor de m varia de
(—7,..0,...5), e desta forma, a dimensdo do espaco de Hilbert terd 2j + 1 elementos. Assim,

podemos escrever a atuacao dos operadores sobre os autoestados como,
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Figura 2.3: Representacao ilustrativa do Momento Angular

li.j >

lj.m >

j.0>
.= >
Fonte: Acervo do autor
Jolj,m) = mlj,m) (2.16)
Pljm) = 50+ Dls,m), (2.17)

Utilizando os operadores de levantamento e abaixamento, também podemos escrever as

relagoes,

Jelgm) =G +m+1)([ —m)|j,m+1), (2.18)

J_lj,m) =/ (G+m)(j—m+1)|j,m—1), (2.19)

Estes operadores serao de suma importancia para construgao de estados coerentes [19].
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Neste trabalho, faremos uso de alguns elementos que pertencem a grupos associados a SU(2).
Essa escolha apresenta algumas consequéncias que sao solucionadas quando fazemos uso da
rotacdo de eixos. Ao invés de diagonalizar J,, utilizaremos elementos do grupo de Lie U(2)
que estao associados ao operador J, [3, 34, 35]. A solugao é possivel quando efetuamos as

seguintes realizacoes:

Jy€igJ$ _ eingJZ

Jee 2l = el (2.20)
|j>my> = eingU?m)

jome) = e 2h|jm). (2.21)
Jy‘jvmy> = Jyei%h’jvm>

= ei%JZJZU,m)

= m|j,my). (2.22)

Jz‘]am:c> = Jzeii%Jy‘j7m>
e300 .| j,m)

= m|j, my). (2.23)

Desta forma, concluimos esta secao apresentando as relagoes entre os operadores, auto-
estados e autovalores dentro da Teoria de Momento Angular. Vimos entao a construcao de
uma estrutura matemaética, a partir da utilizacao de operadores que obedecem a aspectos
importantes da Teoria de Grupos, e em particular, dos grupos continuos. Estas estruturas
abedecem a determinadas propriedades, as quais, em funcao de suas aplicagoes, tem grande

importancia para Fisica Atomica e Molecular. Estes, englobam um aspecto operacional re-
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lativamente simples, pois envolvem operacoes com matrizes e cilculo com funcoes de varias
variaveis [36, 37]. Na proxima segdo apresentaremos o formalismo matemético, necessério
para determinacao de estados coerentes, os quais podem ser utilizados, a partir dos valores
médios dos operadores invariantes, covenientemente adotados, para calculo dos parametros
e variaveis responsaveis pela aquisicao de Curvas de Energia Potencial, para o caso das

vibracoes moleculares.

2.3 Estados Coerentes e Valores Médios

Como visto no capitulo anterior, esta tese tem como interesse apresentar os resultados das
diferencas de energias de sistemas moleculares diatomicos, sua comparacao com resultados
experimentais presente na literatura e como consequéncia construir as Curvas de Energia
Potencial dos sistemas moleculares de interesse. Para tal fim, utilizaremos um Hamiltoniano
algébrico determinado por operadores invariantes associados aos grupos de Lie, sendo que
as realizagoes obedecerao a propriedades vistas na sec¢ao anterior sobre o momento angular.
A determinacdo dos parametros lineares e nao lineares estardao diretamente ligados a estas
propriedades. Com esse entendimento partiremos para construcao de estados coerentes, os
quais estarao vinculados a uma base apropriada, em que os niimeros quanticos e parametros
complexos estarao associados.

Como ponto de partida, um estado coerente pode ser interpretado como uma rotagao
em torno do ponto de mais baixa energia do sistema, como esta representado através da
expressao (2.36). A aplicacdo de operadores de abaixamento e levantamento nos autoesta-
dos e a utilizacao de parametros complexos, bem como, de expansoes envolvendo algebra
de matrizes completarao a construcao dos estados coerentes de interesse. Com estes estados
bem definidos, podemos fazer uso dos valores médios do Hamiltoniano algébrico para deter-
minacao do potencial algébrico efetivo, responséavel pela construcao de Curvas de Energia
Potencial, de acordo com o tipo de espectroscopia a ser desenvolvida. Uma aplicacao ¢ a

determinacao do estado coerente associado ao Oscilador Harménico Quéantico,

la) = Z \/_]n (2.24)

este apresenta diversas propriedades, das quais, Novais e Perelomov [38, 39|, destacam:

i) Sao autoestados dos operadores de abaixamento, como pode ser verificado na expressao,
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P~ W
aloy = e 2 ZWM—D
= ala), (2.25)

iHa Cawr ol e a™ e—sz)n
e ) = e 2e 2 |n)
2 Vo
- e_MTT|ae_i”T>, (2.26)

_la® 182 e
= e 2 2 : (2.27)

[ el = [ 3o X )

& & m,n=0 n-m
“+00 27 d d ]
3 / T, LI
oy o mVnlm!
“+o0 2 9
= Z / m+"e—f 270 | (1]
om0 o2 n'
S )
e — (M ){n
|
"0 n'
= 1, (2.28)

neste caso é feita uma mudanca de variavel a = re=?.

v) Os estados coerentes apresentam minima incerteza;
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(a|(a +a')a) = a+a
(al(a—a)|a) = a-a
(al(a+a')(a+a)a) = (a+a*)?+1
(@|(a—ah)(a—aha) = (a—a*)? -1 (2.29)

Agora utilizando as defini¢oes de coordenada, momento, operadores de aniquilacdo ou
destruicao, podemos definir as variancias que poderao ser utilizadas para determinacao das

variacoes entre as poténcias pares e impares dos operadores.

(Az))a = (%) — ({z)a)’

_ %[(a Fat241— (ata)

_ % (2.30)
(Ap)a = (PP — ((D)a)?

- %}[—(a o)+ 1+ (a—a*)?

- g (2.31)

onde efetuando o produto dos resultados obtidos pelas expressoes anteriores encontramos o
minimo de incerteza possivel, reforcando a idéia de estados quasi classicos, apresentado na

expressao abaixo:

(A2)al(BPa = 7. (2.32)

Como apresentado no caso do oscilador harmoénico quantico, os estados coerentes podem
ser utilizados no desenvolvimento de modelos algébricos, pois permitem o calculo de quan-
tidades classicas como valores médios de quantidades quéanticas (estados quasi cléssicos),

representadas pelos elementos de uma algebra de Lie. Desta forma, uma realizacao pode ser
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efetuada para determinacao de potenciais vibracionais associados a Hamiltonianos algébricos
efetivos. Para Zhang at al. [19], alguns passos resumem a construcao algébrica dos estados
coerentes.

1 - Precisa-se de uma algebra de Lie, e seu respectivo grupo, que tenha uma representacao
irredutivel finita (espaco de Hilbert finito), para o presente caso, a algebra u(2) = N & su(2).
O espaco de Hilbert, de dimensao 25 = 1, corresponde as diferentes representacoes irreduti-
veis de su(2).

2 - E necessario também escolher um estado de referéncia no espaco de Hilbert. Em geral,
este estado é escolhido como sendo o estado de peso mais baixo (ou de minima energia). No
caso das representagoes do grupo SU(2), o estado de referéncia sera |7, —j), com, m = —j.
3 - Um grupo de isotropia. Como o grupo é, em geral, a exponencial da algebra, alguns
elementos do grupo deixam invariante (a menos de uma fase) o estado de referéncia. O
conjunto destes elementos formam o grupo de isotropia, geralmente um subgrupo do grupo
de Lie em questao. No presente caso, o tnico elemento do grupo SU(2) que deixa o estado
de referéncia |j, —j) invariante é h := e?’=. Sendo |j, —j) o estado de mais baixa energia, po-
demos obter outros estados a partir da aplicacao sucessiva do operador J,. Recursivamente

obtemos,

-1

1 my .

lJ,m) = Gt m)

()

Um desenvolvimento para rotagoes em SU(2) é apresentada por Jian et al. [40]. Se

Seﬂd07 ‘]+’juj> =0e ‘]+’j7 _j> =0.

contudo efetuarmos uma rotacao de angulo ¢ em torno do eixo n, conforme a Figura 2.2, e

usando a expressao (2.2) teremos,

R9 _ e—i@J"
)

— 67i0(Jlsen(g0)nycos(<p))

— e%e’“"].;_fgewt]_
— eSS+

, (2.34)

com ( = ge*i‘f’. Com isso, os efeitos das rotacoes sobre os geradores J,,, Ji e J, sao observados
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nas expressoes (2.6). Percebe-se que estando a rotagao sendo efetuada em torno do eixo n,
J, ndo se altera. Por outro lado, se esta ocorre no plano kz de um angulo 0 na equacao (2.1),
resulta nas expressoes (2.7) e (2.8). Utilizando a formula de Baker-Campbell-Hausdorlf,
eV A+B) — ptanhaBgincoshaCgtanhad “com O = [A, Bl e a = i%, A = ie¥J_, B = —ie % J, e

27
C = —-2J,, temos,

Ry, = ¢

_ ptanhif(—ient9 ) Incoshi(<2.1.) ptanhif (ie'* )

tan%e*i“f’th_e—Zlncos%JZ —tanh%ew]_

= € (&

_ 6zJ+eln(1+\z|2)Jz€—Z*J—’ (2.35)

efetuando algumas substituicoes trigonométricas e definindo z = tg(g)e*w, o estado coerente

para o momento angular sera dado por,

2) = 10.¢)
= RGAp‘ja_.j>

_ zJ4 Jln 1+ 2| J. —2*J_ | .
= e g )

62J+6ln(1+\z|2)Jz

1
o 2Jy | .
= & ———0—1j,—J)
(1+ |z|2>f

Z 1+|z\ i (7 +m)!

ja_]>

Zj+m 2] .
- Z ( )|J,m>, (2.36)
(14127 \J+m

o que mostra o fato de considerarmos o estado coerente como uma rotagao sobre o estado
17, —7) [19, 30]. Outro fato importante é que Rp, = /+=¢"/= funciona como o espago coset
U(2)/SO(2). Desta forma, Ry, pode ser interpretada como uma projecao da esfera de block

no plano complexo, conforme a Figura 2.4.

Determinado o estado coerente, cujo parametro complexo é dado por z, podemos derivar

potenciais vibracionais, associados aos Hamiltonianos algébricos, construidos a partir dos
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Figura 2.4: Projecao no Plano Complexo Esfera de Block.
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Fonte: Coherent States: Theory and some applications

operadores invariantes pertencentes a um determinado grupo de Lie [9]. Para tal, devemos
determinar o valor médio do Hamiltoniano algébrico efetivo, a partir do estado coerente,
sendo que este Hamiltoniano seja diagonal em uma base que conterd os ntimeros quanticos

utilizados para construcao do espectro de energia.

Uma possibilidade para determinacao das expansoes para o potencial algébrico, seria
seguir os expedientes matematicos utilizados por Vargas [9]. Neste caso, torna-se necessério
desenvolver os célculos para determinacao dos valores médios dos operadores J, e J;Q. Como
o operador J,, pode ser escrito em funcao dos operadores de levantamento J, e abaixamento
J_, iniciamos por calcular o valor médio sem levar em consideracao a constante %, ou seja
< j+ +J_ >. Em funcao da projecao no plano complexo, tornam-se também necessarias
algumas mudancas de varidveis para acoplar os célculos aos eixos = e y deste. Para isso,

vamos adotar |z|* = z.



<j++j_>

2.(2 +z)

zjii a (j ijm)\/(j ijm)‘

m/=jm=j

<m'|Jy+J_|m>

i 2j 2j
e GG )

m'=jm=j

VGi—m)G+m +h)<m —1|m >+

Vi-m)G+m+D<m |m—1>
—J+1 =3

1+x2jzz *m M *mzm)

m/=jm=j

\/<j ijm> \/(y +Z’ - 1) (G —m'+1).

<m’—1]m>

Z Z *m/+1 »m ¥ m+1>
2] :

m/=—jm=—j

\/(j —Zi-jm> \/ (]- f]m) (j —m).

<m’|m>

Z + Z i+m
Z] <] + m) —m)

?

1+z

45

(2.37)

agora para obter os analogos classicos das quantidades quanticas definidas pela algebra su(2),

efetuamos uma nova mudanga de variaveis em funcao dos parametros,

e o complexo conjugado,

1
t= T(Q+ZP)

(2.38)

(2.39)
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, . . 2
onde g é a coordenada e p o momento linear. Assim o |t|” = y, no plano complexo. Sendo

também vélida e relacao,

2= (2.40)

logo,

A 29
<Jp>="LgJw— Q2 (2.41)
w

em que Q% = ¢ + p*. Agora para J,*, temos

1 - ~ ~ =~ o
J. = Z(J+2 TR S B AR

1 - ~ o ~
_ Z[J+2 IRy (2.42)

) L2 .2 . _
o valor médio < J, + J_ > sera escrito como,

J . .

) ) 27 2j
<J. +J. > = , , )
- 1+x2ﬂz 2 J(HmN(Hm)

m/f jmlf

< m | J+J+ + J,J, ’ m > s (243)

em que,

<m' | JuJy|m> = JGEm)(GFm +1).
VEFm)GEm+D<m/ F1|m=E1>, (2.44)

com isso reescrevemaos,
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-j —J

<JA+2—|-JA,2> = 2j222*m 2™(27)!

1—1—3: v —

<m' —1|m+1>

(G +m)G = m)G —m)(G +m)!

\/(j+m’)(j — 1) —m)(j+m+1)

‘”ﬂ*mm (j—m)G+m + 1) +m)j—m+1)
N szJZZz ) [\/ (G =m)G +m) G +m)l(G—m) |

m'=jm=j
<m'4+1|m-1>

- —j . .
. 2j 2J
— *m m / 1 1 .
1+x2jzz —m D +m+ )\/(j+m’—1>\/(j—i—m+1)

m'=jm=j

<m—|—1|m—1>

. 2j 2J
oL )G )

m/=jm=j

<m'+1|m-1>

; m—j.(22+z*2)i ( 2 )(j+m+1)(j—m—1)$m

(1—|—x)2] U m
—J+1
_ *2 o2\ tm
= (1 +x)2j Z +z Z <J +m> m )SC )
m=j—1

desta forma,

L2 a2 22 4 %2
< J Jo > = 25(27-1
4525 — 1)
= e -ener, (2.46)
logo o valor médio do operador quadratico sera,
s > =-424(2j -1 2 1)—2 2 . (2.47
<J {j(] )(1+)2+ (J+1) J<1+x)2+] (1+I) (2.47)

ou,

(2.45)



48

-2 1. 2525 —1)(2—2%)?

<J, >=-75— , 2.48
X 1 (1+a) (2.48)
e efetuando as devidas mudancas de variaveis temos,
B o 25(25 —1
<jis=d HEZD )(q4 —wq® + ¢°p?), (2.49)

w?

este valor médio, assim como o valor médio < J, > estabelecem as relagoes necessérias para
determinacao de termos que serao utilizados para determinagao do potencial algébrico. Um
exemplo, é a determinacao do termo relacionado ao ajuste, o qual faremos de forma direta
para a expansao "Linear", onde utilizamos o valor médio do operador J,. Efetuando uma

mudanga de variaveis na expressao (2.41), obtemos:

< E, > = (N+1)[(2— e olrad)eatr—ra]s, (2.50)

com N = 2j, w = 2N, ¢ = 2Ne *"~")_ Neste caso o j tem o mesmo papel do nimero
quantivo vibracional v, que representa o nimero de estados ligados do sistema molecular. A
partir deste valor médio determinaremos o potencial (3.61). Para ajustar a profundidade do
potencial efetuamos a transformacdo N — (N + 1) em (2.41).

Uma outra abordagem alternativa ao que foi apresentado nesta secao, utilizando resulta-
dos da equacao de Schrédinger com potencial tipo Morse, obtemos uma interpretacao mais
simplificada os termos das energias algébricamente calculadas com os espectros obtidos a
partir da expansao de Dunham na Subseccao 1.3.3. No proximo capitulo apresentamos os
passos para construcao do Hamiltoniano algébrico, as expressoes das energias, bem como, os
procedimentos para célculo da profundidade do poco do potencial e do alcance. Estes ele-
mentos serao utilizados na construgao das expressoes para construcao das Curvas de Energia

Potencial relativas aos sitemas moleculares estudados nesta tese.
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Capitulo 3

Metodologia

Iniciamos este capitulo, fazendo uma breve exposicao sobre o carater basico e aplicado
desta tese. No primeiro, a importancia de se gerar um ambiente de pesquisa cujo apelo
matematico é notorio. O segundo, chama atencao para um "universo"desconhecido que
envolve propriedades de sistemas moleculares. Os aspectos descritivos, ficam claros quando
da andlise dos resultados experimentais, os quais, por sua vez sao quantificados a luz de
uma modelagem matematica elegante, associada a requisitos quantitativos e qualitativos. O
controle associado ao levantamento dos dados, bem como, o tratamento destes, permearao

os resultados obtidos e discutidos no trabalho.

Nos capitulos anteriores, procuramos apresentar de forma sucinta, o referencial tedrico
bésico, noteador dos elementos necessarios para o entendimento e desenvolvimento da es-
trutura matematica que se fara, presente implicita ou explicitamente nas secoes seguintes.
Por conveniéncia adotamos como referencial para escolha da nomenclatura adotada para os
operadores invariantes o desenvolvimento feito por ITachello e Levine [33]. Neste sentido,
faremos a seguinte mudanca de varidvel para o operador momento angular J— FeC

representard o operador de Casimir associado a determinado grupo de Lie.

3.1 O Hamiltoniano Algébrico e o Espectro de Energia

Para construcao do Hamiltoniano efetivo, optamos por escolher um operador invariante,
cujos elementos estao associados ao grupo de Lie U(2) e O(2). Desta forma, faremos uso da

base,
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U2) > 0(2)
i 1 > (3.1)
N M

com M = £N,£(N — 2),...,41 ou 0 para N par ou impar, de tal forma que o nimero
quantico N estard associado ao niimero de estados ligados do sistema molecular. Agora
fazendo uso da simetria dindmica do grupo O(2), descrita pela base (3.1), podemos escrever
o Hamiltoniano algébrico utilizando o operador invariante quadratico C(O(2)), o qual é

definido como,

~

C(0(2)) = (tTo + o'7)?, (3.2)

onde, of, 71 e 0,7, sdo os operadores de criacdo e aniquilacio respectivamente. Desta forma,

o Hamiltoniano algébrico efetivo, sera,

H = Ey+ AC,(0(2)), (3.3)
por outro lado, o operador invariante Linear, é escrito na forma,

C(02) =rlo+olr =2, = F, + F_ = M, (3.4)
estes operadores serao escolhidos de acordo com o melhor ajuste para as energias vibra-
cionais. Vale ressaltar, que inicialmente nao estamos escrevendo as expansoes para tais
Hamiltonianos. Definindo,

s i f s _ Lo s 7 (ot

F, =710 F =o't FZ:§(TT—UU) N = (r'"tr+d'0), (3.5)
a descrigao algébrica pode ser obtida, efetuando-se um mapeamento entre estes operadores

e um espaco de coordenadas. Estes em sua forma candnica sao escritos da seguinte forma,

1 1
o=—(x+ipy), UT:—(:c—z'px) T =

V2 V2

0s quais, obedecem as relacoes

(y +ipy), = (y —ipy), (3.6)

-
-

[O-CUO-L/] - 5(10/7 [0a70a’] - 07 I:O-LJO-L/]
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com a, ' =1,...,ne n representando o nimero de graus de liberdade espacial. Podemos ob-
ter, a partir destes operadores bosonicos ou de suas combinacoes Lineares, um Hamiltoniano

expandido na forma,

H=E,+ecF, +AF" + Ayﬁ’y2 FAE + (3.8)
em que,
. P+ F . F —F
oI S R Sl 3.9
2 v 2 (3.9)

assim, o Hamiltoniano (3.3) sera diagonal na base (3.1). Deste modo, o espectro de energia,

para uma primeira aproximacao, serd dado por,

E(N,M) = Ey+ AM?, (3.10)

_ (=)

o qual representaria um oscilador anarmoénico. Introduzindo o niimero quantico v 5

podemos escrever o espectro de energia (3.10) na forma,

E(v) = E, — 4A(Nv — 1), (3.11)

com

Ey = Ey + AN?, (3.12)

e, v=0,1,..., % ou % para N par ou fmpar, sendo que v representa o niimero quantico
vibracional.

Para conectar o espectro de energia dado por (3.10), com a algebra e seus elementos, le-
vamos em consideracao as relagoes (3.7), as quais, obedecem aos requisitos de anti - simetria,
que podem caracterizar uma éalgebra de Lie [6]. A escolha da base tem papel importante,
pois o nimero quantico n, que representa o nimero de graus de liberdade do sistema, esta
em distinguir os diferentes problemas fisicos descritos por alguma estrutura algébrica.

A dimensao n estd relacionada com a dimensao v do espaco que atua a rotacao e a
vibra¢do por n = u + 1 [3]. Desta forma, para o problema unidimensional teremos apenas
um grau de liberdade ou seja u = 1, e assim teremos n = 2. Com isto, podemos utilizar

dois operadores bosonicos associados ao grupo de Lie unitario U(2), e para o problema

tridimensional, teremos 3 graus de liberdade, w = 3 e n = 4 e o grupo de Lie unitario sera

U(4).
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Por sua vez, certas escolhas indicarao a forma do Hamiltoniano efetivo. Por isso, fazendo
uma expansao através do produto biLinear 7!7, dos operadores bosonicos, teremos um

Hamiltoniano desacoplado [3, 4, 33] na forma,

A e 1 T
H = FEy+ ZéaBTLTg + 5 Z UQBWJTLT;TWT(; + (3.13)
af afBvyd

consequentemente, os autovalores desse Hamiltoniano nos darao os niveis de energia.
A escolha da base e do operador invariante para determinacao das energias rovibracio-
nais, nos leva a algebra do momento angular. O grupo de simetria associado as rotacoes

tridimensionais é o grupo de Lie SO(3), cuja algebra obedece as relagoes,

[F, F,)] = iF, [F., F,] = iF,, [E,, F.] = iF,, (3.14)

onde a conexao com a algebra su(2) pode ser estabelecida por

Fy = F,+iF, (3.15)
e as relacoes de anticomutacao,
[F,,F.| =2F., [F,, Fy] = £2F,, (3.16)

O operador F?, também chamado de operador de Casimir para o momento angular, é

definido como,

?=F2+F+ J2 (3.17)
este operador, comuta com todos os elementos da algebra. De tal forma que,
[F2, Fi] =0, (3.18)

podemos ainda escrever os operadores F, e F_ na forma de matrizes irredutivies de ordem

mais baixa como,

0
F, = . P = , (3.19)

e o operador invariante F),, que representa a projecao do momento angular no eixo z como,
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F = , 3.20
5 (3.20)

podemos assim observar que estes sao proporcionais as matrizes de Pauli. Os operadores F.
e F_ também sao chamdos de operadores escada, ou também como operador de levantamento
e abaixamento, respectivamente. Uma realizagao através dos operadores e 7, bem como, de

seus adjuntos é apresentada a seguir,

A 0 1
F, = [ ot 7t ] S (3.21)
0 0 T
A 00 o
Fo= [ ot 7 ] = ort. (3.22)
10 T
. 111 0 o 1
FZ:|:0_T TT}— :—[O'TU—TTT] (3.23)
210 -1 T 2
o
N = [ of 7t } =olo+ 77, (3.24)
01 T

O conjunto formado por ]\7, FZ, F, representam os elementos da algebra u(2). Pode-se
verificar que u(2)=N @ su(2), onde N é o operador nimero escrito na base (3.1). Além disso,
as representagoes irredutiveis de SU(2) encontram-se em um espago com (n + 1) dimensoes,

representadas por um conjunto de (n + 1) funcoes de base linearmente independentes [8].

Agora estabeleceremos uma relagao entre o potencial de Morse e a equagdo de Schrédinger

através dos operadores invariantes N e F,. Desta forma, temos

N—%(xz—i—y —8————2), (3.25)

o 1,2 9 2
R s A Tt (3.26)
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ou efetuando uma mudanca de variaveis, podemos escrever,

N 10 9 10
N=_(p2 - _p— T __
3 p0p"0p " 2 08 )
e7
. 10
F=—-
X 28¢7

resolvendo agora a equacao de autovalores para estes operadores,

Ny = Nep,

assim, uma solugao possivel é dada por,

Ynm(p, @) = Ry (p)®n i (9),

com,

a(g) = ¥

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

para resgatar a equagao de Morse utilizamos a expressao (3.27), na equacao de autovalores,

NIN,M) = NI|N,M)

5(/)2—2) = N
0P —2 = 2N
p° = 2N +2

pP = 2(N+1),
ou,

PP = (N +1)e o),

(3.33)

(3.34)
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em que a condigdo —a(r —r.) > In2, é utilizada para resgatarmos o termo exponencial para
o potencial de Morse. Agora, aplicando o operador quadratico (320(2), temos,

desta forma teremos como autovalor M2, que cumpre o mesmo papel do m?, caso utilizasse-

mos o operador J,. Com isso, a equacao diferencial para o operador N, fica

@ 1 2,

que também pode ser escrita como,

Rya(p) = —M?Ryu(p),  (3.36)

h2a? d*> h%a? h2a?
. B _De —2a(r—re) 2 —a(r—re) — M2 . ]
[ T + 2 e e 1| R(r) 2 R(r) (3.37)
Sendo a equacao de Schrodinger independente do tempo,
?  2pu (1+1) 24
com o potencial de Morse escrito na forma,
V(r) = De(e20r=r0) _ gg=alr=ro)y, (3.39)

considerando s6 esfeitos de vibragao para moléculas diatomicas, chegamos a expressao,

L 2—“[E — D, (e72r=r0) _ 9= ONI R(r) = 0 (3.40)
dr?  h? ¢ ’ '
efetuando uma mudanca de varidveis: y = e~ Iny = —a(r—rq) e efetuando os calculos

para a fungao ,

FR R (A
dr?2 dy? \ dr dy \ dr?

+a ydy, (3.41)
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a expressao (3.40) pode ser reescrita como,

@R 1dR  2u [E 2D,

dy? T ydy T a?h |y

st —De} R(r) =0, (3.42)

desta forma, a funcao de onda radial R(r), deve ser finita e analitica no intervalo [0, co], do-
minio da varidvel r, a qual fisicamente representa a distancia entre os niicleos das moléculas.
Encontramos na Referéncia [41], um conjunto de transformagoes que satisfazem a equagao

de Kummer [36]. Uma aboradagem anéloga ¢ apresentada em [9] através da mudanca de

variaveis,

N=mDe e €= —-AnE, (3.43)

relacionadas com a profundidade do poco de potencial e os autovalores das energias,

e 2 2 1 2
D, = (M) e By =Y (3.44)

com \ = % e £ =2M > 0. Considerando as condicoes,
z—2 e~ 2(r=r0) - a )\ — %b e b=¢+1, (3.45)

a solugao para a equacao de Kummer,
T - 2L o]z =0 (3.46)
A z)o- +aj(ulz) =0, .
é dada por,
u(z) = z‘ge%R(r), (3.47)

assim, u representard um polinémio de Laguerre generalizado [42],

u=L§(2), (3.48)
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com, v =0,1,2,..., [A— 1]

Desta forma, efetuando uma nova mudanca de variével em (3.45) para obter uma solugio

finita para equacao de Kummer (3.46), faremos a = v. Assim teremos,

% 2( §>A+(y+%>2
= D+0zh\/2l;_D(V—i—%>—(®;—Z)2><u+%)2, (3.49)

desta forma, podemos perceber uma correspondéncia entre os dois primeiros coeficientes da

expansao de Dunham apresentados na expressao (1.43) com os apresentados quando temos
E(v)+ D.. Na subseccao seguinte, apresentaremos os espectros de energia algébrico para as

compilacdes Linear e Quadratica.

O Espectro de Energia Vibracional Algébrico

Retomando o operador Linear (3.4), diagonal na base (3.1), podemos escrever o Hamil-

toniano expandido, através de uma expansao geral na forma,

= By + 3 B(C(OQ) (3.50)

=2
onde os B; sao parametros a serem determinados através do ajuste. Desta forma, a energia

vibracional sera obtida através da expressao

= Ey+ Z Bi(N — 2v)’ (3.51)

comv=0,1,... % ou N— para N par ou impar. Para facilitar a comunicagao em relagao

2

as expansoes que estaremos utilizando, chamaremos a expressao (3.51) de "Linear", e "Qua-
dratica"a obtida a partir do operador invariante quadratico (3.2), cujo Hamiltoniano é dado
por,

H=FEy+ Y A(Co(0(2)), (3.52)

=2
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e o espectro de energia é calculado pela expressao,
k
E(v)=Ey+ Y AN*—4(Nv -1, (3.53)
i=2

os coeficientes A; e B;, serao determinados através do ajuste, os quais estarao associados
aos elementos da algebra u(2) e aos parametros obtidos da minimiza¢do entre as energias
experimental e calculada.

Na modelagem computacional, buscamos minimizar a diferenca de energia entre os resul-
tados calculados pelo método algébrico através das expressoes (3.51) e (3.53) e os resultados
obtidos experimentalmente, utilizando o método dos minimos quadrados. Com o objetivo de
obtermos os parametros destas expressoes procuramos otimizar o desvio médio quadratico

da expressao (3.54), utilizando o pacote computacional com fun¢oes Powell [43].

Z'Y_ Eﬁrp — [Fteo)2
d:\/ v=ol iy (3.54)

v—1

Desta forma, d é o desvio calculado, E“? representa a energia obtida experimentalmente
e E' & a energia calculada em funcao do método algébrico, v representa o nimero de
estados vibracionais e v o valor maximo de niveis vibracionais detectados experimentalmente.
Através deste procedimento determinamos o espectro de energia vibracional para o estado
fundamental das moléculas diatdémicas NaLi e RbCs tomando como referéncia os resultados
experimentais obtidos na Referéncia [2].

O procedimento é de certa forma simples, pois, para determinacao do espectro vibracional
s6 precisamos definir um numero quantico vinculado a uma representacao irredutivel da
algebra de Lie associada ao grupo de simetria U(2). Neste caso, o nimero vibronico N,
utilizado nesta tese, é determinado em funcao do ntimero de estados ligados do sistema
em estudo. Assim, v = 0,1,2,..., % ou % representa os niveis vibracionais do sistema

molecular. A conexado entre a base (3.1), associada aos grupos de Lie U(2) ¢ O(2), e o

nimero de estados vibracionais ¢ dada por:

=" (3.55)

onde M é analogo a projecao do momento angular no eixo z, quando se faz uso do grupo
O(3). Neste trabalho foram utilizados N = 96 para a molécula Nal.i e N = 270 para o
RbCs.
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Vale salientar que outras compilacoes foram efetuadas, contudo os melhores resultados
foram obtidos para estes valores de V. Assim, estamos interessados na faixa do espectro que
representam estados ligados. Neste sentido, uma resultado importante se refere a energia de
dissociacao do sistema molecular. A expectativa é obter, a partir dos parametros Lineares
calculados pela minimizacao entre as energias calculadas algebricamente e experimentais, a

espectativa para o valor da energia de ligagao (D,.) das moléculas em estudo.

3.1.1 O Potencial tipo Morse e a Energia de Dissociagao

Para o calculo da espectativa para a energia de dissociacao, faremos um céalculo na rea-
lidade para a profundidade do poco de potencial que nos dard a energia de ligacao, sendo
esta, representada por D.. Notar-se-4 que a diferenca entre esta energia e a energia de dis-
sociacao é pequena, ji que a energia de dissociacao ¢ calculada a partir do primeiro nivel
vibracional. O potencial de Morse escrito através da expressao (1.39), levando-se em consi-
deracao determinado intervalo para os valores de r representa a parte atrativa do potencial
com uma aproximacao muito melhor para os valores calculados que o potencial parabdlico.
O potencial de Morse converge quando R — oo para a energia de dissociacdo , enquanto o
potencial parabélico vai para o infinito para R — oo.

Neste trabalho, efetuamos uma realizacao tipo Morse para o potencial. Para tal fim,
efetuamos uma expansao para o potencial de Morse, em que a quantidade de termos da
expansao, estarao vinculados as menores diferencas entre as energias calculadas e experi-
mentais. As compilagoes realizadas terao resultados relativos as expansoes com nimero de
termos etiquetados por j = 2,3, ..., 15. De forma direta podemos obter analiticamente uma

expectativa para a energia de dissociacao levando em consideracao os limites,

D. = V(r—oo)=V(r=rg)

= D Ap(N)[(1 = T = B Aip(N)[(1 = e )%, (3.56)

para os resultados do operador Quadratico, e para o operador Linear. Note que o p que
aparece indexando o somatoério, é colocado simplesmente por conta da escolha feita quando
da programacao em codigo Fortran para a minimizagao das energias. Nao confundir com o

momento linear.
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D. = V(r—o0)=V(r=rg)

p—1 ‘ p—1 )
= D AP (N)[(1— e )2z =3 " AL/ (N)[(1— e 07)2)2 - (3.57)
i=0 =0

efetuando a subtracdo para (i = 0) o parametro Ay é cancelado na expressao para D,
sobrando apenas termos para a expansao quando (r — 00), jA que sao zerados todos os
termos quando (r = rg) a partir de (i = 1). Apods algumas mudanga de indices, para

corroborar com o ajuste efetuado no calculo computacional, teremos

p—1
De = ZAzP(N>Z
=1

= Aip(N) + Aop(N)* + ...+ A1 p(N)PH (3.58)

em que os A; e A, dependem do ajuste feito na simulagdo computacional e p(N) e p/'(N)
sdo determinados através da expressido (3.44) para a energia de ligagdo. Sendo assim, as
expressoes para o valor esperado da energia de dissociacao, serd calculada tanto para as

expansoes Quadratica ou Linear na forma:

D, - ipo)(%)j_l[(mm“

()

desta forma, na expressao (3.44) os termos A; e B; estao relacionados com

j—1

: (3.59)

p

= ) ()

J=2

% (%)2 e o0 termo

2
de ajuste ((NN—H)> para compilacao Quadratica e (%) para Linear, sendo que o termo
(N + 1) é proveniente da expressao (2.41) no caso Linear.

Como visto, os p(j) representam os parametros obtidos na minimizacao entre as energias
experimentais e calculadas. Como ja explicitado, sao efetuadas compilacoes com valores para
Jj = 2,3,...,15. Vale salientar que p(1) representa o primeiro parametro Linear, o qual, é

cancelado no cédlculo para a energia de ligacao.

Para determinagao do alcance («), levamos em consideragao que no limite de pequenas
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oscilacoes o potencial de Morse reproduz o modelo do oscilador harménico, onde a constante
de forca pode ser determinada calculando a derivada segunda da expansao para o potencial
algébrico. Dependendo da interagao que se pretende modelar, a expressao para o potencial
de Morse pode ser escrita adicionando ou subtraindo uma constante. Levando-se em consi-
deracao a modelagem utiilizada nesta tese, faremos uso de um potencial escrito através das

expansoes,

7j—1

= . N +1 ? —a(r—r ) —
Ve) = 3 el) [(%) ] (1 — o)t (3.60)
j=1
para compilacao Quadratica, e

Vir) = iﬂﬁ[(%)}j_l[gea(wo)_e2a<rro>}f;1’ (3.61)

para compilacao Linear. Este potencial é escrito a partir da expansao do valor médio 2.50.

3.1.2 Calculo do alcance «

O alcance «, tem papel importante no ajuste da Curva de Energia Potencial, pois o
mesmo controla a abertura do poco. Se este parametro nao for bem definido, o ajuste entre
os resultados experimentais e calculados algebricamente, sofrerao divergéncias quanto as
posicoes para cada energia calculada teoricamente.

Para obter o «, efetuaremos um céalculo de segunda derivada do potencial algébrico, o qual
estard relacionado com a constante de forca. Entretanto, deve-se perceber que a frequéncia
angular que aparece no caso do oscilador harmonico nao representa o mesmo valor para a
primeira constante espectroscopica w, obtida na expansao de Dunham (1.43). De tal forma,

que w, = 3. Sendo assim, o célculo deve ser efetuado na forma,

ww? =k
d*V (r
pw? = drg ) : (3.62)

onde k é a constante de for¢a, 1 a massa reduzida e V(r) o potencial algébrico. Agora

realizaremos os calculos para determinacao do alcance, efetuando uma comparagao entre os



62

termos encontrados na expressao (3.49), com a primeira constante espectroscopica obtida na

expansao de Dunham (1.43). Comparando estes termos teremos,

w? =k
2
D, d*V (r)
2ahy | — =
a [ “ Q,u] dr?
ApV*(r)”
CY = WN—W7 (3.63)

em que V*(r)"a? representa o valor da segunda derivada do potencial, N est4 associado ao
ntimero de estados vibracionais esperados e D, a profundidade do poco de potencial definido
em (3.44) para o potencial de Morse. Uma outra realizagdo pode ser obtida, impondo

inicialmente a condicao:

h2a? Fuwo?
2u 4D,
2ha? D,
W= e (3.64)
1
consequentemente,
o’ =k
p20ho?R?(N +1)> d*V(r)
181t 2
AuV*(r)”
— —_ 3.65
“ R3(N +1)2 (3:65)

podemos entao, verificar a importancia do papel dos parametros e do termo de ajuste na
determinacao do alcance e da energia de ligacao ou profundidade do poco de potencial.
Com esses valores completamos os calculos para escrever as expressoes para determinagao
das Curvas de Energia Potencial a partir do potencial tipo Morse. Na préxima subseccao
apresentaremos um breve relato sobre a origem dos dados experimentais e na apresentacao
dos resultados veremos que os resultados dados por (3.63) ou (3.65) resultardo nos melhores
resultados para o ajuste das Curvas de Energia Potencial seja com a expansao linear ou

Quadratica.
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3.2 Os Dados Experimentais: NaLi e RbCs

Como abordado no trabalho, a interacao da radiagdo eletromagnética com a matéria,
através dos espectros de emissao ou absorcao, podem oferecer diversas informacoes acerca
da estrutura molecular e das interacdes que ocorrem nesta escala. A determinacao de medidas
de comprimento de ondas, niimero de ondas, podem determinar os niveis de energia de um
sistema, bem como, verificar a distribuicao eletroénica, dentro de uma dinamica molecular.
Segundo Santos [17], as informagoes obtidas de um espectro de energia dependem do tipo

da fonte espectral, da resolucao e da sensibilidade dos instrumentos de observacao.

Para Fellows e colaboradores [1], em um estudo sobre a moélecula NaLi, transi¢oes eletro-
nicas sao verificadas na regiao do infravermelho, cuja observacao ¢ feita utilizando Inducao
por Laser e espectroscopia via Transformada de Fourier. Desta forma sao fornecidas in-
formacoes sobre os niveis vibracionais da molécula. Pertencente ao grupo de moléculas
diatdmicas heteronucleares alcalinas, a molécula Nali é considerada a mais leve. Segundo
o referido grupo de pesquisadores, algumas dificuldades sao encontradas para a aquisicao

desta molécula.

Em um trabalho individual Fellows [26], também utilizando Fluorescéncia Induzida por
Laser e Transformada de Fourier, obtém utilizando um método de inversdo (IPA), a Curva
de Potencial, determinando a energia de dissociacao da molécula NaLi, em aproximada-
mente 7105,5 +1,0cm~! para uma estimativa de 43 niveis vibracionais do estado eletronico

fundamental.

Nesta tese, como apresentada através da expressao (3.58) na sec¢do anterior executamos
um procedimento para estimar a energia de dissociacao utilizando os parametros Lineares e o
ajuste. Para se chegar ao valor aproximado obtido por Fellows e colaboradores, procedemos

no calculo, considerando o desvio para o melhor resultado do trabalho.

Em outro trabalho, utilizando as mesmas técnicas espectroscopicas Fellows et al. [2]
obtém para a molécula RbCs, uma estimativa de 136 niveis vibracionais e uma energia

de dissociacdo para o estado eletronico fundamental de 3836,1 20, 5cm ™.

Mais uma vez
a curva de energia Potencial é obtida utilizando o método TPA. Ao contrario do Nal.i, o
RbCs ¢ a molécula mais pesadas entre as moléculas diatomicas alcalinas heteronucleares.
Os dados obtidos experimentalmente das transigoes eletronicas para o RbCs, foram de 61
sequéncias ou ramas, cada uma contendo 121 niveis vibracionais, os resultados acima levam

em consideracao extrapolacoes. Muitos destes niveis nas diversas ramas nao apresentaram
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valores medidos para o nimero de onda. O momento angular assumiu varios valores até um
valor maximo de 259.

Um trabalho mais recente realizado por Steinke et al. [18], teve como proposta verificar os
resultados obtidos anteriormente sobre a molécula NaLi, bem como, propor melhorias para
determinacao da energia de dissociacao para o estado fundamental. Os dados de referéncias
e metodologia sdo praticamente os mesmos obtidos na Referéncia [1]. O procedimento
metodologico, bem como os resultados obtidos, apresentam poucas deiferncas em relagoes

aos trabalhos anteriores.
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Capitulo 4

Resultados e Discussao

Neste capitulo, serao apresentados os resultados dos célculos obtidos para os sistemas
moleculares NalLi e RbCs. O objetivo é apresentar inicialmente os procedimentos que leva-
ram ao célculo computacional para determinacao das diferencas entre as energias algébricas
calculadas e os resultados experimentais obtidos por Fellows et al. [1, 2|. Neste momento,
pretende-se evidenciar os algoritmos utilizados na programagao via codico Fortran. Para
obtencaos dos resultados é feito um ajuste que minimize as diferengas entres as energias.
Como consequeéncia obter os parametros lineares e as energias relativas aos niveis vibraci-
onais previstos e nao obtidos experimentalmente. Estes niveis vibracionais correspondem a
estados ligados dos sistemas moleculares.

Com a determinacao dos parametros lineares, todos os outros célculos serao efetuados
para determinacao da espectativa da energia de dissociacao. Sera utilizado, como referéncia,
o potencial de Morse de forma expandida. Estes parametros terao também papel importante
para determinagao do coeficiente que controla a abertura da Curva de Energia Potencial.
Por fim, determinar as Curvas de Energia Potencial de cada molécula, apresentando suas

representacoes graficas.

4.1 NalLi

A partir dos resultados experimentais apresentados por Fellows [1, 2|, obtidos via proce-
dimento IPA, para as energias vibracionais para o estado eletronico fundamental, e fazendo
uso da computacao algébrica a partir das expansoes (3.51) - Linear e (3.53) - Quadrética, sao

obtidos os parametros lineares, e o desvio padrao calculado pela expressao (3.54), utilizando
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o método dos minimos quadrados. Desta forma, ao executar o programa, se estabelece um
processo de rotinas via funcoes de Powell, na busca de se minimizar as diferencas entre as
energias calculadas via método algébrico e experimental.

Como apresentado no capitulo 3, as expansoes oferecem ao programa o nimero de estados
ligados através dos elementos associados a algebra de Lie do grupo U(2) utilizado na base
escolhida. Neste caso sera utilizado N = 96, o que corresponde a uma previsao experimental
de 48 estados ligados. Foram efetuadas varios calculos, obedecendo ao niimero de termos das
expansoes, os quais sao representados por p(j). Por exemplo, p(2) significa que a expansao
apresenta 2 termos. Nas Tabelas 4.1 e 4.2 sao apresentados os resultados para as energias

vibracionais, para as duas expansoes.

Tabela 4.1: Energia Experimental - Ref. [1] e Calculada Algébricamente - Expansao Linear
(3.51): NaLi N = 96 p(15) - Estado Fundamental desvio=0,04311 cm ™.

v | Energia Experimental (cm™") | Energia Calculada (em™") | Diferenga
0 127,832 127,81860 -0,01340
1 381,122 381,14496 0,02296
2 631,115 631,12563 0,01063
3 877,788 877,78093 -0,00707
4 1121,117 1121,09961 -0,01739
3 1361,068 1361,05116 -0,01684
6 1597,603 1597,59433 -0,00867
7 1830,678 1830,68249 0,00449
8 2060,25 2060,26658 0,01658
9 2286,274 2286,29622 0,02222
10 2508,699 2508,71964 0,02064
11 2727,472 2727,48285 0,01085
12 2942,532 2942,52839 -0,00361
13 3153,812 3153,79411 -0,01789
14 3361,239 3361,21193 -0,02707
15 3564,735 3564,70692 -0,02808
16 3764,218 3764,19663 -0,02137
17 3959,599 3959,59070 -0,0083
18 4150,783 4150,79073 0,00773
19 4337,668 4337,69021 0,02221
20 4520,143 4520,17462 0,03162
21 4698,088 4698,12136 0,03336
22 4871,372 4871,39957 0,02757




Continuagao: Energia Experimental - Ref. [1] e Calculada Algébricamente - Expansao
Linear (3.51): NaLi N = 96 p(15) - Estado Fundamental.

V" | Energia Experimental (cm™') | Energia Calculada (e¢m™!) | Diferenca
23 0039,856 5039,86975 0,01375

24 5203,386 5203,38303 -0,00297
25 5361,800 5361,78017 -0,01983
26 5514,924 0514,89028 -0,03372
27 2662,570 5662,52922 -0,04078
28 5804,537 5804,49795 -0,03905
29 5940,608 5940,58087 -0,02713
30 6070,551 6070,54430 -0,00670
31 6194,117 6194,13542 0,01842

32 6311,039 6311,08186 0,04286

33 6421,035 6421,09229 0,05729

34 6523,801 6523,85823 0,05723

35 6619,022 6619,05742 0,03542

36 6706,364 6706,35922 -0,00478
37 6785,485 6785,43208 -0,05292

38 6856,042 6855,95365 -0,08835

39 6917,706 6917,62366 -0,08234
40 6970,192 6970,17982 -0,01218
41 7013,318 7013,41701 0,099010
42 7047,079 7047,20986 0,130860
43 7071,644 7071,53872 -0,105280
44 0 7086,51924 0

45 0 7092,43524 0

46 0 7089,77499 0

47 0 7079,27038 0

48 0 7061,93902 0

Tabela 4.2: Energia Experimental - Ref. [1] e Calculada Algébricamente - Expanséo
Quadratica (3.53): NaLi N = 96 p(15) - Estado Fundamental desvio=1,17445 cm ™!,

v | Energia Experimental (cm™') | Energia Calculada (cm™') | Diferenga
0 127,832 127,78439 -0,04761
1 381,122 381,35984 0,23784
2 631,115 630,80743 -0,30757
3 877,788 877,66124 -0,12676
4 1121,117 1121,35702 0,24002
5 1361,068 1361,36302 0,29502




Continuagao: Energia Experimental Ref. [1] e Calculada Algébricamente - Expansao
Quadratica (3.53): NaLi N = 96 p(15) - Estado Fundamental.

v | Energia Experimental (cm™') | Energia Calculada (em™") | Diferenga
6 1597,603 1597,63840 0,03540

7 1830,678 1830,41317 -0,26483
8 2060,250 2059,88526 -0,36474
9 2286,274 2286,06737 -0,20663
10 2508,699 2508,79762 0,09862

11 2727,472 2727,83896 0,36696

12 2942,532 2942,98573 0,45373

13 3153,812 3154,12697 0,31497

14 3361,239 3361,25238 0,01338

15 3564,735 3564,41363 -0,32137
16 3764,218 3763,66618 -0,55182
17 3959,599 3959,01604 -0,58296
18 4150,783 4150,38848 -0,39452
19 4337,668 4337,62456 -0,04344
20 4520,143 4520,50217 0,35917

21 4698,088 4698,77181 0,68381

22 4871,372 4872,19520 0,82320

23 5039,856 2040,57582 0,71982

24 5203,386 5203,77398 0,38798

25 5361,800 5361,70381 -0,09619
26 5514,924 5514,31366 -0,61034
27 9662,570 9661,55509 -1,01491
28 2804,537 9803,34760 -1,18940
29 5940,608 9939,54671 -1,06129
30 6070,551 6069,92183 -0,62917
31 6194,117 6194,14868 0,03168

32 6311,039 6311,81811 0,77911

33 6421,035 6422,46085 1,42585

34 6523,801 6525,58500 1,78400

35 6619,022 6620,72159 1,69959

36 6706,364 6707,47234 1,10834

37 6785,485 6785,55355 0,06855

38 6856,042 6854,83084 -1,21116
39 6917,706 6915,34017 -2,36583
40 6970,192 6967,29275 -2,89925
41 7013,318 7011,06272 -2,25528
42 7047,079 7047,15879 0,07979

43 7071,644 7076,18232 4,53832

44 0 7098,77595 0




Continuagao: Energia Experimental - Ref. [1] e Calculada Algébricamente - Expansao

Quadratica (3.53): NaLi N = 96 p(15) - Estado Fundamental.

v | Energia Experimental (cm™') | Energia Calculada (cm™') | Diferenga
45 0 7115,56758 0
46 0 7127,11501 0
47 0 7133,85648 0
48 0 7136,07161 0
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Apesar das varias compilacoes efetuadas, sao apresentados os resultados para as energias

com N = 96 com expansoes para p(15) termos. Ao avaliar os valores das energias calculadas,

verifica~se algumas discrepancias para resultados superiores a v = 45 no caso dos célculos

com a expansao Linear. Isso, mostra uma limitacao para este modelo matematico, no que

diz respeito aos niveis vibracionais previstos.

Contudo, para a expansao Quadratica sao

obtidos resultados consistentes até v = 48, o que corrobora com os resultados previstos

experimentalmente.

Na Tabela 4.3 sao apresentados os resultados previstos para as duas expansoes. Notar-

se-4 que no caso da expansao Linear nem todos os niveis vibracionais sao alcancados. Isto

pode sugerir uma dificuldade a nivel de calculo na minimizagao, pois a expansao para as

energias envolve poténcias pares e fmpares.

Tabela 4.3: Energias Previstas Calculadas Algébricamente: Nali N = 96 p(15) - Estado
Fundamental - Expansao Linear (3.51) desvio:0,05 cm™! - Expansao Quadratica (3.53)

desvio:1,17 em™".

1

v | Ref. [1] (em™!) | Calculada (3.51) (em™!) | v | Ref. [1] (em™') | Calculada (3.53) (cm ™)
43 7071,644 7071,53872 43 7071,644 7076,18232
44 0 7086,51924 44 0 7098,77595
45 0 7092,43524 45 0 7115,56758
46 0 7089,77499 46 0 7127,11501
47 0 7079,27038 47 0 7133,85648
48 0 7061,93902 48 0 7136,07161
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Desta forma, para compilacao Linear temos dois valores calculados (v = 44 e v = 45),
nao obtidos experimentalmente para os niveis vibracionais previstos , enquanto que para
Quadratica os resultados sao consistentes para todos niveis vibracionais previstos. Apesar
desta previsao nao alcancada pela expansao linear, nota-se um melhor ajuste para as diferen-
¢as entre as energias calculadas algebricamente e experimentais. Estes resultados podem ser
analisados através das curvas de desvios apresentados nas Figuras 4.1 e 4.2. Os resultados

para as duas expansoes se encontra no grafico da Figura 4.3.

Quando se avalia o comportamento grafico para as compilagoes de p(2) a p(15), nas Fi-
guras 4.4 e 4.5 os resultados apresentam boa aproximacao para as diferencas de energias
experimentais e calculadas, obtido com as duas expressoes: Linear e Quadratica. No resul-
tado para p(2) na compilagdo Linear temos uma reta, pois com a varia¢do em em j — 1 no
somatorio, fica caracterizada uma fungao do primeiro grau. Este comportamento na compi-
lacao Linear para p(2) implicard também em resultado nado satisfatorio quando é gerada a

Curva de Energia Potencial.

I ocorre uma mudanga no comportamento

Para valores da energia, a partir 6000,0 cm™
grafico, apresentando uma convergéncia para a espectativa da energia de dissociacdo. Este
comportamento ¢ confirmado, quando sao analisadas as Curvas de Energia potencial para o
sistema molecular. O comportamento para as energias, concordam com boa aproximacao,
quando comparados aos resultados obtidos experimentalmente dentro do limite de estados
ligados previstos. Neste contexto, podemos notar diferencas sutis para o tipo de expansao

adotada, seja Linear ou Quadratica.

Nas Tabelas 4.4 e 4.5, sao apresentados os parametros lineares obtidos dos calculos para
p(15). Outros resultados sao apresentados no Apéndice 6. Os dois resultados apresentados na
Tabela 4.4 para os parametros lineares estao relacionados com a determinacao da espectativa
para energia de dissociacao. O fato reside no calculo utilizado através da expressao 3.58,
onde é efetuado um somatoério dos parametro e do termo de ajuste, a partir do segundo termo
de cada expansao: Linear ou Quadratica. Neste caso, por comodidade, utilizaremos apenas
o caso Linear para p(15). Queremos mostrar que os dois resultado sdo muito proximos,

divergindo em moédulo em 1,30 em ™.

No caso dos parametros da primeira coluna, obtemos D, = 7060,8 cm ™! e para segunda
coluna D, = —7062,1 cm™!. Fellows [26] obteve D, = 7105,5 cm™! e Steinke [18] obteve
D, = 7103,5 cm™!. Vale ressaltar que para algumas escolhas de p(j), as energias calculadas

pelo método algébrico, extrapolam os resultados das referéncias citadas anteriormente.
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Figura 4.1: Desvios para energias - NaLi: Estado Fundamental - Experimental - Ref. [1] e

calculadas pelo método algébrico - Expansao Linear (3.51)- N = 96 com p(2,3, ..., 15)

Desvios (cm™)

400

350

300

250

200

150

100

50

termos.

®  Desvios - Expansao Linear|
N=96

N I B . S R VP VA M VI N A VPR T A

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Numero de termos da expanséo - p(j)

Figura 4.2: Desvios para Energias - Nal.i: Estado Fundamental - Experimental - Ref. 1] e
calculadas pelo método algébrico - Expansdo Quadratica (3.53) - N = 96 com p(2 — 15)
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Figura 4.3: Desvios para Energias - NaLi: Experimental - Ref. [1] e calculadas pelo método
algébrico - Expansao Linear (3.51) e Expansao Quadratica (3.53) - N = 96 com p(2 — 15)
termos.
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Figura 4.4: Curvas das Energias - Nali: Energias Experimental - Ref. [1] e Calculada -
Expansao Linear (3.51)- N = 96 com p(2 — 15) termos da expansao.
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Figura 4.5: Curvas das Energias - Nali: Energias Experimental - Ref. [1] e Calculada -
NaLi - Expansao Quadratica (3.53) - N = 96 com p(2 — 15) termos da expansao.
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Tabela 4.4: Parametros: N = 96 e p(15) termos da expansdo - NaLi - Estado Fundamental
- Expansao Linear (3.51).
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Tabela 4.5: Parametros: N = 96 p(15) termos da expansao - NaLi - Estado Fundamental -
Expansao Quadrética (3.53).

1 | -7136,071613
2 | 5084,999783
3 | 43140,88378
4 | -298347,9705
5 | 1134831,333
6 | -2486424,547
7 | 2731196,597
8 | -113057,7246
9 | -3231109,314
10 | 2921123,447
11 | 276739,2109
12 | -1664614,705
13 | 657746,6299
14 | 113738,6399
15 | -83039,19282

Uma outra questao importante, que envolve estes dois resultados, estd na determinacao
das Curvas de Energia Potencial. Quando utilizamos uma expansao a partir do potencial
de Morse (1.39) para o caso Linear para expansdes com termos > p(7), divergéncias passam
a ocorrer, gerando graficos anémalos para um potencial tipo Morse. Para tal correcao,
utilizamos a expansdo (3.61), com os parametros da segunda coluna da Tabela 4.4. Neste
caso, podemos entender o sinal negativo na energia, como resultado representativo de estados

ligados, o que concorda com a expressao (3.49).

Quando utilizamos o potencial escrito na forma (1.39) para a expansdo Quadratica, todos
os resultados efetuados no trabalho convergiram, nao havendo necessidade de mudanca para
os parametros. Apresentaremos a seguir a Curva de Energia Potencial para p(15) e poste-
riormente para os outros calculos efetuados, bem como, os valores das espectativas para as

energias de dissociacdo para cada p(j).

O alfa («) que representa o coeficiente que controla a abertura do pogo, é medido em
inverso de angstrom. Chamamos a atencao para os pontos mais divergentes, entre o resultado
experimental e o calculado nesta tese. Essa diferenca para a mesma energia é da ordem de
0,4 angstrém, o que torna o resultado bastante satisfatorio. Através do grafico da Figura
4.6 podemos confirmar que o valor obtido neste trabalho para a energia de dissociacao

¢ totalmente convergente com o experimental, apesar de um valor maior previsto. Estes
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valores que sao obtidos para a previsao da energia de dissociacao, apresenta maior diferenca

quando da determinacao do termo de ajuste. Nesta tese, a melhor escolha foi de

(N+1)2

N2

para os melhores resultados das expansoes Linear e Quadratica respectivamente.

(N+1)
N

Figura 4.6: Curvas de Energia Potencial da molécula Nali - Resultado Experimental -

Ref. [1] - D, é a energia de dissociagao e r a distancia internuclear.
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Figura 4.7: Curvas de Energia Potencial da molécula NaLi - N = 96 e p(15) - Expansao
Linear (3.61) - Em que r é a distancia internuclear, p(j) representa o n° de termos da

expansao e « o parametro que regula a largura do potencial medido em At
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Apresentaremos nas Figuras 4.8 e 4.9, os resultados para as outras Curvas de Energia

Potencial.

Figura 4.8: Curvas de Energia Potencial da molécula Nali - Expansao Linear (3.61)-
N =96 e p(2—7). Em que r é a distancia internuclear, p(j) representa o n° de termos da
expansao e a o parametro que regula a largura do potencial medido em At
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Figura 4.9: Curvas de Energia Potencial da molécula NalLi - Expansao Linear (3.61)-
N =96 e p(8 — 14). Em que r é a distancia internuclear, p(j) representa o n° de termos da
expansao e o o parametro que regula a largura do potencial medido em At
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A opcao em separar por grupos, tem o intuito de proporcionar maior visibilidade e
comparagao entre estas. Teremos para p(2) um deslocamento do pogo para cima. Este
fato pode ser resolvido adicionando uma constante & expansao do potencial. Esta constante
nao altera a largura do poco, sé colocaria r. no referencial zero para os valores da energia
potencial. O alcance « sofre pouca variacdo, principalmente de p(5) a p(15), o que faz com
que haja grande convergéncia entre as curvas, ja que estes s6 controlam a largura do poco.
Com excegao de p(2) todas as outras curvas estdo em boa convergéncia com os resultados
experimentais, com as maiores diferencas na ordem de 1A para as mesmas energias potenciais.

A seguir sao apresentados os resultados para a expansao Quadratica. Na Figura 4.10
apresentamos os melhores resultados para expansao 3.61. Notar-se-4 na Figura 4.11, através
das outras Curvas de Energia Potencial, bons resultados para o potencial. Desta forma,
notamos o bom funcionamento dos potenciais desenvolvidos. Na seccao 4.2, apresentamos

os resultados para o sistema molecular RbCs.

Figura 4.10: Curvas de Energia Potencial da molécula Nali - Expansao Quadratica (3.60)-
N =96 e p(7—9). Em que r é a distancia internuclear, p(j) representa o n° de termos da
expansao e o o parametro que regula a largura do potencial medido em At
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Figura 4.11: Curvas de Energia Potencial da molécula Nali - Expansao Quadratica (3.60) -
N =96 ¢ p(2—6)ep(l0—15). Em que r é a distancia internuclear, p(j) representa o n°
de termos da expansao e a o parametro que regula a largura do potencial medido em A1
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4.2 RbCs

Obedecendo os mesmos passos para determinacao dos valores para a molécula Nali,
efetuamos os céalculos para o sistema molecular RbCs. O numero de estados vibracionais
previstos sao considerados. As energias vibracionais para o melhor resultado Linear sao

apresentadas na Tabela 4.6

Tabela 4.6: Energia Experimental - Ref. [2] e Calculada Algébricamente - Expansao Linear
(3.51): RbCs N = 270 p(15) - Estado Fundamental desvio=0,01764.

v | Energia Experimental - Ref. |2] (em™") | Energia Calculada (cm™!) | Diferenca
0 24,9697 24,94218 -0,02752
1 74,7609 74,76397 0,00307
2 124,3372 124,3533 0,01610
3 173,6945 173,71304 0,01854
4 222,8302 222,84522 0,01502




Continuagao - Energia Experimental - Ref. [2| e Calculada Algébricamente - Expansao

Linear (3.51): RbCs N = 270 p(15) - Estado Fundamental.

v | Energia Experimental (cm™') | Energia Calculada (em™") | Diferenga
5 271,7421 271,75121 0,00911
6 320,4291 320,43179 0,00269
7 368,8902 368,88726 -0,00294
8 417,1247 417,11750 -0,00720
9 465,1320 465,12209 -0,00991
10 512,9115 512,90033 -0,01117
11 960,4625 960,45131 -0,01119
12 607,7843 607,77395 -0,01035
13 654,8759 654,86702 -0,00888
14 701,7363 701,72921 -0,00709
15 748,3641 748,35914 -0,00496
16 794,7583 794,75534 -0,00296
17 840,9172 840,91632 -0,00088
18 886,8395 886,84058 0,00108
19 932,5237 932,52656 0,00286
20 977,9682 977,97272 0,00452
21 1023,1715 1023,17748 0,00598
22 1068,1320 1068,13927 0,00727
23 1112,8481 1112,85651 0,00841
24 1157,3183 1157,32760 0,00930
25 1201,5411 1201,55092 0,00982
26 1245,5147 1245,52485 0,01015
27 1289,2377 1289,24774 0,01004
28 1332,7084 1332,71791 0,00951
29 1375,9250 1375,93365 0,00865
30 1418,8859 1418,89322 0,00732
31 1461,5893 1461,59483 0,00553
32 1504,0332 1504,03666 0,00346
33 1546,2158 1546,21682 0,00102
34 1588,1351 1588,13340 -0,00170
35 1629,7888 1629,78439 -0,00441
36 1671,1749 1671,16775 -0,00715
37 1712,2911 1712,28137 -0,00973
38 1753,1351 1753,12307 -0,01203
39 1793,7045 1793,69059 -0,01391
40 1833,9969 1833,98163 -0,01527
41 1874,0098 1873,99379 -0,01601
42 1913,7407 1913,72460 -0,01610
43 1953,1870 1953,17153 -0,01547
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Continuagao: Energia Experimental - Ref. 2] e Calculada Algébricamente - Expansao

Linear (3.51): RbCs N = 270 p(15) - Estado Fundamental.

v | Energia Experimental (cm™') | Energia Calculada (em™") | Diferenga
44 1992,3461 1992,33197 -0,01413
45 2031,2154 2031,20322 -0,01218
46 2069,7921 2069,78252 -0,00958
47 2108,0736 2108,06703 -0,00657
48 2146,0570 2146,05384 -0,00316
49 2183,7396 2183,73994 0,00342
50 2221,1184 2221,12228 0,00388
51 2258,1905 2258,19772 0,00722
52 2294,9528 2294,96303 0,01023
53 2331,4021 2331,41493 0,01283
o4 2367,5351 2367,55006 0,01496
%) 2403,3486 2403,36496 0,01636
26 2438,8389 2438,85614 0,01724
57 2474,0026 2474,01999 0,01739
58 2508,8360 2508,85286 0,01686
99 2543,3352 2543,35100 0,01580
60 2577,4963 2577,51059 0,01429
61 2611,3153 2611,32773 0,01243
62 2644,7882 2644,79845 0,01025
63 2677,9108 2677,91868 0,00788
64 2710,6789 2710,68428 0,00538
65 2743,0881 2743,09101 0,00291
66 2775,1340 2775,13456 0,00056
67 2806,8122 2806,81050 -0,00170
68 2838,1182 2838,11433 -0,00387
69 2869,0474 2869,04145 -0,00595
70 2899,5949 2899,58715 -0,00775
71 2929,7562 2929,74662 -0,00958
72 2959,5261 2959,51494 -0,01116
73 2988,8998 2988,88709 -0,01271
74 3017,8720 3017,85794 -0,01406
6] 3046,4375 3046,42223 -0,01527
76 3074,5909 3074,57459 -0,01631
77 3102,3266 3102,30954 -0,01706
78 3129,6389 3129,62147 -0,01743
79 3156,5220 3156,50465 -0,01735
80 3182,9701 3182,95324 -0,01686
81 3208,9769 3208,96125 -0,01565
82 3234,5363 3234,52259 -0,01371




Continuagao: Energia Experimental - Ref. 2] e Calculada Algébricamente - Expansao

Linear (3.51): RbCs N = 270 p(15) - Estado Fundamental.

v | Energia Experimental (cm™') | Energia Calculada (cm™!) | Diferenca
83 3259,6422 3259,63107 -0,01113
84 3284,2881 3284,28034 -0,00776
85 3308,4677 3308,46398 -0,00372
86 3332,1745 3332,17543 0,00093
87 3355,4021 3355,40806 0,00596
88 3378,1438 3378,15513 0,01133
89 3400,3932 3400,40983 0,01663
90 3422,1437 3422,16526 0,02156
91 3443,3887 3443,41450 0,02580
92 3464,1215 3464,15054 0,02904
93 3484,3354 3484,36639 0,03099
94 3504,0237 3504,05503 0,03133
95 3523,1796 3523,20946 0,02986
96 3541,7962 3541,82273 0,02653
97 3559,8665 3559,88795 0,02145
98 3577,3837 3577,39833 0,01463
99 3594,3407 3594,34722 0,00652
100 3610,7305 3610,72814 -0,00236
101 3626,5463 3626,53478 -0,01152
102 3641,7814 3641,76114 -0,02026
103 3656,4292 3656,40146 -0,02774
104 3670,4838 3670,45035 -0,03345
105 3683,9396 3683,90283 -0,03677
106 3696,7916 3696,75435 -0,03725
107 3709,0356 3709,00089 -0,03471
108 3720,6681 3720,63902 -0,02908
109 3731,6867 3731,66595 -0,02075
110 3742,0899 3742,07964 -0,01026
111 3751,8770 3751,87884 0,00184
112 3761,0486 3761,06320 0,01460
113 3769,6065 3769,63336 0,02686
114 3777,5538 3777,59103 0,03723
115 3784,8957 3784,93910 0,04340
116 3791,6397 3791,68174 0,04204
117 3797,7964 3797,82452 0,02812
118 3803,3806 3803,37453 -0,00607
119 3808,4117 3808,34049 -0,07121
120 0 3812,73287 0
121 0 3816,56407 0
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Continuagao: Energia Experimental - Ref. 2] e Calculada Algébricamente - Expansao
Linear (3.51): RbCs N = 270 p(15) - Estado Fundamental.

v | Energia Experimental (cm™!) | Energia Calculada (cm™') | Diferenca
122 0 3819,84850 0
123 0 3822,60278 0
124 0 3824,84587 0
125 0 3826,59924 0
126 0 3827,88703 0
127 0 3828,73622 0
128 0 3829,17686 0
129 0 3829,24219 0
130 0 3828,96890 0
131 0 3828,39728 0
132 0 3827,57150 0
133 0 3826,53977 0
134 0 3825,35461 0
135 0 3824,07305 0

Para determinacao destes resultados utilizamos a expressao 3.51 - Linear, em que po-
demos verificar 6tima aproximacao entre os resultados experimentais e calculados algebri-

I aproximadamente. Outros

camente. O desvio para este melhor resultado é de 0,02 cm™
resultados para as diferencas de energias e os respectivos desvios serao apresentados no de-
correr da seccao. Vale salientar, que os resultados previstos experimentalmente, constituem
parte importante para um trabalho desta natureza. Os resultados experimentais apresen-
tados por Fellows e colaboradores na Referéncia [2], apresentam o céalculo para 120 niveis
vibracionais e feita uma extrapolacao até 126 niveis vibracionais, sendo feita uma previsao
de 135 estados ligados.

Apresentamos na Tabela 4.7 os resultados previstos e calculados pelo método algébrico.
Desta forma, observamos que o modelo algébrico consegue calcular até v = 129, o que
representa uma previsao de mais 4 estados ligados calculados, quando comparados com o
resultado experimental, apresentando um comportamento anémalo acima deste nivel vibra-

cional. Para o caso da expansao Quadratica, todos os 135 niveis previstos sao calculados de

forma consistente. Os desvios para p(2 — 15) sdo apresentados no grafico da Figura 4.12.
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Tabela 4.7: Energias Previstas Calculadas Algébricamente: RbCs N = 270 p(15) - Estado
Fundamental - Expansao Linear (3.51) desvio:0,02 em™! - Expansao Quadratica (3.53)

desvio:0,34 ecm ™.

1

v | Ref. [2] (em™) | Calculada (3.51) (em™1) | v | Ref. [2] (em™!) | Calculada (3.53) (cm™')
119 3808,4117 3808,34049 119 3808,4117 3810,17106
120 3812,9140 3812,73287 120 3812,9140 3815,38458
121 3816,9066 3816,56407 121 3816,9066 3820,16633
122 3820,4128 3819,76192 122 3820,4128 3824,53258
123 3823,4677 3822,60278 123 3823,4677 3828,49938
124 3826,1323 3824,84587 124 3826,1323 3832,08242
125 3828,6672 3826,59924 125 3828,6672 3835,29684
126 0 3827,88703 126 0 3838,15709
127 0 3828,73622 127 0 3840,67674
128 0 3829,17686 128 0 3842,86837
129 0 3829,24219 129 0 384474344
130 0 3828,96890 130 0 3846,31212
131 0 3828,39728 131 0 3847,58321
132 0 3827,57150 132 0 3848,56408
133 0 3826,53977 133 0 3849,2605
134 0 3825,35461 134 0 3849,67666
135 0 3824,07305 135 0 3849,81510

Figura 4.12: Desvios para energias - RbCs: Estado Fundamental - Experimental - Ref. [2] e
calculadas pelo método algébrico - Expansao Linear (3.51)- N = 96 com p(2,3, ..., 15)
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Sao apresentados na Figura 4.13 os graficos das energias experimental e calculadas al-
gebricamente. Com estes, podemos observar o comportamento Linear das curvas até apro-

ximadamente 3000,0 cm ™.

Tal comportamento é modificado ao se aproximar da energia
de dissociacao prevista. Mais uma vez, observamos que para p(2) o grafico gerado é uma
reta, jA que teremos uma fungao do primeiro grau. Todos esses resultados, sao gerados
com a minimizacao entre os valores das energias obtidas experimentalmente e as energias
que sao calculadas utilizando os operadores invariantes, as quais, denominamos expressoes

algébricas.

Figura 4.13: Curvas das Energias - RbCs: Energias Experimental - Ref. [2| e Calculada -
Expansao Linear (3.51)- N = 270 com p(2 — 15) termos da expansao.
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Estes calculos, tem também por objetivo gerar os parametros lineares que sao utilizados
no ajuste para as diferencas das energias. Esses parametros, juntamente com o termo de
ajuste, como ja visto anteriormente, tem papel fundamental no célculo da previsao para
a energia de dissociacdo para cada p(j), assim como, para determinac¢io das expansoes do
potencial algébrico. Na Tabela 4.8, apresentamos os parametros lineares para p(15) caso Li-
near. Conforme foi exposto para a molécula NaLi, também usaremos dois resultados obtidos

no calculo computacional.
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Tabela 4.8: Parametros: N = 270 e p(15) - RbCs - Estado Fundamental - Expansao Linear

(3.51).

1 | -3822,02911 | 3824,07305
2 | 22450042 | 176,78908
3| 762,7476 | -318,73059
4 | 2423220108 | -26360,26711
5 | -64142,82158 | 69694,48546
6 | 90069,25848 | -97185,97137
7 | -72011,58067 | 7419557146
8 | 32505,45513 | -25516,46962
0 | -8214,72602 | 3044,68603
10 | 1423,82141 | -3652,95080
11| 1288,34055 | -806,70267
12| -207,74283 | 5196,35903
13| -819,95733 | -2245,02167
14| 533,37924 | -52,57492
15| 569,97168 31,66682

Com os parametros da primeira coluna teremos uma energia de dissociagao calculada de
3867,560194 cm~! e com os da segunda -3869,593535 cm !, representando uma diferenca em
modulo de 2,033341 em ™!, Com isso, podemos avaliar que tanto uma quanto a outra oferecem
resultados muito préximos. Contudo, utilizamos para determinacao do potencial algébrico os
valores da segunda coluna, por inconsisténcias apresentadas quando usamos a expansao 3.61
em calculos para expansoes com quantidade de termos > p(6). Para corrigir este problema
utilizamos o potencial 3.61. Os resultados gerados por este potencial, comparados com os
resultados obtidos na Referéncia [2]|, apresentados através das Curvas de Potencial das

Figuras 4.16 e 4.17, estao em boa concordancia, com diferencas da ondem de 0,1A a 0,5A.

No gréfico da Figura 4.15, comparamos a Curva de Energia Potencial para p(15) com
o resultado experimental apresentado na Figura 4.14. O resultado é bastante satisfatorio,
quando avaliamos os pontos de maior divergéncia entre as duas curvas. Nete caso, para a
mesma energia potencial temos uma diferenca de 0,5A, na posiciio entre os pontos de cada
curva. Notamos que nos diversos pontos, salvo os concordantes a diferenca na posicao entre os
pontos das curvas é da ordem de 1A, como j& dito anteriormente. Com isso, podemos afirmar
que o potencial continua funcionando bem para o RbCs. Podemos também concluir, a partir
da anélise grafica, que os resultados para energia de dissociagao, sao bastantes satisfatorios.

Neste caso, as diferencas entre a energia de dissociagao prevista experimentalmente por



86

Fellows [2], de 3836,1 cm™! e as calculadas através do ajuste utilizando o método algébrico

sao < 100 em™1.

Figura 4.14: Curvas de Energia Potencial da molécula RbCs - Resultado Experimental -
Ref. [2]- D. ¢ a energia de dissociacao e r a distancia internuclear.
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Figura 4.15: Curvas de Energia Potencial da molécula RbCs - Expansao Linear (3.61),

para o Potencial Algébrico tipo Morse, para N = 270 e p(15). Em que r é a distancia

internuclear, p(j) representa o n° de termos da expansao e « o parametro que regula a
largura do potencial medido em A~
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Figura 4.16: Curvas de Energia Potencial da molécula RbCs - Expansao Linear (3.61),
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para o Potencial Algébrico tipo Morse, para N = 270 e p(2 — 7). Em que r é a distancia

internuclear, p(j) representa o n° de termos da expansio e o o parametro que regula a

Energia Potencial (cm™)

Figura 4.17: Curvas de Energia Potencial da molécula RbCs - Expansao Linear (3.61),
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para o Potencial Algébrico tipo Morse, para N = 270 e p(8 — 14). Em que r é a distancia

internuclear, p(j) representa o n° de termos da expansao e « o parametro que regula a
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Mais uma vez, apresentamos de forma separada os graficos relativos as Curvas de Energia
Potencial, para uma melhor observacao e anélise grafica dos resultados. A seguir na Tabela
4.9, apresentaremos os resultados para a expansao Quadrética para as energias calculadas
algebricamente e experimental para p(15), sendo o melhor resultado para as diferencas de

energia.

Tabela 4.9: Energia Experimental - Ref. [2] e Calculada Algébricamente - Expanséo
Quadratica (3.53): RbCs N = 270 p(15) - Estado Fundamental desvio=0,34174 cm ™.

v | Energia Experimental (cm™') | Energia Calculada (cm™') | Diferenga
0 24,9697 25,23567 0,26597
1 74,7609 74,43722 -0,32368
2 124,3372 124,08771 -0,24949
3 173,6945 173,67850 -0,01600
4 992 8302 99209227 0,16207
5) 271,7421 271,96879 0,22669
6 320,4291 320,62220 0,19310
7 368,8902 368,99290 0,10270
8 417,1247 417,12210 -0,00260
9 465,1320 465,04032 -0,09168
10 5129115 512,76433 -0,14717
11 560,4625 560,29843 -0,16407
12 607,7843 607,63766 -0,14664
13 654,8759 654,77147 -0,10443
14 701,7363 701,68709 -0,04921
15 748,3641 748,37198 0,00788
16 794,7583 794,81560 0,05730
17 840,9172 841,01023 0,09303
18 886,8395 886,95127 0,11177
19 932,5237 932,63695 0,11325
20 977,9682 978,06778 0,09958
21 1023,1715 1023,24589 0,07439
29 1068,1320 1068,17426 0,04226
23 1112,8481 1112,85604 0,00794
24 1157,3183 1157,29402 -0,02428
25 1201,5411 1201,49018 -0,05092
26 1245,5147 1245,44542 -0,06928
27 1289,2377 1289,15949 -0,07821
28 1332,7084 1332,63095 -0,07745
29 1375,9250 1375,85732 -0,06768
30 1418,8859 1418,83524 -0,05066
31 1461,5893 1461,56072 -0,02858




Continuagao: Energia Experimental - Ref. 2] e Calculada Algébricamente - Expansao

Quadratica (3.53): RbCs N = 270 p(15) - Estado Fundamental.

v | Energia Experimental (cm™') | Energia Calculada (em™") | Diferenga
32 1504,0332 1504,02939 -0,00381
33 1546,2158 1546,23673 0,02093
34 1588,1351 1588,17830 0,04320
35 1629,7888 1629,84995 0,06115
36 1671,1749 1671,24793 0,07303
37 1712,2911 1712,36897 0,07787
38 1753,1351 1753,21038 0,07528
39 1793,7045 1793,76999 0,06549
40 1833,9969 1834,04612 0,04922
41 1874,0098 1874,03752 0,02772
42 1913,7407 1913,74325 0,00255
43 1953,1870 1953,16256 -0,02444
44 1992,3461 1992,29476 -0,05134
45 2031,2154 2031,13912 -0,07628
46 2069,7921 2069,69471 -0,09739
47 2108,0736 2107,96030 -0,11330
48 2146,0570 2145,93433 -0,12267
49 2183,7396 2183,61474 -0,12486
50 2221,1184 2220,99901 -0,11939
51 2258,1905 2258,08413 -0,10637
52 2294,9528 2294,86654 -0,08626
23 2331,4021 2331,34224 -0,05986
o4 2367,5351 2367,50676 -0,02834
59 2403,3486 2403,35528 0,00668
56 2438,8389 2438,88266 0,04376
57 2474,0026 2474,08353 0,08093
28 2508,8360 2508,95238 0,11638
29 2543,3352 2543,48365 0,14845
60 2577,4963 2577,67179 0,17549
61 2611,3153 2611,51138 0,19608
62 2644,7882 2644,99712 0,20892
63 2677,9108 2678,12399 0,21319
64 2710,6789 2710,88718 0,20828
65 2743,0881 2743,28222 0,19412
66 2775,1340 2775,30490 0,17090
67 2806,8122 2806,95133 0,13913
68 2838,1182 2838,21789 0,09969
69 2869,0474 2869,10122 0,05382
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Continuagao: Energia Experimental - Ref. 2] e Calculada Algébricamente - Expansao

Quadratica (3.53): RbCs N = 270 p(15) - Estado Fundamental.

v | Energia Experimental (cm™') | Energia Calculada (cm™!) | Diferenca
70 2899,5949 2899,59814 0,00324
71 2929,7562 2929,70561 -0,05059
72 2959,5261 2959,42069 -0,10541
73 2988,8998 2988,74041 -0,15939
74 3017,8720 3017,66175 -0,21025
7 3046,4375 3046,18152 -0,25598
76 3074,5909 3074,29631 -0,29459
77 3102,3266 3102,00240 -0,32420
78 3129,6389 3129,29568 -0,34322
79 3156,5220 3156,17161 -0,35039
80 3182,9701 3182,62517 -0,34493
81 3208,9769 3208,65080 -0,32610
82 3234,5363 3234,24237 -0,29393
83 3259,6422 3259,39320 -0,24900
84 3284,2881 3284,09603 -0,19207
85 3308,4677 3308,34303 -0,12467
86 3332,1745 3332,12586 -0,04864
87 3355,4021 3355,43572 0,03362
38 3378,1438 3378,26336 0,11956
89 3400,3932 3400,59921 0,20601
90 3422,1437 3422,43345 0,28975
91 3443,3887 3443,75609 0,36739
92 3464,1215 3464,55711 0,43561
93 3484,3354 3484,82656 0,49116
94 3504,0237 3504,55468 0,53098
95 3523,1796 3523,73201 0,55241
96 3541,7962 3542,34958 0,55338
97 3599,8665 3560,39896 0,53246
98 3577,3837 3577,87244 0,48874
99 3594,3407 3594,76314 0,42244
100 3610,7305 3611,06510 0,33460
101 3626,5463 3626,77342 0,22712
102 3641,7814 3641,88436 0,10296
103 3656,4292 3656,39537 -0,03383
104 3670,4838 3670,30523 -0,17857
105 3683,9396 3683,61406 -0,32554
106 3696,7916 3696,32338 -0,46822
107 3709,0356 3708,43616 -0,59944




Continuagao: Energia Experimental - Ref. 2] e Calculada Algébricamente - Expansao

Quadratica (3.53): RbCs N = 270 p(15) - Estado Fundamental.

v | Energia Experimental (cm™') | Energia Calculada (cm™!) | Diferenca
108 3720,6681 3719,95676 -0,71134
109 3731,6867 3730,89099 -0,79571
110 3742,0899 3741,24604 -0,84386
111 3751,8770 3751,03046 -0,84654
112 3761,0486 3760,25409 -0,79451
113 3769,6065 3768,92797 -0,67853
114 3777,5538 3777,06425 -0,48955
115 3784,8957 3784,67613 -0,21957
116 3791,6397 3791,77764 0,13794
117 3797,7964 3798,38361 0,58721
118 3803,3806 3804,50946 1,12886
119 3808,4117 3810,17106 1,75936
120 0 3815,38458 0
121 0 3820,16633 0
122 0 3824,53258 0
123 0 3828,49938 0
124 0 3832,08242 0
125 0 3835,29684 0
126 0 3838,15709 0
127 0 3840,67674 0
128 0 3842,86837 0
129 0 3844,74344 0
130 0 3846,31212 0
131 0 3847,58321 0
132 0 3848,56408 0
133 0 3849,26050 0
134 0 3849,67666 0
135 0 3849,81510 0
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Nas Figuras 4.18 e 4.19, apresentamos os resultados para os desvios para N = 270 e p(15),
bem como, uma comparacao entre os resultados das expansoes Linear e Quadratica para as
diferencas das energias vibracionais. Podemos avaliar graficamente, que de p(7) a p(15), as
duas curvas apresentam boa convergéncia, o que corrobora com os resultados apresentados
para as energias nos graficos da Figura 4.20. Estes desvios foram calculados através da
expressao 3.54. Neste caso, busca-se computacionalmente a menor diferenca possivel entre
as energias para obten¢do dos parametros lineares. Para expanstes maiores que p(6) sdo

necessarias varias compilagoes para se obter o melhor resultado para estes desvios.
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Figura 4.18: Desvios para Energias - RbCs: Estado Fundamental - Experimental - Ref. |2]
e calculadas pelo método algébrico - Expansao Quadratica (3.53) - N = 96 com p(2 — 15)
termos.
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Figura 4.19: Desvios para Energias - RbCs: Experimental - Ref. |2] e calculadas pelo
método algébrico - Expansdo Linear (3.51) e Expansdo Quadratica (3.53) - N = 96 com
p(2 — 15) termos.
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Figura 4.20: Curvas das Energias - RbCs: Energias Experimental - Ref. [2| e Calculada -
Expansao Quadratica (3.53) - N = 270 com p(2 — 15) termos da expansao.
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Na Tabela 4.10, temos os resultados dos parametros calculados, quando da minimiza-
¢ao entre as energias experimentais e calculadas pelo método desenvolvido no trabalho, na
programacgao computacional. Com estes parametros obtemos uma energia de dissociacao
de 3836,7 cm™!, cujo valor converge para o previsto na Referéncia |2, que foi de 3836,1
em~L. Sendo assim, utilizando estes para a expansao do potencial algébrico 3.61, chegando
ao calculo do alcance (a) e consequentemente a obtencao das Curvas de Energia Potencial
demonstradas nas Figuras 4.21 e 4.22.

Na primeira apresentamos os melhores resultados, com as menores diferencas entre as
posicoes, para as energias experimental e calculada. Podemos observar nos graficos, que
esta diferenca é de apenas 0,3A. Para as outras curvas temos uma variacio nas posicoes
que podem chegar a 0,8A. Para melhor observacao também apresentamos na Figura 4.23, a
Curva de Energia Potencial para p(15), resultado que foi tomado como referéncia em todo o

trabalho.
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Tabela 4.10: Parametros: N = 270 e p(15) - RbCs - Estado Fundamental - Expansao
Quadratica (3.53).
-3849,815102
9521,77769
23466,86505
-155598,5209
599564,8704
-1405747,847
1910381,363
-1274630,912
299254,981
-511057,8863
809596,9075
596296,003
-2007919,899
1491226 468
-373529,5913
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Figura 4.21: Curvas de Energia Potencial da molécula RbCs - Expansao Quadratica (3.60),
para o Potencial Algébrico tipo Morse, para N = 270 e p(6 — 8). Em que r é a distancia
internuclear, p(j) representa o n° de termos da expansdo e « o parametro que regula a
largura do potencial medido em A~
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Figura 4.22: Energias Experimental e Calculada - RbCs - Expansao Quadratica (3.60):
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N =270 p(2 —5) e p(9 — 15). Em que r é a distancia internuclear, p(j) representa o n° de
termos da expansiio e a o parametro que regula a largura do potencial medido em A=,

Energia Potencial (cm'1)

Figura 4.23: Energias Experimental e Calculada - RbCs - Expansao Quadratica (3.60):
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Capitulo 5
Conclusoes e Perspectivas

Na Fisica Atémica e Molecular, o estudos dos diversos sistemas moleculares exigem cada
vez mais, novas metodologias para interpretar e quantificar, quando possivel, os fenémenos
que ocorrem na escala de nicleos e elétrons. Neste trabalho, nos deparamos com certas
dificuldades, as quais nos motivam a caminhar no sentido de buscar novas solu¢oes para o
problema das vibractes moleculares. A finalidade principal foi a de determinar a partir de
resultados experimentais os espectros das energias obtidas teoricamente de forma algébrica,
e as Cuvas de Energia Potencial dos sistemas moleculares Nal.i e RbCs. Para tal fim, foram
utilizados os expedientes da dinamica molecular de sistemas diatomicos, desenvolvidos a
partir de uma estrutura matemética, utilizando operadores invariantes associados a uma

determinada algebra ou subalgebra de Lie.

A partir dos resultados obtidos experimentalmente dos dois sistemas, utilizamos mode-
lagem computacional para obter os parametros livres. O programa desenvolvido em céddigo
Fortran, acompanhado do pacote de funcoes Powell, serviram de base para minimizar as di-
ferencas entre as energias calculadas pelas expressoes desenvolvidas através dos operadores
invariantes, Linear e Quadratico e os resultados obtidos experimentalmente. Estas expan-
soes para as energias apresentavam uma dependéncia direta de certas constantes, como por
exemplo, o nimero quantico vibracional, que por sua vez, mantém uma relacao direta com
certos elementos do grupo de Lie U(2). Através das Referéncias [1, 2, 26| obtivemos in-
formacoes experimentais sobre a previsao de estados ligados dos dois sistemas moleculares,

bem como, dos valores das energias e posicoes, obtidos via metodologia TPA.

De posse destes valores, obtivemos bons resultados para as energias calculadas, como

apresentadas no Capitulo 4. Um dos pontos positivos do trabalho foi a obtencao de resultados
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previstos, porém nao obtidos experimentalmente, com maior éxito para os espectros de
energias da expansao Quadratica. Verificamos nos diversos calculos, que os resultados das
diferencas de energias para a expansao Linear, apresentavam melhores aproximacoes em
comparacao com a expansao Quadratica. Contudo encontramos limitacoes para as energias
previstas, que no trabalho chamamos de energias extrapoladas. Este fato ja indicava certas

discrepancias para niveis vibracionais superiores.

Para verificar os resultados esperados e os indesejaveis, partimos para obtencao das Cur-
vas de Energia Potencial. Neste caso, conseguimos verificar alguns aspectos que podem
influenciar nos resultados calculados. Obviamente, temos que levar em consideracao as
limitagoes do tipo de maquina utilizada nas compilagoes, a programacao computacional uti-
lizada, bem como, os pacotes para minimizacao das fungoes. De certa forma, este é um
fator motivante para trabalhos futuros. Também temos que levar em conta as limitacoes
do potencial algébrico utilizado. Uma proposta futura é desenvolver o método utilizando
outros potenciais. Como no trabalho o objetivo principal foi o de determinar as Curvas de
Energia Potencial para os sistemas diatdmicos, levando-se em consideragao s vibragoes, os

potenciais utilizados funcionam de forma satisfatoria.

Nesta tese, utilizamos uma expansao para o potencial do tipo Morse. Tal escolha, como
ja mencionado no corpo do trabalho, tem relacao com as caracteristicas apresentadas pelo
potencial de Morse na anédlise de sistemas diatdémicos. Com a obtencao dos parametros
Lineares, partimos para obtencao do termo de ajuste para as duas expansdes. Com esses
dois valores pudemos determinar a expectativa para a energia de dissociacao, que no trabalho
se confunde com a profundidade do poco de potencial, ja que a diferenca entre estes valores
sao pequenas. Este calculo foi efetuado exaustivamente utilizando expansoes com 2 termos
até 15 termos, para cada molécula. Todos os resultados foram bons quando comparados com

a energia de dissociacao prevista nas referéncias citadas dos dados experimentais.

Efetuando um célculo de segunda derivada, obtivemos o alcance («), valor responsavel
pelo controle da largura do pogo de potencial. Os termos de ajuste foram obtidos utilizando
estados coerentes e comparacao entre termos do espectro de energia com determinadas cons-
tantes espectroscopicas da expansao de Dunham. De posse de todos estes valores, foram
escritas as expanscoes para os potenciais algébricos. Neste momento nos deparamos com as
limitacoes de um potencial tipo Morse para expansao Linear. Através de testes de convergén-
cia/divergéncia, identificamos algumas limitagbes o que culminou com um comportamento

anomalo das Curvas de Energia Potencial. Percebendo este comportamento, optamos por
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utilizar o potencial obtido via estados coerentes 3.61, em substituicao a forma tradicional
do potencial de Morse. Isto sugere novas investigagoes para se entender o comportamento
do potencial 3.61, quando temos expansoes com poténcias pares e impares, com mais de 7

termos.

No referencial tedrico foram apresentados alguns modelos classicos da Mecanica Quantica
como base para o desenvolvimento da estrutura matematica. Neste sentido, fizemos uso da
Teoria de Momento Angular, através da introducao de operadores e operacoes associadas as
propriedades das Algebras de Lie. Para estabelecer uma estrutura didatica, os estados coe-
rentes foram apresentados inicialmente como método para solucao do Oscilador Harmonico
Quantico e posteriormente de forma mais generalizada, para determinar os valores médios

do Hamiltoniano efetivo, como alternativa para construcao do potencial algébrico.

A escolha do potencial de Morse como referéncia, foi baseada em todo um referencial
teorico sobre espectroscopia no que se refere a investigacao vibracional de moléculas diato-
micas. Utilizando este potencial apresentados em algumas referéncias, como por exemplo:
[44, 45, 33, 46|, e em diversos trabalhos publicados, nos quais, este potencial serve como
possibilidade para resolver o problema da anarmonicidade encontrada em sistemas realisti-
cos, em contraposicao ao modelo do oscilador harménico. Contudo, como verificamos nos
resultados, o potencial de Morse, dependendo da forma como seja escrito, apresenta certas
limitacoes principalmente quando sao desenvolvidas expansoes envolvendo poténcias impares

e pares.

Na discussao dos resultados, podemos observar que na investigacao entre os desvios obti-
dos, quando do céalculo dos parametros Lineares, sejam nas compilacoes Lineares ou Quadré-
ticas aqui chamadas nesta tese, revelam comportamentos importantes. Apesar das compi-
lacoes Lineares apresentarem desvios melhores em termo de valores absolutos, os resultados
das energias principalmente para os niveis vibracionais extrapolados, passam a apresentar
resultados que nao sao satisfatérios com o esperado para as energias calculadas a partir do
método algébrico. Em contrapartida os resultados das energias calculadas para as compila-
coes Quadraticas, apresentam resultados mais consistentes com o modelo, apesar dos valores

absolutos dos desvios serem maiores.

Podemos perceber no célculo computacional, que o ajuste para as energias experimental
e calculada, obedece a uma logica de programacao, de tal forma, que alteracoes em certas
variaveis apresentam resultados incompativeis com o esperado teoricamente. Na realidade

nao ha muitas escolhas para serem feitas j4 que as energias sao calculadas obedecendo a
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um Hamiltoniano que é construido em funcao de operadores invariantes, os quais, também
seguem uma base formada com elementos definidos através de certos Grupos de Lie. Vale sa-
lientar que o célculo teérico obedece a dados obtidos experimentalmente, como por exemplo,
o nimero de estados ligados, o qual, estd associado a um elemento da &lgebra.

A vasta utilizacao de recursos matemaéticos, torna o trabalho mais elegante do ponto
de vista teorico, além de oferecer uma boa revisio sobre varios contetidos da Algebra e da
Mecanica Quantica, principalmente sobre Teoria de Momento Angular, tornando esta tese
um referencial importante para estudantes de graduacao e pos graduacao em fisica ou areas
afins. A conexao entre o referencial matemético e as grandezas obtidas espectroscopicamente
no trabalho experimental, mostra a importancia de se avancar neste tipo de metodologia
como alternativa aos métodos ab initio.

Algumas possibilidades sao visiveis, como pespectivas futuras, como por exemplo: a ana-
lise de transicoes, o estudo de estados excitados, o estudo do espectro de rotacao dos sistemas
estudados, bem como, uma abordagem mais generalizada utilizando outros potenciais. Neste
sentido, o trabalho ja revela a importancia de sua continuidade com vistas a futuros traba-
lhos colaborativos. Do ponto de vista experimental, a sugestao consiste no fato de se obter
os niveis vibracionais previstos e de suas extrapolagoes, a possibilidade de se investigar sobre
a calibracao dos instrumentos utilizados na obtencao dos dados obtidos experimentalmente,
na perspectiva de se estabelecer maior conexao entre os métodos utilizados e os resultados.
Enfim, percebemos que o trabalho nos mostra varias possibilidades para se ampliar os hori-
zontes da Fisica Matemética aplicada a sistemas moleculares nos diversos ramos da pesquisa

cientifica.
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Capitulo 6

Apéndice A - Tabelas de Parametros
Lineares - NaLi N =96 p(3) a p(15):
Compilacoes: Linear e Quadratica

Neste apéndice apresentamos algumas tabelas contendo resultados dos parametros obti-
dos das minimizacoes entre as energias experimental e calculada, para as compilagoes Linear
e Quadratica do sistema molecular Nali. Estes dados foram utilizados principalmente du-

rante o calculo da expectativa da energia de dissociacao e do alcance obtidos na presente

tese.

Tabela 6.1: Parametros: N =96 j = 2,3,4,5,6 NaLi - Estado Fundamental - Linear

1| 8782,34312 | 7404,77819 | 7121,24386 | 7026,47439 | 7011,8837
2| -7967,86887 | -1490,00345 | 773,47434 1847,06975 | 2060,74428
3 -2866,74604 | -10621,20808 | -14350,7444 | -15407,8624
4 2870,61858 | 7864,83478 | 10158,56293
5 -2261,53191 | -4510,46992
6 814,70965
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Continuacao: Parametros: N =96 7 = 7,8,9,10 NaLi - Estado Fundamental - Linear

Continuacao: Parametros: N =96 j = 11,12, 13,14 NalLi - Estado Fundamental - Linear

1 | 7022,90542 7040,86706 7040,86706 7053,61571

2 1863,2529 1483,28552 1483,28552 1185,60849

3 | -14129,51954 | -11080,90501 | -11080,90501 | -8403,27733
4 | 6238,38568 | -5979,56578 | -5979,56579 | -18065,2338
5 | 1631,48526 | 28483,07427 | 28483,07427 | 57882,10256
6 | -3931,07473 | -36760,30592 | -36760,30592 | -73256,08832
7| 1432,68972 | 22355,13097 | 22355,13096 | 35833,22604
8 -0413,89279 | -5413,8928 | 12501,74428
9 2,65347E6 | -21267,28993
10 6663,49429

1 | 7053,61571 7063,24796 7063,24796 7063,41595
2 | 1185,60849 946,69573 946,69573 943,6817
3 | -8403,27733 | -6110,80026 -6110,80026 -6091,99136
4 | -18065,2338 | -29000,37342 | -29000,37342 | -29051,9576
o | 07882,10257 | 84773,18194 84773,18194 84843,769
6 | -73256,08832 | -100749,54662 | -100749,54662 | -100848,96495
7 | 35833,22604 | 22179,06489 22179,06489 22383,8755
8 | 12501,74428 | 67443,72008 67443,72007 67314,46765
9 | -21267,28992 | -45734,98511 | -45734,98512 | -45982,60379
10 | 6663,49429 | -31945,55385 | -31945,55389 | -31675,38666
11 | -7,95275E-6 | 45000,02958 45000,02957 45010,5509
12 -13736,87989 | -13736,8799 | -13534,85173
13 6,34318E-5 -434,58698
14 188,38937

Tabela 6.2: Parametros: N =96 j = 3,4,5,6,7 Nali - Estado Fundamental - Quadratica

1

-7199,135071

-7205,449334

-7191,742572

-7176,602399

-7163,461033

8243,050728

8341,8761

8005,061282

7483,751254

6893,899427

“1191,264786

-1463,856661

198,6209074

4149,386736

10422,28431

190,4573189

-2525,660728

-13566,88459

-39724,66667

1395,506372

14173,38487

64579,60202

-5197,230954

-50340,62395

~J| | O W= | W DO

15208,78432




Continuacao: Parametros: N =96 7 =8,9,10, 11,12 NalLi - Estado Fundamental -

Quadratica
1 | -7152,665953 | -7143,907189 | -7144,965387 | -7138,682226 | -7138,682225
2 | 6292,693305 | 5708,52501 | 5773,345468 | 5312,472746 | 5312,472743
3 | 18871,68573 | 29263,51422 | 28244,59721 | 37533,08833 | 37533,08834
4 | -88286,63942 | -166374,6972 | -159936,1917 | -239786,5502 | -239786,5502
5 | 201481,991 | 500525,9182 | 481849,6957 | 831183,2943 | 831183,2943
6 | -250928,397 | -883118,1754 | -861439,4807 | -1688089,094 | -1688089,094
7 | 161764,5495 | 908151,1118 | 916169,8557 | 1921496,405 | 1921496,405
8 | -42172,99035 | -502943,2636 | -548373,7752 | -933288,9518 | -933288,9519
9 115804,1157 | 157341,068 | -268059,8404 | -268059,8404
10 -12611,36477 | 497998,7336 | 497998,7336
11 -157289,1606 | -157289,1606
12 0,000106556

Continuacao: Parametros: N =96 j = 13, 14,15 NalLi -

105

Estado Fundamental - Quadratica

1 |-7135,014942 | -7135,0349 | -7136,071613
2 | 5010,867578 | 5011,864689 | 5084,999783
3 | 44495,29611 | 44483,6098 | 43140,88378
4 | -307812,4717 | -307763,9291 | -298347,9705
5 | 1159707,473 | 1159644,238 | 1134831,333
6 | -2478351,719 | -2478400,986 | -2486424,547
T | 2577296,878 | 2577429,072 | 2731196,597
8 | 84189,81273 | 84202,31451 | -113057,7246
9 | -3084364,273 | -3084388,188 | -3231109,314
10 | 2572101,649 | 2571973,922 | 2921123,447
11 | 67591,10601 | 67588,3594 | 276739,2109
12 | -980010,0806 | -979952,5739 | -1664614,705
13 | 347152,8434 | 347273,3069 | 657746,6299
14 -93,61494588 | 113738,6399
15 -83039,19282
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Capitulo 7

Apéndice D - Tabelas de Parametros
Lineares - RbCs N = 270 p(2) a p(14):
Compilacoes: Linear e Quadratica

Neste apéndice apresentamos algumas tabelas contendo resultados dos parametros obti-
dos das minimizacoes entre as energias experimental e calculada, para as compilagoes Linear
e Quadratica do sistema molecular RbCs. Estes dados foram utilizados principalmente du-

rante o calculo da expectativa da energia de dissociacao e do alcance obtidos na presente

tese.

Tabela 7.1: Parametros: N = 270 7 = 2,3,4,5,6 RbCs - Estado Fundamental - Linear

1| 4817,09981 | 4003,72717 | 3823,66212 | 3773,78109 | 3775,78976
2| -4416,26327 | -731,95813 | 626,73684 | 1154,59025 | 1127,29134
3 -3293,91519 | -6074,53346 | -7840,42618 | -7711,55505
4 1657,32215 | 3971,04476 | 3699,67482
5 -1034,27997 | -773,36431
6 -93,30758
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Continuacao: Parametros: N =270 j =7,8,9,10 RbCs - Estado Fundamental - Linear

1 | 3791,00881 | 3791,00881 | 3820,08079 3820,08079
2 | 875,05461 875,05459 268,32117 268,32117

3 | -6164,10249 | -6164,10249 | -1146,70679 | -1146,70679
4 | -873,77324 | -873,77323 | -22556,03387 | -22556,03387
5 | 6209,97719 | 6209,9772 | 60349,46683 | 60349,46683
6 | -5392,01574 | -5392,01573 | -86193,26981 | -86193,26981
7 | 1579,08521 | 1579,08522 | 72590,02944 | 72590,02944
8 -5,03727E-5 | -33844,04693 | -33844,04692
9 6737,17095 6737,17095
10 -3,36613E-6

Continuagao: Parametros: N = 270 5 = 11,12,13,14 RbCs - Estado Fundamental - Linear
1 | 3819,19877 3819,69934 3824,00782 3824,00782
2 285,24554 274,33872 177,75812 177,75812
3 | -1265,69029 | -1172,40053 | -323,06978 -323,06978
4 | -22193,76425 | -22596,23711 | -26357,73452 | -26357,73452
5 | 60069,72706 | 60976,50901 | 69722,30703 | 69722,30703
6 | -87297,25138 | -88147,02345 | -97249,22048 | -97249,22048
7 | 75722,00422 | 75243,54449 | 74216,59046 | 74216,59046
8 | -36898,58507 | -35100,08147 | -25475,02594 | -25475,02594
9 | 7464,77411 6288,45876 3041,57342 3041,57342
10 | 653,45582 248.,51327 -3666,83568 | -3666,83568
11 | -334,12447 438,11202 -839,29289 -839,29289
12 -248,4444 5202,92919 5202,92919
13 -2249,04836 | -2249,04836
14 1,83528E-6

Tabela 7.2: Parametros: N =270 j = 3,4,5,6,7 RbCs - Estado Fundamental - Quadratica

-3899,141031

-3896,362137

-3885,080177

-3874,685245

-3866,369178

4450,154414

4408,935755

4151,382734

3824,769629

3489,458886

-580,3031287

-467,3269146

784,8479736

3199,891853

6644,645895

-79,22599829

72122,393692

-8825,062166

-23001,06106

1054,082364

8812,416502

36012,6153

-3167,510888

-27534,17263

~| O O | W DO+

8233,121718




108

Continuacao: Parametros: N = 270 j = §,9,10,11,12 RbCs - Estado Fundamental -

Quadratica

1 ] -3859,922712 | -3854,922403 | -3851,012257 | -3851,391431 | -3851,759088
2 | 3171,274007 | 2879,080409 | 2615,139196 | 2639,239185 | 2660,712896
3 | 10920,89269 | 15841,39862 | 21233,46177 | 20782,61733 | 20427,28193
4 | -47092,05602 | -83076,3955 | -132341,5078 | -128685,4582 | -126255,4118
5 | 103302,0706 | 239100,2771 | 478221,3755 | 463283,2214 | 455728,3262
6 | -125762,6425 | -410539,6702 | -1081121,836 | -1049663,312 | -1041355,296
7| 79971,9743 | 414798,9582 | 1536325,738 | 1508846,147 | 1517769,825
8 | -20678,46113 | -227044,0678 | -1329863,703 | -1342906,261 | -1371145,211
9 51871,48923 | 639780,785 | 688707,4367 | 698866,9071
10 -131024,0465 | -169718,022 | -141637,8479
11 10540,36772 | -21204,83797
12 9972,08432
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Capitulo 8

Apéndice B - Desenvolvimento
matematico: Energia de Dissociacao -
Alcance - Potencial Algébrico: NalLi
N =96 p(15) - Expansao Linear

Para o calculo da profundidade do pogo, também conhecida como energia de ligacao e

que estamos chamando de energia de dissociacao, faremos o seguinte calculo.

D, = 975.6153581259499106 * (97/96) — 6348.0673272943104166 * (97/96)* —

— 28090.2521947370587441 * (97/96)* + 83173.3201788382430095 * (97/96)* —
5

— 99987.4788371250324417 * (97/96)° + 22837.6744822178698087  (97/96)°

)
)

_|_

8

( ) (

( ) (
4+ 68309.6524703739123652 % (97/96)7 — 47909.9012716253273538 * (97/96)% —
—  33294.0352215360544506 * (97/96)° + 47257.5618217460942105 * (97/96)'° —
— 11600.0819182234627078 * (97/96)™ — 2326.9022386858300706 * (97/96)'* —
—  711.7503137690606536 * (97/96)" + 780.5245900404255508 * (97/96)**

= —7062.057283cm ™!
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HOL:2004,F1L:2002,JACLIVRO:1995, BERNLIVRO:2005(8.1)

O sinal negativo para a energia, significa dizer que estamos trabalhando com estados
ligados. Agora para verificar a existéncia de um minimo ou maximo, efetuamos o célculo de

primeira derivada para o potencial algébrico.

(<) [7061.9390215181301755%(97/96)°x (2xexp(—alphax(z—2.91)) —exp(—2*alpha* (z—
2.91)))%%(1/2)) 4+ (975.6153581259499106 % (97/96) ) * (2 * exp(—alpha x (x —2.91)) — exp(—2
alphax (z —2.91)))(1/2) — 6348.0673272943104166 * (97/96)% * (2 exp(—alpha (x — 2.91)) —
exp(—2*alphax(r—2.91)))(2%(1/2)) —28090.2521947370587441% (97/96)> x (2% exp(—alpha
(z —2.91)) — exp(—2 * alpha * (v — 2.91)))(3/2) + 83173.3201788382430095 * (97/96) (2 *
exp(—alphax (x—2.91)) —exp(—2*alphax (x —2.91)))4x (1/2)) — 99987.4788371250324417 *
97/96)°*(2xexp(—alphax(x—2.91)) —exp(—2xalpha*(x—2.91)))(5/2)+22837.674482217869808 7
97/96)%(2xexp(—alphax(xz—2.91)) —exp(—2xalpha*(x—2.91)))(6%(1/2))+68309.6524703739123652x
97/96)"*(2xexp(—alphax(x—2.91)) ( (7/2)—47909.9012716253273538%
97/96)%x(2xexp(—alpha*(x—2.91)) —exp(—2+alphax(x—2.91)))(8%(1/2)) —33294.0352215360544506%
97/96)%(2xexp(— ) (—2+alphax(x—2.91)))(9/2)+47257.5618217460942105
97/96)0 * (2 * exp(—alpha * (v — 2.91)) — exp(—2 * alpha * (x — 2.91)))110 * (1/2)) —
11600.0819182234627078 * (97/96)11 x (2 * exp(—alpha * (x — 2.91)) — exp(—2 * alpha * (x —
2.91)))(11/2) — 2326.9022386858300706 * (97/96)'2 * (2 * exp(—alpha * (x —2.91)) — exp(—2 *
alpha x (x — 2.91)))112 * (1/2)) — 711.7503137690606536 * (97/96)'3 * (2 * exp(—alpha *

(z —2.91)) — exp(—2 * alpha * (v — 2.91)))(13/2) + 780.5245900404255508 * (97/96)4 * (2 *
exp(—alpha x (x — 2.91)) — exp(—2 * alpha * (z — 2.91)))14 % (1/2))]

~— N

—eop(- )
—exp(—2xalphax(x—2.91)
—erp(- )

)
)
)
)
)

alphax(r—2.91))—exp

o~ o~ o~ o~ o~ o~

Nosso interesse é mostrar que quando r — r, = 0, a derivada se anula.

(492.8890090 % (—2 * alpha* exp(—alpha = (0)) +2* alpha* exp(—2*alpha = (0))))/sqrt(2*
exp(—alpha * (0)) — exp(—2 * alpha % (0))) + 12962.01508 * alpha * exp(—alpha * (0)) —
12962.01508 x alpha*exp(—2+*alphax*(0)) —43465.87242x sqrt(2xexp(—alphax (0)) —exp(—2%
alphax*(0)))* (—2x*alphaxexp(—alphax(0))+2*alphaxexp(—2xalphax*(0)))+1.733868030 *
10° (2« exp(—alphax*(0)) —exp(—2xalphax(0))) * (—2*alphaxexp(—alphax(0)) +2*alpha*
exp(—2xalphax(0))) —2.632619735% 10° x (2% exp(—alpha* (0)) —exp(—2*alphax(0)))(3/2) x
(—2xalphaxexp(—alphax(0))+2xalphaxexp(—2xalphax(0)))+72908.16042x(2xexp(—alphax
(0))—exp(—2xalphax(0)))**(—2x*alpha*exp(—alphax(0))+2*alphaxexp(—2*alpha*(0)))+
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2.570713207%10%+(2*exp(—alpha*(0)) —exp(—2xalphax(0)))(5/2)*(—2+alphaxexp(—alphax
(0))+2*alphaxexp(—2*xalphax(0)))—2.082040998%10°* (2xexp(—alphax(0)) —exp(—2xalphax
(0)))3* (—2xalphaxexp(—alpha*(0))+2*alpha* exp(—2*alpha*(0))) — 1.644687756 % 10° *
(2xexp(—alphax(0)) —exp(—2*alphax(0)))(7/2) % (—2x*alphaxexp(—alphax(0))+2*alpha*
exp(—2*alphax(0)))+2.620875118%10° x (2xexp(—alphax(0)) —exp(—2xalphax(0)))** (—2x*
alphaxexp(—alphax(0))+2xalphaxexp(—2+alphax(0)))—71503.82250%(2xexp(—alphax(0))—
exp(—2x*alphax(0)))(9/2) x(—2*alpha*exp(—alpha*(0))+2*alpha*exp(—2*alphax(0))) —
15810.12860% (2xexp(—alphax(0)) —exp(—2xalphax(0)))>*(—2xalphaxexp(—alphax(0))+2x
alphaxexp(—2+alpha*(0)))—5293.556342% (2xexp(—alphax(0)) —exp(—2*alphax(0)))(11/2)x
(—2xalphaxexp(—alphax(0))+2xalphaxexp(—2xalphax(0)))+6316.720299%(2xexp(—alphax
(0)) —exp(—2*alphax(0)))8*(—2x*alphaxexp(—alphax(0))+2*alphaxexp(—2*alphax(0)))

De fato o resultado desta operacao é igual a zero. Para verificar se temos um ponto de
méaximo ou minimo, devemos efetuar o teste de segunda derivada. Teremos um méaximo,

caso a segunda derivada seja negativa e um minimo se positiva.

(%) 7061.9390215181301755%(97/96)0% (2% exp(—alphas(z—2.91)) —exp(—2xalphas(z—
2.91)))%%(1/2)) + (975.6153581259499106 % (97/96) ) * (2 * exp(—alpha x (x —2.91)) — exp(—2
alphax (z —2.91)))(1/2) — 6348.0673272943104166 * (97/96)% x (2 x exp(—alpha * (x — 2.91)) —
exp(—2*alphax(x—2.91)))(2x(1/2)) —28090.2521947370587441 % (97/96)> x (2% exp(—alpha
(x — 2.91)) — exp(—2 * alpha * (x — 2.91)))(3/2) + 83173.3201788382430095 * (97/96)* * (2 %
exp(—alphax (x—2.91)) —exp(—2xalphax (x—2.91)))4x (1/2)) — 99987.4788371250324417 *
(97/96)°%(2%exp(—alphax(xz—2.91)) —exp(—2xalpha*(x—2.91)))(5/2)+22837.674482217869808 7
(97/96)%(2%exp(—alphax(x—2.91)) —exp(—2xalpha*(x—2.91)))(6%(1/2))+68309.6524703739123652x
(97/96)7*(2xexp(—alphax(x—2.91)) —exp(—2xalphax(x—2.91)))(7/2)—47909.9012716253273538
(97/96)3(2xcap( —alphax(x—2.91))—eap(—2+alphax (z—2.91)))8%(1/2))—33294.0352215360544506 %
(97/96)%x(2xexp( ) (—2xalpha*(x—2.91)))(9/2)+47257.5618217460942105%
(97/96)0 * (2 * exp(—alpha * (x — 2.91)) — exp(—2 * alpha * (x — 2.91)))110 * (1/2)) —
11600.0819182234627078 * (97/96)'1 * (2 * exp(—alpha * (x — 2.91)) — exp(—2 * alpha x (v —
2.91)))(11/2) — 2326.9022386858300706 * (97/96)2 x (2 * exp(—alpha * (x — 2.91)) — exp(—2
alpha x (x — 2.91)))112 * (1/2)) — 711.7503137690606536 * (97/96)'3 * (2 * exp(—alpha *

(x — 2.91)) — exp(—2 * alpha * (x — 2.91)))(13/2) + 780.5245900404255508 * (97/96)14 * (2
exp(—alpha * (x — 2.91)) — exp(—2 * alpha * (v — 2.91)))14 * (1/2))]

* )—exp

—alphax(x—2.91))—exp

2xexp

Efetuando esses calculos chegamos a 12451.6622 x a2, Como o resultado & positivo, indica

que temos um minimo. Isso nos mostra que o poc¢o terd uma curva, cujo comportamento



112

apresenta caracteristicas tipo Morse. O Proximo passo é a determinacao do alcance. Para
ajustar as unidades do resultado da segunda derivada, efetuamos uma transformagao para

unidades atomicas. Desta forma, teremos para o calculo do alcance () :

972
— 0.4875131398 (8.2)

\/4 % 9854.013 * 0.05673394688
O{ =

efetuando novamente uma mudanca de unidades, o alcance sera 0.98A~1.

Desta forma, o potencial algébrico para a expansao linear, serd escrito na forma:

V(r) = +7061.9 % (97/96)° % (2 * exp(—.98 x (x — 2.91)) — exp(—(2 * .98) * (z — 2.91)))(0 *
(1/2)) + (975.6 % (97/96)) * (2 * exp(—.98 * (z — 2.91)) — exp(—(2 * .98) * (z — 2.91)))(1/2) —
6348.1%(97/96)% % (2xexp(—.98% (x—2.91)) —exp(—(2%.98) * (z—2.91)))(2x(1/2)) —28090.3 *
(97/96)3 * (2% exp(—.98 % (x —2.91)) — exp(—(2%.98) * (x —2.91)))(3/2) +83173.3 % (97/96)* *
(2% exp(—.98 % (. —2.91)) — exp(—(2 % .98) * (v — 2.91))) 4 * (1/2)) — 99987.5  (97/96)° * (2
exp(—.98% (x—2.91)) — —exp(—(2%.98) % (2 —2.91)))(5/2) +22837.7% (97/96)% % (2% exp(—.98 %
(£ —2.91)) — exp(—(2 % .98) * (x — 2.91)))(6 % (1/2)) +68309.7 % (97/96)7 * (2 x exp(—.98 * (x —
2.91)) — exp(—(2 % .98) x (v — 2.91)))(7/2) — 47909.9 % (97/96)% * (2 x exp(—.98 * (v — 2.91)) —
exp(—(2%.98)%(2—2.91)))(8%(1/2)) —33294.0% (97/96) * (2% exp(—.98% (2 —2.91)) —exp(— (2%
98) * (2 —2.91)))(9/2) +47257.6 % (97/96) 0% (2% exp(—.98 % (. —2.91)) — exp(—(2+.98) * (
2.91)))(10 * (1/2)) — 11600.1 % (97/96)*1 * (2 * exp(—.98 * (z — 2.91)) — exp(—(2 % .98) * (
2.91)))(11/2) —2326.9%(97/96)' 2% (2 xexp(—.98% (x—2.91)) —exp(—(2%.98) * (x—2.91))) (12
(1/2)) — T11.8 % (97/96)'3 x (2 x exp(—.98 % (x — 2.91)) — exp(—(2%.98) * (x — 2.91)))(13/2) +
780.5 * (97/96)4 * (2 % exp(—.98 x (z — 2.91)) — exp(—(2 * .98) * (x — 2.91)))(14 * (1/2))

€Xr—
€r —



