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Resumo
Cristais líquidos, substâncias que possuem tanto propriedades de sólidos quanto de líquidos,
do tipo nemático são razoavelmente bem descritos pelo modelo estatístico de campo médio
de Maier e Saupe. Restringindo as orientações dos nematógenos, inspirado em uma
proposta de Zwanzig, obtém-se o modelo de Maier-Saupe-Zwanzig para cristais líquidos
nemáticos uniaxiais e que pode ser ampliada para também descrever nemáticos biaxiais,
por meio de um parâmetro de biaxialidade. Esta tese apresenta o estudo desse modelo
em redes com invariância de escala, especificamente, redes hierárquicas do diamante e
rede apoloniana. Essas redes, de geometria fractal, são construídas ou por substituição
das ligações da rede por uma subestrutura padrão (redes hierárquicas) ou por inserção
de um sítio no interior de uma subestrutura da rede (rede apoloniana). O método de
matriz de transferência foi utilizado para se obter os mapas das funções termodinâmicas
de interesse: entropia por sítio, calor específico por sítio, comprimento de correlação,
parâmetros de ordem e susceptibilidade a campo nulo. Para cada rede, a partir da
hamiltoniana de Maier-Saupe e adicionando-se um termo de campo externo, foi obtida
a matriz de transferência para uma dada geração da rede, cujos elementos podem ser
escritos como uma relação de recorrência para sucessivas gerações. Daí os autovalores dessa
matriz foram calculados e obteve-se o mapa para a energia livre. Por derivação direta, os
mapas para as demais funções termodinâmicas foram obtidas e calculadas numericamente
para a geração de interesse. Na rede hierárquica do diamante com dimensão fractal
df = 2, o modelo de Maier-Saupe-Zwanzig apresenta um diagrama de fase semelhante
ao encontrado na literatura em cálculos de campo médio. Foram obtidas duas transições
de fase contínuas, correspondentes à transição isotrópica-uniaxial e, a temperaturas mais
baixas, à transição uniaxial-biaxial. Através dos cálculo dos expoentes críticos, constatou-se
que essas transições estavam na mesma classe de universalidade dos modelos de Potts de
três estados e Ising, respectivamente, na rede hierárquica do diamante. Um comportamento
semelhante, em termos do diagrama de fase, das transições de fase e das classes de
universalidade, foram obtidas para a rede hierárquica com df = 3. Na rede apoloniana,
à semelhança com o que acontece com outros modelos de spin, não foram observadas
quaisquer indicações de uma transição de fase, i.e., uma singularidade em uma dada
temperatura crítica no limite termodinâmico. Apesar disso, uma quantidade definida à
semelhança de um comprimento de correlação apresenta uma divergência numérica a uma
dada temperatura no limite termodinâmico, um comportamento ainda não observado em
outros modelos.

Palavras-chave: modelo de Maier-Saupe-Zwanzig. redes hierárquicas e apolonianas.
método de matrix de transferência.





Abstract
Liquid crystals, substances that possess both properties of solids and liquids, of the nematic
type are reasonably well described by the mean-field statistical model of Maier and Saupe.
Restricting the orientations of the nematogens, inspired by a proposal by Zwanzig, one
obtains the Maier-Saupe-Zwanzig model for uniaxial nematic liquid crystals and which
can be extended to also describe biaxial nematics by means of a biaxiality parameter. In
this thesis we study this model on networks with scale invariance, specifically, hierarchical
diamond networks and Apollonian networks. These networks, with fractal geometry, are
constructed either by replacing the network links with a standard substructure (hierarchical
networks) or by inserting a site inside a substructure of the network (Apollonian network).
The transfer matrix method was used to obtain the maps of the thermodynamic functions
of interest: entropy per site, specific heat per site, correlation length, order parameters,
and null-field susceptibility. For each network, from the Maier-Saupe Hamiltonian and
adding an external field term, the transfer matrix for a given generation of the network was
obtained, whose elements can be written as a recurrence relation for successive generations.
Then the eigenvalues of this matrix were calculated and the map for the free energy was
obtained. By direct derivation, the maps for the other thermodynamic functions were
obtained and calculated numerically for the generation of interest. In the hierarchical
diamond network with fractal dimension df = 2, the Maier-Saupe-Zwanzig model shows
a phase diagram similar to that found in the literature using mean-field calculations.
Two continuous phase transitions were obtained, corresponding to the isotropic-uniaxial
transition and, at lower temperatures, the uniaxial-biaxial transition. By calculating
the critical exponents, it was found that these transitions were in the same universality
class as the three-state Potts and Ising models, respectively, on the hierarchical diamond
network. A similar behavior, in terms of the phase diagram, the phase transitions and
the universality classes, were obtained for the hierarchical network with df = 3. In the
Apollonian network, similarly to what happens with other spin models, no indications of a
phase transition, i.e., a singularity at a given critical temperature in the thermodynamic
limit, were observed. Despite this, a quantity defined similarly to a correlation length shows
a numerical divergence at a given temperature in the thermodynamic limit, a behavior
not yet observed in other models.

Keywords: Maier-Saupe-Zwanzig model. hierarchical and apollonian networks. transfer
matriz method.
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1 Introdução

1.1 Cristais Líquidos

1.1.1 Generalidades

Em 1888, o botanista alemão F. Reinitzer reportou um tipo de “dupla fusão”
numa amostra de benzoato de colesterila [11]. A substância, a 145, 5◦C, se transformava
num líquido turvo e que depois, a 178, 5◦C, tornava-se totalmente transparente, Fig.1.
Ele trocou correspondência com o físico alemão O. Lehmann, que publicou o artigo
Über fliessende Kristalle [12] e cunhou o termo “cristal líquido” para designar fluidos
exibindo o que eles interpretaram como propriedades cristalinas. Os cristais líquidos são
conhecidos por serem opticamente anisotrópicos, propriedade essa que é característica de
sólidos cristalinos[13]. Daí a ideia de um cristal que flui. No entanto, deve-se considerar
cristalinidade e anisotropia como distintas, e não como intrinsecamente conectadas. Um
nome mais apropriado, segundo De Gennes [2], seria “fases mesomórficas” ou simplesmente
mesofase (Fig. 1).

Figura 1 – Transição entre a fase sólida, a fase nemática e a fase líquida. Uma representa-
ção esquemática do ordenamento das moléculas em cada fase é mostrado. Na
fase sólida, as moléculas possuem ordem posicional e orientacional; na mesofase
nemática a ordem posicional é quebrada, mantendo-se a ordem orientacional;
finalmente, na fase isotrópica, a ordem orientacional é perdida. Imagem repro-
duzida com permissão [1].

A partir de sua descoberta até meados de 1920 foram descobertos inúmeras substân-
cias que apresentavam a mesofase cristal líquido e surgiram as primeiras classificações das
mesofases [14]. Para uma substância apresentar a fase cristal líquido suas moléculas devem
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possuir alta anisotropia na forma, i.e., moléculas elongadas ou com forma de disco. Por
isso, a grande maioria das substâncias que apresentam fase cristal líquido são orgânicas,
veja Fig. 2. Dependendo da estrutura molecular, o sistema pode passar através de uma ou
mais mesofases antes de se tornar um líquido isotrópico. Transições entre esses estados
intermediários podem se dar por processos puramente térmicos ou pela influência de
solventes. Os primeiros são chamados de cristais líquidos termotrópicos, e os últimos são
chamados de cristais líquidos liotrópicos. A classificação proposta por G. Friedel [15] ainda
hoje é a utilizada e se baseia na simetria da mesofase. De acordo com ela, há três grandes
classes de termotrópicos: nemáticos, colestéricos e esméticos.

(a) (b)

Figura 2 – Fórmula molecular do PAA (a) e MBBA (b), duas substâncias que apresentam
a fase cristal líquido. Ambos são nematógenos, i.e., dão origem à mesofase
nemática, encontrada entre 116 ◦C e 135 ◦C para o PAA e entre 20 ◦C e 47 ◦C
para o MBBA. Imagem reproduzida com permissão [2].

De meados dos anos 1920 até início da década de 1960 as pesquisas na área
tiveram uma diminuição de intensidade se comparadas com o período precedente. Porém,
a partir dessa década, houve um aumento significativo das pesquisas e, assim, um rápido
desenvolvimento na área, estimulado pela indicação de aplicações tecnológicas, levando à
comercialização dos conhecidos displays de cristal líquido, os LCD’s [14, 16]. São dessa fase
os artigos de Maier e Saupe sobre uma teoria de campo médio do estado nemático, teoria
essa que é considerada um importante passo inicial para o avanço teórico no tratamento
dos cristais líquidos [17, 18]. Em 1991, Pierre-Gilles de Gennes ganhou o Nobel de Física
por seu trabalho com cristais líquidos.

É também nessa período que os cristais líquidos liotrópicos começaram a rece-
ber maior atenção ainda que tenham sido observados antes da data de descoberta dos
termotrópicos por Reinitzer [19]. Liotrópicos ou liomesofases são misturas de moléculas
anfifílicas (formadas por uma parte hidrofílica, solúvel em água, e outra parte hidrofóbica,
não-solúvel em água) e solventes a uma dada temperatura e uma dada concentração
relativa. A mistura de moléculas anfifílicas e solvente produz um aglomerado de moléculas
auto-organizáveis, que podem assumir tamanhos e formas variados. Entre esses agregados,
as micelas (Fig.3) podem exibir a mesofase nemática [3].

Não obstante a intensa pesquisa, algumas questões ainda necessitam ser melhor
elucidadas, a exemplo da mesofase nemática biaxial. Freiser [20] teorizou a existência de
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Figura 3 – Esboço de micelas em uma mistura liotrópica com apenas uma substância
anfifílica. As esferas representam a “cabeça” hidrofílica e as linhas representam
a cadeia hidrofóbica das moléculas anfifílicas. (a) Elipsóides oblatos ou com
formato de disco, (b) elipsóides prolatos ou com formato de cilindros. Imagem
reproduzida com permissão [3].

uma fase nemática biaxial, Inspirado na biaxialidade dos esméticos. Em 1980, Yu e Saupe
[7] sintetizaram essa mesofase nemática pela primeira vez, para cristais líquidos liotrópicos.
A busca por nemáticos biaxiais em termotrópicos tornou-se, nas palavras de G. Luckhurst
[21], o santo graal dos cristais líquidos. Vários trabalhos reivindicaram a descoberta de
biaxiais termotrópicos [veja, p.exemplo, [22, 23, 21], porém nenhum deles apresentou a
mesofase biaxial de maneira inequívoca [24, 25, 6]. A seguir, a mesofase nemática será
vista mais detidamente.

1.1.2 A mesofase nemática

A mesofase nemática é a fase cristal líquido mais simples, sendo caracterizada
por possuir ordem orientacional de longo alcance, mas não ordem posicional de longo
alcance. Isto é, os mesógenos tendem a se orientar espontaneamente em uma direção e
seus centros de massa são livres para se moverem. A direção preferencial de orientação
média é representada por um vetor unitário n denominado diretor. Os estados n e −n são
indistinguíveis.

Devido à sua natureza anisotrópica, a fase nemática é birrefringente. Observa-se
que se apresenta em três formas: (1) as fases nemáticas uniaxiais - um eixo óptico - com
birrefringência positiva (N+

U ), (2) as fases nemáticas uniaxiais com birrefringência negativa
(N−

U ), e (3) as fases nemáticas biaxiais - dois eixos ópticos (NB). As fases uniaxiais possuem
um eixo especial, com o eixo óptico na direção de n, e a fase biaxial possui três eixos especiais
(n, m e l). A título de ilustração, pode-se associar a estrutura molecular dos mesógenos
às respectivas formas supracitadas. Assim, a fase uniaxial com birrefringência positiva
pode ser relacionada a moléculas elipsoidais prolatas; a fase uniaxial com birrefringência
negativa, com moléculas elipsoidais oblatas; e a fase biaxial, por moléculas com forma de
elipsóides escalenos, que podem ser vistos, em primeira aproximação, como paralelepípedos
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(Fig.4).

Essa associação entre estrutura molecular e a fase nemática correspondente é
enganosa. Com efeito, é difícil obter uma fase nemática uniaxial que não seja formada por
moléculas biaxiais. Em liotrópicos, as micelas podem se auto organizar em variadas formas
e imagina-se que alguma condição termodinâmica favoreça uma fase biaxial de objetos
biaxiais. Mas com termotrópicos, formados por unidades moleculares, sintetizar uma forma
molecular biaxial que dê origem a uma fase nemática biaxial ainda é um quebra-cabeça.
Já se tentaram misturas de moléculas uniaxiais – mesógenos discóticos e cilíndricos –
como forma de obter uma fase biaxial, além de já se terem sintetizado moléculas das
mais variadas formas sem sucesso, ou mais precisamente, com resultados controversos.
Recentemente, vêm sendo estudados e cotados como candidatos termotrópicos moléculas
com forma de V, ou de núcleo encurvado (“bent core”) [6, 1].

Figura 4 – Esquema das fases nemáticas. A fase nemática uniaxial possui simetria de
rotação irrestrita em torno do diretor n. A fase nemática biaxial possui uma
restrita simetria de rotação em torno do diretor [4].

Quanto à transição de fase, uma das mais bem estudadas na literatura é a transição
nemática uniaxial-isotrópica (NI). É um fato que se trata de uma transição descontínua
ou de primeira ordem, embora termodinamicamente fraca pois só a ordem orientacional é
perdida [26]. Se uma substância apresentar a fase biaxial, esta é atingida por uma transição
contínua a partir da fase uniaxial (NU -NB) [7, 20, 26]. Todas as quatro fases, então, se
encontram em um ponto crítico denominado ponto de Landau. Transições entre as fases
uniaxiais (NU+-NU−), na ausência de fase biaxial, são de primeira ordem [26]. A fim de
apresentarmos a teoria de Maier-Saupe que descreve corretamente essas transições vejamos
como definir um parâmetro de ordem para tais fases.
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1.1.2.1 O parâmetro de ordem

Para cristais líquidos, é necessário descrever a ordem orientacional sem levar em
conta a ordem posicional (se existir). Considerando os mesógenos como barras rígidas
com simetria cilíndrica, para construir um parâmetro de ordem orientacional para a fase
nemática, a primeira escolha natural seria uma média dos vetores unitários, a⃗, representando
a orientação de cada molécula [2, 27, 28]

# »

M = ⟨⃗a⟩ (1.1)

ou em termos de suas componentes

Mα = ⟨aα⟩ (1.2)

com α = x, y, z, em que ⟨. . .⟩ designa uma média térmica.

Porém, como a⃗ e −a⃗ são equivalentes, ⟨⃗a⟩ é sempre nula. De fato, escrevendo as
componentes de a⃗ em termos dos ângulos polares θ e ϕ, temos

⟨ax⟩ = ⟨sen θ cos ϕ⟩ =
(∫ π

0
f(θ) sen2 θdθ

)(∫ 2π

0
cos ϕdϕ

)
︸ ︷︷ ︸

=0

= 0

⟨ay⟩ = ⟨sen θ sen ϕ⟩ =
(∫ π

0
f(θ) sen2 θdθ

)(∫ 2π

0
sen ϕdϕ

)
︸ ︷︷ ︸

=0

= 0

⟨az⟩ = ⟨cos θ⟩ =
(∫ π

0
f(θ) cos θ sen θdθ

)
︸ ︷︷ ︸

=0

(∫ 2π

0
dϕ
)

= 0

(1.3)

em que f(θ, ϕ)dΩ é a função de distribuição que dá a probabilidade de encontrar os
mesógenos em um pequeno ângulo sólido dΩ = sen θdθdϕ em torno da direção (θ, ϕ), e
que, para a fase nemática, possui as propriedades: (i) f(θ, ϕ) = f(θ) (simetria cilíndrica),
e (ii) f(θ) = f(π − θ) (equivalência entre a⃗ e −a⃗). Na última integral também foi usado o
fato de que f(θ), além de ser periódica, é uma função par (pois deve ser máxima quando
as moléculas estão alinhadas ao eixo z, θ = 0 ou θ = π; e mínima quando θ = π/2) [2].

O invariante seguinte que pode ser usado como parâmetro de ordem é o tensor de
ordem 2 formado pelo produto tensorial

T = ⟨⃗a ⊗ a⃗⟩ (1.4)

em que a⃗ ⊗ a⃗ = aaT , com a sendo a matriz coluna que representa a⃗. Em termos de suas
componentes

Tαβ = ⟨aαaβ⟩ (1.5)

Este tensor pode distinguir as fases nemática e isotrópica. Por exemplo, na fase isotrópica,
as componentes diagonais, Txx = ⟨a2

x⟩, Tyy = ⟨a2
y⟩, Tzz = ⟨a2

z⟩, devem ser idênticas e
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iguais a 1
3 , pois a⃗ é unitário. E as componentes fora da diagonal, Txy = Tyx = ⟨axay⟩,

Txz = Tzx = ⟨axaz⟩, Tyz = Tzy = ⟨ayaz⟩, devem ser nulas, uma vez que ax, ay e az são
independentes. Assim, na fase isotrópica teremos

Tαβ =


1
3 0 0
0 1

3 0
0 0 1

3

 = 1
3δαβ (1.6)

Agora, para um estado perfeitamente alinhado na direção z, i.e., a⃗ = ±ĵ, deve-se ter
Tzz = 1 e todas as demais componentes nulas:

Tαβ =


0 0 0
0 0 0
0 0 1

 (1.7)

e assim o tensor Tαβ pode distinguir entre uma fase nemática perfeitamente alinhada e a
fase isotrópica.

Para que Tαβ seja nulo na fase isotrópica fazemos

T ′
αβ = Tαβ − 1

3δαβ (1.8)

E, assim, no estado nemático perfeitamente alinhado,

T ′
αβ =


−1

3 0 0
0 −1

3 0
0 0 2

3

 (1.9)

Para normalizar a componente Tzz na fase perfeitamente alinhado fazemos Qαβ = 3
2T ′

αβ e
chegamos à definição de parâmetro de ordem tensorial da fase nemática

Qαβ =
〈3

2aαaβ − 1
2δαβ

〉
(1.10)

com Qαβ = 0 na fase isotrópica e

Qαβ =


−1

2 0 0
0 −1

2 0
0 0 1

 (1.11)

no estado de perfeito alinhamento.

Com esta definição, o parâmetro de ordem nemático possui duas propriedades úteis:
é simétrico, Qαβ = Qβα; e possui traço nulo, Tr(Q) = ∑

α Qαα = 0.

Em uma ordem nemática parcial, com a⃗ = (sen θ cos ϕ, sen θ sen ϕ, cos θ), devemos
ter ⟨cos ϕ⟩ = ⟨sen ϕ⟩ = ⟨cos 2ϕ⟩ = ⟨sen 2ϕ⟩ = 0 e ⟨cos2 ϕ⟩ = ⟨sen2 ϕ⟩ = 1

2 , independentes
de θ. Portanto, a componente Qzz do tensor de ordem nemática fica

Qzz =
〈3

2 cos2 θ − 1
2

〉
= ⟨P2(cos θ)⟩ (1.12)
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em que P2(u) = 3
2u2 − 1

2 é o segundo polinômio de Legendre. A média ⟨P2(cos θ)⟩ é chamada
parâmetro de ordem escalar S da fase nemática

S ≡ ⟨P2(cos θ)⟩ =
〈3

2 cos2 θ − 1
2

〉
(1.13)

As demais componentes do tensor de ordem nemática são

Qxx =
〈3

2 sen2 θ cos2 ϕ − 1
2

〉
=
〈3

4 sen2 θ − 1
2

〉
= −S

2

Qyy =
〈3

2 sen2 θ sen2 ϕ − 1
2

〉
=
〈3

4 sen2 θ − 1
2

〉
= −S

2
Qxz = Qzx =

〈3
2 cos θ sen θ cos2 ϕ

〉
= 0

Qyz = Qzy =
〈3

2 cos θ sen θ sen2 ϕ
〉

= 0

Qxy = Qyx =
〈3

2 sen2 θ cos ϕ sen ϕ
〉

=
〈3

4 sen2 θ sen 2ϕ
〉

= 0

(1.14)

e o tensor representando um ordenamento parcial em torno do eixo z é

Qαβ =


−S

2 0 0
0 −S

2 0
0 0 S

 (1.15)

Se a ordem nemática estiver, e.g., ao longo da direção x ao invés da direção z,
teremos

Qαβ =


S 0 0
0 −S

2 0
0 0 −S

2

 (1.16)

Reescrevendo o tensor Qαβ para um alinhamento em torno de z, como

Qαβ = S
[3
2zαzβ − 1

2δαβ

]
(1.17)

em que zα = (0, 0, 1), se a ordem nemática está ao longo de um eixo arbitrário n̂, o tensor
torna-se

Qαβ = S
[3
2nαnβ − 1

2δαβ

]
(1.18)

com S = ⟨P2(cos θ)⟩ e θ é o ângulo de desvio a partir de n̂.

O parâmetro de ordem escalar S descreve a magnitude da ordem nemática: mostra
o quanto os mesógenos estão alinhados entre si. Se S = 0 não há qualquer alinhamento e o
sistema está na fase isotrópica (f(θ) = constante):

S = 2π

2

∫ π

0

(
3 cos2 θ − 1

)
f(θ) sin θdθ = π

∫ π

0

(
3 cos2 θ − 1

)
sin θdθ = 0 (1.19)

Se S = 1 o sistema encontra-se num estado de perfeito alinhamento nemático, i.e.,
f(θ) = δ(θ − θ0)/ sin θ, com θ0 = 0 ou θ0 = π, correspondendo a uma geometria prolata
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dos mesógenos (N+
U ). Se o maior eixo das moléculas está alinhado perpendicularmente a

n, isto é, f(θ) tem um pico em torno de θ0 = π/2, teremos S = −1/2, correspondendo
a uma geometria oblata (N−

U ). Assim, teoricamente podemos ter −1
2 ≤ S ≤ 1, embora a

“região” −1
2 ≤ S ≤ 0 não ocorra normalmente nos experimentos.

Em uma fase biaxial, deve-se ter Qxx ̸= Qyy ̸= Qzz. Mas como o tensor Q continua
a ter traço nulo, pode-se escrever

Qαβ =


−1

2 (S + η) 0 0
0 −1

2 (S − η) 0
0 0 S

 (1.20)

com S = Qzz e η = Qyy − Qxx é o parâmetro que mede o ordenamento da fase biaxial.

No referencial dos eixos principais de uma molécula biaxial (uma molécula com
forma de paralelepípedo, por exemplo), o tensor de quadrupolo que a representa pode ser
escrito como

Ω =


−1

2 (1 + b) 0 0
0 −1

2 (1 − b) 0
0 0 1

 (1.21)

em que b é um parâmetro que calibra a biaxialidade da molécula e está relacionada com
as dimensões desta.

1.2 O modelo de Maier-Saupe-Zwanzig
Um dos principais modelos estatísticos para a descrição de transições de fase em

cristais líquidos nemáticos uniaxiais é o modelo de Maier-Saupe(MS) que prediz uma
transição de primeira ordem entre a fase nemática e a fase líquida isotrópica, consistente
com os experimentos [29, 26]. O modelo de MS é um modelo microscópico que assume: (1):
que as moléculas interagem via um potencial dependente da orientação; (2): as posições dos
centros de massa da molécula não são afetados por esse potencial; (3): utiliza aproximação
de campo médio. Assim, uma molécula em particular interage com um campo que substitui
a interação com as demais moléculas. A energia orientacional de uma molécula é dada por

ui ∝ 1
2
(
3 cos θ2

i − 1
)

S (1.22)

em que θi é o ângulo que o eixo molecular faz com a direção preferencial n, e S é
o parâmetro de ordem nemático uniaxial. Cada molécula, representada pelo segundo
polinômio de Legendre P2 (cos θi), interage com o “campo” S.

Essa interação de MS supõe moléculas cilíndricas e a generalização natural para
moléculas que desviam dessa simetria pode ser escrita como [2, 20]

ui ∝
∑
α,β

Ωαβ
i Qαβ (1.23)
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em que Ωαβ
i é dado pela Eq.(1.21) e especifica a orientação da molécula i, e Qαβ é o

parâmetro de ordem do sistema dado pela Eq.(1.20).

Assim, a energia de interação de Maier-Saupe(MS) (Eq.(1.22)) pode ser derivada
da interação entre duas moléculas i e j escrita como

H = −ϵ
∑
(i,j)

∑
α,β=x,y,z

Ωαβ
i Ωαβ

j (1.24)

em que ϵ é um parâmetro positivo, (i, j) indica uma soma sobre pares.

Recentemente, alguns trabalhos [30, 31, 32, 33, 34, 10, 35, 36, 37] têm utilizado
uma versão simplificada do modelo MS, adotando uma restrição nas direções assumidas
microscopicamente pelo diretor e baseadas no trabalho de Zwanzig [38, 39]. Foi por vezes
denominado modelo de Maier-Saupe-Zwanzig (MSZ) [31]. Com o propósito de incluir
interações intrinsecamente biaxiais, o modelo MSZ foi modificado e denominado modelo de
Maier-Saupe-Zwanzig de seis estados (MSZ6) [33, 35], similar ao proposto em [5]. No MSZ6,
a hamiltoniana é dada pela Eq.(1.24) e o tensor de quadrupolo Ωi associado com uma
molécula em um sítio i pode assumir somente seis estados, representados pelas matrizes

−1 − ∆ 0 0
0 −1 + ∆ 0
0 0 2

 (1.25)


−1 + ∆ 0 0

0 −1 − ∆ 0
0 0 2

 (1.26)


−1 − ∆ 0 0

0 2 0
0 0 −1 + ∆

 (1.27)


−1 + ∆ 0 0

0 2 0
0 0 −1 − ∆

 (1.28)


2 0 0
0 −1 − ∆ 0
0 0 −1 + ∆

 (1.29)


2 0 0
0 −1 + ∆ 0
0 0 −1 − ∆

 (1.30)

em que ∆ é o parâmetro de biaxialidade intrínseca. Se ∆ = 0, o modelo é intrinsecamente
uniaxial e equivalente a um modelo de Potts de três estados. Se ∆ ̸= 0, pode-se descrever
uma transição para uma fase biaxial. É fácil notar que qualquer uma das matrizes
acima gera as demais por meio de rotações apropriadas. Pensando-se no mesógenos como
paralelepípedos, cada matriz representa então uma orientação dos eixos principais do
paralelepípedo em relação a um sistema de coordenadas xyz. A partir daqui, o modelo
MSZ6 será denominado simplesmente como MSZ.

O modelo MSZ reproduz os resultados qualitativos de outros modelos ([40, 41, 5])
que tentam descrever a fase biaxial [33, 34, 10, 35]. Dentre esses resultados qualitativos
pode-se destacar os seguintes aspectos (Fig.5): (i) conforme a temperatura é reduzida há
uma transição descontínua da fase isotrópica para a fase nemática uniaxial seguida por
uma transição contínua da fase uniaxial para a fase biaxial; (ii) à medida que o parâmetro
de biaxialidade aumenta, a resposta a campos elétricos e magnéticos aumenta na transição
uniaxial-isotrópica; (iii) a região sobre a qual a fase uniaxial é estável se reduz à medida que
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o parâmetro de biaxialidade aumenta. A temperatura da transição uniaxial-biaxial TUB

aumenta rapidamente com o aumento do parâmetro de biaxialidade; (iv) se o parâmetro de
biaxialidade for suficientemente grande, é como se dois eixos moleculares fossem trocados.
As moléculas são então novamente completamente uniaxiais, e a baixas temperaturas a
fase é exclusivamente uniaxial; (v) há um valor do parâmetro de biaxialidade em que a
fase uniaxial desaparece: há uma transição contínua da fase isotrópica para a fase biaxial.
Este ponto é denominado ponto de Landau [6]. No modelo de Boccara, e.g., o ponto de
Landau ocorre quando o parâmetro de biaxialidade é igual a 1.

Há trabalhos recentes que mostram que esse diagrama de fase é incompleto. Outros
modelos foram propostos que fazem uso de dois parâmetros de biaxialidade, por exemplo.
Outro modelo, ainda, tem o ponto de Landau substituído por uma linha de transições
descontínuas entre as fases biaxial e isotrópica. Para mais detalhes remete-se ao livro do
Luckhurst e Sluckin [6].

Figura 5 – Diagrama de fase similar ao obtido na abordagem de Boccara et al. [5]. Linhas
contínuas são transições de primeira ordem, e linhas hachuradas, transições
contínuas. λ é o parâmetro de biaxialidade e T∗ a temperatura absoluta. I é
a fase líquida isotrópica, N+

U é fase nemática uniaxial formada por moléculas
prolatas, e N−

U é a fase nemática uniaxial formada por moléculas oblatas [6].

A título de informação e comparação, um diagrama de fase experimental (Fig. 6)
contendo uma fase biaxial apareceu no trabalho de Yu e Saupe [7]. Esse diagrama é de um
cristal líquido liotrópico, uma mistura ternária de laureato de potássio, decanol e água,
com a concentração do laureato de potássio desempenhando o papel do parâmetro de
biaxialidade. Nesse diagrama vê-se a fase biaxial como uma fase intermediária entre duas
fases uniaxiais [42].

Por fim, deve-se enfatizar que o modelo MS é comumente tratado na aproximação
de campo médio. Lebwohl e Lasher [43] foram os primeiros a utilizarem uma versão na rede
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Figura 6 – Diagrama de fases da mistura Laureato de Potássio (KL)/Decanol/água que
foi obtida pela primeira vez em [7]. ND e NC representam as fases nemáticas
uniaxiais formadas por micelas discóticas e cilíndricas, respectivamente.

(cúbica simples) para este modelo. A vantagem de se usar um modelo de rede, além de se
obter maiores detalhes em relação à solução de campo médio, é a possibilidade de solução
exata para o modelo [44, 45, 31]. Nessa linha, o uso de redes com dimensão fractal, ou
mais especificamente, redes com invariância de escala mas sem invariância de translação,
como o são as redes hierárquicas e apolonianas, torna-se relevante.

1.3 Redes com invariância de escala: hierárquicas e apolonianas
Modelos de rede surgem naturalmente no estudo de cristais, cuja estrutura micros-

cópica forma uma rede automaticamente. Nesse caso, as redes de Bravais, baseadas em
uma célula unitária e com simetria translacional, descrevem corretamente tais estruturas e
servem de base para o estudo de outros sistemas, como modelos de spin [46]. Em física
estatística, por exemplo, modelos como o de Ising [47] e Potts [48] são paradigmas da área
e foram estudados em redes regulares dos mais variados tipos e dimensões. Contudo, na
década de 1970, o trabalho pioneiro de B. Mandelbrot [49, 50] sobre geometria fractal
logo levou ao estudo de modelos estatísticos em redes fractais. Métodos como o de grupo
de renormalização [51, 52, 53] e o de matriz de transferência [54, 55, 53] se mostraram
úteis para o estudo em tais redes [56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63]. Nesse contexto, redes
hierárquicas atraíram a atenção no estudo de transições de fase, pois modelos como o de
Ising e Potts possuíam solução exata nessas redes e exibiam uma variedade de transições
de fase de primeira ordem e fenômenos críticos. A rede apoloniana tem seu aparecimento
mais recente na literatura. Introduzida por Andrade Jr. et al. [64, 65], a rede apoloniana
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também foi logo estudada em modelos de spin [66, 67, 68, 69, 70] além de interessantes
aplicações [71, 72, 73, 74].

1.3.1 Redes hierárquicas

Redes hierárquicas surgiram no contexto da Teoria de Grupo de Renormalização.
Berker e Ostlund [75] descobriram que a aplicação do grupo de renormalização de Migdal-
Kadanoff no espaço real ao modelo de Ising na rede quadrada é equivalente a uma solução
exata para o mesmo modelo em redes hierárquicas [76, 77]. A Rede hierárquica do diamante
(RHD) Fig.(7) é apenas um exemplo deste tipo de rede [78, 79].

Redes hierárquicas são construídas recursivamente substituindo cada ligação entre
dois sítios em uma dada iteração por um padrão, chamado gerador. A rede hierárquica do
diamante é construída partindo-se de dois sítios-raiz e então substituindo essa ligação por
p ramos paralelos, partindo dos sítios-raiz, e conectados por b ligações internas (ou b − 1
sítios internos), obtendo-se assim a configuração geradora. A partir daí, cada ligação é
substituída pelo gerador, a cada iteração. A dimensão fractal para essa família é dada por

df = 1 + ln p

ln b
(1.31)

O número de sítios internos (excluindo os sítios-raiz) e de ligações, para a iteração n são,
respectivamente [8],

Nn = (b − 1)p (bp)n − 1
bp − 1 , n = 0, 1, 2, 3, . . . (1.32)

e
Ln = (bp)n, n = 0, 1, 2, 3, . . . (1.33)

Neste trabalho, vamos nos ater a redes com p = b = 2, i.e., df = 2, e redes com p = 4 e
b = 2, df = 3 Fig.(7). A rede hierárquica do diamante é altamente não-homogênea e isso
fica claro à medida que o número de iterações aumenta.

1.3.2 Redes apolonianas

No processo denominado empacotamento apoloniano [80], em referência ao mate-
mático grego Apolônio de Perga (262 a.C. – 190 a.C.) que estudou o problema de se obter
circunferências tangentes a outras três dadas circunferências no plano, a solução clássica
consiste em partir de três circunferências tangentes e ir preenchendo o espaço entre elas
com outras circunferências tangentes umas às outras, Fig. (8). Conectando-se os centros
das circunferências, que constituirão os sítios da rede, obtém-se a rede apoloniana.

A construção da rede apoloniana inicia-se, então, com um triângulo cujos vértices
são os sítios originários. Em seguida, insere-se um sítio interno conectando-o aos três sítios
originários. Em cada triângulo interno que surgiu, insere-se um novo sítio, conectando-o
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Figura 7 – Unidade básica ou gerador da rede hierárquica do diamante com p ramos
paralelos e b − 1 sítios internos conectando os sítios-raiz µ e µ ′ [8].

Figura 8 – Primeiros estágios do processo de empacotamento apoloniano clássico e rede
apoloniana gerada a partir deste [9].

com os três sítios mais próximos, e assim sucessivamente, Fig. (9). O número de sítios em
cada geração n da rede apoloniana é dado por

N(n) = 3n + 5
2 , n = 0, 1, 2, . . . (1.34)

e o número de ligações em cada geração é [64, 66, 69]

L(n) = 3n+1 + 3
2 , n = 0, 1, 2, . . . (1.35)

No limite em que n → ∞, tem-se

lim
n→∞

L(n)
N(n) = 3n+1

3n
= 3 (1.36)

isto é, à medida que n cresce tem-se em média seis ligações por sítio da rede. Vale salientar
que há sítios relativamente próximos que não possuem ligação entre si.
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Figura 9 – Três primeiros estágios de construção de uma rede apoloniana. Na geração 0,
tem-se três sítios colocados nos vértices de um triângulo. Na geração 1, um novo
sítio é colocado no interior do triângulo e conectado aos três sítios dos vértices.
Na geração 2, um novo sítio é incluído no interior de cada sub-triângulo e
conectado os respectivos vértices.

1.4 Objetivo do trabalho e estrutura da tese

Partindo dos trabalhos de Salinas e colaboradores [31, 33, 34, 35, 36] foi estudado o
modelo de MSZ para cristais líquidos nemáticos biaxiais em redes hierárquicas e apolonianas.
Para explorar a auto-similaridade dessas redes foi utilizado o método de matriz de transfe-
rência, extensivamente utilizado por Andrade e colaboradores [60, 61, 62, 81, 82, 83, 84, 85]
em redes fractais e que garante solução exata para o modelo no limite termodinâmico.
Embora seja esperado que os resultados quantitativos aqui obtidos não poderão ser com-
parados com aqueles em redes com invariância de translação, para o modelo MSZ, esses
cálculos em redes hierárquicas e apolonianas podem ser úteis para revelar características
qualitativas dos diagramas de fase que não aparecem nos tratamentos de campo mé-
dio. Também pode-se conjecturar qual a influência da heterogeneidade dessas redes nos
resultados obtidos para o modelo MSZ.

Esta tese está organizada da seguinte maneira. No Capítulo 2 será exposto o
método de matriz de transferência (MT) para redes hierárquicas, usando os modelos
de Ising e Potts como casos-exemplo, a fim de simplificar a exposição do método. Serão
obtidos, também nesse capítulo, alguns expoentes críticos para esses modelos para posterior
comparação com o de MSZ. No Capítulo 3, desenvolve-se o modelo MSZ na RHD com
dimensão fractal df = 2. Inicialmente será apresentado os cálculos, isto é, as relações de
recorrência para a energia livre advindas do método de MT, sem o termo de campo externo
genérico. O tratamento com o termo de campo externo, feito logo em seguida, aumentará
consideravelmente o número e tamanho dessas relações de recorrência. Os resultados
(entropia, calor específico, comprimento de correlação e parâmetros de ordem etc) são
apresentados no Capítulo 4. Esses resultados tiveram sua contribuição para a publicação
do artigo “Real-space renormalization-group treatment of the Maier-Saupe-Zwanzig model
for biaxial nematic structures” (Ver Anexo A). No capítulo 5 são feitos os cálculos na RHD
com dimensão fractal df = 3 e são apresentados os resultados para este caso. O Capítulo 6
é dedicado ao estudo do modelo MSZ na rede apoloniana: formulação do método de MT e
apresentação dos resultados, que foram aceitos para publicação na Brazilian Journal of
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Physics (Ver Anexo B). Em seguida são feitas as conclusões.
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2 Método de Matriz de Transferência em re-
des hierárquicas

Serão consideradas redes hierárquicas cujo número de ligações internas entre dois
sítio-raiz, para um dado ramo partindo desses sítios, é sempre igual a dois. Ou seja, redes
com fator de escala b = 2, estritamente denominadas redes hierárquicas do diamante, RHD.
Assim, para b = p = 2, tem-se uma rede hierárquica com dimensão fractal df = 2 e para
b = 2 e p = 4, uma rede hierárquica com dimensão fractal df = 3. O método para conectar
as MT entre sucessivas gerações das RHD é mostrado a seguir, semelhante ao encontrado
em [81, 60, 86, 69]. Por fim, os modelo de Ising e Potts serão utilizados como ilustração e
casos paradigmáticos.

2.0.1 Formulação do método de MT na RHD

Inicia-se com dois sítios-raiz A e B conectados por uma ligação, chamada de geração
0, Fig.(10). Para o modelo de Ising, por exemplo, cada sítio pode assumir somente dois

Figura 10 – Geração 0 da rede hierárquica do diamante, composta por dois sítios-raiz A e
B e uma ligação.

estados σ = ±1, e sua interação é descrita pela hamiltoniana

H0 = −JσAσB (2.1)

em que J é a energia de interação e será tomada como sendo positiva J > 0. A função de
partição para tal sistema é

Z0 =
∑
{σ}

e−βH0 =
∑
σA

∑
σB

eJβσAσB (2.2)

com β = 1/kBT . Fazendo K ≡ Jβ e expandindo a soma na Eq(2.2), tem-se

Z0 = eKσ1
Aσ1

B + eKσ1
Aσ2

B + eKσ2
Aσ1

B + eKσ2
Aσ2

B (2.3)
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em que os sobrescritos denotam os estados possíveis assumidos pela variável σ: σ1 := +1 e
σ2 := −1; as parcelas podem ser escritas em forma matricial como

M0 =
 eKσ1

Aσ1
B eKσ1

Aσ2
B

eKσ2
Aσ1

B eKσ2
Aσ2

B

 =
 a0 b0

b0 a0

 (2.4)

com a0 = e+K e b0 = e−K . A matriz quadrada 2 × 2, M0, indexada pelo número de estados
que um sítio pode assumir, é a matriz de transferência para a ligação entre os sítios A e
B, e organiza todas a possíveis configurações entre os sítios em questão. Assim, pode-se
reescrever a função de partição como

Z0 =
2∑

σA=1

2∑
σB=1

⟨σA|M0|σB⟩ (2.5)

em que ⟨i|U |j⟩1 indica um elemento uij de uma matriz U .

Uma clarificação da notação aqui utilizada se faz necessária. Na Eq.(2.3) foi usado
um sobrescrito para indicar o valor assumido pela variável σ. Porém, na Eq.(2.5), os próprios
σ’s foram usados como indexadores. Isto é, σB funciona como variável, σA = +1, −1, e
índice, σA = 1, 2, ao mesmo tempo. Esta é a notação que será utilizada, acredita-se que
sem prejuízo no entendimento do exposto.

Figura 11 – Geração 1 da RHD com dimensão df = 2, composta por b = 2 conexões
internas e p = 2 ramos partindo dos sítios-raiz A e B. Este é também o padrão
gerador da rede.

O próximo passo é construir a matriz de transferência para a geração 1 da RHD.
Para o caso b = p = 2, i.e, dois sítios-raiz A e B cada um conectados com dois sítios
internos C e D, Fig.(11), a hamiltoniana fica

H1 = −JσAσC − JσAσD − JσBσC − JσBσD (2.6)

e então
Z1 =

∑
σA

∑
σB

∑
σC

∑
σD

eKσAσC eKσAσDeKσBσC eKσBσD (2.7)

1 Utilizando simbolicamente a notação de bra e ket de Dirac
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Essa função de partição possui 24 = 16 parcelas. Para organizá-las em uma matriz 2 × 2,
são realizadas as somas sobre σC e σD

Z1 =
∑
σA

∑
σB

[
eKσA(σ1

C+σ1
D)eKσB(σ1

C+σ1
D) + eKσA(σ2

C+σ1
D)eKσB(σ2

C+σ1
D)+

eKσA(σ1
C+σ2

D)eKσB(σ1
C+σ2

D) + eKσA(σ2
C+σ2

D)eKσB(σ2
C+σ2

D)
] (2.8)

e então comparando com a Eq(2.2) pode-se definir uma matriz de transferência 2 × 2 M1

cujos elementos são dados por

(M1)11 =eKσ1
A(σ1

C+σ1
D)eKσ1

B(σ1
C+σ1

D) + eKσ1
A(σ2

C+σ1
D)eKσ1

B(σ2
C+σ1

D)+

eKσ1
A(σ1

C+σ2
D)eKσ1

B(σ1
C+σ2

D) + eKσ1
A(σ2

C+σ2
D)eKσ1

B(σ2
C+σ2

D) (2.9)

(M1)12 =eKσ1
A(σ1

C+σ1
D)eKσ2

B(σ1
C+σ1

D) + eKσ1
A(σ2

C+σ1
D)eKσ2

B(σ2
C+σ1

D)+

eKσ1
A(σ1

C+σ2
D)eKσ2

B(σ1
C+σ2

D) + eKσ1
A(σ2

C+σ2
D)eKσ2

B(σ2
C+σ2

D) (2.10)

(M1)21 =eKσ2
A(σ1

C+σ1
D)eKσ1

B(σ1
C+σ1

D) + eKσ2
A(σ2

C+σ1
D)eKσ1

B(σ2
C+σ1

D)+

eKσ2
A(σ1

C+σ2
D)eKσ1

B(σ1
C+σ2

D) + eKσ2
A(σ2

C+σ2
D)eKσ1

B(σ2
C+σ2

D) (2.11)

(M1)22 =eKσ2
A(σ1

C+σ1
D)eKσ2

B(σ1
C+σ1

D) + eKσ2
A(σ2

C+σ1
D)eKσ2

B(σ2
C+σ1

D)+

eKσ2
A(σ1

C+σ2
D)eKσ2

B(σ1
C+σ2

D) + eKσ2
A(σ2

C+σ2
D)eKσ2

B(σ2
C+σ2

D) (2.12)

ou de forma mais compacta, para o modelo de Ising:

M1 =
 e4K + 4 + e−4K 4

4 e4K + 4 + e−4K

 =
 a1 b1

b1 a1

 (2.13)

Vê-se que M1 tem a mesma estrutura de elementos de M0. Além disso, os elementos da
primeira parecem ser combinações de elementos da segunda.

Cada uma das exponenciais de Z1 na Eq.(2.7) pode ser escrita como sendo um
elemento de matriz da MT M0:

Z1 =
∑
σA

∑
σB

∑
σC

∑
σD

⟨σA|M0|σC⟩⟨σA|M0|σD⟩⟨σB|M0|σC⟩⟨σB|M0|σD⟩ (2.14)

Agora, para perfazer a soma em σC e σD, define-se

⟨σA|L0|σCσD⟩ ≡ ⟨σA|M0|σC⟩⟨σA|M0|σD⟩ (2.15)

⟨σCσD|LT
0 |σB⟩ ≡ ⟨σB|M0|σC⟩⟨σB|M0|σD⟩ (2.16)
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em que L0 é uma matriz 2 × 4, e LT
0 é a sua transposta. O índice de elemento de matriz

|σCσD⟩ assume os valores |11⟩,|12⟩,|21⟩ e |22⟩. Para organizá-los em um único índice usa-se
a seguinte ordem lexicográfica

σCD = 2(σC − 1) + σD (2.17)

E assim, a matriz L0 toma a forma

L0 =
 a2

0 a0b0 a0b0 b2
0

b2
0 a0b0 a0b0 a2

0

 (2.18)

Então, a função de partição Z1 fica

Z1 =
∑
σA

∑
σB

∑
σC

∑
σD

⟨σA|L0|σCσD⟩⟨σCσD|LT
0 |σB⟩ (2.19)

Finalmente, ao se realizar a soma sobre σC e σD, tem-se um elemento de matriz corres-
pondente ao produto de L0 com LT

0 . Daí, define-se

⟨σA|M1|σB⟩ ≡
∑
σC

∑
σD

⟨σA|L0|σCσD⟩⟨σCσD|LT
0 |σB⟩ (2.20)

que corresponde a
M1 = L0L

T
0 (2.21)

e a função de partição Z1 é reescrita como

Z1 =
2∑

σA=1

2∑
σB=1

⟨σA|M1|σB⟩ (2.22)

em que

M1 =
 (a2

0 + b2
0)

2 4a2
0b

2
0

4a2
0b

2
0 (a2

0 + b2
0)

2

 =
 a1 b1

b1 a1

 (2.23)

Não é difícil verificar que a Eq.(2.23) coincide com a Eq.(2.13). Assim, a MT M1 foi obtida,
para a primeira geração da rede hierárquica do diamante com df = 2, de modo que seus
elementos fossem dados em função dos elementos da MT da geração anterior.

Esse mesmo procedimento pode ser usado para se obter a MT M2 para a segunda
geração da RHD, porém, usando um método mais heurístico para obter essas matrizes.
Pode-se associar a MT M0 à ligação entre os sítios-raiz A e B. Da mesma forma, pode-se
associar a MT M1 com a primeira geração da RHD. Como M1 = L0L

T
0 , L0 pode, por

sua vez, ser associado com a parte "superior"do losango formado pelos sítios A, C e D;
e sua transposta com a parte "inferior"do losango, i.e., sítios B, C e D. Aplicando essas
associações à geração 2, cada losango nessa geração está associado a M1 e assim, pode-se
criar L1 usando a mesma definição da Eq.(2.15) porém substituindo M0 por M1. E então
M2 é obtida pelo produto de L1 com sua transposta.
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Figura 12 – Geração 3 da RHD. Cada ligação da geração anterior é substituída pelo padrão
gerador.

Explicitamente, tem-se

⟨σA|L1|σCσD⟩ ≡ ⟨σA|M1|σC⟩⟨σA|M1|σD⟩ (2.24)

que leva a

L1 =
 a2

1 a1b1 a1b1 b2
1

b2
1 a1b1 a1b1 a2

1

 (2.25)

e
M2 = L0L

T
0 (2.26)

resultando em

M2 =
 (a2

1 + b2
1)

2 4a2
1b

2
1

4a2
1b

2
1 (a2

1 + b2
1)

2

 =
 a2 b2

b2 a2

 (2.27)

Generalizando: dada a autossimilaridade da RHD, é possível construir a MT (para o
modelo de Ising, e.g.) em uma dada geração n da RHD com df = 2 por meio do algoritmo:
(1) construa a matriz auxiliar Ln−1 por meio da relação

⟨i|Ln−1|jk⟩ = ⟨i|Mn−1|j⟩⟨i|Mn−1|k⟩ (2.28)

em que jk → κ = 2(j − 1) + k e i, j, k = 1, 2.

(2): construa a MT Mn através do produto de Ln−1 com sua transposta

Mn = Ln−1L
T
n−1 (2.29)

cujos elementos de matriz Mn são, portanto, para o modelo de Ising

an =
(
a2

n−1 + b2
n−1

)2

bn = 4a2
n−1b

2
n−1

(2.30)

Generalizando também a função de partição para a n-ésima geração, tem-se

Zn =
2∑

σA=1

2∑
σB=1

⟨σA|Mn|σB⟩ (2.31)

Essa construção se mantém essencialmente a mesma ainda que o número de estados que
cada sítio pode assumir aumente. Por exemplo, no modelo de Potts de q estados as MT’s
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são q × q, e as matrizes auxiliares Ln são q × q2, com os índices i, j e k na Eq.(2.28)
variando de 1 até q: i, j, k = 1, 2, 3, . . . , q.

O propósito geral do método de MT é poder escrever a função de partição como o
traço de uma matriz elevada a uma potência. Isso é conseguido, matematicamente falando,
lançando-se mão de condições de contorno periódicas. Nesse caso, Mn é essa matriz, que
já é uma potência das matrizes M0. Assim,

Zn =
2∑

σA=1

2∑
σB=1

⟨σA|Mn|σB⟩ =
2∑

σA=1
⟨σA|Mn|σA⟩ = Tr Mn (2.32)

a menos de um fator, irrelevante no limite termodinâmico. Diagonalizando Mn e usando
as propriedades do traço, é um cálculo direto mostrar que função de partição pode ser
escrita como a soma dos autovalores de Mn

Zn = Tr Mn = Tr MD
n =

∑
λi (2.33)

em que λi são os autovalores da matriz diagonalizada MD
n .

A matriz Mn, Eq.(2.29), é uma matriz q × q simétrica e com elementos reais. Logo,
possui q autovalores (não necessariamente distintos), todos reais. Os autovalores de Mn,
para o modelo de Ising, em uma dada geração n, são Λn = an+bn e Kn = an−bn. (3) Assim,
é possível escrever a energia livre por sítio para a geração n como fn = −kT ln(Zn)/Nn =
−kT ln(Λn + Kn)/Nn, e no limite termodinâmico n → ∞, fatorando o maior autovalor,
todos os demais se tornam irrelevantes e obtém-se

fn = −kT

Nn

ln(an + bn) (2.34)

(4) Os mapas para a energia livre de Helmholtz são obtidos fazendo

fn+1 = − kT

Nn+1
ln [an+1 + bn+1]

= − kT

Nn+1
ln
[
(a2

n + b2
n)2 + 4a2

nb2
n

]
= − kT

Nn+1
ln
[
(an + bn)4 (a2

n + b2
n)2 + 4a2

nb2
n

(an + bn)4

]

= 4Nn

Nn+1
fn − kT

Nn+1
ln
[

(a2
n + b2

n)2 + 4a2
nb2

n

(an + bn)4

]

= 4Nn

Nn+1
fn − kT

Nn+1
ln
[

(1 + β2
n)2 + 4β2

n

(1 + βn)4

]

(2.35)

em que Nn é o número de sítios da rede na geração n, dada pela Eq. (1.32), e

βn = bn

an

(2.36)

o que implica
βn+1 = bn+1

an+1
= 4β2

n

(1 + β2
n)2 (2.37)
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Isso conclui o método. Assim, iterando os mapas das Eq.(2.35) e Eq.(2.37) pode-se
obter entropia e calor específico por derivação numérica, por exemplo.

Figura 13 – Primeira geração da RHD com dimensão três. São quatro sítios internos
conectando-se, cada um, aos sítios-raiz.

O método acima descrito pode ser facilmente aplicado para o caso da RHD com
df = 3, i.e., b = 2 conexões internas para cada uma das p = 4 ramos partindo dos
sítios-raiz. Seja C, D, E e F , veja Fig.(13), os sítios internos da primeira geração da rede.
A hamiltoniana na Eq.(2.6) será alterada com a adição de quatro termos, a saber, −JσAσE,
−JσAσF −JσBσE e −JσBσF . Na função de partição da Eq.(2.14) o mesmo vai ocorrer:
quatro fatores adicionais aparecem, ⟨σA|M0|σE⟩⟨σA|M0|σF ⟩⟨σB|M0|σE⟩⟨σB|M0|σF ⟩, além
de duas novas somas em σE e σF . Agora, para fazer a soma também sobre σE e σF , é
definida a matriz auxiliar L0 como

⟨σA|L0|σCσDσEσF ⟩ = ⟨σA|M0|σC⟩⟨σA|M0|σD⟩⟨σA|M0|σE⟩⟨σA|M0|σF ⟩ (2.38)

que é uma matriz 2 × 24 para o modelo de Ising e q × q4 para o modelo de Potts de q

estados. A MT M1 continua sendo obtida pelo produto L0L
T
0 . Assim, para a n−ésima

geração da RHD com df = 3, as MT são construídas por meio das relações

⟨i|Ln−1|jklm⟩ = ⟨i|Mn−1|j⟩⟨i|Mn−1|k⟩⟨i|Mn−1|l⟩⟨i|Mn−1|m⟩ (2.39)

em que pode-se adotar a ordem lexicográfica para cada par de índices, e assim obter um
único índice dado pelas relações: µ = q(λ − 1) + m, λ = q(κ − 1) + l e κ = q(j − 1) + k,
com i, j, k, l, m = 1, 2, 3, . . . , q; já generalizando para o modelo de Potts, o caso Ising
correspondendo obviamente a q = 2.

Por fim, a adição de um campo externo na hamiltoniana afeta o método da seguinte
maneira. Olhando para a RHD com df = 2, e usando o modelo de Ising como exemplo, o
termo de campo na hamiltoniana é dada por

Hcampo = −h
∑

i

σi (2.40)

com a soma sendo realizada sobre todos os sítios da rede em uma dada geração.
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Uma vez atribuído campo externo nos dois sítios-raiz da geração 0 da RHD, ao
passar para a geração 1, não é necessário incluir novamente um termo de campo nos sítios
A e B: são atribuídos campos apenas aos sítios C e D, pois a MT da geração anterior
já traz a informação da ação do campo nos sítios A e B. Esse procedimento gera um
problema na geração 2 (Fig.(12)): cada ligação da geração anterior é substituída pelo
gerador (losango ACBD na Fig.(12)), cuja MT já leva em conta a ação do campo em
todos os sítios da geração 2. Em outras palavras, ao se tentar manter o padrão de inclusão
do campo externo nos sítios externos C e D se cai numa redundância, incluindo campo
em sítios que já haviam sido incluídos na geração anterior. Isso ocorre devido à inclusão
de termos de campo nos sítios-raiz na geração 0. Então, na geração 0 o campo não será
incluído nos sítios-raiz. Na geração 1, o termo de campo é incluído apenas nos sítios C

e D. E na geração 2, o campo é incluído somente nos sítios C e D dessa geração, que
correspondem aos sítios mais externos conectando às estruturas superior e inferior e os
sítios-raiz. E assim por diante. Com isso, a cada geração, sempre são inclusos termos de
campo em dois sítios apenas, os mais externos, e que dividem a estrutura da rede em
duas partes simétricas em relação a um eixo passando por esses sítios. Numa geração
n, os únicos sítios que não terão campo atuando serão os sítios-raiz, porém, no limite
termodinâmico, isso não fará diferença.

Para construir a matriz auxiliar L0, na geração 1, a função de partição Z1 escreve-se

Z1 =
∑
σA

∑
σB

∑
σC

∑
σD

⟨σA|M0|σC⟩⟨σA|M0|σD⟩eK2(σC+σD)/2⟨σB|M0|σC⟩⟨σB|M0|σD⟩eK2(σC+σD)/2

(2.41)
em que K2 = βh. Os termos de campo também podem ser organizados em uma matriz,
com eK2(σC+σD)/2 sendo um elemento dessa matriz:

⟨σC |Mcampo|σD⟩ = eK2(σC+σD)/2 (2.42)

A matriz L0 é definida agora como

⟨σA|L0|σCσD⟩ ≡ ⟨σA|M0|σC⟩⟨σA|M0|σD⟩⟨σC |Mcampo|σD⟩ (2.43)

e a função de partição Z1 fica

Z1 =
∑
σA

∑
σB

∑
σC

∑
σD

⟨σA|L0|σCσD⟩⟨σCσD|LT
0 |σB⟩ (2.44)

E daí, M1 = L0L
T
0 é obtida como de praxe. Com a construção da matriz dos termos de

campo, Eq.(2.42), faz-se necessário apenas incluir mais um fator na definição da matriz
auxiliar L0 e pronto.

Aplicando ao modelo de Ising, a matriz de campo será dada por

Mcampo =
 eK2(σ1+σ1)/2 eK2(σ1+σ2)/2

eK2(σ2+σ1)/2 eK2(σ2+σ2)/2

 =
 eK2 1

1 e−K2

 =
 am cm

cm bm

 (2.45)
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Assim, a matriz auxiliar L0 ficará

L0 =
 a2

0am a0b0cm a0b0cm b2
0bm

b2
0am a0b0cm a0b0cm a2

0bm

 (2.46)

e a matriz de transferência da geração 1, dada por M1 = L0L
T
0 ,

M1 =
 a4

0a
2
m + 2a2

0b
2
0c

2
m + b4

0b
2
m a2

0b
2
0a

2
m + 2a2

0b
2
0c

2
m + a2

0b
2
0b

2
m

a2
0b

2
0a

2
m + 2a2

0b
2
0c

2
m + a2

0b
2
0b

2
m b4

0a
2
m + 2a2

0b
2
0c

2
m + a4

0b
2
m

 =
 a1 b1

b1 d1


(2.47)

Com a inclusão do campo, a matriz M1 não tem a mesma forma da matriz M0. Porém, a
forma da MT das gerações seguintes é a mesma da MT da Eq.(2.47). Então basta redefinir
os elementos da matriz M0 de maneira que esta tenha a forma da MT acima.

De maneira geral, para a RHD com df = 2, tem-se:

⟨i|Mcampo|j⟩ = eK2(σi+σj)/2 (2.48)

⟨i|Ln−1|jk⟩ ≡ ⟨i|Mn−1|j⟩⟨i|Mn−1|k⟩⟨j|Mcampo|k⟩ (2.49)

mantendo-se Mn = Ln−1L
T
n−1.

Pelo exposto, a generalização para o caso da RHD com df = 3 é trivial. Apenas é
preciso levar em conta os termos de campo nos dois novos sítios que aparecem nessa rede.
A definição da matriz de campo é a mesma da Eq.(2.48), e a Eq.(2.39) é atualizada para

⟨i|Ln−1|jklm⟩ = ⟨i|Mn−1|j⟩⟨i|Mn−1|k⟩⟨i|Mn−1|l⟩⟨i|Mn−1|m⟩⟨j|Mcampo|k⟩⟨l|Mcampo|m⟩
(2.50)

Essa é a formulação do método de MT na RHD com df = 2 e df = 3, com e sem a
inclusão de campo externo. A seguir, serão obtidos as funções termodinâmicas de interesse
para os modelos de Ising e Potts na RHD, sem campo externo.

2.1 Mapas para os modelos de Ising e Potts e Comprimento de
Correlação
Para o modelo de Ising na RHD com b = p = 2, dois sítios internos e duas ligações

partindo do sítio raiz (na primeira geração), a MT para a n-ésima geração é dada por

Mn =
 an bn

bn an

 (2.51)

em que os elementos são dados pela Eq. (2.30). Esses elementos podem ser obtidos
iterativamente, partindo-se da MT inicial dada pela Eq. (2.4 ). A partir daqui, escreve-se
a energia livre, dada por Eq. (2.35).
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Ao realizar o mesmo procedimento para a RHD com b = 2 e p = 4, tem-se que a
MT Mn tem a mesma forma de Eq.(2.51), mas os elementos são dados por

an+1 = (a2
n + b2

n)4

bn+1 = 16a4
nb4

n

(2.52)

De maneira geral, para uma RHD com b = 2, para valores inteiros de p, tem-se

an+1 = (a2
n + b2

n)p

bn+1 = 2p ap
n bp

n

(2.53)

com a MT Mn mantendo a mesma estrutura de Eq. (2.51). Como o maior autovalor de
Mn é an + bn, a energia livre fica

fn+1 = 2pNn

Nn+1
fn − kT

Nn+1
ln
[

(1 + β2
n)p + 2pβp

n

(1 + βn)2p

]
(2.54)

com βn dada pela Eq. (2.36) e o seu mapa dado por

βn+1 = 2p βp
n

(1 + β2
n)p

(2.55)

Para o modelo de Potts de q-estados, cuja hamiltoniana é

Hp = −Jp

∑
(i,j)

δσiσj
(2.56)

com δσiσj
denotando a delta de Kronecker e σi = 1, 2, . . . , q.

A MT para a n-ésima geração da RHD com b = 2 e qualquer valor inteiro de p é
da forma

Mn =


an bn bn . . .

bn an bn . . .

bn bn ann . . .
... ... ... . . .


q×q

(2.57)

em que os elementos dessa MT são

an+1 = [a2
n + (q − 1) b2

n]p

bn+1 = bp
n [2an + (q − 2) bn]p

(2.58)

Para os sítios-raiz, temos a0 = eKp e bn = 1, com Kp = βJp.

Os autovalores de Eq. (2.57) são

Λn = an + (q − 1) bn

Kn = an − bn

(2.59)

com Kn sendo o autovalor degenerado.
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Portanto, o mapa da energia livre para o modelo de Potts de q-estados na RHD
com b = 2 é

fn+1 = 2pNn

Nn+1
fn − kT

Nn+1
ln
{

(q − 1) βp
n [(q − 2) βn + 2]p + [(q − 1) β2

n + 1]p

[1 + (q − 1) βn]2p

}
(2.60)

em que
βn+1 = bn+1

an+1
= βp

n [2 + (q − 2) βn]p
[1 + (q − 1) β2

n]p (2.61)

A partir dos mapas para a energia livre, obtém-se o calor específico, por diferenciação
direta ou numérica.

Comprimento de Correlação

Como o calor específico (ou outra função resposta) está relacionado com flutuações
no equilíbrio, sua divergência (se houver) implica que essas flutuações estão correlacionadas
sobre longas distâncias. A função de correlação conectada de dois sítios que estão a R

sítios de distância é definida como [87, 88]

GR = ⟨σ1σR⟩ − ⟨σ1⟩⟨σR⟩ (2.62)

em que ⟨. . .⟩ denota uma média térmica.

Tipicamente, tal influência ocorre em uma distância característica ξ denominada
comprimento de correlação. Para grandes distâncias entre sítios, R > ξ, sabe-se que a
função de correlação decai exponencialmente

GR ∼ e−R/ξ (2.63)

Assim, o comprimento de correlação do sistema pode ser definido como

ξ−1 = lim
R→∞

(
− 1

R
ln GR

)
(2.64)

No limite termodinâmico, pode-se mostrar que [88]

ξ =
(

ln Λ
K

)−1

(2.65)

em que Λ e K são o maior e o segundo menor autovalores da MT, respectivamente. Nos
modelos de Ising e Potts existem apenas dois autovalores, de forma que é também o
menor autovalor. No caso do modelo MSZ há um total de 4 autovalores que podem ser
expressos analiticamente em função dos elementos de matriz. Para a n-ésima geração da
RHD, pode-se definir o comprimento de correlação como

ξn = 2n

ln
(

Λn

Kn

) (2.66)
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em que 2n é o número de ligações conectando o menor caminho entre dois extremos da
n-ésima geração.

Desse modo, o mapa para o comprimento de correlação fica

ξn+1 = 2n+1

ln
(

Λn+1
Kn+1

)
= 2n

ln
(

Λn

Kn

) 2 ln
(

Λn

Kn

)
ln
(

Λn+1
Kn+1

)
=

ξn ln
(

Λn

Kn

)
ln
[(

Λn+1
Kn+1

)1/2 Λn

Kn

Kn

Λn

]
= ξn

1 + ξn

2n ln
[(

Λn+1
Kn+1

)1/2
Kn

Λn

]

(2.67)

O comprimento de correlação é útil na determinação da temperatura crítica de uma
transição de fase contínua pois diverge (ξ → ∞) quando T < Tc e tende a zero quando
T > Tc.

2.2 Resultados

Fazendo k = J = 1, e iterando os mapas até a geração n = 50, com um intervalo
(passo de iteração) ∆T = 10−4, obtém-se a entropia por sítio, o calor específico e o
comprimento de correlação de acordo com os gráficos abaixo.
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Figura 14 – (a) Entropia, (b) calor específico e (c) comprimento de correlação do modelo
de Ising na rede RHD de dimensões df = 2 (p = 2) e df = 3 (p = 4). Para
p = 2, tem-se Tc = 1, 641 e para p = 4, tem-se Tc = 3, 830.

A divergência do comprimento de correlação mostra que o modelo de Ising apresenta
transição de fase contínua em ambas as redes RHD analisadas, Fig. (14). O modelo de
Potts de três estados (q = 3) também apresenta transições contínuas.
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Figura 15 – (a) Entropia, (b) calor específico e (c) comprimento de correlação do modelo
de Potts de 3 estados na rede RHD de dimensões df = 2 (p = 2) e df = 3
(p = 4). Para p = 2, tem-se Tc = 0, 721 e para p = 4, tem-se Tc = 1, 515.

O comportamento na vizinhança do ponto crítico Tc é caracterizado pelos expoentes
críticos

|c − c0| ∼ t−α, T > Tc (2.68)

ξ ∼ t−ν , T > Tc (2.69)

em que
t = T − Tc

Tc

(2.70)

Os expoentes obtidos são mostrados na tabela abaixo e estão de acordo com as
referências [79, 89] para o modelo de Ising, e [90, 91] para o modelo de Potts.

Tabela 1 – Expoentes críticos para os modelos de Ising e Potts nas redes RHD.
p = 2 p = 4

ν α ν α
Ising 1, 31 −0, 68 1, 064 −0, 9

Potts (q = 3) 1, 16 −0, 418 0, 98 −0, 78
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3 Modelo de Maier-Saupe-Zwanzig na RHD
com df = 2

Neste capítulo será utilizado o método de MT em RHD com p = 2, i.e., com duas
ligações saindo dos sítios-raiz na primeira geração, para obter os mapas do comprimento de
correlação e da energia livre e suas derivadas do modelo de Maier-Saupe com a simplificação
de Zwanzig para cristais líquidos nemáticos. Por simplicidade de exposição, primeiro serão
obtidos os mapas para a hamiltoniana de MSZ sem termo de campo externo, em que
serão obtidos os mapas para o comprimento de correlação e calor específico, e depois serão
obtidos os mapas para os parâmetros de ordem e a susceptibilidade, com a inclusão do
termo de campo externo na hamiltoniana.

3.1 MSZ na RHD sem campo

Como anteriormente definida, a hamiltoniana de MS é [33]

H0 = −ϵ
∑
(i,j)

Ωi · Ωj = −ϵ
∑
(i,j)

∑
α,β=x,y,z

Ωαβ
i Ωαβ

j (3.1)

em que ϵ é um parâmetro positivo, (i, j) indica uma soma sobre pares de primeiros vizinhos
nos sítios i e j, e Ωαβ

i são as componentes do tensor de rank 2 com traço nulo associado
com uma molécula no sítio i, Ωi; e Ωi · Ωj = Tr (ΩiΩj). A matriz de momento de qua-
drupolo Ωi, 3 × 3, pode ter seus autovalores escritos como λ1 = −1 + ∆, λ2 = −1 − ∆ e
λ3 = 2, em que ∆, conectado com as dimensões da molécula, é um parâmetro que ajusta a
sua biaxialidade. Fazendo uso da discretização de direções assumidas por uma molécula,
proposta por Zwanzig [38], isto é, assumindo que os eixos moleculares principais estão
restritos a estarem nas três direções cartesianas do laboratório, Ωi só poderá assumir um
dos seis estados abaixo:

Ω(1)
i =


−1 − ∆ 0 0

0 −1 + ∆ 0
0 0 2

 (3.2) Ω(2)
i =


−1 + ∆ 0 0

0 −1 − ∆ 0
0 0 2

 (3.3)

Ω(3)
i =


−1 − ∆ 0 0

0 2 0
0 0 −1 + ∆

 (3.4) Ω(4)
i =


−1 + ∆ 0 0

0 2 0
0 0 −1 − ∆

 (3.5)
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Ω(5)
i =


2 0 0
0 −1 − ∆ 0
0 0 −1 + ∆

 (3.6) Ω(6)
i =


2 0 0
0 −1 + ∆ 0
0 0 −1 − ∆

 (3.7)

Pode-se construir Ω da seguinte maneira (ver Apêndice de [33]). Considerando
uma molécula nemática de massa m possuindo formato de paralelepípedo, de dimensões
a, b e c, o tensor de inércia I da molécula em um referencial que coincide com os eixos
principais da molécula é

I =


Ixx 0 0
0 Iyy 0
0 0 Izz

 =


1
12m(b2 + c2) 0 0

0 1
12m(a2 + c2) 0

0 0 1
12m(a2 + b2)

 (3.8)

cujo traço é dado por Tr(I) = (1/6)m(a2 + b2 + c2).

Figura 16 – Uma molécula nemática intrinsecamente biaxial pode ser modelada por um
paralelepípedo.

O tensor de quadrupolo de massa então pode ser escrito como

Ωij = Iij − 1
3δij Tr(I) (3.9)

em que δij é o delta de Kronecker. Assim,

Ω = 1
36m


−2a2 + b2 + c2 0 0

0 a2 − 2b2 + c2 0
0 0 a2 + b2 − 2c2

 (3.10)

Fatorando um dos termos diagonais, Ωzz, e.g., obtém-se

Ω = Ωzz


−2a2+b2+c2

a2+b2−2c2 0 0
0 a2−2b2+c2

a2+b2−2c2 0
0 0 1

 (3.11)

E pela condição de traço nulo, pode-se definir

∆ = 3 b2 − a2

a2 + b2 − 2c2 (3.12)
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E assim escrevemos o tensor de quadrupolo Ω como

Ω = Ωzz/2


−1 + ∆ 0 0

0 −1 − ∆ 0
0 0 2

 (3.13)

∆ = 3 b2 − a2

a2 + b2 − 2c2 (3.14)

Ω = Ωzz/2


−1 + ∆ 0 0

0 −1 − ∆ 0
0 0 2

 (3.15)

Se a = b ≪ c, então ∆ = 0: tem-se uma fase intrinsecamente uniaxial com moléculas
prolatas.
Se a = b ≫ c, então ∆ = 0: tem-se uma fase intrinsecamente uniaxial com moléculas
oblatas.

Figura 17 – Seis possíveis orientações moleculares no modelo de MSZ. Cada uma delas -
representada por uma das matrizes Eq.(3.2-3.7) - pode ser obtida a partir de
outra através de rotações apropriadas [10].

Assim, cada estado Ω(k)
i , para k = 1, . . . 6, pode ser obtido a partir do outro por

meio de rotações, Fig.(17). Se ∆ = 0, o modelo é intrinsecamente uniaxial e equivalente
a um modelo de Potts de três estados. Se ∆ ̸= 0, pode-se descrever uma transição para
uma fase biaxial. Para ∆ < 1, estes estados representam moléculas prolatas; e para ∆ > 1,
representam moléculas oblatas.

Para estudar esse modelo (Eq.(3.1)) numa RHD usando o método de MT descrito
na seção anterior, primeiro obtém-se a MT M0 para a geração 0, ou seja, (M0)ij =
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exp
(
βϵ Tr

(
Ω(i)Ω(j)

))
. A matriz com as energias de interação Tr

(
Ω(i)Ω(j)

)
é

2 (∆2 + 3) 6 − 2∆2 ∆2 + 6∆ − 3 −∆2 − 3 −∆2 − 3 ∆2 − 6∆ − 3
6 − 2∆2 2 (∆2 + 3) −∆2 − 3 ∆2 − 6∆ − 3 ∆2 + 6∆ − 3 −∆2 − 3

∆2 + 6∆ − 3 −∆2 − 3 2 (∆2 + 3) 6 − 2∆2 ∆2 − 6∆ − 3 −∆2 − 3
−∆2 − 3 ∆2 − 6∆ − 3 6 − 2∆2 2 (∆2 + 3) −∆2 − 3 ∆2 + 6∆ − 3
−∆2 − 3 ∆2 + 6∆ − 3 ∆2 − 6∆ − 3 −∆2 − 3 2 (∆2 + 3) 6 − 2∆2

∆2 − 6∆ − 3 −∆2 − 3 −∆2 − 3 ∆2 + 6∆ − 3 6 − 2∆2 2 (∆2 + 3)


(3.16)

De modo que a MT M0 fica

M0 =



a0 b0 c0 d0 d0 e0

b0 a0 d0 e0 c0 d0

c0 d0 a0 b0 e0 d0

d0 e0 b0 a0 d0 c0

d0 c0 e0 d0 a0 b0

e0 d0 d0 c0 b0 a0


(3.17)

em que a0 = exp((6 + 2∆2)βϵ), b0 = exp((6 − 2∆2)βϵ), c0 = exp((−3 + 6∆ + ∆2)βϵ),
d0 = exp((−3 − ∆2)βϵ), e0 = exp((−3 − 6∆ + ∆2)βϵ), e β = 1/kBT . Usando as relações
das Eq.(2.28) e Eq.(2.29) obtém-se a matriz genérica para uma geração n:

Mn =



an bn cn dn dn en

bn an dn en cn dn

cn dn an bn en dn

dn en bn an dn cn

dn cn en dn an bn

en dn dn cn bn an


(3.18)

cujos elementos são dados por:

an+1 =
(
a2

n + b2
n + c2

n + 2d2
n + e2

n

)
2

bn+1 =4 (anbn + dn (cn + en)) 2

cn+1 =4 (ancn + dn (bn + en)) 2

dn+1 =
(
2andn + bn (cn + en) + cnen + d2

n

)
2

en+1 =4 (anen + bndn + cndn) 2

(3.19)

Os autovalores não degenerados de Mn são

Λn =an + bn + cn + 2dn + en

Kn =an − dn +
√

b2
n − bncn − bnen + c2

n − cnen + e2
n

In =an − bn − cn + 2dn − en

Θn =an − dn −
√

b2
n − bncn − bnen + c2

n − cnen + e2
n

(3.20)
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Claramente, o maior autovalor é Λn e, assim, a energia livre por sítio pode ser escrita
como fn = −(kT/Nn) ln Λn. Em vez de usar Λn+1 para obter o mapa para a energia livre
será usado o maior elemento de Λn para simplificar os cálculos. Desse modo, define-se

f̄n = −kT

Nn

ln(an) (3.21)

e o mapa para a energia livre, por meio da Eq.(3.20), fica:

f̄n+1 = 4Nnf̄n

Nn+1
− T

Nn+1
ln
[(

β2
n + γ2

n + 2δ2
n + ϵ2

n + 1
)2
]

(3.22)

com βn = bn/an, γn = cn/an, δn = dn/an, ϵn = dn/an, e

βn+1 = 4(βn + δn(γn + ϵn))2

(β2
n + γ2

n + 2δ2
n + ϵ2

n + 1)2

γn+1 = 4(δn(βn + ϵn) + γn)2

(β2
n + γ2

n + 2δ2
n + ϵ2

n + 1)2

δn+1 =(βn(γn + ϵn) + γnϵn + δ2
n + 2δn)2

(β2
n + γ2

n + 2δ2
n + ϵ2

n + 1)2

ϵn+1 = 4(βnδn + γnδn + ϵn)2

(β2
n + γ2

n + 2δ2
n + ϵ2

n + 1)2

(3.23)

pois, no limite termodinâmico, f̄n convergirá para fn. Com isso, são calculadas as derivadas
da Eq.(3.22) para obter a entropia por sítio, s(T ) = −df̄n+1/dT , e o calor específico,
c(T ) = −Td2f̄n+1/dT 2.

Com os autovalores da MT, Eq.(3.20), pode-se definir três comprimentos de corre-
lação

ξ(1)
n = 2n

ln
(

Λn

Kn

) (3.24)

ξ(2)
n = 2n

ln
(

Λn

In

) (3.25)

ξ(3)
n = 2n

ln
(

Λn

Θn

) (3.26)

e assim obtêm-se os mapas

ξ
(1)
n+1 = ξn

1 + ξn

2n ln
(

Kn√
Kn+1

√
Λn+1
Λn

) (3.27)

ξ
(2)
n+1 = ξn

1 + ξn

2n ln
(

In√
In+1

√
Λn+1
Λn

) (3.28)
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ξ
(3)
n+1 = ξn

1 + ξn

2n ln
(

Θn√
Θn+1

√
Λn+1
Λn

) (3.29)

Como será visto no próximo capítulo, esses comprimentos de correlação serão importantes
na descrição das transições que ocorrem no modelo.

3.2 Hamiltoniana com termo de campo
A contribuição de um campo externo genérico pode ser escrita como:

Hcampo = −
∑

i

∑
α,β=x,y,z

[
hxΩαβ

i δ(α, x)δ(β, x) + hyΩαβ
i δ(α, y)δ(β, y)

]
(3.30)

em que, por simplicidade e clareza, foram escolhidas arbitrariamente as direções x e y

como as direções para o alinhamento dos nematógenos que caracterizam os dois parâmetros
de ordem. As cinco escolhas restantes possíveis darão resultados equivalentes. Os termos
δ(α, β) são deltas de Kronecker e servem para selecionar as componentes de Ω em que o
campo externo irá atuar. Definições semelhantes podem ser encontradas em [92, 93, 94, 37].

A hamiltoniana total, portanto, é

Htotal = H0 + Hcampo (3.31)

O grau de ordenamento das moléculas de cristais líquidos em uma dada fase é
quantificado pelo parâmetro de ordem tensorial Q ≡ ⟨Ω⟩, que é uma média térmica sobre
a distribuição de orientação moleculares. Introduzindo sx = ∑

i Ωxx
i /N e sy = ∑

i Ωyy
i /N ,

em que N é o número de sítios, os parâmetros de ordem escalares mx e my são definidos
como

mx ≡ ⟨sx⟩ = 1
Z

∑
sxe−βH = − ∂f

∂hx

(3.32)

my ≡ ⟨sy⟩ = 1
Z

∑
sye−βH = − ∂f

∂hy

(3.33)

em que
Z =

∑
Ω

e−βH (3.34)

é a função de partição do sistema, com uma soma sobre todos os conjuntos de estados {Ω}
de todos os nematógenos no sistema, e f = −(kT/N) ln Z é a energia livre por partícula.
Com isso, os parâmetros de ordem são obtidos por diferenciação direta da energia livre.
Por fim, a conexão com os parâmetros de ordem escalares S e η é feita escrevendo-se Q na
sua forma diagonal [2]:

Q =


S 0 0
0 −1

2(S − η) 0
0 0 −1

2(S − η)

 (3.35)
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para ∆ ⩽ 1

Q =


−1

2(S − η) 0 0
0 −1

2(S + η) 0
0 0 S

 (3.36)

para ∆ > 1. Esta escolha leva a S > 0 na fase uniaxial prolata, que é o esperado para
∆ < 1, e S < 0 na fase uniaxial oblata, esperado para ∆ > 1.

Da discussão precedente é possível também escrever

Q=


mx 0 0
0 my 0
0 0 −mx − my

, (3.37)

E comparando com as Eq.(3.35) e Eq.(3.36) pode-se explicitar S e η como S = mx

η = mx + 2my

(3.38)

para ∆ ⩽ 1, e

 S = −mx − my

η = mx − my

(3.39)

para ∆ > 1.

Se S = η = 0, o sistema está em um sistema isotrópico; Se S ̸= 0 e η = 0, o sistema
está em um estado uniaxial ordenado; Se S ̸= 0, η ̸= 0, o sistema está em um estado
biaxial.

Prosseguindo com método de MT para a hamiltoniana total, primeiramente obtém-
se a matriz com a contribuição do campo. Assim, de acordo com a Eq.(2.42),

M
campo
x =



ax bx ax bx cx cx

bx dx bx dx ex ex

ax bx ax bx cx cx

bx dx bx dx ex ex

cx ex cx ex fx fx

cx ex cx ex fx fx


(3.40)

em que ax = exp(βhx(−1 − ∆)), bx = exp(−βhx), cx = exp(βhx(1 − ∆)/2), dx =
exp(βhx(−1 + ∆)), ex = exp(βhx(1 + ∆)/2) e fx = exp(2βhx) e hx é a componente do
campo externo na direção x (Eq. 3.30).

E
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M
campo
y =



ay by cy cy by ay

by dy ey ey dy by

cy ey fy fy ey cy

cy ey fy fy ey cy

by dy ey ey dy by

ay by cy cy by ay


(3.41)

em que ay = exp(βhy(−1 + ∆)), by = exp(−βhy), cy = exp(βhy(1 + ∆)/2), dy =
exp(βhy(−1 − ∆)), ey = exp(βhy(1 − ∆)/2) e fy = exp(2βhy) e hy é a componente do
campo externo na direção y (Eq. 3.30).

Assim, com a inclusão de campo externo, a MT na geração n assume a forma

M̃n =



ãn b̃n c̃n d̃n ẽn f̃fn

b̃n g̃n h̃n ĩn j̃n k̃n

c̃n h̃n l̃n m̃n ñn õn

d̃n ĩn m̃n p̃n q̃n r̃n

ẽn j̃n ñn q̃n s̃n t̃n

f̃n k̃n õn r̃n t̃n ũn


(3.42)

que é obtida via matriz auxiliar B̃ por meio do produto M̃n+1 = B̃nB̃T
n , veja Eq.(2.49). A

MT M̃n continua a ser simétrica, porém o número de elementos independentes aumenta
em relação ao caso sem campo. Isso torna as relações de recorrência entre os elementos
dessa MT consideravelmente maiores, razão porque foram deixadas para o Apêndice (A).
Como a matriz inicial M̃0 é matriz que liga os dois sítios-raiz, que não recebem campo
externo, os seus elementos são os mesmos da Eq. (3.17), i.e., os elementos correspondentes
([M̃0]11 = [M0]11 . . .) são idênticos.

O maior elemento de M̃n é um dos elementos da diagonal principal. Escolhendo ũn

para a definição de f̄n, obtemos o seguinte mapa para a energia livre

f̄n+1 = 4Nn

Nn+1
f̄n − T

Nn+1
ln [arg] (3.43)

em que

arg =a2
x

(
a

2
y ζ̃4

n + 2c2
y ζ̃2

n õ2
n + f

2
y õ4

n

)
+ 2a2

yc
2
x ζ̃2

n + a
2
yf

2
x+

2b2
x

(
b

2
y ζ̃2

n λ̃2
n + σ̃2

n

(
c

2
y ζ̃2

n + f
2
y õ2

n

)
+ e

2
y λ̃2

n õ2
n

)
+ 2b2

yc
2
x ζ̃2

n υ̃2
n + 2b2

ye
2
x λ̃2

n+

2b2
yf

2
x υ̃2

n + 2c2
xc

2
y õ2

n + 2c2
xe

2
y õ2

nυ̃2
n + 2c2

ye
2
x σ̃2

n + d
2
xd

2
y λ̃4

n + 2d2
xe

2
y λ̃2

nσ̃2
n+

d
2
xf

2
y σ̃4

n + 2d2
ye

2
x λ̃2

nυ̃2
n + d

2
yf

2
x υ̃4

n + 2e2
xe

2
y σ̃2

nυ̃2
n

(3.44)

em que ζ̃n = f̃fn/ũn, õn = õn/ũn, λ̃n = k̃n/ũn, υ̃n = t̃n/ũn e σ̃n = r̃n/ũn. São vinte mapas
advindos da razão entre cada elemento de M̃n por ũn, e que novamente por simplicidade
omitimos (ver Apêndice (A)). Com a energia livre, podemos agora calcular as derivadas
em relação ao campo para obtermos os parâmetros de ordem a campo nulo e as funções
resposta, análogas à susceptibilidade, também a campo nulo.
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3.3 Resultados na RHD com df = 2

Os mapas foram iterados com um intervalo de temperatura de δT = 10−2, e até
a energia livre atingir uma precisão relativa de 10−15 em cada intervalo de temperatura.
Observou-se que a precisão ocorria por volta da iteração n = 40, i.e., com N40 ∼ 1022 sítios.
Adotou-se ϵ = kB = 1 por simplicidade. Para cada valor do parâmetro de biaxialidade ∆
foram obtidos a energia livre, a entropia, o calor específico, o comprimento de correlação,
os parâmetros de ordem e as susceptibilidades em função da temperatura.

Nas figuras Fig.(18) são mostradas a energia livre e a entropia para alguns valores
do parâmetro de biaxialidade, com ambas sendo funções contínuas da temperatura. Note
que, para temperaturas próximas do zero absoluto, a entropia para o caso ∆ = 0 é não
nula, enquanto que para os demais valores de ∆, s(T = 0) = 0 - com exceção de ∆ = 3,
que, como será explicado adiante, equivale ao caso em que ∆ = 0. Essa entropia residual
provém da degenerescência do estado fundamental da fase uniaxial. Quando ∆ = 0, os
nematógenos podem estar em dois estados possíveis, correspondendo às duas possibilidades
de orientação da fase uniaxial: nematógenos prolatos ou oblatos. Daí, a mesofase possui
2N microestados distintos no estado fundamental, produzindo uma entropia residual de
S0/(kN) = ln 2.

(a) (b)

Figura 18 – (a) Energia livre por sítio e (b) entropia por sítio em função da temperatura,
para alguns valores do parâmetro de biaxialidade: ∆ = 0 (ausência de bia-
xialidade); ∆ = 0, 8; ∆ = 1 (ponto crítico de Landau); ∆ = 1, 6, ∆ = 2 e
∆ = 3. Há uma entropia residual s(T = 0) ∼= 0, 6931 = ln 2 para o caso sem
biaxialidade, ∆ = 0, e ∆ = 3. Para os demais valores de ∆, a entropia vai a
zero quando T → 0.

O calor específico para diversos valores de ∆ são mostrados na Fig.(19). Constata-se
que para ∆ = 0, caso sem biaxialidade e intrinsecamente uniaxial, apenas um pico surge
no calor específico. Mas para o caso com biaxialidade ∆ ̸= 0, com exceção de ∆ = 3,
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observa-se dois picos: um menor a baixas temperaturas e um maior a altas temperaturas.
Em ∆ = 3, o calor específico possui apenas um pico, porém com máximo localizado a uma
temperatura distinta de ∆ = 0, mais especificamente, tem-se Tc(∆ = 0) = Tc(∆ = 3)/4
(conferir no Apêndice B). Desse modo, uma fase intrinsecamente uniaxial reaparece em
∆ = 3.

A partir de ∆ > 3, sempre são observados dois picos, cujos máximos estão a
temperaturas cada vez maiores. É possível mapear os valores ∆ > 3 nos valores 1 < ∆′ < 3
através das transformações ∆′ = (∆ + 3)/(∆ − 1) e T ′ = 4T/(∆ − 1)2 [33, 5]. Para ∆ = 1,
os picos somem cedendo lugar a dois máximos suaves bem próximos um do outro e quase
nivelados, Fig.(20). O comprimento de correlação para três valores do parâmetro de

Figura 19 – Calor específico em função da temperatura para alguns valores de ∆. Para
∆ = 0, 3 apenas uma cúspide é observada, enquanto que para ∆ /∈ 0, 1, 3 duas
são observadas. As cúspides menos intensas, a baixas temperaturas, estão
associadas à transição biaxial-uniaxial, e as cúspides mais intensas, a altas
temperaturas, estão associadas à transição uniaxial-isotrópica.

biaxialidade são mostrados na Fig.(21(a)). Em ∆ = 0, o comprimento de correlação é
infinito até decair em Tc = 6, 49212..., mesma temperatura onde está localizada o máximo
do calor específico para esse parâmetro. Para exemplificar o caso em que ∆ ̸= 0 foi usado
o valor ∆ = 0, 8. O comprimento de correlação usual, definido na Eq.(3.27), usando-se ali
o primeiro e o segundo maior autovalores, e que começa a decair em TU-I = 5, 87021..., nos
dá o comprimento de correlação que corresponde à transição isotrópica-uniaxial (UI) ξU .
Para se obter o comprimento de correlação correspondente ao comportamento do segundo
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Figura 20 – Comportamento do calor específico em função da temperatura para valores
de ∆ próximos ao ponto de Landau. A partir de ∆ = 0, 9, os picos vão,
progressivamente, cedendo lugar a dois máximos suaves. O comportamento
em 0, 9 < ∆ < 1 é simétrico ao comportamento em 1 < ∆ < 1, 1. Em ∆ = 1
a curva é totalmente suave: a primeira derivada é contínua e diferenciável.

pico observado, ξB, usa-se o maior e o terceiro maior autovalores, dado pela Eq.(3.28),
Fig.(21(b)). A temperatura na qual ξB decai é TB−U = 2, 1173..., que é a temperatura
crítica que corresponde à transição biaxial-uniaxial (BI). O comprimento de correlação
advindo do primeiro e quarto maiores autovalores, Eq.(3.29) é idêntico ao comprimento de
correlação da Eq.(3.28).

Quando ∆ = 1, tanto ξU quanto ξB se igualam, possuindo um mesmo compor-
tamento na temperatura T L

c = 4, 58258..., e portanto. Essa é a temperatura do ponto
de Landau, onde as quatro fases se encontram [2, 95]. Assim, no ponto de Landau, há
uma transição da fase biaxial diretamente para a fase isotrópica. O ponto de Landau
separa completamente duas fases duas fases uniaxiais distintas — a fase uniaxial com
moléculas prolatas (e.g., bastonetes) e a fase uniaxial com moléculas oblatas (e.g., discos)
[6]. Importante ressaltar que em todos os casos estudados no intervalo 0 ⩽ ∆ ⩽ 3, as
melhores estimativas para os valores das temperaturas críticas (Apêndice B) foram obtidos
por meio da divergência do comprimento de correlação, com pelo menos 14 dígitos decimais
em acordo com os valores obtidos via grupo de renormalização no espaço real, ver Anexo
A.

Portanto, quando o parâmetro de biaxialidade ∆ é nulo, os nematógenos possuem
formato alongado (prolato) ou formato discótico (oblato), e sofrem uma transição de
fase contínua de um estado de orientação aleatória para outro no qual um dos seus eixos
principais estão alinhados: transição uniaxial-isotrópica(UI). Quando ∆ é diferente de zero

— e ∆ < 3, pois todos os casos estão no intervalo 0 ⩽ ∆ < 3 — além da transição UI,
ocorre uma outra transição contínua entre uma fase uniaxial e outra fase no qual os três



64 Capítulo 3. Modelo de Maier-Saupe-Zwanzig na RHD com df = 2

eixos principais estão alinhados, que corresponde à fase biaxial. O diagrama de fase (∆, Tc),

Figura 21 – Comprimentos de correlação para ∆ = 0, ∆ = 0, 8, ∆ = 1 e ∆ = 1, 6. Para
∆ = 0, 8 e ∆ = 1, 6, o comprimento de correlação que caracteriza a transição
uniaxial-isotrópica, ξU , é obtido usando-se o maior e o segundo maior autovalor
da MT. Já ξB, que caracteriza a transição biaxial-uniaxial, utiliza o maior e o
terceiro maior autovalor. Em ∆ = 1, ξU e ξB se identificam na temperatura de
transição. As linhas verticais indicam as temperaturas críticas: T UI

c = 6, 49...
para ∆ = 0; T UI

c = 5, 87... e T BU
c = 2, 11... para ∆ = 0, 8; T BI

c = 4, 58... para
∆ = 1; T UI

c = 10, 54... e T BU
c = 1, 60... para ∆ = 1, 6.

entre 0 ≤ ∆ ≤ 3, é mostrado na Fig.(22). Esse diagrama se assemelha aos comumente
encontrados na literatura [5, 41, 26, 95]. Entretanto, a transição nemático-isotrópica ou
uniaxial-isotrópica é conhecida por ser (fracamente) de primeira ordem, ao contrário do
que aqui ocorre. Essa parece ser uma característica devido à RHD pois o modelo MSZ já foi
estudado na rede de Bethe, produzindo transição nemático-isotrópica de primeira ordem
[31]. Além disso, para o modelo puro de Potts na RHD não foram encontradas nenhuma
transição de primeira ordem [90]. De qualquer forma, o modelo de MSZ na RHD reproduz
qualitativamente o diagrama de fase obtido para o mesmo modelo em rede quadrada.

Resta caracterizar as transições calculando os expoentes críticos (Fig. 27(a) e 27(b))
para o calor específico, c ∝ t−α e c ∝ (−t)−α ′ , e para o comprimento de correlação, ξ ∝ t−ν ,
em que t = |T − Tc|/Tc é a temperatura reduzida. Para a transição de fase UI, obtém-se
νUI = 1, 204 e αUI = −0, 418, independente do valor de ∆. Estes expoentes são iguais ao
do modelo de Potts de três estados na RHD com df = 2. Já para a transição de fase BU,
obtemos νBU = 1, 338 e αBU = −0, 68. Vale ressaltar que o sinal negativo nos expoentes
do calor específico implicam apenas que este não diverge. De fato, como visto no Capítulo
2 deste trabalho, as singularidades no calor específico para o modelo de Ising e Potts
na RHD com df = 2 se caracterizam por cúspides. Os expoentes do modelo MSZ são
próximos dos expoentes para o modelo de Ising na RHD com df = 2 (ver tabelas (2) e (1)).
Ademais, a relação de hiperescala νd + α = 2 é verificada com diferença relativa menor que
1%. Para a transição BI, os valores de α e α ′ não puderam ser obtidos dada a suavidade
da curva do calor específico para ∆ = 1 e foram calculados pela relação de hiperescala e
de Rushbrooke. A confirmação das classes de universalidade podem se confirmar com o
cálculo de outros expoentes críticos. Na próxima seção serão mostrados os parâmetros de
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Figura 22 – Diagrama de fase temperatura versus biaxialidade. O ponto de Landau localiza-
se em (∆, T ) = (1; 4.582). Cada ponto foi obtido em uma iteração dos mapas
com um valor específico do parâmetro de biaxialidade. Ambas as “linhas” que
separam as fases correspondem a transições de segunda ordem.

ordem, as susceptibilidades e os respectivos expoentes críticos, resultantes do modelo de
MSZ com campo externo.

3.4 Parâmetros de ordem e susceptibilidades

Os parâmetros de ordem mx(hu = 0, T ) e my(hu = 0, T ), a campo nulo, para
alguns valores de ∆, representando os intervalos 0 < ∆ < 1 e 1 < ∆ < 3, são mostrados
na Fig.(23). As temperaturas de transição (obtidas via comprimento de correlação) para
∆ = 0, 8 são: TBU = 2, 11733... e TUI = 5, 87021...; e para ∆ = 1, 6 são TBU = 1, 608202...

e TUI = 10, 543012.... Ambas as temperaturas de transição estão marcadas com uma linha
vertical nos gráficos abaixo. Para 0 < ∆ < 1, mx se anula para TUI e não apresenta nenhum
sinal indicando a transição BU. Já my também se anula para TUI mas acusa a transição
BU. Para 1 < ∆ < 3, ambos os parâmetros sofrem variações nas duas transições, sendo
que na região nemática uniaxial se tornam exatamente iguais, anulando-se na transição
UI. O comportamento exemplificado na Fig.(23) permanece, independente das direções
adotadas para o campo externo.

A partir das Eq.(3.38) e Eq.(3.39), os parâmetros de ordem mx e my podem ser
relacionados com os parâmetros de ordem das fases uniaxial e biaxial, S e η respectivamente,
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Figura 23 – Parâmetros de ordem mx e my, a campo nulo, em função da temperatura.
Dois valores de ∆ são mostrados para representar o comportamento para
∆ < 1 e ∆ > 1. As linhas verticais indicam as temperaturas críticas obtidas
via divergência do comprimento de correlação (ver no texto).

Fig.(24). Eles são mais convenientes pois cada um deles se anula na fase que correspondem: η,
quantificando o ordenamento nemático biaxial, anula-se na transição BU; e S, quantificando
o ordenamento nemático uniaxial, anula-se na transição UI. Em ∆ = 1, o parâmetro

(a) (b)

Figura 24 – Parâmetros de ordem da fase nemática (a) uniaxial S e (b) biaxial η obtidos
a partir dos parâmetros de ordem mx e my, Fig.(23). O sinal de S indica se a
fase uniaxial é prolata, S > 0, ou oblata, S < 0.

de ordem η é nulo em todas as temperaturas, com pequenas flutuações na transição
UI. Apenas S lembra o comportamento anteriormente descrito mas com flutuações e
comportamentos perto de TUI bem distintas dos demais casos.

As segunda derivadas, χx ≡ (∂2f/∂h2
x)|hx=0 e χy ≡ (∂2f/∂h2

y)|hy=0, são as funções
resposta para cada componente dos campos, análogas à susceptibilidade. O comportamento
de χx e de χy seguem o comportamento de mx e de my, respectivamente, como se vê nas
Fig.(25) e Fig.(26). É de se notar, contudo, como a resposta é mais intensa em ∆ = 1. Agora
pode-se obter os expoentes críticos (Fig. 27(c) e 27(d)) para os parâmetros de ordem e para
as susceptibilidades por meio dos comportamentos assintóticos S ∝ (−t)βS , η ∝ (−t)βη ,
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Figura 25 – Dependência com a temperatura da função resposta χx, a campo nulo, para
alguns valores de ∆. O comportamento de χu está conectado ao de mx: para
∆ < 1, apenas a divergência na transição UI aparecem; para ∆ > 1, duas
divergências aparecem. No ponto de Landau a resposta ao campo é bem mais
intensa que nos demais valores do parâmetro de biaxialidade.

χ ∝ (−t)γ′. Esses valores permitem testar a identidade de Rushbrooke α′ + 2β + γ′ = 2.
Para a transição UI, obtemos βS = 0, 159 e γ′U = 2, 091, independente do valor de ∆. Para
a transição BU obtemos βη = 0, 1617 e γ ′

B = 2, 3531. A relação de Rushbrooke é verificada
com diferença relativa menor que 1%. Todos os expoentes críticos foram comparados com
os obtidos via grupo de renormalização no espaço real e estão de acordo em até três dígitos
decimais.

Tabela 2 – Expoentes críticos.

ν α α′ β γ′

Uniaxial-Isotrópico 1, 204 −0, 418 −0, 41 0, 159 2, 091
Biaxial-Uniaxial 1, 338 −0, 68 −0, 678 0, 1617 2, 3531
Biaxial-Isotrópico 5, 99 −9, 98 −9, 38 0, 49 10, 4

As transições UI e BU estão em classes de universalidade distintas. Porém, a classe
de universalidade para o modelo intrinsecamente uniaxial, i.e., ∆ = 0, se mantém a mesma
com adição de biaxialidade, na transição UI. Ou seja, essa transição continua a estar na
mesma classe de universalidade do modelo de Potts de três estados na RHD. A transição
BU está na mesma classe de universalidade do modelo de Ising na RHD (ver tabelas
1 e 2) [96, 91]. A observação dessas classes de universalidade vêm da discretização da
discretização das orientações possíveis do modelo de MSZ e não espera-se que ocorram em
modelos em que a orientação dos nematógenos possam variar continuamente.
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Figura 26 – Dependência com a temperatura da função resposta χy, a campo nulo, para
alguns valores de ∆. Aqui, χy está conectado ao comportamento de my: tanto
para ∆ < 1 quanto para ∆ > 1, duas divergências aparecem, correspondendo
às transições BU e UI.

Figura 27 – Gráficos em escala log-log para o cálculo dos expoentes críticos do comprimento
de correlação (a) νUI = 1, 205, do calor específico (b) αUI = −0, 418, do
parâmetro de ordem uniaxial (c) βS = 0, 1592 e da susceptibilidade (d)
γUI = 2, 09 para a transição UI. Nesta amostra foi utilizado ∆ = 0.
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4 Modelo de Maier-Saupe-Zwanzig na RHD
com df = 3

O estudo do modelo de MSZ na RHD com p = 4 foi realizado para se verificar quais
comportamentos qualitativos se mantinham nessa estrutura de rede. Neste caso, perde-se
o apelo que se tinha na rede com p = 2 — a de ser um equivalente à rede quadrada via
grupo de renormalização no espaço real —, porém o método de MT utilizado indica uma
generalização para qualquer caso em que b = 2, além de mostrar quais são as características
essenciais do modelo que serão reproduzidas nessas redes.

4.1 MSZ na RHD sem campo
Como anteriormente, será desenvolvido primeiro o método de MT com a hamil-

toniana sem termos de campo externo. A MT inicial (dois sítios-raiz apenas ou geração
0) é a mesma do caso com df = 2, isto é, Eq.(3.17). Para obter a MT para a geração 1
da RHD primeiro calcula-se a matriz auxiliar L0, dada pela Eq.(2.39), que é uma matriz
6 × 64. Então, M1 é obtida por meio do produto M1 = L0L

T
0 e que possui a mesma forma

de M0, da mesma forma como ocorre no caso anterior com df = 2.

Assim, a MT Mn para uma geração n tem a mesma forma da Eq.(3.18) só que com
elementos dados por

an+1 =
(
a2

n + b2
n + c2

n + 2d2
n + e2

n

)4

bn+1 =16 (anbn + dn (cn + en))4

cn+1 =16 (ancn + dn (bn + en))4

dn+1 =
(
2andn + bn (cn + en) + cnen + d2

n

)4

en+1 =16 (anen + bndn + cndn)4

(4.1)

É de ressaltar que cada elemento dessa matriz é igual ao quadrado dos respectivos elementos
na Eq.(3.19). Isso indica uma generalização por indução da MT para redes com b = 2 e
p ∈ N, como feito nos casos de Ising e Potts no Cap. 2. Os autovalores de Mn, nesse caso,
tem a mesma forma dos da Eq.(3.20).
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Assim, os mapas para a energia livre ficam

f̄n+1 = 8Nnf̄n

Nn+1
− T

Nn+1
ln
[(

1 + β2
n + γ2

n + 2δ2
n + ϵ2

n

)4
]

(4.2)

com βn = bn/an, γn = cn/an, δn = dn/an, ϵn = dn/an, e

βn+1 = 16(βn + δn(γn + ϵn))4

(1 + β2
n + γ2

n + 2δ2
n + ϵ2

n)4

γn+1 = 16(δn(βn + ϵn) + γn)4

(1 + β2
n + γ2

n + 2δ2
n + ϵ2

n)4

δn+1 =(βn(γn + ϵn) + γnϵn + δ2
n + 2δn)4

(1 + β2
n + γ2

n + 2δ2
n + ϵ2

n)4

ϵn+1 = 16(βnδn + γnδn + ϵn)4

(1 + β2
n + γ2

n + 2δ2
n + ϵ2

n)4

(4.3)

E o mapa para o comprimento de correlação tem a mesma estrutura das Eq.(3.27), Eq.(3.28)
e Eq.(3.29).

4.1.0.1 MSZ na RHD com campo

Para a situação do modelo de MSZ na RHD com df = 3, a adição de campo externo
produz mapas que são iguais ao quadrado dos mapas para o caso com df = 2 com campo.
Para a energia livre, o mapa para este caso tem a mesma estrutura da Eq.(3.43), com a
diferença que o fator 4 é substituído por 8 no primeiro termo, e o argumento no logaritmo
fica ao quadrado, no segundo termo. Assim, dada a extensão dos mapas, como pode ser
visto no Apêndice A (para df = 2, mas que podem ser facilmente transformados para esse
caso), serão omitidos.

4.2 Resultados
O comportamento geral e qualitativo das funções termodinâmicas nesse caso, RHD

com df = 3, seguem o do caso anterior, RHD com df = 2. Isto é, há uma entropia
residual para ∆ = 0 igual a ln 2, Fig.(28); os casos ∆ = 0 e ∆ = 3 apresentam apenas
um máximo no calor específico, enquanto que para os demais valores do parâmetro de
biaxialidade aparecem dois máximos, Fig.(29); ponto crítico de Landau em ∆ = 1, Fig.(33);
duas transições de fase contínuas caracterizadas pelos comprimentos de correlação ξU —
usando a razão entre o maior e o segundo maior autovalor da MT —, correspondendo
à transição uniaxial-isotrópica, e o comprimento de correlação ξB — que usa a razão



4.2. Resultados 71

entre o maior e o terceiro maior autovalor — caracterizando a transição correspondente
à biaxial-uniaxial, Fig.(32); e um diagrama de fase semelhante. Porém, há diferenças

Figura 28 – Entropia por sítio em função da temperatura para alguns valores de ∆.
Novamente, para ∆ = 0 e ∆ = 3 (não mostrado aqui), há entropia residual
s(T = 0) ∼= ln 2.

Figura 29 – Calor específico em função da temperatura para alguns valores de ∆. As
transições de fase, em acordo com a divergência do comprimento de correlação,
ocorrem nos pontos onde há inversão de concavidade, logo após os máximos
suaves.

importantes, principalmente no calor específico, que não mais apresentam cúspides mas sim
máximos suaves, com pequenas inversões de concavidade nos trechos decrescentes desses
máximos. São nesses pontos que são observadas divergência no comprimento de correlação,
Fig.(32). A partir de ∆ = 0, 8, a curva do calor específico parece, à primeira vista, ter
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apenas um máximo com um pequeno platô. Contudo, a derivada do calor específico em
relação à temperatura revela um pequeno vale nesse platô, cuja mudança de concavidade
produz a assinatura da transição de fase BU, como nos demais casos para ∆ /∈ {0, 1, 3},
Fig.(30). Com efeito, o comprimento de correlação ξB apresenta um decaimento exatamente
nessa temperatura. A região em torno do ponto de Landau ∆ = 1 começa a desvanecer, à
semelhança do caso com df = 2. Naquele caso, isso acontecia entre 0, 9 < ∆ < 1 e entre
1 < ∆ < 1, 1. E aqui ocorre entre 0, 8 < ∆ < 1 e entre 1 < ∆ < 1, 2.

(a) (b)

Figura 30 – (a) Comportamento do calor específico próximo do ponto de Landau, mais
especificamente, ∆ = 0, 8. (b) Curva da derivada do calor específico em relação
à temperatura. No segundo gráfico, detalhe do comportamento da derivada na
temperatura de transição BU. As linhas verticais indicam em que temperaturas
ocorrem o decaimento do comprimento de correlação.

(a) (b)

Figura 31 – (a) Comportamento do calor específico no ponto de Landau, ∆ = 0, 1. (b)
Curva da derivada do calor específico em relação à temperatura. As linhas
verticais indicam em que temperaturas ocorrem o decaimento do comprimento
de correlação.
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No ponto de Landau, temos um único máximo suave, diferentemente do caso com
df = 2, que apresentava dois máximos suaves. E também diferentemente do caso precedente
é a “assinatura” da transição de fase que o calor específico exibe na temperatura crítica
do comprimento de correlação: a curva não é totalmente suave, como atesta sua primeira
derivada. Essa não-diferenciabilidade no calor específico e o decaimento do comprimento
de correlação ocorrem em T L

c = 14, 89663....

Na Fig.(33) vemos o diagrama de fase (∆, T ). Ele tem a mesma estrutura do
diagrama da df = 2, com as temperaturas correspondentes à transição uniaxial-isotrópica
bem maiores (de duas a três vezes maiores, aproximadamente) em comparação ao caso
prévio. Foram obtidos os expoentes críticos ν, para o comprimento de correlação, e α, para

Figura 32 – Comprimento de correlação em função da temperatura para ∆ = 0, ∆ = 0, 7
e ∆ = 1.

o calor específico. Para ser preciso, α é o expoente de Hölder. Para a transição uniaxial-
biaxial obtemos νUI = 0, 975 e αUI = −0, 89, com a relação de hiperescala νd + α = 2
satisfeita com diferença relativa menor que 2%. Para a transição biaxial-uniaxial obtemos
νBU = 1, 064. Entretanto, não foi possível obter um valor satisfatório para o expoente α.
Obtemos o valor αBU = −0, 9 e o valor obtido via relação de hiperescala é αBU = −1, 19.

4.3 Parâmetros de ordem
Em geral, os parâmetros de ordem mx e my, bem como as susceptibilidades ξx e ξy

possuem comportamento semelhante aos do caso ao da RHD em duas dimensões. Usando
as mesmas relações das Eq.(3.38) e Fig.(3.39), são obtidos os parâmetros de ordem S e η,
Fig(34). Na tabela abaixo são mostrados todos os expoentes críticos obtidos nesse caso.
Como antes, a relação de Rushbrooke α′ + 2β + γ′ = 2 é satisfeita para os expoentes da
transição uniaxial-isotrópica com diferença relativa menor que 2%. Mais uma vez verifica-se
que a transição biaxial-uniaxial está na mesma classe de universalidade do modelo de Ising,
enquanto que a transição uniaxial-isotrópica está na mesma classe de universalidade do
modelo de Potts de 3 estados.
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Figura 33 – Diagrama de fase (∆; T ). O intervalo do parâmetro de biaxialidade se mantém,
0 ⩽ ∆ ⩽ 3, bem como o valor do ponto de Landau, ∆ = 1. Entretanto, as
temperaturas críticas são aproximadamente duas vezes maiores que o caso da
RHD com df = 2.

Figura 34 – Parâmetros de ordem S e η em função da temperatura.

Tabela 3 – Expoentes críticos para o modelo de MSZ na RHD com df = 3.

ν α α′ β γ′

Uniaxial-Isotrópico 0, 975 −0, 89 −0, 88 0, 44 2, 04
Biaxial-Uniaxial 1, 064 −0, 9 −0, 9 0, 4637 2, 26
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5 Modelo MSZ na rede Apoloniana

Os trabalhos de referência em modelos em rede apoloniana (RA) são os de R.
F. S. Andrade, H. J. Herrmann et alii [64, 65, 66, 68, 69, 97, 70]. Como uma rede que
possui invariância por mudança de escala, o método de MT se adequa bem ao estudo de
modelos nessa rede. Foram encontradas transições de fase na RA em modelos de formação
de consenso como o modelo de voto da maioria (majority-vote model) [98] e o modelo
Biwas-Chatterjee-Sen [99, 100], para a condensação de Bose-Einstein de um gás ideal
[101, 102] e para processos de propagação de epidemias [74, 103]. Entretanto, não foram
encontradas nenhuma evidência de transição de fase em modelos magnéticos e similares
[64, 66, 68, 104, 69, 105, 97]. O principal interesse em se estudar RA reside no interesse
de se obter evidência de criticalidade nessa rede, além de serem redes de pequeno mundo
(small world) 1 , e "sem escala"(scale free) 2, características encontradas em muitas redes
complexas reais [64].

5.1 Formulação de MT na rede apoloniana

Como foi feito no cap. 2, será usado o modelo de Ising para ilustrar os passos para
obtenção da MT na RA de uma dada geração g e sem incluir o efeito de campo externo na
hamiltoniana. O método de MT toma vantagem da invariância de escala da RA quando
se vai de uma geração g para outra g + 1 e do fato de que somas parciais sobre todos os
sítios de uma geração g pode ser feita recursivamente ao se escrever a função de partição
para geração g + 1.

Para dois sítios-raiz, Fig.(35(a)), a MT de transferência para a interação entre esses
dois sítios no caso do modelo de Ising [Eqs.(2.2) e (2.3), fazendo-se as mudanças A → 1,
B → 2] é

M−1 =
 eKσ+

1 σ+
2 eKσ+

1 σ−
2

eKσ−
1 σ+

2 eKσ−
1 σ−

2

 =
 a b

b a

 (5.1)

em que a = e+K e b = e−K , com K = βJ ; σ+
i = +1 e σ−

i = −1, i = 1, 2. E assim a função
de partição fica

Z−1 =
∑

σ1=±1

∑
σ2=±1

⟨σ1|M−1|σ2⟩ (5.2)

1 Redes nas quais a maior parte das ligações são entre os sítios mais próximos mas a distância média
entre os sítios da rede é pequena

2 Redes sem escala são aquelas nas quais o grau de distribuição, i.e., a fração P (k) dos sítios da rede que
possuem k ligações, segue uma lei de potência: P (k) ∼ k−γ , em que γ depende da rede
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Figura 35 – Primeiras gerações da rede apoloniana: (a) dois sítios-raiz, ou “geração” g =
−1, (b) três sítios iniciais da geração g = 0, (c) primeira geração g = 1 e (d)
segunda geração g = 2.

Para a geração g = 0 da RA, que consiste em três sítios localizados nos vértices de um
triângulo, Fig.(35(b)), a hamiltoniana fica

H0 = −Jσ1σ2 − Jσ1σ3 − Jσ2σ3 (5.3)

E a função de partição torna-se

Z0 =
∑
σ1

∑
σ2

∑
σ3

eJβσ1σ2eJβσ1σ3eJβσ2σ3

=
∑
σ3

{
eKσ+

1 σ+
2 eKσ+

1 σ3eKσ+
2 σ3 + eKσ−

1 σ+
2 eKσ−

1 σ3eKσ+
2 σ3

+ eKσ+
1 σ−

2 eKσ+
1 σ3eKσ−

2 σ3 + eKσ−
1 σ−

2 eKσ−
1 σ3eKσ−

2 σ3
} (5.4)

De modo que é possível escrever uma MT entre os sítios 1 e 2 para a geração g = 0

M0 =
 e3K + eKe−2K 2eKe−2K

2eKe−2K e3K + eKe−2K

 =
 a3 + ab2 2ab2

2ab2 a3 + ab2

 (5.5)

Observa-se que nesta expressão a MT da interação entre os sítios 1 e 2 pode ser obtida
perfazendo o traço parcial sobre o sítio 3. Com efeito, usando a definição de Z0 na Eq.
(5.4), pode-se rearrumar seus termos e expressar

Z0 =
∑
σ1

∑
σ2

∑
σ3

eJβσ1σ2eJβσ1σ3eJβσ2σ3

=
∑
σ1

∑
σ2

{∑
σ3

⟨σ1|M−1|σ2⟩⟨σ1|M−1|σ3⟩⟨σ2|M−1|σ3⟩
}

=
∑
σ1

∑
σ2

{
⟨σ1|M−1|σ2⟩⟨σ1|M−1

(∑
σ3

|σ3⟩⟨σ3|
)

M−1|σ2⟩
}

=
∑
σ1

∑
σ2

{
⟨σ1|M−1|σ2⟩⟨σ1|M2

−1|σ2⟩
}

.

(5.6)

Em (5.6) foi usado o fato de que M−1 é simétrica e, portanto, sua transposta é igual a ela
mesma, e que I = ∑

σ3 |σ3⟩⟨σ3|, onde I é a matriz identidade. Então, para construir a MT



5.1. Formulação de MT na rede apoloniana 77

para a geração g = 0, a partir dos elementos da MT de dois sítios-raiz, faz-se

⟨σ1|M0|σ2⟩ = ⟨σ1|M−1|σ2⟩⟨σ1|M2
−1|σ2⟩ (5.7)

Para proceder adiante e considerar a geração g = 1, é conveniente definir uma MT 2 × 4
para a geração g = 0, L0, denominada “matriz auxiliar”, que descreve as interações entre
os sítios 1, 2 e 3. O índice de coluna, κ, depende dos índices dos sítios 2 e 3, (σ2, σ3),
através da ordem lexicográfica: κ = 2(σ2 − 1) + σ3, com σ2(3) = 1, 2; de modo que

L0 =
 a3 ab2 ab2 ab2

ab2 ab2 ab2 a3

 =
c0 d0 d0 d0

d0 d0 d0 c0

 (5.8)

Ou, em termos dos seus elementos de matriz:

⟨σ1|L0| σ2σ3︸ ︷︷ ︸
=κ

⟩ = ⟨σ1|M−1|σ2⟩⟨σ1|M−1|σ3⟩⟨σ2|M−1|σ3⟩ (5.9)

com a função de partição da Eq.(5.6) sendo reescrita para Z0 = ∑
σ1

∑
σ2

∑
σ3⟨σ1|L0|σ2σ3⟩.

Introduzindo-se um sítio na região central da RA da geração 0, obtém-se a geração
g = 1, Fig.(35(c)). A hamiltoniana dessa geração é

H1 = −Jσ1σ2 − Jσ1σ3 − Jσ1σ4 − Jσ2σ3 − Jσ2σ4 − Jσ3σ4 (5.10)

Para se conseguir escrever a MT da geração g = 1 em termos da MT da geração 0 é
necessário visualizar a primeira geração como sendo composta por três triângulos, ou três
sub-redes de g = 0 — △124, △134 e △234, Fig.(35(c)) —, cada um deles podendo ser
descrito por uma MT da geração 0. Para isso, escreve-se a hamiltoniana como

H1 =1
2 [(−2Jσ1σ2 − Jσ1σ4 − Jσ2σ4) + (−2Jσ1σ3 − Jσ1σ4 − Jσ3σ4)

+ (−2Jσ2σ3 − Jσ2σ4 − Jσ3σ4)]
(5.11)

As ligações internas são compartilhadas por dois triângulos, i.e., a constante de interação
J é dividida por dois para essas ligações. No limite termodinâmico, o fator dois para
as ligações entre os sítios externos pode ser retirado pois, para grandes valores de g, as
contribuições dessas interações podem ser desprezadas [66]. Assim, a função de partição
para a geração g = 1 fica

Z1 =
∑
σ1

∑
σ2

∑
σ3

∑
σ4

e
K
2 (2σ1σ2+σ1σ4+σ2σ4)e

K
2 (2σ2σ3+σ2σ4+σ3σ4)e

K
2 (2σ1σ3+σ1σ4+σ3σ4)

=
∑
{σ}

⟨σ1|M−1|σ2⟩⟨σ1|M−1|σ4⟩⟨σ2|M−1|σ4⟩ ⟨σ2|M−1|σ3⟩⟨σ2|M−1|σ4⟩⟨σ3|M−1|σ4⟩

⟨σ1|M−1|σ3⟩⟨σ1|M−1|σ4⟩⟨σ3|M−1|σ4⟩

=
∑
σ1

∑
σ2

∑
σ3

∑
σ4

⟨σ1|L0|σ2σ4⟩⟨σ2|L0|σ3σ4⟩⟨σ1|L0|σ3σ4⟩

=
∑
σ1

∑
σ2

⟨σ1|M1|σ2⟩

(5.12)
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em que foi utilizada a definição da matriz L0 para a interação entre três sítios, Eq. (5.9), e
a MT da geração 1 foi definida como

⟨σ1|M1|σ2⟩ ≡
∑
σ3

∑
σ4

⟨σ1|L0|σ3σ4⟩⟨σ1|L0|σ2σ4⟩⟨σ2|L0|σ3σ4⟩ (5.13)

A matriz auxiliar L1 é definida, então, como

⟨σ1|L1|σ2σ3⟩ ≡
∑
σ4

⟨σ1|L0|σ3σ4⟩⟨σ1|L0|σ2σ4⟩⟨σ2|L0|σ3σ4⟩ (5.14)

Explicitamente, as matrizes L1 e M1 são

L1 =
 a9 + a3b6 a5b4 + a3b6 a5b4 + a3b6 a5b4 + a3b6

a5b4 + a3b6 a5b4 + a3b6 a5b4 + a3b6 a9 + a3b6



=
 c3

0 + d3
0 c0d

2
0 + d3

0 c0d
2
0 + d3

0 c0d
2
0 + d3

0

c0d
2
0 + d3

0 c0d
2
0 + d3

0 c0d
2
0 + d3

0 c3
0 + d3

0



=
c1 d1 d1 d1

d1 d1 d1 c1



(5.15)

com

c1 = c3
0 + d3

0

d1 = c0d
2
0 + d3

0

(5.16)

e

M1 =
a9 + a5b4 + 2a3b6 2a5b4 + 2a3b6

2a5b4 + 2a3b6 a9 + a5b4 + 2a3b6



=
c3

0 + c0d
2
0 + 2d3

0 2c0d
2
0 + 2d3

0

2c0d
2
0 + 2d3

0 c3
0 + c0d

2
0 + 2d3

0



=
c1 + d1 2d1

2d1 c1 + d1



=
a1 b1

b1 a1



(5.17)

com
a1 = c1 + d1

b1 = 2d1
(5.18)

Os elementos de matriz tanto de L1 quanto de M1 seguem a mesma distribuição das
matrizes L0 e M0, respectivamente.
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Para a geração seguinte, g = 2, perfazendo-se traços parciais sobre os sítios 5, 6
e 7, Fig. (35(d)), pode-se escrever a MT M2 em termos dos elementos de L2 e pode-se
verificar que estas matrizes também mantém a mesma estrutura de elementos que as das
gerações anteriores. Portanto, generalizando, em qualquer geração, g + 1 e.g., uma matriz
Mg+1 pode ser escrita em termos de três matrizes Mg. Lembrando que essas três sub-redes
compartilham os três sítios mais externos da geração, que serão indexados por i, j e k;
além desses, o sítio central da rede em g + 1 também é compartilhado pelas sub-redes em
g e será indexado por l. A MT em g + 1 pode ser obtida por meio de

⟨i|Mg+1|j⟩ =
∑

k

∑
l

⟨i|Lg|kl⟩⟨i|Lg|jl⟩⟨j|Lg|kl⟩ (5.19)

e
⟨i|Lg+1|jk⟩ =

∑
l

⟨i|Lg|kl⟩⟨i|Lg|jl⟩⟨j|Lg|kl⟩ (5.20)

Para o modelo de Ising, estas equações produzem as seguintes relações de recorrência

cg+1 = c3
g + d3

g

dg+1 = cgd2
g + d3

g

(5.21)

a partir dos quais se obtém
ag+1 = cg+1 + dg+1

bg+1 = 2dg+1
(5.22)

em que os valores iniciais a−1 e b−1 são dados pela Eq.(5.1) e c0 e d0 são dados na Eq.(5.8)
em termos de a e b.

A generalização para o modelo de Potts é direta [69].

Para incluir campo externo, Eq.(2.40), à semelhança do que foi feito para a RHD,
sua inclusão inicia-se geração g = 1, e apenas no sítio central. Nas gerações seguintes,
novamente apenas os sítios mais internos, adicionados na nova geração, recebem termo de
campo. Assim, o elemento de matriz de campo externo é

⟨i|Mcampo|l⟩ = eβhσl (5.23)

de modo que, para o modelo de Ising, e com σ1 = +1 e σ2 = −1,

Mcampo =
eβh e−βh

eβh e−βh

 =
am bm

am bm

 (5.24)

e, com isso, a matriz Lg+1 passa a ser definidas por

⟨i|Lg+1|jk⟩ =
∑

l

⟨i|Lg|kl⟩⟨i|Lg|jl⟩⟨j|Lg|kl⟩ ⟨1|Mcampo|l⟩ g > 0 (5.25)



80 Capítulo 5. Modelo MSZ na rede Apoloniana

Como exemplo, para o modelo de Ising, as matrizes L1 e M1 são dadas por

L1 =
 a9am + a3b6bm a5amb4 + a3b6bm a5amb4 + a3b6bm a5b4bm + a3amb6

a5amb4 + a3b6bm a5b4bm + a3amb6 a5b4bm + a3amb6 a9bm + a3amb6



=
 amc3

0 + bmd3
0 amc0d

2
0 + bmd3

0 amc0d
2
0 + bmd3

0 amd3
0 + bmc0d

2
0

amc0d
2
0 + bmd3

0 amd3
0 + bmc0d

2
0 amd3

0 + bmc0d
2
0 amd3

0 + bmc3
0



=
c1 d1 d1 n1

d1 n1 n1 o1



(5.26)

e

M1 =
 a9am + a5amb4 + 2a3b6bm a5amb4 + a5b4bm + a3amb6 + a3b6bm

a5amb4 + a5b4bm + a3amb6 + a3b6bm a9bm + a5b4bm + 2a3amb6



=
 amc3

0 + amc0d
2
0 + 2bmd3

0 amc0d
2
0 + amd3

0 + bmc0d
2
0 + bmd3

0

amc0d
2
0 + amd3

0 + bmc0d
2
0 + bmd3

0 2amd3
0 + bmc3

0 + bmc0d
2
0



=
c1 + d1 d1 + n1

d1 + n1 n1 + o1



=
a1 b1

b1 p1


(5.27)

Generalizando por indução, os mapas para os elementos da MT são dados por

cg+1 = amc3
g + bmd3

g

dg+1 = amcgd2
g + bmd3

g

og+1 = amd3
g + bmc3

g

pg+1 = amd3
g + bmc3

g

(5.28)

com
ag+1 = cg+1 + dg+1

bg+1 = dg+1 + ng+1

ng+1 = og+1 + pg+1

(5.29)

a partir dos quais são obtidos a energia livre e o comprimento de correlação. Ao se
trabalhar explicitamente com os mapas para as derivadas da energia livre fn(T, h) em
relação à temperatura e ao campo externo, obtêm-se os mapas para a entropia s(T ), o
calor específico c(T ), a magnetização m(T, h = 0) e susceptibilidade χ(T, h = 0). Usando
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a mesma estrutura de matrizes de transferência introduzidas para o modelo de Ising, serão
obtidos a seguir os mapas para o modelo MSZ na RA.

5.2 O modelo MSZ na RA

A MT inicial — dois sítios-raiz ligados — do modelo de MSZ sem campo, Eq.(3.1),
continua sendo

M−1 =



a b c d d e

b a d e c d

c d a b e d

d e b a d c

d c e d a b

e d d c b a


(5.30)

com
a = exp((6 + 2∆2)βϵ)

b = exp((6 − 2∆2)βϵ)

c = exp((−3 + 6∆ + ∆2)βϵ)

d = exp((−3 − ∆2)βϵ)

e = exp((−3 − 6∆ + ∆2)βϵ)

(5.31)

em que β = 1/kBT , ϵ é um parâmetro positivo e ∆ é o parâmetro de biaxialidade.

A MT para a geração g = 0, i.e., três sítios nos vértices de um triângulo, é obtida
com o auxílio da Eq. (5.7):

M0 =



a0 b0 c0 d0 d0 e0

b0 a0 d0 e0 c0 d0

c0 d0 a0 b0 e0 d0

d0 e0 b0 a0 d0 c0

d0 c0 e0 d0 a0 b0

e0 d0 d0 c0 b0 a0


(5.32)

em que

a0 = a
(
a2 + b2 + c2 + 2d2 + e2

)
b0 = b(2ab + 2cd + 2de)

c0 = c(2ac + 2bd + 2de)

d0 = d
(
2ad + bc + be + ce + d2

)
e0 = e(2ae + 2bd + 2cd)

(5.33)
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Para a geração g = 1, primeiro obtém-se a matriz auxiliar 6 × 62,L0, dada pela Eq.(5.9),

LT
0 =



q0 r0 s0 t0 u0 v0

r0 r0 w0 x0 w0 x0

s0 w0 s0 w0 y0 y0

t0 x0 w0 u0 z0 y0

u0 w0 y0 z0 t0 x0

v0 x0 y0 y0 x0 v0

r0 r0 w0 x0 w0 x0

r0 q0 u0 v0 s0 t0

w0 u0 t0 x0 y0 z0

x0 v0 x0 v0 y0 y0

w0 s0 y0 y0 s0 w0

x0 t0 z0 y0 w0 u0

s0 w0 s0 w0 y0 y0

w0 u0 t0 x0 y0 z0

s0 t0 q0 r0 v0 u0

w0 x0 r0 r0 x0 w0

y0 y0 v0 x0 v0 x0

y0 z0 u0 w0 x0 t0

t0 x0 w0 u0 z0 y0

x0 v0 x0 v0 y0 y0

w0 x0 r0 r0 x0 w0

u0 v0 r0 q0 t0 s0

z0 y0 x0 t0 u0 w0

y0 y0 w0 s0 w0 s0

u0 w0 y0 z0 t0 x0

w0 s0 y0 y0 s0 w0

y0 y0 v0 x0 v0 x0

z0 y0 x0 t0 u0 w0

t0 s0 v0 u0 q0 r0

x0 w0 x0 w0 r0 r0

v0 x0 y0 y0 x0 v0

x0 t0 z0 y0 w0 u0

y0 z0 u0 w0 x0 t0

y0 y0 w0 s0 w0 s0

x0 w0 x0 w0 r0 r0

v0 u0 t0 s0 r0 q0



(6.34)

com q0 = a3, r0 = ab2, s0 = ac2, t0 = ad2, u0 = ad2, v0 = ae2, w0 = bcd, x0 = bde,
y0 = cde, z0 = d3. É preciso ressaltar que a matriz auxiliar, L1, não tem originalmente a



5.2. O modelo MSZ na RA 83

mesma estrutura de elementos de L0. Desse modo, é necessário fazer uma renomeação dos
elementos de L0, que deve assumir a estrutura da equação acima.

Com isso, e através da Eq.(5.13), obtém-se M1

M1 =



a1 b1 c1 d1 d1 e1

b1 a1 d1 e1 c1 d1

c1 d1 a1 b1 e1 d1

d1 e1 b1 a1 d1 c1

d1 c1 e1 d1 a1 b1

e1 d1 d1 c1 b1 a1


(5.34)

onde pode-se escrever os elementos de M1 em função dos elementos de L1

a1 = q1 + r1 + s1 + t1 + u1 + v1

b1 = 2r1 + 2w1 + 2x1

c1 = 2s1 + 2w1 + 2y1

d1 = t1 + u1 + w1 + x1 + y1 + z1

e1 = 2v1 + 2x1 + 2y1

(5.35)

As demais MT manterão a mesma estrutura de elementos, com relações de recorrência
dadas por 

qg+1 = q3
g + r3

g + s3
g + t3

g + u3
g + v3

g

rg+1 = qgr2
g + r3

g + sgw2
g + ugw2

g + tgx2
g + vgx2

g

sg+1 = qgs2
g + s3

g + rgw2
g + tgw2

g + ugy2
g + vgy2

g

tg+1 = qgt2
g + tgu2

g + sgw2
g + rgx2

g + vgy2
g + ugz2

g

ug+1 = t2
gug + qgu2

g + rgw2
g + vgx2

g + sgy2
g + tgz2

g

vg+1 = qgv2
g + v3

g + rgx2
g + ugx2

g + sgy2
g + tgy2

g

wg+1 = rgsgwg + sgtgwg + rgugwg + wgx2
g + wgy2

g + xgygzg

xg+1 = rgtgxg + rgvgxg + ugvgxg + w2
gxg + xgy2

g + wgygzg

yg+1 = sgugyg + sgvgyg + tgvgyg + w2
gyg + x2

gyg + wgxgzg

zg+1 = 3wgxgyg + 3tgugzg

(5.36)

e 

ag+1 = qg+1 + rg+1 + sg+1 + tg+1 + ug+1 + vg+1

bg+1 = 2rg+1 + 2wg+1 + 2xg+1

cg+1 = 2sg+1 + 2wg+1 + 2yg+1

dg+1 = tg+1 + ug+1 + wg+1 + xg+1 + yg+1 + zg+1

eg+1 = 2vg+1 + 2xg+1 + 2yg+1

(5.37)

Os autovalores de Mg são dados pela Eq.(3.20) (trocando-se “n” por “g” e sem o fator 2g).
Para obter os mapas para a energia livre, ao invés de considerar fg = −(kBT/Ng) ln Λg
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usa-se uma definição alternativa para a energia livre, similar àquela usada na Eq.(3.21)

f̄ = −kBT ln qg

Ng

(5.38)

onde Ng é o número de sítios da geração, Eq.(1.34), e qg é o maior elemento do maior
autovalor, no limite termodinâmico. Assim, os mapas para a energia livre ficam

f g+1 =
3Ngf g

Ng+1
−

T ln
(
α3

g + β3
g + γ3

g + δ3
g + ϵ3

g + 1
)

Ng+1
(5.39)

e
αg+1 = rg+1

qg+1
=

α3
g + α2

g + βgζ2
g + δgζ2

g + γgη2
g + ϵgη2

g

α3
g + β3

g + γ3
g + δ3

g + ϵ3
g + 1

βg+1 = sg+1

qg+1
=

β3
g + β2

g + αgζ2
g + γgζ2

g + δgθ2
g + ϵgθ2

g

α3
g + β3

g + γ3
g + δ3

g + ϵ3
g + 1

γg+1 = tg+1

qg+1
=

γ2
g + δ2

gγg + βgζ2
g + αgη2

g + ϵgθ2
g + δgι2

g

α3
g + β3

g + γ3
g + δ3

g + ϵ3
g + 1

δg+1 = ug+1

qg+1
=

δgγ2
g + ι2

gγg + δ2
g + αgζ2

g + ϵgη2
g + βgθ2

g

α3
g + β3

g + γ3
g + δ3

g + ϵ3
g + 1

ϵg+1 = vg+1

qg+1
=

ϵ3
g + ϵ2

g + αgη2
g + δgη2

g + βgθ2
g + γgθ2

g

α3
g + β3

g + γ3
g + δ3

g + ϵ3
g + 1

ζg+1 = wg+1

qg+1
=

ζgη2
g + θgιgηg + ζgθ2

g + αgβgζg + βgγgζg + αgδgζg

α3
g + β3

g + γ3
g + δ3

g + ϵ3
g + 1

ηg+1 = xg+1

qg+1
=

ηgζ2
g + θgιgζg + ηgθ2

g + αgγgηg + αgϵgηg + δgϵgηg

α3
g + β3

g + γ3
g + δ3

g + ϵ3
g + 1

θg+1 = yg+1

qg+1
=

θgζ2
g + ηgιgζg + η2

gθg + βgδgθg + βgϵgθg + γgϵgθg

α3
g + β3

g + γ3
g + δ3

g + ϵ3
g + 1

ιg+1 = zg+1

qg+1
= 3ζgηgθg + 3γgδgιg

α3
g + β3

g + γ3
g + δ3

g + ϵ3
g + 1

(5.40)

onde os parâmetros para a geração g = 0 são dados pelas Eqs.(5.33) e (6.34) – que
dependem, por sua vez, da Eq.(5.31).
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Faz-se necessário também aqui avaliar o efeito de campo externo no alinhamento
dos nematógenos, ou seja, extrair os parâmetros de ordem uniaxial S e biaxial η, à
semelhança do que foi feito na RHD. Para isso, considerou-se campos nas direções x e y,
cuja hamiltoniana é dada por Eq.(3.30). Os mapas obtidos anteriormente permanecem
válidas, pois as magnetizações serão calculadas a campo nulo. Assim como foi observado
para o caso da RHD, a introdução de campo externo reduz a simetria do problema,
aumentando consideravelmente o número de termos em cada mapa bem como o número
de mapas. Nota-se, a posteriori – através da iteração de Eqs.(5.25) e (5.19) –, que os
elementos da MT para dois sítios-raiz na Eq.(5.32) devem ser renomeados para

M̃−1 =



ã b̃ c̃ d̃ ẽ f̃

b̃ g̃ h̃ ĩ j̃ k̃

c̃ h̃ l̃ m̃ ñ õ

d̃ ĩ m̃ p̃ ãp b̃p

ẽ j̃ ñ ãp c̃p d̃p

f̃ k̃ õ b̃p d̃p ẽp


(5.41)

através da correspondência: a → ã, g̃, l̃, p̃, c̃p, ẽp ; b → b̃, d̃p, m̃ ; c → c̃, j̃, b̃p ; d →
d̃, ẽ, h̃, k̃, õ, ãp ; e → f̃ , ĩ, ñ . Como um dos objetivos desse método é poder escrever os
elementos da MT Mg em termos da MT da geração anterior Mg−1, essa renomeação é
necessária a fim de se manter a mesma estrutura da MT da g-ésima geração

M̃g =



ãg b̃g c̃g d̃g ẽg f̃g

b̃g g̃g h̃g ĩg j̃g k̃g

c̃g h̃g l̃g m̃g ñg õg

d̃g ĩg m̃g p̃g ãpg b̃pg

ẽg j̃g ñg ãpg c̃pg d̃pg

f̃g k̃g õg b̃pg d̃pg ẽpg


(5.42)
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cujos elementos são dados por


ãg = q̃g + r̃g + s̃g + t̃g + ũg + ṽg

b̃g = ãzg + r̃g + w̃g + x̃g + ỹg + z̃g

c̃g = b̃zg + c̃zg + d̃zg + ẽzg + s̃g + x̃g

d̃g = c̃zg + f̃ zg + g̃zg + h̃zg + t̃g + ỹg

ẽg = d̃zg + g̃zg + ĩzg + j̃zg + ũg + z̃g

f̃g = ãzg + ẽzg + h̃zg + j̃zg + k̃zg + ṽg

g̃g = l̃zg + m̃zg + ñzg + õzg + p̃zg + w̃g

h̃g = m̃zg + q̃zg + r̃zg + s̃zg + t̃zg + x̃g

ĩg = ñzg + r̃zg + ũzg + ṽzg + w̃zg + ỹg

j̃g = õzg + s̃zg + ṽzg + x̃zg + ỹzg + z̃g

k̃g = ãzg + p̃zg + t̃zg + w̃zg + ỹzg + z̃zg

l̃g = ˜azzg + b̃zg + ˜bzzg + ˜czzg + ˜dzzg + q̃zg

m̃g = ˜bzzg + c̃zg + ˜ezzg + ˜fzzg + ˜gzzg + r̃zg

ñg = ˜czzg + d̃zg + ˜fzzg + ˜hzzg + ˜izzg + s̃zg

õg = ˜dzzg + ẽzg + ˜gzzg + ˜izzg + ˜jzzg + t̃zg

p̃g = ˜ezzg + f̃ zg + ˜kzzg + ˜lzzg + m̃zzg + ũzg

ãpg = ˜fzzg + g̃zg + ˜lzzg + ˜nzzg + ˜ozzg + ṽzg

b̃pg = ˜gzzg + h̃zg + m̃zzg + ˜ozzg + ˜pzzg + w̃zg

c̃pg = ˜hzzg + ĩzg + ˜nzzg + ˜qzzg + ˜rzzg + x̃zg

d̃pg = ˜izzg + j̃zg + ˜ozzg + ˜rzzg + ˜szzg + ỹzg

ẽpg = ˜jzzg + k̃zg + ˜pzzg + ˜szzg + ˜tzzg + z̃zg

(5.43)

que, por sua vez, podem ser escritos em termos dos 56 elementos distintos da matriz
auxiliar L̃g, cujos primeiros elementos são



q̃g+1 = axay q̃3
g + axcys̃3

g + aycxṽ3
g + bxbyr̃3

g + bxcy t̃3
g + bycxũ3

g

r̃g+1 = axay q̃gr̃2
g + axcys̃gx̃2

g + ayãz2
gcxṽg + bxbyr̃gw̃2

g + bxcy t̃gỹ2
g + bycxũgz̃2

g

s̃g+1 = axay q̃gs̃2
g + axb̃z

2
gcys̃g + aycxẽz2

gṽg + bxbyr̃gx̃2
g + bxcy c̃z2

g t̃g + bycxd̃z
2
gũg

t̃g+1 = axay q̃g t̃2
g + axcy c̃z2

gs̃g + aycxh̃z
2
gṽg + bxbyr̃gỹ2

g + bxcyf̃ z
2
g t̃g + bycxg̃z2

gũg

ũg+1 = axay q̃gũ2
g + axcyd̃z

2
gs̃g + aycxj̃z

2
gṽg + bxbyr̃gz̃2

g + bxcyg̃z2
g t̃g + bycxĩz

2
gũg

ṽg+1 = axay q̃gṽ2
g + axcyẽz2

gs̃g + aycxk̃z
2
gṽg + ãz2

gbxbyr̃g + bxcyh̃z
2
g t̃g + bycxj̃z

2
gũg

. . . . . .

(5.44)
os elementos ax, ay, bx, by, . . . vem das MT de campo externo, dada por Eq.(5.23), com
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i = 1:
Mx

campo =
(
ax bx ax bx cx cx

)
(5.45)

My
campo =

(
ay by cy cy by ay

)
(5.46)

em que ax = exp(βhx(−1 − ∆)), bx = exp(βhx(−1 + ∆)), ax = exp(2βhx); ay =
exp(βhy(−1 + ∆)), by = exp(βhy(−1 − ∆)), cy = exp(2βhy).

Uma vez definidas as relações de recorrência dos elementos das MT Mg+1 em
termos de Mg, o passo seguinte é obter o mapa para a energia livre por partícula e de
suas derivadas. Do mesmo modo que foi feito na RHD, a energia livre foi escrita em
função do elemento da matriz auxiliar Lg com maior crescimento exponencial – ˜tzzg. A
relação completa das mapas obtidos para o caso com campo externo na hamiltoniana é
apresentada no Apêndice (C). As relações entre as magnetizações mx e my e os parâmetros
de ordem S e η são as mesmas já obtidas no caso da RHD, vide Eqs. (3.38–3.39).

Comprimento de Correlação
Os três comprimentos de correlação que podem ser definidos na RA, à semelhança

do que foi visto nas Eqs.(3.24 - 3.26) são,

ξ
(g)
1 = 1

ln
(

Λg

Kg

) (5.47)

ξ
(g)
2 = 1

ln
(

Λg

Ig

) (5.48)

ξ
(g)
3 = 1

ln
(

Λg

Θg

) (5.49)

em que 

Λg = ag + bg + cg + 2dg + eg

Kg = ag − dg +
√

b2
g − bgcg − bgeg + c2

g − cgeg + e2
g

Ig = ag − bg − cg + 2dg − eg

Θg = ag − dg −
√

b2
g − bgcg − bgeg + c2

g − cgeg + e2
g

(5.50)

são os quatro autovalores não degenerados da MT a campo nulo Mg; e os elementos de
matriz ag, bg . . . são dados pelas Eqs.(5.37). É de se notar que, para a RA, a distância entre
dois sítios externos é sempre a mesma em qualquer geração, ou seja, as correlações entre
esses sítios não devem se alterar na proximidade da (possível) temperatura crítica. Desse
modo, a conexão entre ξ e 1/ ln (λ1/λ2), em que λ1 e λ2 representam os autovalores da
MT, não é tão clara como nas redes euclidianas e hierárquicas, por exemplo. Ainda assim,
serão usadas as definições acima, que serão chamadas de comprimento de correlação.

Para o modelo de Ising na RA, o comprimento de correlação depende fortemente
da geração até a qual o cálculo foi feito: ele diverge para baixas temperaturas, o que é
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evidenciado pelo plateau irregular que indica uma divergência numérica. Para temperaturas
maiores do que T ∗, o ξ se torna finito, sugerindo que T ∗ poderia indicar uma transição
de fase. No entanto, o fato é que T ∗ é uma função crescente da geração "g"e assim,
quando g → ∞, o ξ será sempre infinito para qualquer valor de T . Os spins estão sempre
correlacionados [106, 107].

5.3 Resultados

Como nos casos previamente estudados, foi feito ϵ = kB = 1. Os mapas foram
iterados com um passo de temperatura de δT = 10−2 e até uma geração máxima gmax, que se
foi variando conforme se ia analisando o modelo. Entropia, magnetização e susceptibilidade
foram iterados com mapas próprios, obtidos por derivação direta da energia livre. Assim
como na RHD, foram estudados os casos para 0 ⩽ ∆ ⩽ 3.

Na Fig.(36) são mostrados a entropia s, o calor específico c, os parâmetros de ordem
S e η, bem como as susceptibilidades χx e χy em função da temperatura, para alguns
valores do parâmetro de biaxialidade. Como uma característica intrínseca do modelo MSZ,
uma entropia residual s(T = 0) = ln 2 ≃ 0, 693, quando ∆ = 0 e ∆ = 3, é observada,
assim como ocorreu na RHD e em outros modelos na RA [106, 97]. Isso se deve ao fato de
que, para estes valores de ∆, apenas 3 dos 6 estados permitidos do modelo são fisicamente
distintos, levando a uma dupla degenerescência na região uniaxial. Em altas temperaturas,
a entropia cresce monotonamente com um comportamento dependente de ∆, atingindo
um máximo smax = ln 6 ≈ 1, 79.

O calor específico não apresenta evidências de um comportamento divergente ou
singular, exibindo somente máximos tipo Schottky. Em ∆ = 0, um único pico é observado
em T ≲ 50. Todos os demais valores do parâmetro possuem pelo menos dois picos, inclusive
∆ = 3, que apresenta o segundo pico em T ≃ 1 555, não mostrado na Fig.(36(b)). São
observados dois, três e quatro picos, para ∆ = 1; 1, 5 e 0, 5, respectivamente. No primeiro
caso, o primeiro pico encontra-se em T ∈ [0, 50] e o segundo em T ≳ 50. Para ∆ = 1, 5,
observa-se dois picos em T ∈ [0, 50] e outro em T ≳ 50. Finalmente, para ∆ = 0, 5, têm-se
dois picos em T ∈ [0, 50] e outros dois picos para T ≳ 50, distribuídos em um amplo
intervalo de temperaturas. Esse comportamento difere bastante do encontrado na RHD,
na qual apenas um ou dois picos (cúspides) eram observados, relacionados à presença de
uma ou duas temperaturas críticas.

Os parâmetros de ordem S e η decaem suavemente em altas temperaturas e para
todos os valores de ∆, Fig.(36(c)) e Fig.(36(d)). No regime de baixas temperaturas eles
convergem para os mesmos valores finitos observados na RHD: S > 0(< 0) para ∆ ≤ 1(> 1),
e η > 0 (= 0) para ∆ ∈ (0, 3) (= 0 ou = 3). Já as susceptibilidades χx e χy, Fig.(36(e)) e
Fig.(36(f)), também não apresentam nenhuma divergência, qualquer que seja o valor de
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 36 – Propriedades termodinâmicas do modelo MSZ na RA como função da tempe-
ratura T, para diversos valores do parâmetro ∆, quando g = 32 e 0 < T < 800:
(a) entropia s(T ), (b) calor específico c(T ), (c) parâmetro de ordem S(T, h = 0),
(d) parâmetro de ordem η(T, h = 0), (e) susceptibilidade χx(T, h = 0) e (e)
susceptibilidade χy(T, h = 0) . Nas inserções: em (b) tem-se uma região do
calor específico para 0 < T < 200 para permitir melhor comparação com a
entropia; em (e), tem-se a magnetização mx(T, h = 0) em escala logarítmica
e para o mesmo intervalo de temperatura de χx; em (f), a susceptibilidade
χy(T, h = 0) quando ∆ = 3, para uma faixa de temperaturas mais ampla
0 < T < 2 000.
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∆. Todos os máximos dos picos ocorrem para T ≥ 50, nenhum dos quais parecem estar
relacionados com os picos Schottky do calor específico em T ∈ [0, 50]. Interessante notar
que os picos de χx e χy para T ≥ 50 ocorrem, grosseiramente, na mesma região onde o
decaimento exponencial das magnetizações muda a inclinação para taxas menores, como
mostrado na inserção da Fig.(36(e)). Além disso, o pico de χy para ∆ = 3 (ver inserção na
Fig.(36(f))) ocorre próximo a T = 1 550, o valor onde ocorre o segundo pico de c(T ) para
o mesmo valor de ∆. Por fim e mais importante, enquanto que os valores dos máximos
de temperatura para c(T ), Tmc, na região T ∈ [0, 50], não variam para g > 30, tanto Tmc

quanto Tms, os valores dos máximos de temperatura para χx(y)(T, h = 0), para a região
T ≳ 50 aumentam com o tamanho da rede, g. Semelhante comportamento também foi
observado nos modelos de Ising e Potts na RA [106, 107].

Para completar a descrição, o comportamento do comprimento de correlação, defi-
nido pelas Eqs.(5.47– 5.49), será analisado. Na Fig.(37) são mostrados os três comprimentos
de correlação definidos anteriormente para ∆ ∈ {0, 5; 1; 1, 5}, para uma geração máxima
g = 32. Todos os três comprimentos de correlação definidos mostram que, para cada valor
do parâmetro ∆, há uma temperatura T ∗ abaixo da qual esses comprimentos de correlação
divergem numericamente, e acima da qual assumem valores finitos, parecendo indicar
um comportamento crítico em T ∗. Contudo, nessas temperaturas não são apresentadas
nenhum sinal de criticalidade nas demais funções termodinâmicas analisadas. Para ∆ = 0,
apenas ξ1 diverge para uma temperatura abaixo de T ∗, tanto ξ2 quanto ξ3 são finitos para
qualquer temperatura. Comparando-se com o que foi visto na RHD, os comprimentos de
correlação ξ1 e ξ3 possuem comportamento semelhante aos comprimentos de correlação
biaxial e uniaxial pois se igualam em ∆ = 1. Já ξ2, na Fig.(37), parece que se torna finito
em uma mesma temperatura para qualquer valor de ∆. Porém, esse não é o caso, como
pode ser observado na Fig.(38), onde o comportamento de ξ2 é mostrada em detalhes para
a região de baixas temperaturas. Notavelmente, ξ2 é o único comprimento de correlação
no qual a temperatura T ∗ não aumenta com o tamanho da rede. Ou seja, para ξ1 e ξ3,
T ∗ depende da geração g, aumentando com esta; já para ξ2, T ∗ independe da geração g,
e isso acontece para qualquer valor na região de interesse 0 < ∆ < 3. Essa constatação
é verificada perfeitamente para ∆ = 1 em que o comportamento de ξ2 é idêntico para
qualquer tamanho de rede, Figs.(39), (40), (41) e (42). As temperaturas T ∗ nas quais ξ2

se torna finito são bem menores que as temperaturas de decaimento para ξ1 e/ou ξ3. Mas,
ainda assim, não estão conectadas a nenhum comportamento crítico observado no calor
específico ou magnetização, por exemplo.

Vê-se assim que a RA apresenta algumas características qualitativas do modelo
de MSZ, em comparação com os resultados obtidos nas redes hierárquicas. Não foi
possível detectar indícios de transição de fase nessa rede, apesar do comportamento
dos três comprimentos de correlação definidos parecerem indicar o contrário. Na RHD,
dois comprimentos de correlação serviram para caracterizar as duas transições de fase
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Figura 37 – Comprimentos de correlação ξ1, ξ2, ξ3 em função da temperatura para cada
∆ = {0; 0, 5; 1; 1, 5} para gmax = 32.

esperadas para o modelo MSZ, respectivamente, ξI = ξ1 para transição uniaxial-isotrópica
e ξB = ξ2 = ξ3 para a transição biaxial-uniaxial. A igualdade entre ξ2 e ξ3 é observada no
limite g → ∞ quando os autovalores Ig e Θg se igualam. Aqui na RA, ξ1 ⇔ ξI e ξ3 ⇔ ξB,
ou seja, os comprimentos de correlação ξ1 e ξ3 possuem um comportamento equivalente
aos comprimentos de correlação que descrevem as transições UI e BU na RHD, uma vez
que se igualam em ∆ = 1 (ver figuras 37 e 43), e temos sempre que T ∗(ξ1) > T ∗(ξ3). Outro
aspecto que relembra o diagrama de fases para a RHD (ver Figs. (22) e (33)) é o fato que,
para qualquer valor fixo de g, o valor de T ∗(ξ1) sempre cresce junto com ∆. Porém, o valor
T ∗(ξ3) cresce com ∆ no intervalo [0, 1), mas passa a decrescer no intervalo (1, 3]. Mas as
temperaturas T ∗ nas quais esses comprimentos de correlação se tornam finitos crescem
com o tamanho da rede (ou aumento da geração g). Contudo, ξ2, associado ao autovalor
I, é distinto dos outros dois comprimento de correlação e não depende do tamanho da
rede. Seria isso um indício de uma possível transição de fase? Se esse comportamento
de ξ2 se verificasse apenas em ∆ = 1 – uma vez que esse é o ponto onde as quatro fases
(uniaxial oblata, uniaxial prolata, biaxial e isotrópica) do modelo de MSZ se encontram –
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(a) (b)

(c)

Figura 38 – Comportamento dos comprimentos de correlação (a) ξ1, (b) ξ2 e (c) ξ3 para
diversos valores do parâmetro ∆, para gmax = 32.

poderia-se argumentar que sim. Mas essa parece ser uma característica advinda da rede ao
invés do modelo. Note que a divergência do comprimento de correlação está relacionada
ao fato dos autovalores envolvidos na sua definição se tornarem iguais. Neste caso, dado
qualquer valor de T , os autovalores K e Θ sempre se tornam iguais a Λ para um valor de
g suficientemente grande. Já para I, que inicialmente em g = 0 era maior que Θ, a razão
Λ/I converge para um valor fixo > 1 independentemente de g.

Por fim, uma vez analisado o comportamento de ξ1 e ξ3 e percebendo-se sua
semelhança com o caso RHD, foi possível obter um gráfico semelhante ao diagrama de
fase do modelo de MSZ na RHD, como pode ser visto na Fig.(44). Esse “diagrama de fase”
da RA foi traçado para três tamanhos de rede diferentes e arbitrários: g = 30, 60 e 90.
Verifica-se, no geral, que apresenta as quatro regiões-padrão do modelo, correspondendo
(na RHD) às fases isotrópica, uniaxial prolata, uniaxial oblata e biaxial, que se encontram
em um único ponto em ∆ = 1. Essa identificação das regiões no “diagrama de fase” da RA
é possível pela já citada correspondência ξ1 ⇔ ξI e ξ3 ⇔ ξB. A região biaxial contudo é
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Figura 39 – Comprimentos de correlação ξ1 em função da temperatura para ∆ =
{0, 5; 1; 1, 5}. Em cada gráfico, ξ1 é traçado para quatro diferentes tama-
nhos de rede, g = 4, g = 8, g = 6 e g = 32.

Figura 40 – Comprimentos de correlação ξ2 em função da temperatura para ∆ =
{0, 5; 1; 1, 5}. Em cada gráfico, ξ2 é traçado para quatro diferentes tama-
nhos de rede, g = 4, g = 8, g = 6 e g = 32.

Figura 41 – Comprimentos de correlação ξ3 em função da temperatura para ∆ =
{0, 5; 1; 1, 5}. Em cada gráfico, ξ3 é traçado para quatro diferentes tama-
nhos de rede, g = 4, g = 8, g = 6 e g = 32.

consideravelmente mais “extensa” que a do diagrama de fase na RHD, comportamento esse
que parece se acentuar à medida que o tamanho da rede aumenta. Na RHD, a temperatura
crítica Tc diminuía logo depois do ponto de Landau em ∆ = 1; aqui, porém, T ∗ continua a
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Figura 42 – Temperatura T ∗ em função do número da geração g da RA para os três
comprimentos de correlação definidos (a) ξ1, (b) ξ2 e (c) ξ3, cada um com três
diferentes valores do parâmetro ∆ = {0, 5; 1; 1, 5}. Vê-se claramente que, para
ξ1 e ξ3, T ∗ sempre cresce com o aumento da geração. Por outro lado, para ξ2,
T ∗ mantém-se constante com o aumento de g.

Figura 43 – Temperatura T ∗ em função do número da geração g da RA comparando os
comprimentos de correlação ξ1 e ξ3 para ∆ = {0, 5; 1; 1, 5}. Esses dois com-
primentos de correlação assemelham-se ao comportamento dos comprimentos
de correlação para as fases uniaxial e biaxial na RHD através da seguinte
correspondência ξ1 ⇔ ξI e ξ3 ⇔ ξB.

crescer após ∆ = 1 antes de finalmente começar a decrescer, e isso fica mais evidente com
o aumento de g. Vale ressaltar que o encontro entre as regiões isotrópica e biaxial se dá
em um ponto e não em uma linha, como pode parecer no caso g = 60 da Fig.(44).
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Figura 44 – Temperatura T ∗ em função do parâmetro ∆ para três tamanhos de rede
distintos com g = 30, 60 e 90. As quatro regiões foram assim nomeadas
(isotrópico, prolato, oblato e biaxial) apenas para se fazer uma correspondência
com o caso na RHD.
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6 Conclusão

Neste trabalho foi estudado o modelo de Maier-Saupe-Zwanzig, que descreve cristais
líquidos nemáticos uniaxiais e (intrinsecamente) biaxiais e adota uma discretização dos
estados assumidos pelos nematógenos, em redes com invariância de escala por meio do
método de matriz de transferência. O objetivo foi o de considerar o papel das flutuações
estatísticas do modelo, uma vez que na literatura só existiam tratamentos de campo
médio, exceto por um cálculo na rede de Bethe. O modelo MSZ para nemáticos uniaxiais
possui apenas três estados, porém, com a introdução de um parâmetro para descrever
uma biaxialidade dos nematógenos, o modelo MSZ passa a ter seis estados e permite a
descrição de duas transições de fase: uma isotrópica-uniaxial e outra uniaxial-biaxial.

Na rede hierárquica do diamante com df = 2, cuja estrutura básica é um “losango”,
cujos vértices são os dois sítios-raiz e dois novos sítios introduzidos na geração, foram repro-
duzidos qualitativamente os principais resultados obtidos via campo médio. O diagrama
de fase, da temperatura em função do parâmetro de biaxialidade, apresenta duas regiões
que correspondem às fases uniaxial prolata (bastões), com parâmetro de ordem uniaxial
positivo, e uniaxial oblata (discos), com parâmetro de ordem negativo; além das regiões
que correspondem às fases isotrópica e biaxial. Essas quatro regiões se encontram em um
ponto multicrítico: o ponto de Landau, e todas as transições são contínuas. Os expoentes
críticos dessas transições revelaram que a transição isotrópica-uniaxial está na mesma
classe de universalidade que o modelo de Potts puro com q = 3 na mesma rede (RHD com
df = 2), e que a transição uniaxial-biaxial está na classe de universalidade do modelo de
Ising, na mesma rede. Aduz-se que essas classes de universalidade vem da discretização dos
estados e que não seriam observadas ao se retirar essa restrição. A principal característica
que não é reproduzida nesta rede é o tipo de transição isotrópico-uniaxial: tanto teórica
quanto experimentalmente, trata-se de uma transição de primeira ordem. Ainda que sejam
transições fracamente de primeira ordem, provavelmente é uma imposição da rede ao
modelo e pode-se afirmar que nenhum modelo puro (sem diluição, aperiodicidade etc) irá
apresentar transições de fase de primeira ordem na RHD com df = 2.

Verificou-se que seria possível generalizar os mapas para qualquer valor de p, o
número de ligações partindo de um sítio-raiz. Assim, o modelo foi estudado na RHD
com p = 4 (df = 3), que se mostrou útil para inferir que características seriam mantidas
ou não ao se variar p. As características gerais do diagrama de fase e das transições de
fase se mantiveram, porém o calor específico apresentou máximos tipo Schottky, além
de pontos não-diferenciáveis que dificultou a obtenção do expoente crítico α. A faixa
de interesse do parâmetro de biaxialidade se manteve entre 0 < ∆ < 3, enquanto que
as temperaturas críticas aproximadamente dobraram. Sendo assim, não houve nenhum
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interesse ou nenhuma informação adicional que fizesse o modelo ser estudado em outras
dimensões, isto é, com b = 2 e p qualquer.

Por último, o modelo MSZ foi estudado na rede apoloniana, que também tem
invariância de escala e é altamente não-homogênea. O intuito era de encontrar indícios
de transição de fase nesta rede, uma vez que os modelos de spins nela estudados não
forneceram qualquer indício deste fenômeno. Embora um dos comprimentos de correlação
definidos para o modelo tenha apresentado uma divergência numérica a temperatura finita,
bem definida e independente da geração da rede, nenhuma assinatura de criticalidade foi
observada nas demais funções termodinâmicas analisadas. Os outros dois comprimentos de
correlação também divergem a uma temperatura bem definida, porém, essa temperatura,
para faixas muito altas, aumenta com o tamanho da rede. Portanto, também nesse modelo
a RA não apresenta evidência conclusiva de transição de fase. Ainda assim, esses últimos
dois comprimentos de correlação supracitados guardam um comportamento idêntico aos
comprimentos de correlação que caracterizam as transições uniaxial-isotrópica e uniaxial-
biaxial do modelo MSZ na RHD. Para um dado tamanho de rede, foi possível obter
essas temperaturas de divergência para diversos valores do parâmetro de biaxialidade. O
resultado foi um “diagrama de fase” que lembra o obtido na RHD. Vê-se assim que alguns
aspectos gerais qualitativos do diagrama de fase do modelo de MSZ são bastante robustos,
mostrando-se inclusive na rede apoloniana.

Este estudo do modelo MSZ em redes com invariância de escala é ainda um
trabalho incipiente, que pode ser ampliado levando-se em consideração efeitos de diluição,
aperiodicidade etc, e certamente devem fornecer outros insights sobre o modelo. O modelo
MSZ é um modelo simples mas extremamente rico em características físicas e matemáticas,
e deve ser estudado nas mais diversas situações ainda que idealizadas.
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APÊNDICE A – Mapas para a energia livre
do modelo MSZ na RHD df = 2 com campo

externo

Os mapas mostrados no capítulo 3 eram para a hamiltoniana de MSZ sem nenhum
termo de campo externo. A adição de campo externo quebra a simetria da matriz de
transferência fazendo com que o número de elementos a matriz, e por conseguinte, as
relações de recorrência dos seus elementos, para sucessivas gerações da rede, aumentem
consideravelmente. As matrizes que carregam a contribuição do campo externo nas direções
x e y, e.g., já foram escritas, veja Eqs.(3.40) e (3.41). Lembrando que as matrizes auxiliares,
em cada geração, são dadas pela Eq.(2.48) e que, a partir desta, obtém-se a MT da geração
por meio de Mn = Ln−1L

T
n−1 a MT na geração n assume a forma

M̃n =



ãn b̃n c̃n d̃n ẽn f̃n

b̃n g̃n h̃n ĩn j̃n k̃n

c̃n h̃n l̃n m̃n ñn õn

d̃n ĩn m̃n p̃n q̃n r̃n

ẽn j̃n ñn q̃n s̃n t̃n

f̃n k̃n õn r̃n t̃n ũn


(A.1)

que é obtida via matriz auxiliar B̃ por meio do produto M̃n+1 = B̃nB̃T
n . Assim, as vinte

uma relações de recorrência para os elementos de M̃n ficam
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yẽnĩnj̃n

(A.3)



112 APÊNDICE A. Mapas para a energia livre do modelo MSZ na RHD df = 2 com campo externo

c̃n+1 =a2
xa

2
yã2
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yk̃nõn + b

2
y j̃nñn

)
+ b

2
x

(
b

2
yg̃nh̃n + c

2
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y h̃nĩnñnq̃n + 2b2

ye
2
xg̃nj̃nk̃nt̃n + 2b2

yf
2
x j̃nk̃ns̃nt̃n + 2c2

xc
2
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yh̃nk̃nõnũn + 2c2

xe
2
yh̃nj̃nõnt̃n+
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xĩnj̃nr̃nt̃n + 2b2

yf
2
x q̃nr̃ns̃nt̃n + 2c2

xc
2
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xĩnk̃nr̃nũn + 2b2

yf
2
x q̃nr̃nt̃nũn + 2c2
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nñ2
n

)
+ 2b2

yc
2
xẽ2
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Para obter os mapas para a energia livre usamos a definição alternativa f̄ =
−kT ln(ũn)/Nn, uma vez que ũn é o maior elemento de M̃n, que no limite termodinâmico
f̄ convergirá para f . Assim,

f̄n+1 = 4Nn

Nn+1
f̄n − T

Nn+1
ln [arg] (A.23)
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e onde definimos novas variáveis através das seguintes razões:
α̃n = ãn

ũn
, β̃n = b̃n

ũn
, γ̃n = c̃n

ũn
, δ̃n = d̃n

ũn
, ϵ̃n = ẽn

ũn
, ζ̃n = f̃n

ũn
, η̃n = g̃n

ũn
, θ̃n = h̃n

ũn
, ι̃n = ĩn

ũn
, κ̃n = j̃n

ũn
,

λ̃n = k̃n

ũn
, µ̃n = l̃n

ũn
, ν̃n = m̃n

ũn
, ξ̃n = ñn

ũn
, õn = õn

ũn
, π̃n = p̃n

ũn
, ρ̃n = q̃n

ũn
, σ̃n = r̃n

ũn
, τ̃n = s̃n

ũn
,

υ̃n = t̃n

ũn
.

Assim, pode-se obter os mapas α̃n+1 = ãn+1
ũn+1

, β̃n+1 = b̃n+1
ũn+1

. . . usando as Eq.(A.2–
A.22) e as definições acima. As derivadas da Eq.(A.23) e desses mapas com relação À
temperatura fornecem a entropia, calor específico etc.
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APÊNDICE B – Tabelas com temperaturas e
expoentes críticos para a RHD

Neste apêndice são apresentadas as tabelas contendo as temperaturas críticas para
as duas transições de fase encontradas nas redes hierárquicas do diamante estudadas (com
df = 2 e df = 3), bem como os expoentes críticos obtidos.

Cada temperatura crítica foi obtida usando o método da bisseção para o compri-
mento de correlação correspondente à transição de fase que descreve, até atingir 10−15 na
temperatura. Estas temperaturas estão em acordo com o obtido via grupo de renormaliza-
ção no espaço real (vide artigo indicado no Anexo A) em até 10−12. Tal precisão se fez
necessária para se obter melhores resultados para os expoentes críticos.

Na tabela (4) são dadas as temperaturas críticas TUI , para a transição isotrópico-
uniaxial, e TBU para a transição uniaxial-biaxial, para valores progressivos do parâmetro
de biaxialidade, ∆, em intervalos de 0, 1, na RHD com df = 2. Os dados dessa tabela
foram usados para fazer o diagrama de fase mostrado na Fig.(22). E na tabela (6), vê-se o
mesmo para a RHD com df = 3.

Na tabela (5), os expoentes críticos para o comprimento de correlação, νU e νB; para
o calor específico, αU e αB; para os parâmetros de ordem, βS e βη; e para a susceptibilidade,
γU e γB; para alguns valores representativos de ∆. Esses expoentes possuem concordância
entre si em pelo menos duas casas decimais, exceto para alguns valores de αB. Já na tabela
(7), as mesmas informações para a RHD com df = 3.
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Tabela 4 – Tabela com temperaturas críticas para diversos valores do parâmetro de biaxi-
alidade, dentro da faixa de interesse 0 < ∆ < 3. RHD com df = 2

∆ TUI(isotrópico-uniaxial) TBU(uniaxial-biaxial)
0.0 6.49212768400034 NÃO HÁ
0.1 6.48378322091414 0.03282036
0.2 6.4586116948286 0.13128143
0.3 6.41616232995278 0.29538323
0.4 6.35554829476054 0.52512574
0.5 6.27518064455836 0.82050914
0.6 6.17220500585429 1.18158907
0.7 6.04117420528481 1.60994643
0.8 5.87021328752744 2.11733502
0.9 5.62480917662536 2.75367099
0.95 5.43258782288513 3.18199238
0.98 5.2403033381258 3.55298324
0.99 5.12935641023977 3.74378689
1.0 4.5825800020604 A mesma temperatura
1.01 5.18005945248084 3.78250580
1.02 5.34382001592627 3.62764407
1.05 5.70129068537045 3.35616529
1.1 6.18466783097975 3.0755052
1.2 7.05785849089481 2.6871
1.3 7.90866874944608 2.3775
1.4 8.76742835393391 2.1015
1.5 9.64407032164732 1.84623293
1.6 10.5430118730529 1.6082
1.7 11.4665508964071 1.3867
1.8 12.4160039134296 1.1815
1.9 13.3921757922739 0.9928
2.0 14.3955817248671 0.82050897
2.1 15.4265626602 0.6646
2.2 16.4853497519017 0.5251
2.3 17.5721023591604 0.4020
2.4 18.6869314430289 0.2954
2.5 19.8299144864338 0.2051
2.6 21.0011052924382 0.1313
2.7 22.2005405829252 0.0738
2.8 23.4282445415493 0.0328
2.9 24.6842320035733 0.0082
3.0 25.9685107360014 NÃO HÁ
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Tabela 6 – Tabela com temperaturas críticas para diversos valores do parâmetro de biaxi-
alidade para RHD com df = 3.

∆ TcUI TcBU

0.0 13.6400717093705 −−
0.1 13.6423863780687 0.0766092207540193
0.2 13.649974984997 0.306436883016077
0.3 13.6648559619319 0.689482987956486
0.4 13.6907038561624 1.22579284107707
0.5 13.7334297495693 1.92090353660585
0.6 13.8022938400671 2.84002974935225
0.7 13.9120984878314 4.19985024030919
0.8 14.0879097898665 6.51594970752461
0.9 14.3770971833451 11.0468684118652
1.0 14.8966349461707 14.8966349461707
1.1 15.870603619931 12.4860495804306
1.5 21.5660841251048 4.43754648336289
2.0 30.7620342295007 1.91523078298543
3.0 54.5602868374819 −−
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APÊNDICE C – Mapas para a energia livre
do modelo MSZ na RA com campo externo

No capítulo (5) já foram indicados os passos para a obtenção dos mapas para a
energia livre do modelo MSZ na RA com campo externo. Esses passos serão retomados
aqui. Partindo da MT para dois sítios-raiz (Eq.(5.32))

M−1 =



a b c d d e

b a d e c d

c d a b e d

d e b a d c

d c e d a b

e d d c b a


(C.1)

e renomeando seus elementos para (Eq.(5.41))

M̃−1 =



ã b̃ c̃ d̃ ẽ f̃

b̃ g̃ h̃ ĩ j̃ k̃

c̃ h̃ l̃ m̃ ñ õ

d̃ ĩ m̃ p̃ ãp b̃p

ẽ j̃ ñ ãp c̃p d̃p

f̃ k̃ õ b̃p d̃p ẽp


(C.2)

por meio do método de MT para a RA (Eqs. (5.19) – (5.25)):

⟨i|Mg+1|j⟩ =
∑

k

∑
l

⟨i|Lg|kl⟩⟨i|Lg|jl⟩⟨j|Lg|kl⟩ (C.3)

⟨i|Lg+1|jk⟩ =
∑

l

⟨i|Lg|kl⟩⟨i|Lg|jl⟩⟨j|Lg|kl⟩ ⟨1|Mcampo|l⟩ g > 0 (C.4)

em que (ver Eq.(5.23))
⟨i|Mcampo|l⟩ = eβhσl (C.5)

obtém-se a MT (Eq.(5.42))

M̃g =



ãg b̃g c̃g d̃g ẽg f̃g

b̃g g̃g h̃g ĩg j̃g k̃g

c̃g h̃g l̃g m̃g ñg õg

d̃g ĩg m̃g p̃g ãpg b̃pg

ẽg j̃g ñg ãpg c̃pg d̃pg

f̃g k̃g õg b̃pg d̃pg ẽpg


(C.6)
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cujos elementos possuem as seguintes relações de recorrência (Eq.(5.43))



ãg = q̃g + r̃g + s̃g + t̃g + ũg + ṽg

b̃g = ãzg + r̃g + w̃g + x̃g + ỹg + z̃g

c̃g = b̃zg + c̃zg + d̃zg + ẽzg + s̃g + x̃g

d̃g = c̃zg + f̃ zg + g̃zg + h̃zg + t̃g + ỹg

ẽg = d̃zg + g̃zg + ĩzg + j̃zg + ũg + z̃g

f̃g = ãzg + ẽzg + h̃zg + j̃zg + k̃zg + ṽg

g̃g = l̃zg + m̃zg + ñzg + õzg + p̃zg + w̃g

h̃g = m̃zg + q̃zg + r̃zg + s̃zg + t̃zg + x̃g

ĩg = ñzg + r̃zg + ũzg + ṽzg + w̃zg + ỹg

j̃g = õzg + s̃zg + ṽzg + x̃zg + ỹzg + z̃g

k̃g = ãzg + p̃zg + t̃zg + w̃zg + ỹzg + z̃zg

l̃g = ˜azzg + b̃zg + ˜bzzg + ˜czzg + ˜dzzg + q̃zg

m̃g = ˜bzzg + c̃zg + ˜ezzg + ˜fzzg + ˜gzzg + r̃zg

ñg = ˜czzg + d̃zg + ˜fzzg + ˜hzzg + ˜izzg + s̃zg

õg = ˜dzzg + ẽzg + ˜gzzg + ˜izzg + ˜jzzg + t̃zg

p̃g = ˜ezzg + f̃ zg + ˜kzzg + ˜lzzg + m̃zzg + ũzg

ãpg = ˜fzzg + g̃zg + ˜lzzg + ˜nzzg + ˜ozzg + ṽzg

b̃pg = ˜gzzg + h̃zg + m̃zzg + ˜ozzg + ˜pzzg + w̃zg

c̃pg = ˜hzzg + ĩzg + ˜nzzg + ˜qzzg + ˜rzzg + x̃zg

d̃pg = ˜izzg + j̃zg + ˜ozzg + ˜rzzg + ˜szzg + ỹzg

ẽpg = ˜jzzg + k̃zg + ˜pzzg + ˜szzg + ˜tzzg + z̃zg

(C.7)

Como, em cada geração, a MT Mg é construída através da matriz auxiliar Lg, como passo
intermediário, cada um dos elementos de Mg pode ser escrita em termos dos elementos da
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matriz auxiliar da geração anterior Lg−1 (ver Eq.(5.44))



q̃g+1 = axay q̃3
g + axcys̃3

g + aycxṽ3
g + bxbyr̃3

g + bxcy t̃3
g + bycxũ3

g

r̃g+1 = axay q̃gr̃2
g + axcys̃gx̃2

g + ayãz2
gcxṽg + bxbyr̃gw̃2

g + bxcy t̃gỹ2
g + bycxũgz̃2

g

s̃g+1 = axay q̃gs̃2
g + axb̃z

2
gcys̃g + aycxẽz2

gṽg + bxbyr̃gx̃2
g + bxcy c̃z2

g t̃g + bycxd̃z
2
gũg

t̃g+1 = axay q̃g t̃2
g + axcy c̃z2

gs̃g + aycxh̃z
2
gṽg + bxbyr̃gỹ2

g + bxcyf̃ z
2
g t̃g + bycxg̃z2

gũg

ũg+1 = axay q̃gũ2
g + axcyd̃z

2
gs̃g + aycxj̃z

2
gṽg + bxbyr̃gz̃2

g + bxcyg̃z2
g t̃g + bycxĩz

2
gũg

ṽg+1 = axay q̃gṽ2
g + axcyẽz2

gs̃g + aycxk̃z
2
gṽg + ãz2

gbxbyr̃g + bxcyh̃z
2
g t̃g + bycxj̃z

2
gũg

w̃g+1 = axayr̃2
gw̃g + axcym̃zgx̃2

g + ayãz2
gcxp̃zg + bxby l̃zgw̃2

g + bxcyñzgỹ2
g + bycxõzgz̃2

g

x̃g+1 = axayr̃gs̃gx̃g + axb̃zgcy q̃zgx̃g + ayãzgcxẽzg t̃zg + bxbym̃zgw̃gx̃g + bxcy c̃zgr̃zgỹg+

bycxd̃zgs̃zgz̃g

ỹg+1 = axayr̃g t̃gỹg + axcy c̃zgr̃zgx̃g + ayãzgcxh̃zgw̃zg + bxbyñzgw̃gỹg + bxcyf̃ zgũzgỹg+

bycxg̃zgṽzgz̃g

z̃g+1 = axayr̃gũgz̃g + axcyd̃zgs̃zgx̃g + ayãzgcxj̃zgỹzg + bxbyõzgw̃gz̃g + bxcyg̃zgṽzgỹg+

bycxĩzgx̃zgz̃g

ãzg+1 = axayãzgr̃gṽg + axcyẽzg t̃zgx̃g + ayãzgcxk̃zgz̃zg + ãzgbxbyp̃zgw̃g + bxcyh̃zgw̃zgỹg+

bycxj̃zgỹzgz̃g

b̃zg+1 = axay b̃zgs̃2
g + ax ˜azzg b̃z

2
gcy + aycx

˜dzzgẽz2
g + bxby q̃zgx̃2

g + bx
˜bzzgcy c̃z2

g+

bycx ˜czzgd̃z
2
g

c̃zg+1 = axay c̃zgs̃g t̃g + axb̃zg
˜bzzgcy c̃zg + aycxẽzg ˜gzzgh̃zg + bxbyr̃zgx̃gỹg+

bxcy c̃zg ˜ezzgf̃ zg + bycxd̃zg
˜fzzgg̃zg

d̃zg+1 = axayd̃zgs̃gũg + axb̃zgcy ˜czzgd̃zg + aycxẽzg
˜izzg j̃zg + bxbys̃zgx̃gz̃g+

bxcy c̃zg
˜fzzgg̃zg + bycxd̃zg

˜hzzg ĩzg

ẽzg+1 = axayẽzgs̃gṽg + axb̃zgcy
˜dzzgẽzg + aycxẽzg

˜jzzgk̃zg + ãzgbxby t̃zgx̃g+

bxcy c̃zg ˜gzzgh̃zg + bycxd̃zg
˜izzg j̃zg

f̃ zg+1 = axayf̃ zg t̃2
g + axcy c̃z2

g ˜ezzg + aycxh̃z
2
gm̃zzg + bxbyũzgỹ2

g + bxcyf̃ z
2
g

˜kzzg+

bycxg̃z2
g

˜lzzg

g̃zg+1 = axayg̃zg t̃gũg + axcy c̃zgd̃zg
˜fzzg + aycxh̃zg j̃zg ˜ozzg + bxbyṽzgỹgz̃g+

bxcyf̃ zgg̃zg
˜lzzg + bycxg̃zg ĩzg ˜nzzg

h̃zg+1 = axayh̃zg t̃gṽg + axcy c̃zgẽzg ˜gzzg + aycxh̃zgk̃zg ˜pzzg + ãzgbxbyw̃zgỹg+

bxcyf̃ zgh̃zgm̃zzg + bycxg̃zg j̃zg ˜ozzg

ĩzg+1 = axay ĩzgũ2
g + axcyd̃z

2
g

˜hzzg + aycxj̃z
2
g ˜rzzg + bxbyx̃zgz̃2

g + bxcyg̃z2
g ˜nzzg+

bycxĩz
2
g ˜qzzg
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j̃zg+1 = axay j̃zgũgṽg + axcyd̃zgẽzg
˜izzg + aycxj̃zgk̃zg ˜szzg + ãzgbxbyỹzgz̃g+

bxcyg̃zgh̃zg ˜ozzg + bycxĩzg j̃zg ˜rzzg

k̃zg+1 = axayk̃zgṽ2
g + axcyẽz2

g
˜jzzg + aycxk̃z

2
g

˜tzzg + ãz2
gbxbyz̃zg + bxcyh̃z

2
g ˜pzzg

+ bycxj̃z
2
g ˜szzg

l̃zg+1 = axayw̃3
g + axcym̃z3

g + aycxp̃z3
g + bxby l̃z

3
g + bxcyñz3

g + bycxõz3
g

m̃zg+1 = axayw̃gx̃2
g + axcym̃zg q̃z2

g + aycxp̃zg t̃z
2
g + bxby l̃zgm̃z2

g + bxcyñzgr̃z2
g + bycxõzgs̃z2

g

ñzg+1 = axayw̃gỹ2
g + axcym̃zgr̃z2

g + aycxp̃zgw̃z2
g + bxby l̃zgñz2

g + bxcyñzgũz2
g + bycxõzgṽz2

g

õzg+1 = axayw̃gz̃2
g + axcym̃zgs̃z2

g + aycxp̃zgỹz2
g + bxby l̃zgõz2

g + bxcyñzgṽz2
g + bycxõzgx̃z2

g

p̃zg+1 = axayãz2
gw̃g + axcym̃zg t̃z

2
g + aycxp̃zgz̃z2

g + bxby l̃zgp̃z2
g + bxcyñzgw̃z2

g + bycxõzgỹz2
g

q̃zg+1 = axay b̃zgx̃2
g + ax ˜azzgcy q̃z2

g + aycx
˜dzzg t̃z

2
g + bxbym̃z2

g q̃zg + bx
˜bzzgcyr̃z2

g + bycx ˜czzgs̃z2
g

r̃zg+1 = axay c̃zgx̃gỹg + ax
˜bzzgcy q̃zgr̃zg + aycx ˜gzzg t̃zgw̃zg + bxbym̃zgñzgr̃zg + bxcy ˜ezzgr̃zgũzg+

bycx
˜fzzgs̃zgṽzg

s̃zg+1 = axayd̃zgx̃gz̃g + axcy ˜czzg q̃zgs̃zg + aycx
˜izzg t̃zgỹzg + bxbym̃zgõzgs̃zg + bxcy

˜fzzgr̃zgṽzg+

bycx
˜hzzgs̃zgx̃zg

t̃zg+1 = axayãzgẽzgx̃g + axcy
˜dzzg q̃zg t̃zg + aycx

˜jzzg t̃zgz̃zg + bxbym̃zgp̃zg t̃zg + bxcy ˜gzzgr̃zgw̃zg+

bycx
˜izzgs̃zgỹzg

ũzg+1 = axayf̃ zgỹ2
g + axcy ˜ezzgr̃z2

g + aycxm̃zzgw̃z2
g + bxbyñz2

gũzg + bxcy
˜kzzgũz2

g + bycx
˜lzzgṽz2

g

ṽzg+1 = axayg̃zgỹgz̃g + axcy
˜fzzgr̃zgs̃zg + aycx ˜ozzgw̃zgỹzg + bxbyñzgõzgṽzg + bxcy

˜lzzgũzgṽzg+

bycx ˜nzzgṽzgx̃zg

w̃zg+1 = axayãzgh̃zgỹg + axcy ˜gzzgr̃zg t̃zg + aycx ˜pzzgw̃zgz̃zg + bxbyñzgp̃zgw̃zg+

bxcym̃zzgũzgw̃zg + bycx ˜ozzgṽzgỹzg

x̃zg+1 = axay ĩzgz̃2
g + axcy

˜hzzgs̃z2
g + aycx ˜rzzgỹz2

g + bxbyõz2
gx̃zg + bxcy ˜nzzgṽz2

g + bycx ˜qzzgx̃z2
g

ỹzg+1 = axayãzg j̃zgz̃g + axcy
˜izzgs̃zg t̃zg + aycx ˜szzgỹzgz̃zg + bxbyõzgp̃zgỹzg + bxcy ˜ozzgṽzgw̃zg+

bycx ˜rzzgx̃zgỹzg

z̃zg+1 = axayãz2
gk̃zg + axcy

˜jzzg t̃z
2
g + aycx

˜tzzgz̃z2
g + bxbyp̃z2

gz̃zg + bxcy ˜pzzgw̃z2
g + bycx ˜szzgỹz2

g

˜azzg+1 = axay b̃z
3
g + ax ˜azz3

gcy + aycx
˜dzz

3
g + bxby q̃z3

g + bx
˜bzz

3
gcy + bycx ˜czz3

g

˜bzzg+1 = axay b̃zg c̃z2
g + ax ˜azzg

˜bzz
2
gcy + aycx

˜dzzg ˜gzz2
g + bxby q̃zgr̃z2

g + bx
˜bzzgcy ˜ezz2

g+

bycx ˜czzg
˜fzz

2
g

˜czzg+1 = axay b̃zgd̃z
2
g + ax ˜azzgcy ˜czz2

g + aycx
˜dzzg

˜izz
2
g + bxby q̃zgs̃z2

g + bx
˜bzzgcy

˜fzz
2
g+

bycx ˜czzg
˜hzz

2
g

˜dzzg+1 = axay b̃zgẽz2
g + ax ˜azzgcy

˜dzz
2
g + aycx

˜dzzg
˜jzz

2
g + bxby q̃zg t̃z

2
g + bx

˜bzzgcy ˜gzz2
g+

bycx ˜czzg
˜izz

2
g
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˜ezzg+1 = axay c̃z2
gf̃ zg + ax

˜bzz
2
gcy ˜ezzg + aycx ˜gzz2

gm̃zzg + bxbyr̃z2
gũzg + bxcy ˜ezz2

g
˜kzzg+

bycx
˜fzz

2
g

˜lzzg

˜fzzg+1 = axay c̃zgd̃zgg̃zg + ax
˜bzzgcy ˜czzg

˜fzzg + aycx ˜gzzg
˜izzg ˜ozzg + bxbyr̃zgs̃zgṽzg+

bxcy ˜ezzg
˜fzzg

˜lzzg + bycx
˜fzzg

˜hzzg ˜nzzg

˜gzzg+1 = axay c̃zgẽzgh̃zg + ax
˜bzzgcy

˜dzzg ˜gzzg + aycx ˜gzzg
˜jzzg ˜pzzg + bxbyr̃zg t̃zgw̃zg+

bxcy ˜ezzg ˜gzzgm̃zzg + bycx
˜fzzg

˜izzg ˜ozzg

˜hzzg+1 = axayd̃z
2
g ĩzg + axcy ˜czz2

g
˜hzzg + aycx

˜izz
2
g ˜rzzg + bxbys̃z2

gx̃zg + bxcy
˜fzz

2
g ˜nzzg+

bycx
˜hzz

2
g ˜qzzg

˜izzg+1 = axayd̃zgẽzg j̃zg + axcy ˜czzg
˜dzzg

˜izzg + aycx
˜izzg

˜jzzg ˜szzg + bxbys̃zg t̃zgỹzg+

bxcy
˜fzzg ˜gzzg ˜ozzg + bycx

˜hzzg
˜izzg ˜rzzg

˜jzzg+1 = axayẽz2
gk̃zg + axcy

˜dzz
2
g

˜jzzg + aycx
˜jzz

2
g

˜tzzg + bxby t̃z
2
gz̃zg + bxcy ˜gzz2

g ˜pzzg+

bycx
˜izz

2
g ˜szzg

˜kzzg+1 = axayf̃ z
3
g + axcy ˜ezz3

g + aycxm̃zz3
g + bxbyũz3

g + bxcy
˜kzz

3
g + bycx

˜lzz
3
g

˜lzzg+1 = axayf̃ zgg̃z2
g + axcy ˜ezzg

˜fzz
2
g + aycxm̃zzg ˜ozz2

g + bxbyũzgṽz2
g + bxcy

˜kzzg
˜lzz

2
g+

bycx
˜lzzg ˜nzz2

g

m̃zzg+1 = axayf̃ zgh̃z
2
g + axcy ˜ezzg ˜gzz2

g + aycxm̃zzg ˜pzz2
g + bxbyũzgw̃z2

g + bxcy
˜kzzgm̃zz2

g+

bycx
˜lzzg ˜ozz2

g

˜nzzg+1 = axayg̃z2
g ĩzg + axcy

˜fzz
2
g

˜hzzg + aycx ˜ozz2
g ˜rzzg + bxbyṽz2

gx̃zg + bxcy
˜lzz

2
g ˜nzzg+

bycx ˜nzz2
g ˜qzzg

˜ozzg+1 = axayg̃zgh̃zg j̃zg + axcy
˜fzzg ˜gzzg

˜izzg + aycx ˜ozzg ˜pzzg ˜szzg + bxbyṽzgw̃zgỹzg+

bxcy
˜lzzgm̃zzg ˜ozzg + bycx ˜nzzg ˜ozzg ˜rzzg

˜pzzg+1 = axayh̃z
2
gk̃zg + axcy ˜gzz2

g
˜jzzg + aycx ˜pzz2

g
˜tzzg + bxbyw̃z2

gz̃zg + bxcym̃zz2
g ˜pzzg+

bycx ˜ozz2
g ˜szzg

˜qzzg+1 = axay ĩz
3
g + axcy

˜hzz
3
g + aycx ˜rzz3

g + bxbyx̃z3
g + bxcy ˜nzz3

g + bycx ˜qzz3
g

˜rzzg+1 = axay ĩzg j̃z
2
g + axcy

˜hzzg
˜izz

2
g + aycx ˜rzzg ˜szz2

g + bxbyx̃zgỹz2
g + bxcy ˜nzzg ˜ozz2

g+

bycx ˜qzzg ˜rzz2
g

˜szzg+1 = axay j̃z
2
gk̃zg + axcy

˜izz
2
g

˜jzzg + aycx ˜szz2
g

˜tzzg + bxbyỹz2
gz̃zg + bxcy ˜ozz2

g ˜pzzg+

bycx ˜rzz2
g ˜szzg

˜tzzg+1 = axayk̃z
3
g + axcy

˜jzz
3
g + aycx

˜tzz
3
g + bxbyz̃z3

g + bxcy ˜pzz3
g + bycx ˜szz3

g

(C.8)

cujos elementos ax, ay, bx, by, . . . surgem da contribuição do campo externo:

Mx
campo =

(
ax bx ax bx cx cx

)
(C.9)

My
campo =

(
ay by cy cy by ay

)
(C.10)
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Os elementos iniciais da matriz auxiliar, i.e., da matriz L0, são: q̃0 = ã3, r̃0 = ã b̃2, s̃0 = ã c̃2,
t̃0 = ã d̃2, ũ0 = a e2, ṽ0 = a f 2, w̃0 = b2 g, x̃0 = b c h, ỹ0 = b̃ d̃ ĩ, z̃0 = b̃ ẽ j̃ , ãz0 = b̃ f̃ k̃,
b̃z0 = c̃2 l̃, c̃z0 = c̃ d̃ m̃, d̃z0 = c̃ ẽ ñ, ẽz0 = c̃ f̃ õ, f̃ z0 = d̃2 p̃, g̃z0 = ãp d̃ ẽ, h̃z0 = b̃p d̃ f̃ ,
ĩz0 = c̃p ẽ2, j̃z0 = d̃p ẽ f̃ , k̃z0 = ẽp f̃ 2, l̃z0 = g̃3, m̃z0 = g̃ h̃2, ñz0 = g̃ ĩ2, õz0 = g̃ j̃2,
p̃z0 = g̃ k̃2, q̃z0 = h̃2 l̃, r̃z0 = h̃ ĩ m̃, s̃z0 = h̃ j̃ ñ, t̃z0 = h̃ k̃ õ, ũz0 = ĩ2 p̃, ṽz0 = ãp ĩ j̃,
w̃z0 = b̃p ĩ k̃, x̃z0 = c̃p j̃2, ỹz0 = d̃p j̃ k̃, z̃z0 = ẽp k̃2, ˜azz0 = l̃3, ˜bzz0 = l̃ m̃2, ˜czz0 = l̃ ñ2,
d̃z0 = l̃ õ2, ˜ezz0 = m̃2 p̃, ˜fzz0 = ãp m̃ ñ, ˜gzz0 = b̃p m̃ õ, ˜hzz0 = c̃p ñ2, ˜izz0 = d̃p ñ õ,
˜jzz0 = ẽp õ2, ˜kzz0 = p̃3, ˜lzz0 = ãp2 p̃, m̃zz0 = b̃p

2
p̃, ˜nzz0 = ãp2 c̃p, ˜ozz0 = ãp b̃p d̃p,

˜pzz0 = b̃p
2

ẽp, ˜qzz0 = c̃p3, ˜rzz0 = c̃p d̃p
2, ˜szz0 = d̃p

2
ẽp, r̃z0 = h̃ ĩ m̃, ˜tzz0 = ẽp3.

A energia livre de Helmholtz pode ser escrita como fg = −T ln[Λg]/Ng. Assumindo
uma definição alternativa, f̄g = −T ln[ ˜tzzg]/Ng – levando em conta que ˜tzzg é a variável
com crescimento exponencial mais rápido –, pode-se calcular os mapas para f̄g, já que, no
limite para g → ∞, fg e f̄g tornam-se idênticos. Assim,

f̄g+1 = −T
ln
(

˜tzzg+1
)

Ng+1

= −
T log

(
axayk̃z

3
g + axcy

˜jzz
3
g + aycx

˜tzz
3
g + bxbyz̃z3

g + bxcy ˜pzz3
g + bycx ˜szz3

g

)
Ng+1

= 3Ngf̄g

Ng+1
−

T ln
(
axayϕ3

g + axcyχω3
g + aycx + bxbyµω3

g + bxcyδωω3
g + bycxηωω3

g

)
Ng+1

(C.11)
que pode ser iterada até qualquer geração g que se queira mediante as seguintes definições
para os mapas dos elementos de Lg: αg = q̃g/ ˜tzzg; βg = r̃g/ ˜tzzg; γg = s̃g/ ˜tzzg; . . . ; ωg =
ñzg/ ˜tzzg; αωg = õzg/ ˜tzzg; . . . ; ωωg = ˜lzzg/ ˜tzzg; αωωg = m̃zzg/ ˜tzzg; . . .



Anexos





131

ANEXO A – Artigo publicado sobre o
modelo MSZ na RHD

PHYSICAL REVIEW E 103, 032111 (2021)
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The Maier-Saupe-Zwanzig model for the nematic phase transitions in liquid crystals is investigated in
a diamond hierarchical lattice. The model takes into account a parameter to describe the biaxiality of the
microscopic units. Also, a suitably chosen external field is added to the Hamiltonian to allow the determination
of critical parameters associated with the nematic phase transitions. Using the transfer-matrix technique, the free
energy and its derivatives are obtained in terms of recursion relations between successive generations of the
hierarchical lattice. In addition, a real-space renormalization-group approach is developed to obtain the critical
parameters of the same model system. Results of both methods are in excellent agreement. There are indications
of two continuous phase transitions. One of them corresponds to a uniaxial-isotropic transition, in the class of
universality of the three-state Potts model on the diamond hierarchical lattice. The transition between the biaxial
and the uniaxial phases is in the universality class of the Ising model on the same lattice.

DOI: 10.1103/PhysRevE.103.032111

I. INTRODUCTION

Liquid crystals are intermediate phases of matter with rich
macroscopic patterns associated with orientational order [1].
Nematic liquid crystals are perhaps the best known and inves-
tigated class of these systems. From a microscopic point of
view, these nematic systems consist of anisotropic molecular
or micellar structures, which we call nematogens, and which
are associated with microscopic directors. This general term
refers to the microscopic components of a large class of sys-
tems with quite different properties, including thermotropic
and lyotropic (or colloidal) liquid crystals. In a simple uniaxial
nematic phase, on the average these microscopic directors
are aligned along a preferred direction. As we increase the
temperature, there may be a usually weak and discontinuous
transition to a disordered structure, which is perhaps the best
studied phase transition phenomenon in liquid crystalline sys-
tems [2]. A macroscopic rotational symmetry breaking around
a preferred nematic direction can lead to a nematic phase
with three independent directions, which is known as the
biaxial nematic phase [3]. In general, cylindrical or ellipsoidal
nematogens give rise to uniaxial phases only, but biaxial ne-
matic structures cannot be ruled out. These biaxial nematic
structures have been predicted theoretically by Freiser a long
time ago [4], have been initially found in micellar systems
[5], and seem nowadays to have been characterized in some
anisotropic board-shaped nematogens [6], more specifically in
those with a significant degree of size dispersivity [7]. Follow-
ing a possible but still somewhat controversial experimental
identification of thermotropic biaxial nematic liquid crystals

[8–12], a large number of experimental, computational, and
theoretical investigations have found a new stimulus [13].
The transition from a uniaxial nematic to an isotropic liq-

uid crystalline phase can be accounted for by the mean-field
Maier-Saupe theory [14], which plays a prominent role among
the theoretical descriptions of liquid crystalline transitions.
This theory also leads to the well-known form of the Landau–
de Gennes expansion of the free energy in terms of a tensor
order parameter, with the cubic term that guarantees the first-
order character of the transition between uniaxial nematic and
disordered phases [1]. On the basis of this approach, we can
devise a bona fide lattice statistical model, with quadrupolar
variables on the lattice sites, and with the energy restricted
to pair interactions. A fully connected version of this model,
which we call the Maier-Saupe (MS) model, and which is
analogous of the Curie-Weiss model of magnetism, leads to
the known results of the nematic mean-field theory. Also,
according to the work of Freiser, it is possible to introduce bi-
axial elements in the Maier-Saupe theory, which lead to stable
biaxial structures at low temperatures, and to a second-order
biaxial-uniaxial phase transition.
The Maier-Saupe approach can be combined with an as-

sumption of discrete orientations of the microscopic directors
associated with the nematogens. This approximation was orig-
inally proposed by Zwanzig [15] in the context of a work
with the hard cylinder model of Onsager for the nematic
transition, and has been later adopted by a number of authors
[16–23]. Although it may not be adequate to account for the
properties of systems with hard boardlike particles [24–26], it
has been used to obtain a number of equilibrium features of

2470-0045/2021/103(3)/032111(11) 032111-1 ©2021 American Physical Society
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Abstract
We analyze the thermodynamic behavior of a discrete version of the Maier–Saupe model for the nematic phase transitions 
in liquid crystals in the Apollonian network. This simple model, which we call Maier–Saupe–Zwanzig (MSZ) model, has 
been investigated in a variety of situations and geometric substrates. In terms of a single energy parameter, it has been shown 
to account for the well-known transition between uniaxially ordered and disordered phases in nematic liquid crystals. We 
consider a special Apollonian lattice, and use an exact transfer matrix approach, to investigate the occurrence of these phase 
transitions. We obtain numerical precise results for the free energy and its derivatives, as well as for the correlation lengths, 
which come from the iterations of recursion relations for the transfer matrix elements of successive generations of the lat-
tice. Results are compared with similar findings on a diamond hierarchical lattice. In contrast with the diamond lattice, and 
in agreement with similar analyses for the Ising model, we find some special thermodynamic features, including peculiar 
behavior of the correlations functions, but no singular behavior of the free energy.

Keywords Nematic crystal · Mayer–Saupe–Zwanzig model · Apollonian network · Transfer matrix

1 Introduction

Nematic structures, which are very commonly displayed 
by liquid crystalline systems, are usually formed by micro-
scopic anisotropic nematogenic elements of either molecular 

or micellar nature. The orientation of the Cartesian directors 
of these microscopic nematogens gives rise to ordered and 
disordered phases. In general, these systems display very 
rich phase diagrams, with the presence of distinct orienta-
tional phases [1]. In the disordered phase, there is no average 
orientation of the nematic directors. In the ordered phase, 
the average microscopic nematic directors are along a given 
direction. Phase transitions can be controlled by changing 
the temperature [2]. A more complex arrangement can be 
found when the nematogens are characterized by anisotropic 
shapes [3], which may be combined or not with size disper-
sity [4]. The presence of a biaxial nematic phase suggested 
long ago [5–7] is still questioned by some authors based 
on experimental details of the X-ray scattering technique 
[8–10]. In contrast, some evidences suggest the stabilization 
of a biaxial phase in thermotropic liquid crystals, where its 
presence has been reported even in the cases of ellipsoidal 
nematogens [11–15].

A first principles theoretical approach to describe all the 
details of the phase diagrams of nematic liquid crystals is 
a long-standing open quest. Among the most successful 
attempts to explain the transitions, we include the phenom-
enological mean-field proposal of Maier and Saupe [16]. Its 
main assumptions may be conveniently expressed in terms 
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