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RESUMO

Nesta tese apresentamos um estudo das transformações de Bäcklund para as hie-

rarquias Korteweg - de Vries (KdV) e modi�cada Korteweg - de Vries (mKdV). Mostramos

que é possível obter uma auto-transformação de Bäcklund válida para todas as equações que

compõem as hierarquias KdV e mKdV. Para isso, usamos o sistema de Riccati associado a

cada hierarquia e demonstramos, por indução matemática, que o mesmo se mantém invari-

ante sob uma dada transformação. Além disso, usamos as auto-transformações de Bäcklund

para obter as soluções sólitons e as fórmulas de superposição não linear de cada hierarquia.

Palavras-chave: Transformações de Bäcklund, Sólitons, Equações não lineares.
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ABSTRACT

In this thesis we present a study of the Bäcklund transformations for the hierarchies

Korteweg - de Vries (KdV) and modi�ed Korteweg - de Vries (mKdV). We show that it is

possible to obtain a auto-Bäcklund transformation valid for all the equations that make up

the KdV and mKdV hierarchies. For this, we use the Riccati system associated with each

hierarchy and demonstrate, by mathematical induction, that it remains invariant under a

given transformation. In addition, we use the auto-Bäcklund transformation to obtain the

soliton solutions and the non-linear superposition formulas of each hierarchy.

Keywords: Bäcklund Transformations, Sólitons, Nonlinear equations.
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Capítulo 1

Introdução

As transformações de Bäcklund foram introduzidas pelo físico-matemático A. V.

Bäcklund no contexto da geometria diferencial [1�12]. Uma das primeiras transformações

de Bäcklund encontradas foi associada à equação seno-Gordon, uma equação que, nesse

contexto, descreve superfícies com curvatura gaussiana constante e negativa. Mais tarde,

vários autores mostraram que uma vasta quantidade de equações de evolução admitem uma

transformação de Bäcklund, tais como a equação Korteweg-de Vries (KdV), modi�cada KdV

(mKdV), equação não linear de Schrödinger, senh-Gordon, entre outras [2, 13�28].

De forma geral, através de uma transformação de Bäcklund é possível relacionar

duas equações diferenciais parciais (EDP's), de forma que, se conhecemos a solução de uma

das equações pode-se obter a solução da outra. Nota-se que existem situações em que as

transformações de Bäcklund relacionam duas soluções de uma mesma EDP, nesse caso a

transformação é chamada de auto-transformação de Bäcklund. Uma vantagem do uso das

transformações de Bäcklund é o teorema de Bianchi (princípio da permutabilidade), que

permite a obtenção de um principio de superposição não linear das soluções da equação

em estudo. Esse princípio consiste de uma expressão puramente algébrica que possibilita a

obtenção de novas soluções a partir de uma solução inicial conhecida. Dessa forma, usando

auto-transformações de Bäcklund, é possível obter uma série de soluções da equação não

linear, sem a necessidade de realizar um número excessivo de integrações. Vários autores

mostram que se pode obter soluções sólitons usando as auto-transformações de Bäcklund

1



Capítulo 1. Introdução 2

[14�16,29�36].

O estudo das equações diferenciais parciais não lineares que possuem soluções tipo

sóliton, como as já citadas KdV, mKdV, seno-Gordon, não linear de Schrödinger, etc, tem

sido um tema de grande relevância e interesse tanto na área da física como na matemática,

engenharia, biologia, etc [37�42]. Pelo fato de não obedecer o princípio de superposição linear,

o processo de obtenção de soluções para as equações não lineares se torna mais complicado.

Um método largamente usado para obter a solução de equações não lineares é o espalhamento

inverso, que associa à equação não linear de interesse, um sistema linear auxiliar (ver em [1,

13,15,17,24,43�54]). Nesse contexto, as equações não lineares são expressas como a condição

compatibilidade de duas equações lineares que constituem um problema de autovalores e

possuem a seguinte forma:

ψx(x, t) = Xψ(x, t)

ψt(x, t) = Tψ(x, t),

onde usamos a notação wx ≡ ∂
∂x
w. ψ(x, t) é um vetor e X e T são matrizes cujas entradas

dependem da solução u(x, t) da equação não linear associada. Da condição de compatibilidade

das duas equações acima, ou seja, fazendo ψxt = ψtx, e com a escolha adequada dos operadores

X e T é obtida a equação não linear em estudo.

Uma hierarquia integrável é composta por uma família de in�nitas equações que

possuem uma série de propriedades em comum, por exemplo, associado ao conceito de in-

tegrabilidade estão: existência de soluções sólitons, transformações de Bäcklund, estrutura

bi-Hamiltoniana, in�nitas leis de conservação, formulação via par de Lax, etc. Para mais de-

talhes ver [55�74]. Nesse contexto, a partir de um sistema linear associado, são construídas

as hierarquias integráveis, que são compostas de in�nitas equações de evolução, cada uma

delas associada a um tempo tn. Sendo que, a matriz X é comum a todas elas, já a matriz

T , é escrita como uma expansão em série �nita. Desse modo, o grau máximo da expansão

em série de�nirá o grau da equação não linear obtida. Esses conceitos são válidos inclusive

para tempos com índices negativos bem como para as chamadas hierarquias mistas, como foi

mostrado em [75].
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Na referência [3], Chern e Tenenblat introduziram uma maneira sistemática de estu-

dar equações diferenciais descrevendo superfícies pseudo-esféricas e usando o problema linear

associado a uma equação diferencial não linear. Neste contexto, as transformações de Bäc-

klund são apresentadas como transformações que deixam invariante o sistema de Riccati

associado à equação diferencial em consideração. Na referência [76], usamos o fato de que as

hierarquias KdV e mKdV descrevem superfícies pseudo-esféricas para fornecer explicitamente

suas transformações de Bäcklund. Para isso, introduzimos uma transformação e mostramos,

por indução matemática, que a mesma mantém invariante o sistema de Riccati da hierar-

quia. O sistema de Riccati é obtido a partir do par de Lax associado à equação não linear

em estudo. Assim, por exemplo, no caso da equação KdV, o sistema de Riccati é constituído

por duas equações: uma delas proveniente do operador espacial do par de Lax X, e outra

que é obtida a partir do operador temporal T . Entretanto, é possível obter o sistema de

Riccati de toda a hierarquia de equações. Nesse processo, obtemos um sistema de Riccati

formado por um conjunto de n equações na parte temporal, uma vez que o operador temporal

é escrito como uma expansão em série de potências com n termos. Para demonstrar a inva-

riância da parte espacial do sistema de Riccati para um n qualquer, se faz necessário, então,

o uso do método da indução matemática. Uma vez realizada essa etapa, mostramos que é

possível obter uma transformação de Bäcklund que seja válida para todas as equações que

compõem uma dada hierarquia. É importante observar que o sistema de Riccati associado à

cada equação isoladamente é invariante por uma dada transformação, mas a demonstração

dessa propriedade para uma hierarquia inteira, composta por in�nitas equações, é o principal

resultado que apresentamos nessa tese.

A presente tese está organizada como se segue: No capítulo 2 vamos apresentar o

método de obtenção de soluções sólitons usando transformações de Bäcklund para as equações

seno-Gordon, KdV e mKdV. No capítulo 3 vamos apresentar a construção das hierarquias

KdV e mKdV a partir do problema de autovalores associado e do par de Lax de cada hierar-

quia. No capítulo 4 nós obtemos o Sistema de Riccati geral de cada hierarquia e mostramos,

por indução matemática, que o mesmo é invariante mediante uma transformação proposta,

o que nos permite obter as auto-Transformações de Bäcklund para cada hierarquia. No ca-

pítulo 5 usaremos as auto transformações de Bäcklund para obter as soluções sólitons e as
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fórmulas de superposição não lineares de cada hierarquia. No capítulo 6 apresentamos nossas

conclusões e perspectivas de trabalhos futuros.



Capítulo 2

Transformações de Bäcklund

Neste capítulo apresentaremos alguns aspectos básicos das transformações de Bäc-

klund e mostraremos como obter soluções sólitons para as equações seno-Gordon, KdV e

mKdV (ver [1, 2, 55]). O principio da permutabilidade das transformações de Bäcklund será

usado para obter as soluções multi-sólitons.

Uma transformação de Bäcklund é um par de equações diferenciais acopladas do

tipo:

Bi(u, v, ux, vx, ut, vt, ...) = 0, i = 1, 2. (2.1)

onde duas funções u(x, t) e v(x, t) são soluções das equações diferenciais P (u(x, t)) = 0 e

Q(v(x, t)) = 0, respectivamente. De forma geral, através de uma transformação de Bäcklund

é possível relacionar duas equações diferenciais de forma que, se conhecemos uma solução par-

ticular de uma das equações pode-se obter a solução da outra. Dessa maneira, encontramos

u(x, t) que é uma solução de P (u(x, t)) = 0 sem resolver a própria equação, simplesmente

integrando a transformação de Bäcklund. Podemos observar, dessa forma, que o uso das

transformações de Bäcklund é e�caz para obter soluções de uma certa equação diferencial

a partir da solução de outra. Naturalmente, essa abordagem é útil se as transformações de

Bäcklund forem, em algum sentido, mais simples que a equação original.

Nota-se que existem situações em que as transformações de Bäcklund podem rela-

5



Capítulo 2. Transformações de Bäcklund 6

cionar duas soluções de uma mesma EDP, de modo que u e v satisfazem a mesma equação,

então (2.1) é chamada de auto transformação de Bäcklund, e isso permite a construção de

uma forma recursiva de obter várias soluções a partir de uma solução trivial conhecida. Uti-

lizaremos esse raciocínio para construir soluções multi-sólitons para os modelos que serão

estudados.

2.1 Soluções sólitons para a equação seno-Gordon

A equação seno-Gordon pode ser escrita da forma:

wxt = sin(w), (2.2)

onde w ≡ w(x, t) e usamos a notação wx ≡ ∂
∂x
w e wxt ≡ ∂2

∂x∂t
w.

A transformação de Bäcklund para a equação seno-Gordon é dada por:

(w + v)x = 2asin

(
w − v

2

)
, (2.3)

(w − v)t =
2

a
sin

(
w + v

2

)
, (2.4)

onde a é um parâmetro constante.

Derivando (2.3) em relação à t e (2.4) em relação à x, após algumas manipulações,

obtemos:

wxt = sin(w),

vxt = sin(v), (2.5)

nesse caso em que w(x, t) e v(x, t) satisfazem a mesma equação, dizemos que (2.3) e (2.4)

constituem uma auto transformação de Bäcklund.

Observamos que v(x, t) = 0 é uma solução da segunda equação em (2.5), logo a

solução da equação seno-Gordon (2.2) pode ser obtida fazendo v = 0 em (2.3) e em (2.4).
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Teremos então:

wx = 2asin
(w

2

)
,

wt =
2

a
sin
(w

2

)
. (2.6)

Integrando as equações de acima e após algumas manipulações, obtemos a seguinte solução:

w(x, t) = 4tan−1
[
ce(ax+

t
a)
]
. (2.7)

Essa é a solução 1-sóliton da equação seno-Gordon, onde c é uma constante e a é a

velocidade de propagação da onda. A �gura 2.1 mostra o grá�co de w(x, t).

Figura 2.1: Grá�co de w(x, t) (2.7), conhecida como Kink, em t = −3, t = 0 e t = 3 com
c = 1 e a = 1

A solução 2-sólitons pode ser obtida também por meio da transformação de Bäc-

klund. Nesse caso vamos usar o teorema de Bianchi (principio da permutabilidade) que diz

que duas sucessivas transformações de Bäcklund são comutativas, ou seja, se duas trans-

formações de Bäcklund com parâmetros distintos a1 e a2, levam uma solução w0 em outra

solução w12, então a ordem de aplicação das transformações é irrelevante. A �gura 2.2 mostra

uma representação desse teorema: a partir de uma solução w0 é aplicada a transformação de

Bäcklund com parâmetro a1 para obter a solução w1, depois disso é aplicada a transforma-

ção de Bäcklund, agora com parâmetro a2 para obter a solução w12. Segundo o teorema da

permutabilidade, quando partimos da solução w0, aplicamos primeiro a transformação com

parâmetro a2 e depois a transformação de parâmetro a1, é obtido o mesmo resultado w12.
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Figura 2.2: Diagrama representativo do teorema de Bianchi (principio da permutabilidade)
para duas sucessivas transformações de Bäcklund com parâmetros a1 e a2

Aplicando esse teorema à parte espacial da transformação de Bäcklund (2.3), obte-

mos:

(w1 + w0)x = 2a1sin

(
w1 − w0

2

)
, (2.8)

(w12 + w1)x = 2a2sin

(
w12 − w1

2

)
, (2.9)

(w2 + w0)x = 2a2sin

(
w2 − w0

2

)
, (2.10)

(w12 + w2)x = 2a1sin

(
w21 − w2

2

)
, (2.11)

subtraindo as equações (2.9) e (2.8), bem como subtraindo as equações (2.11) e (2.10), com-

binando os resultados e usando algumas propriedade trigonométricas, obtemos:

a1

[
sin

(
w12 − w0

4

)
cos

(
w1 − w2

4

)
+ cos

(
w12 − w0

4

)
sin

(
w1 − w2

4

)]
=

= a2

[
sin

(
w12 − w0

4

)
cos

(
w1 − w2

4

)
+ cos

(
w12 − w0

4

)
sin

(
w2 − w1

4

)]
, (2.12)

reorganizando, temos:

tan

(
w12 − w0

4

)
=

(
a1 + a2
a1 − a2

)
tan

(
w2 − w1

4

)
, (2.13)
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de onde obtemos w12.

w12 = w0 + 4tan−1

[(
a1 + a2
a1 − a2

)
tan

(
w2 − w1

4

)]
, (2.14)

esse é o princípio de superposição não linear, uma vez que essa expressão relaciona as soluções

da equação seno-Gordon. Observamos que a partir de três soluções conhecidas w0 = 0, w1 e

w2, que são duas soluções 1-sóliton dadas por (2.7), é possível obter uma nova solução w12,

por uma expressão algébrica (2.13). Sabendo que as soluções 1-sóliton, w1 e w2, são dadas

por (2.7), ou seja,

wi = 4tan−1

[
cie

(
aix+

t
ai

)]
, (2.15)

onde i = 1, 2, ci são duas constantes e ai são as velocidades de cada onda. Substituindo (2.15)

em (2.14) e usando a propriedade da tangente de uma soma, a saber, tan(a+b) = tan(a)+tan(b)
1−tan(a)tan(b) ,

obtemos o seguinte resultado:

w12 = 4tan−1

A12

 c2e

(
a2x+

t
a2

)
− c1e

(
a1x+

t
a1

)

1 + c2e

(
a2x+

t
a2

)
c1e

(
a1x+

t
a1

)
 , (2.16)

essa é a solução 2-sólitons da equação seno-Gordon, onde A12 =
(
a1+a2
a1−a2

)
. A �gura 2.3 mostra

o grá�co de w12(x, t).

Figura 2.3: Grá�co de w12(x) (2.16), em t = −15, t = 0 e t = 15 com c1 = c2 = 1, a1 = 1 e
a2 = −2

A solução 3-sólitons pode ser obtida de forma semelhante. A �gura 2.4, mostra uma
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representação do teorema da permutabilidade para a aplicação sucessiva de três transforma-

ções de Bäcklund.

Figura 2.4: Diagrama representativo do teorema da permutabilidade para três sucessivas
transformações de Bäcklund com parâmetros a1, a2 e a3.

Usando o teorema da permutabilidade para três transformações de Bäcklund suces-

sivas obtemos as equações abaixo:

(w1 + w0)x = 2a1sin

(
w1 − w0

2

)
, (2.17)

(w2 + w0)x = 2a2sin

(
w2 − w0

2

)
, (2.18)

(w3 + w0)x = 2a3sin

(
w3 − w0

2

)
, (2.19)

(w12 + w1)x = 2a2sin

(
w12 − w1

2

)
, (2.20)

(w12 + w2)x = 2a1sin

(
w12 − w2

2

)
, (2.21)
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(w13 + w1)x = 2a3sin

(
w13 − w1

2

)
, (2.22)

(w13 + w3)x = 2a1sin

(
w13 − w3

2

)
, (2.23)

(w23 + w2)x = 2a3sin

(
w23 − w2

2

)
, (2.24)

(w23 + w3)x = 2a2sin

(
w23 − w3

2

)
, (2.25)

(w123 + w12)x = 2a3sin

(
w123 − w12

2

)
, (2.26)

(w123 + w13)x = 2a2sin

(
w123 − w13

2

)
, (2.27)

(w123 + w23)x = 2a1sin

(
w123 − w23

2

)
, (2.28)

onde w0 é a solução inicial da seno-Gordon, e podemos escolher w0 = 0, w1, w2 e w2 são

soluções 1-sóliton dadas por (2.15), w12, w13 e w23 são soluções 2-sólitons dadas por (2.16),

ou seja,

w12 = 4tan−1

A12

 c2e

(
a2x+

t
a2

)
− c1e

(
a1x+

t
a1

)

1 + c1e

(
a1x+

t
a1

)
c1e

(
a1x+

t
a1

)
 , (2.29)

w13 = 4tan−1

A13

 c3e

(
a3x+

t
a3

)
− c1e

(
a1x+

t
a1

)

1 + c3e

(
a3x+

t
a3

)
c1e

(
a1x+

t
a1

)
 , (2.30)

w23 = 4tan−1

A23

 c3e

(
a3x+

t
a3

)
− c2e

(
a2x+

t
a2

)

1 + c3e

(
a3x+

t
a3

)
c2e

(
a2x+

t
a2

)
 , (2.31)

onde Aij =
(
ai+aj
ai−aj

)
, i = 1, 2, 3, ci são constantes e ai são as velocidades de cada onda.

Além disso, para obter w123(x, t), vamos subtrair as equações (2.20) e (2.26), bem

como subtraindo as equações (2.22) e (2.27), combinando os resultados e usando algumas
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propriedade trigonométricas, obtemos:

a3

[
sin

(
w123 − w12

2

)
− sin

(
w1 − w13

2

)]
= a2

[
sin

(
w123 − w13

2

)
− sin

(
w1 − w12

2

)]
,

reorganizando, teremos:

w123 = w1 + 4tan−1

[(
a2 + a3
a2 − a3

)
tan

(
w13 − w12

4

)]
, (2.32)

mais uma vez temos o princípio de superposição não linear, que nesse caso permite obter a

solução 3-sólitons a partir de uma solução 1-sóliton e duas soluções 2-sólitons. Sabendo que

as soluções 1-sóliton são dadas por (2.7), e as soluções 2-sólitons são dados por (2.16), então

(2.32) �ca da seguinte forma:

w123 = 4tan−1η1

+ 4tan−1

[
A23

A13 (η3 − η1)− A12 (η2 − η1)
(1 + η3η1) (1 + η2η1) + A13A12 (η3 − η1) (η2 − η1)

]
, (2.33)

onde: ηi = cie

(
aix+

t
ai

)
, i = 1, 2, 3, podemos ainda usar a seguinte propriedade trigonométrica:

tan−1(A) + tan−1(B) = tan−1
(
A+B
1−AB

)
, e obtemos o seguinte resultado:

w123 = 4tan−1

[
η1(1 + η3η1)(1 + η2η1) + A13A12η31η21 − A23 [A13η31 − A12η21]

(1 + η3η1)(1 + η2η1) + A13A12η31η21 − η1A23(A13η31 − A12η21)

]
, (2.34)

onde ηij = ηi − ηj. Essa é a solução 3-sólitons da equação seno-Gordon. A �gura 2.5 mostra

o grá�co de w123(x, t).

2.2 Soluções sólitons para a equação KdV

A equação KdV pode ser escrita da forma:

ut + 6uux + uxxx = 0, (2.35)
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Figura 2.5: Grá�co de u(x) (2.34), em t = −20, t = 0 e t = 20 com c1 = c2 = c3 = 1, a1 = 1,
a2 = 2 e a3 = 1, 5

A transformação de Bäcklund para a equação KdV é dada por:

(w1 + w0)x = 2a+
1

2
(w1 − w0)

2, (2.36)

(w1 − w0)t = 3(w2
1x − w2

0x)− (w1xxx − w0xxx), (2.37)

onde a é um parâmetro constante e ui = wix, i = 0, 1.

Derivando (2.36) em relação à t e (2.37) em relação à x, após algumas manipulações

obtemos que:

u0t + 6u1u0x + u0xxx = 0,

u1t + 6u2u1x + u1xxx = 0, (2.38)

nesse caso em que u0(x, t) e u1(x, t) satisfazem a mesma equação, dizemos que (2.36) e (2.37)

constituem uma auto transformação de Bäcklund.

A solução u1(x, t) da equação KdV (2.35), pode ser obtida usando u0 = 0, que é

solução trivial da equação KdV. Então, como u0 = w0x, faremos w0 = 0, então de (2.36) e

(2.37) teremos as seguintes equações:

w1x = 2a+
1

2
w2

1,

w1t = 4aw1x, (2.39)
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onde usamos a primeira equação de (2.39) para calcular w1xxx. Integrando as equações acima

e após algumas manipulações, obtemos a seguinte solução:

w1(x, t) = −2ktanh(kx− 4k3t), (2.40)

onde a = −k2 é a velocidade da onda. Como u1 = w1x, então,

u1(x, t) = −2k2sech2(kx− 4k3t). (2.41)

Esta é a solução 1-sóliton da equação KdV. A �gura 2.6 mostra o grá�co dessa solução.

Figura 2.6: Grá�co de u1(x) (2.41), com k = 1, em t = −1, t = 0 e t = 1, respectivamente

A solução 2-sólitons pode ser obtida também por meio da transformação de Bäc-

klund, de modo semelhante ao usado na seção anterior. Aplicando o teorema da permutabi-

lidade na parte espacial da transformação de Bäcklund (2.36), obtemos:

(w1 + w0)x = 2a1 +
1

2
(w1 − w0)

2, (2.42)

(w12 + w1)x = 2a2 +
1

2
(w12 − w1)

2, (2.43)

(w2 + w0)x = 2a2 +
1

2
(w2 − w0)

2, (2.44)

(w12 + w2)x = 2a1 +
1

2
(w12 − w2)

2. (2.45)
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Combinando o sistema de equações acima, teremos:

4(a1 − a2) +
1

2
(w1 − w0)

2 − 1

2
(w12 − w1)

2

−1

2
(w2 − w0)

2 +
1

2
(w12 − w2)

2 = 0, (2.46)

de onde podemos extrair w12:

w12 = w0 −
4(a2 − a1)
w2 − w1

(2.47)

esse é o princípio de superposição não linear, uma vez que essa expressão relaciona as soluções

da equação KdV. Observamos que a partir de três soluções conhecidas: w0 = 0, e w1 e w2

dadas por (2.40), é possível obter uma nova solução w12, por uma expressão algébrica (2.47).

Dessa forma, como (2.41) pode ser escrita da forma:

w1(x, t) = −2k1tanh(ρ1),

w2(x, t) = −2k2tanh(ρ2),

onde ρi = kix− 4k3i t, ai = −k2i , i = 1, 2. Então (2.47), poderá ser escrito da seguinte forma:

w12 =
2(k22 − k21)

k2tanhρ2 − k1tanhρ1
. (2.48)

Para obter a solução da equação KdV, vamos usar que u = wx no resultado acima, então:

u12(x, t) =
2(k22 − k21)[k22(1− tanh2ρ2)− k21(1− tanh2ρ1)]

(k2tanhρ2 − k1tanhρ1)2
, (2.49)

Esta é a solução 2-sóliton da equação KdV. A �gura 2.7 mostra o grá�co dessa solução.

A solução 3-sólitons pode ser obtida também por meio da transformação de Bäc-

klund, de modo semelhante ao usado na seção anterior.

Usando o teorema da permutabilidade para três transformações de Bäcklund suces-
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Figura 2.7: Grá�co de u12(x) (2.49), com k1 = 0, 8, k2 = 0, 5 em t = −5, t = 0 e t = 5,
respectivamente

sivas obtemos as equações abaixo:

(w1 + w0)x = 2a1 +
1

2
(w1 − w0)

2, (2.50)

(w2 + w0)x = 2a2 +
1

2
(w2 − w0)

2, (2.51)

(w3 + w0)x = 2a3 +
1

2
(w3 − w0)

2, (2.52)

(w12 + w1)x = 2a2 +
1

2
(w12 − w1)

2, (2.53)

(w13 + w1)x = 2a3 +
1

2
(w13 − w1)

2, (2.54)

(w12 + w2)x = 2a1 +
1

2
(w12 − w2)

2, (2.55)

(w13 + w3)x = 2a1 +
1

2
(w13 − w3)

2, (2.56)

(w23 + w2)x = 2a3 +
1

2
(w23 − w2)

2, (2.57)

(w23 + w3)x = 2a2 +
1

2
(w23 − w3)

2, (2.58)

(w123 + w12)x = 2a3 +
1

2
(w123 − w12)

2, (2.59)

(w123 + w13)x = 2a2 +
1

2
(w123 − w13)

2, (2.60)

(w123 + w23)x = 2a1 +
1

2
(w123 − w23)

2, (2.61)



Capítulo 2. Transformações de Bäcklund 17

Combinando as equações (2.53),(2.54), (2.59) e (2.60), obtemos:

4(a2 − a3) +
1

2
(w12 − w1)

2 − 1

2
(w123 − w12)

2

−1

2
(w13 − w1)

2 +
1

2
(w123 − w13)

2 = 0,

logo,

w123 = w1 −
4(a3 − a2)
w13 − w12

, (2.62)

onde w1 é a solução 1-sóliton e w12 e w13 são duas soluções 2-sólitons.

Usando (2.47) para w12 e w13, então (2.62) pode ser escrita da forma:

w123 =
a1w1(w2 − w3) + a2w2(w3 − w1) + a3w3(w1 − w2)

a1(w2 − w3) + a2(w3 − w1) + a3(w1 − w2)
, (2.63)

como w1, w2 e w3, são soluções 1-sóliton obtidas em (2.41), e podem ser escritas da forma:

wi(x, t) = −2kiγi, onde γi = tanh(ρi), então teremos:

w123 =
(k22 − k21)γ1γ2 + (k21 − k23)γ1γ3 + (k22 − k23)γ2γ3
k1(k23 − k22)γ1 + k2(k21 − k23)γ2 − k3(k21 − k22)γ3

,

Para obter a solução 3-sólitons da equação KdV, vamos usar que u = wx no resultado acima,

então:

u123(x, t) =
bijlγ

2
i + cijlγiγj + dijlγ

2
i γjγl + hijγ

2
i γ

2
j

(k1(k23 − k22)γ1 + k2(k21 − k23)γ2 − k3(k21 − k22)γ3)2
. (2.64)

Essa é a solução 3-sólitons da equação KdV, onde,

bijl = −2k2i (k
2
j − k2l )(−k2i + k2j + k2l ),

cijl = 4kikjk
2
l (k

2
i − k2l )(k2j − k2l ),

dijl = k2i kjkl(k
2
i − k2j )(k2i − k2l ),
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hij = 2k2i k
2
j (k

2
i − k2j )2,

γi = tanh(ρi),

ρi = kix− 4k3i t,

(i, j, l) = 1, 2, 3;

e os índices permutam ciclicamente.

A �gura 2.8 mostra o grá�co dessa solução.

Figura 2.8: Grá�co de u123(x) (2.64), com k1 = 1, k2 = 1, 8 e k3 = 2, 5 em t = −0, 3, t = 0 e
t = 0, 3, respectivamente

2.3 Soluções sólitons para a equação mKdV

A equação mKdV pode ser escrita da forma:

ut + 6u2ux + uxxx = 0. (2.65)

A transformação de Bäcklund para a equação mKdV é dada por:

(w0 + w1)x = 2asin(w1 − w0), (2.66)

(w0 + w1)t = −2a
[
(u1x − u0x)cos(w1 − w0) + (u21 − u20)sin(w1 − w0)

]
, (2.67)

onde a é um parâmetro constante e ui = wix, i=0,1.
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Derivando (2.66) em relação à t e (2.67) em relação à x, obtemos que:

u0t + 6u20u0x + u0xxx = 0,

u1t + 6u21u1x + u1xxx = 0, (2.68)

nesse caso em que u0(x, t) e u1(x, t) satisfazem a mesma equação, dizemos que (2.66) e (2.67)

constituem uma auto transformação de Bäcklund.

A solução u1(x, t) da equação mKdV (2.65), pode ser obtida usando u0 = 0, que é

solução trivial da equação mKdV. Então, como u0 = w0x, faremos w0 = 0, então de (2.66) e

(2.67) teremos as seguintes equações:

w1x = 2asin(w1),

w1t = −2a[u1xcos(w1) + u22sin(w1)], (2.69)

ou seja:

w1x = 2asin(w1),

w1t = −8a3sin(w1), (2.70)

que assume a seguinte solução:

w1(x, t) = 2tan−1[ce2a(x−4a2t)], (2.71)

logo, a solução u1, será dada por:

u1(x, t) =
4ce2a(x−4a2t)

1 + c2e2a(x−4a2t)
, (2.72)

esta é a solução 1-sóliton da equação mKdV. O grá�co dessa função é mostrado na �gura

2.9.

A solução 2-sólitons pode ser obtida também por meio da transformação de Bäcklund

usando o teorema da permutabilidade como na seção anterior. Aplicando esse teorema a
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Figura 2.9: Grá�co de u(x) (2.72), em t = −10, t = 0 e t = 10 com c = 0, 2 e a = 0, 5

equação mKdV em (2.66), obtemos:

(w1 + w0)x = 2a1sin(w1 − w0), (2.73)

(w12 + w1)x = 2a2sin(w12 − w1), (2.74)

(w2 + w0)x = 2a2sin(w2 − w0), (2.75)

(w12 + w2)x = 2a1sin(w21 − w2), (2.76)

Combinando as equações acima, obtemos w12:

w12 = w0 + 2tan−1

[(
a2 + a1
a2 − a1

)
tan

(
w2 − w1

2

)]
, (2.77)

esse é o princípio de superposição não linear, uma vez que essa expressão relaciona as soluções

da equação mKdV. Observamos que a partir de três soluções conhecidas: w0 = 0, e w1 e w2

dadas por (2.71), é possível obter uma nova solução w12, por uma expressão algébrica (2.77).

Dessa forma, como (2.72) pode ser escrita da forma:

w1(x, t) = 2tan−1
[
c1e

2a1(x−4a21t)
]
,

w2(x, t) = 2tan−1
[
c2e

2a2(x−4a22t)
]
,

então (2.77) poderá ser escrita da seguinte forma:

w12 = w0 + 2tan−1

(
A12

η2 − η1
1 + η2η1

)
, (2.78)
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onde ηi = cie
2ai(x− 4a2i t) e A12 = a1+a2

a1−a2 . Dessa forma a solução da equação mKdV, será

dada por:

u12(x, t) = 4A12

[
a2η2(1 + η21)− a1η1(1 + η22)

(1 + η1η2)2 + A2
12(η2 − η1)2

]
, (2.79)

esta é a solução 2-sóliton da equação mKdV. O grá�co dessa função é mostrado na �gura

2.10.

Figura 2.10: Grá�co de u(x) (2.79), em t = −10, t = 0 e t = 10 com c1 = c21, a1 = 1 e
a2 = −0, 5

A solução 3-sólitons pode ser obtida também por meio da transformação de Bäc-

klund, de modo semelhante ao usado na seção anterior. Usando o teorema da permutabilidade
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para três transformações de Bäcklund sucessivas obtemos as equações abaixo:

(w1 + w0)x = 2a1sin(w1 − w0), (2.80)

(w2 + w0)x = 2a2sin(w2 − w0), (2.81)

(w3 + w0)x = 2a3sin(w3 − w0), (2.82)

(w12 + w1)x = 2a2sin(w12 − w1), (2.83)

(w13 + w1)x = 2a3sin(w13 − w1), (2.84)

(w12 + w2)x = 2a1sin(w12 − w2), (2.85)

(w13 + w3)x = 2a1sin(w13 − w3), (2.86)

(w23 + w2)x = 2a3sin(w23 − w2), (2.87)

(w23 + w3)x = 2a2sin(w23 − w3), (2.88)

(w123 + w12)x = 2a3sin(w123 − w12), (2.89)

(w123 + w13)x = 2a2sin(w123 − w13), (2.90)

(w123 + w23)x = 2a1sin(w123 − w23), (2.91)

Do mesmo modo que encontramos a solução na seção anterior para 3-sólitons obtemos

w123(x, t):

w123 = w1 + 2tan−1

[(
a2 + a3
a2 − a3

)
tan

(
w13 − w12

2

)]
, (2.92)

onde w1 é a solução 1-sóliton como em (2.72) e w12 e w13 são duas soluções 2-sólitons como

em (2.47). Assim, vemos que w123 pode ser escrito da forma:

w123 = 2tan−1

(
K123η1η2η3 +K1η1 +K2η2 +K3η3
K123 +K1η2η3 + k2η1η3 +K3η1η2

)
, (2.93)
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onde,

K123 = (a1− a2)(a1− a3)(a2− a3),

K1 = (a1 + a2)(a1 + a3)(a2− a3),

K2 = (a1 + a2)(a3− a1)(a2 + a3),

K3 = (a1− a2)(a1 + a3)(a2− a3),

logo, a solução da equação mKdV será dada por:

u123(x, t) =
A123η1η2η3 − Ω +K123(a1K1η1 + a2K2η2 + a3K3η3)

K123(η21η
2
2η

2
3 + 1) + Θ + Υ

, (2.94)

onde

A123 = 32a1a2a3
[
a21(a

2
3 − a21) + a22(a

2
1 − a22) + a23(a

2
2 − a23)

]
,

Ω = a1K2K3η1(η
2
2 + η23)− a2K1K3η2(η

2
1 + η23)− a3K1K2η3(η

2
1 + η22),

Θ = K2
1(η21 + η22η

2
3) +K2

2(η22 + η21η
2
3) +K2

3(η23 + η21η
2
2),

Υ = b1η2η3(η
2
1 + 1) + b2η1η3(η

2
2 + 1) + b3η1η2(η

2
3 + 1),

b1 = 8a2a3(a
2
2 − a21)(a21 − a23); b2 = 8a1a3(a

2
1 − a23)(a22 − a23); b3 = 8a1a2(a

2
1 − a23)(a23 − a22).

Nesse capítulo mostramos como obter as soluções sóliton por meio das transfor-

mações de Bäcklund para as equações seno-Gordon, KdV e mKdV. O principio da permu-

tabilidade das transformações de Bäcklund foi usado, o que nos permitiu obter as soluções

multi-sólitons por meio de um princípio de superposição não linear, que consiste de uma com-

binação algébrica entre soluções conhecidas. Resultados semelhantes podem ser encontrados

em algumas nas referencias citadas [1, 2, 55]).



Capítulo 3

Construção das Hierarquias

Nesse capítulo vamos apresentar uma construção sistemática das hierarquias KdV

e mKdV a partir do problema de autovalores associado a cada hierarquia.

3.1 Hierarquia KdV

O problema de autovalores para a hierarquia KdV é dado por:

ψx(x, t) = Xψ(x, t)

ψt(x, t) = Tψ(x, t), (3.1)

onde,

ψ =

 φ1(x, t)

φ2(x, t)

 , X =
1

2

 λ 2

−2q(x, t) −λ

 , T =
1

2

 a(x, t) b(x, t)

c(x, t) −a(x, t)

 .(3.2)

Aplicando a condição de compatibilidade em (3.1), ou seja, fazendo ψxt = ψtx obtemos a

equação:

∂tX − ∂xT + [X,T ] = 0, (3.3)

24



Capítulo 3. Construção das Hierarquias 25

onde [X,T ] = XT − TX. Substituindo X e T em (3.3), obtemos:

1

2

 −ax −bx
−2qtN − cx ax

 +
1

4

 λa+ 2c λb− 2a

−2qa− λc −2qb+ λa


− 1

4

 aλ− 2bq 2a− bλ

cλ+ 2aq 2c+ aλ

 = 0, (3.4)

de onde extraímos as seguintes relações:

c =
1

2
(λbx − bxx)− bq,

a =
1

2
(λb− bx) ,

qt =
1

4
bxxx + qbx +

1

2
qxb−

1

4
λ2bx, (3.5)

se nós escolhermos b = 2λ2 + 4q, então de (3.5) vamos obter a equação KdV:

qt = 6qqx + qxxx,

assim, de (3.5) as equações de evolução da hierarquia. De modo geral, os coe�cientes a, b e

c da matriz T são escritos como uma expansão em série de potencias no parâmetro λ. Como

em (3.5) as equações estão escritas em termos de b, então vamos fazer a seguinte expansão

polinomial:

b =
N∑
i=0

Riλ
2(N−i). (3.6)

Observe que a soma está colocada em termos das potencias pares de λ, isso decorre do fato

de que a terceira equação de (3.5) depende de λ2. Substituindo (3.6) na terceira equação de

(3.5), obtemos:

qtN =
N∑
i=0

[(
1

4
Rixxx + qRix +

1

2
qxRi

)
λ2(N−i) − 1

4
Rixλ

2(N−i+1)

]
,
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observe que, de agora em diante, escrevemos o índice N na variável temporal, isso se dá pelo

fato de que para cada valor de N teremos uma equação de evolução da hierarquia. Vamos

reorganizar a equação acima para que possamos evidenciar cada potência de λ na somatória,

para isso observamos que ela pode ser reescrita da forma:

qtN =
1

4
RNxxx + qRNx +

1

2
qxRN −

1

4
R0,xλ

2(N+1)

+
N−1∑
i=0

(
1

4
Rixxx + qRix +

1

2
qxRi −

1

4
Ri+1,x

)
λ2(N−i), (3.7)

assim, agrupando os coe�cientes de cada potência de λ, obtemos:

λ2(N+1) : R0,x = 0⇒ R0 = CTE; (3.8)

λ2(N−i) : Ri+1,x = Ri,xxx + 4qRi,x + 2qxRi; i = 0, 1, ..., N − 1 (3.9)

λ0 : qtN =
1

4
RN,xxx + qRNx +

1

2
qxRN (3.10)

Observamos então que, a partir do problema de autovalores dado em (3.1), é possível ob-

ter as equações da hierarquia usando (3.10). Pode-se notar que estamos usando a variável

q(x, t1, t2, ..., tN), logo, para cada N teremos uma equação do tipo:

qt0 = F (q, qx)

qt1 = F (q, qx, qxx, qxxx)

qt2 = F (q, qx, qxx, qxxx, qxxxx, qxxxxx).

:

como a ordem de cada equação acima é ímpar, podemos deixar cada tempo tN compatível

com a ordem da equação de evolução associada fazendo tN → t2N+1 e escrever a equação

dinâmica:

qt2N+1
=

1

4
RN,xxx + qRNx +

1

2
qxRN , .

Com a expressão acima, e usando (3.8) e (3.9) podemos obter todas as equações da
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hierarquia KdV. Se escolhermos, por exemplo, N = 0, 1, 2 e 3, com R0 = 2, teremos:

qt1 = qx,

qt3 = qxxx + 6qqx,

qt5 = qxxxxx + 30q2qx + 20qxqxx + 10qqxxx+,

qt7 = qxxxxxxx + 140q3qx + 40q2qxxx + 280qqxqxx

+ 70q3x + 14qqxxxxx + 42qxqxxxx + 70qxxqxxx + 130q2xqxxx,

que são as primeiras equações da hierarquia KdV. Observamos que, a partir do problema

de autovalores, escrevendo a matriz T como uma expansão no parâmetro λ (3.6), é possível

obter uma fórmula de recorrência como em (3.9), de onde se obtém as equações da hierarquia.

3.2 Hierarquia mKdV

O problema de autovalores para a hierarquia mKdV é dado por

ψx(x, t) = Xψ(x, t)

ψt(x, t) = Tψ(x, t), (3.11)

com as seguintes matrizes:

ψ =

 φ1(x, t)

φ2(x, t)

 , X =
1

2

 λ q(x, t)

q(x, t) −λ

 , T =
1

2

 a(x, t) b(x, t)

c(x, t) −a(x, t)

 .(3.12)

Aplicando a condição de compatibilidade em (3.11), ou seja, fazendo ψxt = ψtx obtemos a

equação:

∂tX − ∂xT + [X,T ] = 0, (3.13)
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onde [X,T ] = XT − TX. Substituindo X e T em (3.13), obtemos:

1

2

 −ax qtN − bx
qtN − cx ax

 +
1

4

 λa+ qc λb− qa

qa− λc qb+ λa


− 1

4

 aλ+ bq aq − bλ

cλ− aq cq + aλ

 = 0, (3.14)

de onde extraímos as seguintes relações:

ax = −q
2

(b− c),

qtN = bx + aq − bλ

qtN = cx − aq + cλ.

Somando e subtraindo as duas ultimas equações acima obtemos:

ax = −q
2

(b− c),

(b− c)x = λ(b+ c)− 2aq,

qtN =
1

2
(b+ c)x −

1

2
λ(b− c), (3.15)

De (3.15) obtemos os a(x, t), b(x, t) e c(x, t) bem como a equação de evolução associada a

cada tempo da hierarquia. Vamos de�nir novas variáveis com o intuito de facilitar os cálculos:

Q = (b+ c),

λP = (b− c),

λR = a, (3.16)

então (3.15), �ca da seguinte forma:

Rx = −q
2
P,

Px = Q− 2λq,

qtN =
1

2
Qx −

1

2
λ2P. (3.17)
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Observamos que é possível escrever P e Q em função de R e q usando as duas primeiras

equações de (3.17), dessa forma a ultima equação poderá ser escrita em termos apenas de q

e R, como segue:

P = −2Rx

q

Q = 2qR− 2

(
Rx

q

)
x

qtN = (qR)x −
(
Rx

q

)
xx

+ λ2
(
Rx

q

)
. (3.18)

As variáveis a, b e c também podem ser escritas em termos de R usando (3.16) e (3.18), da

seguinte forma:

a = λR

b =
1

2
(Q+ λP )

= qR− λRx

q
−
(
Rx

q

)
x

c =
1

2
(Q− λP )

= qR + λ
Rx

q
−
(
Rx

q

)
x

. (3.19)

De modo geral, para um tempo tN qualquer, os coe�cientes a, b e c são escritos como uma

expansão em série de potencias no parâmetro λ, mas nesse caso, o fato de a equação dinâ-

mica (3.18) estar escrita em termos de R, nos permite escrever em termos de uma expansão

polinomial em λ.

R =
N∑
i=0

Riλ
2(N−i). (3.20)

Observe que a soma está colocada em termos das potencias pares de λ, isso decorre do fato

de que a equação dinâmica (3.18) depende de λ2. Substituindo (3.20) na terceira equação de
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(3.18), obtemos:

qtN =
N∑
i=0

[
(qRi)xλ

2(N−i) −
(
Rix

q

)
xx

λ2(N−i) +

(
Rix

q

)
λ2(N+1−i)

]
, (3.21)

vamos reorganizar essa equação para que possamos evidenciar cada potência de λ na soma-

tória. Para isso observamos que:

N∑
i=0

[
(qRi)x −

(
Rix

q

)
xx

]
λ2(N−i) = (qRN)x −

(
RNx

q

)
xx

+
N−1∑
i=0

[
(qRi)x −

(
Rix

q

)
xx

]
λ2(N−i),

N∑
i=0

(
Rix

q

)
λ2(N+1−i) =

R0x

q
λ2(N+1) +

N∑
i=1

(
Rix

q

)
λ2(N+1−i)

=
R0x

q
λ2(N+1) +

N−1∑
i=0

(
Ri+1,x

q

)
λ2(N−i)

Dessa forma, retornando à equação (3.21), �ca da forma:

qtN =

[
(qRN)x −

(
RNx

q

)
xx

]
+
R0x

q
λ2(N+1)

+
N−1∑
i=0

[
(qRi)x −

(
Rix

q

)
xx

+

(
Ri+1,x

q

)]
λ2(N−i) (3.22)

Agrupando os coe�cientes de cada potência de λ nessa equação obtemos:

λ2(N+1) :
R0x

q
= 0⇒ R0 = CTE; (3.23)

λ2(N−i) : Ri+1,x = −q
[
(qRi)x −

(
Rix

q

)
xx

]
; i = 0, 1, ..., N − 1 (3.24)

λ0 : qtN = (qRN)x −
(
RNx

q

)
xx

(3.25)
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Observamos que, a partir do problema de autovalores, é possível obter as equações da hi-

erarquia usando (3.23), (3.24) e (3.25). Pode-se observar que estamos usando a variável

q(x, t1, t2, ..., tN), pois vimos que

qtN = (qRN)x −
(
RNx

q

)
xx

,

logo, para cada N teremos uma equação do tipo:

qt0 = F (q, qx)

qt1 = F (q, qx, qxx, qxxx)

qt2 = F (q, qx, qxx, qxxx, qxxxx, qxxxxx)

:

Vemos que os tempos não se misturam sendo variáveis independentes entre si. Além disso,

como a ordem de cada equação acima é ímpar, podemos deixar cada tempo tN compatível

com a ordem da equação de evolução associada fazendo tN → t2N+1 e escrever a equação

dinâmica da forma:

qt2N+1
= (qRN)x −

(
RNx

q

)
xx

. (3.26)

Com a expressão acima, e usando (3.23) (3.24) podemos obter todas as equações da

hierarquia mKdV. Se escolhermos, por exemplo, N = 0, N = 1 e N = 2, com R0 = 1, então

de (3.26) e usando (3.24), teremos:

qt1 = qx

qt3 = −3

2
q2qx + qxxx

qt5 = −30q4qx + 10v3x − 40qxqxx − 10q2qxxx + qxxxxx

que são as três primeiras equações da hierarquia mKdV.
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Nesse capítulo mostramos uma construção das hierarquias KdV e mKdV. Observa-

mos que, a partir do problema de autovalores, escrevendo a matriz T como uma expansão

no parâmetro λ (3.6) e (3.20), é possível obter uma fórmula de recorrência como em (3.9) e

(3.24), de onde se obtém as equações da hierarquia.



Capítulo 4

Transformações de Bäcklund para as

Hierarquias KdV e mKdV

Mostraremos nesse capítulo que, de modo geral as transformações de Bäcklund

surgem a partir do sistema de Riccati associado à hierarquia. Nesse sentido, obtemos o

Sistema de Riccati geral de cada hierarquia e mostramos, por indução matemática, que o

mesmo é invariante mediante uma transformação proposta, o que nos permite obter as auto-

Transformações de Bäcklund para cada hierarquia.

De forma semelhante, em [13], Konno e Wadati mostraram um modo de encontrar as

transformações de Bäcklund associadas às equações KdV, mKdV, seno-Gordon e não linear

de Schrödinger a partir do problema de autovalores associado e da equação de Riccati.

4.1 O sistema de Riccati da hierarquia KdV

Como vimos no capítulo anterior, o problema de autovalores para a hierarquia KdV

é dado por:  φ1x

φ2x

 =
1

2

 λ 2

−2q −λ

 φ1

φ2

 , (4.1)

33
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 φ1t2N+1

φ2t2N+1

 =
1

2

 a b

c −a

 φ1

φ2

 , (4.2)

Para obter o sistema de Riccati associado à hierarquia KdV vamos introduzir a variável

Γ(x, t):

Γ = −φ2

φ1

⇒ φ2 = −Γφ1 (4.3)

derivando (4.3) em relação a x e usando (4.1), obtemos:

Γx + λΓ− Γ2 − vx = 0, (4.4)

onde introduzimos a variável não local vx = q. Essa é a parte espacial do Sistema de Riccati.

Para obter a parte temporal do sistema de Riccati, vamos derivar (4.3) em relação

a t2N+1 e usar (4.2), obtemos:

Γt2N+1
+ aΓ +

(
c− bΓ2

2

)
= 0, (4.5)

As equações (4.4) e (4.5) constituem o sistema de Riccati para a hierarquia KdV.

Agora vamos mostra que existe uma transformação Γ = F (Γ), v = G(v,Γ), que mantém

invariante o sistema de Riccati. Introduzindo a transformação

Γ = λ− Γ, v = v − 2Γ. (4.6)

Observamos que, substituindo (4.6) em (4.4), esta se mantém invariante, ou seja,

obtemos o seguinte resultado:

Γx + λΓ− Γ
2 − vx = 0, (4.7)

mostrando que a parte espacial do sistema de Riccati para a equação KdV (4.4) é invariante

sob a transformação (4.6).
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Mostraremos também que a parte temporal do sistema de Riccati (4.5) é invari-

ante pela transformação (4.6). Vamos primeiramente resgatar os resultados obtidos capítulo

anterior para a, b e c dados em (3.5) e (3.6):

a =
1

2
(λb− bx) ,

b =
N∑
i=0

Riλ
2(N−i), (4.8)

c =
1

2
(λbx − bxx)− bq.

Uma observação importante aqui é a possibilidade de reescrever as expressões acima

em função da varável v, para isso vamos usaremos os resultados obtidos no capítulo anterior

em (3.9) e em (3.10):

Ri+1,x = Ri,xxx + 4qRi,x + 2qxRi,

qtN =
1

4
RN,xxx + qRNx +

1

2
qxRN ,

podemos substituir a primeira equação na segunda para obter:

qt2N+1
=
RN+1,x

4
,

se �zermos a mudança N = i− 1, teremos:

vxt2i−1
=
Ri,x

4
⇒ Ri = 4vt2i−1

, (4.9)

onde usamos q = vx.
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Vamos substituir (4.9) em (4.8), :

b =
N∑
i=0

Riλ
2(N−i) = 2λ2N + 4

N∑
i=1

(
vt2i−1

λ2(N−i)+1
)
,

a = λ2N+1 + 2
N∑
i=1

(
vt2i−1

λ2(N−i)+1 − vxt2i−1
λ2(N−i)) ,

c = −2λ2Nvx + 2
N∑
i=1

[
vxt2i−1

λ2(N−i)+1 −
(
vxxt2i−1

+ 2vxvt2i−1
λ2(N−i))] , (4.10)

onde usamos R0 = 2. Substituindo a, b e c na parte temporal do sistema de Riccati (4.5),

obtemos:

Γt2N+1
+ Γ

[
λ2N+1 + 2

N∑
i=1

(
vt2i−1

λ2(N−i)+1 − vxt2i−1
λ2(N−i))]

− λ2Nvx +
N∑
i=1

[
vxt2i−1

λ2(N−i)+1 −
(
vxxt2i−1

+ 2vxvt2i−1
λ2(N−i))]

− Γ2

2

[
2λ2N + 4

N∑
i=1

(
vt2i−1

λ2(N−i)+1
)]

= 0. (4.11)

Vamos mostrar que a transformação (4.6) mantém invariante a parte temporal do

sistema de Riccati (4.11) para qualquer N .

Para essa demonstração utilizaremos o método da indução matemática. Esse método

funciona da seguinte maneira: primeiro se prova que o enunciado é verdadeiro para um valor

inicial N = 1 por exemplo. E depois mostra que, se o enunciado vale para N = k, então o

mesmo enunciado vale para N = k + 1.

Seguindo esse método, primeiro mostraremos que a invariância é válida para N = 1,

nesse caso (4.11) �ca da seguinte forma:

Γt3 + Γ
[
λ3 + 2 (vt1λ− vxt1)

]
− λ2vx + [vxt1λ− (vxxt1 + 2vxvt1)]

− Γ2

2

[
2λ2 + 4 (vt1λ)

]
= 0, (4.12)
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e pode ser reescrita como segue:

Γt3 +
(
λ2Γ + vxt1

)
(λ− Γ) + 2λΓvt1 (Γ + 1)− λ2vx − 2vxvt1 − vxxt1 = 0.

Usando a transformação (4.6), na equação acima, teremos:

−Γt3 +
[
λ2
(
λ− Γ

)
+
(
vxt1 + 2Γxt1

)]
Γ

+ 2λΓ
(
vt1 + 2Γt1

) (
1− Γ

)
− λ2

(
vx + 2Γx

)
− 2

(
vx + 2Γx

) (
vt1 + 2Γt1

)
−
(
vxxt1 + 2Γxxt1

)
= 0, (4.13)

além disso vamos usar a parte espacial do sistema de Riccati (4.7) para obter:

Γx = λΓ + Γ
2

+ vx,

Γxt = λΓt + 2ΓΓt + vxt,

Γxxt =
(

6Γ
2 − 6λΓ + λ2 + 2vt

)
Γt + 2

(
Γ− λ

)
vxt + vxxt, (4.14)

substituindo (4.14) em (4.13) e após alguma manipulações, obtemos:

Γt3 +
(
λ2Γ + vxt1

) (
λ− Γ

)
+ 2λΓvt1

(
Γ + 1

)
− λ2vx − 2vxvt1 − vxxt1 = 0,

que possui a mesma forma de (4.13). Esse fato mostra que, para N = 1, quando substituímos

a transformação (4.6) em (4.11) essa equação preservará sua forma com as variáveis Γ e v.

O próximo passo para o método da indução consiste em considerar que (4.11) é

invariante sob as transformações (4.6) para um dado valor de N . Fazendo N = k em (4.11)
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e supondo que a mesma é invariante, vamos obter:

Γt2k+1
+ Γ

[
λ2K+1 + 2

k∑
i=1

(
vt2i−1

λ2(k−i)+1 − vxt2i−1
λ2(k−i)

)]

− λ2kvx +
k∑
i=1

[
vxt2i−1

λ2(k−i)+1 −
(
vxxt2i−1

+ 2vxvt2i−1
λ2(k−i)

)]
− Γ

2

2

[
2λ2k + 4

k∑
i=1

(
vt2i−1

λ2(k−i)+1
)]

= 0. (4.15)

Para completar a demonstração vamos provar que (4.11) é invariante sob as trans-

formações (4.6) para N = k + 1. Fazendo N = k + 1 em (4.11), teremos:

Γt2k+3
+ Γ

[
λ2k+3 + 2

k+1∑
i=1

(
vt2i−1

λ2(k−i)+3 − vxt2i−1
λ2(k−i)+2

)]

− λ2k+2vx +
k+1∑
i=1

[
vxt2i−1

λ2(k−i)+3 −
(
vxxt2i−1

+ 2vxvt2i−1
λ2(k−i)+2

)]
− Γ2

2

[
2λ2k+2 + 4

k+1∑
i=1

(
vt2i−1

λ2(k−i)+3
)]

= 0, (4.16)

podemos aqui isolar todos os termos com i = k + 1 nas somatórias para obter o resultado:

Γt2k+3
+ λ2Γt2k+1

+
[
λvxt2k+1

−
(
vxxt2k+1

+ 2vxvt2k+1

)]
+ 2

(
λvt2k+1

− 2vxt2k+1

)
Γ− 2vt2k+1

Γ2 = 0, (4.17)

onde usamos Γt2k+1
de (4.11), com N = k.

Usando a transformação (4.6) em (4.17), vamos obter:

Γt2k+3
+ λ2Γt2k+1

+
[
λvxt2k+1

−
(
vxxt2k+1

+ 2vxvt2k+1

)]
+ 2

(
λvt2k+1

− 2vxt2k+1

)
Γ− 2vt2k+1

Γ
2

= 0, (4.18)

onde novamente usamos (4.14).
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Substituindo (4.15) em (4.18), teremos o seguinte resultado:

Γt2k+3
+ Γ

[
λ2k+3 + 2

k+1∑
i=1

(
vt2i−1

λ2(k−i)+3 − vxt2i−1
λ2(k−i)+2

)]

− λ2k+2vx +
k+1∑
i=1

[
vxt2i−1

λ2(k−i)+3 −
(
vxxt2i−1

+ 2vxvt2i−1
λ2(k−i)+2

)]
− Γa2

2

[
2λ2k+2 + 4

k+1∑
i=1

(
vt2i−1

λ2(k−i)+3
)]

= 0,

observamos que essa equação é semelhante a (4.16) com as variáveis Γ e v, provando que a

equação é invariante para N = k + 1. Logo, está demonstrado que (4.11) é invariante sob a

transformação (4.6) para qualquer valor de N .

4.1.1 Auto-Transformações de Bäcklund para a Hierarquia KdV

Uma vez mostrado que a transformação (4.6) mantém o sistema de Riccati associado

à equação KdV invariante, vamos obter as transformações de Bäcklund. Para isso vamos

reescrever (4.6) da seguinte forma:

Γ =

(
v − v

2

)
, (4.19)

substituindo esse resultado na parte espacial do sistema de Riccati (4.4), obtemos:

(
v − v

2

)
x

+ λ

(
v − v

2

)
−
(
v − v

2

)2

− vx = 0,

que resulta em:

(v + v)x = λ (v − v)−
(
v − v

2

)2

. (4.20)

Substituindo (4.19) na parte temporal do sistema de Riccati (4.5), obtemos:

(v − v)tN+1
+ a (v − v) + c− b

4
(v − v)2 = 0, (4.21)
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onde vx = q e a, b e c são dados em (4.10). As equações (4.20) e (4.21) constituem uma

auto-transformação de Bäcklund para a hierarquia KdV.

4.2 O sistema de Riccati para a Hierarquia mKdV

O sistema de Riccati da hierarquia mKdV pode ser obtido substituindo (3.2) em

(3.1)

 φ1x

φ2x

 =
1

2

 λ q

q −λ

 φ1

φ2

 , (4.22)

 φ1t

φ2t

 =
1

2

 a b

c −a

 φ1

φ2

 (4.23)

Agora, de�nimos Γ da seguinte forma:

Γ = −φ2

φ1

(4.24)

derivando (4.24) em relação a x e usando (4.22), obtemos:

Γx + λΓ +

(
1− Γ2

2

)
vx = 0, (4.25)

onde introduzimos a variável não local vx = q.

Derivando (4.24) em relação a ttN e usando (4.23), obtemos:

ΓtN + aΓ +

(
c− bΓ2

2

)
= 0,
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que também pode ser escrita da forma,

ΓtN + aΓ +

(
1− Γ2

4

)
(b+ c)−

(
1 + Γ2

4

)
(b− c) = 0 (4.26)

As equações (4.25) e (4.26) constituem o sistema de Riccati para a hierarquia mKdV,

logo essas equações devem permanecer invariantes sob a transformação de Bäcklund.

A transformação que usaremos será a seguinte:

Γ =
1

Γ
, v = −v − 4tanh−1

(
1

Γ

)
. (4.27)

Observamos que substituindo (4.28) em (4.25) esta se mantém invariante.

Para mostrar que essa transformação mantem invariante a parte espacial do sistema

de riccati (4.25), calculamos:

Γx = −Γx

Γ
2 , vx = −vx − 4

Γx

1− Γ
2 , (4.28)

além disso, faremos as seguintes considerações: Pode-se observar que estamos usando a va-

riável q(x, t1, t2, ..., tN), pois vimos que

qt2N+1
= (qRN)x −

(
RNx

q

)
xx

.

Logo,para cada N teremos uma equação do tipo:
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qt0 = F (q, qx)

qt1 = F (q, qx, qxx, qxxx)

qt2 = F (q, qx, qxx, qxxx, qxxxx, qxxxxx)

: (4.29)

Vemos que os tempos não se misturam sendo variáveis independentes entre si. Por

essa razão podemos escrever o sistema de Riccati em termos das derivadas de q(x, t1, t2, ..., tN)

com respeito a cada tN . se �zermos a mudança N = i− 1, obteremos:

vxt2i−1
= −Ri,x

vx
⇒ Ri = −D−1

x (vxvxt2i−1
) (4.30)

Onde introduzimos a variável não local vx = q.

Vemos também que (4.30) pode ser escrita em termos de vx, da seguinte forma:

vt2N+1
= (vxRN)−

(
RNx

vx

)
x

, (4.31)

onde integramos com respeito a x.

Agora vamos obter a, b e c em termos da variável v. A partir de (3.19), podemos

usar (3.20), (4.30) e (4.31), para escrever:
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a =
N∑
i=0

Riλ
2(N−i)+1 = λ2N+1 +

N∑
i=1

Riλ
2(N−i)+1

= λ2N+1 −
N∑
i=1

D−1
x (vxvxt2i−1

)λ2(N−i)+1

b =
N∑
i=0

{[
vxRi −

(
Rix

vx

)
x

]
λ2(N−i) −

(
Rix

vx

)
λ2(N−i)+1

}

=
N∑
i=0

[
vt2i+1

λ2(N−i) + vxt2i−1
λ2(N−i)+1

]
c =

N∑
i=0

[
vt2i+1

λ2(N−i) − vxt2i−1
λ2(N−i)+1

]
(4.32)

Substituindo a, b e c na equação de Riccati (4.26), obtemos:

Γt2N+1
+ Γ

[
λ2N+1 −

N∑
i=1

D−1
x (vxvxt2i−1

)

]
λ2(N−i)+1

+

(
1− Γ2

2

) N∑
i=0

(vt2i+1
λ2(N−i))

−
(

1 + Γ2

2

) N∑
i=1

(vxt2i−1
λ2(N−i)+1) = 0. (4.33)

Vamos mostrar a invariância da parte temporal do sistema de Riccati (4.33) para

qualquer N , sob a transformação mostrada em (4.27). Para esse �m utilizaremos o método da

indução matemática mostrando que quando substituímos a transformação (4.27) em (4.33)

essa equação preservará sua forma com as variáveis Γ e v. O método da indução consiste nos

seguintes passos: Primeiro consideramos que a equação (4.33) é invariante para N = 1, ou

seja, quando aplicamos a transformação e fazemos n=1 na equação (4.33), vamos obter:
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Γt3 + Γ
[
λ3 −D−1

x (vxvxt1)
]
λ

+

(
1− Γ

2

2

)
N∑
i=0

(vt1λ+ vt3λ
3)

−

(
1 + Γ

2

2

)
N∑
i=1

(vt1λ
1) = 0. (4.34)

Depois disso devemos considerar que (4.33), é invariante para um certo valor N = k,

ou seja:

Γt2k+1
+ Γ

[
λ2k+1 −

k∑
i=1

D−1
x (vxvxt2i−1

)

]
λ2(k−i)+1

+

(
1− Γ

2

2

)
k∑
i=0

(vt2i+1
λ2k+1)

−

(
1 + Γ

2

2

)
k∑
i=1

(vt2i−1
λ2(k−i)+1) = 0. (4.35)

O último passo para essa prova por indução matemática é demonstrar que (4.33), é

invariante para um certo valor n = k + 1, ou seja, precisamos mostrar que

Γt2k+3
+ Γ

[
λ2k+3 −

k+1∑
i=1

D−1
x (vxvxt2i−1

)

]
λ2(k−i)+3

+

(
1− Γ

2

2

)
k+1∑
i=0

(vt2i+1
λ2k+3)

−

(
1 + Γ

2

2

)
k+1∑
i=1

(vt2i−1
λ2(k−i)+3) = 0, (4.36)

considerando que (4.35) é válida. Observamos que (4.36) pode ser reescrita da forma:
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Γt2k+3
+ λ2Γ

[
λ2k+1 −

k+1∑
i=1

D−1
x (vxvxt2i−1

)λ2(k−i)+1

]

+ λ2

[
−

(
1 + Γ

2

2

)
k∑
i=1

vxt2i−1
λ2(k−i)+1 +

(
1− Γ

2

2

)
k+1∑
i=0

vt2i+1
λ2(k−i)

]

+ λ2

[
−

(
1 + Γ

2

2

)
vxt2k+1

λ−1 + ΓD−1
x (vxvxt2k+1

)λ−1

]

+ λ2

(
1− Γ

2

2

)
(vt2k+3

λ−2) = 0 (4.37)

aqui podemos usar (4.35), e reescrever a equação acima da forma:

Γt2k+3
− λ2Γt2k+1

− λ

[(
1 + Γ

2

2

)
vxt2k+1

+ ΓD−1
x (vxvxt2k+1

)

]

+

(
1− Γ

2

2

)
vt2k+3

= 0, (4.38)

demonstrando que a expressão (4.34) se mantem invariante sob a transformação (4.27).

4.2.1 Auto-Transformações de Bäcklund para a Hierarquia mKdV

Vimos também que a transformação (4.27) mantém o sistema de Riccati associado

à equação mKdV invariante, vamos obter as transformações de Bäcklund. Para isso vamos

reescrever (4.27) da seguinte forma:

Γ = −tanh
(
v + v

4

)
, (4.39)

substituindo esse resultado na parte espacial do sistema de Riccati (4.25), obtemos:

−
(
v + v

4

)
x

sech2
(
v + v

4

)
− λtanh

(
v + v

4

)
+

1

2
vxsech

2

(
v + v

4

)
= 0, (4.40)
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que resulta em:

(v − v)x = 2λsinh

(
v + v

2

)
. (4.41)

Substituindo (4.39) na parte temporal do sistema de Riccati (4.26), obtemos:

−
(
v + v

4

)
t2n+1

sech2
(
v + v

4

)
− a

[
tanh

(
v + v

4

)]
+

(
b+ c

4

)
sech2

(
v + v

4

)
−
(
b− c

4

)(
1 + tanh2

(
v + v

4

))
= 0,

que resulta em:

(v + v)t2n+1
= (b+ c) − (b− c)cosh

(
v + v

2

)
− 2asinh

(
v + v

2

)
, (4.42)

onde vx = q e a, b e c são dados em (4.32). As equações (4.41) e (4.42) constituem uma

auto-transformação de Bäcklund para a hierarquia mKdV.

Nesse capítulo, mostramos que é possível obter uma transformação de Bäcklund

que seja válida para todas as equações que compõem as hierarquias KdV e mKdV. Para isso,

a partir do problema de autovalores associado, escrevemos uma forma geral do sistema de

Riccati. Como vimos, a equação espacial do sistema de Riccati é única para toda hierarquia,

o que permite uma simples demostração de que ela se mantém invariante. Já para a parte

temporal, por ser formada por um conjunto de n equações, necessitamos utilizar o método

da indução matemática para demonstrar a invariância. Dessa forma foi possível obter a

transformação de Bäcklund associada à hierarquia estudada.



Capítulo 5

Soluções sólitons

Nesse capítulo usaremos as auto transformações de Bäcklund, que foram deduzidas

no capítulo anterior, para obter as soluções sólitons e as fórmulas de superposição não lineares

de cada hierarquia.

5.1 Hierarquia KdV

Como vimos anteriormente, as soluções podem ser obtidas a partir das auto-transformações

de Bäcklund. As equações (4.20) e (4.21) constituem uma auto-transformação de Bäcklund

para a hierarquia KdV.

(v + v)x = λ (v − v)−
(
v − v

2

)2

.

(v − v)tN+1
+ a (v − v) + c− b

4
(v − v)2 = 0,

47
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onde vx = q e a, b e c são dados em (4.10):

b =
N∑
i=0

Riλ
2(N−i) = 2λ2N + 4

N∑
i=1

(
vt2i−1

λ2(N−i)+1
)
,

a = λ2N+1 + 2
N∑
i=1

(
vt2i−1

λ2(N−i)+1 − vxt2i−1
λ2(N−i)) ,

c = −2λ2Nvx + 2
N∑
i=1

[
vxt2i−1

λ2(N−i)+1 −
(
vxxt2i−1

+ 2vxvt2i−1
λ2(N−i))] ,

se usarmos a solução trivial da v = 0. Teremos então que:

vx = −λv − v2, (5.1)

vtN+1
= −1

2
λ2Nv2 + λ2N+1v. (5.2)

Integrando as equações de acima e após algumas manipulações, obtemos a seguinte solução:

v(x, t2N+1) =
2λ

e−λ(x+λ2N t2N+1)+k − 1
, (5.3)

onde k é uma constante. A solução q(x, t2N+1), é dada por:

q(x, t2N+1) = vx =
2λ2e−λ(x+λ

2N t2N+1)+k(
e−λ(x+λ2N t2N+1)+k − 1

)2 . (5.4)

Destacamos que essa solução vale para toda hierarquia KdV, sendo que, cada equação será

identi�cada pelo N-ésimo tempo t2N+1.

As soluções multi-sólitons podem ser obtidas como no capítulo 2, ou seja, a partir

de um princípio de superposição não linear que é decorrente do teorema da permutabilidade

das transformações de Bäcklund.

Aplicando esse teorema da permutabilidade na parte espacial da transformação de
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Bäcklund da hierarquia KdV (4.41), obtemos:

(v0 + v1)x = λ1 (v0 − v1)−
1

2
(v0 + v1)

2 ,

(v0 + v2)x = λ2 (v0 − v2)−
1

2
(v0 + v2)

2 ,

(v1 + v12)x = λ2 (v1 − v12)−
1

2
(v1 + v12)

2 ,

(v2 + v12)x = λ1 (v2 − v12)−
1

2
(v2 + v12)

2 ,

combinando as equações acima, teremos:

v12 = v0 +
(λ1 + λ2) (v1 − v2)

(λ2 − λ1) + (v2 − v1)
, (5.5)

onde v0 é a solução inicial e podemos escolher v0 = 0. Este é o princípio de superposição

não linear de toda hierarquia KdV, visto que, a partir das soluções conhecidas v0, v1 e v2,

é possível obter uma nova solução por meio dessa expressão algébrica. Em (5.5) podemos

substituir as soluções 1-sóliton, v1 e v2, que são dadas por (5.3),ou seja,

vi(x, t2N+1) =
2λ

Ri − 1
, (5.6)

onde Ri = e[−λi(x+λ
2N
i t2N+1)+k] e i, j = 1, 2. Então, (5.5) pode ser escrita na seguinte forma:

v12(x, t2N+1) = 2
(λi + λj) (λ2R1 − λ1R2) + (λ21 − λ22)

(λi − λj) (R1R2 − 1)− (λi + λj) (R1 −R2)
. (5.7)

Para obter a solução 2-sólitons da equação KdV, vamos usar que q = vx no resultado acima,

então:

q12(x, t2N+1) =

[
2

(λi + λj) (λ2R1 − λ1R2) + (λ21 − λ22)
(λi − λj) (R1R2 − 1)− (λi + λj) (R1 −R2)

]
x

. (5.8)

A solução acima vale para toda hierarquia KdV, sendo que, cada equação será identi�cada

pelo N-ésimo tempo t2N+1.
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5.2 Hierarquia mKdV

Como vimos anteriormente, as soluções podem ser obtidas a partir das auto-transformações

de Bäcklund. como vimos anteriormente, as equações (4.41) e (4.42) constituem uma auto-

transformação de Bäcklund para a hierarquia mKdV.

(v − v)x = 2λsinh

(
v + v

2

)
.

(v + v)t2n+1
= (b+ c) − (b− c)cosh

(
v + v

2

)
− 2asinh

(
v + v

2

)
,

onde vx = q e a, b e c são dados em (4.10):

a =
N∑
i=0

Riλ
2(N−i)+1 = λ2N+1 +

N∑
i=1

Riλ
2(N−i)+1

= λ2N+1 −
N∑
i=1

D−1
x (vxvxt2i−1

)λ2(N−i)+1

b =
N∑
i=0

{[
vxRi −

(
Rix

vx

)
x

]
λ2(N−i) −

(
Rix

vx

)
λ2(N−i)+1

}

=
N∑
i=0

[
vt2i+1

λ2(N−i) + vxt2i−1
λ2(N−i)+1

]
c =

N∑
i=0

[
vt2i+1

λ2(N−i) − vxt2i−1
λ2(N−i)+1

]
se usarmos a solução trivial da v = 0. Teremos então que:

vx = −2λsinh

(
v

2

)
,

vt2N+1
= −2λsinh

(
v

2

)
.
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Integrando as equações de acima e após algumas manipulações, obtemos a seguinte solução:

v(x, t2N+1) = 2ln

(
R− 1

R + 1

)
, (5.9)

onde R = e[−λ(x+λ
2N t2N+1)+k]. Destacamos que essa solução vale para toda hierarquia mKdV,

sendo que, cada equação será identi�cada pelo N-ésimo tempo t2N+1.

As soluções multi-sólitons podem ser obtidas como no capítulo 2, ou seja, a partir

de um princípio de superposição não linear que é decorrente do teorema da permutabilidade

das transformações de Bäcklund.

Aplicando o teorema da permutabilidade na parte espacial da transformação de

Bäcklund (4.41), obtemos:

(v0 − v1)x = 2λ1sinh(
v0 + v1

2
), (5.10)

(v0 − v2)x = 2λ2sinh(
v0 + v2

2
), (5.11)

(v1 − v12)x = 2λ2sinh(
v1 + v12

2
), (5.12)

(v2 − v12)x = 2λ1sinh(
v2 + v12

2
), (5.13)

Subtraindo as equações (2.9)e (2.8), bem como subtraindo as equações (2.11)e (2.10),

podemos somar os resultados e usar algumas propriedade trigonométricas para obter:

λ1

[
sinh

(
v0 − v12

4

)
cosh

(
v1 − v2

4

)
+ sinh

(
v1 − v2

4

)
cosh

(
v0 − v12

4

)]
=

= λ2

[
sinh

(
v0 − v12

4

)
cosh

(
v1 − v2

4

)
− sinh

(
v1 − v2

4

)
cosh

(
v0 − v12

4

)]
,(5.14)

Reorganizando, temos:

tanh

(
v0 − v12

4

)
= −

(
λ1 + λ2
λ1 − λ2

)
tanh

(
v1 − v2

4

)
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de onde obtemos v12:

v12 = v0 + 4tanh−1

(
λ1 + λ2
λ1 − λ2

)
tanh

(
v1 − v2

4

)
, (5.15)

onde v0 é a solução inicial e podemos escolher v0 = 0. Este é o princípio de superposição

não linear de toda hierarquia mKdV, visto que, a partir das soluções conhecidas v0, v1 e v2,

é possível obter uma nova solução por meio dessa expressão algébrica.

Em (5.15) podemos substituir as soluções 1-sóliton, v1 e v2, que são dadas por

(5.9),ou seja,

vi(x, t2N+1) = 2ln

(
Ri − 1

Ri + 1

)
, (5.16)

então a solução 2-sólitons, dada por (5.15), pode ser escrita na seguinte forma:

v12(x, t2N+1) = 2ln

(
λ12(R1 −R2) +R1R2 − 1

λ12(R2 −R1) +R1R2 − 1

)
, (5.17)

onde λij = (
λi+λj
λi−λj ) e Ri = e[−λi(x+λ

2N
i t2N+1)+k] e i, j = 1, 2.

Para obter a solução 2-sólitons da hierarquia mKdV basta usar que q = vx no

resultado acima, então:

q12(x, t2N+1) =

[
2ln

(
λ12(R1 −R2) +R1R2 − 1

λ12(R2 −R1) +R1R2 − 1

)]
x

. (5.18)

A solução acima vale para toda hierarquia KdV, sendo que, cada equação será identi�cada

pelo N-ésimo tempo t2N+1.

A solução 3-sólitons pode ser obtida de forma semelhante usando o principio da

superposição que, nesse caso, pose ser escrito da seguinte forma:

v123 = v2 + 4tanh−1

[
λ13tanh

(
v12 − v23

4

)]
. (5.19)
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Sabendo que v12 e v23 são duas soluções 2-sólitons, dadas por (5.17) na forma:

vij(x, t2N+1) = 2ln

(
λij(Ri −Rj) +RiRj − 1

λij(Rj −Ri) +RiRj − 1

)
, (5.20)

então podemos substituir esse resultado em (5.19), obtendo o seguinte:

v123 = v2 + 4tanh−1

[
λ13

(
B12 −B23

B12 +B23

)]
,

onde Bij =
λij(Ri−Rj)+RiRj−1

λij(Rj−Ri)+RiRj−1
.

Podemos escrever a solução v123 em termos da função logarítmica da seguinte forma:

v123 = 2ln

(
R1 − 1

R1 + 1

)
+ 2ln

[
λ13(B12 −B23) +B12 +B23

λ13(B23 −B12) +B12 +B23

]
,

logo,

v123 = 2ln

[(
R1 − 1

R1 + 1

)
λ13(B12 −B23) +B12 +B23

λ13(B23 −B12) +B12 +B23

]
.

Dessa forma, a solução 3-sólitons da hierarquia mKdV, é dada por:

q123 =

{
2ln

[(
R1 − 1

R1 + 1

)
λ13(B12 −B23) +B12 +B23

λ13(B23 −B12) +B12 +B23

]}
x

.

A solução acima vale para toda hierarquia mKdV, sendo que, cada equação será identi�cada

pelo N-ésimo tempo t2N+1.

Nesse capítulo usamos as auto transformações de Bäcklund, que foram deduzidas no

capítulo anterior, para obter as soluções sólitons e as fórmulas de superposição não lineares de

cada hierarquia. Destacamos que as soluções valem para todas equações de cada hierarquia,

sendo que, cada equação será identi�cada pelo N-ésimo tempo t2N+1. As soluções multi-

sólitons, que também são válidas para toas equações de cada hierarquia, foram obtidas como

no capítulo 2, ou seja, a partir de um princípio de superposição não linear que é decorrente

do teorema da permutabilidade das transformações de Bäcklund.



Capítulo 6

Considerações Finais

O estudo das equações diferenciais parciais não lineares que possuem soluções tipo

sólitons tem sido um tema de grande relevância e interesse tanto na área da física como na

matemática, engenharia, biologia, etc. Pelo fato de não obedecer o princípio de superposi-

ção linear, o processo de obtenção de soluções para as equações não lineares se torna mais

complicado. Um método usado para obter a solução de equações não lineares é associar a

equação não linear de interesse a um sistema linear auxiliar denominado equação de Lax ou

"par de Lax".

Na presente tese mostramos que é possível obter uma transformação de Bäcklund

que seja válida para todas as equações que compõem as hierarquias KdV e mKdV. Para

isso, a partir do problema de autovalores associado, escrevemos uma forma geral do sistema

de Riccati, que é formado por um conjunto de n equações, e demonstramos, por indução

matemática, que a mesma se mantém invariante sob uma dada transformação. É importante

observar que o sistema de Riccati associado à cada equação isoladamente é invariante por

uma dada transformação, mas a demonstração dessa propriedade para uma hierarquia inteira

é considerada uma contribuição importante para o tema das transformações de Bäcklund.

No capítulo 3 mostramos uma forma sistemática de obtenção das equações da hierar-

quia. Partindo do problema de autovalores associado, chegamos a uma fórmula de recorrência

que nos permite obter todas equações da hierarquia. No capítulo 4, a partir de um par de

54
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Lax geral, ou seja, com a matriz da parte temporal escrita como uma expansão em termos

de potencias positivas do parâmetro λ, é obtida forma geral do sistema de Riccati para cada

hierarquia.

Para obter o par de Lax geral da hierarquia, nós mantemos a matriz da parte espacial

inalterada, já que a mesma é comum a todas equações da hierarquia, e escrevemos a matriz

da parte temporal como uma expansão em série de potências do parâmetro λ. Dessa forma,

podemos obter cada equação a partir do grau mais alto escolhido para a expansão.

Por meio do método da indução matemática, mostramos então, o importante resul-

tado da invariância do sistema de Riccati sob uma transformação proposta. Apresentamos,

também, as soluções sóliton para cada hierarquia no capítulo 5,

Temos como perspectivas futuras o estudo das transformações de Bäcklund para

outras hierarquias, tais como a hierarquia AKNS, hierarquias mistas [83, 84], modelos su-

persimétricos [77, 78, 81, 82], bem como estudar a extensão do método à parte negativa das

hierarquias [61, 75].
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