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Resumo

Neste trabalho utilizamos a Dinâmica de Campos Térmicos (DCT) para apresentar uma for-

mulação térmica para a generalização dos Estados Coerentes de uma álgebra de Lie arbitrária.

Mostramos a compatibilidade entre as duas construções e observamos que o Vácuo Térmico,

elemento principal da DCT, é um Estado Coerente onde o caso Fermiônico é representado pela

álgebra de Lie su(2) e o caso Bosônico por su(1,1), além de observar que para altas tempe-

raturas obtemos um estado EPR (Einstein, Podolsky e Rosen). Construímos o estado coerente

termalizado para a álgebra de Lie su(2) e calculamos o Operador Densidade, a Fidelidade Quân-

tica, o Fator de Mandel e a Função de Wigner, todos termalizados, explorando como os efeitos

térmicos alteram as propriedades destas funções para diferentes valores do momento angular j.

Ainda dentro do formalismo da DCT, calculamos as médias e variâncias térmicas para o Estado

Coerente, o Estado Gaussiano e o Estado Atomic-Cat, no contexto da álgebra de Lie su(2) do

Momento Angular. Apresentamos as versões térmicas dos parâmetros de Compressão de Wine-

land, Sorensen e Tóth, calculando-os para esses estados, mais uma vez explorando a ação dos

efeitos térmicos. O formalismo da DCT permite introduzir o conceito de Limite Térmico de

Compressão, isto é, a temperatura em que acima dela não encontramos mais compressão sobre

o estado. Calculamos os Limites Térmicos de Compressão para os estados Coerente, Gaussiano

e Atomic-Cat, para diversos valores do momento angular j.

Palavras-chave: Estado Coerente. Parâmetro de Compressão. Dinâmica de Campos Tér-

micos.
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Abstract

In this work we use the Thermal Field Dynamics (TFD) to present a thermal formulation for

the generalization of the Coherent States for an arbitrary Lie algebra. We show the compatibility

between TFD and the Perelomov and Gilmore construction of these Coherent States. In this

context we present that the Thermal Vacuum, the main component of TFD, is a Coherent State

where the Fermionic case is represented by the Lie algebra su(2) and the Bosonic case by

su(1,1); besides we observe that for high temperatures we get an EPR (Einstein, Podolsky and

Rosen) state. We built the thermalized Coherent State to Lie algebra su(2) and calculate the

Density Operator, Quantum Fidelity, Mandel Factor and the Wigner Function, all thermalized;

we analyze how the thermal effects change the properties of these functions for different values

of the angular momentum j. Still inside the TFD formalism, we calculate the averages and

thermal variances for the Coherent State, the Gaussian State and the Atomic-Cat State, in the

context of the Lie algebra su(2) of the angular momentum. We present the thermal versions

of Wineland, Sorensen and Tóth compression parameters, measuring them for these states,

once again exploring the action of thermal effects. The TFD formalism allows to introduce the

concept of Compression Thermal Limit, that is, the temperature at which above it compression

on the state is not found. We calculate the Compression Thermal Limits for the Coherent,

Gaussian and Atomic-Cat states, for different values of the angular momentum j.

Keywords: Coherent State. Compression Parameter. Thermal Field Dynamics.
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1

1 Introdução

Em 1926 Schrödinger [1], além de postular a equação diferencial que governa a evolução

temporal na Mecânica Quântica, investigou funções de onda gaussianas para descrever a evo-

lução do Oscilador Harmônico. Ele observou que o centro da distribuição destes estados do

Oscilador Harmônico segue uma evolução clássica, não alterando a forma com a evolução tem-

poral, sendo denominados de estados quasi-clássicos. Alguns anos depois von Neumann [2]

utilizou esses estados para investigar a medida da posição e do momento num sistema unidi-

mensional, mas pouco desenvolvimento foi feito nessa linha.

Com o surgimento do laser em dezembro de 1960, surgiram vários trabalhos analisando

a interação da radiação com a matéria [3]. Foi em 1963 que Glauber [4–6] mostrou que o

campo eletromagnético livre pode ser descrito como uma superposição de modos clássicos,

onde cada um deles é governado pela equação de um oscilador harmônico simples. Os trabalhos

seminais de Glauber cunharam o termo Estado Coerente, além de dar início a nova área de

pesquisa conhecida como Óptica Quântica. No mesmo ano Sudarshan [7] e Klauder [8–10]

deram importantes contribuições na formulação desses estados.

As propriedades dos Estados Coerentes foram exploradas em livros e artigos de revisão

[11–13]. Esses estados foram utilizados para descrever ondas de spin [14], ferromagnetismo

no modelo de Heisenberg [15], nuvens de soft-photons em volta de uma partícula carregada,

na Eletrodinâmica Quântica [16–19] e na teoria dos sólitons [20, 21], como representação das

soluções.

Na década de 70 Atkins [22] e Arecchi [23] introduziram o conceito de Estado Coerente

associado ao Momento Angular, que pode ser denominado Estado Coerente do Spin [24, 25],

se o contexto for o operador de Spin S, Estado Coerente Atômico [26, 27], se parametrizarmos

em termos dos ângulos θ,φ e Estado Coerente do Momento Angular [22, 28], se estivermos

tratando do momento angular total J .

Em 1972 Perelomov [29, 30] e Gilmore [31], independentemente, apresentaram uma cons-

trução completa para o estado coerente a partir do grupo de simetria G do Hamiltoniano. Sendo
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G um grupo de Lie, eles demonstraram que ao determinar o quociente de G pelo subgrupo de

isotropia para o estado de referência |ψ0 >, obtém-se uma generalização do operador desloca-

mento. Uma boa revisão desse desenvolvimento pode ser encontrada em [32, 33].

Desde então, as propriedades desses estados foram extensivamente trabalhadas [30, 34].

Recentemente surgiram importantes trabalhos que analisaram o emaranhamento [35–38], a clo-

nagem [39] e o limite clássico [40, 41] dos Estados Coerentes do Momento Angular. Esses

importantes resultados reforçam a implementação desses estados na Computação Quântica e na

Teoria da Informação Quântica [42–44].

O princípio da incerteza fornece um limite inferior para o produto da variância de duas

observáveis. Para o Oscilador Harmônico, o estado é dito ser comprimido, com respeito à

observável A, se a sua variância é menor que esse limite. Os estados comprimidos foram ana-

lisados nas referências [45–50], sendo o livro de Drummond e Ficek [51] uma ótima referência

para iniciar estudos na área.

No caso do momento angular, a noção de compressão proporciona diferentes definições, já

que a álgebra su(2) possui três geradores. Kitagawa e Ueda [52] propuseram o parâmetro de

compressão ξS , inspirado na compressão dos fótons; Wineland [53, 54] propôs ξR, baseado na

variação da fase na espectroscopia Ramsey; Sorensen [55] apresentou ξR′ , a partir da análise

do emaranhamento multipartite num sistema de N spins 1
2 ; Raghavan [56] sugeriu ξD, que é

capaz de detectar emaranhamento nos estados de Dicke; Tóth et al [57, 58] generalizaram os

parâmetros de compressão e apresentaram um conjunto completo de desigualdades capazes de

detectar emaranhamento num sistema com spin arbitrário.

O conceito de compressão do estado é empregado principalmente em Informação Quântica

e Computação Quântica, na análise do emaranhamento [59–63] e, em Metrologia Quântica, no

aprimoramento da precisão das medidas em experimentos [64–68]. A compressão é implemen-

tada em condensado Bose-Einstein [69–71], via ressonância magnética nuclear [72, 73], e em

conjunto de átomos [74–76]. Uma excelente revisão pode ser encontrada no artigo de Ma et

al [77].

Condensado Bose-Einstein com dois poços de potencial é utilizado como interferôme-

tro [78, 79], possibilitando diversas aplicações tanto em Computação Quântica e Informação

Quântica, quanto em Metrologia Quântica. O condensado Bose-Einstein pode ser modelado

pelo Hamiltoniano de Bose-Hubbard [80], cuja aproximação para o estado fundamental consiste

no Estado Gaussiano [81]. Tal estado foi explorado em diversos trabalhos [82–85], explicitando

a sua relevância.
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Similar aos estados de Yurke-Stole [86, 87], outro estado relevante é o Estado Atomic-Cat,

definido como uma superposição de dois estados coerentes do momento angular com diferença

de fase de 180◦. Esse estado foi analisado em [35, 88–90], explorando diversas propriedades,

tais como o emaranhamento.

Os efeitos térmicos são capazes de alterar completamente as características de um sistema,

mas nem sempre são incorporados nas análises devido à dificuldade em introduzir a tempera-

tura em diversas formulações. No contexto da Teoria Quântica de Campos (TQC), os efeitos

térmicos foram introduzidos de forma satisfatória por: Matsubara [91,92] em 1955, que desen-

volveu o que passou a ser conhecido como formalismo de tempo imaginário, generalizado por

Ezawa [93] para a TQC relativística; por Schwinger [94] e Keldysh [95], que introduziram o

formalismo a tempo real [96]; por Takahashi e Umezawa [97], que propuseram o formalismo

denominado de Dinâmica de Campos Térmicos (DCT).

A introdução da temperatura via DCT [98–100] consiste na duplicação do espaço de Hilbert

seguida da aplicação da transformação de Bogoliubov, o que constitui uma prescrição geral para

definir estados termalizados com base nas representações das álgebras de Lie [101, 102]. A

DCT é aplicada na Óptica Quântica [103–106], na Cosmologia e Teoria de Cordas [107–111],

na Teoria de Gauge [112], no Efeito Casimir [113, 114], na análise do Emaranhamento [115] e

na Informação Quântica [116–121].

Motivados pelas aplicações da DCT, apresentamos neste trabalho uma formulação térmica

para a generalização dos estados coerentes de uma álgebra de Lie arbitrária; introduzimos o

estado coerente termalizado para a álgebra de Lie su(2), calculando a Fidelidade Quântica, o

Fator de Mandel e a Função de Wigner; mostramos que o vácuo térmico, elemento fundamental

da DCT, pode ser visto como um estado coerente do momento angular; apresentamos as versões

térmicas dos parâmetros de Compressão de Wineland, Sorensen, Tóth; avaliamos a compressão

sobre o Estado Coerente do Momento Angular, o Estado Gaussiano e o Estado Atomic-Cat,

todos termalizados; introduzimos o conceito de Limite Térmico de Compressão, calculando-o

para esses estados.

O processo de medida consiste na preparação do estado, na evolução quântica e por fim na

medida de uma observável. Dependendo de como o estado é preparado, podemos aprimorar as

medidas feitas obtendo resultados mais precisos. Pretendemos, a partir dos parâmetros de com-

pressão, obter as regiões de compressão, que determinam os melhores parâmetros que devem

ser utilizados na preparação do estado, levando em conta a ação dos efeitos térmicos.

Os quatro capítulos iniciais contém os elementos e formalismo necessários para o desenvol-

vimento do trabalho. No capítulo 2 apresentamos o formalismo da DCT descrevendo oscilado-
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res bosônicos e fermiônicos com dois modos, juntamente com a transformação de Bogoliubov.

Dentro deste formalismo obtivemos a versão termalizada dos operadores que atuam sobre o

espaço de Hilbert, finalizando com o operador densidade termalizado.

No capítulo 3 apresentamos uma revisão sobre o Estado Coerente do Oscilador Harmô-

nico e suas principais propriedades. Introduzimos o operador de deslocamento para o caso

do Momento Angular, associando o estado coerente a uma rotação. Exploramos também as

propriedades do estado Gaussiano e do estado Atomic-Cat.

No capítulo 4, considerando o Princípio de Incerteza, mostramos que a noção de compres-

são do Oscilador Harmônico não se aplica no caso do Momento Angular, usando o cálculo das

médias e das variâncias. Apresentamos então o parâmetro de compressão proposto por Kita-

gawa e Ueda, em seguida o parâmetro de Wineland, além dos parâmetros de Sorensen, Rghavan

e as desigualdades de Tóth.

Nos capítulos de 5 a 9 expomos os resultados obtidos nesta tese. No capítulo 5 utilizamos

a DCT para introduzir a temperatura num Estado Coerente arbitrário, mostrando a compatibi-

lidade desse formalismo com a construção de Perelomov e Gilmore do Estado Coerente para

uma álgebra de Lie arbitrária. Como exemplo apresentamos o caso para as álgebras su(2) e

su(1,1).

Introduzimos o Estado Coerente do Momento Angular Termalizado no capítulo 6, a partir

da representação de Schwinger. Obtivemos o operador densidade térmico e calculamos a Fide-

lidade Quântica, o Fator de Mandel e a Função de Wigner, todos termalizados, para diversos

valores do momento angular j.

Nos capítulos 7, 8 e 9 calculamos as médias e as variâncias térmicas dos estados coerentes

do momento angular, do estado Gaussiano e do estado Atomic-Cat respectivamente, aplicando-

as no cálculo das versões termalizadas dos parâmetros de compressão de Wineland, Sorensen e

Tóth, além das suas desigualdades. Observamos como os efeitos térmicos influenciam a com-

pressão, nos motivando a introduzir o conceito de Limite Térmico de Compressão e calculando-

o para esses estados.

No capítulo 10 apresentamos as nossas conclusões e perspectivas acerca deste trabalho. Por

fim, temos o apêndice A, que apresenta as séries importantes para o cálculo das médias e variân-

cias do estado coerente, o apêndice B, que generaliza o cálculo das médias e variâncias térmicas

para um estado arbitrário do momento angular e o apêndice C, que faz uma revisão sobre os

grupos e álgebras de Lie. Em seguida apresentamos as referências bibliográficas utilizadas para

a realização desta tese.
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2 Dinâmica de Campos Térmicos

Existem diversos formalismos para introduzir a temperatura em sistemas quânticos [92,98,

100]. Há, por exemplo, o formalismo de tempo imaginário, introduzido por Matsubara [91] em

1955, que explora a semelhança entre o operador densidade e o operador evolução temporal

a partir da associação β ↔ iτ
} , implicando no tempo ser um número imaginário puro, e o for-

malismo de Schwinger [94] a tempo real, que utiliza as integrais de trajetória para contornos

temporalmente fechados, sendo muito útil na descrição de sistemas fora do equilíbrio.

Uma outra formulação, que adotaremos ao longo desta tese, é a Dinâmica de Campos Tér-

micos (DCT). Desenvolvida por Umezawa e Takahashi [97] em 1975, a DCT é uma formulação

a tempo real, equivalente à formulação de Matsubara, em que o espaço de Hilbert é duplicado

quando o sistema entra em contato com um reservatório térmico, estabelecendo uma duplicação

nos graus de liberdade do sistema.

2.1 Introdução ao Formalismo

Para um dado sistema em equilíbrio com um reservatório térmico, a Mecânica Estatística

fornece que a média de um observável é

<A>= Tr(Ae−βH)
Z(β) , (2.1)

sendo Tr o traço, H o Hamiltoniano do sistema, β = 1
kbT

, kb a constante de Boltzmann, T a

temperatura e Z(β) a função de partição, que é Z(β) = Tre−βH . Em termos dos autoestados

do Hamiltoniano H|n >= En|n >, temos que

<A> = Tr(Ae−βH)
Z(β)

=
∑
n

e−βEn < n|A|n >
Z(β) . (2.2)
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A motivação da DCT é encontrar um estado |0(β)> em que a média estatística de um ope-

rador qualquer seja igual a seu valor esperado no estado |0(β)>, que será chamado futuramente

de vácuo térmico. Queremos que

< 0(β)|A|0(β)>:=<A> . (2.3)

Primeiro escreve-se |0(β) > em função dos autoestados de energia pertencentes ao espaço

de HilbertH,

|0(β)> =
∑
n
|n >< n|0(β)>

=
∑
n
gn(β)|n >, (2.4)

onde gn(β) =< n|0(β)>. Então

< 0(β)|A|0(β)> =
∑
n,m

g∗n(β)< n|A|m> gm(β)

=
∑
n

e−βEn < n|A|n >
Z(β) , (2.5)

o que implica na seguinte igualdade

g∗n(β)gm(β) = e−βEnδnm
Z(β) , (2.6)

isto é, a condição necessária para que |0(β) > possa ser escrito como combinação linear dos

autoestados do hamiltoniano 1 é que as funções gn(β) satisfaçam uma condição de ortogonali-

dade, que é um absurdo já que o espaço das funções, munido do produto usual de funções2, não

tem como satisfazer uma relação de ortogonalidade. Portanto, |0(β)> /∈ H.

Para que a equação (2.6) seja satisfeita, uma possibilidade é que gn(β) seja um vetor de um

espaço de Hilbert. Consequentemente, definimos

gn(β) = e−
βEn

2√
Z(β)

|ñ >∈ H̃, (2.7)

o que resulta em,

1e consequentemente pertença aH.
2o produto ponto a ponto.



7

g∗n(β)gm(β) = < ñ| e
−βEn2√
Z(β)

e−
βEm

2√
Z(β)

|m̃ >

= e−βEnδnm
Z(β) . (2.8)

O estado térmico, com relação ao qual o valor esperado resulta na média estatística, deve

ter a forma

|0(β)>=
∑
n

e−
βEn

2√
Z(β)

|n, ñ >∈H⊗H̃, (2.9)

satisfazendo a condição de normalização < 0(β)|0(β) >= 1, resultante das normalizações

< n|n >= 1 e < ñ|ñ >= 1.

Desse modo, a construção do estado térmico requer a duplicação dos graus de liberdade

do sistema, isto é, a criação de um segundo espaço de Hilbert, com as mesmas propriedades

do espaço original, que denotaremos por espaço til (˜). Existem várias interpretações para a

existência desse espaço til, sendo de particular interesse a argumentação de Araki e Woods [122]

que, a partir da Teoria Quântica de Campos (TQC) axiomática de Wightman, prevê que numa

TQC à temperatura finita seria necessário a duplicação dos graus de liberdade. A interpretação

de cada espaço de Hilbert pode ser encontrada em [100] que explora a relação entre observáveis

e grandezas conservadas.

Como H̃ é uma réplica de H, as álgebras Ai de operadores sobre esses dois espaços são

isomorfas, de modo que podemos definir um mapeamento entre essas álgebras, dado por

˜ : C∗(H) → C∗(H̃),

(̃AiAj) = ÃiÃj ,

˜(ciAi+Aj) = c∗i Ãi+ Ãj ,˜(A†i ) = (Ãi)† (2.10)

e

[Ai, Ãk] = 0, (2.11)

onde C∗(H) é a C∗-Álgebra definida sobre o espaço de HilbertH.

No espaço duplicado, H⊗H̃, o estado de vácuo é o estado de menor energia associado a

cada espaço, ou seja, |0 > ⊗|0̃ >. Nesse contexto, a transformação de Bogoliubov pode ser
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definida como sendo a transformação que leva o estado |0, 0̃ > ao estado termalizado |0(β) >,

isto é,

U(β) :H⊗H̃→H⊗H̃, (2.12)

ou, especificamente,

U(β)|0, 0̃>= |0(β)> . (2.13)

Tendo os elementos básicos necessários para introduzir o formalismo da Dinâmica de Cam-

pos Térmicos, trataremos agora dos osciladores harmônicos Bosônico e Fermiônico.

2.2 Oscilador Harmônico Bosônico Termalizado

O Hamiltoniano do Oscilador Harmônico Unidimensional é dado por

H = p2

2m + ω2mx2

2
= }ω(a†a+ 1

2)

= }ω(N + 1
2) (2.14)

em que a =
√
mω
2} (x+ ip

mω ) é o operador de aniquilação, a† =
√
mω
2} (x− ip

mω ) é o operador de

criação , N = a†a é o operador número e notaremos o comutador por [· , · ]. Como [q,p] = i},

fazendo } = 1 e redefinindo a energia de ponto zero, temos que

H = ωN = ωa†a,

[a,a] = 0 =
[
a†,a†

]
,[

a,a†
]

= 1, (2.15)

e para os estados |n > segue

a|n > =
√
n|n−1>,

a|0> = 0,

a†|n > =
√
n+ 1|n+ 1>,

N |n > = a†a|n >

= n|n >,n= 0,1,2, . . . (2.16)
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Para dois modos desacoplados do oscilador harmônico, teremos que

H = p2
1

2m + ω2
1mx

2
1

2 + p2
2

2m + ω2
2mx

2
2

2 , (2.17)

ou seja,

H = ω1a
†
1a1 +ω2a

†
2a2

= ω1N1 +ω2N2, (2.18)

em que a1, a†1, a2, a†2, N1 eN2 são os operadores de aniquilação e criação do primeiro modo, de

aniquilação e criação do segundo modo e os operadores número do primeiro modo e do segundo

modo, respectivamente. Como não há acoplamento entre os osciladores, teremos a quantização

usual, que acarreta em

[
ai,a

†
j

]
= 0, i 6= j

[ai,aj ] = 0 =
[
a†i ,a

†
j

]
, i, j = {1,2}[

ai,a
†
i

]
= 1 i= {1,2} , (2.19)

e

a1|n1,n2 > = √
n1|n1−1,n2 >,

a1|0,n2 > = 0,

a2|n1,n2 > = √
n2|n1,n2−1>,

a2|n1,0> = 0,

a†1|n1,n2 > =
√
n1 + 1|n1 + 1,n2 >,

a†2|n1,n2 > =
√
n2 + 1|n1,n2 + 1>,

N1|n1,n2 > = n1|n1,n2 >,

N2|n1,n2 > = n2|n1,n2 > . (2.20)

Para o oscilador harmônico com dois modos, o espaço de Hilbert é H1⊗H2. Por constru-

ção, o estado térmico |0(β)> ∈ H1⊗H2⊗H̃1⊗H2, então é dado por

|0(β)> =
+∞∑

n1,n2=0

e−
βEn1,n2

2√
Z(β)

|n1,n2, ñ1, ñ2 >

=
+∞∑

n1,n2=0

e−
β(ω1n1+ω2n2)

2√
Z(β)

|n1,n2, ñ1, ñ2 >, (2.21)
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com os operadores til satisfazendo relações de comutação similares às da equação (2.15), além

de comutar com qualquer operador sem o til.

Pela condição de normalização < 0(β)|0(β)>= 1, segue que

< 0(β)|0(β)> =
+∞∑

n1,n2=0

e−β(ω1n1+ω2n2)

Z(β)

=
 +∞∑
n1=0

e−βω1n1

 +∞∑
n2=0

e−βω2n2

 1
Z(β)

= 1, (2.22)

que é o produto de duas séries geométricas. Consequentemente,

Z(β) = 1
1− e−βω1

1
1− e−βω2

, (2.23)

e o estado térmico é

|0(β)> =
+∞∑

n1,n2=0

√
1− e−βω1

√
1− e−βω2e−

β(ω1n1+ω2n2)
2 |n1,n2, ñ1, ñ2 >

=
√

1− e−βω1
√

1− e−βω2
+∞∑

n1,n2=0
e−

β(ω1n1+ω2n2)
2

a†1ã
†
1

n1!
a†2ã
†
2

n2! |0,0, 0̃, 0̃>

=
√

1− e−βω1
√

1− e−βω2e

(
e−

βω1
2 a†1ã

†
1

)
e

(
e−

βω2
2 a†2ã

†
2

)
|0,0, 0̃, 0̃> . (2.24)

É possível reescrever e−
βωi

2 a†i ã
†
i com i, j = {1,2} na forma Ui = e−iGi(β), em que Gi(β) é

um operador hermitiano de β. Definindo as funções hiperbólicas

coshθi(β) = 1√
1− e−βωi

= ui(β),

senhθi(β) = e−
βωi

2
√

1− e−βωi
= vi(β), (2.25)

onde θ(β) é uma função real de β, temos

√
1− e−βωie

(
e−

βωi
2 a†i ã

†
i

)
|0,0, 0̃, 0̃> = (coshθi(β))−1 etanhθi(β)a†i ã

†
i |0,0, 0̃, 0̃>; (2.26)

utilizando etanhαBelncoshα[A,B]etanhαA = eα(A+B), notando que ef(β;ai,a†i ,ãi,ã
†
i )ai|0,0, 0̃, 0̃>= 0

e que ef(β;ai,a†i ,ãi,ã
†
i )ãi|0,0, 0̃, 0̃>= 0, a equação (2.26) fica da forma
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etanhθi(β)a†i ã
†
i eln(cosh−1θi(β))e−ln(coshθi(β))ã†i ãie−ln(coshθi(β))a†iai|0,0, 0̃, 0̃>

= etanhθi(β)a†i ã
†
i e−ln(coshθi(β))[1+ã†i ãi+a

†
iai]|0,0, 0̃, 0̃>

= etanhθi(β)a†i ã
†
i e−ln(coshθi(β))[ãiã†i+a

†
iai]|0,0, 0̃, 0̃>

= etanhθi(β)a†i ã
†
i e−ln(coshθi(β))[ãiã†i+a

†
iai]e−tanhθi(β)ãiai|0,0, 0̃, 0̃> . (2.27)

Fazendo a associação

A = −ãiai,
B = a†i ã

†
i ,

[A,B] = −ãiã†i −a
†
iai,

α = θi(β),

e então encontramos que a equação (2.27) torna-se

e−θi(β)(ãiai−ã†ia
†
i )|0,0, 0̃, 0̃>= e−iGi(β)|0,0, 0̃, 0̃>,

sendo Gi(β) = −iθi(β)(ãiai− ã†ia
†
i ) hermitiano. Assim podemos reescrever a equação (2.24)

como

|0(β)> = e−iG1(β)e−iG2(β)|0,0, 0̃, 0̃>

= e−iG(β)|0,0, 0̃, 0̃>, (2.28)

com G(β) = −iθ1(β)(ã1a1 − ã†1a
†
1)− iθ2(β)(ã2a2 − ã†2a

†
2), já que eAeB = eA+B quando

[A,B] = 0.

Por construção, U(β) = e−iG(β) é a transformação de Bogoliubov que leva o vácuo dupli-

cado não térmico no estado térmico |0(β)>.

2.2.1 Operadores Termalizados

A partir da construção do estado termalizado |0(β)>, obtivemos a forma explícita da trans-

formação de Bogoliubov. Podemos, de forma natural3, introduzir o conceito de operadores

termalizados como sendo aqueles obtidos pela transformação de similaridade

3Consistente com a Teoria de Representações de Grupos.
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F (β) = U(β)FU †(β), (2.29)

em que F é um operador não-termalizado.

Sendo assim, os operadores de criação e aniquilação térmicos são

a†i (β) = U(β)a†iU †(β),

ai(β) = U(β)aiU †(β),

ã†i (β) = U(β)ã†iU †(β),

ãi(β) = U(β)ãiU †(β), (2.30)

com

ai(β)|0(β)> = U(β)aiU †(β)U(β)|0,0, 0̃, 0̃>

= 0, (2.31)

e similarmente,

ãi(β)|0(β)> = U(β)ãiU †(β)U(β)|0,0, 0̃, 0̃>

= 0, (2.32)

o que corrobora com a ideia de que ai(β) e ãi(β) são operadores de destruição térmicos e o

estado térmico |0(β)> é justamente o Vácuo Térmico.

Utilizando a relação e−iBAeiB =A+(−i)[B,A]+ (−i)2

2! [B, [B,A]]+ (−i)3

3! [B, [B, [B,A]]]+
. . ., relembrando que G(β) = −iθ1(β)(ã1a1− ã†1a

†
1)− iθ2(β)(ã2a2− ã†2a

†
2) e os resultados
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[G,ai] = −iθi(β)ã†i ,[
G,ã†i

]
= −iθi(β)ai,

[G, [G,ai]] = −θi(β)2a,

[G,ãi] = −iθi(β)a†i ,[
G,a†i

]
= −iθi(β)ãi,

[G, [G,ãi]] = −θi(β)2ã, (2.33)

podemos escrever, das relações (2.30), que

ai(β) = U(β)aiU †(β)

= e−iGaie
iG

= ai+ (−i)[G,ai] + (−i)2

2! [G, [G,ai]] + (−i)3

3! [G, [G, [G,ai]]] + . . . ,

= coshθi(β)ai− senhθi(β)ã†i
= ui(β)ai−vi(β)ã†i . (2.34)

E com um desenvolvimento similar, encontramos as seguintes relações:

ã†i (β) = coshθi(β)ã†i − senhθi(β)ai = ui(β)ã†i −vi(β)ai, (2.35)

a†i (β) = coshθi(β)a†i − senhθi(β)ãi = ui(β)a†i −vi(β)ãi, (2.36)

e

ãi(β) = coshθi(β)ãi− senhθi(β)a†i = ui(β)ãi−vi(β)a†i . (2.37)

Consequentemente, podemos escrever os operadores não térmicos em termos dos ope-

radores térmicos, multiplicando convenientemente por ui(β) ou por vi(β) e lembrando que

u2
i (β)−v2

i (β) = cosh2θi(β)− senh2θi(β) = 1. Assim,

ai = ui(β)ai(β) +vi(β)ã†i (β), (2.38)

ã†i = ui(β)ã†i (β) +vi(β)ai(β), (2.39)
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a†i = ui(β)a†i (β) +vi(β)ãi(β) (2.40)

e

ãi = ui(β)ãi(β) +vi(β)a†i (β). (2.41)

A partir da análise das equações (2.35), (2.37), (2.39) e (2.41) temos que a aplicação de

duas transformações til é compatível com (̃ãi) = ai.

Uma propriedade interessante, que será útil futuramente, surge da equação (2.31)

ai(β)|0(β)> = (ui(β)ai−vi(β)ã†i )|0(β)>

= 0,

o que implica em

ui(β)ai|0(β)>= vi(β)ã†i |0(β)> (2.42)

e similarmente para ãi(β):

ui(β)ãi|0(β)>= vi(β)a†i |0(β)> . (2.43)

Para os operadores de criação térmicos, por outro lado,

a†i (β)|0(β)> = (ui(β)a†i −vi(β)ãi)|0(β)>

= (ui(β)a†i −vi(β)vi(β)a†i
ui(β) )|0(β)>, (2.44)

que, sendo u2(β)−v2(β) = 1, pode ser escrito como

a†i (β)|0(β)>= a†i
ui(β) |0(β)>; (2.45)

e, usando a relação de comutação [a†i (β),a†i ] = 0, obtemos

(a†i (β))n|0(β)>= (a†i )n
uni (β) |0(β)> . (2.46)
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Concluiremos essa seção calculando o valor médio do operador número de ocupação4,

<N >β = < 0(β)|N |0(β)>

= < 0(β)|
2∑
i=1

a†iai|0(β)>

= < 0(β)|
2∑
i=1

(ui(β)a†i (β) +vi(β)ãi(β))(ui(β)ai(β) +vi(β)ã†i (β))|0(β)>

=
2∑
i=1

vi(β)2

=
2∑
i=1

1
eβωi−1 , (2.47)

em queN =
2∑
i=1

a†iai e usamos a relação (2.25). O valor médio do operador número é justamente

a distribuição de Bose-Einstein associada a cada modo do oscilador harmônico.

2.3 Oscilador Harmônico Fermiônico Termalizado

Partindo da mesma equação (2.17) do oscilador harmônico bosônico, agora considerando a

relação de anticomutação {· , ·} para as observáveis, o Hamiltoniano é

H = ω1a
†
1a1 +ω2a

†
2a2,

com os operadores de criação e aniquilação satisfazendo as relações

{ai,a†i}= 1, i ∈ {1,2} ,

{ai,aj}= {a†i ,a
†
j}= {a†2,a1}= {a†1,a2}= 0, i, j ∈ {1,2} . (2.48)

Já que (a†i )2 = 0, o espaço de Fock é composto por apenas 4 estados, |0,0 >, |0,1 >, |1,0 > e

|1,1>, em que

H|ni,nj >= (ωini+ωjnj)|ni,nj > .

Portanto, o vácuo termalizado é dado por

|0(β)> =
∑
n1,n2

e−
βEn1,n2

2√
Z(β)

|n1,n2, ñ1, ñ2 >

= Z−1/2(β){1 + e−
βω1

2 a†1ã
†
1 + e−

βω2
2 a†2ã

†
2 + e−

βω1
2 e−

βω2
2 a†1ã

†
1a
†
2ã
†
2}|0,0, 0̃, 0̃>

= Z−1/2(β){1 + e−
βω1

2 a†1ã
†
1}{1 + e−

βω2
2 a†2ã

†
2}|0,0, 0̃, 0̃>, (2.49)

4que, por construção, é o valor esperado no estado de vácuo térmico.
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onde

|1,0, 1̃, 0̃> = a†1ã
†
1|0,0, 0̃, 0̃>

= −ã†1a
†
1|0,0, 0̃, 0̃>

e

|1,1, 1̃, 1̃> = a†1ã
†
1a
†
2ã
†
2|0,0, 0̃, 0̃>

= ã†2a
†
2a
†
1ã
†
1|0,0, 0̃, 0̃> .

Pela condição de normalização de |0(β)>, isto é,

< 0(β)|0(β)> = Z−1(β)(1 + e−βω1)(1 + e−βω2)

= 1,

obtemos

Z(β) = (1 + e−βω1)(1 + e−βω2). (2.50)

Então a equação (2.49) torna-se

|0(β)>= (1 + e−βω1)−1/2(1 + e−βω2)−1/2
(
1 + e−βω1/2a†1ã

†
1
)(

1 + e−βω2/2a†2ã
†
2
)
|0,0, 0̃, 0̃> .

(2.51)

Podemos introduzir a transformação de Bogoliubov definindo

ui(β) = cosθi(β) = 1√
1 + e−βωi

,

vi(β) = sinθi(β) = 1√
1 + eβωi

, (2.52)

a partir das relações (2.48), vemos que

(ãiai−a†i ã
†
i )2n|0,0, 0̃, 0̃>= (−1)n|0,0, 0̃, 0̃>

e

(ãiai−a†i ã
†
i )2n+1|0,0, 0̃, 0̃>= (−1)n+1a†i ã

†
i |0,0, 0̃, 0̃> . (2.53)

A equação (2.51) para o vácuo térmico pode então ser escrita como



17

|0(β)> =
2∏
i=1
{cosθi(β) + sinθi(β)a†i ã

†
i}|0,0, 0̃, 0̃>

=
2∏
i=1
{1− θi(β)(ãiai−a†i ã

†
i ) + θi(β)

2! (ãiai−a†i ã
†
i )2 + . . .}|0,0, 0̃, 0̃>

=
2∏
i=1

e−θi(β)(ãiai−a†i ã
†
i )|0,0, 0̃, 0̃>

= e−iG(β)|0,0, 0̃, 0̃>, (2.54)

onde G = −iθi(β)
2∑
i=1

(ãiai−a†i ã
†
i ) define uma transformação de Bogoliubov semelhante à do

oscilador bosônico, apesar das diferentes relações de comutação e anticomutação.

2.3.1 Operadores Termalizados

Através da transformação de Bogoliubov encontrada podemos também, para o caso fermi-

ônico, introduzir os operadores térmicos a partir de uma transformação de similaridade

a(β) = U(β)aU(β)†,

a†(β) = U(β)a†U(β)†,

ã(β) = U(β)ãU(β)†

e

ã†(β) = U(β)ã†U(β)†. (2.55)

Utilizando que

[
ãa−a†ã†

]2n
= (−1)n

[
1−a†a− ã†a+ 2a†aã†ã

]
[
ãa−a†ã†

]2n+1
= (−1)n

[
ãa−a†ã†

]
, (2.56)

podemos expandir o operador unitário U(β), reescrevendo as equações 2.55 como

ai(β) = u(β)ai−v(β)ã†i , (2.57)

ã†i (β) = u(β)ã†i +v(β)ai, (2.58)

a†i (β) = u(β)a†i −v(β)ãi (2.59)
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e

ãi(β) = u(β)ãi+v(β)a†i . (2.60)

Diferente do caso bosônico, a partir das equações (2.58) e (2.60), temos que a aplicação de

duas transformações til é compatível com (̃ã)i =−ai. Com isso, as regras de conjugação til dão

um resultado consistente. As relações inversas são

ai = u(β)ai(β) +v(β)ã†i (β),

ã†i = ui(β)ã†i (β)−vi(β)ai(β),

a†i = ui(β)a†i (β) +vi(β)ãi(β),

e

ãi = u(β)ãi(β)−v(β)a†i (β), (2.61)

com

u(β)ai|0(β)>= v(β)ã†i |0(β)> (2.62)

e

a†i (β)|0(β)>= a†i
u(β) |0(β)> . (2.63)

Por fim, calcularemos o valor médio do operador número de ocupação,

<N >β = < 0(β)|
 2∑
i=1

a†iai

 |0(β)>

= < 0(β)|(
2∑
i=1

(ui(β)a†i (β) +vi(β)ãi(β))(ui(β)ai(β) +vi(β)ã†i (β))|0(β)>

=
2∑
i=1

vi(β)2

=
2∑
i=1

1
eβωi + 1 (2.64)

que é a distribuição de Fermi-Dirac para cada modo do oscilador fermiônico.
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2.4 Operador Densidade Termalizado

O operador densidade, introduzido por Landau [123], é muito utilizado na Teoria Quântica

por refletir aspectos inerentes à teoria. Von-Neumann [2] utilizou-se do conceito de operador

densidade para descrever ensembles puros e mistos.

Nesta seção vamos escrever o vácuo térmico em função do operador densidade e introduzir

o conceito de operador densidade termalizado associado a um estado térmico |Ψ(β) >. Pela

definição de vácuo térmico (veja equação (2.9)), temos que

|0(β)> =
∑
n

e−
βEn

2√
Z(β)

|n, ñ >

=
∑
n

e−
βH
2√

Z(β)
|n, ñ >

=

√√√√e−βH

Z(β)
∑
n
|n, ñ >

= √
ρ
∑
n
|n, ñ >, (2.65)

onde

ρ= e−βH

Z(β) . (2.66)

A média térmica de um observável O assume a forma

< 0(β)|O|0(β)> =
∑
n,m

< n,ñ|√ρO√ρ|m,m̃ >

=
∑
n,m

< n|√ρO√ρ|m> δn,m

=
∑
n
< n|√ρO√ρ|n >

= Tr(√ρO√ρ)

= Tr(ρO). (2.67)

Considerando um estado térmico qualquer |Ψ(β)>= f(a(β),a†(β))|0(β)>= f(a,a†;β)|0(β)>,

temos que a média de um observável sobre esse estado térmico será dada pelo traço do operador

densidade térmico associado a esse estado, isto é,

<Ψ(β)|O|Ψ(β)>= Tr(ρ|Ψ(β)>O). (2.68)
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Logo, o operador densidade térmico é obtido considerando que

<Ψ(β)|O||Ψ(β)> = < 0(β)|f †(a,a†;β)Of(a,a†;β)|0(β)>

= Tr(f †(a,a†;β)Of(a,a†;β)ρ)

= Tr(Of(a,a†;β)ρf †(a,a†;β)),

ou seja,

ρ|Ψ(β)> = f(a,a†;β)ρf †(a,a†;β). (2.69)

Finalizamos essa seção escrevendo o operador densidade ρ para o oscilador harmônico

bosônico com dois modos. Neste caso, usando (2.18) e (2.23)

ρ= e−βH

Z(β) = e−β(ω1N1+ω2N2)(1− e−βω1)(1− e−βω2), (2.70)

e pela relação de completeza
+∞∑

n1,n2=0
|n1,n2 >< n1,n2| = 1 e ortogonalidade dos autoestados

do hamiltoniano, temos

ρ= (1− e−βω1)(1− e−βω2)
+∞∑

n1,n2=0
e−β(ω1n1+ω2n2)|n1,n2 >< n1,n2|. (2.71)

Podemos escrever esse operador densidade em termos do número de ocupação ni(β) =
1

eβωi−1 , já que

1
1 +ni(β) = 1

eβωi

eβωi−1

= 1− e−βωi (2.72)

e

ni(β)
1 +ni(β) = 1

eβωi−1
eβωi−1
eβωi

= e−βωi (2.73)

resultando então, para o operador densidade (2.66) a expressão

ρ= 1
(1 +n1(β))(1 +n2(β))

+∞∑
n1,n2=0

(
n1(β)

1 +n1(β)

)n1( n2(β)
1 +n2(β)

)n2

|n1,n2 >< n1,n2|.

(2.74)
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3 Estado Coerente

O estado coerente, conhecido também como estado quasi-clássico, foi proposto por Schrö-

dinger [1] em 1926, para o Oscilador Harmônico, e explorado por Glauber [4–6], Sudarshan [7]

e Klauder [8–10] na década de sessenta. No início da década de 70, Atkins [22] e Arecchi [23]

introduziram o conceito de Estado Coerente do Momento Angular, generalizado para uma ál-

gebra de Lie arbitrária por Perelomov [29, 30] e Gilmore [31], independentemente.

Neste capítulo resumiremos aspectos do estado coerente do Oscilador Harmônico, depois

definiremos o estado coerente para a álgebra de Lie su(2), a partir de uma rotação arbitrária

sobre o estado com menor autovalor [30]. Também exploraremos o estado Gaussiano, que é

uma boa aproximação para o estado fundamental do Hamiltoniano de Bose-Hubbard [81], e

o estado Atomic-cat, que é a superposição de dois estados coerentes com diferença de fase de

180◦.

3.1 Estado Coerente do Oscilador Harmônico

O estado coerente do oscilador harmônico foi primeiramente analisado por Schrodinger,

recebendo notoriedade a partir da década de 60 devido aos trabalhos de Glauber [4–6], que o

relacionou com os autoestados do campo de radiação, dando origem à área atualmente conhe-

cida como Óptica Quântica.

O Hamiltoniano do Oscilador Harmônico é dado por

H = ω
(
a†a+ 1

2

)
, (3.1)

tomando h̄= 1. Os operadores a† e a são conhecidos como operadores de criação e destruição,

respectivamente, satisfazendo a relação de comutação
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[
a,a†

]
= 1. (3.2)

O estado coerente associado à álgebra do Oscilador Harmônico, também conhecida como

álgebra de Weyl, é dado por

|α > = eαa
†−α∗a|0>, (3.3)

sendo α um número complexo qualquer e |0 > o estado de menor energia do oscilador harmô-

nico. O termo D(α) := eαa
†−α∗a é conhecido como operador de Deslocamento, que pode ser

reescrito como

D(α) = eαa
†−α∗a

= e−
|α|2

2 eαa
†
e−α

∗a, (3.4)

utilizando que eA+B = e−
1
2 [A,B]eAeB , quando [A, [A,B]] = 0. Logo,

|α > = e−
|α|2

2
∞∑
n=0

αn√
n!
|n > . (3.5)

O estado coerente do Oscilador Harmônico possui diversas propriedades, tais como

• São autoestados dos operadores de destruição,

a|α > = e−
|α|2

2
∞∑
n=0

αn√
(n−1)!

|n−1>

= α|α > . (3.6)

• A evolução temporal é uma rotação de ωτ sobre o parâmetro α, multiplicado por um fator

de fase,

e−iHτ |α > = e−i
ωτ
2 e−

|α|2
2
∞∑
n=0

αn(e−iωτ )n√
(n)!

|n >

= e−i
ωτ
2 |αe−iωτ > . (3.7)
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• Esses estados não são ortogonais,

< α|β > = e−
|α|2

2 e−
|β|2

2
∞∑

m,n=0

(α∗)n√
(n)!

βm√
(m)!

< n|m>

= e−
|α|2

2 −
|β|2

2 +α∗β, (3.8)

então

|< α|β > |2 = e−
|α|2

2 −
|β|2

2 +α∗βe−
|α|2

2 −
|β|2

2 +αβ∗

= e−|α−β|
2
. (3.9)

• O estado coerente possui supercompleteza,

∫ d2α

π
|α >< α| =

∫ d2α

π
e−|α|

2 ∞∑
m,n=0

(α∗)nαm√
n!m!

|m>< n|

=
∞∑

m,n=0

∫ +∞

0

∫ 2π

0

rdrdφ

π
√
n!m!

rm+ne−r
2
ei(m−n)φ|m>< n|

=
∞∑

m,n=0

∫ +∞

0

dr2

2π
√
n!m!

rm+ne−r
2
2πδm,n|m>< n|

=
∞∑
n=0

n!
n! |n >< n|

= 1, (3.10)

onde foi feita a mudança de variável α = re−φ. Essa propriedade é conhecida como

supercompleteza pois caso retiremos um número finito de estados coerentes, ainda pre-

servamos a completeza.

• Mínimo de incerteza,

< α|(a+a†)|α > = α+α∗,

< α|(a−a†)|α > = α−α∗,

< α|(a+a†)(a+a†)|α > = (α+α∗)2 + 1,

< α|(a−a†)(a−a†)|α > = (α−α∗)2−1, (3.11)

e como x = a+a†√
2mω e p = (a−a†)

√
mω

i
√

2 segundo as definições de a e a† da equação (2.14),
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encontramos as variâncias

< (4x)2 >α = < x2 >α −(< x >α)2

= 1
2ω

[
(α+α∗)2 + 1− (α+α∗)2

]
= 1

2ω ,

< (4p)2 >α = < p2 >α −(< p >α)2

= ω

2
[
−(α−α∗)2 + 1 + (α−α∗)2

]
= ω

2 , (3.12)

onde denotamos <A>α=< α|A|α >. Portanto,

< (4x)2 >α< (4p)2 >α = 1
4 , (3.13)

que é o mínimo de incerteza possível pelo Princípio de Heisenberg, reforçando a ideia

de estados quase clássicos. Essa propriedade do estado coerente é extremamente útil e

simboliza que tais estados estão no limiar dos aspectos quânticos.

3.2 Estados do Momento Angular

No contexto da Mecânica Quântica podemos descrever a Teoria do Momento Angular a

partir da relação de quantização usual [qi,pj ] = ih̄δij . Esta relação automaticamente impõe

as condições de comutação sobre o operador momento angular orbital, que é definido como

l = q×p. Para isso basta fazer a decomposição nas 3 componentes como

lx = qypz− qzpy,

ly = qzpx− qxpz,

lz = qxpy− qypx, (3.14)

de forma que
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[lx, ly] = [qypz− qzpy, qzpx− qxpz]

= qy [pz, qz]px+ qx [qz,pz]py
= −iqypx+ iqxpy

= ilz,

[ly, lz] = ilx,

[lz, lx] = ily, (3.15)

onde continuamos a considerar h̄= 1 ao longo de todo o trabalho.

Definindo l2 = l2x+ l2y + l2z como o momento angular orbital total,

[
l2, li

]
= 0, (i= x,y,z), (3.16)

o que indica que o momento angular orbital total pode ser determinado simultaneamente a uma

das componentes cartesianas, sem nenhuma incerteza quântica.

Para tratar de situações mais gerais introduziremos o operador J que é o momento angular

total do sistema, formado pelo momento angular orbital mais a contribuição do spin. Esses

operadores satisfazem as mesmas relações de comutação

[Ji,Jj ] = iεijkJk, (3.17)

com εijk sendo o símbolo de Levi-Civita.

Definindo |j,m > como os autoestados dos operadores J2 e Jz, conhecidos como estados

de Dicke, temos que

Jz|j,m > = m|j,m >,

J2|j,m > = j(j+ 1)|j,m >, (3.18)

onde a dimensão do espaço de Hilbert é igual a 2j + 1 sendo gerada pelos autoestados

{|j,−j >, |j,−j+ 1>, ... , |j,j−1>, |j,j >}, como representado na figura (Fig. 3.1).
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Figura 3.1: Autoestados do Momento Angular.

Introduzindo os operadores J± = Jx± iJy, obtemos

[J+,J−] = 2Jz,

[Jz,J±] = ±J±, (3.19)

tendo que

J2 = J2
z + 1

2 (J+J−+J−J+) . (3.20)

Também é válido

J+J− = J2−J2
z +Jz,

J−J+ = J2−J2
z −Jz. (3.21)

Esses operadores atuam no estado |j,m > resultando em
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J+|j,m > =
√

(j+m+ 1)(j−m)|j,m+ 1>,

J−|j,m > =
√

(j+m)(j−m+ 1)|j,m−1>,

Jx|j,m > =

√
(j+m+ 1)(j−m)

2 |j,m+ 1>+

√
(j−m+ 1)(j+m)

2 |j,m−1>,

Jy|j,m > =

√
(j+m+ 1)(j−m)

2i |j,m+ 1>−

√
(j−m+ 1)(j+m)

2i |j,m−1>,

J2
x|j,m > =

√
(j+m+ 2)(j+m+ 1)(j−m)(j−m−1)

4 |j,m+ 2>+j(j+ 1)−m2

2 |j,m >

+

√
(j+m)(j+m−1)(j−m+ 1)(j−m+ 2)

4 |j,m−2>

J2
y |j,m > = −

√
(j+m+ 2)(j+m+ 1)(j−m)(j−m−1)

4 |j,m+ 2>+j(j+ 1)−m2

2 |j,m >

−

√
(j+m)(j+m−1)(j−m+ 1)(j−m+ 2)

4 |j,m−2> . (3.22)

O estado com a menor componente z do momento angular é |j,−j >, podendo-se encontrar

qualquer outro estado de Dicke a partir da aplicação sucessiva do operador J+. De maneira

recursiva, podemos encontrar que

|j,m > = 1
(j+m)!


√√√√( 2j

j+m

)−1

Jj+m+ |j,−j >, (3.23)

valendo que J+|j,j >= 0, J−|j,−j >= 0 e com
(
n
k

)
= n!

k!(n−k)! sendo o Binômio de Newton.

3.3 Estado Coerente do Momento Angular

Uma forma interessante de introduzir o estado coerente do momento angular é imaginá-lo

como resultado de uma rotação arbitrária sobre o estado |j,−j > [23]. A ideia consiste em

introduzir uma visão pictórica de rotação, tentando obter quais seriam os ângulos θ,φ tais que

uma rotação sobre eles resulte no Estado Coerente do Momento Angular. Iniciaremos aplicando

uma rotação em torno do eixo z de um ângulo φ, (vide figura)
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Figura 3.2: Rotação pelos ângulos φ e θ.

os operadores Jx, Jy e Jz se transformam respectivamente em

Jk = e−iφJzJxe
iφJz

= Jxcos(φ) +Jysen(φ)

= 1
2
(
J+e

−iφ+J−e
iφ
)
,

Jn = e−i(φ−
π
2 )JzJye

i(φ−π2 )Jz

= Jxsen(φ)−Jycos(φ)

= i

2
(
J+e

−iφ−J−eiφ
)
,

Jz = Jz, (3.24)

onde

J− = e−iφ (Jk + iJn) ,

J+ = eiφ (Jk− iJn) . (3.25)

O gerador de uma rotação de ângulo θ em torno do eixo n é dado por

Rθφ = e−iθJn

= e−iθ(Jxsen(φ)−Jycos(φ))

= e
θ
2e
−iφJ+− θ2e

iφJ−

= eζJ+−ζ∗J− , (3.26)

com ζ = θ
2e
−iφ. Vale a pena ressaltar que a equação (3.26) é "equivalente"à encontrada no

estudo do estado coerente do Oscilador Harmônico |α >= eαa
†−α∗a|0>.
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Analisando os efeitos dessas rotações sobre os geradores encontramos que

RθφJnR
−1
θφ = Jn

RθφJkR
−1
θφ = Jkcos(θ) +Jzsen(θ)

RθφJzR
−1
θφ = −Jksen(θ) +Jzcos(θ) (3.27)

onde, como a rotação está sendo efetuada em torno do eixo n, Jn não se altera. Por outro lado,

considerando que a rotação no plano kz de um ângulo θ, dada pela equação (3.24), temos

RθφJ−R
−1
θφ = Rθφe

−iφ (Jk + iJn)R−1
θφ

= e−iφ
[1
2
(
J+e

−iφ+J−e
iφ
)
cos(θ) +Jzsen(θ) + 1

2
(
J+e

−iφ−J−eiφ
)]

= e−iφ
[
J+e

−iφ
(
cos(θ) + 1

2

)
+Jzsen(θ) +J−e

iφ

(
cos(θ)−1

2

)]
,

= e−iφ
[
J+e

−iφcos2(θ2) +Jzsen(θ)−J−eiφsen2(θ2)
]

; (3.28)

analogamente, obtemos

RθφJ+R
−1
θφ = Rθφe

iφ (Jk− iJn)R−1
θφ

= eiφ
[1
2
(
J+e

−iφ+J−e
iφ
)
cos(θ) +Jzsen(θ)− 1

2
(
J+e

−iφ−J−eiφ
)]

= eiφ
[
J+e

−iφ
(
cos(θ)−1

2

)
+Jzsen(θ) +J−e

iφ

(
cos(θ) + 1

2

)]
,

= eiφ
[
−J+e

−iφsen2(θ2) +Jzsen(θ) +J−e
iφcos2(θ2)

]
, (3.29)

e por fim

RθφJzR
−1
θφ = Jzcos(θ)−

1
2e

iφsen(θ)J−−
1
2e
−iφsen(θ)J+. (3.30)

Utilizando que eα(A+B) = etanhαBelncoshαCetanhαA, com C = [A,B] e denotando α = iθ2 ,

A= ieiφJ−, B =−ie−iφJ+ e C =−2Jz, encontramos
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Rθφ = eζJ+−ζ∗J−

= etanhi
θ
2(−ie−iφJ+)elncoshi

θ
2 (−2Jz)etanhi

θ
2(ieiφJ−)

= etan
θ
2e
−iφJ+e−2lncos θ2Jze−tan

θ
2e
iφJ−

= ezJ+eln(1+|z|2)Jze−z
∗J− , (3.31)

usando que tanh(ix) = itan(x), cosh(ix) = cos(x) e z = tan(θ2)e−iφ. O Estado Coerente do

Momento Angular é definido como [77]

|z > = |θ,φ >

= Rθφ|j,−j >

= ezJ+eln(1+|z|2)Jze−z
∗J−|j,−j >

= ezJ+eln(1+|z|2)Jz |j,−j >

= ezJ+ 1
(1 + |z|2)j |j,−j >

=
j∑

m=−j

1
(1 + |z|2)j

zj+m

(j+m)!J
j+m
+ |j,−j >

=
j∑

m=−j

zj+m

(1 + |z|2)j

√√√√( 2j
j+m

)
|j,m >, (3.32)

que pode ser visualizado como uma rotação sobre o estado |j,−j > (vide figura).

Figura 3.3: Estado Coerente do Momento Angular.
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Analisando a equação (3.28) atuando no estado coerente do momento angular, segue que

RθφJ−R
−1
θφ |θ,φ > = e−iφ

[
J+e

−iφcos2(θ2) +Jzsen(θ)−J−eiφsen2(θ2)
]
|θ,φ >

= RθφJ−R
−1
θφRθφ|j,−j >

= RθφJ−|j,−j >

= 0; (3.33)

logo

[
J+e

−iφcos2(θ2) +Jzsen(θ)−J−eiφsen2(θ2)
]
|θ,φ > = 0, (3.34)

que é a equação de autovalor do estado |θ,φ >, sendo também válido que

J2|θ,φ > = j(j+ 1)|θ,φ > . (3.35)

A distribuição de probabilidade de um estado coerente |z >, em termos de um estado de

Dicke |j,m >, é dada por [77]

Pj,m(z) = |< j,m|z > |2

=
(

2j
j+m

)
|z2|j+m

(1 + |z|2)2j

=
(

2j
j+m

)
(cos(θ2))2j−2m(sen(θ2))2j+2m. (3.36)

O gráfico (Fig.3.4) da distribuição de probabilidade reforça a ideia de que o estado coerente

está relacionado à rotação, pois percebemos que variando θ há um deslocamento (rotacional)

da distribuição de probabilidade, alterando assim o estado mais provável. Ao longo de todo o

trabalho a notação decimal será feita utilizando o ponto, ao invés da vírgula, devido à compati-

bilidade com o software Maple 18.

Para θ→ 0 vemos que o estado coerente do momento angular |θ,φ > se aproxima do estado

|j,−j >, enquanto que para θ→ π nos aproximamos de |j,j >, ambos com probabilidade 1.
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Figura 3.4: Probabilidade Pj,m(z) com j = 10 e θ = {0.1π,0.3π,0.4π,0.5π,0.7π,0.9π}.



33

Para finalizar essa seção, mostraremos como obter os autoestados de Jx e Jy em termos de

rotações de |j,m >. Para isso usaremos a fórmula de Baker-Hausdorff

eiαBAe−iαB = A+ iα [B,A] +
(
i2α2

2!

)
[B, [B,A]] + · · ·+

(
inαn

n!

)
[B, · · · [B,A]] + · · · .

(3.37)

Efetuando uma rotação de ângulo θ em torno do eixo x, temos

eiθJxJye
−iθJx = Jycos(θ)−Jzsen(θ),

eiθJxJze
−iθJx = Jzcos(θ) +Jysen(θ), (3.38)

e de ângulo θ em torno do eixo y,

eiθJyJxe
−iθJy = Jxcos(θ) +Jzsen(θ),

eiθJyJze
−iθJy = Jzcos(θ)−Jxsen(θ), (3.39)

e, por fim, de ângulo θ em torno do eixo z,

eiθJzJxe
−iθJz = Jxcos(θ)−Jysen(θ),

eiθJzJye
−iθJz = Jycos(θ) +Jxsen(θ). (3.40)

A partir dessas expressões podemos definir os autoestados dos operadores Jx e Jy. Pelas

equações (3.38) e (3.39), assumindo θ = π
2 ,

Jye
iπ2 Jx = ei

π
2 JxJz,

Jxe
−iπ2 Jy = e−i

π
2 JyJz, (3.41)

então, definindo

|j,my > = ei
π
2 Jx |j,m >,

|j,mx > = e−i
π
2 Jy |j,m >, (3.42)
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já que

Jy|j,my > = Jye
iπ2 Jx |j,m >

= ei
π
2 JxJz|j,m >

= m|j,my >,

Jx|j,mx > = Jxe
−iπ2 Jy |j,m >

= e−i
π
2 JyJz|j,m >

= m|j,mx > . (3.43)

De modo geral uma rotação qualquer pode ser realizada pelo operador [124]

R(α,β,γ) = e−iαJze−iβJye−iγJz , (3.44)

sendo α,β,γ os ângulos de Euler. A D-matrix de Wigner é definida como

Dj
m′,m(α,β,γ) = < j,m′|R(α,β,γ)|j,m >

= e−i(m
′α+mγ) < j,m′|e−iβJy |j,m >

= e−i(m
′α+mγ)djm′,m(β). (3.45)

A matriz djm′,m(β) é uma matriz com dimensão (2j+1) e denominada d-matrix de Wigner.

A forma dos elementos dessa matriz é conhecida como fórmula de Wigner sendo dada por [124],

djm′,m(β) =
∑
k

(−1)k−m+m′
√

(j+m)!(j−m)!(j+m′)!(j−m′)!
(j+m−k)!k!(j−k−m′)!(k+m′−m)!

×
(
cos(β2 )

)2j−2k+m−m′(
sen(β2 )

)2k−m+m′

, (3.46)

onde a soma em k é feita sobre os valores em que o fatorial não é negativo.

Para definir a rotação utilizamos a convenção z-y-z dos ângulos de Euler; caso utilizássemos

a convenção z-x-z, parte dos elementos seria puramente imaginário, onde o fator (−1)k−m+m′

na fórmula de Wigner seria substituído por im−m
′(−1)k [125],
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d̄jm′,m(β) = < j,m′|e−iβJx |j,m >

=
∑
k

im−m
′
(−1)k

√
(j+m)!(j−m)!(j+m′)!(j−m′)!

(j+m−k)!k!(j−k−m′)!(k+m′−m)!

×
(
cos(β2 )

)2j−2k+m−m′(
sen(β2 )

)2k−m+m′

. (3.47)

Portanto, teremos que

< j,m′|j,my > = d̄jm′,m(−π/2),

< j,m′|j,mx > = djm′,m(π/2). (3.48)

Como exemplo calcularemos a distribuição de probabilidade do estado de Dicke |j,m′ >
na direção |j,mx >, ou seja,

Pj(m′,m) = |< j,m′|j,mx > |2

= |< j,m′|e−i
π
2 Jy |j,m > |2

= |djm′,m(π2 )|2, (3.49)

cujos gráficos (Fig. 3.5 e Fig. 3.6) corroboram com os resultados da referência [77], o que

evidencia que ao mudarmos a direção analisada alteramos a distribuição de probabilidade do

Estado Coerente do Momento Angular. Também analisamos o caso de valores negativos demx,

ou seja, −mx, resultando em gráficos similares aos obtidos para mx positivo.
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Figura 3.5: Distribuição de Probabilidade para j=10, mx = {0, 2, 4}.
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Figura 3.6: Distribuição de Probabilidade para j=10, mx = {6, 8, 10}.
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3.4 Estados Gaussianos

O Condensado Bose-Einstein desempenha um importante papel no contexto dos estados

comprimidos, sendo vastamente utilizado na realização desses estados [32]. Uma aproximação

do Hamiltoniano de interação do condensado Bose-Einstein com dois modos é [80, 84]:

HBH = −KJx+ εJz +UJ2
z , (3.50)

conhecido como o Hamiltoniano de Bose-Hubbard, com U > 0 e ε ≈ 0. Nesse contexto, uma

boa aproximação para o estado fundamental de HBH [81, 84] é dada por

|σ > = 1√
Nσ

j∑
m=−j

e
−m2

4σ2 |j,m >, (3.51)

com Nσ sendo a normalização,

Nσ =
j∑

m=−j
e
−m2

2σ2

≈
√

2πσ, (3.52)

e σ o desvio padrão da distribuição gaussiana.

Esse estado Gaussiano foi analisado considerando o Interferômetro de Mach-Zehnder em

[82, 84] e utilizando oscilações de Rabi-Josephson em [85].

Para compreender melhor as propriedades do estado Gaussiano, calcularemos a distribuição

de probabilidade projetada sobre |j,m >, isto é,

< j,m|σ > = 1√
Nσ

j∑
m′=−j

e
− (m′)2

4σ2 < j,m|j,m′ >

= e
−m2

4σ2√∑j
m=−j e

−m2
2σ2

; (3.53)

logo a probabilidade será dada por
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Pj,m(σ) = |< j,m|σ > |2

= e
−m2

2σ2

j∑
m=−j

e
−m2

2σ2

. (3.54)

Os gráficos da equação (3.54) são encontrados na Figura 3.7 para alguns valores de σ. O

peso do estado é dado por uma função gaussiana, portanto os gráficos da probabilidade têm a

forma de uma curva gaussiana centrada no zero. O fator σ corresponde ao desvio padrão que

determina a largura da curva de probabilidade.

Para análise do estado |j,mx > temos

< σ|j,mx > = 1√
Nσ

j∑
m′=−j

e
− (m′)2

4σ2 < j,m′|j,mx >

= 1√
Nσ

j∑
m′=−j

e
− (m′)2

4σ2 djm′,m(π2 ), (3.55)

onde foi usada a equação (3.48). Portanto,

Pj,mx(σ) = |< σ|j,mx > |2

=
|

j∑
m′=−j

e
− (m′)2

4σ2 djm′,m(π2 )|2

j∑
m′′=−j

e
− (m′′)2

2σ2

. (3.56)

Os gráficos da equação (3.56) são apresentados na Figura 3.8. Para σ = 0.1, o estado se

torna bem centrado no zero, concordando com o gráfico (Fig. 3.5), com mx = 0. Variando σ

de 0.1 até 5.0 percebemos a perda da forma gaussiana da distribuição de probabilidade; isso

implica que ao mudarmos a direção observada alteramos significativamente as características

do estado gaussiano.
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Figura 3.7: Probabilidade Pj,m(σ) com j = 10 e σ = {0.1, 0.5, 1, 2, 3, 5}.
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Figura 3.8: Probabilidade Pj,mx(σ) com j = 10 e σ = {0.1, 0.5, 1, 2, 3, 5}.
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3.5 Estados Atomic-Cat

Similar aos estados de Yurke-Stole [86] para o oscilador harmônico, surgiram diversos es-

tados definidos como superposições dos estados coerentes do momento angular, com diferença

de fase de 180◦; são exemplos [82]

|ψ1 > = 1
N1

[|z >+|− z >] ,

|ψ2 > = 1
N2

[|z >−|− z >] ,

|ψ3 > = 1
N3

[|z >+i|− z >] ,

|ψ4 > = 1
N4

[|z >−i|− z >] ; (3.57)

comNi sendo a normalização de cada estado |ψi >. Outros como Gerry e Grobe [89] utilizaram

estados da forma

|ψ+ > = 1
N+

[
|z >+e−iπj |− z >

]
,

e

|ψ− > = 1
N−

[
|z >−e−iπj |− z >

]
. (3.58)

Neste trabalho consideraremos o estado Schröedinger-Cat, também conhecido como Atomic-

Cat, representando-o genericamente por

|ψα(z)> = 1
Nα

[
|z >+eiα|− z >

]
, (3.59)

com Nα sendo a normalização do estado.

Com essa notação genérica podemos analisar os diversos tipos de estados descritos an-

teriormente. Tal notação também permite analisar como a paridade, definida pelo operador

P = (−1)Jz+j [77], onde (−1)Jz+j |j,m > = (−1)j+m|j,m >, altera as características do es-

tado.

Como, pela equação (3.32),
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< z|− z > = <−z|z >

=
j∑

m=−j

(
2j

j+m

)(−|z|2)j+m
(1 + |z|2)2j

= (1−|z|2)2j

(1 + |z|2)2j

= (cos(θ))2j , (3.60)

a normalização do estado |ψα(z)>, dado pela equação (3.59), é

Nα =
√

2 + 2cos(α) [cos(θ)]2j . (3.61)

Dessa forma, também podemos escrever o estado (3.59) como

|ψα(z)> =
j∑

m=−j

√√√√( 2j
j+m

)
zj+m+ eiα(−z)j+m√

2(1 + |z|2)2j + 2cos(α)(1−|z|2)2j
|j,m > . (3.62)

Inicialmente calcularemos a distribuição de probabilidade obtida para |ψα(z)>, projetando-

o sobre um estado de Dicke |j,m >; então

< j,m|ψα(z)> = 1
Nα

[
< j,m|z >+eiα < j,m|− z >

]

= 1
Nα


√√√√( 2j

j+m

)
zj+m

(1 + |z|2)j + eiα

√√√√( 2j
j+m

)
(−z)j+m
(1 + |z|2)j


= 1

Nα

√√√√( 2j
j+m

)
zj+m

[
1 + eiα(−1)j+m

]
(1 + |z|2)j , (3.63)

e, logo, a distribuição de probabilidade é

Pj,m(|ψα(z)>) = |< j,m|ψα(z)> |2

=
(

2j
j+m

)
(cos(θ/2))2j−2m(sen(θ/2))2j+2m

|2 + 2cos(α) [cos(θ)]2j |
|1 + eiα(−1)j+m|2.

(3.64)



44

Figura 3.9: Probabilidade Pj,m(|ψα(z) >) com j = 10, α = π e para θ = {0.2π , 0.3π, 0.5π,
0.6π, 0.7π, 0.8π}.
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Os gráficos (Fig.3.9) da distribuição de probabilidade reforçam a ideia de rotação, sendo

que, ao variar θ de 0 até π, obtemos um deslocamento da probabilidade de m de −j até j,

concordando com os resultados encontrados em [89].

Figura 3.10: Probabilidade Pj,m(|ψα(z)>) com j = 10, θ = π
2 e α =

{
0, π2 , π,

3π
2

}
.

Já os gráficos (Fig.3.10) representam bem as propriedades de simetria, para α = 0, e de

antissimetria, para α = π, que ocorrem quando variamos o valor de α.

Finalizando a análise desse estado, determinamos a distribuição de probabilidade conside-

rando a direção |j,mx >, ou seja,
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< ψα(z)|j,mx > = 1
Nα

[
< z|j,mx >+e−iα <−z|j,mx >

]

= 1
Nα

j∑
m′=−j


√√√√( 2j

j+m′

)(z∗)j+m′djm′,m(π2 )
(1 + |z|2)j

+ e−iα

√√√√( 2j
j+m′

)(−z∗)j+m′djm′,m(π2 )
(1 + |z|2)j


= 1

Nα

j∑
m′=−j

√√√√( 2j
j+m′

)
(z∗)j+m

′
djm′,m(π2 )

[
1 + e−iα(−1)j+m′

]
(1 + |z|2)j ; (3.65)

logo, a distribuição de probabilidade é

Pj,mx(|ψα(z)>) = |< ψα(z)|j,mx > |2

=

∣∣∣∣∣∣ 1
Nα

j∑
m′=−j

√√√√( 2j
j+m′

)
(z∗)j+m

′
djm′,m(π2 )

[
1 + e−iα(−1)j+m′

]
(1 + |z|2)j

∣∣∣∣∣∣
2

= 1
2[(1 + |z|2)2j + cos(α)(1−|z|2)2j ]

×

∣∣∣∣∣∣
j∑

m′=−j

√√√√( 2j
j+m′

)
(z∗)j+m

′
djm′,m(π2 )

[
1 + e−iα(−1)j+m

′]∣∣∣∣∣∣
2

.

(3.66)

Nos gráficos (Fig. 3.11) apresentamos alguns dos possíveis valores para o parâmetro θ,

observando o comportamento da probabilidade Pj,mx . Em seguida, no gráfico (Fig. 3.12),

variamos os valores de α para
{

0, π2
}

e
{
π, 3π

2

}
a fim de analisar as propriedades de simetria

e antissimetria respectivamente. Para α = 0 a propriedade de simetria do estado é refletida na

distribuição de probabilidade, o que não ocorre para α = π
2 ; já a distribuição de probabilidade

para α = π é antissimétrica, oriunda da antissimetria do estado Atomic-Cat, enquanto que com

α = 3π
2 tal característica não é observada no gráfico da distribuição de probabilidade.

Portanto, percebemos que as características de simetria e antissimetria do estado |ψα(z) >
podem ou não ser refletidas na distribuição de probabilidade, influenciando diretamente nas

suas características, a depender do valor de α.
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Figura 3.11: Probabilidade Pj,mx(|ψα(z)>) com j = 10, α= π, φ= π
2 e para θ = {0.1π , 0.3π,

0.5π, 0.6π, 0.7π, 0.9π} .
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Figura 3.12: Probabilidade Pj,mx(|ψα(z) >) com j = 10, θ = 0.1π, φ = π
2 e para α ={

0, π2 , π,
3π
2

}
.

.
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4 Estados Comprimidos e Parâmetros de
Compressão

A compressão de um estado quântico foi analisada no caso do Oscilador Harmônico na

década de 70 por Stole [45,46], observando que alguns estados possuem, para uma dada obser-

vável, variância menor que a incerteza quântica. No contexto do momento angular, por termos

uma álgebra de Lie su(2), temos uma liberdade que permite várias definições para a compressão

de um estado, cada uma motivada por um contexto diferente.

Em geral, uma definição para compressão é considerada adequada quando, para o estado

coerente, vale 1. Mostraremos que, diferente do caso do Oscilador Harmônico, a desigualdade

oriunda diretamente da relação de incerteza não vale um para o estado coerente do momento

angular, não resultando num bom critério de compressão [77]. Apresentaremos os parâmetros

de compressão propostos por Kitagawa e Ueda [52], Wineland [53, 54], Sorensen [55], Ragha-

van [56] e Tóth [58, 126]. Por fim, introduziremos alguns Hamiltonianos utilizados para gerar

compressão sobre um estado.

4.1 Relação de Incerteza

A incerteza quântica é descrita pela desigualdade

(4A)2(4B)2 ≥ 1
4 |< [A,B]> |2, (4.1)

válida para quaisquer dois operadores, com (4A)2 =< A2 > − < A >2 sendo a variância do

operador A.

O mínimo da incerteza ocorre quando temos a igualdade, ou seja, (4A)2(4B)2 =
1
4 |< [A,B]> |2. Então a menor variância que os operadores podem satisfazer simultaneamente

é
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(4A)2 = (4B)2 = 1
2 |< [A,B]> |, (4.2)

respeitando a relação de incerteza. Portanto, a primeira ideia para introduzir o conceito de

compressão de um estado é que se tenha

(4A)2 ≤ 1
2 |< [A,B]> |, (4.3)

para algum operador A em relação a B. A diminuição da variância da observável A representa

um aumento na incerteza da observávelB, mantendo a desigualdade satisfeita. Dessa forma po-

demos introduzir um parâmetro de compressão, o parâmetro de Heisenberg, baseado na relação

de incerteza, isto é, o parâmetro de compressão para A em relação a B dado por

ξH = 2(4A)2

|< [A,B]> | , (4.4)

com ξH < 1 representando a compressão do estado em relação à observável A.

4.2 Média e Variância do Estado Coerente

Considerando o estado |j,m > temos que

< Jx >= 0, < Jy >= 0, < Jz >=m,

< J2
x >= j(j+1)−m2

2 , < J2
y >= j(j+1)−m2

2 , < J2
z >=m2,

(4Jx)2 = j(j+1)−m2

2 , (4Jy)2 = j(j+1)−m2

2 , (4Jz)2 = 0.

(4.5)

A relação de incerteza fornece que

(4Jx)2(4Jy)2 ≥ 1
4 |< Jz > |2 =⇒

(
j(j+ 1)−m2

)2
≥m2, (4.6)

e o parâmetro de compressão é dado por

ξH = j(j+ 1)−m2

|m|
, (4.7)
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sendo que ξH ≥ 1, para qualquer valor de m.

Vamos agora analisar a média e a variância considerando o estado coerente; temos

< Jx > = < z|Jx|z >

=
j∑

m′,m=−j

(z∗)j+m′zj+m
(1 + |z|2)2j

√√√√( 2j
j+m′

)(
2j

j+m

)
< j,m′|

[
J+ +J−

2

]
|j,m >

=
j∑

m′,m=−j

(z∗)j+m′zj+m
(1 + |z|2)2j

√√√√( 2j
j+m′

)(
2j

j+m

)

×


√

(j+m+ 1)(j−m)
2 δm′,m+1 +

√
(j+m)(j−m+ 1)

2 δm,m′+1


= Re(z)

j∑
m=−j

|z2|j+m

(1 + |z|2)2j

(
2j

j+m

)
(j−m)

= Re(z) 2j
1 + |z|2

= jsen(θ)cos(φ), (4.8)

onde utilizamos
(
n
k+1

)
=
(
n
k

)
n−k
k+1 , que para um dado número complexo z sua parte real é

Re(z) = z+z∗
2 , z = tan(θ2)e−iφ e

j∑
m=−j

|z2|j+m

(1 + |z|2)2j

(
2j

j+m

)
(j−m) = 2j

1 + |z|2 , cujo cálculo

pode ser encontrado no Apêndice A. De forma análoga, obtemos

< Jy > = < z|Jy|z >

=
j∑

m′,m=−j

(z∗)j+m′zj+m
(1 + |z|2)2j

√√√√( 2j
j+m′

)(
2j

j+m

)
< j,m′|

[
J+−J−

2i

]
|j,m >

=
j∑

m′,m=−j

(z∗)j+m′zj+m
(1 + |z|2)2j

√√√√( 2j
j+m′

)(
2j

j+m

)

×


√

(j+m+ 1)(j−m)
2i δm′,m+1−

√
(j+m)(j−m+ 1)

2i δm,m′+1


= Im(z)

j∑
m=−j

|z2|j+m

(1 + |z|2)2j

(
2j

j+m

)
(j−m)

= Im(z) 2j
1 + |z|2

= jsen(θ)sen(φ). (4.9)
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Por fim,

< Jz > = < z|Jz|z >

=
j∑

m′,m=−j

(z∗)j+m′zj+m
(1 + |z|2)2j

√√√√( 2j
j+m′

)(
2j

j+m

)
< j,m′|Jz|j,m >

=
j∑

m=−j

m|z2|j+m

(1 + |z|2)2j

(
2j

j+m

)

= j
(|z|2−1)
1 + |z|2

= −jcos(θ) (4.10)

onde utilizamos que
j∑

m=−j

|z2|j+m

(1 + |z|2)2j

(
2j

j+m

)
m= j(|z|2−1)

1 + |z|2 , demonstrado no Apêndice A.

Para θ = 0 nas equações (4.8), (4.9) e (4.10), obtemos os resultados da primeira linha da

equação (4.5) com m=−j. Também temos

< Jx >
2 +< Jy >

2 +< Jz >
2 = j2, (4.11)

e definindo o vetor ~J = (< Jx >,< Jy >,< Jz >), seu módulo é | ~J |= j.

Calculando os segundos momentos de cada uma das componentes do operador J , obtemos:

< J2
z > =

j∑
m′,m=−j

(z∗)j+m′zj+m
(1 + |z|2)2j

√√√√( 2j
j+m′

)(
2j

j+m

)
< j,m′|J2

z |j,m >

=
j∑

m=−j

|z2|j+m

(1 + |z|2)2j

(
2j

j+m

)
m2

=
j
[
j|z|4−2j|z|2 + 2|z|2 + j

]
(1 + |z|2)2

= j

2
[
2jcos2(θ)− cos2(θ) + 1

]
, (4.12)

onde utilizamos que

j∑
m=−j

|z2|j+m

(1 + |z|2)2j

(
2j

j+m

)
m2 =

j
[
j|z|4−2j|z|2 + 2|z|2 + j

]
(1 + |z|2)2 . (4.13)
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resultado apresentado no Apêndice A. Também temos

< J2
x > =

j∑
m′,m=−j

(z∗)j+m′zj+m
(1 + |z|2)2j

√√√√( 2j
j+m′

)(
2j

j+m

)
< j,m′|

[
J+ +J−

2

][
J+ +J−

2

]
|j,m >

=
j∑

m′,m=−j

(z∗)j+m′zj+m
(1 + |z|2)2j

√√√√( 2j
j+m′

)(
2j

j+m

)

×


√

(j+m+ 1)(j−m)(j+m+ 2)(j−m−1)
4 δm′,m+2 + (j+m)(j−m+ 1)

4 δm′,m

+ (j+m+ 1)(j−m)
4 δm′,m+

√
(j+m)(j−m+ 1)(j+m−1)(j−m+ 2)

4 δm′+2,m


= j(j+ 1)

2 − 1
2

j∑
m=−j

|z2|j+m

(1 + |z|2)2j

(
2j

j+m

)
m2

+
[

(z∗)2 + z2

4

] j∑
m=−j

|z2|j+m

(1 + |z|2)2j

(
2j

j+m

)
(j−m)(j−m−1)

= j(j+ 1)
2 −

j
[
j|z|4−2j|z|2 + 2|z|2 + j

]
2(1 + |z|2)2 +

[
(z∗)2 + z2

4

]
2j(2j−1)
(1 + |z|2)2

= j(j+ 1)
2 − j4

[
2jcos2(θ)− cos2(θ) + 1

]
+ j(2j−1)sen2(θ)cos2φ

4 , (4.14)

observando que

j∑
m=−j

|z2|j+m

(1 + |z|2)2j

(
2j

j+m

)
(j−m)(j−m−1) = 2j(2j−1)

(1 + |z|2)2 , (4.15)

também calculada no Apêndice A.

De forma análoga,
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< J2
y > =

j∑
m′,m=−j

(z∗)j+m′zj+m
(1 + |z|2)2j

√√√√( 2j
j+m′

)(
2j

j+m

)
< j,m′|

[
J+−J−

2i

][
J+−J−

2i

]
|j,m >

=
j∑

m′,m=−j

(z∗)j+m′zj+m
(1 + |z|2)2j

√√√√( 2j
j+m′

)(
2j

j+m

)

×

−
√

(j+m+ 1)(j−m)(j+m+ 2)(j−m−1)
4 δm′,m+2 + (j+m)(j−m+ 1)

4 δm′,m

+ (j+m+ 1)(j−m)
4 δm′,m−

√
(j+m)(j−m+ 1)(j+m−1)(j−m+ 2)

4 δm′+2,m


= j(j+ 1)

2 − 1
2

j∑
m=−j

|z2|j+m

(1 + |z|2)2j

(
2j

j+m

)
m2

−
[

(z∗)2 + z2

4

] j∑
m=−j

|z2|j+m

(1 + |z|2)2j

(
2j

j+m

)
(j−m)(j−m−1)

= j(j+ 1)
2 −

j
[
j|z|4−2j|z|2 + 2|z|2 + j

]
2(1 + |z|2)2 −

[
(z∗)2 + z2

4

]
2j(2j−1)
(1 + |z|2)2

= j(j+ 1)
2 − j4

[
2jcos2(θ)− cos2(θ) + 1

]
− j(2j−1)sen2(θ)cos2φ

4 . (4.16)

Analisando de forma geral os segundos momentos, resulta que:

< z|J2
x|z > = j(j+ 1)

2 − 1
2aj(z) + z2 + (z∗)2

4 bj(z)

< z|J2
y |z > = j(j+ 1)

2 − 1
2aj(z)− z

2 + (z∗)2

4 bj(z)

< z|J2
z |z > = aj(z),

(4.17)

com aj(z) sendo a série dada pela equação (4.13) e bj(z) a série dada pela equação (4.15). A

partir das equações (4.17) obtemos

< z|J2|z > = < z|J2
x +J2

y +J2
z |z >

= j(j+ 1). (4.18)

Além disso, substituindo θ = 0 nas equações (4.12), (4.14) e (4.16) retornamos à segunda

linha das equações (4.5) para m=−j.
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A variância para o estado coerente é então dada por

(4Jx)2 = j(j+ 1)
2 − j4

[
2jcos2(θ)− cos2(θ) + 1

]
+ j(2j−1)sen2(θ)cos2φ

4 − [jsen(θ)cos(φ)]2

(4Jy)2 = j(j+ 1)
2 − j4

[
2jcos2(θ)− cos2(θ) + 1

]
− j(2j−1)sen2(θ)cos2φ

4 − [jsen(θ)sen(φ)]2 ,

(4Jz)2 = j

2
[
2jcos2(θ)− cos2(θ) + 1

]
− [jcos(θ)]2

= jsen2(θ)
2 , (4.19)

de onde se obtém que

(4Jx)2 + (4Jy)2 + (4Jz)2 = j. (4.20)

Analisando as equações (4.8) e (4.14), (4.9) e (4.16), (4.10) e (4.12), também podemos

escrever a variância em termos da variável z

(4Jx)2 = j

2
|z|4− z2− (z∗)2 + 1

(1 + |z|2)2 ,

(4Jy)2 = j

2
|z|4 + z2 + (z∗)2 + 1

(1 + |z|2)2 ,

(4Jz)2 = 2j|z|2
(1 + |z|2)2 . (4.21)

Uma outra forma interessante de se escrever a variância do estado coerente é explicitando-a

em termos das médias, i.e.

(4Jx)2 = 1
2j

[
j2 |z|4−2|z|2 + 1

(1 + |z|2)2 + j2−z2− (z∗)2 + 2|z|2
(1 + |z|2)2

]

= < Jy >
2 +< Jz >

2

2j , (4.22)

(4Jy)2 = 1
2j

[
j2 |z|4−2|z|2 + 1

(1 + |z|2)2 + j2 z
2 + (z∗)2 + 2|z|2

(1 + |z|2)2

]

= < Jx >
2 +< Jz >

2

2j , (4.23)
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(4Jz)2 = 1
2j

[
j2 z

2 + (z∗)2 + 2|z|2
(1 + |z|2)2 + j2−z2− (z∗)2 + 2|z|2

(1 + |z|2)2

]

= < Jx >
2 +< Jy >

2

2j , (4.24)

onde se nota que, de modo geral, temos

(4Jl)2 = < Jm >2 +< Jn >
2

2j , (ordem cíclica). (4.25)

Para finalizar essa seção, iremos analisar o parâmetro de compressão ξH para os pares de

observáveis Ji, Jk (i,k = x,y,z). Temos:

ξH(Jz,Jy) = 2(4Jz)2

|< [Jz,Jy]> |

= 2jsen2(θ)
2jsen(θ)cos(φ)

= |sen(θ)
cos(φ) |, (4.26)

coincidindo com o resultado das referências [52, 77]. Temos também

ξH(Jz,Jx) = 2(4Jz)2

|< [Jz,Jx]> |

= 2jsen2(θ)
2jsen(θ)sen(φ)

= | sen(θ)
sen(φ) |. (4.27)

Para os outros operadores, obtemos:

ξH(Jx,Jy) = 2(4Jx)2

|< [Jx,Jy]> |

=
j(j+1)

2 − j
4

[
2jcos2(θ)− cos2(θ) + 1

]
+ j(2j−1)sen2(θ)cos2φ

4 − j2sen2(θ)cos2(φ)
jcos(θ) ,

(4.28)
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ξH(Jx,Jz) = 2(4Jx)2

|< [Jx,Jz]> |

=
j(j+1)

2 − j
4

[
2jcos2(θ)− cos2(θ) + 1

]
+ j(2j−1)sen2(θ)cos2φ

4 − j2sen2(θ)cos2(φ)
jsen(θ)sen(φ) ,

(4.29)

ξH(Jy,Jx) = 2(4Jy)2

|< [Jy,Jx]> |

=
j(j+1)

2 − j
4

[
2jcos2(θ)− cos2(θ) + 1

]
− j(2j−1)sen2(θ)cos2φ

4 − j2sen2(θ)sen2(φ)
jcos(θ) ,

(4.30)

ξH(Jy,Jz) = 2(4Jy)2

|< [Jy,Jz]> |

=
j(j+1)

2 − j
4

[
2jcos2(θ)− cos2(θ) + 1

]
− j(2j−1)sen2(θ)cos2φ

4 − j2sen2(θ)sen2(φ)
jsen(θ)cos(φ) .

(4.31)

Como os estados coerentes estão no limite da incerteza, era esperado que o parâmetro de

compressão resultasse em 1, o que não ocorre. Isso mostra que o parâmetro de Heisenberg, ξH ,

apesar de ser bem intuitivo, não é a melhor opção para definirmos a compressão neste contexto.

Podemos generalizar o parâmetro dado pela equação (4.4) usando a expressão [77]

ξH ′(Jl) = 2(4Jl)2
√
< Jm >2 +< Jn >2 , (4.32)

com l,m,n representando três direções possíveis. Então, por exemplo,

ξH ′(Jz) = 2(4Jz)2√
< Jx >2 +< Jy >2

= 2 jsen2(θ)
2
√
j2sen2(θ)cos2(φ) + j2sen2(θ)sen2(φ)

= |sen(θ)|, (4.33)

ainda não resultando em 1 para todos os valores de θ e φ.
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4.3 Parâmetro de Compressão de Kitagawa e Ueda

Na literatura existem diversos parâmetros de compressão, cada um deles motivado por di-

ferentes situações [77]. Uma importante definição foi proposta por Kitagawa e Ueda [52] utili-

zando o conceito de Direção Média de Spin (MSD1), definido por

n̂0 = < ~J >

|< ~J > |
. (4.34)

Denotando n̂⊥ uma direção ortogonal à MSD, foi demostrado em [77] que para um Estado

Coerente do Momento Angular tem-se (4Jn̂⊥)2 = j
2 . Definindo o parâmetro de compressão

por

ξS = min(4Jn⊥)2

j/2 , (4.35)

obtemos um parâmetro que para o estado coerente resulta em 1. Dizemos então que um estado

é comprimido, segundo Kitagawa e Ueda, se ξS < 1.

A partir das equações (4.8), (4.9),( 4.10) temos que o MSD é

n̂0 = (sen(θ)cos(φ), sen(θ)sen(φ),−cos(θ)), (4.36)

com os vetores ortogonais, n̂⊥, dados por

n̂1 = (−sen(φ), cos(φ),0),

n̂2 = (cos(θ)cos(φ), cos(θ)sen(φ), sen(θ)). (4.37)

Para obter o mínimo da variância de Jn̂⊥ = ~J.n̂⊥, começamos analisando as direções orto-

gonais

n̂⊥ = n̂1O
T

= n̂1cos(ϕ) + n̂2sen(ϕ), (4.38)

1A sigla é referente ao nome em inglês Mean Spin Direction.



59

onde OT é o operador associado à rotação de ϕ no plano n̂1n̂2.

Como

< Jn̂1 > = < ~J.n̂1 >

= −sen(φ)< Jx >+cos(φ)< Jy >

= −sen(φ) [jsen(θ)cos(φ)] + cos(φ) [jsen(θ)sen(φ)]

= 0, (4.39)

e

< Jn̂2 > = < ~J.n̂2 >

= cos(θ)cos(φ)< Jx >+cos(θ)sen(φ)< Jy >+sen(θ)< Jz >

= cos(θ)cos(φ) [jsen(θ)cos(φ)] + cos(θ)sen(φ) [jsen(θ)sen(φ)] + sen(θ) [−jcos(θ)]

= 0, (4.40)

então a variância de Jn̂⊥ só depende do segundo momento, cuja solução pode ser encontrada

utilizando a notação matricial e calculando o menor autovalor.

(4Jn̂⊥)2 = <
[
~J.n̂1cos(ϕ) + ~J.n̂2sen(ϕ)

]2
>

= < ~J2
n̂1 > cos2(ϕ) + cos(ϕ)sen(ϕ)

[
< ~Jn̂1

~Jn̂2 >+< ~Jn̂2
~Jn̂1 >

]
+< ~J2

n̂2 > sen2(ϕ)

=
(
cos(ϕ) sen(ϕ)

) < ~J2
n̂1
> 1

2 <
[
~Jn̂1 ,

~Jn̂2

]
+
>

1
2 <

[
~Jn̂1 ,

~Jn̂2

]
+
> < ~J2

n̂2
>


 cos(ϕ)
sen(ϕ)

 ,
=

(
cos(ϕ) sen(ϕ)

) < ~J2
n̂1
> Cov(Jn̂1 ,Jn̂2)

Cov(Jn̂1 ,Jn̂2) < ~J2
n̂2
>

 cos(ϕ)
sen(ϕ)

 ,
(4.41)

onde [, ]+ representa o anticomutador e Cov(Jn1 ,Jn2) é definido como

Cov(Jn̂1 ,Jn̂2) = 1
2 <

[
~Jn̂1 ,

~Jn̂2

]
+
>−< ~Jn̂1 ><

~Jn̂2 >

= 1
2 <

[
~Jn̂1 ,

~Jn̂2

]
+
> . (4.42)

Os autovalores da matriz definida na equação (4.41) são



60

λ± = 1
2
[
< J2

n̂1 +J2
n̂2 >±

√
(< J2

n̂1
−J2

n̂2
>)2 + 4Cov(Jn̂1 ,Jn̂2)2

]
. (4.43)

Logo, o parâmetro de compressão de Kitagawa e Ueda pode ser escrito em termos do menor

autovalor descrito pela equação (4.43), ou seja,

ξS = 2λ−
j
. (4.44)

4.4 Parâmetro de Compressão Definido por Wineland

Um outro parâmetro de compressão foi proposto por Wineland [53, 54] a partir de estudos

sobre espectroscopia Ramsey e que denotaremos por ξR. Ao analisarmos um estado |ψ > com

MSD na direção z, temos que < z|Jx|z >=< z|Jy|z >= 0. Se aplicarmos uma rotação de

ângulo φ em torno do eixo x obtemos

Jouty = eiφJxJye
−iφJx

= cos(φ)Jy− sen(φ)Jz, (4.45)

o que resulta em

< Jouty > = −sen(φ)< Jz >,

(4Jouty )2 = cos2(φ)(4Jy)2 + sen2(φ)(4Jz)2− 1
2sen(φ)< [Jy,Jz]+ > . (4.46)

A partir da fórmula de propagação de erros4f(x) =4x
∣∣∣∂<f(x)>

∂x

∣∣∣, temos

4φ =
4Jouty∣∣∣∣∂<Jouty >
∂φ

∣∣∣∣
=

4Jouty

|cos(φ)< Jz > |
. (4.47)

Para φ∼ 0 temos que cos(φ)∼ 1, sen(φ)∼ 0 e que (4Jouty )2 ∼ (4Jy)2. Nessa aproxima-
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ção podemos reescrever a (4.47) na forma

4φ = 4Jy
|< Jz > |

, (4.48)

o que permite conhecer a sensibilidade2 da fase φ conhecendo a variância e a média. Para o

caso geral, onde o MSD não está na direção z, obtemos

4φ = 4Jn̂⊥
|< ~J > |

. (4.49)

O parâmetro de compressão, ξR, proposto por Wineland, é a razão do quadrado da sensibi-

lidade da fase do estado pela sensibilidade do estado coerente3, denotada por (4φ)2
CSS , que é

igual a 2j

ξR = (4φ)2

(4φ)2
CSS

= 2j (4Jn̂⊥)2

|< ~J > |2
. (4.50)

Comparando as equações (4.50) e (4.35), podemos obter uma relação entre os parâmetros de

compressão ξS e ξR. Pela definição (4.35) temos que para ξS = 1, ocorre que min(4Jn̂⊥)2 = j
2

e pela equação (4.50), para ξR = 1, temos que
(4Jn̂⊥)2

|<~J>|2
= 1

2j . Logo

min

 |< ~J > |2

j

 = j, (4.51)

sendo que | < ~J > | ≤ j, o que implica que ξS ≤ ξR, onde a compressão ocorre sempre que o

parâmetro de compressão é menor do que 1. A igualdade entre os parâmetros é obtida quando

|< ~J > |= j, resultando em geral, na relação [77]

ξS =
 |< ~J > |

j

2

ξR. (4.52)

2por sensibilidade de fase entende-se como o erro na estimação da fase φ.
3a sensibilidade de fase do estado coerente é o erro ao estimar a fase do estado coerente.
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Na referência [53] foi proposto um outro parâmetro de compressão, baseado na relação de

incerteza de Heinsenberg para direções quaisquer

(4Jn̂⊥)2(4Jn̂′⊥)2 ≥ 1
4 |< Jn̂ > |2, (4.53)

com n̂⊥ n̂⊥ e n̂⊥ n̂′⊥, resultando em

ξH ′′ = 2(4Jn̂⊥)2

|< ~Jn̂ > |
. (4.54)

O parâmetro de compressão tem valor ξH ′′ = 1 para o estado coerente dado em [77], sendo

então apropriado para indicar a compressão de um tal estado. Comparando a equação (4.35)

com a equação (4.54) podemos obter uma relação entre os parâmetros, ou seja,

ξS = |< ~J > |
j

ξH ′′ . (4.55)

Os parâmetros ξS , ξH ′′ e ξR são bons indicadores de compressão, satisfazendo uma relação

de desigualdade [77]

ξS ≤ ξH ′′ ≤ ξR, (4.56)

já que |< ~J > | ≤ j.

4.5 Outros Critérios de Compressão

Como já citamos, na literatura existem diversos critérios de compressão baseados em dife-

rentes situações. Grande parte deles está associada a uma coleção de N sistemas com j = 1
2 ,

onde o momento angular total j é encontrado a partir da composição de N sistemas, resultando

em j = N
2 .

Sorensen [55] propôs um parâmetro de compressão, que denotaremos por ξR′ devido à

proximidade com o parâmetro ξR, dado por
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ξR′ = N
(4Jn̂1)2

< Jn̂2 >
2 +< Jn̂3 >

2 , (4.57)

com n̂1, n̂2 e n̂3 sendo três direções ortogonais.

Podemos considerar o parâmetro ξR′ como uma generalização do parâmetro proposto por

Wineland ξR. Comparando o parâmetro ξR′ com a equação (4.25), percebemos que para o

estado coerente o parâmetro de Sorensen vale 1, tomando N = 2j.

O parâmetro ξR′ , além de indicar compressão, é também um critério de emaranhamento

para sistema multipartite; com efeito, foi provado em [55] que, para um conjunto de partículas

com j = 1
2 , se ξR′ < 1 então o sistema é emaranhado. Apesar de não ser uma condição suficiente,

ou seja, podemos ter estados emaranhados que não estejam comprimidos, este foi o primeiro

critério a evidenciar a relação entre compressão e emaranhamento [127].

Outro parâmetro foi proposto por Rghavan [56], definido por

ξD = N
(4Jn̂)2

N2
4 −< Jn̂ >2

, (4.58)

que surgiu com a análise dos estados de Dicke |j,m > realizados com condensado de Bose-

Einstein.

O parâmetro ξD é capaz de detectar emaranhamento sobre os estados de Dicke, ou seja, se

ξD < 1 o estado está comprimido na direção n̂ e, se o estado for de Dicke, além da compressão

teremos também o emaranhamento.

Tóth et al. [126] desenvolveram um conjunto de desigualdades envolvendo somente as

médias e os segundos momentos, ou equivalentemente as médias e as variâncias, capaz de

detectar emaranhamento. Uma dessas desigualdades é dada por

(N −1)(4Jn̂1)2 ≥ < J2
n̂2 >+< J2

n̂3 >−
N

2 . (4.59)

Reescrevendo a equação (4.59) como

N(4Jn̂1)2 ≥ < J2 >−< Jn̂1 >
2 −N2 , (4.60)

obtém-se então mais um parâmetro de compressão
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ξE = N(4Jn̂1)2

< J2 >−< Jn̂1 >
2 −N2

, (4.61)

também relacionado com o emaranhamento.

Por fim, por completeza, citamos outros parâmetros propostos por Tóth em [128], que se

mantêm inalterados mesmo com os trabalhos mais atuais [58, 129],

ξT = (4Jx)2 + (4Jy)2 + (4Jz)2

Nj
, (4.62)

ξT ′ = Nj(Nj+ 1)
< J2

x >+< J2
y >+< J2

z >
, (4.63)

sendo válidos para qualquer valor de j. Estes parâmetros também são relacionados ao emara-

nhamento, ou seja, ξT < 1 ou ξT ′ < 1 indica que o estado é emaranhado.

4.6 Desigualdades para Valores Arbitrários de j

Na seção anterior expressamos diversos parâmetros de compressão, cada um deles im-

portante num certo contexto. Também de importância são as desigualdades propostas por

Tóth [57, 126, 127]

< J2
x >+< J2

y >+< J2
z > ≤ N(N + 2)

4 ,

(4Jx)2 + (4Jy)2 + (4Jz)2 ≥ N

2
< J2

k >+< J2
l >−

N

2 ≤ (N −1)(4Jm)2

(N −1)
[
(4Jk)2 + (4Jl)2

]
≥ < J2

m >+N(N −2)
4 , (4.64)

onde k, l,m são todas as possíveis permutações de x,y,z.

Essas desigualdades formam um conjunto completo4; a violação de qualquer uma das qua-

tro equações indica emaranhamento [57]. Esses critérios, apesar de muito importantes, são

4As desigualdades formam um conjunto completo no sentido que, conhecendo somente as médias e os segundos
momentos, ou equivalentemente as médias e as variâncias, nenhuma outra equação precisa ser introduzida.
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válidos somente para uma coleção de N subsistemas com j = 1
2 , o que limita a aplicação.

Nos recentes trabalhos [58, 129], as desigualdades (4.64) foram generalizadas para um sis-

tema com j arbitrário. Os autores perceberam que para estender as desigualdades, seria neces-

sário modificar a definição do segundo momento e, consequentemente, a definição de variância.

Seja um ensemble de N partículas com momento angular total j, temos

Jl =
N∑
n=1

j
(n)
l , (4.65)

para l= x,y,z e j(n)
l a componente l do momento angular da nth partícula. Definindo o segundo

momento e a variância como

< J̃2
l > = < J2

l >−<
∑
n

(j(n)
l )2 >

= <
∑
n6=m

j
(n)
l j

(m)
l >,

(4̃Jl)2 = < J̃2
l >−< Jl >

2

= (4Jk)2−<
∑
n

(j(n)
l )2 >, (4.66)

as desigualdades (4.64) podem ser estendidas para j > 1
2 , resultando em

< J2
x >+< J2

y >+< J2
z > ≤ Nj(Nj+ 1),

(4Jx)2 + (4Jy)2 + (4Jz)2 ≥ Nj

< J̃2
k >+< J̃2

l >−N(N −1)j2 ≤ (N −1)(4̃Jm)2

(N −1)
[
(4̃Jk)2 + (4̃Jl)2

]
≥ < J̃2

m >−N(N −1)j2. (4.67)

De modo geral, Vitaglino et al [58] mostraram que

(N −1)
∑
l∈I

(4̃Jl)2−
∑
l /∈I

< J2
l >≥−N(N −1)j2, (4.68)

onde I é um subconjunto do conjunto {x,y,z}.

A partir desses resultados diversos parâmetros podem ser generalizados para um valor ar-
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bitrário de j. Como exemplo podemos citar o parâmetro ξR′, j [58] generalizado para j > 1
2

como

ξR′, j = N
(4̃Jx)2 +Nj2

< Jy >2 +< Jz >2 , (4.69)

e que resulta num parâmetro capaz de detectar emaranhamento em sistemas com N partículas e

com valor de momento angular total arbitrário.

4.7 Operadores de Compressão

A compressão de um estado do momento angular pode ser gerada a partir da atuação de um

Hamiltoniano não linear, similar ao que ocorre no caso do oscilador harmônico [77]. De modo

geral, podemos dividir os Hamiltonianos em duas classes: um eixo de torção (OAT5) ou dois

eixos de torção (TAT6).

A geração de estados comprimidos do momento angular [52] é implementada em Con-

densados de Bose-Einstein [55, 69–71] e, recentemente, utilizando ressonância magnética nu-

clear [72, 73].

O operador de compressão é definido como U = e−iτH , sendo τ o tempo. Assim, a ação

do Hamiltoniano sobre um estado por um determinado tempo irá gerar uma determinada com-

pressão. Diversos Hamiltonianos são usados para gerar compressão sobre um estado quântico;

citamos aqui alguns deles.

• Compressão em um Eixo.

O sistema evoluindo sob a ação do Hamiltoniano [52] não linear

HOAT = χJ2
x , (4.70)

com constante de acoplamento χ. Este é o Hamiltoniano mais comum na geração de

estados comprimidos.

• Compressão num Eixo na presença de um Campo Transverso.

Law, Ng e Lueng, na referência [130], observaram que a compressão é mais eficiente na

presença de um campo transverso controlado por um parâmetro B e propuseram
5Sigla vem do inglês, One Axis Twisting.
6Sigla vem do inglês, Two Axis Twisting.
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H = χJ2
x +BJz. (4.71)

O modelo, apesar de não possuir solução analítica para j arbitrário, tem resultados indi-

cando que a presença do campo externo implica num aprimoramento dos graus de com-

pressão por um maior período de tempo.

• Compressão de um Eixo no Condensado Bose-Einstein.

O Condensado Bose-Einstein tem sido extensivamente utilizado para a realização, gera-

ção e análise de estados comprimidos [131–135], podendo ser modelado pelo Hamiltoni-

ano de Bose-Hubbard [80]

HBH = εJz +χJ2
z −KJx, (4.72)

que tem como boa aproximação para o estado fundamental o estado Gaussiano [81].

• Compressão em dois Eixos.

A compressão em dois eixos permite alcançar um maior grau de compressão sobre o

estado, apesar de não possuir solução analítica para j arbitrário. O seu Hamiltoniano foi

proposto por Kitagawa e Ueda [52] e tem como expressão

HTAT = χ(JxJy +JyJx)

= χ
(
J2

+−J2
−
)
, (4.73)

com χ regulando a compressão, tendo sido implementado por Jafarpour e Akhound [136].
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5 Álgebras de Lie e o Estado Coerente
Termalizado Generalizado

Seguindo a construção de Perelomov [29,30] e Gilmore [31] do Estado Coerente de uma ál-

gebra de Lie arbitrária, introduziremos a versão térmica desta construção a partir do formalismo

da DCT [92,98,100]. Ao duplicarmos a álgebra de Lie do sistema e aplicando a transformação

de Bogoliubov, somos capazes de obter o Estado Coerente Térmico para uma álgebra de Lie

arbitrária. Essa construção evidencia a compatibilidade da DCT com a construção de Estados

Coerentes. Como exemplo analisamos o caso su(2) e su(1,1).

5.1 Formulação para uma Álgebra de Lie Arbitrária

Dado um sistema físico descrito pelo Hamiltoniano H , cuja simetria é caracterizada pelo

Grupo de Lie G, associada à álgebra de Lie g, Perelomov [29] e Gilmore [31] independente-

mente obtiveram um procedimento capaz de construir um estado coerente a partir da Teoria de

Grupos. Uma revisão sobre Grupos e Álgebras de Lie pode ser encontrada no Apêndice B.

O processo consiste em, a partir de um estado de referência |ψ0 > pertencente a um espaço

de HilbertH, determinar o subgrupo de isotropia máximo H , isto é,

h|ψ0 > = |ψ0 > eiφ(h), h ∈H ⊂G (5.1)

sendo maximal com essa propriedade. Em seguida efetuamos o quociente G/H , resultando que

qualquer elemento pode ser escrito da forma

g = Ωh, g ∈G, h ∈H, Ω ∈G/H. (5.2)

A ação de um elemento arbitrário g no estado de referência1 será

1a rigor, g e h são representações dos elementos de um grupo emH.
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g|ψ0 > = Ωh|ψ0 >

= Ω|ψ0 > eiφ(h); (5.3)

o estado |Λ,Ω > = Ω|ψ0 > é denominado de Estado Coerente, segundo a construção de Pere-

lomov [30] e Gilmore [31].

Para introduzir os efeitos térmicos utilizaremos o formalismo da DCT, cujo primeiro passo

consiste na duplicação do grupo de Lie obtendo G̃, cuja álgebra de Lie será g̃. Seja Π(g) uma

representação irredutível de g, então também teremos Π̃(g̃) a representação duplicada, agindo

nos espaços de HilbertH e H̃, respectivamente.

Seja |ψ0 >∈ H e |ψ̃0 >∈ H̃ estados com os respectivos subgrupos de Isotropia H = {h} e

H̃ =
{
h̃
}

de G e G̃, respectivamente. As propriedades do subgrupo de Isotropia são passadas

para a suas representações, resultando que

Π(h)|ψ0 > = exp[iφ(h)]|ψ0 >, Π̃(h̃)|ψ̃0 > = exp[iφ̃(h̃)]|ψ̃0 > . (5.4)

Para todo elemento g ∈G e g̃ ∈ G̃, podemos obter uma decomposição única na forma

g = Ωh, g ∈G, h ∈H, Ω ∈G/H

g̃ = Ω̃h̃, g̃ ∈ G̃, h̃ ∈ H̃, Ω̃ ∈ G̃/H̃. (5.5)

Portanto, a ação de um elemento arbitrário g× g̃ ∈G×G̃ em |ψ0 >⊗|ψ̃0 >∈H⊗H̃ é dada

por

Π′(g× g̃)|ψ0, ψ̃0 > = Π′(Ω× Ω̃)Π′(h× h̃)|ψ0, ψ̃0 >

= Π(Ω)Π̃(Ω̃)Π(h)Π̃(h̃)|ψ0, ψ̃0 >

= Π(Ω)Π̃(Ω̃)exp
{
i
[
φ(h) + φ̃(h̃)

]}
|ψ0, ψ̃0 >

= Π(Ω)Π̃(Ω̃)exp
[
iφ(h, h̃)

]
|ψ0, ψ̃0 >, (5.6)

onde Π′ ≡ Π⊗ Π̃ é a representação irredutível do grupo G× G̃ e φ(h, h̃)≡ φ(h) + φ̃(h̃).

Segue que, analogamente ao caso usual, o estado coerente do espaço duplicado é definido

por
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|Λ, Λ̃,Ω× Ω̃> = Π′(Ω× Ω̃)|ψ0, ψ̃0 >

= Π(Ω)Π̃(Ω̃)|ψ0, ψ̃0 > . (5.7)

A decomposição de um elemento arbitrário g ∈ G é possível devido à correspondência

unívoca que existe no espaço quociente [137]

(G× G̃)/(H× H̃) ' G/H× G̃/H̃. (5.8)

Para termos o Estado Coerente Termalizado consideraremos a aplicação da transformação

de Bogoliubov sobre a equação (5.7), ou seja,

|β;Λ, Λ̃,Ω× Ω̃> = U(β)Π(Ω)Π̃(Ω̃)|ψ0, ψ̃0 >

= U(β)|Λ, Λ̃,Ω× Ω̃>

= U(β)Π(Ω)U †(β)U(β)Π̃(Ω̃)U †(β)U(β)|ψ0, ψ̃0 >

= Π(Ω,β)Π̃(Ω̃,β)U(β)|ψ0, ψ̃0 >, (5.9)

onde Π(Ω,β) = U(β)Π(Ω)U †(β) e Π̃(Ω̃,β) = U(β)Π̃(Ω̃)U †(β).

Dados dois elementos g1× g̃1 ∈G×G̃ e g2× g̃2 ∈G×G̃ pertencentes ao mesmo quociente

Ω× Ω̃, ter-se-á:

|β;ψ(g1), ψ̃(g1)> = exp(iα)|β;ψ(g2), ψ̃(g̃2)>, (5.10)

com g1 = Ωh1, g̃1 = Ω̃h̃1, g2 = Ωh2 e g̃2 = Ω̃h̃2. De fato, isso ocorre porque

|β;ψ(g1), ψ̃(g1)> = Π(g1,β)Π̃(g̃1,β)|ψ0, ψ̃0 >

= U(β)Π(g1)U †(β)U(β)Π̃(g̃1)U †(β)U(β)|ψ0, ψ̃0 >

= U(β)Π(Ωh1)U †(β)U(β)Π̃(Ω̃h̃1)U †(β)U(β)|ψ0, ψ̃0 >

= U(β)Π(Ωh2h)U †(β)U(β)Π̃(Ω̃h̃2h̃)U †(β)U(β)|ψ0, ψ̃0 >

= U(β)Π(Ωh2)Π(h)U †(β)U(β)Π̃(Ω̃h̃2)Π̃(h̃)U †(β)

×U(β)|ψ0, ψ̃0 >, (5.11)
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onde usamos que Ωh1 = Ωh2h, Ω̃h̃1 = Ω̃h̃2h̃, pois pertencem ao mesmo quociente. Logo

|β;ψ(g1), ψ̃(g1)> = U(β)Π(Ωh2)U †(β)U(β)Π(h)U †(β)

×U(β)Π̃(Ω̃h̃2)U †(β)U(β)Π̃(h̃)U †(β)U(β)|ψ0, ψ̃0 >

= Π(Ωh2,β)Π(h,β)Π̃(Ω̃h̃2,β)Π̃(h̃,β)|β;ψ0, ψ̃0 >

= Π(Ωh2,β)Π̃(Ω̃h̃2,β)Π(h,β)Π̃(h̃,β)|β;ψ0, ψ̃0 >

= Π(Ωh2,β)Π̃(Ω̃h̃2,β)U(β)Π(h)U †(β)

×U(β)Π̃(h̃)U †(β)|β;ψ0, ψ̃0 >

= Π(Ωh2,β)Π̃(Ω̃h̃2,β)U(β)Π(h)Π̃(h̃)|ψ0, ψ̃0 >

= Π(Ωh2,β)Π̃(Ω̃h̃2,β)U(β)exp
{
i
[
φ(h) + φ̃(h̃)

]}
|ψ0, ψ̃0 >

= Π(Ωh2,β)Π̃(Ω̃h̃2,β)exp(iα)|β;ψ0, ψ̃0 >

= exp(iα)|β;ψ(g2), ψ̃(g̃2)>, (5.12)

sendo α = φ(h) + φ̃(h̃).

Sejam g e g̃ álgebras de Lie associadas aos grupos de Lie G e G̃ respectivamente. Se g

e g̃ forem álgebras semi-simples então, como discutido no Apêndice B, temos, com a notação

usual, uma base de Cartan-Weyl dada por

[Hi,Hj ] = 0,
[
H̃i, H̃j

]
= 0,

[Hi,Eα] = αiEα,
[
H̃i, Ẽα

]
= α̃iẼα̃,

[Eα,E−α] =
∑
i

αiHi,
[
Ẽα, Ẽ−α

]
=
∑
i

α̃iH̃i,[
Eα,Eβ

]
= Nα,βEα+β,

[
Ẽα, Ẽβ

]
= Ñ

α̃,β̃
Ẽ
α̃+β̃. (5.13)

onde os operadores Hi compõem a subálgebra comutativa de Cartan; Eα e E−α são chama-

dos de operadores de levantamento e abaixamento, respectivamente, e as outras grandezas são

números complexos.

Denotaremos por gT a álgebra de Lie associada ao grupo G×G̃, que é a soma direta das ál-

gebras de Lie, isto é, gT = g⊕ g̃. Vale a pena ressaltar que se g e g̃ forem álgebras semi-simples,

gT também será uma álgebra semi-simples [137], resultando na seguinte base de Cartan-Weyl
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(
Hi, H̃j

)
,
(
Hi, Ẽα̃

)
, ...

(
Eα, Ẽβ̃

)
. (5.14)

Definimos os colchetes de Lie como

[(xi, x̃i) ,(yi, ỹi)] = ([xi,yi] , [x̃i, ỹi]) , (5.15)

com xi,yi ∈ g e x̃i, ỹi ∈ g̃.

Portanto, seguindo a forma de definir os estados coerentes usando a base de Cartan, pode-

mos expressar o Estado Coerente Térmico Generalizado (5.9) por

|β;Λ, Λ̃,Ω× Ω̃> = U(β)exp
{∑

α
[ηαΠ(Eα)−η∗αΠ(E−α)]

}
U †(β)

×U(β)exp

∑
α̃

[
η̃α̃Π̃

(
Ẽα̃
)
− η̃∗α̃Π̃

(
Ẽ−α̃

)]U †(β)

×U(β)|ψ0, ψ̃0 >, (5.16)

uma vez que se pode mostrar que Ω = exp
[∑
α

(ηαEα−η∗αE−α)
]

é uma representação do es-

paço quociente de Γ = G/H para uma álgebra de Lie semi-simples [32]. Definindo as versões

térmicas

Π(Eα,β) = U(β)Π(Eα)U †(β),

Π(E−α,β) = U(β)Π(E−α)U †(β),

Π̃
(
Ẽα̃,β

)
= U(β)Π̃

(
Ẽα̃
)
U †(β),

Π̃
(
Ẽ−α̃,β

)
= U(β)Π̃

(
Ẽ−α̃

)
U †(β). (5.17)

podemos reescrever o Estado Coerente Térmico Generalizado (5.16) como
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|β;Λ, Λ̃,Ω× Ω̃> = exp
{∑

α
[ηαΠ(Eα,β)−η∗αΠ(E−α,β)]

}

×exp

∑
α̃

[
η̃α̃Π̃

(
Ẽα̃,β

)
− η̃∗α̃Π̃

(
Ẽ−α̃,β

)] |β;ψ0, ψ̃0 > .

(5.18)

Similar ao caso não térmico, podemos determinar as seguintes propriedades:

i) Não-ortogonalidade

< β;Ω× Ω̃, Λ̃,Λ|β;Λ, Λ̃,Ω′× Ω̃′ > = < β; ψ̃0,ψ0|Π
[
(Ω× Ω̃)−1,β

]
Π
[
Ω′× Ω̃′,β

]
|β;ψ0, ψ̃0 >

= < β; ψ̃0,ψ0|Π
[(

(Ω× Ω̃)−1
)(

Ω′× Ω̃′
)
,β
]
|β;ψ0, ψ̃0 >

= < β; ψ̃0,ψ0|Π
[
Ω′′× Ω̃′′,β

]
|β;ψ0, ψ̃0 > exp(iα)

6= 0, (5.19)

para Ω 6= Ω′ ∈G/H e Ω̃ 6= Ω̃′ ∈ G̃/H̃ , sendo normalizado já que

< β;Ω× Ω̃, Λ̃,Λ|β;Λ, Λ̃,Ω× Ω̃> = < β; ψ̃0,ψ0|Π
[
(Ω× Ω̃)−1,β

]
Π
[
Ω× Ω̃,β

]
|β;ψ0, ψ̃0 >

= < β; ψ̃0,ψ0|β;ψ0, ψ̃0 >

= 1. (5.20)

ii) Supercompleteza

Definindo o operador O como

O =
∫
dN (Ω× Ω̃,β) |β;Λ, Λ̃,Ω× Ω̃>< β;Ω× Ω̃, Λ̃,Λ|, (5.21)

onde dN (Ω× Ω̃,β) é uma medida invariante pelo grupo G, observamos que O é invariante pela
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ação de G já que,

Π(g× g̃) O =
∫
dN (Ω× Ω̃,β) Π(g× g̃)|β;Λ, Λ̃,Ω× Ω̃>< β;Ω× Ω̃, Λ̃,Λ|(Π(g× g̃))−1Π(g× g̃)

=
∫
dN (Ω× Ω̃,β) eiφ(h)|β;Λ, Λ̃,Ω′× Ω̃′ >< β;Ω′× Ω̃′, Λ̃,Λ|e−iφ(h)Π(g× g̃)

= O Π(g× g̃), (5.22)

utilizando que a medida é invariante pela ação do grupo, isto é, dN (Ω× Ω̃,β) = dN (Ω′× Ω̃′,β).

Portanto, pelos Lemas de Schur, O deve ser proporcional à identidade, isto é,

∫
dN (Ω× Ω̃,β) |β;Λ, Λ̃,Ω× Ω̃>< β;Ω× Ω̃, Λ̃,Λ| = I. (5.23)

Então qualquer estado térmico pode ser expandido em termos do Estado Coerente Térmico

Generalizado, ou seja,

|ψ(β)> =
∫
|β;Λ, Λ̃,Ω× Ω̃> fΛ(Ω× Ω̃,β)N−1/2(Ω× Ω̃,β)dN (Ω× Ω̃,β),

(5.24)

onde fΛ(Ω×Ω̃,β) são os coeficientes do estado definido sobre (G×G̃)/(H×H̃) eN(Ω×Ω̃,β)
é a constante de normalização.

5.2 Caso de SU(2)

No caso não termalizado, para se obter os estados coerentes do momento angular observa-

se que o subgrupo de isotropia é gerado por uma das componentes do momento angular, ou

seja, Jz por exemplo (subálgebra de Cartan) [30,32]. Segue que o autovetor de Jz que possui o

menor autovalor, isto é, |j,−j > é o estado de referência |ψ0 >. Notando-se o grupo eiϕJz que

corresponde a uma rotação de ângulo ϕ no plano xy por U(1)2 tem-se o espaço quociente dado

por SU(2)/U(1) e a definição dos estados coerentes de SU(2) é então

|z > = |j,η >

= eηJ+−η∗J−|j,−j > . (5.25)

2Notaremos U(1) como sendo o grupo unitário de grau 1.
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Para o caso termalizado usando a DCT, devido à necessidade de duplicar os graus de liber-

dade e à transformação de Bogoliubov U(β), temos para espaço quociente

U(β)
(
SU(2)×SU(2)
U(1)×U(1)

)
U †(β), (5.26)

e a correspondente definição de Estado Coerente Termalizado Generalizado dada por

|β;z, z̃,Ω× Ω̃> = exp[τJ+(β)− τ∗J−(β)]

×exp
[
γJ̃+(β)−γ∗J̃−(β)

]
|β;j,−j; j̃,−̃j >, (5.27)

com as relações de comutação

[J+(β),J−(β)] = 2Jz(β),
[
J̃+(β), J̃−(β)

]
= 2J̃z(β),

[Jz(β),J±(β)] = ±J±(β),
[
J̃z(β), J̃±(β)

]
= ±J̃±(β). (5.28)

No contexto do Oscilador Harmônico, Khanna et al [100] construíram o Estado Coe-

rente Térmico considerando somente o quociente U(β)
(

H4
U(1)×U(1)

)
U †(β), com H4 sendo

o grupo de Weyl, obtendo

|α(β)> = U(β)exp
[
αa†−α∗a

]
U †(β)|0(β)> . (5.29)

É importante analisar esse procedimento porque o estado |α(β) > se reduz ao estado |α >
quando tomamos o limite T → 0 ( T é a temperatura).

Com o intuito de garantir essa propriedade, nós propomos o estado

|z(β)> = U(β)exp[τJ+− τ∗J−]U †(β)U(β)|j,−j, 0̃, 0̃>

= exp[zJ+(β)]
(1 + |z|2)j

U(β)|j,−j, 0̃, 0̃>, (5.30)

com
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z√
1 + |z|2

= τ sin |τ |
|τ |

, (5.31)

onde a fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff foi utilizada [32]. Portanto, o Estado Coerente

Térmico do Momento Angular neste caso é dado por

|z(β)> =
(
1 + |z|2

)−j j∑
m=−j

√√√√√
 2j
j+m

zj+m|β;j,m, 0̃, 0̃>, (5.32)

expressão que resulta considerando a aplicação sucessiva do operador J+(β).

Para esse estado podemos verificar as seguintes propriedades:

i) Não-ortogonalidade

< z1(β)|z2(β)> = < z1|U †(β)U(β)|z2 >

= < z1|z2 >

= (1 + z∗1z2)2j

(1 + |z1|2)j (1 + |z2|2)j
, (5.33)

coincidindo com o resultado não termalizado [22, 23], já que a transformação de Bogoliubov é

unitária.

ii) Supercompleteza

Como consequência da equação (5.23), temos que

∫
dN (z(β), z∗(β)) |z(β)>< z(β)| = 1, (5.34)

com

dN (z(β), z∗(β)) = 2j+ 1
π

dz(β)dz∗(β)
(1 + |z|2)2 , (5.35)

sendo a medida invariante similar ao caso não térmico [32].
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5.3 Caso de SU(1,1)

No caso não térmico, para obter o estado coerente de SU(1,1) nota-se que o subgrupo de

isotropia é gerado por uma das componentes, que tomaremos como sendo o K0 (subálgebra

de Cartan). Como SU(1,1) é um grupo de Lie não compacto, todas as representações são de

dimensão infinita [30, 138], sendo rotuladas pelo índice k. O autovetor de K0 que possui o

menor autovalor é |k,0>, que será o estado de referência.

O subgrupo de isotropia é notado por eiϕK0 , que corresponde ao grupo U(1), o que implica

no espaço quociente ser dado por SU(1,1)/U(1) e a definição de estado coerente de SU(1,1)
[30] por

|ζ > = eηK+−η∗K−|k,0>, (5.36)

com os operadores K0, K+ e K− satisfazendo as relações

[K0,K±] = ±K±, [K−,K+] = 2K0. (5.37)

Utilizando a termalização dada pelo formalismo da DCT, temos o espaço quociente

U(β)
(
SU(1,1)×SU(1,1)

U(1)×U(1)

)
U †(β). (5.38)

resultando em

|k, k̃,Ω, Ω̃;β > = eηK+(β)−η∗K−(β)

×eδK̃+(β)−δ∗K̃−(β)|k,0; k̃, 0̃;β >, (5.39)

onde os operadores térmicos satisfazem as seguintes relações de comutação

[K0(β),K±(β)] = ±K±(β),
[
K̃0(β), K̃±(β)

]
= ±K̃±(β),

[K−(β),K+(β)] = 2K0(β),
[
K̃−(β), K̃+(β)

]
= 2K̃0(β). (5.40)

Utilizando o processo usado em (5.29), para garantir que no limite T → 0 o estado térmico

coincida com o estado não térmico, consideramos a duplicação:
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|ζ(β) > = U(β)exp[ηK+(β)−η∗K−(β)]U †(β)U(β)|k,0, 1̃2 , 0̃>

=
(
1−|ζ|2

)k
eζK+(β)U(β)|k,0, 1̃2 , 0̃>, (5.41)

com ζ = eiφtanh r sendo η = reiφ um número complexo com módulo r. O parâmetro ζ é

restrito ao disco unitário, ou seja, |ζ|< 1.

O estado coerente termalizado de SU(1,1) será, assim:

|ζ(β) > =
(
1−|ζ|2

)k +∞∑
m=0

√√√√(Γ(m+ 2k)
m! Γ(2k)

)
ζm|β;k,k+m,

1̃
2 , 0̃>, (5.42)

que satisfaz as seguintes propriedades:

i) Não-ortogonalidade

< ζ1(β)|ζ2(β)> = < ζ1|U †(β)U(β)|ζ2(β)>

= < ζ1|ζ2 >

=
(
1−|ζ1|2

)k (
1−|ζ2|2

)k
(1− ζ∗1ζ2)−2k , (5.43)

similar ao caso não térmico [30], que é consistente com a propriedade de unitariedade da trans-

formação de Bogoliubov.

ii) Supercompleteza

A partir da equação (5.23), temos que∫
dN (ζ(β), ζ∗(β)) |ζ(β)>< ζ(β) | = 1, (5.44)

com

dN (ζ(β), ζ∗(β)) = 2k−1
π

dζ(β)dζ∗(β)
(1−|ζ|2)2 , (5.45)

semelhante à medida invariante não térmica [30].
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5.4 Vácuo Térmico e o Estado Coerente

Nesta seção observaremos que o Vácuo Térmico, que desempenha um papel fundamental

no formalismo da DCT [100], pode ser descrito como um estado coerente, isto é, mostraremos

que o vácuo térmico do Oscilador Harmônico Fermiônico [139–146] é um estado coerente de

su(2), enquanto que o vácuo térmico do Oscilador Harmônico Bosônico [141–146] é um estado

coerente de su(1,1) .

Como já descrito na equação (3.32), o estado coerente do momento angular para j = 1
2 é

|z > =
1
2∑

m=− 1
2

(
1

1
2 +m

)
z

1
2+m

(1 + |z|2) 1
2
|12 ,m >

= 1√
1 + |z|2

|12 ,−
1
2 >+ z√

1 + |z|2
|12 ,

1
2 >

= 1√
1 + |z|2

{1 + zJ+}|
1
2 ,−

1
2 >, (5.46)

já o vácuo térmico dos férmions [100] é dado por

|0(β)> = 1√
1 + e−βω

{
1 + e−βω/2a†ã†

}
|0, 0̃> . (5.47)

Originalmente o espaço de Hilbert do oscilador fermiônico termalizado [100] é gerado por{
|0, 0̃>, |1, 0̃>, |0, 1̃>, |1, 1̃>

}
, mas o vácuo térmico pertence ao subespaço gerado pelos

vetores
{
|0, 0̃>, |1, 1̃>

}
. Nosso objetivo é comparar a equação (5.46) com a equação (5.47),

isto é, o estado coerente de su(2) para j = 1
2 com o vácuo térmico do sistema fermiônico.

Para isso, observaremos que os operadores J+ e J− satisfazem as seguintes relações de

anti-comutação

{J+,J−} = 1

{J+,J+} = 0

{J−,J−} = 0, (5.48)

válidas somente para o caso em que j = 1
2 . Associando os estados
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|12 ,
1
2 > ←→ |1, 1̃>,

|12 ,−
1
2 > ←→ |0, 0̃> (5.49)

para z ∈ R+, podemos relacionar o estado coerente de su(2) com o vácuo térmico, a partir da

seguinte relação

e−βω ←→ z2

J+ ←→ a†ã†

J− ←→ aã. (5.50)

Com isso temos uma espécie de equivalência resumida abaixo, relacionando a obtenção do

vácuo térmico a partir da aplicação da transformação de Bogoliubov e a obtenção do estado

coerente de su(2) a partir da aplicação do operador de deslocamento

|0(β)> = U(β)|0, 0̃> ←→ |z > = D(z)|12 ,−
1
2 >

= eθ(β)[a†ã†−aã]|0, 0̃> = eζ[J+−J−]|12 ,−
1
2 > . (5.51)

Similar ao caso de su(2), o Estado Coerente de su(1,1) [147, 148] é dado por

|ζ,k > = eζK+eln(1−|ζ|2)K0e−ζ
∗K−|k,0>

= (1−|ζ|2)k
+∞∑
m=0

√√√√Γ(2k+m)
m!Γ(2k) ζm|k,m > . (5.52)

Utilizando novamente a representação via dois Osciladores Harmônicos Desacoplados, que

notaremos porH⊗H̃ com |n >∈H e |ñ >∈ H̃, onde os operadores de criação e destruição do

Oscilador Harmônico satisfazem as relações usuais de comutação [vide equação 2.15], temos

que os operadores K+, K− e K0 podem ser representados por

K+ = a†ã†, K− = aã, K0 = 1
2

(
a†a+ ã†ã+ 1

)
, (5.53)

e os autoestados são definidos por
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|k,m >⇐⇒ |12(n+ q), ñ >, k = 1
2 (1 + q) , m= n, (5.54)

implicando que q,n ∈ N. Utilizando esta representação no Estado Coerente da equação (5.52),

temos

|ζ, 12(1 + q)> = (1−|ζ|2)
1
2 (1+q)

+∞∑
n=0

√
(q+n)!
n!q! ζn|n+ q, ñ > . (5.55)

Tomando q = 0 encontramos

|ζ, 12 > =
√

1−|ζ|2
+∞∑
n=0

ζn|n, ñ >

=
√

1−|tanh(θ2)|2
+∞∑
n=0

[
−e−iφtanh(θ2)

]n
|n, ñ >, (5.56)

e considerando φ= π

|θ > =
√

1− tanh2(θ2)
+∞∑
n=0

[
tanh(θ2)

]n
|n, ñ > . (5.57)

O vácuo Térmico do Oscilador Harmônico para o caso Bosônico é [vide equação 2.9 ]

|0(β)> =
√

1− e−βω
+∞∑
n=0

e−
βωn

2 |n, ñ >, (5.58)

pertencente ao espaçoH⊗H̃. Associando

tanh(θ2) ←→ e−
βω
2 , (5.59)

podemos estabelecer uma "relação de equivalência"da equação (5.57) com a equação (5.58), ou

seja, o Vácuo Térmico do Oscilador Harmônico Bosônico com o Estado Coerente da álgebra

de Lie su(1,1) com q = 0 e φ= π.

Completando essa seção, consideremos o vácuo térmico do Oscilador Harmônico Bosônico
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escrito na representação de posição para mostrar que no limite de T →+∞ o Vácuo Térmico é

um estado EPR (em homenagem a Einstein, Podolsky e Rosen). Para isso utilizaremos a relação

de completeza
∫
dq′

∫
dq|q,q′ >< q,q′| = 1. De fato,

|0(β)> =
√

1− e−βω
+∞∑
n=0

e−
βωn

2 |n, ñ >

=
√

1− e−βω
+∞∑
n=0

e−
βωn

2

∫
dq′

∫
dq|q,q′ >< q,q′|n, ñ >

=
√

1− e−βω
+∞∑
n=0

e−
βωn

2

∫
dq′

∫
dq

e−q
2/2e−q

′2/2

2nn!
√
π

Hn(q)Hn(q′)|q,q′ >, (5.60)

com Hn sendo os polinômios de Hermite [149].

Sabemos que

+∞∑
n=0

λn < q|n >< n|q′ > = λn
e−q

2/2e−q
′2/2

2nn!
√
π

Hn(q)Hn(q′)

= 1√
π(1−λ2)

exp
(
−q

2 + q′2−2λqq′
2(1−λ2)

)
(5.61)

é válido para λ ≤ 1 [150]. Como e−βω/2 ≤ 1, então podemos assumir λ = e−βω/2, e assim

temos que

|0(β)> =
√

1− e−βω
∫
dq′

∫
dq

1√
π(1− e−βω)

exp
(
−q

2 + q′2−2e−βω/2qq′
2(1− e−βω)

)
|q,q′ >

= 1√
π

∫
dq′

∫
dq exp

(
−q

2 + q′2−2e−βω/2qq′
2(1− e−βω)

)
|q,q′ > . (5.62)

No limite T →+∞, temos que e−βω/2→ 1, e o lado esquerdo da equação (5.61) resulta na

função delta de Dirac<q|q′>= δ(q−q′). Portanto a função suave exp
(
−q

2 + q′2−2e−βω/2qq′
2(1− e−βω)

)
se aproxima da delta de Dirac, no limite para altas temperaturas.

Segue então que, a menos da constante de normalização, podemos escrever o vácuo térmico

no limite que T →+∞ como
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|0(β)>T→+∞ =
∫
dq′

∫
dq δ(q− q′)|q,q′ >

=
∫
dq |q,q > . (5.63)

A equação (5.63) é justamente o estado EPR (não normalizado) e nos dá:

|0(β)>T→+∞ =
∫
dq |q,q >

= |0,0>+|1,1>+|2,2>+|3,3>+... (5.64)

Para calcular a posição relativa Q− Q̃ e o momento total P + P̃ do vácuo térmico, lem-

bremos que a posição e o momento do espaço usual e do espaço til são dados em termos dos

operadores de criação e destruição, por:

Q = 1√
2
(
a+a†

)
, P = 1√

2i
(
a−a†

)
,

Q̃ = 1√
2
(
ã+ ã†

)
, P̃ = 1√

2i
(
ã− ã†

)
, (5.65)

e que pela relação de Baker-Campbell-Hausdorff [124], temos:

e−αa
†ã†aeαa

†ã† = a+αã†,

e−αa
†ã† ãeαa

†ã† = ã+αa†. (5.66)

Então, a posição relativa será

(
Q− Q̃

)
|0(β)> =

√
1− e−βω 1√

2
(
a+a†− ã− ã†

)
ee
−βω2 a†ã†|0, 0̃>

=
√

1− e−βω
2 ee

−βω2 a†ã†
(
a+ e−

βω
2 ã†+a†− ã− e−

βω
2 a†− ã†

)
|0, 0̃>

=
√

1− e−βω
2 ee

−βω2 a†ã†
[(

1− e−
βω
2

)
a†−

(
1− e−

βω
2

)
ã†
]
|0, 0̃>,

(5.67)

e o momento total é
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(
P + P̃

)
|0(β)> =

√
1− e−βω 1√

2i
(
a−a†+ ã− ã†

)
ee
−βω2 a†ã†|0, 0̃>

=
√

1− e−βω√
2i

ee
−βω2 a†ã†

(
a+ e−

βω
2 ã†−a†+ ã+ e−

βω
2 a†− ã†

)
|0, 0̃>

=
√

1− e−βω√
2i

ee
−βω2 a†ã†

[(
1− e−

βω
2

)
a†−

(
1− e−

βω
2

)
ã†
]
|0, 0̃>,

(5.68)

o que, a menos da constante de normalização, no limite de T →+∞ resulta em

(
Q− Q̃

)
|0(β)>T→+∞ = 0,(

P + P̃
)
|0(β)>T→+∞ = 0. (5.69)

Portanto encontramos que o Vácuo Térmico do Oscilador Harmônico Bosônico, além de ter

uma equivalência com um Estado Coerente de su(1,1), no limite de altas temperaturas coincide

com o estado EPR em que a posição relativa e o momento total são zero. Este fato evidencia

uma correlação entre o espaço usual e o espaço til para altas temperaturas.
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6 Termalização do Estado Coerente do
Momento Angular

O Estado Coerente do Momento Angular foi proposto por Atkins [22] e Arecchi [23], sendo

empregado extensivamente na Informação Quântica e na Computação Quântica [36,38,39]. Os

efeitos térmicos, apesar de serem capazes de alterar completamente as propriedades de um sis-

tema, nem sempre são incorporados na análise devido à dificuldade em introduzir a temperatura.

Utilizaremos o formalismo da DCT para analisar os efeitos térmicos sobre o estado coerente

do momento angular. Obtemos inicialmente o operador densidade termalizado, que carrega

todas as propriedades deste estado; em seguida calculamos a Fidelidade Quântica, o Fator de

Mandel e a Função de Wigner, todos termalizados, analisando a influência da temperatura para

diversos valores do momento angular total j.

6.1 Estado Coerente do Momento Angular

Como discutido no Capítulo 4, o estado coerente do momento angular pode ser escrito

como

|z > = ezJ+

(1 + |z|2)j |j,−j >

=
j∑

m=−j

√√√√( 2j
j+m

)
zj+m

(1 + |z|2)j |j,m >, z ∈ C, (6.1)

com
(
k
m

)
sendo o Binômio de Newton dado por

(
k
m

)
= n!

k!(n−k)! .

Schwinger mostrou [124] que a álgebra do momento angular é equivalente à álgebra de

dois Osciladores Harmônicos Desacoplados com a†1, a†2, a1 e a2 os operadores de criação e

destruição de cada oscilador. Com efeito, a partir do mapeamento,
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J+ = }a†1a2,

J− = }a†2a1,

Ni = }a†iai, i ∈ {1,2}

Jz = }
2 (N1−N2) ,

(J+)† = J−, (6.2)

replica-se a álgebra de Lie su(2) do momento angular. Nesse contexto, o estado |j,m > pode

ser escrito como

|j,m > ←→ |j+m,j−m> (6.3)

e em consequência, podemos reescrever o estado coerente da equação (6.1) na forma

|z >=
j∑

m=−j

√√√√( 2j
j+m

)
zj+m

(1 + |z|2)j |j+m,j−m> . (6.4)

Este mapeamento faz com que tenhamos

|j,−j > ←→ |0,2j >,

|j,−j+ 1> ←→ |1,2j−1>,

|j,−j+ 2> ←→ |2,2j−2>,
...

...

|j,j > ←→ |2j,0>, (6.5)

com o estado fundamental dado por |0,2j >. Segue que o estado coerente pode ser escrito nas

formas

|z > =
j∑

m=−j

√√√√( 2j
j+m

)
zj+m

√
(j−m)!(a†+)j+m(a−)j+m

(1 + |z|2)j
√

(j+m)!
√

(2j)!
|0,2j >

=
j∑

m=−j

√√√√( 2j
j+m

)
zj+m

√
(j−m)!Jj+m+

(1 + |z|2)j
√

(j+m)!
√

(2j)!
|0j >

=
j∑

m=−j

√√√√( 2j
j+m

)
zj+m(a†1)j+m(a†2)j−m

(1 + |z|2)j
√

(j+m)!
√

(j−m)!
|0,0>, (6.6)

onde denotamos |0,2j >= |0j >, para indicar o autoestado com menor autovalor relativo ao

momento angular.
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6.2 Termalizando o estado |z >

Para analisar os efeitos térmicos relativos ao estado coerente do momento angular, utiliza-

remos a DCT [100] na representação de Schwinger construída a partir dos Osciladores Harmô-

nicos Termalizados. Os operadores do Momento Angular são assim

J+(β) = a†1(β)a2(β),

J−(β) = a†2(β)a1(β),

Jz(β) = 1
2
[
a†1(β)a1(β)−a†2(β)a2(β)

]
. (6.7)

Os operadores definidos dessa forma satisfazem a álgebra de Lie su(2)

[J+(β),J−(β)] = 2Jz(β),

[Jz(β),J±(β)] = ±J±(β),[
J̃+(β), J̃−(β)

]
= 2J̃z(β),[

J̃z(β), J̃±(β)
]

= ±J̃±(β), (6.8)

com o vácuo térmico associado a j

|0j(β)> = U(β)|0j , 0̃0>, (6.9)

duplicado com o |0̃0>1, respeitando as relações

J−(β)|0j(β)> = 0,

J+(β)|(2j)j(β)> = 0. (6.10)

O estado coerente do momento angular termalizado é então

1No que segue, usaremos a notação simplificada |j,m, k̃, l̃ >= |j,m, k̃l >.
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|z(β)> = U(β)|z, 0̃0>

= ezJ+(β)

(1 + |z|2)j |0j(β)>

=
j∑

m=−j

√√√√( 2j
j+m

)
zj+m

√
(j−m)!J+(β)j+m

(1 + |z|2)j
√

(j+m)!
√

(2j)!
|0j(β)>

=
j∑

m=−j

√√√√( 2j
j+m

)
zj+m

(1 + |z|2)j |β;j+m,j−m, 0̃0>

=
j∑

m=−j

√√√√( 2j
j+m

)
zj+m(a†1(β))j+m(a†2(β))j−m

(1 + |z|2)j
√

(j+m)!
√

(j−m)!
|0(β)> . (6.11)

onde todas são formas equivalentes de se escrever o estado |z(β) >, que foi obtido usando a

duplicação com |0̃0>.

Relembrando que a†(β)|0(β)>= a†

u(β) |0(β)>, definiremos

Cj,m(z,β) =

√√√√( 2j
j+m

)
zj+m

(1 + |z|2)j
√

(j+m)!
√

(j−m)!u(β)2j
, (6.12)

o que possibilita escrever (6.12) como,

|z(β)>=
j∑

m=−j
Cj,m(z,β)(a†1)j+m(a†2)j−m|0(β)>, (6.13)

que é o Estado Coerente do Momento Angular Termalizado.

6.3 Operador Densidade Térmico

Para encontrar o Operador Densidade Termalizado utilizaremos a média térmica

< z(β)|Ô|z(β)>= Trρ|z(β)>Ô. (6.14)

Então,
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< z(β)|Ô|z(β)> = < 0(β)|


 j∑
m′=−j

Cj,m′(z,β)(a†1)j+m
′
(a†2)j−m

′
† Ô

×

 j∑
m=−j

Cj,m(z,β)(a†1)j+m(a†2)j−m
 |0(β)>

= < 0(β)|


j∑

m,m′=−j
C
∗
j,m′(z,β)Cj,m(z,β)(a1)j+m

′
(a2)j−m

′
Ô

×(a†1)j+m(a†2)j−m
}
|0(β)>

= Trρ

 j∑
m,m′=−j

C
∗
j,m′(z,β)Cj,m(z,β)(a1)j+m

′
(a2)j−m

′
Ô(a†1)j+m(a†2)j−m

 ,
(6.15)

usando que < 0(β)|Ô|0(β) >= TrρÔ. Da equação (6.14) e da propriedade cíclica do traço,

encontramos então que

ρ|z(β)> =
j∑

m,m′=−j
C
∗
j,m′(z,β)Cj,m(z,β)(a†1)j+m(a†2)j−mρ(a1)j+m

′
(a2)j−m

′

=
j,∞∑

m,m′=−j
n1,n2=0

C∗j,m′(z,β)Cj,m(z,β) 1
(1 +n(β))2

(
n(β)

1 +n(β)

)n1+n2

×(a†1)j+m(a†2)j−m|n1,n2 >< n1,n2|(a1)j+m
′
(a2)j−m

′}
=

j,∞∑
m,m′=−j
n1,n2=0

C
∗
j,m′(z,β)Cj,m(z,β)

(1 +n(β))2

(
n(β)

1 +n(β)

)n1+n2

×
√

(n1 + j+m)!
n1!

√
(n2 + j−m)!

n2!

√
(n1 + j+m′)!

n1!

√
(n2 + j−m′)!

n2!


×|n1 + j+m,n2 + j−m>< n1 + j+m′,n2 + j−m′|,

(6.16)

com n(β) = 1
eβω−1 . Denotando
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Cm,m′
n1n2

(z,β) =
C
∗
j,m′(z,β)Cj,m(z,β)

(1 +n(β))2

(
n(β)
1 +n

)n1+n2

×
√

(n1 + j+m)!
n1!

√
(n2 + j−m)!

n2!

√
(n1 + j+m′)!

n1!

√
(n2 + j−m′)!

n2!

=

√√√√( 2j
j+m

)√√√√( 2j
j+m′

)
zj+m(z∗)j+m′

(1 + |z|2)2j(1 +n(β))2

× 1√
(j+m)!

√
(j−m)!

√
(j+m′)!

√
(j−m′)!u(β)4j

(
n(β)

1 +n(β)

)n1+n2

×
√

(n1 + j+m)!
n1!

√
(n2 + j−m)!

n2!

√
(n1 + j+m′)!

n1!

√
(n2 + j−m′)!

n2! ,(6.17)

teremos

ρ|z(β)> =
j,∞∑

m,m′=−j
n1,n2=0

Cm,m′
n1n2

(z,β)|n1 + j+m,n2 + j−m>< n1 + j+m′,n2 + j−m′|.

(6.18)

Este é o Operador Densidade Térmico, que expressa todas as propriedades do estado co-

erente do momento angular com j arbitrário. Utilizaremos o desenvolvimento feito até agora

para encontrar a Fidelidade Quântica, o Fator de Mandel e a Função de Wigner.

6.4 Fidelidade

A Fidelidade Quântica pode ser definida por F =
√
< z1|ρ|z(β)>|z1 > [151], que é a distân-

cia entre o estado coerente |z1 > e o estado coerente térmico |z(β)> representado pelo operador

densidade ρ|z(β)>. Analisaremos como os efeitos térmicos modificam essa distância a partir do

estudo da Fidelidade, aferindo a preservação da informação quântica. Com efeito, temos;
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< z1|ρ|z(β)>|z1 > =
j∑

m̄=−j
< j+ m̄,j− m̄|

√√√√( 2j
j+ m̄

)
(z∗1)j+m̄

(1 + |z1|2)j
j,∞∑

m,m′=−j
n1,n2=0

Cm,m′
n1n2

(z,β)

×|n1 + j+m,n2 + j−m>< n1 + j+m′,n2 + j−m′|

×
j∑

¯̄m=−j

√√√√( 2j
j+ ¯̄m

)
zj+

¯̄m
1

(1 + |z1|2)j |j+ ¯̄m,j− ¯̄m>

=
j,∞∑

m,m′,m̄, ¯̄m=−j
n1,n2=0

Cm,m′
n1n2

(z,β)

√√√√( 2j
j+ m̄

)√√√√( 2j
j+ ¯̄m

)
(z∗1)j+m̄zj+ ¯̄m

1
(1 + |z1|2)2j

×< j+ m̄,j− m̄|n1 + j+m,n2 + j−m>

×< n1 + j+m′,n2 + j−m′|j+ ¯̄m,j− ¯̄m> . (6.19)

Segue de (6.19), pelas relações de ortonormalidade, que

n1 + j+m = j+ m̄,

n2 + j−m = j− m̄,

n1 + j+m′ = j+ ¯̄m,

n2 + j−m′ = j− ¯̄m, (6.20)

ou seja,

m̄ = n1 +m,

¯̄m = n1 +m′,

n2 +n1 = 0. (6.21)

Como n1,n2 ∈N, a única forma de termos n2 +n1 = 0 é tendo n1 = 0 e n2 = 0. Com isso,

m̄ = m,

¯̄m = m′, (6.22)

o que resulta que a Fidelidade é
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F =


j∑

m,m′=−j

(
2j

j+m

)(
2j

j+m′

)
(zz∗1)j+m(z∗z1)j+m′

(1 + |z|2)2j(1 + |z1|2)2j(1 +n(β))2u(β)4j


1/2

.

(6.23)

Relembrando que (x+y)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
xn−kyk, obtemos

F =
{

(1 + z∗z1)2j(1 + zz∗1)2j

(1 + |z|2)2j(1 + |z1|2)2j(1 +n(β))2u(β)4j

}1/2
.

(6.24)

Considerando que 1 +n(β) = 1 +v(β)2 = u(β)2, temos

F =
∣∣∣∣∣ (1 + z∗z1)j(1 + zz∗1)j
(1 + |z|2)j(1 + |z1|2)ju(β)2j+2

∣∣∣∣∣ .
(6.25)

Usando z = tan(θ/2)eiφ com θ ∈ [0,π[ e φ ∈ [0,2π[, obtemos

F =
∣∣∣∣∣cos2(θ/2)cos2(θ1/2) + sen(θ)sen(θ1)

2 cos(φ−φ1) + sen2(θ/2)sen2(θ1/2)
∣∣∣∣∣
j 1
u(β)2j+2 ,

(6.26)

que é a expressão da Fidelidade Quântica que utilizaremos.

A análise para diferentes fases é muito útil quando vislumbramos a implementação de por-

tas lógicas quânticas, de imensa importância na Computação Quântica. Essa análise pode ajudar

a controlar a atuação dessas portas lógicas, visando maior eficiência nos processos. Podemos

analisar diversos casos possíveis para os ângulos {θ1, θ,φ1,φ}; por exemplo,

• Para o caso em que φ−φ1 = π
2 ,

Fπ
2

=
∣∣∣cos2(θ/2)cos2(θ1/2) + sen2(θ/2)sen2(θ1/2)

∣∣∣j 1
u(β)2j+2 ,

(6.27)
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e se θ1 = θ obtemos

Fπ
2

=
∣∣∣∣∣1− sen2(θ)

2

∣∣∣∣∣
j 1
u(β)2j+2 .

(6.28)

• Para o caso em que φ−φ1 = π,

Fπ = |cos(θ/2)cos(θ1/2)− sen(θ/2)sen(θ1/2)|2j

u(β)2j+2 , (6.29)

e se θ1 = θ temos

Fπ = |cos(θ)|2j

u(β)2j+2 . (6.30)

• Para o caso em que φ= φ1,

Fθ = |cos(θ/2)cos(θ1/2) + sen(θ/2)sen(θ1/2)|2j

u(β)2j+2 . (6.31)

Por fim, quando temos |z1 >= |z >, isto é, φ1 = φ e θ1 = θ, a Fidelidade se resume a

F =
√
< z|ρ|z(β)>|z >, que informa a distância de um estado quântico em relação a ele mesmo,

ou seja, mostra como somente os efeitos térmicos são capazes de alterar o estado quântico.

Nesse caso, de (6.31) segue que

F0 = 1
u(β)2j+2 = (1− e−βω)j+1, (6.32)

resultando que a modificação dos estados devido aos efeitos térmicos depende, além da tempe-

ratura, do valor de j.

Quando fazemos o limite para T tendendo a zero, obtemos lim
T→0+

F0 = 1, para qualquer

valor de j. Isso corrobora com a ideia de reversibilidade do processo térmico já que, para

T → 0+ os efeitos térmicos analisados cessam, resultando que o estado permanece o mesmo,

pois a Fidelidade é 1.

O resultado de lim
T→+∞

F = 0, indica que com o aumento da temperatura o estado afasta-se
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Figura 6.1: Gráfico de F0 x kbT
ω para j =

{
1
2 ,1,

3
2 ,2,

5
2 ,3

}
.

do seu estado inicial, independente de qual seja, afastando-se também de qualquer outro estado

coerente do momento angular, e isto para qualquer valor de j. Isso implica que as propriedades

quânticas devem ser perdidas.

A partir do gráfico da função F0 (Fig. 6.1), podemos inferir que quanto maior o valor de j,

mais sensível é a variação do estado em relação a temperatura. Com o aumento do valor de j,

encontramos que o estado coerente do momento angular preserva cada vez menos a informação

original.

Como exemplo, procuremos determinar para que faixa de temperatura é mantida uma Fi-

delidade superior a 60%. Para o caso de j = 1
2 obtemos que kbT1

ω = 0,80, para j = 3 obtemos

que kbT2
ω = 0,47, de modo que T1 = 1,70T2, isto é, temos quase o dobro da temperatura quando

variamos de j = 3 até j = 1
2 .

As curvas não se interceptam, ou seja, não temos duas curvas associadas a diferentes j

que possuem a mesma Fidelidade para uma mesma temperatura. Com isso surge a ideia de

identificarmos um estado a partir da sua resposta à temperatura, isto é, se soubermos como

o estado varia termicamente, poderemos ser capazes de, ao aumentarmos ou diminuirmos a

temperatura, identificar o valor de j a partir do seu comportamento.

O limite clássico dado em [34] é encontrado quando tomamos j→ +∞, que implica num

distanciamento completo do caso quântico. Se tomarmos esse limite a partir da equação (6.26),
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Figura 6.2: Gráfico de Φπ
2

x θ com j =
{

1
2 ,1,

3
2 ,2,

5
2 ,3

}
.

temos que lim
j→+∞
T 6=0

F = 0 já que uma função limitada multiplicada por uma função que tende a

zero, implica que o limite total também tende a zero. Dessa forma, o estado inicial afasta-se

de qualquer estado quântico considerado, concordando com a ideia de estarmos num limite

clássico. Isso também ocorre independente do estado inicial que considerarmos. Tal resultado

concorda com a Fidelidade calculada por Demkowicz-Dobrazanski et al [39], onde o compor-

tamento é similar ao nosso.

Os efeitos térmicos sobre a Fidelidade são sempre dados pelo fator F0(β), independente

da posição entre |z1 > e |z >. De fato, as equações (6.28) e (6.30) podem ser reescritas como

Fπ
2
(θ,β) = Φπ

2
(θ) ∗F0(β) e Fπ(θ,β) = Φπ(θ) ∗F0(β). Podemos, assim, analisar somente a

parte angular das duas funções.

Relembrando que θ está relacionado ao módulo do parâmetro z, já que z = tan(θ2)eiφ, então

para θ = π
2 temos |z| = 1. Portanto os gráficos de Φπ

2
(Fig. 6.2) e Φπ (Fig. 6.3) nos informam

que quando um estado coerente termalizado possui uma diferença de fase de 90° ou 180° de

outro estado coerente, a informação é menos preservada quanto mais próximo o |z| é de 1.

Uma informação interessante é obtida quando analisamos Φπ
2
(θ) para o caso de j = 1

2 ;

percebemos que, para qualquer valor de θ, obtemos sempre uma Fidelidade acima de 70%, isto

é, se o estado original sofrer uma variação de fase de 90°, ainda assim a informação contida

nesse estado é preservada com Fidelidade acima de 70%, independente dos efeitos térmicos.
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Figura 6.3: Gráfico de Φπ x θ para j =
{

1
2 ,1,

3
2 ,2,

5
2 ,3

}
.

A partir da análise da Fidelidade, somos capazes de inferir que o valor do parâmetro φ é

de grande importância quando pretendemos aplicar portas lógicas sobre o estado. Já no caso

em que preparamos os estados e enviamos a informação, propagando-se num meio em banho

térmico T , o valor de z não influencia na perda de informação já que F0(β) não depende de θ

nem de φ, só dependendo do valor de j.

Os gráficos de Fπ
2

e Fπ, equações (6.28) e (6.30) respectivamente, são apresentados nas

figuras (Fig. 6.4) e (Fig. 6.5); eles dão uma boa ideia dos efeitos globais da temperatura e da

variação de j. Observamos um comportamento semelhante para Fπ e Fπ
2

, ou seja, indepen-

dentemente se temos uma variação de fase de π
2 ou de π, com o aumento da temperatura ou o

aumento de j, observamos uma queda da Fidelidade.

Comparando os gráficos (Fig. 6.4) e (Fig. 6.5), temos claramente que a Fidelidade é bem

mais sensível se a diferença de fase for 180° do que se for 90°. No gráfico de Fπ com j = 1
2

ocorre uma quina, caracterizada pela não existência da primeira derivada em π
2 .

Quanto maior o valor de j, observamos que a região com Fidelidade alta se torna cada vez

menor. Dessa forma, concluímos que quanto menor o valor de j, maior será a preservação da

informação contida no estado |z >. Concluímos também que o valor de z, que depende de θ e

φ, é importante quando vislumbramos a atuação de portas lógicas.
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Figura 6.4: Fπ
2

x kbT
ω x θ para j =

{
1
2 ,1,

3
2 ,2,

5
2 ,3

}
.
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Figura 6.5: Fπ x kbT
ω x θ para j =

{
1
2 ,1,

3
2 ,2,

5
2 ,3

}
.
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6.5 Fator de Mandel

O Fator de Mandel, via DCT, é definido como [100]

Q= < z(β)|N2|z(β)>
< z(β)|N |z(β)> −< z(β)|N |z(β)>−1, (6.33)

que informa a estatística seguida pelo estado. ParaQ∈ [−1,0[ a estatística é dita sub-Poissoniana,

que é uma característica essencialmente quântica, se Q = 0 a estatística é Poissoniana e para

Q> 0 o estado segue uma estatística super-Poissoniana. Seguindo a formulação de Schwinger,

N =N1 +N2 é o operador número dos Osciladores Harmônicos Desacoplados, resultando em

Q= < z(β)|(N1 +N2)2|z(β)>
< z(β)|(N1 +N2)|z(β)> −< z(β)|(N1 +N2)|z(β)>−1. (6.34)

Usando a DCT, podemos escrever o operador número como

N = a†a

= u2(β)a†(β)a(β) +v(β)u(β)
[
a†(β)ã†(β) +a(β)ã(β)

]
+v2(β)ã(β)ã†(β), (6.35)

onde usamos (2.38) e (2.40); então

N1 +N2 = u2(β)a†1(β)a1(β) +v(β)u(β)
[
a†1(β)ã1

†(β) +a1(β)ã1(β)
]
+v2(β)ã1(β)ã1

†(β)

+u2(β)a†2(β)a2(β) +v(β)u(β)
[
a†2(β)ã2

†(β) +a2(β)ã2(β)
]
+v2(β)ã2(β)ã2

†(β),

(6.36)

onde reiteramos a consideração de que os dois osciladores possuem a mesma frequência, ω1 =
ω2, ui(β) = u(β) e vi(β) = v(β). Segue, portanto, que

(N1 +N2)|z(β)> =
j∑

m=−j

√√√√( 2j
j+m

)
zj+m

(1 + |z|2)j (N1 +N2)|β; (j+m),(j−m), 0̃0>

=
j∑

m=−j


√√√√( 2j

j+m

)
zj+m

(1 + |z|2)j (2ju2(β) + 2v2(β))|β;j+m,j−m, 0̃0>

+u(β)v(β)
√
j+m+ 1|β;j+m+ 1, j−m, 1̃0>

+u(β)v(β)
√
j−m+ 1|β;j+m,j−m+ 1, 0̃1>

}
, (6.37)
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e com isso,

< z(β)|(N1 +N2)|z(β)> =
j∑

m,m′=−j

√√√√( 2j
j+m

)√√√√( 2j
j+m′

)
zj+m(z∗)j+m′

(1 + |z|2)2j (2ju2(β) + 2v2(β))

×< β;j+m′, j−m′, 0̃0|β;j+m,j−m, 0̃0>

=
j∑

m=−j

(
2j

j+m

)
|z2|j+m

(1 + |z|2)2j

[
2ju2(β) + 2v2(β)

]
, (6.38)

sendo usada a equação (6.11). Por outro lado,

(N1 +N2)2|z(β)> =
j∑

m=−j

√√√√( 2j
j+m

)
zj+m

(1 + |z|2)j

×
[
4j2u4(β) + (10j+ 2)u2(β)v2(β) + 4v4(β)

]
|β;j+m,j−m, 0̃0>,

(6.39)

onde só consideramos os termos que não irão se anular quando for tomada a média, ou seja, os

termos contendo |0̃0>. Consequentemente,

< z(β)|(N1 +N2)2|z(β)> =
j∑

m,m′=−j

√√√√( 2j
j+m

)√√√√( 2j
j+m′

)
zj+m(z∗)j+m′

(1 + |z|2)2j

×
[
4j2u4(β) + (10j+ 2)u2(β)v2(β) + 4v4(β)

]
×< β;j+m′, j−m′, 0̃0|β;j+m,j−m, 0̃0>

=
j∑

m=−j

(
2j

j+m

)
|z2|j+m

(1 + |z|2)2j

[
4j2u4(β) + (10j+ 2)u2(β)v2(β) + 4v4(β)

]
,

(6.40)

o que implica em

Q =
∑j
m=−j

(
2j
j+m

) |z2|j+m
(1+|z|2)2j

[
4j2u4(β) + (10j+ 2)u2(β)v2(β) + 4v4(β)

]
∑j
m=−j

(
2j
j+m

) |z2|j+m
(1+|z|2)2j [2ju2(β) + 2v2(β)]

−
j∑

m=−j

(
2j

j+m

)
|z2|j+m

(1 + |z|2)2j

[
2ju2(β) + 2v2(β)

]
−1. (6.41)
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Utilizando novamente (x+ y)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
xn−kyk, temos

j∑
m=−j

(
2j

j+m

)
|z2|j+m

(1 + |z|2)2j = 1.

Portanto o Fator de Mandel, para o caso em estudo, resulta em

Q =

[
4j2u4(β) + (10j+ 2)u2(β)v2(β) + 4v4(β)

]
[2ju2(β) + 2v2(β)] −

[
2ju2(β) + 2v2(β)

]
−1

=

(
2ju2(β) + 2v2(β)

)2
+ 2(j+ 1)u2(β)v2(β)

[2ju2(β) + 2v2(β)] −
[
2ju2(β) + 2v2(β)

]
−1

= (j+ 1)u2(β)v2(β)
ju2(β) +v2(β) −1. (6.42)

Uma primeira observação na equação (6.42) é que o Fator de Mandel não depende de z,

isto é, o valor de z não altera a estatística seguida pelo estado coerente do momento angular.

Figura 6.6: Gráfico Fator de Mandel x kbT
ω sendo j =

{
1
2 ,1,

3
2 ,2,

5
2 ,3

}
.

Na figura (Fig. 6.6) são apresentados os gráficos do Fator de Mandel Q para diferentes

valores da temperatura e j. Observamos que independentemente do valor de j, todo estado

coerente do momento angular segue a estatística sub-Poissoniana, com Q = −1, para T = 0.

Com o aumento da temperatura, os estados passam para o caso Poissoniana, com Q = 0, e

super-Poissoniana, com Q > 0. O valor de j influencia na resposta do estado ao aumento de

temperatura.

Para o caso com j = 0 obtemosQ= v2(β) = n(β), que é justamente o número de ocupação.
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Tabela 6.1: Limites térmicos para a estatística Poissoniana.

Valores de j e kbT
ω para que Q= 0

j = 1
2 j = 1 j = 3

2 j = 2 j = 5
2 j = 3 j→∞

kbT

ω
0.995 1.135 1.206 1.251 1.281 1.303 1.443

Neste caso, para T → 0 obtemos uma estatística Poissoniana e para T > 0 temos uma estatística

super-Poissoniana. Dessa forma, os estados com j = 0 são essencialmente clássicos, indepen-

dente dos efeitos térmicos. Para os outros valores de j, temos os resultados indicados na Tabela

6.1. Aumentando o valor de j, aumenta a temperatura necessária para que ocorra a transição

da estatística sub-Poissoniana para a super-Poissoniana. Obtemos também um valor limite para

a estatística sub-Poissoniana, isto é, se kbT
ω ≤ 1.443 temos Q ≤ 0. Logo, se o sistema estiver

num banho térmico que ultrapasse esse valor, o sistema seguirá uma estatística essencialmente

clássica.

A partir do gráfico do Fator de Mandel (Fig. 6.6), percebemos que quanto maior o valor

do j, maior é a temperatura necessária para a transição da estatística sub-Poissoniana para a

estatística super-Poissoniana.

Analisando a equação (6.42), podemos reescrever o Fator de Mandel utilizando que

v2(β) = n(β) e que u2(β) = 1 +n(β), então

Q = (j+ 1)(1 +n(β))n(β)
j(1 +n(β)) +n(β) −1

= (j+ 1)(n2(β) +n(β))− j(1 +n(β))−n(β)
j(1 +n(β)) +n(β)

= (j+ 1)n2(β)− j
(j+ 1)n(β) + j

. (6.43)

A equação (6.43) é similar ao Fator de Mandel encontrado pelo estado número termalizado

do oscilador harmônico [100]. A principal diferença é que no contexto do estado coerente do

momento angular, j pode assumir valores semi-inteiros.
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6.6 Função de Wigner

A Função de Wigner é uma quase probabilidade, cujos valores negativos estão associados a

propriedades não clássicas do sistema. Toda informação do estado térmico |z(β)> está contida

no ρ|ψ(β)>. Usando a definição usual de função de Wigner [100] e ρ|ψ(β)> dada por (6.18),

temos:

fW (q1,p1, q2,p2;z,β) =
∫ +∞

−∞
dv1e

ip1v1
}

∫ +∞

−∞
dv2e

ip2v2
}

×< q1−
v1
2 , q2−

v2
2 |ρ|z(β)>|q1 + v1

2 , q2 + v2
2 >

=
j,∞∑

m,m′=−j
n1,n2=0

∫ +∞

−∞
dv1e

ip1v1
}

∫ +∞

−∞
dv2e

ip2v2
}

×Cm,m′
n1n2

(z,β)< q1−
v1
2 , q2−

v2
2 |n1 + j+m,n2 + j−m>

×< n1 + j+m′,n2 + j−m′|q1 + v1
2 , q2 + v2

2 >

=
j,∞∑

m,m′=−j
n1,n2=0

Cm,m′
n1n2

(z,β)
∫ +∞

−∞
dv1e

ip1v1
}

∫ +∞

−∞
dv2e

ip2v2
}

×< q1−
v1
2 |n1 + j+m>< n1 + j+m′|q1 + v1

2 >

×< q2−
v2
2 |n2 + j−m>< n2 + j−m′|q2 + v2

2 >

=
j,∞∑

m,m′=−j
n1,n2=0

√√√√( 2j
j+m

)√√√√( 2j
j+m′

)
zj+m(z∗)j+m′

(1 + |z|2)2j(1 +n(β))2

× 1√
(j+m)!

√
(j−m)!

√
(j+m′)!

√
(j−m′)!u(β)4j

(
n(β)

1 +n(β)

)n1+n2

×
√

(n1 + j+m)!
n1!

√
(n2 + j−m)!

n2!

√
(n1 + j+m′)!

n1!

√
(n2 + j−m′)!

n2!

×
∫ +∞

−∞
dv1e

ip1v1
} < q1−

v1
2 |n1 + j+m>< n1 + j+m′|q1 + v1

2 >

×
∫ +∞

−∞
dv2e

ip2v2
} < q2−

v2
2 |n2 + j−m>< n2 + j−m′|q2 + v2

2 > .

(6.44)

Com a representação de Schwinger, relacionamos os estados do momento angular com

estados do oscilador harmônico. Então as autofunções do hamiltoniano são justamente os po-

linômios de Hermite Hn(x), o que resulta
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< q+α|τ >= ψτ (q+α) = e
−(q+α)2

2b2

π
1
4 2 τ2 (τ)! 1

2 b
1
2
Hτ (q+α

b
), (6.45)

em que b2 = }
mω . Denotando

Iη,ξ(q,p) =
∫ +∞

−∞
dve

ipv
} < q− v2 |η >< ξ|q+ v

2 >, (6.46)

como a integração dos Polinômios de Hermite resulta nos Polinômios Associados de Laguerre

Lmn (x), então

Iη,ξ(q,p) =
∫ +∞

−∞
dv
e
ipv
} −

q2

b2
− v2

4b2

√
πη!ξ!2

η+ξ
2
Hη(

q−v/2
b

)Hξ(
q+v/2

b
)

= 2(−1)ξe−
p2b2

}2 −
q2

b2
2max(η,ξ)

2
η+ξ

2

min(η,ξ)!√
η!ξ!

χ
|η−ξ|
max(η,ξ)L

|η−ξ|
min(η,ξ)(−2χηχξ),

(6.47)

com χη = ipb
} −

q
b e χξ = ipb

} + q
b . Logo−2χηχξ = 2p

2b2

}2 +2q
2

b2 e fazendo xi = ipib
} + qi

b e−x∗i =
ipib
} −

qi
b para cada oscilador harmônico, obtemos que −2χηχξ = 2x2

i , somente explicitando o

índice de cada oscilador.

Consequentemente temos

• In1+j+m,n1+j+m′(q1,p1) = 2(−1)n1+j+m′e−x
2
1
2max(n1+j+m,n1+j+m′)

2
2n1+2j+m+m′

2

×min(n1 + j+m,n1 + j+m′)!√
(n1 + j+m)!(n1 + j+m′)!

χ
|m−m′|
max(n1+j+m,n1+j+m′)

×L|m−m
′|

min(n1+j+m,n1+j+m′)(2x
2
1), (6.48)

e

• In2+j−m,n2+j−m′(q2,p2) = 2(−1)n2+j−m′e−x
2
2
2max(n2+j−m,n2+j−m′)

2
2n2+2j−m−m′

2

×min(n2 + j−m,n2 + j−m′)!√
(n2 + j−m)!(n2 + j−m′)!

χ
|m−m′|
max(n2+j−m,n2+j−m′)

×L|m−m
′|

min(n2+j−m,n2+j−m′)(2x
2
2). (6.49)
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Com esse resultado, a Função de Wigner pode ser escrita como

fW (q1,p1, q2,p2;z,β) =
j,∞∑

m,m′=−j
n1,n2=0

√√√√( 2j
j+m

)√√√√( 2j
j+m′

)
zj+m(z∗)j+m′

(1 + |z|2)2j(1 +n(β))2

× 1√
(j+m)!

√
(j−m)!

√
(j+m′)!

√
(j−m′)!u(β)4j

(
n(β)

1 +n(β)

)n1+n2

×
√

(n1 + j+m)!
n1!

√
(n2 + j−m)!

n2!

√
(n1 + j+m′)!

n1!

√
(n2 + j−m′)!

n2!

×2(−1)n1+j+m′e−x
2
1
2max(n1+j+m,n1+j+m′)

2
2n1+2j+m+m′

2

×min(n1 + j+m,n1 + j+m′)!√
(n1 + j+m)!(n1 + j+m′)!

χ
|m−m′|
max(n1+j+m,n1+j+m′)

×L|m−m
′|

min(n1+j+m,n1+j+m′)(2x
2
1)2(−1)n2+j−m′e−x

2
2
2max(n2+j−m,n2+j−m′)

2
2n2+2j−m−m′

2

×min(n2 + j−m,n2 + j−m′)!√
(n2 + j−m)!(n2 + j−m′)!

χ
|m−m′|
max(n2+j−m,n2+j−m′)

×L|m−m
′|

min(n2+j−m,n2+j−m′)(2x
2
2). (6.50)

Efetuando algumas poucas simplificações, como 1+n(β) = u2(β), n(β)
1+n(β) = e−βω obtemos

fW (x1,x2;z,β) =
j,∞∑

m,m′=−j
n1,n2=0

√√√√( 2j
j+m

)√√√√( 2j
j+m′

)
zj+m(z∗)j+m′

(
e−βω

)n1+n2
e−x

2
1−x2

2

(1 + |z|2)2ju(β)4j+4

×4min(n1 + j+m,n1 + j+m′)!min(n2 + j−m,n2 + j−m′)!√
(j+m)!(j−m)!(j+m′)!(j−m′)!n1!n2!

×(−1)n1+n2 2max(n1+j+m,n1+j+m′)2max(n2+j−m,n2+j−m′)

2n1+n2+2j

×χ|m−m
′|

max(n1+j+m,n1+j+m′)χ
|m−m′|
max(n2+j−m,n2+j−m′)

×L|m−m
′|

min(n1+j+m,n1+j+m′)(2x
2
1)L|m−m

′|
min(n2+j−m,n2+j−m′)(2x

2
2). (6.51)

Podemos ver que se max(n1 + j +m,n1 + j +m′) = n1 + j +m então m > m′, o que

implica que max(n2 + j−m,n2 + j−m′) = n2 + j−m′. Com isso,

χ
|m−m′|
max(n1+j+m,n1+j+m′)χ

|m−m′|
max(n2+j−m,n2+j−m′) = (−x2x∗1)|m−m′| se m<m′ ou

χ
|m−m′|
max(n1+j+m,n1+j+m′)χ

|m−m′|
max(n2+j−m,n2+j−m′) = (−x∗2x1)|m−m′| se m≥m′.
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Tendo a função de Wigner, podemos analisar sua dependência com respeito ao valor do

momento angular total j, do parâmetro z e da temperatura T . Como z = tan(θ/2)e−iφ observa-

remos inicialmente a influência da fase φ, sobre a função de Wigner [veja os gráficos, Fig. 6.7

e Fig. 6.8]: para os ângulos φ = π
2 e φ = 3π

2 , a função de Wigner tem a mesma forma, por isso

só precisamos analisar uma delas. Para esses casos observamos que a variação de j não altera a

forma da função de Wigner, apenas seus valores máximos e mínimos.

A menor região negativa é observada quando φ = 0, o que é mostrado no gráfico (Fig 6.9)

para j =
{

1
2 ,1,

3
2 ,2,

5
2 ,3

}
. Quando comparamos este caso com o de φ = π, percebemos que

a diferença reside numa rotação de 90◦, sendo então suficiente analisar somente o caso com

φ = 0. Percebemos claramente que há uma relação entre j e o número de picos e vales da

função de Wigner, para cada semi-plano: se j for inteiro, temos 2j+ 1 picos e 2j vales; caso j

seja semi-inteiro, temos 2j picos e 2j+ 1 vales. A função de Wigner evidencia uma distinção

entre valores inteiro e semi-inteiro de j. Como a parte negativa da função de Wigner representa

a não classicalidade do sistema, notamos que os valores semi-inteiros de j geram mais vales do

que picos, diferente do caso de j inteiro, representando estados mais não clássicos.

Construímos os gráficos da função de Wigner para j =
{

1
2 ,1,

3
2 ,2,

5
2 ,3

}
e com kbT

ω = {0.01,
1,2,3,8,50}; estes gráficos estão representados, respectivamente, em (Fig. 6.10), (Fig. 6.11),

(Fig. 6.12), (Fig. 6.13), (Fig. 6.14) e (Fig. 6.15). O comportamento da função de Wigner

obtida neste trabalho coincide com o encontrado por Dowling et al [152], quando comparamos

as ondulações e o pico central. Dessa forma os resultados encontrados são coerentes com os

existentes na literatura.

Um ponto a obeservar, é que o aumento da temperatura diminui os valores da função de

Wigner, de forma que T → +∞ implica em fW → 0. Há, entretanto, diferença para valores

inteiros e semi-inteiros de j: quando j é um valor inteiro, o aumento da temperatura diminui

drasticamente a parte negativa, enquanto permanecem dois picos positivos. Isso ocorre inde-

pendente do valor inteiro que j assume, caracterizando então uma propriedade da função de

Wigner; já quando j é semi-inteiro, o aumento da temperatura diminui drasticamente a parte

positiva enquanto permanecem dois vales negativos . Isso também ocorre independente do valor

semi-inteiro que j tenha.

Portanto os estados com j semi-inteiro devem ser mais resistentes, ou seja, preservam mais

seu caráter quântico, sob a ação da temperatura que os estados com j inteiro, já que a parte

negativa da função de Wigner é mais preservada no primeiro caso.

A influência de z pode ser obtida comparando os gráficos (Fig. 6.16) e (Fig. 6.17) de j = 5
2

e j = 3 com kbT
ω = 0.1, sendo θ = {0,01π, 0.3π, 0,6π, 0,99π} . A variação de θ gira a função
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de Wigner em 90° no sentido horário, mantendo a forma inalterada. À medida que a rotação

acontece, a função de Wigner é praticamente esticada para cima e para baixo, isto é, os valores

máximos e mínimos são aumentados e diminuídos respectivamente, variando de 0.03 até 0.2
para j = 5

2 e de 0.005 até 0.07 para j = 3. Essa variação chega num máximo quando θ = π
2 e

depois volta a diminuir quando θ→ π. Logo, θ não representa somente uma rotação pois, se

assim fosse, não teríamos um aumento nos valores positivos e negativos da função de Wigner.

A variação de θ gera também uma alteração nas características do estado, sendo θ = π
2 o valor

mais significante.
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Figura 6.7: fW x x2 x x1 para θ = π

2 , kbTω = 0.1, j =
{

1
2 ,1,

3
2

}
e φ=

{
π
2 ,π

}
.
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Figura 6.8: fW x x2 x x1 para θ = π

2 , kbTω = 0.1, j =
{

2, 5
2 ,3

}
e φ=

{
π
2 ,π

}
.
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Figura 6.9: fW x x2 x x1 com φ= 0, z = 0.1, kbTω = 0.1 e j =
{

1
2 ,1,

3
2 ,2,

5
2 ,3

}
.
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Figura 6.10: fW x x2 x x1 para j = 1
2 , com z = 1 e kbT

ω = {0.01,1,2,3,8,50}.
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Figura 6.11: fW x x2 x x1 para j = 1, com z = 1 e kbT
ω = {0.01,1,2,3,8,50}.
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Figura 6.12: fW x x2 x x1 para j = 3

2 , com z = 1 e kbT
ω = {0.01,1,2,3,8,50}.
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Figura 6.13: fW x x2 x x1 para j = 2, com z = 1 e kbT

ω = {0.01,1,2,3,8,50}.
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Figura 6.14: fW x x2 x x1 para j = 5

2 , com z = 1 e kbT
ω = {0.01,1,2,3,8,50}.
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Figura 6.15: fW x x2 x x1 para j = 3, com z = 1 e kbT

ω = {0.01,1,2,3,8,50}.
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Figura 6.16: fW x x2 x x1 para j = 5
2 , com kbT

ω = 0.1 e θ = {0.01π, 0.3π, 0.6π, 0.99π}.
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Figura 6.17: fW x x2 x x1 para j = 3, com kbT
ω = 0.1 e θ = {0.01π, 0.3π, 0.6π, 0.99π}.
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7 Estado Coerente Termalizado e os
Parâmetros de Compressão

No contexto dos autoestados do Momento Angular, o estado coerente possui grande desta-

que [22, 24–28]. Neste capítulo aplicaremos o formalismo da DCT para, a partir das médias e

variâncias térmicas, analisar a relação da compressão com a temperatura para esses estados.

Apresentamos a versão térmica dos parâmetros de compressão ξR proposto por Wineland

[53, 54], ξR′ proposto por Sorensen [55] e ξT e ξT ′ proposto por Tóth [58]. No caso em que o

estado coerente térmico com momento angular total j, pode ser descrito por N subsistemas de

spin 1
2 , com N = 2j, também analisamos o parâmetro de compressão ξE igualmente proposto

por Tóth [57].

7.1 Médias e Variâncias Térmicas do Estado Coerente

A partir da equação (6.11), o estado coerente termalizado é

|z(β)> = U(β)|z, 0̃0>

= ezJ+(β)

(1 + |z|2)j |0j(β)>

=
j∑

m=−j

√√√√( 2j
j+m

)
zj+m

(1 + |z|2)j |β;j+m,j−m, 0̃0> . (7.1)

Para calcular as médias < z(β)|Ji|z(β) >, iremos escrever os operadores Jx,Jy e Jz em

termo dos operadores de criação e aniquilação térmicos, lembrando que J± = Jx± iJy e usando

as expressões (2.38), (2.40) e (6.2). Assim



120

Jx = 1
2
[
a†1a2 +a1a

†
2
]

= u(β)2

2
[
a†1(β)a2(β) +a1(β)a†2(β)

]
+ v(β)2

2
[
ã†1(β)ã2(β) + ã1(β)ã†2(β)

]
+u(β)v(β)

2
[
a†1(β)ã†2(β) + ã1(β)a2(β) + ã†1(β)a†2(β) +a1(β)ã2(β)

]
, (7.2)

bem como

Jy = 1
2i
[
a†1a2−a1a

†
2
]

= u(β)2

2i
[
a†1(β)a2(β)−a1(β)a†2(β)

]
+ v(β)2

2i
[
−ã†1(β)ã2(β) + ã1(β)ã†2(β)

]
+u(β)v(β)

2i
[
a†1(β)ã†2(β) + ã1(β)a2(β)− ã†1(β)a†2(β)−a1(β)ã2(β)

]
, (7.3)

e

Jz = 1
2
[
a†1a1−a†2a2

]
= u(β)2

2
[
a†1(β)a1(β)−a†2(β)a2(β)

]
+ v(β)2

2
[
ã1(β)ã†1(β)− ã2(β)ã†2(β)

]
+u(β)v(β)

2
[
a†1(β)ã†1(β) + ã1(β)a1(β)−a†2(β)ã†2(β)−a2(β)ã2(β)

]
. (7.4)

Os operadores til são similares aos operadores usuais, com ãi|0(β)>= 0, i= {1,2}. Usando

(7.1) e as relações (7.2), (7.3) e (7.4) temos:

Jx|z(β)> =
{
u(β)2

2
[
a†1(β)a2(β) +a1(β)a†2(β)

]
+ u(β)v(β)

2
[
a†1(β)ã†2(β) + ã†1(β)a†2(β)

]}

×
j∑

m=−j

√√√√( 2j
j+m

)
zj+m

(1 + |z|2)j |β;j+m,j−m, 0̃0>

=
j∑

m=−j

√√√√( 2j
j+m

)
zj+m

(1 + |z|2)j

{
u2(β)

2
√

(j+m+ 1)(j−m)|β;j+m+ 1, j−m−1, 0̃0>

+u
2(β)
2

√
(j+m)(j−m+ 1)|β;j+m−1, j−m+ 1, 0̃0>

+u(β)v(β)
2

√
(j+m+ 1)|β;j+m+ 1, j−m, 0̃1>

+u(β)v(β)
2

√
(j−m+ 1)|β;j+m,j−m+ 1, 1̃0>

}
, (7.5)
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Jy|z(β)> =
{
u(β)2

2i
[
a†1(β)a2(β)−a1(β)a†2(β)

]
+ u(β)v(β)

2i
[
a†1(β)ã†2(β)− ã†1(β)a†2(β)

]}

×
j∑

m=−j

√√√√( 2j
j+m

)
zj+m

(1 + |z|2)j |β;j+m,j−m, 0̃0>

=
j∑

m=−j

√√√√( 2j
j+m

)
zj+m

(1 + |z|2)j

{
u2(β)

2i
√

(j+m+ 1)(j−m)|β;j+m+ 1, j−m−1, 0̃0>

−u
2(β)
2i

√
(j+m)(j−m+ 1)|β;j+m−1, j−m+ 1, 0̃0>

+u(β)v(β)
2i

√
(j+m+ 1)|β;j+m+ 1, j−m, 0̃1>

−u(β)v(β)
2i

√
(j−m+ 1)|β;j+m,j−m+ 1, 1̃0>

}
(7.6)

e

Jz|z(β)> = u(β)2

2
[
a†1(β)a1(β)−a†2(β)a2(β)

]
|z(β)>+v(β)2

2
[
ã1(β)ã†1(β)− ã2(β)ã†2(β)

]
|z(β)>

+u(β)v(β)
2

[
a†1(β)ã†1(β)−a†2(β)ã†2(β)

]
|z(β)>

=
j∑

m=−j

√√√√( 2j
j+m

)
zj+m

(1 + |z|2)j
{
u2(β)m|β;j+m,j−m, 0̃0>

+u(β)v(β)
2

√
j+m+ 1|β;j+m+ 1, j−m, 1̃0>

−u(β)v(β)
2

√
j−m+ 1|β;j+m,j−m+ 1, 0̃1>

}
. (7.7)

Desta maneira, a média térmica dos operadores Ji são

< z(β)|Jx|z(β)> =
j∑

m,m′=−j

√√√√( 2j
j+m

)(
2j

j+m′

)
(z∗)j+m′zj+m

(1 + |z|2)2j

×
{
u2(β)

2
√

(j+m+ 1)(j−m)δj+m′,j+m+1 + u2(β)
2

√
(j+m)(j−m+ 1)δj+m′,j+m−1

}

= Re(z)u2(β)
j∑

m=−j

|z2|j+m

(1 + |z|2)2j

(
2j

j+m

)
(j−m)

= u2(β)jsen(θ)cos(φ)

= jsen(θ)cos(φ)
1− e−βω , (7.8)
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< z(β)|Jy|z(β)> =
j∑

m,m′=−j

√√√√( 2j
j+m

)(
2j

j+m′

)
(z∗)j+m′zj+m

(1 + |z|2)2j

×
{
u2(β)

2i
√

(j+m+ 1)(j−m)δj+m′,j+m+1−
u2(β)

2i
√

(j+m)(j−m+ 1)δj+m′,j+m−1

}

= Im(z)u2(β)
j∑

m=−j

|z2|j+m

(1 + |z|2)2j

(
2j

j+m

)
(j−m)

= u2(β)jsen(θ)sen(φ)

= jsen(θ)sen(φ)
1− e−βω (7.9)

e

< z(β)|Jz|z(β)> =
j∑

m,m′=−j

√√√√( 2j
j+m

)(
2j

j+m′

)
(z∗)j+m′zj+m

(1 + |z|2)2j

{
u2(β)mδj+m′,j+m

}

= ju2(β)(|z|2−1)
1 + |z|2

= −u2(β)jcos(θ)

= −jcos(θ)
1− e−βω . (7.10)

As médias térmicas coincidem com as equações (4.8), (4.9) e (4.10), ao tomarmos o limite

para T → 0. Calculando os segundos momentos térmicos, obtemos
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J2
x|z(β)> =

{
u(β)2

2
[
a†1(β)a2(β) +a1(β)a†2(β)

]
+ v(β)2

2
[
ã†1(β)ã2(β) + ã1(β)ã†2(β)

]
+u(β)v(β)

2
[
a†1(β)ã†2(β) + ã1(β)a2(β) + ã†1(β)a†2(β) +a1(β)ã2(β)

]}

×


j∑

m=−j

√√√√( 2j
j+m

)
zj+m

(1 + |z|2)j (u
2(β)
2

√
(j+m+ 1)(j−m)|β;j+m+ 1, j−m−1, 0̃0>

+u
2(β)
2

√
(j+m)(j−m+ 1)|β;j+m−1, j−m+ 1, 0̃0>

+u(β)v(β)
2

√
(j+m+ 1)|β;j+m+ 1, j−m, 0̃1>

+u(β)v(β)
2

√
(j−m+ 1)|β;j+m,j−m+ 1, 1̃0>

}

=
j∑

m=−j

√√√√( 2j
j+m

)
zj+m

(1 + |z|2)j

×
{
u4(β)

4
√

(j+m+ 1)(j+m+ 2)(j−m)(j−m−1)|β;j+m+ 2, j−m−2, 0̃0>

+u
4(β)
4 (j+m)(j−m+ 1)|β;j+m,j−m, 0̃0>

+u
4(β)
4 (j+m+ 1)(j−m)|β;j+m,j−m, 0̃0>

+u
4(β)
4

√
(j+m)(j−m+ 1)(j+m−1)(j−m+ 2)|β;j+m−2, j−m+ 2, 0̃0>

+u
2(β)v2(β)

4 (j−m+ 1)|β;j+m,j−m, 0̃0>

+u
2(β)v2(β)

4 (j+m+ 1)|β;j+m,j−m, 0̃0>
}
. (7.11)

Na equação (7.11) só consideramos os elementos |0̃0 >, já que os outros se anularão ao

tomarmos a média térmica, devido à ortogonalidade dos estados. Então,
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< z(β)|J2
x|z(β)> =

j∑
m,m′=−j

√√√√( 2j
j+m

)(
2j

j+m′

)
(z∗)j+m′zj+m

(1 + |z|2)2j

{
u4(β)

2
[
j(j+ 1)−m2

]
δj+m′,j+m

+u
4(β)
4

√
(j+m+ 1)(j+m+ 2)(j−m)(j−m−1)δj+m′,j+m+2

+u
4(β)
4

√
(j+m)(j−m+ 1)(j+m−1)(j−m+ 2)δj+m′,j+m−2

+u
2(β)v2(β)

2 [j+ 1]δj+m′,j+m
}

= u4(β)
{
j(j+ 1)

2 − j4
[
2jcos2(θ)− cos2(θ) + 1

]
+ j(2j−1)sen2(θ)cos2φ

4

}

+u
2(β)v2(β)

2 (j+ 1), (7.12)

que é semelhante à equação (4.14). Continuando temos,

J2
y |z(β)> =

{
u(β)2

2i
[
a†1(β)a2(β)−a1(β)a†2(β)

]
+ v(β)2

2i
[
−ã†1(β)ã2(β) + ã1(β)ã†2(β)

]
+u(β)v(β)

2i
[
a†1(β)ã†2(β) + ã1(β)a2(β)− ã†1(β)a†2(β)−a1(β)ã2(β)

]}

×


j∑

m=−j

√√√√( 2j
j+m

)
zj+m

(1 + |z|2)j
u2(β)

2i
√

(j+m+ 1)(j−m)|β;j+m+ 1, j−m−1, 0̃0>

−u
2(β)
2i

√
(j+m)(j−m+ 1)|β;j+m−1, j−m+ 1, 0̃0>

+u(β)v(β)
2i

√
(j+m+ 1)|β;j+m+ 1, j−m, 0̃1>

−u(β)v(β)
2i

√
(j−m+ 1)|β;j+m,j−m+ 1, 1̃0>

}

=
j∑

m=−j

√√√√( 2j
j+m

)
zj+m

(1 + |z|2)j

×
{
−u

4(β)
4

√
(j+m+ 1)(j+m+ 2)(j−m)(j−m−1)|β;j+m+ 2, j−m−2, 0̃0>

+(u
4(β)
4 (j+m)(j−m+ 1)|β;j+m,j−m, 0̃0>

+u
4(β)
4 (j+m+ 1)(j−m)|β;j+m,j−m, 0̃0>

−u
4(β)
4

√
(j+m)(j−m+ 1)(j+m−1)(j−m+ 2)|β;j+m−2, j−m+ 2, 0̃0>

+u
2(β)v2(β)

4 (j−m+ 1)|β;j+m,j−m, 0̃0>

+u
2(β)v2(β)

4 (j+m+ 1)|β;j+m,j−m, 0̃0>
}
, (7.13)
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onde novamente só consideramos os elementos |0̃0>, pelo mesmo motivo anterior. Logo

< z(β)|J2
y |z(β)> =

j∑
m,m′=−j

√√√√( 2j
j+m

)(
2j

j+m′

)
(z∗)j+m′zj+m

(1 + |z|2)2j

×
{
−u

4(β)
4

√
(j+m+ 1)(j+m+ 2)(j−m)(j−m−1)δj+m′,j+m+2

−u
4(β)
4

√
(j+m)(j−m+ 1)(j+m−1)(j−m+ 2)δj+m′,j+m−2

+u
4(β)
4

[
(j(j+ 1)−m2

]
δj+m′,j+m

+u
2(β)v2(β)

4 (j+ 1)δj+m′,j+m
}

= u4(β)
{
j(j+ 1)

2 − j4
[
2jcos2(θ)− cos2(θ) + 1

]
− j(2j−1)sen2(θ)cos2φ

4

}

+u
2(β)v2(β)

2 (j+ 1), (7.14)

que é similar à equação (4.16). Por fim,

J2
z |z(β)> =

j∑
m=−j

√√√√( 2j
j+m

)
zj+m

(1 + |z|2)j{
u(β)2

2
[
a†1(β)a1(β)−a†2(β)a2(β)

]
+ v(β)2

2
[
ã1(β)ã†1(β)− ã2(β)ã†2(β)

]
+u(β)v(β)

2
[
a†1(β)ã†1(β) + ã1(β)a1(β)−a†2(β)ã†2(β)−a2(β)ã2(β)

]}
×
{
u2(β)m|β;j+m,j−m, 0̃0>

+u(β)v(β)
2

√
j+m+ 1|β;j+m+ 1, j−m, 1̃0>

−u(β)v(β)
2

√
j−m+ 1|β;j+m,j−m+ 1, 0̃1>

}

=
j∑

m=−j

√√√√( 2j
j+m

)
zj+m

(1 + |z|2)j

×
[
u4(β)m2|β;j+m,j−m, 0̃0>+u

2(β)v2(β)
2 (j+ 1)|β;j+m,j−m, 0̃0>

]
,

(7.15)

onde, pelo mesmo motivo anterior, só consideramos os termos com |0̃0>. Segue que
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< z(β)|J2
z |z(β)> =

j∑
m′,m=−j

√√√√( 2j
j+m

)(
2j

j+m′

)
(z∗)j+m′zj+m

(1 + |z|2)2j

×
[
u4(β)m2δj+m′,j+m+ u2(β)v2(β)

2 (j+ 1)δj+m′,j+m
]

= u4(β)
j
[
j|z|4−2j|z|2 + 2|z|2 + j

]
(1 + |z|2)2 + u2(β)v2(β)

2 (j+ 1)

= u4(β)j2
[
2jcos2(θ)− cos2(θ) + 1

]
+ u2(β)v2(β)

2 (j+ 1). (7.16)

Com esses resultados, utilizando a equação (4.18), obtemos

< z(β)|J2
x +J2

y +J2
z |z(β)> = u4(β)j(j+ 1) + 3u2(β)v2(β)

2 (j+ 1).

(7.17)

A partir desses cálculos encontrarmos as variâncias térmicas de cada um dos operadores Ji,

ou seja,

(4Jx(β))2 = u4(β)
{
j(j+ 1)

2 − j4
[
2jcos2(θ)− cos2(θ) + 1

]
+ j(2j−1)sen2(θ)cos2φ

4

}

+u
2(β)v2(β)

2 (j+ 1)−u4(β)j2sen2(θ)cos2(φ), (7.18)

(4Jy(β))2 = u4(β)
{
j(j+ 1)

2 − j4
[
2jcos2(θ)− cos2(θ) + 1

]
− j(2j−1)sen2(θ)cos2φ

4

}

+u
2(β)v2(β)

4 (j+ 1)−u4(β)j2sen2(θ)sen2(φ), (7.19)

(4Jz(β))2 = u4(β)j2
[
2jcos2(θ)− cos2(θ) + 1

]
+ u2(β)v2(β)

2 (j+ 1)−u4(β)j2cos2(θ).

(7.20)

Comparando com a equação (4.19), as variâncias térmicas podem ser escritas em termos

das não térmicas. Especificamente,



127

(4Jx(β))2 = u4(β)(4Jx)2 + u2(β)v2(β)
2 (j+ 1),

(4Jy(β))2 = u4(β)(4Jy)2 + u2(β)v2(β)
2 (j+ 1),

(4Jz(β))2 = u4(β)(4Jz)2 + u2(β)v2(β)
2 (j+ 1),

(7.21)

o que, por (4.20), implica em

(4Jx(β))2 + (4Jy(β))2 + (4Jz(β))2 = u4(β)j+ 3
2u

2(β)v2(β)(j+ 1). (7.22)

7.2 Parâmetro de Wineland Térmico do Estado Coerente

A partir da definição do Mean Spin Direction (MSD), como n̂0 = ~J
|<~J>|

, temos que

n̂0 = (sen(θ)cos(φ), sen(θ)sen(φ),−cos(θ)) (eq. (4.36)) e as direções ortogonais podem ser

n̂1 = (−sen(φ), cos(φ),0)

n̂2 = (cos(θ)cos(φ), cos(θ)sen(φ), sen(θ)), (7.23)

dadas por (4.37). Denotando n̂⊥ = (−sin(φ), cos(φ),0), temos

Jn̂⊥ = −Jxsen(φ) +Jycos(φ),

J2
n̂⊥ = J2

xsen
2(φ)− sen(φ)cos(φ) [JxJy +JyJx] +J2

y cos
2(φ)

= J2
xsen

2(φ) +J2
y cos

2(φ)− sen(φ)cos(φ)
2i

[
J2

+−J2
−
]
, (7.24)

onde usamos J± = Jx± iJy, com4Jn̂⊥ sendo conhecido como Projection Noise [vide equação

(4.41)]. A versão térmica do parâmetro de Wineland (4.50) para o estado coerente é

ξR(β) = 2j (4Jn̂⊥(β))2

|< z(β)| ~J |z(β)> |2
. (7.25)

A média sobre qualquer direção ortogonal a MSD é zero, ou seja, ~J.n̂⊥ = 0 =< Jn̂⊥ >; en-
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tão para calcular a variância térmica ortogonal é suficiente obter os segundos momentos. Como

< z(β)|J2
x|z(β)> e < z(β)|J2

y |z(β)> foram calculados nas equações (7.12) e (7.14) respec-

tivamente, basta encontrar os segundos momentos de J+ e J−. Sendo,

J+ = a†1a2

=
[
u(β)a†1(β) +v(β)ã1(β)

][
u(β)a2(β) +v(β)ã†2(β)

]
=

[
u2(β)a†1(β)a2(β) +u(β)v(β)

(
ã1(β)a2(β) +a†1(β)ã†2(β)

)
+v2(β)ã1(β)ã†2(β)

]
;

(7.26)

então

J+|z(β)> =
[
u2(β)a†1(β)a2(β) +u(β)v(β)

(
ã1(β)a2(β) +a†1(β)ã†2(β)

)
+v2(β)ã1(β)ã†2(β)

]
|z(β)>

=
j∑

m=−j

√√√√( 2j
j+m

)
zj+m

(1 + |z|2)j
{
u2(β)

√
(j+m+ 1)(j−m)|β;j+m+ 1, j−m−1, 0̃0>

+u(β)v(β)
√
j+m+ 1|β;j+m+ 1, j−m, 0̃1>

}
, (7.27)

e

< z(β)|J2
+|z(β)> =

j∑
m,m′=−j

√√√√( 2j
j+m

)(
2j

j+m′

)
(z∗)j+m′zj+m

(1 + |z|2)2j

×< β;j+m′, j−m′, 0̃0|J2
+|β;j+m′, j−m′, 0̃0>

=
j∑

m,m′=−j

√√√√( 2j
j+m

)(
2j

j+m′

)
(z∗)j+m′zj+m

(1 + |z|2)2j

×
{
u4(β)

√
(j+m+ 2)(j+m+ 1)(j−m)(j−m−1)δm′,m+2

}

= u4(β)(z∗)2
j∑

m=−j

(
2j

j+m

)
|z2|j+m

(1 + |z|2)2j (j−m)(j−m−1)

= u4(β)(z∗)2 2j(2j−1)
(1 + |z|2)2 . (7.28)

De forma análoga temos
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J− = a1a
†
2

=
[
u(β)a1(β) +v(β)ã†1(β)

][
u(β)a†2(β) +v(β)ã2(β)

]
=

[
u2(β)a†2(β)a1(β) +u(β)v(β)

(
ã2(β)a1(β) +a†2(β)ã†1(β)

)
+v2(β)ã2(β)ã†1(β)

]
,

(7.29)

o que nos dá

J−|z(β)> =
[
u2(β)a†2(β)a1(β) +u(β)v(β)

(
ã2(β)a1(β) +a†2(β)ã†1(β)

)
+v2(β)ã2(β)ã†1(β)

]
|z(β)>

=
j∑

m=−j

√√√√( 2j
j+m

)
zj+m

(1 + |z|2)j
{
u2(β)

√
(j−m+ 1)(j+m)|β;j+m−1, j−m+ 1, 0̃0>

+u(β)v(β)
√
j−m+ 1|β;j+m+ 1, j−m+ 1, 1̃0>

}
, (7.30)

e

< z(β)|J2
−|z(β)> =

j∑
m,m′=−j

√√√√( 2j
j+m

)(
2j

j+m′

)
(z∗)j+m′zj+m

(1 + |z|2)2j

×< β;j+m′, j−m′, 0̃0|J2
−|β;j+m′, j−m′, 0̃0>

=
j∑

m,m′=−j

√√√√( 2j
j+m

)(
2j

j+m′

)
(z∗)j+m′zj+m

(1 + |z|2)2j

×
{
u4(β)

√
(j−m+ 2)(j−m+ 1)(j+m)(j+m−1)δm′,m−2

}

= u4(β)(z)2
j∑

m=−j

(
2j

j+m

)
|z2|j+m

(1 + |z|2)2j (j−m)(j−m−1)

= u4(β)z2 2j(2j−1)
(1 + |z|2)2 . (7.31)

Portanto,
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< z(β)|J2
n⊥|z(β)> = < z(β)|J2

x|z(β)> sen2(φ)+< z(β)|J2
y |z(β)> cos2(φ)

−u4(β)2j(2j−1)
(1 + |z|2)2 sen(φ)cos(φ)(z∗)2− z2

2i

= u4(β)sen2(φ)< J2
x >+u4(β)cos2(φ)< J2

y >+u
2(β)v2(β)

2 (j+ 1)

−u4(β)j(2j−1)sen
2(θ)sen2(2φ)

4

= u4(β)
[
j(j+ 1)

2 − j4
(
2jcos2(θ) + sen2(θ)

)
+ j(2j−1)sen2(θ)cos(2φ)

4

×
(
sen2(φ)− cos2(φ)

)]
+ u2(β)v2(β)

2 (j+ 1)−u4(β)j(2j−1)sen
2(θ)sen2(2φ)

4

= u4(β)
[
j(j+ 1)

2 − j4
(
2jcos2(θ) + sen2(θ)

)
− j(2j−1)sen2(θ)

4

]
+ u2(β)v2(β)

2 (j+ 1)

= u4(β)
[
j(j+ 1)

2 − j4 (2j)
]

+ u2(β)v2(β)
2 (j+ 1)

= u4(β)j2 + u2(β)v2(β)
2 (j+ 1). (7.32)

Usando a expressão do Parâmetro de Wineland térmico obtemos

ξR(β) = 2j (4Jn̂⊥(β))2

|< z(β)| ~J |z(β)> |2

= 2j
u4(β) j2 + u2(β)v2(β)

2 (j+ 1)
u4(β)j2

= 1 + v2(β)
u2(β)

(j+ 1)
j

, (7.33)

o que implica em ξR(β)≥ 1, não havendo compressão independente da temperatura e do valor

de j, para o estado coerente térmico. Aplicando o limite T → 0 no parâmetro térmico de

Wineland, obtemos o caso usual, ou seja, ξR(T → 0) = 1. Para T → +∞ o parâmetro de

compressão aumenta até um valor fixo para cada valor de j. Esse valor limite é dado por

ξR(T →+∞) = 2j+ 1
j

.

Na figura (Fig. 7.1) apresentamos o gráfico da equação (7.33). Neste não há dependência

dos ângulos {θ,φ}; sua dependência é somente do valor de j. Traçamos o gráfico do parâmetro

de Wineland variando a temperatura, para os valores de j =
{

1
2 ,1,

3
2 ,2,

5
2 ,3

}
e não observamos

compressão, como era de se esperar pela equação (7.33).
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Figura 7.1: Gráfico do parâmetro de Wineland térmico para j =
{

1
2 ,1,

3
2 ,2,

5
2 ,3

}
.

7.3 Parâmetro de Sorensen Térmico do Estado Coerente

No contexto da DCT o parâmetro de Sorensen, dado pela expressão (4.57), será

ξR′(β) = 2j(4Jl(β))2

< Jm(β)>2 +< Jn(β)>2

= 2ju4(β)(4Jl)2

u4(β) [< Jm >2 +< Jn >2] + v2(β)j(j+ 1)
u2(β) [< Jm >2 +< Jn >2]

= 1 + v2(β)j(j+ 1)
u2(β) [< Jm >2 +< Jn >2] , (7.34)

onde utilizamos as expressões (4.25) e (7.21).

Como ξR′(β)≥ 1 não temos compressão, isto é, para qualquer valor de temperatura o estado

coerente termalizado não é comprimido, segundo o parâmetro ξR′ . Tomando T → 0 temos

ξR′(T → 0) = 1, concordando com os resultados usuais que não levam em conta a temperatura.

Os valores de < Jm >2 são dados pelas equações (4.8), (4.9) e (4.10), com < Jm >2 +
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< Jn >
2 variando entre 0 e j2. O mínimo do parâmetro corresponde ao máximo da soma das

duas médias, resultando em

ξR′(β) = 1 + v2(β)(j+ 1)
u2(β)j , (7.35)

que é justamente o parâmetro de Wineland. Para as direções x, y e z temos que

ξR′x(β) = 1 + v2(β)(j+ 1)
u2(β)j [sen2(θ)sen2(φ) + cos2(θ)]

ξR′y(β) = 1 + v2(β)(j+ 1)
u2(β)j [sen2(θ)cos2(φ) + cos2(θ)]

ξR′z(β) = 1 + v2(β)(j+ 1)
u2(β)jsen2(θ) . (7.36)

As direções x e y diferem por uma translação φ→ φ+ π
2 , já que cos2(φ+ π

2 ) = sen2(φ),

e a direção z coincide com a direção x para θ = π
2 e φ↔ θ. Portanto, é suficiente analisarmos

somente a direção x.

Como exemplo, apresentamos o gráfico do parâmetro ξR′x para θ = π
2 e φ =

{
π
8 ,

π
4 ,

π
2

}
,

na Figura 7.2. Aumentando a temperatura o parâmetro de compressão também aumenta, mas

se aproxima de valores limites, diferentes para cada valor de j.

Pelos gráficos da Fig. 7.2, somos capazes de perceber os efeitos térmicos modificando o

valor do parâmetro de Sorensen, afastando o estado da região de compressão. Notamos também

que a variação da fase φ possui um mínimo para φ = π
2 , caso em que o parâmetro de Sorensen

coincide com o parâmetro de Wineland. Podemos ainda perceber a influência da fase sobre a

compressão, fato este que será de grande importância na análise do estado Atomic-Cat.
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Figura 7.2: Gráfico do parâmetro de Sorensen ξR′x para j =
{

1
2 ,1,

3
2 ,2,

5
2 ,3

}
, com θ = π

2 e

φ=
{
π
8 ,

π
4 ,

π
2

}
.
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7.4 Desigualdades de Tóth Térmicas do Estado Coerente

Segundo Tóth [58] se um estado quântico viola uma das desigualdades de (4.67), tal estado

é dito ser emaranhado. No contexto da Dinâmica de Campos Térmicos, mostraremos que a

desigualdade de Tóth pode ser violada, indicando emaranhamento, mesmo não havendo com-

pressão sobre o estado. As versões térmicas dos parâmetros de compressão definidas a partir

das desigualdades de Tóth, que envolvem as somas das variâncias e dos segundos momentos,

são

ξT ′(β) = Nj(Nj+ 1)
< J2

x(β)>+< J2
y (β)>+< J2

z (β)>, (7.37)

ξT (β) = (4Jx(β))2 + (4Jy(β))2 + (4Jz(β))2

Nj
, (7.38)

onde N está associado ao número de sistemas em análise. Substituindo as equações (7.17) e

(7.22) nos parâmetros de compressão ξT ′ e ξT respectivamente, encontramos

ξT ′ = 2j
2ju4(β) + 3u2(β)v2(β) (7.39)

e

ξT = u4(β) + 3
2u

2(β)v2(β)j+ 1
j

. (7.40)

A equação (7.39) também é válida para um estado térmico qualquer, definido em termos

dos auto-estados do momento angular [vide Apêndice C]. Como u4(β)≥ 1, ξT ′ expressa com-

pressão para qualquer T > 0, resultando que todo estado térmico do momento angular exibe

a existência de emaranhamento. No limite T → 0, obtemos ξT ′ = 1, o qual concorda com os

resultados usuais da literatura [58]. Na Figura 7.3 apresentamos o comportamento do parâmetro

de compressão ξT ′ para alguns valores de j, exibindo compressão para qualquer valor de T > 0.

Já a equação (7.40) não exibe compressão, independente do valor de j e de kbT
ω . Portanto,

nesse caso, segundo o critério de Tóth, não podemos afirmar nada em relação ao emaranhamento

do estado coerente térmico. Vale a pena ressaltar que o mínimo de ξT é obtido para T → 0,

quando se obtém as expressões originais deste parâmetro de compressão para o estado coerente,

como é mostrado na Figura 7.4.

A compressão na equação (7.39) indica a existência de emaranhamento no estado coerente

térmico do momento angular, sendo que para T → 0 o emaranhamento não é garantido. Por-

tanto a compressão, associada à desigualdade de Tóth, só ocorre quando levamos em conta a
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Figura 7.3: Parâmetro de Compressão ξT ′ com j =

{
1
2 ,1,

3
2 ,2,

5
2 ,3

}
.

Figura 7.4: Parâmetro de Compressão ξT com j =
{

1
2 ,1,

3
2 ,2,

5
2 ,3

}
.



136

temperatura. Isso evidencia a importância dos efeitos térmicos na análise do emaranhamento.

Vale a pena ressaltar que os critérios propostos por Vitaglino et al. [58] não quantificam o

emaranhamento, ou seja, a partir deles só podemos dizer se um estado é ou não emaranhado.

Dessa forma não podemos inferir sobre o quão emaranhados são esses estados.

7.5 Parâmetro ξE Térmico do Estado Coerente

Nesta seção vamos considerar o parâmetro de compressão ξE da equação (4.61). A sua

importância reside na conexão com o emaranhamento, isto é, a compressão indica a existência

de emaranhamento. Esse critério só é válido para um conjunto de N subsistemas de spin 1
2 , por

isso somente o aplicaremos para esse estado.

A versão térmica do parâmetro ξE é:

ξE(β) = 2j(4Jl(β))2

< J2(β)>−< Jl(β)>2 −j

= 2j
u4(β)(4Jl)2 + u2(β)v2(β)

2 (j+ 1)
u4(β)j(j+ 1) + 3u2(β)v2(β)

2 (j+ 1)−u4(β)< Jl >2 −j
, (7.41)

onde usamos (7.21). Estamos interessados na região onde o estado sofre compressão, ou seja,

quando ξE < 1. Para isso basta mostrar que

u4(β)2j(4Jl)2 +u2(β)v2(β)j(j+ 1) < u4(β)j(j+ 1) + 3u2(β)v2(β)
2 (j+ 1)−u4(β)< Jl >

2 −j.

(7.42)

Utilizando as equações (4.11) e (4.25), obtemos

u4(β)j2 +u2(β)v2(β)j(j+ 1)−u4(β)j(j+ 1)− 3u2(β)v2(β)
2 (j+ 1) + j < 0⇒

u2(β)v2(β)
[
j2− j2 −

3
2

]
−u4(β)j+ j < 0.

(7.43)

A desigualdade ξE(β) < 1 é equivalente à desigualdade da equação (7.43), que independe

de θ,φ, ou seja, da direção escolhida. Portanto, os valores dessas variáveis não alteram a viola-
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ção da desigualdade; somente j e kbT
ω são relevantes.

Sem perda de generalidade, consideraremos θ = π e φ = 0 que resulta no estado coerente

ser |j,j >. Podemos supor que este estado é formado por um conjunto de N spins 1
2 apontados

na direção z, com N = 2j, sendo então razoável analisarmos o parâmetro proposto por Tóth.

As expressões relativas às direções x e y coincidem e, para o estado acima, são dadas por

(4Ji(β))2 = j
2u

4(β) + u2(β)v2(β)
2 (j+ 1) e < Ji(β)>= 0, i= {x,y}. Então, temos;

ξE(β) = u4(β)j2 +u2(β)v2(β)j(j+ 1)
u4(β)j(j+ 1) + 3

2u
2(β)v2(β)(j+ 1)− j

. (7.44)

Figura 7.5: Gráfico do parâmetro ξE para j =
{

1
2 ,1,

3
2 ,2,

5
2 ,3

}
.

O gráfico (Fig. 7.5) representa o comportamento da equação (7.44) para alguns valores

de j. Para a temperatura nula, observamos que ξE(T → 0) = 1, concordando com os valores

encontrados na literatura para o estado coerente. Ao aumentarmos a temperatura encontramos

comportamentos diferentes a depender do valor de j. Para j de 0 até 2, o parâmetro diminui

até um valor fixo, menor do que 1, havendo então compressão. Para j = 5
2 o parâmetro de

compressão diminui e aumenta, caracterizando compressão para kbT
ω ∈ [0 , 1.96]. Depois desta
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região, o parâmetro de compressão continua a aumentar, o que resulta em valores maiores do

que 1, ou seja, não exibindo mais compressão.

Tabela 7.1: Valores limites do parâmetro ξE para altas temperaturas do Estado Coerente Tér-
mico.

Valores do parâmetro ξE para T →+∞.

j = 1
2

j = 1 j = 3
2

j = 2 j = 5
2

j = 3

ξR

(
kbT

ω
→+∞

)
0.333 0.600 0.800 0.952 1.071 1.167

Essa compressão sobre o estado coerente do momento angular surge somente quando in-

troduzimos a temperatura. De alguma forma, os efeitos térmicos são capazes de influenciar na

compressão do estado, reforçando a sua relevância para a análise da compressão.

Se j for maior ou igual a 3, o parâmetro de compressão aumenta, sendo maior que 1 para

qualquer temperatura. Consequentemente não encontramos compressão, segundo este parâme-

tro, para j ≥ 3.

Na tabela (Tab. 7.1) apresentamos os valores de compressão para T → +∞. Percebemos

que os estados coerentes com j entre 1
2 e 2 são mais resistentes à variação da temperatura, sendo

capazes de preservar a compressão para qualquer temperatura.
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Figura 7.3: Parâmetro de Compressão ξT ′ com j =

{
1
2 ,1,

3
2 ,2,

5
2 ,3

}
.

Figura 7.4: Parâmetro de Compressão ξT com j =
{

1
2 ,1,

3
2 ,2,

5
2 ,3

}
.
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Jx|σ(β)> = 1√
Nσ

j∑
m=−j

e
−m2

4σ2

{
u(β)2

2
[
a†1(β)a2(β) +a1(β)a†2(β)

]
+ u(β)v(β)

2
[
a†1(β)ã†2(β) + ã†1(β)a†2(β)

]}

×|β;j+m,j−m, 0̃0>

= 1√
Nσ

j∑
m=−j

e
−m2

4σ2

{
u(β)2

2
√

(j+m+ 1)(j−m)|β;j+m+ 1, j−m−1, 0̃0>

+u(β)2

2
√

(j+m)(j−m+ 1)|β;j+m−1, j−m+ 1, 0̃0>

+u(β)v(β)
2

√
(j+m+ 1)|β;j+m+ 1, j−m, 0̃1>

+u(β)v(β)
2

√
(j−m+ 1)|β;j+m,j−m+ 1, 1̃0>

}
, (8.2)

resultando em

< σ(β)|Jx|σ(β)> = 1
Nσ

j∑
m,m′=−j

e
−m

2+m′2
4σ2

u(β)2

2

×
{√

(j+m+ 1)(j−m)δm′,m+1 +
√

(j+m)(j−m+ 1)δm′,m−1

}

= 1
Nσ

j−1∑
m=−j

e
−m

2+(m+1)2

4σ2

{
u(β)2

2
√

(j+m+ 1)(j−m)
}

+ 1
Nσ

j−1∑
m′=−j

e
− (m′+1)2+m′2

4σ2
u(β)2

2

{√
(j+m′+ 1)(j−m′)

}

= u(β)2

Nσ

j∑
m=−j

e
−

(m+ 1
2 )2+ 1

4
2σ2

{√
(j+m+ 1)(j−m)

}
. (8.3)

Analogamente para Jy

Jy|σ(β)> = 1√
Nσ

j∑
m=−j

e
−m2

4σ2

{
u(β)2

2i
[
a†1(β)a2(β)−a1(β)a†2(β)

]
+ u(β)v(β)

2i
[
a†1(β)ã†2(β)− ã†1(β)a†2(β)

]}

×|β;j+m,j−m, 0̃0>

= 1√
Nσ

j∑
m=−j

e
−m2

4σ2

{
u(β)2

2i
√

(j+m+ 1)(j−m)|β;j+m+ 1, j−m−1, 0̃0>

−u(β)2

2i
√

(j−m+ 1)(j+m)|β;j+m−1, j−m+ 1, 0̃0>

+u(β)v(β)
2i

√
(j+m+ 1)|β;j+m+ 1, j−m, 0̃1>

−u(β)v(β)
2i

√
(j−m+ 1)|β;j+m,j−m+ 1, 1̃0>

}
, (8.4)
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e

< σ(β)|Jy|σ(β)> = 1
Nσ

j∑
m,m′=−j

e
−m

2+m′2
4σ2

u(β)2

2i

×
{√

(j+m+ 1)(j−m)δm′,m+1−
√

(j+m)(j−m+ 1)δm′,m−1

}

= 1
Nσ

j−1∑
m=−j

e
−m

2+(m+1)2

4σ2
u(β)2

2i

{√
(j+m+ 1)(j−m)

}

− 1
Nσ

j−1∑
m′=−j

e
− (m′+1)2+m′2

4σ2
u(β)2

2i

{√
(j+m′+ 1)(j−m′)

}
= 0, (8.5)

o que é consistente com o obtido no Apêndice C, já que o peso associado ao estado gaussiano

é uma função real, o que implica na média em y ser zero. Portanto a direção y é ortogonal à

Direção Média de Spin (MSD), sendo a variância em y denominada de Protection Noise.

Já a média de Jz anula-se quando a função peso do estado for par ou ímpar [vide Apêndice

C], em relação ao índice m da soma dos estados. De fato,

Jz|σ(β)> = 1√
Nσ

j∑
m=−j

e
−m2

4σ2

{
u(β)2

2
[
a†1(β)a1(β)−a†2(β)a2(β)

]
+ u(β)v(β)

2
[
a†1(β)ã†1(β)− ã†2(β)a†2(β)

]}

×|β;j+m,j−m, 0̃0>

= 1√
Nσ

j∑
m=−j

e
−m2

4σ2
{
u(β)2m|β;j+m,j−m, 0̃0>

+u(β)v(β)
2

√
(j+m+ 1)|β;j+m+ 1, j−m, 1̃0>

−u(β)v(β)
2

√
(j−m+ 1)|β;j+m,j−m+ 1, 0̃1>

}
, (8.6)

então

< σ(β)|Jz|σ(β)> = u(β)2

Nσ

j∑
m=−j

e
−m2

2σ2m

= 0 (8.7)

pois o somatório de uma função ímpar, no intervalo de −j até j, resulta em zero.

Por isso a MSD para o estado Gaussiano Térmico é n̂0 = (1,0,0), com as duas direções

ortogonais dadas por y e z. O módulo da média de ~J é então somente a contribuição de Jx

|< σ(β)| ~J |σ(β)> | = u(β)2

Nσ

j∑
m=−j

e
−

(m+ 1
2 )2+ 1

4
2σ2

{√
(j+m+ 1)(j−m)

}
. (8.8)
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Os segundos momentos térmicos são dados por

J2
x|σ(β)> = 1√

Nσ

j∑
m=−j

e
−m2

4σ2

×
{
u(β)4

4
[
a†1(β)a2(β) +a1(β)a†2(β)

]√
(j+m+ 1)(j−m)|β;j+m+ 1, j−m−1, 0̃0>

+u(β)4

4
[
a†1(β)a2(β) +a1(β)a†2(β)

]√
(j+m)(j−m+ 1)|β;j+m−1, j−m+ 1, 0̃0>

+u
2(β)v2(β)

4
√

(j+m+ 1)a1(β)ã2(β)|β;j+m+ 1, j−m, 0̃1>

+u
2(β)v2(β)

4
√

(j−m+ 1)a2(β)ã1(β)|β;j+m,j−m+ 1, 1̃0>
}

= 1√
Nσ

j∑
m=−j

e
−m2

4σ2

×
{
u(β)4

4
√

(j+m+ 1)(j+m+ 2)(j−m)(j−m−1)|β;j+m+ 2, j−m−2, 0̃0>

+u(β)4

4
√

(j−m+ 1)(j−m+ 2)(j+m)(j+m−1)|β;j+m−2, j−m+ 2, 0̃0>

+
[
u(β)4

2
(
j2 + j−m2

)
+ u2(β)v2(β)

2 (j+ 1)
]
|β;j+m,j−m, 0̃0>

}
(8.9)

onde só consideramos os termos |0̃0>, pois os demais terão média zero. Logo,

< σ(β)|J2
x|σ(β)> = 1

Nσ

j∑
m,m′=−j

e
−m

2+m′2
4σ2

{
u(β)4

4
√

(j+m+ 1)(j+m+ 2)(j−m)(j−m−1)δm′,m+2

+u(β)4

4
√

(j−m+ 1)(j−m+ 2)(j+m)(j+m−1)δm′,m−2

+
[
u(β)4

2
(
j2 + j−m2

)
+ u2(β)v2(β)

2 (j+ 1)
]
δm,m′

}

= 1
Nσ

j∑
m=−j

e
−m

2+(m+2)2

4σ2

{
u(β)4

2
√

(j+m+ 1)(j+m+ 2)(j−m)(j−m−1)
}

− 1
Nσ

j∑
m=−j

e
−m2

2σ2
u(β)4

2 m2 + u(β)4

2 j(j+ 1) + u2(β)v2(β)
2 (j+ 1)

= u(β)4

2Nσ

j∑
m=−j

e
− (m+1)2+1

2σ2
√

(j+m+ 1)(j+m+ 2)(j−m)(j−m−1)

−u(β)4

2Nσ

j∑
m=−j

e
−m2

2σ2m2 + u(β)4

2 j(j+ 1) + u2(β)v2(β)
2 (j+ 1). (8.10)

Obtemos também o segundo momento para Jy
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J2
y |σ(β)> = 1√

Nσ

j∑
m=−j

e
−m2

4σ2

×
{
−u(β)4

4
[
a†1(β)a2(β)−a1(β)a†2(β)

]√
(j+m+ 1)(j−m)|β;j+m+ 1, j−m−1, 0̃0>

+u(β)4

4
[
a†1(β)a2(β)−a1(β)a†2(β)

]√
(j+m)(j−m+ 1)|β;j+m−1, j−m+ 1, 0̃0>

+u
2(β)v2(β)

4
√

(j+m+ 1)a1(β)ã2(β)|β;j+m+ 1, j−m, 0̃1>

+u
2(β)v2(β)

4
√

(j−m+ 1)a2(β)ã1(β)|β;j+m,j−m+ 1, 1̃0>
}

= 1√
Nσ

j∑
m=−j

e
−m2

4σ2

×
{
−u(β)4

4
√

(j+m+ 1)(j+m+ 2)(j−m)(j−m−1)|β;j+m+ 2, j−m−2, 0̃0>

−u(β)4

4
√

(j−m+ 1)(j−m+ 2)(j+m)(j+m−1)|β;j+m−2, j−m+ 2, 0̃0>

+
[
u(β)4

2
(
j2 + j−m2

)
+ u2(β)v2(β)

2 (j+ 1)
]
|β;j+m,j−m, 0̃0>

}
(8.11)

omitindo os termos diferentes de |0̃0>. Com isso

< σ(β)|J2
y |σ(β)> = 1

Nσ

j∑
m,m′=−j

e
−m

2+m′2
4σ2

{
−u(β)4

4
√

(j+m+ 1)(j+m+ 2)(j−m)(j−m−1)δm′,m+2

−u(β)4

4
√

(j−m+ 1)(j−m+ 2)(j+m)(j+m−1)δm′,m−2

+
[
u(β)4

2
(
j2 + j−m2

)
+ u2(β)v2(β)

2 (j+ 1)
]
δm,m′

}

= −u(β)4

2Nσ

j∑
m=−j

e
− (m+1)2+1

2σ2
√

(j+m+ 1)(j+m+ 2)(j−m)(j−m−1)

−u(β)4

2Nσ

j∑
m=−j

e
−m2

2σ2m2 + u(β)4

2 j(j+ 1) + u2(β)v2(β)
2 (j+ 1). (8.12)

Para finalizar,
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J2
z |σ(β)> = 1√

Nσ

j∑
m=−j

e
−m2

4σ2
{
u(β)4m2|β;j+m,j−m, 0̃0>

+u(β)2v(β)2

4
√

(j+m+ 1)ã1a1|β;j+m+ 1, j−m, 1̃0>

+u(β)2v(β)2

4
√

(j−m+ 1)ã2a2|β;j+m,j−m+ 1, 0̃1>
}

= 1√
Nσ

j∑
m=−j

e
−m2

4σ2
{
u(β)4m2|β;j+m,j−m, 0̃0>

+u(β)2v(β)2

4 (j+m+ 1)|β;j+m,j−m, 0̃0>

+u(β)2v(β)2

4 (j−m+ 1)|β;j+m,j−m, 0̃0>
}

= 1√
Nσ

j∑
m=−j

e
−m2

4σ2

{
u(β)4m2 + u(β)2v(β)2

2 (j+ 1)
}
|β;j+m,j−m, 0̃0>

(8.13)

só escrevendo os termos da forma |0̃0>, obtendo

< σ(β)|J2
z |σ(β)> = 1

Nσ

j∑
m,m′=−j

e
−m2

2σ2

{
u(β)4m2 + u(β)2v(β)2

2 (j+ 1)
}
δm′,m

= u(β)4

Nσ

j∑
m=−j

e
−m2

2σ2m2 + u(β)2v(β)2

2 (j+ 1). (8.14)

As variâncias térmicas são assim

(4Jx(β))2 = u(β)4

2Nσ

j∑
m=−j

e
− (m+1)2+1

2σ2
√

(j+m+ 1)(j+m+ 2)(j−m)(j−m−1)

−u(β)4

2Nσ

j∑
m=−j

e
−m2

2σ2m2 + u(β)4

2 j(j+ 1) + u2(β)v2(β)
2 (j+ 1)

−

∣∣∣∣∣∣u(β)2

Nσ

j∑
m=−j

e
−

(m+ 1
2 )2+ 1

4
2σ2

{√
(j+m+ 1)(j−m)

}∣∣∣∣∣∣
2

, (8.15)
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(4Jy(β))2 = −u(β)4

2Nσ

j∑
m=−j

e
− (m+1)2+1

2σ2
√

(j+m+ 1)(j+m+ 2)(j−m)(j−m−1)

−u(β)4

2Nσ

j∑
m=−j

e
−m2

2σ2m2 + u(β)4

2 j(j+ 1) + u2(β)v2(β)
2 (j+ 1), (8.16)

e

(4Jz(β))2 = u(β)4

Nσ

j∑
m=−j

e
−m2

2σ2m2 + u(β)2v(β)2

2 (j+ 1). (8.17)

8.2 Parâmetro de Wineland e Sorensen Térmico do Estado
Gaussiano

Como discutido na seção anterior, a MSD para o Estado Gaussiano térmico é n̂0 = (1,0,0),

com y,z sendo duas direções ortogonais. Então, o Parâmetro de Wineland pode ser definido

tanto tomando a variância na direção y, como na direção z, de forma que

ξRy(β) = 2j (4Jn̂⊥(β))2

|< σ(β)| ~J |σ(β)> |2

= −2j
u(β)4

2Nσ
∑j
m=−j e

− (m+1)2+1
2σ2

√
(j+m+ 1)(j+m+ 2)(j−m)(j−m−1)

|u(β)2

Nσ

∑j
m=−j e

−
(m+ 1

2 )2+ 1
4

2σ2
{√

(j+m+ 1)(j−m)
}
|2

+2j
−u(β)4

2Nσ
∑j
m=−j e

−m2
2σ2m2 + u(β)4

2 j(j+ 1) + u2(β)v2(β)
2 (j+ 1)

|u(β)2

Nσ

∑j
m=−j e

−
(m+ 1

2 )2+ 1
4

2σ2
{√

(j+m+ 1)(j−m)
}
|2

= −jNσ
∑j
m=−j e

− (m+1)2+1
2σ2

√
(j+m+ 1)(j+m+ 2)(j−m)(j−m−1)

|∑j
m=−j e

−
(m+ 1

2 )2+ 1
4

2σ2
{√

(j+m+ 1)(j−m)
}
|2

+jNσ
∑j
m=−j e

−m2
2σ2m2 + j(j+ 1)Nσ +u−2(β)v2(β)(j+ 1)Nσ

|∑j
m=−j e

−
(m+ 1

2 )2+ 1
4

2σ2
{√

(j+m+ 1)(j−m)
}
|2

, (8.18)

e
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ξRz(β) = 2j (4Jn̂⊥(β))2

|< σ(β)| ~J |σ(β)> |2

= 2j
u(β)4

Nσ

∑j
m=−j e

−m2
2σ2m2 + u(β)2v(β)2

2 (j+ 1)

|u(β)2

Nσ

∑j
m=−j e

−
(m+ 1

2 )2+ 1
4

2σ2
{√

(j+m+ 1)(j−m)
}
|2

= jNσ
2∑j

m=−j e
−m2

2σ2m2 +u(β)−2v(β)2(j+ 1)Nσ

|∑j
m=−j e

−
(m+ 1

2 )2+ 1
4

2σ2
{√

(j+m+ 1)(j−m)
}
|2
. (8.19)

Vale ressaltar que, como < Jy(β) > = < Jz(β) > = 0, os Parâmetros de Sorensen coin-

cidem com os parâmetros de Wineland. As equações (8.18) e (8.19) são representadas nos

gráficos (Fig. 8.1), (Fig. 8.2), (Fig. 8.3) e (Fig. 8.4), com j =
{

1
2 ,1,

3
2 ,2,

5
2 ,3

}
e os seguintes

valores de temperatura kbT
ω = {0.1,0.3,0.5,0.8,1.0,1.5}.

Ao analisarmos a média térmica dada pela equação (8.8) percebemos que

lim
σ→0
|< σ(β)| ~J |σ(β)> |2 =

 0, j = 0,1,2,3, ...
2j+1

4 , j = 1
2 ,

3
2 ,

5
2 ,

7
2 , ...

, (8.20)

ou seja, para valores inteiros de j o parâmetro de Wineland irá divergir quando σ→ 0, tendendo

para mais infinito. A escala dos gráficos (Fig. 8.2) e (Fig. 8.4) começa com σ = 0.5, para evitar

esta divergência.

Para j = 1
2 o parâmetro de Wineland é uma reta, tanto na direção y (Fig. 8.1) como na

direção z (Fig. 8.3). Isso ocorre porque, neste caso, o estado Gaussiano térmico, dado pela

equação (8.1), é

|σ(β)> = 1√
Nσ

1
2∑

m=− 1
2

e
−m2

4σ2 |β;j+m,j−m, 0̃0>

= 1√
e
− 1

8σ2 + e
− 1

8σ2

[
e
− 1

16σ2 |β;0,1, 0̃0>+e−
1

16σ2 |β;1,0, 0̃0>
]

= 1√
2
[
|β;0,1, 0̃0>+|β;1,0, 0̃0>

]
, (8.21)

não dependendo do parâmetro σ.

Tomando o limite T → 0, com j = 1
2 obtemos que ξRy(β) = ξRz(β) = 1. Ao aumentarmos

a temperatura o parâmetro de compressão vai aumentando gradativamente, indicando não haver
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compressão para j = 1
2 em nenhuma das duas direções.

Na direção y, gráficos da (Fig. 8.1) e da (Fig. 8.2), para j 6= 1
2 o parâmetro decresce à

medida que σ aumenta. Portanto o valor do parâmetro de compressão diminui à medida que o

estado se torna mais uniformemente distribuído, isto é, σ aumentando.

Para a direção z, temos os gráficos da (Fig. 8.3) e da (Fig. 8.4) com um comportamento

completamente oposto para j 6= 1
2 : quando σ aumenta, o valor do parâmetro de compressão

também aumenta, o que indica que quanto menos distribuído for o estado mais haverá compres-

são.

Essa diferença de comportamento em relação às direções y e z é consistente com a relação

de incerteza, preservando a equação (4.1), independente do valor do parâmetro σ.

Ao compararmos o comportamento para os diferentes valores de j, notamos que ao au-

mentarmos o valor de j o parâmetro ξRy(β) também aumenta, evidenciando que estados com

grandes valores de j são mais difíceis de serem comprimidos. Já ξRz tem um comportamento

diferente, não sendo tão sensível às variações de j.

O efeito térmico é analisado ao variarmos a temperatura usando as relações (8.18) e (8.19),

para kbT
ω = {0.1,0.3,0.5,0.8,1.0,1.5}. Observamos que o aumento da temperatura acarreta um

aumento do valor de ξR(β), independente da direção escolhida. Portanto os efeitos térmicos têm

o caráter global de diminuir a região de compressão.
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Figura 8.1: Parâmetro de Wineland Térmico ξRy para kbT
ω = {0.1,0.3,0.5,0.8,1.0,1.5}, com

j =
{

1
2 , 3

2 , 5
2

}
.

.
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Figura 8.2: Parâmetro de Wineland Térmico ξRy para kbT
ω = {0.1,0.3,0.5,0.8,1.0,1.5}, com

j = {1 , 2, 3}.
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Figura 8.3: Parâmetro de Wineland Térmico ξRz para kbT
ω = {0.1,0.3,0.5,0.8,1.0,1.5}, com

j =
{

1
2 , 3

2 , 5
2

}
.
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Figura 8.4: Parâmetro de Wineland Térmico ξRz para kbT
ω = {0.1,0.3,0.5,0.8,1.0,1.5}, com

j = {1 , 2, 3}.
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Para a temperatura T → 0 podemos obter o limite de σ, para cada valor de j, em que a

compressão pode ocorrer. Apesar de possuírem expressões diferentes, as direções y e z possuem

limites de compressão bem próximos, que diferem somente a partir da terceira casa decimal.

Tais dados são apresentados na tabela (Tab. 8.1).

Vale ressaltar que para grandes temperaturas, isto é, para T →+∞, não há compressão em

nenhuma das duas direções. Isso indica que para altas temperaturas não é possível manter a

compressão sobre o estado Gaussiano.

Os dados da tabela (Tab. 8.1) mostram os valores de σ em que, à temperatura nula, o

parâmetro de Compressão ξRy,z é igual a 1. A partir da análise desses valores podemos obter

informação em relação à compressão do estado. Observamos que ao aumentar o valor de j, o

limite para que haja compressão aumenta gradativamente.

Apesar de semelhantes, os valores para as direções y e z possuem diferentes interpretações.

A tabela abaixo (Tab. 8.1) exibe, no caso para ξRy , os menores valores em que ocorre com-

pressão, ou seja, a partir deles há compressão. Já para o caso ξRz , a mesma informa os maiores

valores de σ em que há compressão do estado à temperatura nula. Esse comportamento também

é observado no trabalho de Huang e Moore [82], ratificando os nossos resultados.

Tabela 8.1: Valores limites de σ, para o parâmetro de Wineland, em que há compressão com
T → 0.

Limite de compressão do parâmetro σ
para o Estado Gaussiano Termalizado.

ξRy,z

(
kbT

ω
→ 0

)
= 1 j = 1 j = 3

2
j = 2 j = 5

2
j = 3

σ 0.850 0.955 1.057 1.157 1.252

Uma questão a ser respondida é se existe um Limite Térmico de Compressão, isto é, uma

temperatura em que acima dela não encontraremos compressão sobre o estado, independente do

valor de σ utilizado. Tal limite existe e depende do valor de j, aumentando concomitantemente

com ele. Os Limites Térmicos de Compressão são expressos na tabela abaixo (Tab. 8.2) para as

direções y e z.

Ao analisarmos os valores da tabela abaixo (Tab. 8.2) percebemos que há diferença entre

as duas direções, havendo coincidência somente na primeira casa decimal. Como os valores de

y são sempre um pouco menores que os de z, a direção y é um pouco mais sensível aos efeitos

térmicos que a direção z.
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Portanto, utilizando o formalismo da Dinâmica de Campos Térmicos, somos capazes de

introduzir o conceito de Limite Térmico de Compressão, calculando-o para cada valor de j.

Além disso, evidenciamos que há diferença entre as duas direções ortogonais, o que nos faz

concluir que a direção z é mais resistente aos efeitos térmicos.

Tabela 8.2: Limites térmicos para o parâmetro de Wineland nas direções y e z, determinando
as menores temperaturas em que há compressão do estado, independente do valor de σ.

Limite Térmico para a Compressão
do Estado Gaussiano Termalizado na direção y.

ξRy = 1 j = 1 j = 3
2

j = 2 j = 5
2

j = 3

kbT

ω
0.456 0.603 0.721 0.828 0.927

Limite Térmico para a Compressão
do Estado Gaussiano Termalizado na direção z .

ξRz = 1 j = 1 j = 3
2

j = 2 j = 5
2

j = 3

kbT

ω
0.481 0.604 0.733 0.837 0.937

8.3 Desigualdades de Tóth Térmicas do Estado Gaussiano

As desigualdades de Tóth, podem ser obtidas a partir das equações (8.10), (8.12) e (8.14).

Temos, por exemplo [vide 4.67],

< σ(β)|J2
x +J2

y +J2
z |σ(β)> = u(β)4j(j+ 1) + 3

2u(β)2v(β)2(j+ 1)

≤ j, (8.22)

resultando no parâmetro de compressão

ξT ′ = 2j
2ju4(β) + 3u2(β)v2(β) . (8.23)

igual à equação (7.39) para o estado coerente térmico com N = 1. No Apêndice C mostramos

que tal resultado independe do estado quântico termalizado.
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A segunda desigualdade de Tóth consiste na soma das variâncias térmicas obtidas nas equa-

ções (8.15), (8.16) e (8.17), isto é, [vide 4.67 ]

(4Jx(β))2 + (4Jy(β))2 + (4Jz(β))2 = u(β)4j(j+ 1) + 3
2u(β)2v(β)2(j+ 1)

−

∣∣∣∣∣∣u(β)2

Nσ

j∑
m=−j

e
−

(m+ 1
2 )2+ 1

4
2σ2

{√
(j+m+ 1)(j−m)

}∣∣∣∣∣∣
2

,

(8.24)

acarretando no parâmetro de compressão

ξT = u(β)4(j+ 1) + 3
2u(β)2v(β)2 (j+ 1)

j
− 1
j

∣∣∣∣∣∣u(β)2

Nσ

j∑
m=−j

e
−

(m+ 1
2 )2+ 1

4
2σ2

{√
(j+m+ 1)(j−m)

}∣∣∣∣∣∣
2

.

(8.25)

O parâmetro de compressão dado pela equação (8.25) está representado no gráfico da Fig.

8.5. Analisamos os casos em que j =
{

1
2 ,1,

3
2 ,2,

5
2 ,3

}
com kbT

ω = {0.1, 0.2, 0.3,0.4, 0.5, 1.0},
para observar os efeitos térmicos, assim como a influência do momento angular total j.

Observa-se, nessa análise, uma violação da desigualdade de Tóth dada pela equação (8.22),

já que ξT ′ < 1 para T > 0, o que concorda com o resultado obtido no Apêndice C. Já a desi-

gualdade envolvendo as variâncias, representada pelo parâmetro de compressão ξT na equação

(8.25), não é violada uma vez que todos os valores são maiores ou iguais a 1, independente dos

valores de σ e de j, como é mostrado no gráfico da (Fig. 8.5).

É importante frisar que basta a violação de uma das desigualdades de Tóth para caracterizar

o emaranhamento, enquanto que a não violação não fornece nenhuma informação sobre a exis-

tência ou não desta propriedade. Portanto, obtemos como resultado que a desigualdade de Tóth

envolvendo os segundos momentos é mais adequada para avaliar o emaranhamento do estado

Gaussiano térmico.

Ao observarmos a Fig. 8.5 notamos também que os efeitos térmicos afastam o estado da

região de violação da desigualdade, sendo que ao aumentarmos o valor de j, os valores da

desigualdade também aumentam gradativamente, havendo sempre um mínimo que depende de

σ.
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Figura 8.5: Parâmetro de Compressão ξT com j =
{

1
2 ,1,

3
2 ,2,

5
2 ,3

}
e kbT

ω = {0.1,0.2,0.3,
0.4,0.5,1.0}.
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9 Estado Atomic-Cat Termalizado e os
Parâmetros de Compressão

O estado Atomic-Cat [88, 89], é uma superposição de dois estados coerentes do momento

angular, com diferença de fase de 180◦. Podemos analisar esse estado a partir de uma fase

arbitrária, o que possibilita investigar os casos com paridade positiva e negativa, além de outras

situações.

Neste capítulo utilizaremos a DCT para introduzir a temperatura na análise desse estado,

com o intuito de explorar a compressão térmica. Obtendo as médias e variâncias termalizadas,

somos capazes de investigar os parâmetros e compressão de Wineland [53,54], Sorensen [55] e

as Desigualdades de Tóth [58], observando a influência da fase φ, do parâmetro z= tan(θ2)e−iφ,

e da temperatura. Também introduzimos o conceito de Limite Térmico de Compressão, o que

evidencia a importância da análise dos efeitos térmicos.

9.1 Médias e Variâncias Térmicas do Estado Atomic-Cat

A versão térmica do estado Atomic-Cat definido na equação (3.59), é

|ψα(z,β)> = 1
Nα

[
|z(β)>+eiα|− z(β)>

]
, (9.1)

com a normalização Nα =
√

2 + 2cos(α) [cos(θ)]2j . As médias térmicas serão obtidas de modo

geral por

< ψα(z,β)|Ji|ψα(z,β)> = 1
N2
α

[
< z(β)|Ji|z(β)>+eiα < z(β)|Ji|− z(β)>

+e−iα <−z(β)|Ji|z(β)>+<−z(β)|Ji|− z(β)>
]
,

(9.2)

valendo que < z(β)|Ji|− z(β)> = (<−z(β)|Ji|z(β)>)∗, pois Ji é hermitiano.
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De forma análoga à (7.8), obtemos

< z(β)|Jx|− z(β)> = u2(β)j [−z+ z∗] (1−|z|2)2j−1

(1 + |z|2)2j , (9.3)

e juntamente com <−z(β)|Jx|− z(β)> = −< z(β)|Jx|z(β)>, segue que

< ψα(z,β)|Jx|ψα(z,β)> = u2(β)j
N2
α

(1−|z|2)2j−1

(1 + |z|2)2j

[
eiα (−z+ z∗) + e−iα (−z∗+ z)

]

= −4u
2(β)j
N2
α

[cos(θ)]2j

(1− tan(θ2)2)
sen(α)sen(φ)tan(θ2)

= −2u
2(β)j
N2
α

[cos(θ)]2j−1 sen(α)sen(θ)sen(φ)

= −u2(β)j [cos(θ)]2j−1 sen(α)sen(θ)sen(φ)
1 + cos(α) [cos(θ)]2j

. (9.4)

Analogamente à equação (7.9), a média de Jy é

< z(β)|Jy|− z(β)> = u2(β)j z+ z∗

i

(1−|z|2)2j−1

(1 + |z|2)2j , (9.5)

e como <−z(β)|Jy|− z(β)> = −< z(β)|Jy|z(β)>,

< ψα(z,β)|Jy|ψα(z,β)> = u2(β)j
N2
α

(1−|z|2)2j−1

(1 + |z|2)2j
eiα (z+ z∗)− e−iα (z∗+ z)

i

= 4u
2(β)j
N2
α

[cos(θ)]2j

(1− tan(θ2)2)
sen(α)cos(φ)tan(θ2)

= u2(β)j [cos(θ)]2j−1 sen(α)sen(θ)cos(φ)
1 + cos(α) [cos(θ)]2j

. (9.6)

Como na equação (7.10), temos que

< z(β)|Jz|− z(β)> = −u2(β)j (1−|z|2)2j−1

(1 + |z|2)2j−1 , (9.7)

que juntamente com <−z(β)|Jz|− z(β)> = < z(β)|Jz|z(β)>, nós dá a média de Jz como

< ψα(z,β)|Jz|ψα(z,β)> = u2(β)j
N2
α

{
2 |z|

2−1
1 + |z|2 −2cos(α)(1−|z|2)2j−1

(1 + |z|2)2j−1

}

= −u2(β)j cos(θ) + cos(α) [cos(θ)]2j−1

1 + cos(α) [cos(θ)]2j
. (9.8)
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Para os segundos momentos, ocorre que

<−z(β)|J2
i |− z(β)> = < z(β)|J2

i |z(β)> . (9.9)

Então, analisando a equação (7.12) temos

< z(β)|J2
x|− z(β)> = u4(β)j(j+ 1)

2
(1−|z|2)2j

(1 + |z|2)2j −
u4(β)

2 j
[
j|z|4 + 2j|z|2−2|z|2 + j

] (1−|z|2)2j−2

(1 + |z|2)2j

+u4(β)z
2 + (z∗)2

2
j(2j−1)(1−|z|2)2j−2

(1 + |z|2)2j +u2(β)v2(β)j+ 1
2

(1−|z|2)2j

(1 + |z|2)2j ,

(9.10)

consequentemente

< ψα(z,β)|J2
x|ψα(z,β)> = 2

N2
α
< z(β)|J2

x|z(β)>+2cos(α)
N2
α

< z(β)|J2
x|− z(β)>

= u4(β)
1 + cos(α) [cos(θ)]2j

{
j(j+ 1)

2 − j4
[
2jcos2(θ) + sen2(θ)

]

+j(2j−1)sen2(θ)cos2φ
4

}
+ u2(β)v2(β)

1 + cos(α) [cos(θ)]2j
(j+ 1)

2

+ cos(α)u4(β)
1 + cos(α) [cos(θ)]2j

{
j(j+ 1)

2 [cos(θ)]2j− j4 [cos(θ)]2j−2 [2j− sen2(θ)
]

+j(2j−1)
4 [cos(θ)]2j−2 sen2(θ)cos(2φ) + v2(β)

u2(β)
j+ 1

2 [cos(θ)]2j
}

= u4(β)
1 + cos(α) [cos(θ)]2j

{
j(j+ 1)

2
[
1 + cos(α)cos2j(θ)

]

+v
2(β)(j+ 1)

2u2(β)
[
1 + cos(α)cos2j(θ)

]
+j(2j−1)sen2(θ)cos(2φ)

4
[
1 + cos(α)cos2j−2(θ)

]
−j4

[
2jcos2(θ) + sen2(θ) + cos(α)cos2j−2(θ)(2j− sen2(θ))

]}

= u4(β)j(j+ 1)
2 −u4(β)j4

2jcos2(θ) + sen2(θ) + cos(α)cos2j−2(θ)
[
2j− sen2(θ)

]
1 + cos(α) [cos(θ)]2j

+u4(β)j(2j−1)sen2(θ)cos(2φ)
4

1 + cos(α)cos2j−2(θ)
1 + cos(α) [cos(θ)]2j

+u2(β)v2(β)j+ 1
2 .

(9.11)
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Analogamente, para o segundo momento J2
y , a partir da equação (7.14), temos

< z(β)|J2
y |− z(β)> = u4(β)j(j+ 1)

2
(1−|z|2)2j

(1 + |z|2)2j −
u4(β)

2 j
[
j|z|4 + 2j|z|2−2|z|2 + j

] (1−|z|2)2j−2

(1 + |z|2)2j

−u4(β)z
2 + (z∗)2

4
2j(2j−1)(1−|z|2)2j−2

(1 + |z|2)2j +u2(β)v2(β)j+ 1
2

(1−|z|2)2j

(1 + |z|2)2j ,

(9.12)

o que acarreta em

< ψα(z,β)|J2
y |ψα(z,β)> = 2

N2
α
< z(β)|J2

y |z(β)>+2cos(α)
N2
α

< z(β)|J2
y |− z(β)>

= u4(β)
1 + cos(α) [cos(θ)]2j

{
j(j+ 1)

2 − j4
[
2jcos2(θ) + sen2(θ)

]

−j(2j−1)sen2(θ)cos2φ
4

}
+ u2(β)v2(β)

1 + cos(α) [cos(θ)]2j
(j+ 1)

2

+ cos(α)u4(β)
1 + cos(α) [cos(θ)]2j

{
j(j+ 1)

2 [cos(θ)]2j− j4 [cos(θ)]2j−2 [2j− sen2(θ)
]

−j(2j−1)
4 [cos(θ)]2j−2 sen2(θ)cos(2φ) + v2(β)

u2(β)
j+ 1

2 [cos(θ)]2j
}

= u4(β)j(j+ 1)
2 −u4(β)j4

cos(α)cos2j−2(θ)
[
2j− sen2(θ)

]
+ 2jcos2(θ) + sen2(θ)

1 + cos(α) [cos(θ)]2j

−u4(β)j(2j−1)sen2(θ)cos(2φ)
4

1 + cos(α)cos2j−2(θ)
1 + cos(α) [cos(θ)]2j

+u2(β)v2(β)j+ 1
2 .

(9.13)

Por fim, utilizando a equação (7.16), determinamos que

< z(β)|J2
z |− z(β)> = u4(β) j

[
j|z|4 + 2j|z|2−2|z|2 + j

] (1−|z|2)2j−2

(1 + |z|2)2j

+u2(β)v2(β)j+ 1
2

(1−|z|2)2j

(1 + |z|2)2j ,

(9.14)

e então
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< ψα(z,β)|J2
z |ψα(z,β)> = 2

N2
α
< z(β)|J2

z |z(β)>+2cos(α)
N2
α

< z(β)|J2
z |− z(β)>

= u4(β)
1 + cos(α) [cos(θ)]2j

j

2
[
2jcos2(θ) + sen2(θ)

]
+ u2(β)v2(β)

1 + cos(α) [cos(θ)]2j
(j+ 1)

2

+ cos(α)u4(β)
1 + cos(α) [cos(θ)]2j

{
j

2 [cos(θ)]2j−2 [2j− sen2(θ)
]
+ v2(β)
u2(β)

j+ 1
2 [cos(θ)]2j

}

= u4(β)j2
cos(α)cos2j−2(θ)

[
2j− sen2(θ)

]
+ 2jcos2(θ) + sen2(θ)

1 + cos(α) [cos(θ)]2j

+u2(β)v2(β)j+ 1
2 . (9.15)

As equações (9.11), (9.13) e (9.15) satisfazem a relação

u4(β)j(j+ 1) +u2(β)v2(β)3(j+ 1)
2 = < ψα(z,β)|J2

x|ψα(z,β)>

+< ψα(z,β)|J2
y |ψα(z,β)>

+< ψα(z,β)|J2
z |ψα(z,β)>, (9.16)

como apresentado no Apêndice C [vide equação C.17]. As variâncias térmicas do estado

Atomic-Cat são

(4Jx(β))2 = u4(β)j(j+ 1)
2 −u4(β)j4

cos(α)cos2j−2(θ)
[
2j− sen2(θ)

]
+ 2jcos2(θ) + sen2(θ)

1 + cos(α) [cos(θ)]2j

+u4(β)j(2j−1)sen2(θ)cos(2φ)
4

1 + cos(α)cos2j−2(θ)
1 + cos(α) [cos(θ)]2j

+u2(β)v2(β)j+ 1
2

−u4(β)j2 [cos(θ)]4j−2 sen2(α)sen2(θ)sen2(φ){
1 + cos(α) [cos(θ)]2j

}2 , (9.17)

(4Jy(β))2 = u4(β)j(j+ 1)
2 −u4(β)j4

cos(α)cos2j−2(θ)
[
2j− sen2(θ)

]
+ 2jcos2(θ) + sen2(θ)

1 + cos(α) [cos(θ)]2j

−u4(β)j(2j−1)sen2(θ)cos(2φ)
4

1 + cos(α)cos2j−2(θ)
1 + cos(α) [cos(θ)]2j

+u2(β)v2(β)j+ 1
2

−u4(β)j2 [cos(θ)]4j−2 sen2(α)sen2(θ)cos2(φ){
1 + cos(α) [cos(θ)]2j

}2 , (9.18)

e
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(4Jz(β))2 = u4(β)j2
cos(α)cos2j−2(θ)

[
2j− sen2(θ)

]
+ 2jcos2(θ) + sen2(θ)

1 + cos(α) [cos(θ)]2j
+u2(β)v2(β)j+ 1

2 .

−u4(β)j2

cos(θ) + cos(α) [cos(θ)]2j−1

1 + cos(α) [cos(θ)]2j


2

. (9.19)

9.2 Parâmetro de Wineland Térmico do Estado Atomic-Cat

O vetor ~J(β) = (< Jx(β)>,< Jy(β)>,< Jz(β)) > é dado pelas equações (9.4), (9.6) e

(9.8). Uma direção ortonormal a MSD é

n̂⊥ = (cos(φ), sen(φ),0) . (9.20)

Consequentemente,

Jn̂⊥ = Jxcos(φ) +Jysen(φ)

J2
n̂⊥ = J2

xcos
2(φ) +J2

y sen
2(φ) + sen(φ)cos(φ)J

2
+−J2

−
2i , (9.21)

e tem-se < Jn̂⊥ > = 0. Para calcular a variância ortogonal à MSD basta determinar as médias

térmicas do estado Atomic-Cat sobre J2
+ e J2

−.

Pela equação (7.28) temos

< z(β)|J2
+|− z(β)> = u4(β)(z∗)2 2j(2j−1)(1−|z|2)2j−2

(1 + |z|2)2j , (9.22)

e que <−z(β)|J2
+|− z(β)> = < z(β)|J2

+|z(β)>, acarretando em

< ψα(z,β)|J2
+|ψα(z,β)> = 2

N2
α
< z(β)|J2

+|z(β)>+2cos(α)
N2
α

< z(β)|J2
+|− z(β)>

= u4(β)4j(2j−1)
N2
α

{
(z∗)2

(1 + |z|2)2 + cos(α)(z∗)2(1−|z|2)2j−2

(1 + |z|2)2j

}
.

(9.23)
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De modo análogo, utilizando a equação (7.31) obtemos

< z(β)|J2
−|− z(β)> = u4(β)(z)2 2j(2j−1)(1−|z|2)2j−2

(1 + |z|2)2j , (9.24)

com <−z(β)|J2
−|− z(β)> = < z(β)|J2

−|z(β)>. Segue então que

< ψα(z,β)|J2
−|ψα(z,β)> = 2

N2
α
< z(β)|J2

−|z(β)>+2cos(α)
N2
α

< z(β)|J2
−|− z(β)>

= u4(β)4j(2j−1)
N2
α

{
(z)2

(1 + |z|2)2 + cos(α)(z)2(1−|z|2)2j−2

(1 + |z|2)2j

}
.

(9.25)

Logo,

< ψα(z,β)|J
2
+−J2

−
2i |ψα(z,β)> = u4(β)4j(2j−1)

N2
α

 (z∗)2− z2

2i(1 + |z|2)2 + cos(α)

[
(z∗)2− z2

]
(1−|z|2)2j−2

2i(1 + |z|2)2j


= u4(β)j(2j−1)sen2(θ)sen(2φ)

1 + cos(α) [cos(θ)]2j

{
1 + cos(α) [cos(θ)]2j−2}

2 .

(9.26)

A variância térmica na direção ortonormal é obtida a partir das equações (9.11), (9.13) e

(9.26), ou seja,

(4Jn⊥(β))2 = cos2(φ)< ψα(z,β)|J2
x|ψα(z,β)>+sen2(φ)< ψα(z,β)|J2

y |ψα(z,β)>

+sen(2φ)
2 < ψα(z,β)|J

2
+−J2

−
2i |ψα(z,β)>

= u4(β)j(j+ 1)
2 −u4(β)j4

2jcos2(θ) + sen2(θ) + cos(α)cos2j−2(θ)
[
2j− sen2(θ)

]
1 + cos(α) [cos(θ)]2j

+u4(β)j(2j−1)sen2(θ)
4

1 + cos(α)cos2j−2(θ)
1 + cos(α) [cos(θ)]2j

+u2(β)v2(β)j+ 1
2 , (9.27)

que não depende de φ.
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Calculando o parâmetro térmico de Wineland (vide equação 7.25) temos

ξR(β) = 2j (4Jn̂⊥(β))2

|< ψα(z,β)(β)| ~J |ψα(z,β)(β)> |2

=

(j+ 1)
j
− 1

2
2jcos2(θ) + sen2(θ) + cos(α)cos2j−2(θ)

[
2j− sen2(θ)

]
1 + cos(α) [cos(θ)]2j

+(2j−1)sen2(θ)
2

1 + cos(α)cos2j−2(θ)
1 + cos(α) [cos(θ)]2j

+ v2(β)
u2(β)

j+ 1
j

}

×

 [cos(θ)]4j−2 sen2(α)sen2(θ){
1 + cos(α) [cos(θ)]2j

}2 +
cos(θ) + cos(α) [cos(θ)]2j−1

1 + cos(α) [cos(θ)]2j

2
−1

.

(9.28)

O ângulo α só aparece em sen2(α) e cos(α), o que implica que para os valores α=
{
π
2 ,

3π
2

}
temos as mesmas expressões para ξR(β), sendo então suficiente analisar somente uma delas. O

parâmetro de Wineland não depende do ângulo φ. Os gráficos de ξR são apresentados nas

figuras (Fig. 9.1) e (Fig. 9.2) para kbT
ω = 0.1 e kbT

ω = 1.0, respectivamente, e α =
{

0, π2 ,π
}

.

O estado Atomic-Cat não sofre compressão segundo o parâmetro de Wineland, isto é,

ξR(β) ≥ 1 independente dos valores de j, θ, α e kbT
ω , o que indica que a direção ortogonal

à MSD não é comprimida. A variação de ξR(β) com a temperatura pode ser observada com-

parando os gráficos (Fig. 9.1), para kbT
ω = 0.1, com os gráficos (Fig. 9.2), para kbT

ω = 1.0. O

aumento da temperatura só afasta mais ainda o estado da região de compressão.

Devido à função cos(θ) encontrar-se no denominador do parâmetro de Wineland, observa-

mos uma divergência em todos os casos para θ = π
2 , exceto para j = 1

2 .

O caso do estado simétrico (quando α = 0) e o antissimétrico (para α = π) implicam em

propriedades de simetria em relação a m. O efeito dessas propriedades emerge quando faze-

mos a soma sobre todos os valores de m, resultando em diferentes formas das expressões do

parâmetro de Wineland.



164Figura 9.1: Parâmetro de Wineland ξRx para kbT
ω = 0.1 e α =

{
0, π2 ,π

}
.



165Figura 9.2: Parâmetro de Wineland ξRx para kbT
ω = 1.0 e α =

{
0, π2 ,π

}
.
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9.3 Parâmetro de Sorensen Térmico do Estado Atomic-Cat

As três direções do parâmetro de Sorensen térmico, do estado Atomic-Cat, são dados a

partir da equação

ξR′(β) = 2j(4Jl(β))2

< Jm(β)>2 +< Jn(β)>2 , l,m,n ∈ {x,y,z} . (9.29)

Então, para cada uma das direções temos:

i) direção x

ξR′x(β) = 1
2j2

{
j(j+ 1) + v2(β)(j+ 1)

u2(β)

} {
1 + cos(α) [cos(θ)]2j

}2

[cos(θ)]4j−2 sen2(α)sen2(θ)cos2(φ) +
{
cos(θ) + cos(α) [cos(θ)]2j−1}2

− 1
4j

{
cos(α)cos2j−2(θ)

[
2j− sen2(θ)

]
+ 2jcos2(θ) + sen2(θ)

}{
1 + cos(α) [cos(θ)]2j

}
[cos(θ)]4j−2 sen2(α)sen2(θ)cos2(φ) +

{
cos(θ) + cos(α) [cos(θ)]2j−1}2

+(2j−1)sen2(θ)cos(2φ)
4j

{
1 + cos(α)cos2j−2(θ)

}{
1 + cos(α) [cos(θ)]2j

}
[cos(θ)]4j−2 sen2(α)sen2(θ)cos2(φ) +

{
cos(θ) + cos(α) [cos(θ)]2j−1}2

− [cos(θ)]4j−2 sen2(α)sen2(θ)sen2(φ)

[cos(θ)]4j−2 sen2(α)sen2(θ)cos2(φ) +
{
cos(θ) + cos(α) [cos(θ)]2j−1}2 , (9.30)

ii) direção y

ξR′y(β) = 1
2j2

{
j(j+ 1) + v2(β)(j+ 1)

u2(β)

} {
1 + cos(α) [cos(θ)]2j

}2

[cos(θ)]4j−2 sen2(α)sen2(θ)sen2(φ) +
{
cos(θ) + cos(α) [cos(θ)]2j−1}2

− 1
4j

{
cos(α)cos2j−2(θ)

[
2j− sen2(θ)

]
+ 2jcos2(θ) + sen2(θ)

}{
1 + cos(α) [cos(θ)]2j

}
[cos(θ)]4j−2 sen2(α)sen2(θ)sen2(φ) +

{
cos(θ) + cos(α) [cos(θ)]2j−1}2

−(2j−1)sen2(θ)cos(2φ)
4j

{
1 + cos(α)cos2j−2(θ)

}{
1 + cos(α) [cos(θ)]2j

}
[cos(θ)]4j−2 sen2(α)sen2(θ)sen2(φ) +

{
cos(θ) + cos(α) [cos(θ)]2j−1}2

− [cos(θ)]4j−2 sen2(α)sen2(θ)cos2(φ)

[cos(θ)]4j−2 sen2(α)sen2(θ)sen2(φ) +
{
cos(θ) + cos(α) [cos(θ)]2j−1}2 , (9.31)

iii) direção z
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ξR′z(β) = 1
2j

{
cos(α)cos2j−2(θ)

[
2j− sen2(θ)

]
+ 2jcos2(θ) + sen2(θ)

}{
1 + cos(α) [cos(θ)]2j

}
[cos(θ)]4j−2 sen2(α)sen2(θ)

−

{
cos(θ) + cos(α) [cos(θ)]2j−1}2

[cos(θ)]4j−2 sen2(α)sen2(θ)
+ v2(β)
u2(β)

j+ 1
2j2

{
1 + cos(α) [cos(θ)]2j

}2

[cos(θ)]4j−2 sen2(α)sen2(θ)
. (9.32)

A compressão é observada quando os valores desses parâmetros são menores do que 1.

Analisaremos aqui diversos gráficos das equações (9.30), (9.31) e (9.32) a fim de caracterizar

o comportamento de tais expressões, assim como a influência da temperatura sobre a região de

compressão1.

Os parâmetros de compressão de Sorensen divergem para θ = π
2 , devido à função cos(θ) no

denominador, fato este presente em todos os gráficos dessa seção.

O ângulo φ aparece nas expressões nas funções cos2(φ), cos(2φ) e sen2(φ), resultando que

para os valores φ = {0,π} e φ =
{
π
2 ,

3π
2

}
os parâmetros coincidem, sendo suficiente analisar o

comportamento do parâmetro para somente um desses valores. Semelhante à seção anterior, a

dependência de α se dá com sen2(α) e cos(α), e assim para os valores
{
π
2 ,

3π
2

}
há coincidência

dos parâmetros.

Na direção x, o gráfico (Fig. 9.3) indica que há compressão quando φ = π
2 , dependendo

do valor de θ. Isso ocorre para os três valores de α analisados, tanto para j inteiro como para

semi-inteiro. Para φ= 0 não há compressão, independente dos valores de α e θ.

Já na direção y, gráfico (Fig. 9.4), nota-se compressão para φ= 0, mas não há compressão

quando φ= π
2 . Analisando atentamente os dois gráficos percebemos que os gráficos relativos a

x são semelhantes aos de y; suas expressões diferem por uma translação φ 7→ φ+ π
2 .

Quando analisamos a direção z, [veja o gráfico (Fig. 9.5)], não encontramos compressão

em nenhuma situação. A expressão da equação (9.32) diverge tanto para θ= 0 como para θ= π,

sendo necessário escolher pontos diferentes destes valores para construir os gráficos.

O parâmetro ξR′z não depende de φ e não indica compressão em circunstância alguma.

O fato da direção que não depende de φ não indicar compressão, e aquelas que dependem

sofrerem grande influência da sua variação, indica a importância desse parâmetro para o estudo

da compressão.

Pela análise da expressão (9.30) o menor valor de ξR′x , em relação ao parâmetro φ, é obtido

para φ= π
2 , enquanto que para a direção y, dada pela equação (9.31), temos φ= 0. Com j = 1

2

1Indicamos por região de compressão a área do gráfico em que o parâmetro é menor do que 1.
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Figura 9.3: Parâmetro de Sorensen na direção x, ξR′x , com α =
{

0, π2 ,π
}

e φ=
{

0, π2
}

.
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Figura 9.4: Parâmetro de Sorensen na direção y, ξR′y , com α =
{

0, π2 ,π
}

e φ=
{

0, π2
}

.
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Figura 9.5: Parâmetro de Sorensen na direção z, ξR′z , com α =
{
π
8 ,

π
2 ,

7π
8

}
.
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a compressão não é alcançada independente do valor de θ, α e φ.

Para j = 1 e α= π os parâmetros de compressão são divergentes, tanto na direção x quanto

na direção y. Por esse motivo, não os observamos nos gráficos (Fig. 9.3) e (Fig. 9.4).

A situação para temperatura nula é apresentada no gráfico (Fig. 9.6) com α =
{

0, π2 ,π
}

,

onde tomamos φ = π
2 afim de explicitar a região de compressão. Sem perda de generalidade,

escolhemos a direção x já que a mesma é equivalente a y, a menos de uma translação de π
2 .

Esses resultados coincidem com os obtidos por Lau et al. [153], legitimando nossos resultados.

As regiões de compressão dos gráficos (Fig. 9.6) são apresentadas na tabela (Tab. 9.1),

para α =
{

0, π2 ,π
}

. Os limites superiores dos intervalos foram truncados na terceira casa

decimal, enquanto que os limites inferiores foram majorados, para garantir a compressão nas

regiões. Nossos valores concordam com o resultado encontrado por Gerry e Grobre [89, 154],

ratificando os nossos resultados.

Tabela 9.1: Regiões de compressão do parâmetro de Sorensen à temperatura nula, para ξR′x com
φ= π

2 .

Região de compressão para α = 0.

ξRx < 1 j = 1 j = 3
2

j = 2 j = 5
2

j = 3

θ ∈ ]0 ; π[ ]0 ; 1.112[
]0 ; 0.993[

]0 ; 0.915[
]0 ; 0.858[

]2.149 ; π[ ]2.284 ; π[

Região de compressão para α = π

2 .

ξRx < 1 j = 1 j = 3
2

j = 2 j = 5
2

j = 3

θ ∈
]0 ; 0.785[ ]0 ; 0.707[ ]0 ; 0.653[ ]0 ; 0.613[ ]0 ; 0.580[

]2.357 ; π[ ]2.434 ; π[ ]2.488 ; π[ ]2.529 ; π[ ]2.561 ; π[

Região de compressão para α = π.

ξRx < 1 j = 1 j = 3
2

j = 2 j = 5
2

j = 3

θ ∈ ——— ]2.030 ; π[ ——— ]2.227 ; π[ ———

Na temperatura nula e para α = 0, observamos que quanto maior o valor de j menor é a
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região de compressão. Verifica-se também uma distinção entre estados com j inteiros e semi-

inteiros, pois no caso inteiro a compressão ocorre em duas regiões simétricas, enquanto que no

caso semi-inteiro a compressão existe a partir de uma região sempre iniciada em θ = 0. Em

particular para j = 1 a compressão ocorre para todos os ângulos.

À medida que j aumenta, as regiões de compressão vão se reduzindo, o que concorda com

a ideia de limite clássico para j→+∞; isso indica que, quanto maior j, mais difícil é observar

a compressão do estado.

Com α = π
2 , todas as regiões de compressão são simétricas em relação ao valor central π2 .

No caso de α = π, somente os valores semi-inteiros apresentam compressão, que ocorre para

ângulos de θ maiores que π
2 .

Tabela 9.2: Limites térmicos de compressão para o parâmetro de Sorensen ξR′x com φ= π
2 .

Limites térmicos de compressão para α = 0.

ξRx = 1 j = 1 j = 3
2

j = 2 j = 5
2

j = 3

kbT

ω
0.481 0.604 0.701 0.781 0.847

Limites térmicos de compressão para α = π

2 .

ξRx = 1 j = 1 j = 3
2

j = 2 j = 5
2

j = 3

kbT

ω
0.361 0.454 0.521 0.571 0.617

Limite térmico de compressão para α = π.

ξRx = 1 j = 1 j = 3
2

j = 2 j = 5
2

j = 3

kbT

ω
——— 0.604 ——— 0.781 ———

Ao aumentarmos a temperatura, os valores dos parâmetros de compressão também aumen-

tam, o que implica na existência dos Limites Térmicos de Compressão, ou seja, uma tempera-

tura tal que, acima dela, não encontramos compressão sobre o estado, independente dos valores

de α, θ e φ.
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Figura 9.6: Parâmetro de Sorensen ξR′x à temperatura nula, com φ= π
2 e α =

{
0, π2 ,π

}
.
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Os Limites Térmicos de Compressão são apresentados na tabela 9.2, e dependem do va-

lor de j e do ângulo α. Esses valores evidenciam a importância da consideração dos efeitos

térmicos para a análise da compressão.

Nossos resultados podem auxiliar na realização de experimentos, informando as melhores

faixas tanto de temperatura quanto dos parâmetros α, θ e φ, para se obter compressão.

Analisando a tabela 9.2, percebemos que os estados simétricos, com α = 0, são mais resis-

tentes à temperatura, sendo a melhor opção j inteiro, já que os mesmos possuem duas regiões

de compressão.

No caso de α = π os limites térmicos de compressão, quando existem, coincidem com

os valores encontrados para o caso α = 0. Isso evidencia que os estados simétricos e anti-

simétricos, quando comprimidos, respondem de formas semelhantes à temperatura.

Consistente com toda a análise térmica feita até o momento, à medida que j aumenta o li-

mite térmico de compressão também aumenta. As variações da temperatura para α =
{

0, π2 ,π
}

são apresentadas nas figuras (Fig. 9.7), ( Fig. 9.8) e (Fig. 9.9).

Variando as temperaturas, afim de analisar os limites térmicos para cada α, percebemos

que, ao aumentar a temperatura, as regiões de compressão diminuem e ao ultrapassar os limites

térmicos a compressão é extinta.
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Figura 9.7: Parâmetro de Sorensen ξR′x com α = 0, φ= π

2 e kbT
ω = {0.5,0.7,0.9}.
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Figura 9.8: Parâmetro de Sorensen ξR′x com α = π

2 , φ= π
2 e kbT

ω = {0.3,0.5,0.7}.
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Figura 9.9: Parâmetro de Sorensen ξR′x com α = π, φ= π

2 e kbT
ω = {0.4,0.6,0.8}.
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9.4 Desigualdade de Tóth Térmica do Estado Atomic-Cat

As desigualdades de Tóth podem ser analisadas a partir das equações (9.16), (9.17), (9.18) e

(9.19). Como discutido na seção 7.4, a desigualdade de Tóth envolvendo os segundos momentos

é

< ψα(z,β)|J2
x +J2

y +J2
z |ψα(z,β)> = 3

2u
4(β)j(j+ 1) +u2(β)v2(β)(j+ 1)

≤ j(j+ 1) (9.33)

resultando no parâmetro de compressão

ξT ′ = 2j
2ju4(β) + 3u2(β)v2(β) (9.34)

o qual é violado para todo kbT
ω > 1. Para as variâncias térmicas temos

(4Jx(β))2 + (4Jy(β))2 + (4Jz(β))2 = u4(β)j(j+ 1)−u4(β)j2

cos(θ) + cos(α) [cos(θ)]2j−1

1 + cos(α) [cos(θ)]2j


2

+3u2(β)v2(β)j+ 1
2 −u4(β)j2 [cos(θ)]4j−2 sen2(α)sen2(θ){

1 + cos(α) [cos(θ)]2j
}2 ,

(9.35)

o que acarreta no parâmetro de compressão

ξT = u4(β)(j+ 1)−u4(β)j

cos(θ) + cos(α) [cos(θ)]2j−1

1 + cos(α) [cos(θ)]2j


2

+3u2(β)v2(β)j+ 1
2j −u

4(β)j [cos(θ)]4j−2 sen2(α)sen2(θ){
1 + cos(α) [cos(θ)]2j

}2 , (9.36)

o qual não é violado, independente da temperatura. A equação (9.36) não depende do valor

de φ e seus gráficos são apresentados em (Fig. 9.10) e (Fig. 9.11) para α =
{

0, π2 ,π
}

, j ={
1
2 ,1,

3
2 ,2,

5
2 ,3

}
e kbT

ω = {0.1,0.2,1.0}.

Apesar de não encontrarmos compressão no parâmetro de compressão ξT percebemos, a

partir da variação de α, que ao alterarmos as propriedades de simetria e antissimetria relativas a

m alteramos as caraterísticas dos gráficos. Um fato a observar é que o aumento da temperatura

acarreta um aumento do parâmetro ξT dado pela equação (9.36), afastando o estado do limite

de compressão, como podemos ver nos gráficos (Fig. 9.10) e (Fig. 9.11).
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Figura 9.10: Parâmetro de Compressão ξT do Estado Atomic-Cat com α =
{

0, π2 ,π
}

e
kbT
ω = 0.1.
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Figura 9.11: Parâmetro de Compressão ξT do Estado Atomic-Cat com α =
{

0, π2 ,π
}

e
kbT
ω = {0.2,1.0}.
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10 Conclusões e Perspectivas

Neste trabalho mostramos a compatibilidade da Dinâmica de Campos Térmicos (DCT)

com a construção dos Estados Coerentes para uma álgebra de Lie arbitrária. Neste contexto

apresentamos os Estados Coerentes de SU(2) e de SU(1,1) térmicos e observamos que o Vácuo

Térmico, elemento essencial do formalismo da DCT, pode ser relacionado com um Estado

Coerente de SU(2), para o caso ferminônico, e um Estado Coerente de SU(1,1), para o caso

bosônico.

Aplicamos então essa formulação para analisar as propriedades térmicas do Estado Coe-

rente do Momento Angular. Com esse objetivo determinamos o operador densidade termali-

zado desse estado que "carrega" todas as suas propriedades térmicas e analisamos a Fidelidade

Quântica, o Fator de Mandel e a Função de Wigner, todos termalizados.

A partir do cálculo da Fidelidade Quântica do Estado Coerente do Momento Angular Ter-

malizado observamos como a contribuição do efeito térmico é influenciado pelo valor de j, ou

seja, quanto maior o valor do momento angular total j mais sensível é o sistema à temperatura;

consequentemente, mais difícil é preservar a informação contida nele. No limite T → 0 ob-

temos o estado que descreve o sistema na situação não térmica, o que possibilita comparação

com os resultados conhecidos. Simulando a ação de portas lógicas associadas a rotações de 90◦

e 180◦ sobre a fase, percebemos que as rotações de 90◦ resistem melhor aos efeitos térmicos.

Também observamos que, para o estado coerente do momento angular, a fase inicial não tem in-

fluência na preservação da informação, sendo importante somente a diferença de fase. Portanto,

considerando a ação dessas portas lógicas, podemos preparar o sistema com qualquer fase φ.

Com a análise da Fidelidade também observamos que o ângulo θ = π
2 , ou equivalentemente

|z| = 1, é a situação mais difícil para preservar o estado original. Concluímos assim que a

preservação do estado coerente do momento angular é aprimorada ao evitarmos regiões com θ

próximo a π
2 . Ao tomarmos j → +∞, que corresponde ao limite clássico, observamos que a

Fidelidade é nula, independente do valor de θ e φ, para T > 0. Portanto, no limite de j→+∞
o estado coerente do momento angular afasta-se de qualquer outro estado coerente, o que pode
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caracterizar a não classicalidade do sistema.

O Fator de Mandel do Estado Coerente do Momento Angular Termalizado informa a esta-

tística seguida pelo sistema para cada valor de temperatura. Observamos que para T → 0+ todos

os estados seguem uma estatística sub-Poissoniana, independente do valor de j. Ao aumentar-

mos a temperatura, o valor do Fator de Mandel também aumenta até alcançar a temperatura de

transição, alternando para a estatística Poissoniana e Super-Poissoniana. Obtivemos os valores

do Fator de Mandel para a transição das estatísticas; esses valores de transição aumentam à me-

dida que j aumenta, sugerindo que uma vez gerados, no que se refere à estatística, os estados

com maiores valores de j resistem um pouco mais à temperatura.

A Função de Wigner fW para o Estado Coerente do Momento Angular Termalizado de-

pende do valor da fase φ, fato este também observado quando analisamos a compressão sobre

o estado Atomic-Cat. A região negativa da função de Wigner muda a depender do valor de φ,

sendo o máximo obtido quando tomamos φ = 0. Variando o ângulo θ de fW observamos uma

espécie de rotação em relação ao eixo z, onde os valores de máximos e mínimos da função de

Wigner também aumentam, o que implica que a variação de θ é mais que uma simples rotação,

uma vez que a região de não classicalidade da função de Wigner é ampliada. Ao analisarmos

j =
{

1
2 ,1,

3
2 ,2,

5
2 ,3

}
evidenciamos uma relação entre os picos e vales de fW , que se mostra

diferente para valores inteiro e semi-inteiro de j. Para o caso inteiro temos mais picos do que

vales, enquanto que no caso semi-inteiro observamos mais vales do que picos; isso evidencia

que os estados com j semi-inteiro são "mais não clássicos"que aqueles com j inteiro. Tal fato

concorda com a análise para altas temperaturas, onde os valores inteiros de j geram dois picos

positivos, enquanto que para os valores semi-inteiros de j há 2 vales negativos.

Ao analisarmos a influência da temperatura na compressão para o Estado Coerente do Mo-

mento Angular Termalizado observamos que, como era de esperar, o estado não apresenta com-

pressão de acordo com os parâmetros de Wineland e Sorensen, onde observamos que os efeitos

térmicos afastam cada vez mais o estado da região de compressão. Na situação onde pode-

mos supor que o estado coerente pode ser visto como uma superposição de N subsistemas com

j = 1
2 , encontramos compressão somente para j < 3. Já as desigualdades de Tóth, que estão as-

sociadas à presença de emaranhamento, são violadas indicando a presença de emaranhamento

no Estado Coerente do Momento Angular Termalizado. Na verdade obtivemos um resultado

mais forte, ou seja, que utilizando a DCT observa-se que todo estado termalizado do momento

angular viola a desigualdade de Tóth que envolve a soma dos três segundos momentos.

Para o Estado Gaussiano Termalizado notamos que os parâmetros de Wineland e Sorensen

coincidem e observamos como as regiões de compressão coexistem com o princípio de incer-
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teza. Percebemos que a região de compressão depende do parâmetro σ e da temperatura T ,

sendo que a temperatura tem o efeito global de afastar o estado Gaussiano da região de com-

pressão, o que nos motivou a introduzir o conceito de Limite Térmico de Compressão, isto é,

a temperatura em que, acima dela, não garantimos mais encontrar compressão do estado. O

Limite Térmico de Compressão evidencia a importância da análise dos efeitos térmicos no es-

tudo da compressão, fato este desconhecido até o momento. Portanto a aplicação da DCT, além

de revelar a importância da temperatura, permite encontrar uma forma consistente de mensurar

os efeitos térmicos, fato este que possibilitou calcularmos os Limites Térmicos de Compressão

para o parâmetro de Wineland, considerando diversos valores de j. Neste caso encontramos

uma pequena diferença para os valores nas direções y e z, o que revela que a direção z é um

pouco mais resistente aos efeitos térmicos que a direção y.

Já o Estado Atomic-Cat Termalizado resultou num parâmetro de Wineland térmico que não

depende da fase φ, sendo que não encontramos compressão mesmo variando todos os parâme-

tros. Quando analisamos o parâmetro de Sorensen térmico percebemos a influência da fase φ

já que, dependendo do seu valor, encontramos ou não compressão sobre o estado; isto reflete o

fato que a fase φ pode ser utilizada para regular a intensidade da compressão. Se variarmos a

fase arbitrária α, somos capazes de analisar como as propriedades de paridade se refletem nas

expressões dos parâmetros de compressão. Percebemos que os estados com paridade positiva

apresentam mais regiões de compressão, sendo mais fáceis de serem comprimidos que os com

paridade negativa. Considerando o caso com j inteiro os estados simétricos, α = 0, apresen-

tam maiores regiões de compressão, enquanto que para j semi-inteiro a região de compressão

é maior para α = π
2 . O aumento da temperatura tem o efeito global de afastar o estado da re-

gião de compressão, novamente possibilitando a introdução do conceito de Limite Térmico de

Compressão, cujo cálculo para diversos valores de j permite notar que seu valor aumenta con-

comitantemente com o valor de j. Apesar de exibirem gráficos diferentes para α= 0 e α= π, os

estados simétricos e antissimétricos possuem limites térmicos iguais; isso implica que, uma vez

comprimidos, esses estados respondem de forma semelhante aos efeitos térmicos. Por possuir

limites térmicos para j inteiro e semi-inteiro, os estados simétricos apresentam melhor com-

portamento em relação à compressão. Ao calcularmos as desigualdade de Tóth, só observamos

compressão usando a desigualdade que envolve a soma dos três segundos momentos, mas a de-

sigualdade que envolve a soma das três variâncias, mesmo não apresentando compressão, pode

ser utilizada para reforçar a ideia de que os efeitos térmicos afastam cada vez mais o estado

da região de compressão, além de evidenciar as propriedades de simetria e antissimetria desses

estados.

Esse trabalho permite uma vasta gama de desdobramentos. Nossas perspectivas consistem
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em explorar outros estados de interesse, no contexto dos autoestados do momento angular, assim

como introduzir a versão térmica de outros parâmetros de compressão. Pretendemos investigar

os estados coerentes de SU(3) que estão sendo analisados em recentes trabalhos, vislumbrando

obter resultados para o caso geral de SU(N) na perspectiva da Dinâmica de Campos Térmi-

cos. Uma característica muito investigada é a Informação de Fisher, que mensura a quantidade

de informação contida num sistema; pretendemos obter uma versão térmica da Informação de

Fisher e analisar como essa informação se comporta nas regiões de compressão, para diversos

valores de temperatura. Motivados pelas desigualdades de Tóth, pretendemos propor alguns

parâmetros de compressão e determinar um conjunto de desigualdades que caracterize o ema-

ranhamento para os estados de SU(1,1), o que dará origem a parâmetros de compressão cuja

violação irá indicar emaranhamento. Também pensamos em analisar o processo inverso, isto

é, a partir das definições de cada parâmetro de compressão, propor estados que miniminizem

tais parâmetros; dessa forma seríamos capazes de fornecer quais seriam os melhores estados

a serem empregados, para cada situação. Pretendemos também escrever a transformação de

Bogoliubov em termos da base de Cartan-Weyl, a fim de explorar o formalismo da DCT para

uma álgebra de Lie arbitrária.
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APÊNDICE A -- Cálculo de Séries

Neste apêndice explicitaremos a resolução das séries necessárias para o cálculo das médias

e das variâncias dos operadores do estado coerente do momento angular (seção 4.2). Para isso,

partiremos da série dada pelo binômio de Newton

(x+y)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
xkyn−k. (A.1)

Tomando n= 2j e x= 1 ou y = 1 reescrevemos a série (A.1) de duas formas equivalentes

(1 +x)2j =
2j∑
k=0

(
2j
k

)
x2j−k,

=
2j∑
k=0

(
2j
k

)
xk, (A.2)

consistente com a propriedade
(

2j
k

)
=
(

2j
2j−k

)
dos Binômios de Newton. Equivalentemente,

podemos associar k↔ 2j−k, sem alterar a série.

• Cálculo da soma associada a Jx e Jy

j∑
m=−j

|z2|j+m

(1 + |z|2)2j

(
2j

j+m

)
(j−m) = 2j

1 + |z|2 . (A.3)

Se derivarmos a equação (A.2)
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2j(1 +x)2j−1 =
2j−1∑
k=0

(
2j
k

)
x2j−k−1(2j−k),

=
2j∑
k=1

(
2j
k−1

)
x2j−k(2j−k+ 1),

=
2j∑
k=1

(
2j
k

)
k

2j−k+ 1x
2j−k(2j−k+ 1),

=
2j∑
k=0

(
2j
k

)
x2j−kk,

=
0∑

k=2j

(
2j

2j−k

)
xk(2j−k),

=
2j∑
k=0

(
2j
k

)
xk(2j−k),

=
j∑

m=−j

(
2j

j+m

)
xj+m(j−m). (A.4)

Portanto, fazendo x= |z|2 obtemos

j∑
m=−j

|z2|j+m
(

2j
j+m

)
(j−m) = 2j(1 + |z|2)2j−1, (A.5)

resultando na série desejada após a divisão por (1 + |z|2)2j .

• Cálculo da soma associada a Jz

j∑
m=−j

|z2|j+m

(1 + |z|2)2j

(
2j

j+m

)
m = j(|z|2−1)

1 + |z|2 (A.6)

Derivando o Binômio de Newton e multiplicando por x2 encontramos

jx(1 +x)2j−1 = x

2

2j∑
k=1

(
2j
k

)
xk−1k

=
2j∑
k=0

(
2j
k

)
xk
k

2

=
j∑

m=−j

(
2j

j+m

)
xj+m

j+m

2 . (A.7)
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Se multiplicarmos a equação (A.4) por −1
2 e somarmos a equação (A.7), temos:

j(x−1)(1 +x)2j−1 = −1
2

j∑
m=−j

(
2j

j+m

)
xj+m(j−m) +

j∑
m=−j

(
2j

j+m

)
xj+m

j+m

2

=
j∑

m=−j

(
2j

j+m

)
xj+mm, (A.8)

e denotando x= |z|2 temos

j(|z|2−1)(1 + |z|2)2j−1 =
j∑

m=−j

(
2j

j+m

)
|z2|j+mm; (A.9)

a série desejada é obtida após a divisão por (1 + |z|2)2j .

• Cálculo da soma associada a J2
x e J2

y

j∑
m=−j

|z2|j+m

(1 + |z|2)2j

(
2j

j+m

)
(j−m)(j−m−1) = 2j(2j−1)

(1 + |z|2)2 . (A.10)

Basta derivar duas vezes a série do Binômio de Newton obtendo,

2j(2j−1)(1 +x)2j−2 =
2j−2∑
k=0

(
2j
k

)
x2j−k−2(2j−k)(2j−k−1)

=
2j∑
k=2

(
2j
k−2

)
x2j−k(2j−k+ 2)(2j−k+ 1),

=
2j∑
k=2

(
2j
k

)
k

2j−k+ 1
k−1

2j−k+ 2x
2j−k(2j−k+ 1)(2j−k+ 2),

=
2j∑
k=0

(
2j
k

)
x2j−kk(k−1),

=
0∑

k=2j

(
2j

2j−k

)
xk(2j−k)(2j−k−1),

=
2j∑
k=0

(
2j
k

)
xk(2j−k)(2j−k−1),

=
j∑

m=−j

(
2j

j+m

)
xj+m(j−m)(j−m−1). (A.11)



188

Então, definindo x= |z|2 segue que

2j(2j−1)(1 + |z|2)2j−2 =
j∑

m=−j

(
2j

j+m

)
|z2|j+m(j−m)(j−m−1), (A.12)

que dividida por (1 + |z|2)2j resulta na série desejada.

• Cálculo da soma associada a J2
z

j∑
m=−j

|z2|j+m

(1 + |z|2)2j

(
2j

j+m

)
m2 =

j
[
j|z|4−2j|z|2 + 2|z|2 + j

]
(1 + |z|2)2 . (A.13)

Reescrevendo a equação (A.10) como

2j(2j−1)
(1 + |z|2)2 =

j∑
m=−j

|z2|j+m

(1 + |z|2)2j

(
2j

j+m

)
(j−m)(j−m−1)

=
j∑

m=−j

|z2|j+m

(1 + |z|2)2j

(
2j

j+m

)[
j2−2jm+m2− (j−m)

]

= j2−2j
j∑

m=−j

|z2|j+m

(1 + |z|2)2j

(
2j

j+m

)
m+

j∑
m=−j

|z2|j+m

(1 + |z|2)2j

(
2j

j+m

)
m2

−
j∑

m=−j

|z2|j+m

(1 + |z|2)2j

(
2j

j+m

)
(j−m), (A.14)

pelas equações (A.3) e (A.6) obtemos

j∑
m=−j

|z2|j+m

(1 + |z|2)2j

(
2j

j+m

)
m2 = 2j(2j−1)

(1 + |z|2)2 − j
2 + 2j j(|z|

2−1)
1 + |z|2 + 2j

1 + |z|2

= 4j2−2j− j2(1 + |z|2)2 + 2j2(|z|4−1) + 2j(1 + |z|2)
(1 + |z|2)2

=
j
[
j|z|4−2j|z|2 + 2|z|2 + j

]
(1 + |z|2)2 . (A.15)
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APÊNDICE B -- Grupos e Álgebras de Lie

Neste apêndice faremos uma revisão sobre conceitos fundamentais associados aos Grupos

de Lie e às Álgebras de Lie, baseada nas referências [137, 155–157], com o intuito de me-

lhor aplicá-los no desenvolvimento do Estado Coerente de uma Álgebra de Lie arbitrária, no

contexto da DCT.

Definição B.1. Um Grupo (G, ·) é formado por um conjunto G munido de uma operação

produto que satisfaz as seguintes propriedades:

i) Fechamento 7−→ a.b ∈G, ∀a,b ∈G

ii) Associatividade 7−→ (a.b).c= a.(b.c) ∀a,b,c ∈G

iii) Identidade 7−→ ∃e ∈G; ∀a ∈G a.e= e.a= a

iv) Inverso 7−→ ∀a ∈G,∃a−1 ∈G; a.a−1 = a−1.a= e

Definição B.2. Uma Topologia no conjunto X é um conjunto τ de subconjuntos de X tal que

i) ∅,X ∈ τ

ii) Se A,B ∈ τ, então A∩B ∈ τ

iii) Se Ai ∈ τ, ∀i ∈ I, então ∪i∈IAi ∈ τ .

Um Espaço Topológico é um par (X,τ) em que X é um conjunto não vazio e τ é uma

topologia em X . Os elementos de uma topologia são denominados conjuntos abertos do espaço

topológico respectivo; uma Vizinhança de x ∈ X para uma topologia τ é um subconjunto

V ⊆X que contém um aberto ao qual x pertence.

Podemos unir o conceito de grupo ao de topologia dando origem à ideia de grupo topoló-

gico.
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Definição B.3. Um Grupo Topológico é um grupoG cujo conjunto é munido de uma topologia,

tal que

i) O produto p :G×G→G, p(g,h) = gh

e

ii) A aplicação i :G→G, i(g) = g−1

são aplicações contínuas.

As duas propriedades que definem um grupo topológico podem ser condensadas equivalen-

temente, tomando a continuidade da aplicação

q(g,h) → gh−1, q :G×G→G.

Cada elemento g ∈G define naturalmente as seguintes aplicações contínuas:

• Translação à Esquerda Eg :G→G, Eg(h) = gh.

• Translação à Direita Dg :G→G, Dg(h) = hg.

• Conjugação Cg :G→G, Cg(h) = ghg−1.

É interessante analisar como os grupos topológicos atuam em outros conjuntos; para isso

introduz-se o conceito de ação de um grupo.

Definição B.4. Uma Ação de um Grupo G num conjunto X é uma aplicação a : G×X →X

que associa a cada g ∈G, uma aplicação a(g) :X →X satisfazendo as propriedades:

i) a(1) = idX , isto é, a(1)(x) = x,∀x ∈X .

ii) a(gh) = a(g)◦a(h).

Essas propriedades garantem que cada a(g) seja uma bijeção. Visto de outra forma, uma

ação é um homomorfismo sobre o grupo das bijeções deX , isto é, a :G→B(X). Normalmente

o símbolo a é suprimido na notação para ações de grupos, sendo simbolizado somente por gx

ao invés de a(g)(x).

Dado x ∈X , o conjunto formado por todos os elementos oriundos da ação de G sobre x é

denominado de Órbita, que denotaremos por Gx, com
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Gx = {gx ∈X; g ∈G}

Cada órbita é uma classe de equivalência, de forma que duas órbitas ou são disjuntas ou

coincidem.

Definição B.5. O Subgrupo de Isotropia é o conjunto Gx dos elementos de G que fixam x, ou

seja,

Gx = {g ∈G; gx= x} .

Os subgrupos de Isotropia podem ser obtidos um dos outros, a partir da seguinte proposição:

Proposição B.6. Dados x,y ∈ X com Gx e Gy sendo os respectivos subgrupos de Isotropia,

suponha que y = gx com g ∈G. Então

Gy = gGxg
−1.

Um subgrupo de isotropia é máximo, se não está contido em nenhum outro subgrupo de

isotropia. As ações de grupos podem ser distinguidas de acordo com as propriedades de suas

órbitas e grupos de isotropia.

Definição B.7. Seja a uma ação de G em X .

i) A ação é dita ser Transitiva se X é uma órbita de G, isto é, para todo par de elementos

x,y ∈X existe g ∈G tal que gx= y.

ii) A ação é dita ser Livre se os subgrupos de isotropia se reduzem ao elemento neutro de

G, isto é, se gx = x para algum x ∈X , então g = 1.

iii) A ação é dita ser Efetiva ou Fiel se kernel (a) = {g ∈G;a(g) = idX} = {1} . Isto

é, se gx = x para todo x ∈X então g = 1.

Segue direto das definições (B.7) que toda ação efetiva é também uma ação livre, no entanto

nem toda ação livre é efetiva. A partir das definições apresentadas em B.7, podemos obter que

Proposição B.8. Suponha que a ação de G em X é transitiva e considere x ∈ X . Então, a

aplicação

ξ : G/Gx 7−→ X

ξ(gGx) −→ gx
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é uma bijeção entre G/Gx e X .

Se considerarmos a órbita Gx, encontramos um homomorfismo G/Gx→Gx relacionando

a órbita com o grupo de Isotropia.

No final so século XIX Sophus Lie, trabalhando com Equações Diferenciais Parciais, desen-

volveu a teoria dos grupos de transformação que posteriormente recebeu seu nome. Os grupos

de Lie são uma junção da teoria de grupos com o conceito de variedades diferenciáveis.

O quinto problema de Hilbert pergunta quais grupos topológicos são diferenciáveis, ou seja,

possui uma estrutura diferenciável. Como resposta foi demonstrado que um grupo Topológico

é um grupo de Lie se for uma variedade topológica localmente euclidiana. Portanto,

Definição B.9. Uma Variedade Topológica de dimensão m é um espaço topológico X com as

seguintes propriedades:

i) X é Hausdorff, ou seja, dados dois pontos distintos p,q ∈ X , então existem abertos

disjuntos U,V tais que p ∈ U e q ∈ V .

ii) X tem Base Enumerável de Abertos, isto é, existe uma coleção enumerável de abertos

de X tal que todo aberto é uma união de abertos dessa coleção

iii) X é Localmente Euclidiano, isto é, para qualquer p ∈ X , existem abertos U ⊂ X

contendo p e Ũ ⊂ Rm, com um homeomorfismo φ : U → Ũ .

Definição B.10. Um Atlas na variedade topológica X é uma coleção U =
{
φi : Ui→ Ũi

}
i∈I

de homeomorfismos, chamados cartas locais de X , onde Ui ⊂ X é aberto, Ũi ⊂ Rm aberto e

∪i∈IUi =X . Os homeomorfismos

φj ◦φ−1
i : φi (Ui∩Uj)⊂ Ũi → φj (Ui∩Uj)⊂ Ũj

são chamados de mudanças de coordenadas.

Um atlas é de classe Cr se todas as mudanças de coordenadas do atlas são diferenciáveis

até a ordem r. Um atlas é maximal se não está contido propriamente em nenhum outro atlas. Na

coleção de todos os atlas de classe Cr temos uma relação de ordem parcial dada pela inclusão.

Pelo Lema de Zorn, todo atlas A está contido em um único atlas maximal.
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Definição B.11. Uma Variedade Diferencial, de dimensão m e classe Ck é um par (M,U)
onde M é um espaço topológico Hausdorff, com base enumerável e U é um atlas maximal de

dimensão m e classe Ck sobre M .

A exigência de que o atlas seja maximal não é necessária para se definir uma variedade,

mas é conveniente em muitos casos. Em muitas abordagens também introduz-se o conceito de

estrutura diferenciável, acarretando uma definição equivalente.

Sejam M e N duas variedades de dimensão m e n respectivamente. Uma aplicação

φ : M →N é diferenciável em p ∈M se dada uma parametrização y : V ⊂ Rm→N em φ(p)
existe uma parametrização x : U ⊂ Rn→M em p tal que φ(x(U))⊂ y(V ) e a aplicação

y−1 ◦φ◦x : U ⊂Rn → Rm

é diferenciável em x−1(p).

Desta forma podemos analisar se uma aplicação entre variedades é diferenciável ou não

transferindo essa análise para o espaço Rn. Uma Curva em M é uma aplicação diferenciável

dada por α : (−ε, ε)→M .

Definição B.12. SejaM uma variedade de dimensãom, α uma curva deM com α(0) = p∈M
e D o conjunto das funções de M diferenciáveis em p. O Vetor Tangente à curva α em t= 0 é

a função α′(0) tal que

α′(0) : D→ R

α′(0)f = d(f ◦α)
dt

∣∣∣∣∣
t=0

, f ∈ D.

Se escolhermos uma parametrização x : U →M em p = x(0), podemos exprimir a função

f e a curva α por

q = (x1,x2, ...,xn) ∈ U,

f ◦x(q) = f(x1,x2, ...,xn),

x−1 ◦α(t) = (x1(t),x2(t), ...,xn(t)).
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Portanto,

α′(0)f = d(f ◦α)
dt

∣∣∣∣∣
t=0

= d

dt
f(x1(t),x2(t), ...,xn(t))

∣∣∣∣∣
t=0

=
n∑
i=1

x′(0)
(
∂f

∂xi

)
t=0

=
(

n∑
i=1

x′(0)
(
∂

∂xi

)
0

)
f,

então o vetor α′(0) pode ser expresso na parametrização x como

α′(0) =
∑
i

x′i(0)
(
∂

∂xi

)
0
,

sendo
(
∂
∂xi

)
0

o Vetor Tangente em p, que depende somente das derivadas parciais em x.

O conjunto de todos os vetores tangentes a M em p é o Espaço Tangente TpM , que possui

uma estrutura de espaço vetorial de dimensão m. A escolha de uma parametrização x : U →M

determina uma base {
∂

∂x1
,
∂

∂x2
, ...,

∂

∂xn

}
∈ TpM.

O Fibrado Tangente de uma variedadeM é definido como sendo TM = {(p,v); p ∈M, v ∈ TpM},
munido de uma estrutura diferenciável. Esse espaço, de dimensão 2m, é utilizado para descre-

ver a posição e a velocidade na Mecânica Clássica.

Definição B.13. Um Campo de Vetores X em uma variedade M é uma correspondência que a

cada ponto p ∈M associa um vetor X(p) ∈ TpM .

Considerando uma parametrização x : U ⊂ Rm→M é possível escrever

X(p) =
m∑
i=1

ai(p)
∂

∂xi
,

com ai : U → R uma função em U e
{

∂
∂xi

}
uma base associada a parametrização x.

Se os Campos de Vetores forem diferenciáveis, podemos interpretar X como sendo opera-

dores sobre o conjunto das funções diferenciáveis em M , ou seja, X : D →D. Se X e Y são
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campos diferenciáveis emM e f :M→R, em geralX(Y f) e Y (Xf) não resultam em campos

vetoriais.

Proposição B.14. Sejam X e Y campos diferenciáveis de vetores em uma variedade diferen-

ciável M . Então existe um único campo vetorial Z tal que, para todo f ∈ D

Zf = (XY −Y X)f.

o campo vetorial Z = [X,Y ] = XY −Y X é denominado de colchete de Lie, que dará origem

à Álgebra de Lie.

Definição B.15. Um Grupo de Lie é uma Variedade Diferenciável G com uma estrutura de

grupo, de tal modo que a aplicação

(x,y) ∈G×G −→ xy−1 ∈G

é diferenciável.

De forma análoga podemos introduzir os conceitos de translação à esquerda, translação à

direita, conjugação, órbita e subgrupo de isotropia.

Definição B.16. Uma Álgebra de Lie consiste de um espaço vetorial g munido de um produto

(colchete) [· , · ] : g×g→ g que satisfaz as seguintes propriedades:

i) o colchete [· , · ] é bilinear

ii) antisimetria, isto é, [A,B] =− [B,A]

iii) identidade de Jacobi: para A,B,C ∈ g então

[A, [B,C] , ] + [B, [C,A] , ] + [C, [A,B] , ] = 0.

Um aspecto importante da Teoria de Lie é a relação entre os Grupos e as Álgebras de Lie,

que se faz através dos campos de vetores invariantes a translações juntamente com a aplicação

exponencial.

Definição B.17. Seja G um grupo de Lie. Um campo de vetores X em G é dito ser
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i) Invariante à Direita se para todo g ∈G, (Dg)X = X , isto é,

d(Dg)h(X(h)) = X(hg), ∀g,h ∈G

ii) Invariante à Esquerda se para todo g ∈G, (Eg)X = X , isto é,

d(Eg)h(X(h)) = X(gh), ∀g,h ∈G

Os campos invariantes à direita ou à esquerda são completamente determinados por seus

valores na identidade I ∈G. Para todo g ∈G a condição de invariância acarreta que

d(Dg)I(X(I)) = X(g)

= d(Eg)I(X(I)),

o conjunto de todos os campos invariantes à esquerda será denotado por g, que é isomorfo ao

conjunto dos campos invariantes à direita.

Proposição B.18. Dado um Grupo de Lie G, o conjunto g dos campos invariantes à esquerda

de G é um espaço vetorial, e a aplicação φ : g→ TIG definida por

φ(X) = X(I)

é um isomorfismo linear. Consequentemente dimg = dimTIG = dimG, sendo TIG o espaço

tangente da identidade.

Devido à Proposição (B.14), os campos de vetores invariantes à esquerda preservam o col-

chete de Lie, sendo então fechado em relação a essa operação.

Definição B.19. A Álgebra de Lie de um grupo de Lie G é definida como a Álgebra g dos cam-

pos vetoriais invariantes à esquerda de G munida com o produto de Lie, ou equivalentemente,

o espaço tangente da identidade TIG munida com o mesmo produto.

A aplicação exponencial exp : g→ G estabelece um vínculo entre os grupos de Lie e as

Álgebras de Lie, permitindo transportar algumas propriedades de uma estrutura para outra.

A ideia básica da construção é que os elementos de g são equações diferenciais ordinárias

em G, permitindo construir a partir de X ∈ g um subgrupo a 1-parâmetro t ∈ R cuja solução é



197

da forma exponencial.

Proposição B.20. SejaX um campo de vetor em uma variedadeM e seja p∈M . Então existem

uma vizinhança U ⊂M de p, um intervalo (−δ,δ) com δ > 0 e uma aplicação diferenciável

φ : (−δ,δ)×U →M tais que a curva α : t→ φ(t,p), t ∈ (−δ,δ), é a única curva que satisfaz

∂φ

∂t
= X(φ(t,q)) e φ(0, q) = q, ∀q ∈ U.

Uma curva α : (−δ,δ)→M que satisfaz as condições α′(t) = X(α(t)) com α(0) = p é

chamada de Trajetória do campo X .

A Proposição (B.20) garante que para cada ponto de uma certa vizinhança passa uma única

trajetória de X , sendo a aplicação φ(t,p) = φt(p) : U ⊂M → G denominada de Fluxo Local

do Campo.

Proposição B.21. Num grupo de Lie G, φt é definido para todo t ∈R e a aplicação φ : R→G

assim definida é um subgrupo de Lie.

Dessa forma, o conceito de aplicação exponencial pode ser introduzido como

Definição B.22. Seja G um grupo de Lie com uma álgebra de Lie g. Seja X ∈ g. Se indicarmos

por φX a trajetória de X pela origem I , então definimos a Aplicação Exponencial de G por

exp : g≈ TIG −→ G

X 7−→ φX(I).

A aplicação exponencial relaciona a álgebra de Lie g com o Grupo de Lie G, permitindo

também associar os subgrupos com as subálgebras. A partir desta aplicação, mostra-se que:

Proposição B.23. Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g.

• Então para qualquer subálgebra de Lie h⊂ g, existe um único subgrupo conexo H ⊂G,

cuja álgebra de Lie é h.

• Então todo subgrupo fechado H ⊂G é um grupo de Lie, sendo sua álgebra de Lie h⊂ g.
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Iremos agora analisar as propriedades das Álgebras de Lie a fim de entender a decomposi-

ção de Cartan, essencial para a construção dos estados coerentes generalizados.

Definição B.24. Seja g uma Álgebra de Lie com geradores Xi, então as Constantes de Estru-

tura são Cτρ,σ dadas por

[Xρ,Xσ] = Cτρ,σXτ ,

e determinam a estrutura da Álgebra de Lie.

Definição B.25. Todo elemento X de uma Álgebra de Lie g define uma transformação linear

ad(X) : g −→ g

Z 7−→ [X,Z] ,

denominada de Representação Adjunta da álgebra de Lie g.

Definição B.26. Um subconjunto i de uma álgebra de Lie g é dito ser um Ideal se i é um

subespaço linear de g e

[X,Y ] ∈ i, ∀ X ∈ i, Y ∈ g;

em particular, um Ideal é uma subálgebra de Lie.

Definição B.27. Uma álgebra de Lie g é Simples se dimg > 1 e se os únicos ideais de g são

os triviais, ou seja, g e {0}.

Definição B.28. Uma álgebra de Lie g é Semi-Simples se

g = g1⊕g2⊕ ...⊕gn

em que cada gi é uma álgebra de Lie simples.

A partir das constantes de estrutura, podemos definir um tensor simétrico

gσ,λ = CτσρC
ρ
λτ

denominado de Forma de Killing, que permite caracterizar as álgebras semi-simples.
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Proposição B.29. Uma álgebra de Lie g é semi-simples se, e somente se

det|gσλ| 6= 0.

Definição B.30. Seja g uma álgebra de Lie, o seu Centro é

z(g) = {X ∈ g; ∀Y ∈ g, [X,Y ] = 0} .

O centro de toda álgebra de Lie g é uma subálgebra de Lie Abeliana.

Proposição B.31. Seja g uma álgebra de Lie simples, então o seu centro é z(g) = {0}.

Por definição, o mesmo ocorre se a álgebra de Lie for semi-simples, ou seja, o centro de

uma álgebra de Lie semi-simples é trivial.

Definição B.32. Uma álgebra de Lie real g é dita Compacta se existe em g um produto interno

(·, ·) invariante, isto é, em que a representação adjunta é uma isometria

(ad(X)Y,Z) + (Y,ad(X)Z) = 0, X,Y,Z, ∈ g.

Proposição B.33. Uma álgebra de Lie g compacta se decompõe como

g = z(g)⊕u,

onde z(g) é o centro de g e u é uma álgebra semi-simples.

O resultado da proposição (B.33) é válido para uma Álgebra de Lie real; para estudar o caso

complexo é preciso associar álgebras de Lie reais a álgebras de Lie complexas.

Definição B.34. Seja g uma álgebra de Lie real, a álgebra de Lie complexa

gC = C⊗R g

é chamada de Complexificação de g.
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Definição B.35. Seja g uma álgebra de Lie complexa e g0 uma álgebra de Lie real tal que

g = g0⊕ ig0

então g0 é dita ser a Forma Real da álgebra de Lie complexa g.

Proposição B.36. Se g é uma álgebra de Lie complexa e semi-simples, então existe uma forma

real compacta de g.

Definição B.37. O Normalizador de uma subálgebra h⊂ g é definido por

n(h) = {X ∈ g; ad(X)h = [X,h]⊂ h} .

O normalizador de uma subálgebra de Lie h⊂ g é também uma subálgebra de g.

Definição B.38. Uma álgebra de Lie g é dita ser Nilpotente se existe k > 1 tal que

gk = {0} ,

com g1 = g e gk =
{

[X,Y ] ;X ∈ g,Y ∈ gk−1
}

.

As álgebras de Lie nilpotentes são a classe das álgebras que mais se assemelham ao caso

abeliano, sendo que toda álgebra abeliana é nilpotente, pois g2 = [g,g] = 0.

Definição B.39. Seja g uma álgebra de Lie com h⊂ g então se diz que h é uma Subálgebra de

Cartan se:

i) h é nilpotente.

ii) h coincide com o seu normalizador em g, isto é, se [X,h]⊂ h então X ∈ h.

Proposição B.40. Se g é uma álgebra semi-simples complexa, uma subálgebra h ⊂ g é de

Cartan se, e somente se,

i) h é abeliana.

ii) As adjuntas de seus elementos ad(H), H ∈ h, são diagonalizáveis.

iii) É maximal1 com respeito às propriedades (i) e (ii).
1uma álgebra é dita maximal se a mesma não está contida propriamente em nenhuma subálgebra.
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Definição B.41. Uma Raíz da Subálgebra de Cartan h é um funcional linear α ∈ h∗ tal que

gα = {X ∈ g;∀H ∈ h, [H,X] = α(H)X} 6= {0} ,

onde h∗ é o espaço de todos os funcionais lineares sobre h.

A dimensão de cada subespaço associado às raízes da subálgebra de Cartan é dimCgα = 1.

Proposição B.42. Seja g uma álgebra de Lie semi-simples sobre os complexos e h uma subál-

gebra de Cartan de g, então esta álgebra se decompõe como

g = h⊕
∑
Π

gα,

com Π ∈ h∗ o conjunto de todas as raízes.

A decomposição obtida na proposição (B.42) é conhecida como Decomposição de Cartan

e possui as propriedades indicadas na Proposição B.43.

Proposição B.43. Dado uma decomposição de Cartan g = h⊕
∑
Π

gα da álgebra de Lie g,

então vale que

i) [gλ,gµ]⊂ gλ+µ, com λ+µ 6= 0

ii) [gλ,g−λ]⊂ h

iii) [h,gλ]⊂ gλ

A partir dessas propriedades podemos definir uma base de vetores para a álgebra de Lie que

respeite a decomposição de Cartan.

Definição B.44. Seja g uma álgebra de Lie semi-simples, a Base de Cartan-Weyl é o conjunto

{Hi,Eα}, com α sendo raíz da subálgebra de Cartan, tal que

[Hi,Hj ] = 0, [Hi,Eα] = αiEα,

[Eα,E−α] = ∑
iα

iHi,
[
Eα,Eβ

]
= Nα,βEα+β,

sendo Hi ∈ h e Eα ∈ gα dados pela decomposição de Cartan g = h⊕
∑
α∈Π

gα.

Para o caso do grupo não compacto, o que irá fazer o papel da subálgebra de Cartan será

uma subálgebra Abeliana Maximal a. Iwasawa na década de 40 demonstrou uma decomposição

em termos de a e das suas raízes.
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Definição B.45. Seja g uma álgebra de Lie semi-simples não compacta2, a Decomposição de

Iwasawa é dada por

g = l⊕a⊕n,

com l sendo a subálgebra compacta maximal, a a subálgebra abeliana maximal e n =
∑
α>0

gα

associada às raízes positivas de a.

Uma outra decomposição em termos das raízes pode ser feita considerando g = g0⊕
∑
α
gα,

tal que g0 = m⊕a, com m uma subálgebra compacta.

2Uma álgebra de Lie é dita ser não compacta, se o seu grupo de Lie não é compacto.
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APÊNDICE C -- Médias e Variâncias Térmicas

As médias e as variâncias térmicas podem ser encontradas de uma maneira sistemática.

Para mostrar isso, consideraremos um estado térmico genérico

|τ(β)> =
j∑

m=−j
fm(τ)|β;j+m,j−m, 0̃0>, (C.1)

com fm(τ) dando o peso de cada auto-estado normalizado. Os operadores térmicos são

Jx = u(β)2

2
[
a†1(β)a2(β) +a1(β)a†2(β)

]
+ v(β)2

2
[
ã†1(β)ã2(β) + ã1(β)ã†2(β)

]
+u(β)v(β)

2
[
a†1(β)ã†2(β) + ã1(β)a2(β) + ã†1(β)a†2(β) +a1(β)ã2(β)

]
, (C.2)

Jy = u(β)2

2i
[
a†1(β)a2(β)−a1(β)a†2(β)

]
+ v(β)2

2i
[
−ã†1(β)ã2(β) + ã1(β)ã†2(β)

]
+u(β)v(β)

2i
[
a†1(β)ã†2(β) + ã1(β)a2(β)− ã†1(β)a†2(β)−a1(β)ã2(β)

]
(C.3)

e

Jz = u(β)2

2
[
a†1(β)a1(β)−a†2(β)a2(β)

]
+ v(β)2

2
[
ã1(β)ã†1(β)− ã2(β)ã†2(β)

]
+u(β)v(β)

2
[
a†1(β)ã†1(β) + ã1(β)a1(β)−a†2(β)ã†2(β)−a2(β)ã2(β)

]
. (C.4)
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As médias térmicas desses operadores serão obtidas, considerando,

Jx|τ(β)> =
j∑

m=−j

{
u(β)2

2
[
a†1(β)a2(β) +a1(β)a†2(β)

]
fm(τ)|β;j+m,j−m, 0̃0>

+u(β)v(β)
2

[
a†1(β)ã†2(β) + ã†1(β)a†2(β)

]
fm(τ)|β;j+m,j−m, 0̃0>

}

=
j∑

m=−j

{
u(β)2

2
√

(j+m+ 1)(j−m)fm(τ)|β;j+m+ 1, j−m−1, 0̃0>

+u(β)2

2
√

(j+m)(j−m+ 1)fm(τ)|β;j+m−1, j−m+ 1, 0̃0>

+u(β)v(β)
2

√
j+m+ 1|β;j+m+ 1, j−m, 0̃1>

+u(β)v(β)
2

√
j−m+ 1|β;j+m,j−m+ 1, 1̃0>

}
, (C.5)

o que resulta para a média de Jx

< τ(β)|Jx|τ(β)> =
j∑

m,m′=−j

{
u(β)2

2
√

(j+m+ 1)(j−m)f∗m′(τ)fm(τ)δm′,m+1

+u(β)2

2
√

(j+m)(j−m+ 1)f∗m′(τ)fm(τ)δm′,m−1

}

=
j∑

m=−j

{
u(β)2

2
√

(j+m+ 1)(j−m)f∗m+1(τ)fm(τ)

+u(β)2

2
√

(j+m+ 1)(j−m)f∗m(τ)fm+1(τ)
}

= u(β)2
j∑

m=−j

√
(j+m+ 1)(j−m)f

∗
m+1(τ)fm(τ) +f∗m(τ)fm+1(τ)

2 . (C.6)

Para Jy temos

Jy|τ(β)> =
j∑

m=−j

{
u(β)2

2i
[
a†1(β)a2(β)−a1(β)a†2(β)

]
fm(τ)|β;j+m,j−m, 0̃0>

+u(β)v(β)
2i

[
a†1(β)ã†2(β)− ã†1(β)a†2(β)

]
fm(τ)|β;j+m,j−m, 0̃0>

}

=
j∑

m=−j

{
u(β)2

2i
√

(j+m+ 1)(j−m)fm(τ)|β;j+m+ 1, j−m−1, 0̃0>

−u(β)2

2i
√

(j+m)(j−m+ 1)fm(τ)|β;j+m−1, j−m+ 1, 0̃0>

+u(β)v(β)
2i

√
j+m+ 1|β;j+m+ 1, j−m, 0̃1>

−u(β)v(β)
2i

√
j−m+ 1|β;j+m,j−m+ 1, 1̃0>

}
, (C.7)
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levando à média de Jy dada por

< τ(β)|Jy|τ(β)> =
j∑

m,m′=−j

{
u(β)2

2i
√

(j+m+ 1)(j−m)f∗m′(τ)fm(τ)δm′,m+1

−u(β)2

2i
√

(j+m)(j−m+ 1)f∗m′(τ)fm(τ)δm′,m−1

}

=
j∑

m=−j

{
u(β)2

2i
√

(j+m+ 1)(j−m)f∗m+1(τ)fm(τ)

−u(β)2

2i
√

(j+m+ 1)(j−m)f∗m(τ)fm+1(τ)
}

= u(β)2
j∑

m=−j

√
(j+m+ 1)(j−m)f

∗
m+1(τ)fm(τ)−f∗m(τ)fm+1(τ)

2i . (C.8)

Já a média de Jz é obtida, a partir da expressão

Jz|τ(β)> =
j∑

m=−j

{
u(β)2

2
[
a†1(β)a1(β)−a†2(β)a2(β)

]
fm(τ)|β;j+m,j−m, 0̃0>

+u(β)v(β)
2

[
a†1(β)ã†1(β)−a†2(β)ã†2(β)

]
fm(τ)|β;j+m,j−m, 0̃0>

}

=
j∑

m=−j

{
u(β)2

2 [(j+m)− (j−m)]fm(τ)|β;j+m,j−m, 0̃0>

+u(β)v(β)
2

√
j+m+ 1fm(τ)|β;j+m+ 1, j−m, 1̃0>

−u(β)v(β)
2

√
j−m+ 1fm(τ)|β;j+m,j−m+ 1, 0̃1>

}

=
j∑

m=−j

{
u(β)2mfm(τ)|β;j+m,j−m, 0̃0>

+u(β)v(β)
2

√
j+m+ 1fm(τ)|β;j+m+ 1, j−m, 1̃0>

−u(β)v(β)
2

√
j−m+ 1fm(τ)|β;j+m,j−m+ 1, 0̃1>

}
, (C.9)

o que nos dá

< τ(β)|Jz|τ(β)> =
j∑

m,m′=−j
u(β)2mf∗m′fm(τ)δm′,m

= u(β)2
j∑

m=−j
mf∗mfm(τ). (C.10)
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Analisando as médias térmicas obtidas pelas equações (C.6), (C.8) e (C.10), percebemos

algumas propriedades, a depender das características da função:

Se f∗m+1(τ).fm(τ) for imaginário puro 7−→ < τ(β)|Jx|τ(β)>= 0.

Se fm(τ) for real ou imaginário puro 7−→ < τ(β)|Jy|τ(β)>= 0.

Se fm(τ) for ímpar ou par em relação a m 7−→ < τ(β)|Jz|τ(β)>= 0.

Quando consideramos a média, os estados que não são da forma |0̃0 > irão resultar em

zero; então para calcular os segundos momentos, precisamos considerar somente os termos

com |0̃0>. Segue que

J2
x|τ(β)> =

j∑
m=−j

{
u(β)4

4
√

(j+m+ 1)(j−m)fm(τ)

×
[
a†1(β)a2(β) +a1(β)a†2(β)

]
|β;j+m+ 1, j−m−1, 0̃0>

+u(β)4

4
√

(j+m)(j−m+ 1)fm(τ)
[
a†1(β)a2(β) +a1(β)a†2(β)

]
|β;j+m−1, j−m+ 1, 0̃0>

+u(β)2v(β)2

4
√
j+m+ 1ã†1(β)a†2(β)|β;j+m+ 1, j−m, 0̃1>

+u(β)2v(β)2

4
√
j−m+ 1ã†2(β)a†1(β)|β;j+m,j−m+ 1, 1̃0>

}
,

=
j∑

m=−j

{
u(β)4

4
√

(j+m+ 1)(j+m+ 2)(j−m)(j−m−1)fm(τ)|β;j+m+ 2, j−m−2, 0̃0>

+u(β)4

4
√

(j+m)(j+m−1)(j−m+ 1)(j−m+ 2)fm(τ)|β;j+m−2, j−m+ 2, 0̃0>

+u(β)4

2
[
j2 + j−m2

]
fm(τ)|β;j+m,j−m, 0̃0>

+u(β)2v(β)2

4 (j+m+ 1)ã†1(β)a†2(β)|β;j+m+ 1, j−m, 0̃1>

+u(β)2v(β)2

4 (j−m+ 1)ã†2(β)a†1(β)|β;j+m,j−m+ 1, 1̃0>
}
,

=
j∑

m=−j

{
u(β)4

4
√

(j+m+ 1)(j+m+ 2)(j−m)(j−m−1)fm(τ)|β;j+m+ 2, j−m−2, 0̃0>

+u(β)2

4
√

(j+m)(j+m−1)(j−m+ 1)(j−m+ 2)fm(τ)|β;j+m−2, j−m+ 2, 0̃0>

+
[
u(β)2

2
(
j2 + j−m2

)
+ u(β)2v(β)2

2 (j+ 1)
]
fm(τ)|β;j+m,j−m, 0̃0>

}
, (C.11)
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e então

< τ(β)|J2
x|τ(β)> =

j∑
m,m′=−j

{
u(β)4

4
√

(j+m+ 1)(j+m+ 2)(j−m)(j−m−1)f∗m′(τ)fm(τ)δm′,m+2

+u(β)4

4
√

(j+m)(j+m−1)(j−m+ 1)(j−m+ 2)f∗m′(τ)fm(τ)δm′,m−2

+
[
u(β)4

2
(
j2 + j−m2

)
+ u(β)2v(β)2

2 (j+ 1)
]
f∗m′(τ)fm(τ)δm′,m

}
,

=
j∑

m=−j

{
u(β)4

4
√

(j+m+ 1)(j+m+ 2)(j−m)(j−m−1)f∗m+2(τ)fm(τ)

+u(β)4

4
√

(j+m+ 2)(j+m+ 1)(j−m−1)(j−m)f∗m(τ)fm+2(τ)

−u(β)4

2 f∗m(τ)fm(τ)m2
}

+ u(β)4

2 j(j+ 1) + u(β)2v(β)2

2 (j+ 1)

= u(β)4
j∑

m=−j

{√
(j+m+ 1)(j+m+ 2)(j−m)(j−m−1)

×
[
f∗m+2(τ)fm(τ) +f∗m′(τ)fm+2(τ)

4

]
− 1

2m
2f∗m(τ)fm(τ)

}

+u(β)4

2 j(j+ 1) + u(β)2v(β)2

2 (j+ 1). (C.12)

Analogamente, temos que
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J2
y |τ(β)> =

j∑
m=−j

{
−u(β)4

4
√

(j+m+ 1)(j−m)fm(τ)

×
[
a†1(β)a2(β)−a1(β)a†2(β)

]
|β;j+m+ 1, j−m−1, 0̃0>

+u(β)4

4
√

(j+m)(j−m+ 1)fm(τ)
[
a†1(β)a2(β)−a1(β)a†2(β)

]
|β;j+m−1, j−m+ 1, 0̃0>

+u(β)2v(β)2

4
√
j+m+ 1ã†1(β)a†2(β)|β;j+m+ 1, j−m, 0̃1>

+u(β)2v(β)2

4
√
j−m+ 1ã†2(β)a†1(β)|β;j+m,j−m+ 1, 1̃0>

}
,

=
j∑

m=−j

{
−u(β)4

4
√

(j+m+ 1)(j+m+ 2)(j−m)(j−m−1)fm(τ)|β;j+m+ 2, j−m−2, 0̃0>

−u(β)4

4
√

(j+m)(j+m−1)(j−m+ 1)(j−m+ 2)fm(τ)|β;j+m−2, j−m+ 2, 0̃0>

+u(β)4

2
[
j2 + j−m2

]
fm(τ)|β;j+m,j−m, 0̃0>

+u(β)2v(β)2

4 (j+m+ 1)ã†1(β)a†2(β)|β;j+m+ 1, j−m, 0̃1>

+u(β)2v(β)2

4 (j−m+ 1)ã†2(β)a†1(β)|β;j+m,j−m+ 1, 1̃0>
}
,

=
j∑

m=−j

{
−u(β)4

4
√

(j+m+ 1)(j+m+ 2)(j−m)(j−m−1)fm(τ)|β;j+m+ 2, j−m−2, 0̃0>

+u(β)2

4
√

(j+m)(j+m−1)(j−m+ 1)(j−m+ 2)fm(τ)|β;j+m−2, j−m+ 2, 0̃0>

+
[
u(β)2

2
(
j2 + j−m2

)
+ u(β)2v(β)2

2 (j+ 1)
]
fm(τ)|β;j+m,j−m, 0̃0>

}
, (C.13)

resultando em

< τ(β)|J2
y |τ(β)> = u(β)4

j∑
m=−j

{
−
√

(j+m+ 1)(j+m+ 2)(j−m)(j−m−1)

×
[
f∗m+2(τ)fm(τ) +f∗m(τ)fm+2(τ)

4

]
− 1

2m
2f∗m(τ)fm(τ)

}

+u(β)4

2 j(j+ 1) + u(β)2v(β)2

2 (j+ 1). (C.14)
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Por fim, temos que

J2
z |τ(β)> =

j∑
m=−j

{
u(β)4

2 m fm(τ)
[
a†1(β)a1(β)−a†2(β)a2(β)

]
|β;j+m,j−m, 0̃0>

+u(β)2v(β)2

4
√
j+m+ 1fm(τ)ã1(β)a1(β)|β;j+m+ 1, j−m, 1̃0>

+u(β)2v(β)2

4
√
j−m+ 1fm(τ)ã2(β)a2(β)|β;j+m,j−m+ 1, 0̃1>

}

=
j∑

m=−j
fm(τ)

{
u(β)4m2 + u(β)2v(β)2

2 (j+ 1)
}
|β;j+m,j−m, 0̃0>, (C.15)

acarretando que

< τ(β)|J2
z |τ(β)> =

j∑
m,m′=−j

f∗m′(τ)fm(τ)
{
u(β)4m2 + u(β)2v(β)2

2 (j+ 1)
}
δm′,m

= u(β)4
j∑

m=−j
f∗m(τ)fm(τ) m2 + u(β)2v(β)2

2 (j+ 1). (C.16)

Consistentemente,

< τ(β)|J2
x +J2

y +J2
z |τ(β)> = u4(β)j(j+ 1) + 3u(β)2v(β)2

2 (j+ 1), (C.17)

cujo limite para T → 0 coincide com os resultados usuais.

As variâncias térmicas podem ser obtidas a partir da relação

(4Ji(β))2 = < J2
i (β)>−(< Ji(β)>)2, i= {x,y,z} . (C.18)

Pela generalidade das expressões, não conseguimos simplificar as variâncias, sendo as mes-

mas dadas por
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(4Jx(β))2 = u(β)4
j∑

m=−j

{√
(j+m+ 1)(j+m+ 2)(j−m)(j−m−1)

×
[
f∗m+2(τ)fm(τ) +f∗m′(τ)fm+2(τ)

4

]
− 1

2m
2f∗m(τ)fm(τ)

}
+ u(β)4

2 j(j+ 1)

−u(β)4


j∑

m=−j

√
(j+m+ 1)(j−m)f

∗
m+1(τ)fm(τ) +f∗m(τ)fm+1(τ)

2


2

,

+u(β)2v(β)2

2 (j+ 1) (C.19)

(4Jy(β))2 = u(β)4
j∑

m=−j

{
−
√

(j+m+ 1)(j+m+ 2)(j−m)(j−m−1)

×
[
f∗m+2(τ)fm(τ) +f∗m′(τ)fm+2(τ)

4

]
− 1

2m
2f∗m(τ)fm(τ)

}
+ u(β)4

2 j(j+ 1)

−u(β)4


j∑

m=−j

√
(j+m+ 1)(j−m)f

∗
m+1(τ)fm(τ)−f∗m(τ)fm+1(τ)

2i


2

+u(β)2v(β)2

2 (j+ 1), (C.20)

e

(4Jz(β))2 = u(β)4
j∑

m=−j
f∗m(τ)fm(τ) m2 + u(β)2v(β)2

2 (j+ 1)−u(β)4


j∑

m=−j
mf∗mfm(τ)


2

.

(C.21)

Por sua vez, a soma das variâncias resulta em

∑
i=x,y,z

(4Ji(β))2 = u4(β)j(j+ 1) + 3u(β)2v(β)2

2 (j+ 1)−u(β)4


j∑

m=−j
mf∗mfm(τ)


2

−u(β)4


j∑

m=−j

√
(j+m+ 1)(j−m)f

∗
m+1(τ)fm(τ) +f∗m(τ)fm+1(τ)

2


2

−u(β)4


j∑

m=−j

√
(j+m+ 1)(j−m)f

∗
m+1(τ)fm(τ)−f∗m(τ)fm+1(τ)

2i


2

.

(C.22)
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Com base nas equações (C.12), (C.14) e (C.16), podemos tecer alguns comentários sobre as

Desigualdades de Tóth no contexto da DCT, para um estado arbitrário. A partir da desigualdade

< J2
x(β)>+< J2

y (β)>+< J2
z (β)> ≤ Nj(Nj+ 1), (C.23)

temos que

u4(β)j(j+ 1) + 3u(β)2v(β)2

2 (j+ 1) ≤ j(j+ 1)

u4(β)j+ 3u(β)2v(β)2

2 ≤ j. (C.24)

Analisando agora a desigualdade envolvendo as variâncias, ou seja,

(4Jx(β))2 + (4Jy(β))2 + (4Jz(β))2 ≥ Nj (C.25)

encontramos que

j ≤ u4(β)j(j+ 1) + 3u(β)2v(β)2

2 (j+ 1)−u(β)4


j∑

m=−j
mf∗mfm(τ)


2

−u(β)4


j∑

m=−j

√
(j+m+ 1)(j−m)f

∗
m+1(τ)fm(τ) +f∗m(τ)fm+1(τ)

2


2

−u(β)4


j∑

m=−j

√
(j+m+ 1)(j−m)f

∗
m+1(τ)fm(τ)−f∗m(τ)fm+1(τ)

2i


2

.(C.26)

Reorganizando a equação (C.26), obtemos

j
{
u4(β)−1

}
+ 3u(β)2v(β)2

2 (j+ 1) +u(β)4

j2−

 j∑
m=−j

mf∗mfm(τ)
2

−

 j∑
m=−j

√
(j+m+ 1)(j−m)f

∗
m+1(τ)fm(τ) +f∗m(τ)fm+1(τ)

2

2

−

 j∑
m=−j

√
(j+m+ 1)(j−m)f

∗
m+1(τ)fm(τ)−f∗m(τ)fm+1(τ)

2i

2 ≥ 0, (C.27)
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onde podemos notar que o primeiro e o segundo termos são sempre positivos ou nulos; já o

último termo representa justamente j2 menos o quadrado da média do vetor ~J = (Jx,Jy,Jz).

Portanto a violação desta desigualdade de Tóth, no contexto da DCT, estará relacionada ao fato

do quadrado da média sobre o estado ser maior que j2.
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