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Resumo

Neste trabalho utilizamos a Dindmica de Campos Térmicos (DCT) para apresentar uma for-
mulacéo térmica para a generalizacdo dos Estados Coerentes de uma algebra de Lie arbitréria.
Mostramos a compatibilidade entre as duas construgdes e observamos que o Vacuo Termico,
elemento principal da DCT, é um Estado Coerente onde o caso Fermibnico é representado pela
algebra de Lie su(2) e o caso Bosonico por su(l,1), além de observar que para altas tempe-
raturas obtemos um estado EPR (Einstein, Podolsky e Rosen). Construimos o estado coerente
termalizado para a algebra de Lie su(2) e calculamos o Operador Densidade, a Fidelidade Quan-
tica, o Fator de Mandel e a Funcgéo de Wigner, todos termalizados, explorando como os efeitos
térmicos alteram as propriedades destas fungdes para diferentes valores do momento angular j.
Ainda dentro do formalismo da DCT, calculamos as médias e variancias térmicas para o Estado
Coerente, o Estado Gaussiano e o Estado Atomic-Cat, no contexto da algebra de Lie su(2) do
Momento Angular. Apresentamos as versdes térmicas dos parametros de Compressao de Wine-
land, Sorensen e Toth, calculando-os para esses estados, mais uma vez explorando a acéo dos
efeitos termicos. O formalismo da DCT permite introduzir o conceito de Limite Térmico de
Compresséo, isto €, a temperatura em que acima dela ndo encontramos mais compressao sobre
0 estado. Calculamos os Limites Térmicos de Compressao para os estados Coerente, Gaussiano
e Atomic-Cat, para diversos valores do momento angular j.

Palavras-chave: Estado Coerente. Pardmetro de Compressdo. Dindmica de Campos Teér-

micos.






Abstract

In this work we use the Thermal Field Dynamics (TFD) to present a thermal formulation for
the generalization of the Coherent States for an arbitrary Lie algebra. We show the compatibility
between TFD and the Perelomov and Gilmore construction of these Coherent States. In this
context we present that the Thermal Vacuum, the main component of TFD, is a Coherent State
where the Fermionic case is represented by the Lie algebra su(2) and the Bosonic case by
su(l,1); besides we observe that for high temperatures we get an EPR (Einstein, Podolsky and
Rosen) state. We built the thermalized Coherent State to Lie algebra su(2) and calculate the
Density Operator, Quantum Fidelity, Mandel Factor and the Wigner Function, all thermalized;
we analyze how the thermal effects change the properties of these functions for different values
of the angular momentum j. Still inside the TFD formalism, we calculate the averages and
thermal variances for the Coherent State, the Gaussian State and the Atomic-Cat State, in the
context of the Lie algebra su(2) of the angular momentum. We present the thermal versions
of Wineland, Sorensen and To6th compression parameters, measuring them for these states,
once again exploring the action of thermal effects. The TFD formalism allows to introduce the
concept of Compression Thermal Limit, that is, the temperature at which above it compression
on the state is not found. We calculate the Compression Thermal Limits for the Coherent,
Gaussian and Atomic-Cat states, for different values of the angular momentum j.

Keywords: Coherent State. Compression Parameter. Thermal Field Dynamics.
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1 Introducao

Em 1926 Schrédinger [1], além de postular a equagéo diferencial que governa a evolucéo
temporal na Mecéanica Quantica, investigou funcdes de onda gaussianas para descrever a evo-
lucdo do Oscilador Harmdnico. Ele observou que o centro da distribuicdo destes estados do
Oscilador Harmonico segue uma evolugdo cléssica, ndo alterando a forma com a evolugdo tem-
poral, sendo denominados de estados quasi-classicos. Alguns anos depois von Neumann [2]
utilizou esses estados para investigar a medida da posicdo e do momento num sistema unidi-
mensional, mas pouco desenvolvimento foi feito nessa linha.

Com o surgimento do laser em dezembro de 1960, surgiram varios trabalhos analisando
a interacdo da radiagdo com a matéria [3]. Foi em 1963 que Glauber [4—-6] mostrou que 0
campo eletromagnético livre pode ser descrito como uma superposicdo de modos classicos,
onde cada um deles é governado pela equacao de um oscilador harménico simples. Os trabalhos
seminais de Glauber cunharam o termo Estado Coerente, além de dar inicio a nova area de
pesquisa conhecida como Optica Quantica. No mesmo ano Sudarshan [7] e Klauder [8-10]
deram importantes contribui¢des na formulagéo desses estados.

As propriedades dos Estados Coerentes foram exploradas em livros e artigos de revisao
[11-13]. Esses estados foram utilizados para descrever ondas de spin [14], ferromagnetismo
no modelo de Heisenberg [15], nuvens de soft-photons em volta de uma particula carregada,
na Eletrodinamica Quantica [16-19] e na teoria dos solitons [20, 21], como representacdo das
solucdes.

Na década de 70 Atkins [22] e Arecchi [23] introduziram o conceito de Estado Coerente
associado ao Momento Angular, que pode ser denominado Estado Coerente do Spin [24, 25],
se 0 contexto for o operador de Spin S, Estado Coerente Atdmico [26, 27], se parametrizarmos
em termos dos angulos 8, ¢ e Estado Coerente do Momento Angular [22, 28], se estivermos
tratando do momento angular total J.

Em 1972 Perelomov [29, 30] e Gilmore [31], independentemente, apresentaram uma cons-
trugdo completa para o estado coerente a partir do grupo de simetria G do Hamiltoniano. Sendo



G um grupo de Lie, eles demonstraram que ao determinar o quociente de G pelo subgrupo de
isotropia para o estado de referéncia |[Yp >, obtém-se uma generalizacdo do operador desloca-
mento. Uma boa reviséo desse desenvolvimento pode ser encontrada em [32, 33].

Desde entdo, as propriedades desses estados foram extensivamente trabalhadas [30, 34].
Recentemente surgiram importantes trabalhos que analisaram o emaranhamento [35-38], a clo-
nagem [39] e o limite classico [40, 41] dos Estados Coerentes do Momento Angular. Esses
importantes resultados reforcam a implementacao desses estados na Computacdo Quantica e na
Teoria da Informacdo Quantica [42-44].

O principio da incerteza fornece um limite inferior para o produto da variancia de duas
observaveis. Para o Oscilador Harménico, o estado é dito ser comprimido, com respeito a
observavel A, se a sua variancia é menor que esse limite. Os estados comprimidos foram ana-
lisados nas referéncias [45-50], sendo o livro de Drummond e Ficek [51] uma 6tima referéncia
para iniciar estudos na area.

No caso do momento angular, a no¢ao de compressao proporciona diferentes definicdes, ja
que a algebra su(2) possui trés geradores. Kitagawa e Ueda [52] propuseram o parametro de
compressao &g, inspirado na compressao dos fétons; Wineland [53, 54] propds &r, baseado na
variacdo da fase na espectroscopia Ramsey; Sorensen [55] apresentou &g a partir da analise
do emaranhamento multipartite num sistema de N spins %; Raghavan [56] sugeriu ¢p, que é
capaz de detectar emaranhamento nos estados de Dicke; Toth et al [57, 58] generalizaram 0s
parametros de compresséo e apresentaram um conjunto completo de desigualdades capazes de
detectar emaranhamento num sistema com spin arbitrario.

O conceito de compressao do estado ¢ empregado principalmente em Informagédo Quantica
e Computacdo Quantica, na analise do emaranhamento [59-63] e, em Metrologia Quéntica, no
aprimoramento da precisao das medidas em experimentos [64—68]. A compressdo é implemen-
tada em condensado Bose-Einstein [69-71], via ressonancia magnética nuclear [72,73], e em
conjunto de atomos [74-76]. Uma excelente revisdo pode ser encontrada no artigo de Ma et
al [77].

Condensado Bose-Einstein com dois pocos de potencial é utilizado como interferdme-
tro [78, 79], possibilitando diversas aplicagdes tanto em Computacdo Quantica e Informacéo
Quantica, quanto em Metrologia Quantica. O condensado Bose-Einstein pode ser modelado
pelo Hamiltoniano de Bose-Hubbard [80], cuja aproximacao para o estado fundamental consiste
no Estado Gaussiano [81]. Tal estado foi explorado em diversos trabalhos [82—-85], explicitando
a sua relevancia.



Similar aos estados de Yurke-Stole [86, 87], outro estado relevante é o Estado Atomic-Cat,
definido como uma superposicdo de dois estados coerentes do momento angular com diferenca
de fase de 180°. Esse estado foi analisado em [35, 88-90], explorando diversas propriedades,
tais como o emaranhamento.

Os efeitos térmicos sdo capazes de alterar completamente as caracteristicas de um sistema,
mas nem sempre sdo incorporados nas andlises devido a dificuldade em introduzir a tempera-
tura em diversas formulacdes. No contexto da Teoria Quéantica de Campos (TQC), os efeitos
térmicos foram introduzidos de forma satisfatoria por: Matsubara [91,92] em 1955, que desen-
volveu o que passou a ser conhecido como formalismo de tempo imaginario, generalizado por
Ezawa [93] para a TQC relativistica; por Schwinger [94] e Keldysh [95], que introduziram o
formalismo a tempo real [96]; por Takahashi e Umezawa [97], que propuseram o formalismo
denominado de Dindmica de Campos Térmicos (DCT).

A introducéo da temperatura via DCT [98-100] consiste na duplicacdo do espago de Hilbert
seguida da aplicacdo da transformacdo de Bogoliubov, o que constitui uma prescri¢éo geral para
definir estados termalizados com base nas representacdes das algebras de Lie [101, 102]. A
DCT ¢ aplicada na Optica Quantica [103—106], na Cosmologia e Teoria de Cordas [107-111],
na Teoria de Gauge [112], no Efeito Casimir [113, 114], na analise do Emaranhamento [115] e
na Informagéo Quantica [116-121].

Motivados pelas aplica¢bes da DCT, apresentamos neste trabalho uma formulacéo térmica
para a generalizacdo dos estados coerentes de uma algebra de Lie arbitraria; introduzimos o
estado coerente termalizado para a algebra de Lie su(2), calculando a Fidelidade Quantica, o
Fator de Mandel e a Fun¢do de Wigner; mostramos que o vacuo térmico, elemento fundamental
da DCT, pode ser visto como um estado coerente do momento angular; apresentamos as versoes
térmicas dos parametros de Compressdo de Wineland, Sorensen, Toth; avaliamos a compressédo
sobre o Estado Coerente do Momento Angular, o Estado Gaussiano e o Estado Atomic-Cat,
todos termalizados; introduzimos o conceito de Limite Térmico de Compressdo, calculando-o
para esses estados.

O processo de medida consiste na preparacédo do estado, na evolugdo quéantica e por fim na
medida de uma observavel. Dependendo de como o estado é preparado, podemos aprimorar as
medidas feitas obtendo resultados mais precisos. Pretendemos, a partir dos parametros de com-
pressdo, obter as regides de compressao, que determinam os melhores parametros que devem
ser utilizados na preparacao do estado, levando em conta a acdo dos efeitos térmicos.

Os quatro capitulos iniciais contém os elementos e formalismo necessarios para o desenvol-
vimento do trabalho. No capitulo 2 apresentamos o formalismo da DCT descrevendo oscilado-



res bosdnicos e fermiénicos com dois modos, juntamente com a transformacdo de Bogoliubov.
Dentro deste formalismo obtivemos a versdo termalizada dos operadores que atuam sobre o
espaco de Hilbert, finalizando com o operador densidade termalizado.

No capitulo 3 apresentamos uma revisdo sobre o Estado Coerente do Oscilador Harmé-
nico e suas principais propriedades. Introduzimos o operador de deslocamento para o caso
do Momento Angular, associando o estado coerente a uma rota¢do. Exploramos também as
propriedades do estado Gaussiano e do estado Atomic-Cat.

No capitulo 4, considerando o Principio de Incerteza, mostramos que a nogdo de compres-
sdo do Oscilador Harménico ndo se aplica no caso do Momento Angular, usando o célculo das
médias e das variancias. Apresentamos entdo o parametro de compressao proposto por Kita-
gawa e Ueda, em seguida o parametro de Wineland, além dos parametros de Sorensen, Rghavan
e as desigualdades de Tath.

Nos capitulos de 5 a 9 expomos os resultados obtidos nesta tese. No capitulo 5 utilizamos
a DCT para introduzir a temperatura num Estado Coerente arbitrario, mostrando a compatibi-
lidade desse formalismo com a construcdo de Perelomov e Gilmore do Estado Coerente para
uma algebra de Lie arbitraria. Como exemplo apresentamos o caso para as algebras su(2) e
su(l,1).

Introduzimos o Estado Coerente do Momento Angular Termalizado no capitulo 6, a partir
da representacdo de Schwinger. Obtivemos o operador densidade térmico e calculamos a Fide-
lidade Quéntica, o Fator de Mandel e a Funcdo de Wigner, todos termalizados, para diversos
valores do momento angular j.

Nos capitulos 7, 8 e 9 calculamos as médias e as variancias térmicas dos estados coerentes
do momento angular, do estado Gaussiano e do estado Atomic-Cat respectivamente, aplicando-
as no célculo das versdes termalizadas dos parametros de compressdo de Wineland, Sorensen e
Taéth, além das suas desigualdades. Observamos como os efeitos térmicos influenciam a com-
pressdo, nos motivando a introduzir o conceito de Limite Térmico de Compressao e calculando-
0 para esses estados.

No capitulo 10 apresentamos as nossas conclus@es e perspectivas acerca deste trabalho. Por
fim, temos o apéndice A, que apresenta as séries importantes para o calculo das médias e varian-
cias do estado coerente, 0 apéndice B, que generaliza o calculo das médias e variancias térmicas
para um estado arbitrario do momento angular e o apéndice C, que faz uma revisao sobre 0s
grupos e algebras de Lie. Em seguida apresentamos as referéncias bibliogréficas utilizadas para
a realizacéo desta tese.



2 Dinamica de Campos Termicos

Existem diversos formalismos para introduzir a temperatura em sistemas quanticos [92, 98,
100]. Ha, por exemplo, o formalismo de tempo imaginario, introduzido por Matsubara [91] em
1955, que explora a semelhanca entre o operador densidade e o operador evolugdo temporal
a partir da associagéo 3 - % implicando no tempo ser um ndmero imaginario puro, e o for-
malismo de Schwinger [94] a tempo real, que utiliza as integrais de trajetéria para contornos
temporalmente fechados, sendo muito Util na descricdo de sistemas fora do equilibrio.

Uma outra formulagdo, que adotaremos ao longo desta tese, € a Dinamica de Campos Tér-
micos (DCT). Desenvolvida por Umezawa e Takahashi [97] em 1975, a DCT é uma formulagéo
a tempo real, equivalente a formulacdo de Matsubara, em que o espaco de Hilbert € duplicado
quando o sistema entra em contato com um reservatério térmico, estabelecendo uma duplicacédo
nos graus de liberdade do sistema.

2.1 Introducdo ao Formalismo

Para um dado sistema em equilibrio com um reservatorio térmico, a Mecéanica Estatistica
fornece que a média de um observavel é

Tr(Ae PH)
zZ@

sendo Tr o traco, H o Hamiltoniano do sistema, B = k%T kp a constante de Boltzmann, T a

<A>= (2.1)

temperatura e Z(B) a funcio de particdo, que é Z(B) = Tre PH. Em termos dos autoestados
do Hamiltoniano H|n >= Ej|n >, temos que

Tr(Ae PH)

Z(B)
e=fFr < n|AIn>
n Z(B) '

<A>

(2.2)



A motivacdo da DCT ¢é encontrar um estado |0(3) > em que a média estatistica de um ope-
rador qualquer seja igual a seu valor esperado no estado |0(B) >, que serd chamado futuramente
de vacuo termico. Queremos que

<O0(B)IAIOB) =:=<A=>. (2.3)

Primeiro escreve-se |0(3) > em funcgéo dos autoestados de energia pertencentes ao espago
de Hilbert H,

0(B) > = In><n|0(B) >
I—
= gn(B)In >, (2.4)

onde gn(B) =< n|0(B) >. Entéo

<O0B)IAIO@) > = gn%) <nlAlm=>gm(B)

n,m
e BFn < n|A|n >, (2.5)
n Z(B)
0 que implica na seguinte igualdade
_ e PEng
on(Bom(B) =~y B (2.6)

isto é, a condicdo necessaria para que |0() > possa ser escrito como combinacéo linear dos
autoestados do hamiltoniano ! é que as funcdes gn(B) satisfacam uma condigdo de ortogonali-
dade, que é um absurdo j& que o espaco das fungdes, munido do produto usual de funcdes?, néo
tem como satisfazer uma relacdo de ortogonalidade. Portanto, |0(B) > F'H.

Para que a equacdo (2.6) seja satisfeita, uma possibilidade é que gn(B) seja um vetor de um
espaco de Hilbert. Consequentemente, definimos

_BEn
gn(B) = =1 > CHE 2.7)
Z(B)

0 que resulta em,

le consequentemente pertenca a H.
20 produto ponto a ponto.



_BEn _BEm
e 2 e 72
InB)Im(B) = <= i—1—|m>1
Z(PB) Z@P)
_ e_BEnénm
= e (@8)

O estado térmico, com relacdo ao qual o valor esperado resulta na média estatistica, deve
ter a forma

E

0(B) >= Iﬁ%ln,m (A CEf 29)

n

satisfazendo a condicdo de normalizacdo < O()|0(B) >= 1, resultante das normalizagdes
<nn>=le<nmm3>=1

Desse modo, a construcdo do estado térmico requer a duplicacdo dos graus de liberdade
do sistema, isto €, a criacdo de um segundo espaco de Hilbert, com as mesmas propriedades
do espaco original, que denotaremos por espaco til ( [)—Existem varias interpretacdes para a
existéncia desse espaco til, sendo de particular interesse a argumentacéo de Araki e Woods [122]
que, a partir da Teoria Quantica de Campos (TQC) axiomatica de Wightman, prevé que numa
TQC a temperatura finita seria necessario a duplicacdo dos graus de liberdade. A interpretacdo
de cada espaco de Hilbert pode ser encontrada em [100] que explora a relagdo entre observaveis
e grandezas conservadas.

Como Hi-é-tma réplica de H, as algebras A; de operadores sobre esses dois espacos sao
isomorfas, de modo que podemos definir um mapeamento entre essas algebras, dado por

—atH) - cip!
EA) = Ay

CAFA) = cAA

A 2 & (2.10)

[Ai, Ad =0, (2.11)
onde C(H) ¢ a C™=Algebra definida sobre o espaco de Hilbert H.

No espaco duplicado, H CHB-estado de vacuo é o estado de menor energia associado a
cada espaco, ou seja, |0 > [J@3>. Nesse contexto, a transformacdo de Bogoliubov pode ser



definida como sendo a transformac&o que leva o estado |0, = ao estado termalizado [0(B) >,
isto é,

U(p): H CHA='H CEg—! (2.12)

ou, especificamente,

U(B)[0,6-=10(B) >. (2.13)

Tendo os elementos basicos necessarios para introduzir o formalismo da Dindmica de Cam-
pos Térmicos, trataremos agora dos osciladores harmoénicos Bosonico e Fermibnico.

2.2 Oscilador Harmoénico Bosonico Termalizado

O Hamiltoniano do Oscilador Harménico Unidimensional é dado por

pz 02mx2
— +
2m 2

1
= Jo@'a+3)

= Jo(N+ ;) (2.14)

em que a= r%”(x+ %) é o0 operador de aniquilacdo, a' = %”(x— %) é 0 operador de
criacdo , N = a'a é o operador nimero e notaremos o comutador por [-,-]. Como [q,p] = i},
fazendo } = 1 e redefinindo a energia de ponto zero, temos que

H = oN = wa'a,
A
[a,a] = 0= a',a',
4
aa = 1, (2.15)
e para os estados |n > segue
ajn> = nn—1>,
alo> = 0,
a'ln> = n+in+1>
NIn> = a'ajn>

= nln>n=0,1,2,... (2.16)



Para dois modos desacoplados do oscilador harmonico, teremos que

2 212 2 212
WS mx W5mMx

H—p1| 1 1|F’2I 2mXy.
2m 2 2m 2

ou seja,
_ t T
H = wiaja; +waar
= w1Np+w2N2,

T

(2.17)

(2.18)

em que az, aj, az, ag, N1 e N2 sdo os operadores de aniquilagéo e criacdo do primeiro modo, de

aniquilagdo e criagdo do segundo modo e 0s operadores nimero do primeiro modo e do segundo

modo, respectivamente. Como nao ha acoplamento entre os osciladores, teremos a quantizacao

usual, gue acarreta em

= o
o
[ai,aj)] = 0= a3 , 1, ={1,2}
O L0 _
ai,a; =1 i={1,2},
e
ailny,n2> = nijn1—1,ny >,
ai|l0,np > = 0,
v__
azlng, N2> = nNylngy,np—1>,
azlny, 0> = 0,
aJ{|n1,n2 > = ny+1jn;+1,ny >,
aZInl,nz > =  np+lng,na+1>,
Ni|n1,n2> = nig|ng,n2 >,
N2lng,nz> = nyng,np>.

(2.19)

(2.20)

Para o oscilador harménico com dois modos, o espaco de Hilbert é H; [TH3}. Por constru-

Gao, 0 estado térmico [0(B) > [H; [H} [HT LH}, entfo é dado por

~ , BEnzl,nz
0(B)> = —E=1=|ny, Nz, My Mmz1>
ng,n2=0 Z(B)

B(winq+wony)
iy e

= —E=——ny, N2, )Mz 1>,

ni,n2=0 Z(B)

(2.21)
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com os operadores til satisfazendo relacdes de comutacdo similares as da equacao (2.15), além
de comutar com qualquer operador sem o til.

Pela condicdo de normalizacdo < 0()|0(B) >= 1, segue que

PP (wini+wznz)
<0(B)lo(p) =
030 Z(B)
— +qwlﬁl ﬁwznz I:IL
o e Z(B)
= 1, (2.22)

que é o produto de duas séries geométricas. Consequentemente,

1 1
2(B)= 1—eBwi ] —eg—Bwz’

(2.23)

e 0 estado térmico é

+|>o;.|—-—| —1

B(w1n1+w2n2)
0B)> = 1—ePor 1—ePuze In1, N2, Mi3) 1>
n1,n2=0
l I I +I"’:I @;ja
B(w1nq+won2) A
= 1—e B 1—e—sz T e A 2@:io 0,663
n —O nl
_Bw I3w
1 1 e~ otal o292

= 1—eBor 1—gBuzg “%710,0,6:83 . (2.24)

2 Pwj - —iG: .
E possivel reescrever e~ 2 al&tom i,j = {1,2} na forma U; = e ~1Gi(®), em que G;(B) ¢
um operador hermitiano de (3. Definindo as funcGes hiperbdlicas

coshbi(B) = *ﬁ = ui(B),
_Boj
senhg;(B) = % = Vi(B), (2.25)
onde 8(B) € uma funcdo real de 3, temos
= 1
L1 =y
Tmepoe T 10,0683 = (coshey (@) ORI 0,683, (226)

utilizando etanhaBelncosha[A,B]etanhaA — ea(A+B), notando que ef(B;ai,az,mi |0’ 0, m: 0
e que efBiaial &ADkHh o 6§ 3= 0, a equacio (2.26) fica da forma
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etanhei(B)a;r;E;’%In(cosh_lei(B)) e—In(coshe; (B))@Q—m(coshei (B))ala; 10,0,6.6
— etanhei(B)a}Lﬂ%—ln(coshei (B)[L+& H#a) ai] 10,0,6.83
— etanhei(s)am%—ln(coshei(B))[mi{}a?ai]IO’O,m
—  otanh8i(B)a]& J—In(coshe; (B))[&&f #a] ai] o —tanho; (B)&:al 10,0683 2.27)

Fazendo a associacao

A = —&3;,
B = aiTﬁ:l

[A.B] = —&#+ala,
a = 6i(B),

e entdo encontramos que a equacéo (2.27) torna-se

e~ BB @A 43D |0 o §.83=e~1Gi®)|0,0,0,8,

sendo Gj(B) = —i6i(B)(&a; — ﬁfﬁf) hermitiano. Assim podemos reescrever a equacao (2.24)
como

oB)> = e—iGl(B)e—iGz(B)m’o,m’
= e 1G®)|0,0,6.83, (2.28)
com G(B) = —iBi(B)(&xdu — &) — i6,(B) (828 — 852)), j& que e”eB = eA*B quando
[A,B]=0.

Por construcdo, U (B) = e~'C(®) ¢ a transformacéo de Bogoliubov que leva o véacuo dupli-
cado ndo térmico no estado térmico |0(B) >.

2.2.1 Operadores Termalizados

A partir da construgéo do estado termalizado |0(3) >, obtivemos a forma explicita da trans-
formacdo de Bogoliubov. Podemos, de forma natural®, introduzir o conceito de operadores
termalizados como sendo aqueles obtidos pela transformacéo de similaridade

3Consistente com a Teoria de Representagdes de Grupos.



F(B) =U(R)FUTP),

em que F é um operador ndo-termalizado.

Sendo assim, os operadores de criagdo e aniquilacdo térmicos séo

al(B)
ai(B)
H (D)
&0B)

com

ai®lo@) > =

e similarmente,

&B)Ioe) > =

U(R)aiu’(B)U(B)[0,0, 68
0,

U(R)a&u’(B)u(B)I0,0,6;8
0,

U(B)au' (@),
U(Baiu'(p),
UE)au’ @),
u)&EL" ),

12

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

0 que corrobora com a ideia de que aj(3) e &{B) sdo operadores de destruicdo térmicos e 0

estado térmico |0(3) > é justamente 0 VVacuo Térmico.

Utilizando a relagio e 1B AeiB = A+ (—=i)[B,A]+ S [B, [B, Al +

B, [B,[B, Alll+

..., relembrando que G(B) = —if1(B)(&zd1 — &1al) — i82(B) (4282 — &4a)) e 0s resultados
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[G.a)] = —i8i(B)&}
G,a1 = —iBi(B)ai,
[G,[G,a]] = —6i(B)%a,
[G.&) = —i6i(B)al,
1 1
Gal = —iti(B)a
[G,[G.&]] = —6i(B)%a] (2.33)

podemos escrever, das relagdes (2.30), que

ai(B) = UPaiu'(p)

= o7iGg,eiG
(=i)°
3!

(—i)?
21
= cosh8i(B)ai —senhd;(B)a’l

= ui(B)ai —vi(B)a (2.34)

= ai+(—DIG,ai]+ [G.[G.ai]] + [G.[G,[G.ailll+...,

E com um desenvolvimento similar, encontramos as seguintes relacées:

&(B) = cosh@; (B)&+ senhd; (B)ai = ui(B)& 3 vi(B)ai, (2.35)

al (B) = cosh;(B)al —senh8;(B)&*= ui(B)al —vi(B)a:) (2.36)
e

&(B) = coshd; (B)&+ senh@; (B)a] = ui(B)&+vi(B)al. (2.37)

Consequentemente, podemos escrever 0s operadores ndo térmicos em termos dos ope-
radores térmicos, multiplicando convenientemente por u;j(3) ou por vi(B) e lembrando que
u?(B) —vZ(B) = cosh?6;(B) — senh?8;(B) = 1. Assim,

ai = ui(B)ai(B) +vi(B)&ap), (2.38)

&= ui(B)&LB) +vi(B)ai(B), (2.39)
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al = ui(B)al(B) +vi(B)&B) (2.40)

&= Ui (B)&0B) + vi(B)al (B). (2.41)

A partir da analise das equacgdes (2.35), (2.37), (2.39) e (2.41) temos que a aplicacdo de
duas transformacdes til € compativel com (%i.

Uma propriedade interessante, que sera util futuramente, surge da equagéo (2.31)

ai(®)IO®)> = (uiB)ai —vi(B)a)|o() >
= 0,

0 que implica em
ui(B)ailo(B) >= vi(B)a(B) > (2.42)

e similarmente para &{B):
ui(B)&H0(B) >= vi(B)af|0(B) > . (2.43)
Para os operadores de cria¢do térmicos, por outro lado,

al(B)o®)> = (ui(B)al —vi(B)&I0(B) >
Vi (|3)aiT

= B i) DI > (2.44)
que, sendo u?(B) —v2(B) = 1, pode ser escrito como
t
t _ g :
a; (B)I0(B) == Ui(B)lo(B) > (2.45)

e, usando a relacdo de comutacao [a;r(B), a;r] = 0, obtemos

(@)

ui'(B)

(@ (B)"I0®) >= 10(B) > (2.46)
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Concluiremos essa se¢do calculando o valor médio do operador niimero de ocupacéo®,

<N > = <O0(B)IN|O()>

= <0 aailo)>

i=1

S| ;
= <O0@) (ui(B)al(B)+vi(B)&B))(ui(B)ai(B) + vi(B)&LB))|0(B) >
i=1

= vi(B)®
i=1
—
= g (2.47)
i=1©
emque N =  a;aj e usamos arelacéo (2.25). O valor médio do operador nimero € justamente

i=1
a distribuicdo de Bose-Einstein associada a cada modo do oscilador harménico.

2.3 Oscilador Harmoénico Fermionico Termalizado

Partindo da mesma equacéo (2.17) do oscilador harménico bosonico, agora considerando a
relacdo de anticomutacdo {-, -} para as observaveis, o Hamiltoniano é

H= (1)18.18.1 + (,Ozagaz,
com os operadores de criacdo e aniquilacao satisfazendo as relagdes
T4 .
{ai,a;} =1, 1 [{1,2},

{aia} ={a],al} ={a} s} ={a], @2} =0, i,j C{1,2}. (2.48)
Ja que (aiT)2 = 0, 0 espaco de Fock € composto por apenas 4 estados, |0,0>,10,1>,|1,0>¢
|1,1 >, em que
H|ni, nj >= (winj +wjnj)|ni,nj >.

Portanto, o vacuo termalizado € dado por

Enl,nz
2

oB)> = —E—3—|n1, Ny, ] m1>
ni,N2 Z
Bw Bw po Bo
— Z—lIZ(B){l_|_e—TlaIﬂ:H-e_TZaZ@H—e_Tle_TZaI@ZQw,O.m
Bw Bw
= Zz72@R){1+e” zal@{l+e 2 ay@i}0,0, 663, (2.49)

4que, por construco, é o valor esperado no estado de vacuo térmico.
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onde

11,0, 583 = alah0,0,6.83
= —aial|0,0,6.43

111,833 = alalalalo, 0,663
= aaralaio,0,6.43
Pela condigdo de normalizagdo de |0() >, isto &,

<O0)0R)> = Z7HR)(L+e Pury(1+ePu2)
= 1’

obtemos
Z(B) = (L+e Pory(1+ePu2), (2.50)

Entdo a equacdo (2.49) torna-se

1 111 1
0(B) >= (L+ePo1)™12(1 + ¢ Pu2) 12 1 4 o Pu1/290 811 1+ e P92/23) 851 |0,0,6,83 .

(2.51)
Podemos introduzir a transformacéo de Bogoliubov definindo
1
ui(B) = cosBi(B) = Ve—r=,
1+ e Bui
. 1
Vi(B) =sin6i(B) = Ve, (2.52)
1+ ePowi
a partir das relagdes (2.48), vemos que
(@a; —a]&1)>"(0,0,6;83= (—-1)"|0,0,6;83
e
(&a; —alay>"*110,0,6,63= (—1)"**alai0,0,6,63 . (2.53)

A equacgéo (2.51) para o vacuo térmico pode entdo ser escrita como



{cos6;(B) +sin6;(B)al ai}/0,0,6.63

i=1

10(B) >

=  {d-6iB)(@a—ala)+ 9‘(8)(@ —alahy?+...}0,0,6.43
i=1

2!

_ %‘a(B)(ﬁh—aHﬁﬂmo,m
i=1

= ¢ '¢®)0,0,6,83,
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(2.54)

] [ S— _ 3 ) .
onde G =—i6;i(B) (&ai— aiab define uma transformacédo de Bogoliubov semelhante a do

i=1
oscilador bosénico, apesar das diferentes relacbes de comutacao e anticomutacéo.

2.3.1 Operadores Termalizados

Através da transformacdo de Bogoliubov encontrada podemos também, para o caso fermi-

onico, introduzir os operadores térmicos a partir de uma transformacéo de similaridade

a(B) =U(B)au ()",
a'(@)=u@)a’up)
ap) = u(p)au(p)’

ap)=u)au@e)".

Utilizando que

- 1 -
ﬁl—afﬁl@1 = (-1)" 1—-a'a—&"a+2a’aa’a
- N I 1
@—a*@@' b= (-1)" @@—a'a,

podemos expandir o operador unitario U (3), reescrevendo as equacdes 2.55 como

ai(B) = u(B)ai — v(B)a,
&B) = u(B)&+v(B)ai,
al (B) = u(B)a — v(B)a

(2.55)

(2.56)

(2.57)
(2.58)

(2.59)
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&0B) = u(B)a&+v(B)al. (2.60)

Diferente do caso bosonico, a partir das equacdes (2.58) e (2.60), temos que a aplicacdo de
duas transformagdes til é compativel com (&5="La;. Com isso, as regras de conjugagéo til d&o
um resultado consistente. As relagdes inversas séo

ai = u(B)ai(B) +v(B)&P),

&= ui ()& B) —vi(B)ai(B),

a) = ui(B)a; (B) +vi(B)a&B),

e
&= u(B)&B) —v(B)al (B), (2.61)
com
u(B)ailo(B) >= v(B)an(B) > (2.62)
€ t
al(B)[0(B) >= u?is) 0(B) > . (2.63)

Por fim, calcularemos o valor médio do operador nimero de ocupacgao,

L1 [

<N>p = <0(B)| CTala Cjolp) >
i=1

 S— ;
<O@)IC  (ui(B)a](B)+vi(B)&B))(ui(B)ai(B) +Vvi(B)&LB))IO(B) >

i=1

S | )
vi(B)

i=1

—

= 2.64
i=1 eBwi +1 ( )

que € a distribuicdo de Fermi-Dirac para cada modo do oscilador fermionico.
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2.4 Operador Densidade Termalizado

O operador densidade, introduzido por Landau [123], é muito utilizado na Teoria Quantica
por refletir aspectos inerentes a teoria. Von-Neumann [2] utilizou-se do conceito de operador
densidade para descrever ensembles puros e mistos.

Nesta se¢do vamos escrever o vacuo térmico em funcéo do operador densidade e introduzir
0 conceito de operador densidade termalizado associado a um estado térmico |W(B) >. Pela
definigdo de vacuo térmico (veja equacao (2.9)), temos que

[0(B) > = —=|n,n>
n Z(B)
==
= +—1=|n,n>
n Z(B)
B =BH 1
O
WA —
= p |nn=, (2.65)

n

onde
g~ PH

PTZ@)

A média térmica de um observavel O assume a forma

(2.66)

—1
< n,rIiIII\/ﬁO\/mm,rll—zl

nm

= <n| 50\/§|m >dnm
n.m

- <50 Vs>
n

= Tr(vﬁovﬁ)
= Tr(pO). (2.67)

<0@®)lojo@) =

Considerando um estado térmico qualquer [¥(B) >= f(a(B),a’(B))|0(B) >=f(a,a’; B)|0(B) >,
temos que a média de um observavel sobre esse estado térmico sera dada pelo traco do operador
densidade térmico associado a esse estado, isto €,

<¥YPB)IOI¥(PB) == Tr(pwp)>0). (2.68)
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Logo, o operador densidade térmico € obtido considerando que

<0(B)If'(a,a";B)Of(a,a";B)0(B) >
= Tr(f'(a,a";p)0Of(a,a";B)p)
Tr(Of(a,a";B)pf'(a,a";p)),

<¥(@)IolvE) >

ou seja,
P> = f(aa’;p)pf'(a.a’;p). (2.69)

Finalizamos essa se¢do escrevendo o operador densidade p para o oscilador harménico
bosénico com dois modos. Neste caso, usando (2.18) e (2.23)

e~PH

p= 2 () = g B(@1N1+w2N2) (1— e—Bwl)(l — e—sz)’ (2.70)
L _
e pela relacdo de completeza [n1,n2 ><nq,n2| =1 e ortogonalidade dos autoestados
n1,n2=0
do hamiltoniano, temos
L
p=(1—e Pory(1—ePoz) e PO1M*©2N2)|n,) n) ><ny,ny|, (2.71)
nq,N2=0

Podemos escrever esse operador densidade em termos do nimero de ocupagéo m;(B) =

o Ja que
1 1
. - Bwj
1+mi(B) eg‘”i—l
= 1—e Pui (2.72)
(5]
m@) 1 ePuwi—g
1+m(B)  ePwi—1 eBwi
= ¢ Boi (2.73)

resultando ent&o, para o operador densidade (2.66) a expressao
C1 1
_ 1 @) T @)
A+m@NA+MB)) n, =0 1+mB)  1+m(p)

P N1, N2 ><nq,ny|.

(2.74)
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3 Estado Coerente

O estado coerente, conhecido também como estado quasi-classico, foi proposto por Schro-
dinger [1] em 1926, para o Oscilador Harménico, e explorado por Glauber [4-6], Sudarshan [7]
e Klauder [8-10] na década de sessenta. No inicio da década de 70, Atkins [22] e Arecchi [23]
introduziram o conceito de Estado Coerente do Momento Angular, generalizado para uma al-
gebra de Lie arbitraria por Perelomov [29, 30] e Gilmore [31], independentemente.

Neste capitulo resumiremos aspectos do estado coerente do Oscilador Harmdnico, depois
definiremos o estado coerente para a algebra de Lie su(2), a partir de uma rotagdo arbitraria
sobre 0 estado com menor autovalor [30]. Tambeém exploraremos o estado Gaussiano, que €
uma boa aproximacédo para o estado fundamental do Hamiltoniano de Bose-Hubbard [81], e
0 estado Atomic-cat, que é a superposicao de dois estados coerentes com diferenca de fase de
180°.

3.1 Estado Coerente do Oscilador Harmoénico

O estado coerente do oscilador harménico foi primeiramente analisado por Schrodinger,
recebendo notoriedade a partir da década de 60 devido aos trabalhos de Glauber [4-6], que o
relacionou com os autoestados do campo de radiagdo, dando origem a area atualmente conhe-
cida como Optica Quantica.

O Hamiltoniano do Oscilador Harménico é dado por

H = o a'a+—- , (3.1)

tomando i = 1. Os operadores a' e a sdo conhecidos como operadores de criacio e destruicao,
respectivamente, satisfazendo a relacdo de comutacao
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aa = 1. (3.2)

O estado coerente associado a algebra do Oscilador Harménico, também conhecida como
algebra de Weyl, € dado por

la> = e%@ 930>, (3.3)

sendo a um namero complexo qualquer e |0 > o estado de menor energia do oscilador harmé-
. T , .

nico. O termo D(a) :=e%@ a'a ¢ conhecido como operador de Deslocamento, que pode ser

reescrito como

D(a) = poa’—a'd

= gz Mg 0 (3.4)

utilizando que eA*B = ¢~ 3[ABIgAeB quando [A,[A, B]] = 0. Logo,

||
la> = e 2 (%_I|n>. (3.5)
n=0 N

O estado coerente do Oscilador Harménico possui diversas propriedades, tais como

 S&0 autoestados dos operadores de destrui¢éo,

_lo? N
alo> = e 2 ——|n—-1>
n=0 (n_l)l

= ala>. (3.6)

* A evolugdo temporal € uma rotacdo de wt sobre o pardmetro a, multiplicado por um fator
de fase,
e'HT|0(>:e'2e 5 )|n>

= e 7 |ae 0T > (3.7)
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 Esses estados ndo séo ortogonais,

<a|B >
mn=0 (N)! (M)!

0(2 2

o2 17 'R (38)

entéo
a2 1812 a2 1812
|<alp>? = e % T2 AP d Ty rap”

= e lo=Bl”, (3.9)

O estado coerente possui supercompleteza,

CH2a
—|a><q|
m

2 m
Wa e TL@h)a
m mn=o Nn!m!

oo Lo ﬂrm”e_rzei(m_n)q’lm ><n|

m.n=0 0 0 m n!m!

P oo gy2 o 2
L g 2Mdm n|m ><n|

mn=0 0 21 n!m!

m><n|

~In><n|
n=0 "

1, (3.10)

onde foi feita a mudanca de varidvel a = re™®. Essa propriedade é conhecida como

supercompleteza pois caso retiremos um numero finito de estados coerentes, ainda pre-

servamos a completeza.

* Minimo de incerteza,

<a|/@a+a)ja> = a+at’

<gl(a—a)ja> = a—a’
<ola+aN(@+ala> = (a+ay+1,
<al@a—ah@-ahjo> = (@—a5* -1, (3.11)

v__
_at
e como x = &8¢ p= w segundo as definicdes de a e a da equacdo (2.14),

2mw
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encontramos as variancias

<(|ﬁ|>a = <X2>or_(<X>a)2
1 ] 1
= (a+a5¥+1—(a+ab?
_ 1
2w

<(MA>q = <p®>q—(<p>q)?

o X 1
5 —(a—aY+1+@—aB?

w
=, 3.12
> (3.12)
onde denotamos < A >y=< a|A|a >. Portanto,

< (A>a< (> = © (3.13)

41
que é o minimo de incerteza possivel pelo Principio de Heisenberg, reforcando a ideia

de estados quase classicos. Essa propriedade do estado coerente é extremamente Util e
simboliza que tais estados estdo no limiar dos aspectos quanticos.

3.2 Estados do Momento Angular

No contexto da Mecénica Quantica podemos descrever a Teoria do Momento Angular a
partir da relagdo de quantizacéo usual [gi,pj] = ihdjj. Esta relacdo automaticamente impde
as condicdes de comutacdo sobre o operador momento angular orbital, que é definido como
| =q > p. Para isso basta fazer a decomposi¢éo nas 3 componentes como

Ix = aypz—0zpy,
ly = dzPx—0xPz,
Iz = dxPpy —0yPx, (3.14)

de forma que



25

[Ix.ly] = [a9yPz —0zPy,dzPx — UxPz]
= 0Oy [Pz,9z]Px + dx [0z, Pzl Py
= —iqypx + iqxpy

= ilg,

[ly, ] = il

[I2,1x] = ily, (3.15)
onde continuamos a considerar h = 1 ao longo de todo o trabalho.

Definindo 12 = I3 +12 + 2 como 0 momento angular orbital total,

5 =0  (i=xy,2), (3.16)
0 que indica que o momento angular orbital total pode ser determinado simultaneamente a uma
das componentes cartesianas, sem nenhuma incerteza quantica.

Para tratar de situacdes mais gerais introduziremos o operador J que € 0 momento angular
total do sistema, formado pelo momento angular orbital mais a contribuicdo do spin. Esses
operadores satisfazem as mesmas rela¢des de comutacéo

[3i,J5] = il (3.17)
com [l sendo o simbolo de Levi-Civita.

Definindo [j, m > como os autoestados dos operadores J2 e J,, conhecidos como estados
de Dicke, temos que

Jl],m> = mj|j,m>,

Plim> = jG+1lj,m>, (3.18)

onde a dimensdo do espaco de Hilbert é igual a 2j +1 sendo gerada pelos autoestados
{li.—J >.li,—ji+1>, ...,li.J —1>,1j,] >} como representado na figura (Fig. 3.1).



Figura 3.1: Autoestados do Momento Angular.

A

i)

‘J_m/:

j.0)

™~

|3.-§)
Introduzindo os operadores J+ = Jx = iJy, obtemos

[J+,J-] = 23,
[Jz,d+] = I,

tendo que

1
J2 = J22+§(J+J_+J_J+).
Também ¢é valido
Jpdo = J2=02+,,
J_Je = J2=32-1,.

Esses operadores atuam no estado [j, m > resultando em

26

(3.19)

(3.20)

(3.21)
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—1
Jilfm> = (G+m+1L)F—m)]j,m+1>,
1
J-|jjm> = (G+m)g-—m+1)[jym—-1>,
1
] g+m+1)F-—m) . g-—m+0L34+m)
Ixlj,m> = [jm+1>+ [jm—1>,
— 2 — 2
) g+rm+1)Fg—m) . g-—-m+1)g+m)
Jyljm> = - [jm+1>— - [jm—1>,
[ 21 21
j+Frm+2)G+m+1D)(G—m)(j—m-—-1 i(i —m?
2jm> = a (| )a—m)(J )lj’m+2>+_|(J+l) mILm>
1 4
g+rm(g+m-)G—m+1)(J—m+2) _
[j,m—2>
— 4
j+m+2)G+m+1)Gg—m)g—m-—1 i —m?
Jflj,m> _ a )a )4 —m)(J )Ij,m+2>+J0+1) m m >
1 4
ji+mg+m—DG—m+1)(j—m+2
- g )0 )2 ) )|j,m—2>. (3.22)

O estado com a menor componente z do momento angular € |j, —j >, podendo-se encontrar
qualquer outro estado de Dicke a partir da aplicacdo sucessiva do operador J+. De maneira
recursiva, podemos encontrar que

. Ej:;}_ =1
> = Gy T e T (3.23)
L1 '
valendo que J+|j,J >=0,J-|J,—] >=0ecom ’,2 = 7“(;]‘;'()! sendo o Bindmio de Newton.

3.3 Estado Coerente do Momento Angular

Uma forma interessante de introduzir o estado coerente do momento angular é imagina-lo
como resultado de uma rotacdo arbitraria sobre o estado |j,—J > [23]. A ideia consiste em
introduzir uma visao pictdrica de rotacdo, tentando obter quais seriam os angulos 6, @ tais que
uma rotacéo sobre eles resulte no Estado Coerente do Momento Angular. Iniciaremos aplicando
uma rotacdo em torno do eixo z de um angulo @, (vide figura)
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Figura 3.2: Rotagéo pelos angulos ¢ e 6.

4

sussssnnsnnnnnnannnnnnd

5(9

1\\
n
k

X

os operadores Jyx, Jy e J, se transformam respectivamente em

Jo = 70,6l
= Jxcos(@) + Jysen(@)
15 T
=3 Jie P+ e |
I, = e—i((p—%)Jszei((P_%)Jz

= Jxsen(e) — Jycos(p)
i B
=5 Jie =7 e |

J, = J,, (3.24)
onde

J_ = e +idn),
Ji = e —idn). (3.25)

O gerador de uma rotacéo de angulo 8 em torno do eixo n € dado por

Rop = e—i8Jn
= @ 10(xsen(p)—Jycos(¢))
— e ®di—5el?a

= Wl (3.26)

com { = %e_i"’. Vale a pena ressaltar que a equacdo (3.26) € "equivalente™a encontrada no
. A - T_
estudo do estado coerente do Oscilador Harmoénico |a >= %@ 0"“—aj|0 >,
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Analisando os efeitos dessas rotacOes sobre os geradores encontramos que

RepInRgy = Jn
RogJkRg, = Jkcos(8) +Jzsen(6)
RogJzRgy —Jisen(6) + J,cos() (3.27)

onde, como a rotacdo esta sendo efetuada em torno do eixo n, J,, ndo se altera. Por outro lado,
considerando que a rotacdo no plano kz de um angulo 6, dada pela equacéo (3.24), temos

RepJ-Rgy = Rege " (I +idn)Rgy
_ . [ 1 _
= e ' 2 3,79+ ¢ cos(6)+sten(6)+E Jee 9= g%

- 1 (- 1
cos(0) +1 cos(0)—1

= 719 J,e7i0 > +J,sen() +J_e'® . ,
- 5 =
= e7i® J+e_i‘pcosz(§)+sten(9)—J_ei‘psen2(§) ; (3.28)

analogamente, obtemos

RegJ+Rgy = Rgge'® (Jk—idn)Rgy
= e'% 2 Jie7'"?+J_e" cos(9)+sten(9)—; Jie P —J_e"

1 - 1
cos(0)—1 cos(0) +1

= el® J,e7¢ > +J,sen(8) +J_e'® 5 ,
- 5 g
= ¢l® —J+e_i‘psen2(§)+sten(6)+J_ei‘pcosz(§) , (3.29)
e por fim
-1 _ 1 1 -
RogJzRgy = chos(e)—ée“’sen(e)\]_—ée ?sen(0)Jx. (3.30)

Utilizando que e®A+B) = gtanhaBglncoshaCgtanhaA com C = [A, B] e denotando o = i,

A=ie?J_ B =—ie %], e C =—2J,, encontramos
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eld+—3
— tanhi§(—ie™'®J+)Incoshi§(—2J;) gtanhi] (ie'?-)
— ptange %3, ,—2Incos§I; —tange'?I

= 2legIn(+iz)zg—2"3 (3.31)

usando gque tanh(ix) = itan(x), cosh(ix) = cos(x) e z = tan(%)e““’. O Estado Coerente do
Momento Angular é definido como [77]

z> = [6,9>
= Rggl),—J >
—  2d+gIn(+z?)3z o~z ., —i >
= ez )5 —j >
= eyl >

—1 1 Zi+m j+m
W +
m=—j (L+ 12T (G +m)!
| j+m l_%

= _— - -,m>, 3.32
o @rei jem U (332

lb.—i =

—

que pode ser visualizado como uma rotacao sobre o estado |j, —J > (vide figura).

Figura 3.3: Estado Coerente do Momento Angular.
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v

-
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13, =7)
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Analisando a equacéo (3.28) atuando no estado coerente do momento angular, segue que

- 5 5
e~io J+e_i‘pcosz(§)+sten(6)—J_ei“’sen2(§) 16, >

RegJ—Rg, 10,0 >

= RogJ-RgyRogli, —i >

= Reed-li,—i >
- (3.33)
logo
- 5 g
J+e_i“’cosz(§)+sten(9)—J_ei‘psen2(§) 6,0> = 0, (3.34)

que é a equacdo de autovalor do estado |8, @ >, sendo também valido que

J28,0> = j(+1)00,0>. (3.35)

A distribuicdo de probabilidade de um estado coerente |z >, em termos de um estado de
Dicke |j,m >, é dada por [77]

Pim@) = |<jmz>I*

2_] |22|j+m
g m G 1P

2) 0.\25—2 B.\2j+2
= . cos(2) A M (sen(3))A M. 3.36
jom OGN Msen () (3.36)

O grafico (Fig.3.4) da distribui¢do de probabilidade reforca a ideia de que o estado coerente

esta relacionado a rotacdo, pois percebemos que variando 6 ha um deslocamento (rotacional)
da distribuicdo de probabilidade, alterando assim o estado mais provavel. Ao longo de todo o
trabalho a notacdo decimal sera feita utilizando o ponto, ao inves da virgula, devido & compati-

bilidade com o software Maple 18.

Para® — 0 vemos que o estado coerente do momento angular |6, ¢ > se aproxima do estado
[J,—J >, enquanto que para 8 — 1 nos aproximamos de |j,j =, ambos com probabilidade 1.
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Figura 3.4: Probabilidade Pj m(z) com j =10e 6 ={0.1m,0.3m,0.4m,0.5m,0.7m,0.9m}.
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Para finalizar essa se¢do, mostraremos como obter os autoestados de Jx e Jy, em termos de
rotacOes de |j, m >. Para isso usaremos a formula de Baker-Hausdorff

C1, 1 [ [ W
. . _ i‘a® i"a"
elaBAe_laB = A+|G[B,A]+ T [Bi[BIA]]++ n' [B,[B,A]]"’
(3.37)
Efetuando uma rotacdo de angulo 6 em torno do eixo X, temos
e® .67 = J,c0s(8) — I sen(8),
eieJxJZe—ieJx — chos(e) + Jysen(e), (338)
e de angulo 8 em torno do eixo y,
el 367y = J,c0s(8) +J,sen(8),
ey 3,718y = 3,c0s(8) — Jxsen(o), (3.39)
e, por fim, de angulo 8 em torno do eixo z,
23,672 = J,c0s(8) — Jysen(d),
e'®23,e71%2 = J,c0s(8) + Ixsen(d). (3.40)

A partir dessas expressdes podemos definir os autoestados dos operadores Jx € Jy. Pelas
equacdes (3.38) e (3.39), assumindo 8 = 7,

Jyelzdx = el
e i3 = g7zl (3.41)
entdo, definindo
|j,my> = ei%‘]x|j,m>,

li.mx> = e 2¥|jm>, (3.42)



34
jaque

Jyli.my> = Jye'2%|jm>
= ez22J,lj,m>
= m|j,my >,

Idi.my> = Je2V|j,m>
= e—i%3y32|j,m>

= mjj,myx>. (3.43)

De modo geral uma rotagdo qualquer pode ser realizada pelo operador [124]

R(a,B,y) = e '®zg7iBlygmivdz (3.44)

sendo a, 3,y os angulos de Euler. A D-matrix de Wigner ¢é definida como

<j,m'{R(a,B,y)lj,m >
= p-i(m'a+my) <j,mYe"BY[j,m>

= eTimarmgl L ®). (3.45)

D) cin(@,B.Y)

A matriz d{n%(ﬁ) € uma matriz com dimensao (2j + 1) e denominada d-matrix de Wigner.
A forma dos elementos dessa matriz é conhecida como férmula de Wigner sendo dada por [124],

1
. o0 (+m)IG-m)!§+mbiG—mb!
A () = ) (=1) G +m—K)K!(j —k —m)!(k + mE—m)!
L1 B Lojlok+m—m=L Lol m+m®
x cos(a) sen(E) : (3.46)

onde a soma em k € feita sobre os valores em que o fatorial ndo é negativo.

Para definir a rotacdo utilizamos a convencao z-y-z dos angulos de Euler; caso utilizassemos

~ - . -, . _ O
a convencao z-x-z, parte dos elementos seria puramente imaginario, onde o fator (—1)k~m+m

na formula de Wigner seria substituido por im"mD(—l)k [125],



35

&) = <j,m?e-iﬁ“xll"méI

@G +m)!G —m)!(G +mDG —m5!
(G +m—k)'k!(j —k —mY!(k + m=m)!
L1 Lol ok+m-—m= L Lokl m+m®

x cos(g) sen(i) . (3.47)

s S
k

Portanto, teremos que

<jmfjmy> = cﬁm%(—n/Z),
<jmifime> = d 5, (1/2). (3.48)

Como exemplo calcularemos a distribuicio de probabilidade do estado de Dicke |j, m™>
na direcéo [j, mx >, ou seja,

Pimim) = |<jmfjmy>?
= |<j,mife " 2¥[j,m>

= eGP, (3.49)

cujos gréficos (Fig. 3.5 e Fig. 3.6) corroboram com os resultados da referéncia [77], 0 que
evidencia que ao mudarmos a direcdo analisada alteramos a distribui¢do de probabilidade do
Estado Coerente do Momento Angular. Também analisamos o caso de valores negativos de my,
ou seja, —my, resultando em gréaficos similares aos obtidos para my positivo.



Figura 3.5: Distribuicdo de Probabilidade para j=10, my = {0, 2, 4}.
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Figura 3.6: Distribuicdo de Probabilidade para j=10, myx = {6, 8, 10}.
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3.4 Estados Gaussianos

O Condensado Bose-Einstein desempenha um importante papel no contexto dos estados
comprimidos, sendo vastamente utilizado na realizacdo desses estados [32]. Uma aproximagéo
do Hamiltoniano de interacdo do condensado Bose-Einstein com dois modos é [80, 84]:

Hen = —KJyx+ [0, +UJ2 (3.50)

conhecido como o Hamiltoniano de Bose-Hubbard, com U = 0 e [ 3= 0. Nesse contexto, uma
boa aproximacdo para o estado fundamental de Hg [81,84] é dada por

 —
lo> = xlN% e 20Z|j,m>, (3.51)

o m:—j

com Ng sendo a normalizacéo,

= 270, (3.52)

e 0 o0 desvio padréo da distribuicdo gaussiana.

Esse estado Gaussiano foi analisado considerando o Interferdmetro de Mach-Zehnder em
[82,84] e utilizando oscilagdes de Rabi-Josephson em [85].

Para compreender melhor as propriedades do estado Gaussiano, calcularemos a distribuicao
de probabilidade projetada sobre [j,m >, isto &,

!
<jmlo> = V=i e 42 <j,m|jm>

= : (3.53)

logo a probabilidade sera dada por
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Pim(0) = |<j,m|o>|?
= . (3.54)
m=—j

Os gréficos da equacao (3.54) sdo encontrados na Figura 3.7 para alguns valores de 0. O
peso do estado é dado por uma funcéo gaussiana, portanto os graficos da probabilidade tém a
forma de uma curva gaussiana centrada no zero. O fator o corresponde ao desvio padréo que
determina a largura da curva de probabilidade.

Para andlise do estado [j, my > temos

i:l(m h?

<oljmy> = e a0 <j,mj,my>

© ~ a0z () th( ), (3.55)

onde foi usada a equacdo (3.48). Portanto,

Pj,mx(O') = | < O-ljimX > |2

= | . (3.56)

Os graficos da equacdo (3.56) sdo apresentados na Figura 3.8. Para ¢ = 0.1, o0 estado se
torna bem centrado no zero, concordando com o grafico (Fig. 3.5), com my = 0. Variando o
de 0.1 até 5.0 percebemos a perda da forma gaussiana da distribui¢do de probabilidade; isso
implica que ao mudarmos a direcdo observada alteramos significativamente as caracteristicas
do estado gaussiano.
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3.5 Estados Atomic-Cat

Similar aos estados de Yurke-Stole [86] para o oscilador harmonico, surgiram diversos es-
tados definidos como superposicdes dos estados coerentes do momento angular, com diferenca
de fase de 180°; sdo exemplos [82]

— 1 _
|qu> - N71[|Z>+| Z>])
— 1 | —
o> = olz>-1-2>]
Ws> = ,jguz>+i|—z>1,
W> = [z>—il-z>]; (3.57)
Ng

com Nj sendo a normalizacdo de cada estado |j =>. Outros como Gerry e Grobe [89] utilizaram
estados da forma

1 O L 1
e > = g l2>+eM—z>,
e
1 O L. 1
> = — |z>—e"™|-2z> . (3.58)

N_

Neste trabalho consideraremos o estado Schréedinger-Cat, tambem conhecido como Atomic-
Cat, representando-o genericamente por

1 = ia =
Wa@) > = = 2>+ -z> (3.59)
a

com N¢ sendo a normalizacdo do estado.

Com essa notacdo genérica podemos analisar os diversos tipos de estados descritos an-
teriormente. Tal notacdo também permite analisar como a paridade, definida pelo operador
P = (—1)Jz*1 [77], onde (=1)%2*I|j,m > = (=1)i*™M|j, m >, altera as caracteristicas do es-
tado.

Como, pela equacéo (3.32),



<z|l—-z> = <-z|z>
oy e
mej J+m (1+[z])3
L[z

(1+z)

= (cos(8))?,

a normalizacdo do estado |y(z) >, dado pela equacéo (3.59), é

— _
Ng = 2+ 2cos(a)[cos(8)]?.

Dessa forma, também podemaos escrever o estado (3.59) como

—

: h—F 1 : . :
—1]

m=—j JFM 2(1+|22)2 + 2cos(a)(L—|z]2)D

Wa(z) > =

lj,m=>
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(3.60)

(3.61)

(3.62)

Inicialmente calcularemos a distribuicao de probabilidade obtida para | (z) >, projetando-

0 sobre um estado de Dicke |J, m >; entéo

P 1 H. ia ¢ -
<ima@> = = <jmlz>+e<jm|-z>
a
I:—I'—‘1 ——h
1 —1: Dzj+m ) D C(I_Z)j+m
- bW 7 ia | G
Na  j+m (1+]z]?) j+m (1+]z?)
—1 [ i 1
1 ’J)J :jl+m 1+e|a(_1)J+m
~ Nag  j+m (A+zpPy

e, logo, a distribuicdo de probabilidade é

Pim(Ya(z)>) = Ié,m%(z) > |2
2j  (cos(8/2))2172M(sen(p/2))A +2m
j+m |2 + 2cos(a) [cos(8)]? |

1

(3.63)

|1 + eiO((_l)j +m|2.

(3.64)
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Figura 3.9: Probabilidade Pj m(|¢a(z) >) com j =10, a =m e para 8 = {0.2m, 0.3m, 0.5m,

0.6m, 0.7m, 0.81}.
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Os graficos (Fig.3.9) da distribuicdo de probabilidade reforcam a ideia de rotacdo, sendo
que, ao variar 6 de 0 até m, obtemos um deslocamento da probabilidade de m de —j ateé j,
concordando com os resultados encontrados em [89].

Figura 3.10: Probabilidade Pjm(|¢a(z) >) com j =10,6 = Jea =

=0

T m 1 02
£yl
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5
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I bf\/\gh
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Ja os graficos (Fig.3.10) representam bem as propriedades de simetria, para a = 0, e de

antissimetria, para a = 1, que ocorrem quando variamos o valor de a.

Finalizando a analise desse estado, determinamos a distribuicao de probabilidade conside-
rando a direcéo |j, mx >, ou seja,
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1 ] ]
<Ua@)]j.mx> = — <z[j,my>+e" o < —z|j,myx >
Na E—l.—

IR == == TR UL R ¢)

No e j+mP <1+|z|2)J
+ e la :]ZJ L(__I L_)J+mdj (T[
j+m- (1+IZI2)J
—h ] . .
1 i I J I__),I+md 1+(3—I0((_:|_)J+m':l:.I 65
= Ry, 3ome O )y @69
logo, a distribuicdo de probabilidade é
Pim(0a(@)>) = |<Wa(@)lj,mx >
. :J £ L]
1 | 1 o n l+e” m(( 1)J+m
= D eyd i () >
GmE-I_-_j J+m (1+|Z| )J
1

2 [(1 +z[2)3 +cos(a)(1 - [z[2)2]

II;ZJ E 1 m . Ol o j+m
x L@V G Trerie e

ey d*m

.

(3.66)

Nos graficos (Fig. 3.11) apresentamos alguns dos possiveis valores para o parametro 9,
observando o comportamento %probabilidaded,mx. Em seguida, no gréafico (Fig. 3.12),

variamos os valores de a para 0, 5 e T, 3”

a fim de analisar as propriedades de simetria
e antissimetria respectivamente. Paraa =0 a propriedade de simetria do estado é refletida na
distribuicdo de probabilidade, o que ndo ocorre para o = 7; ja a distribuigéo de probabilidade
para a = 1 € antissimétrica, oriunda da antissimetria do estado Atomic-Cat, enquanto que com

o= 37” tal caracteristica ndo é observada no gréafico da distribuicdo de probabilidade.

Portanto, percebemos que as caracteristicas de simetria e antissimetria do estado |Pq(z) >
podem ou ndo ser refletidas na distribuicdo de probabilidade, influenciando diretamente nas
suas caracteristicas, a depender do valor de a.
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4 Estados Comprimidos e Parametros de
Compressao

A compressdo de um estado quantico foi analisada no caso do Oscilador Harménico na
década de 70 por Stole [45, 46], observando que alguns estados possuem, para uma dada obser-
vavel, variancia menor que a incerteza quantica. No contexto do momento angular, por termos
uma algebra de Lie su(2), temos uma liberdade que permite vérias defini¢cbes para a compressao
de um estado, cada uma motivada por um contexto diferente.

Em geral, uma definicdo para compressao é considerada adequada quando, para o estado
coerente, vale 1. Mostraremos que, diferente do caso do Oscilador Harmonico, a desigualdade
oriunda diretamente da relacdo de incerteza ndo vale um para o estado coerente do momento
angular, ndo resultando num bom critério de compressao [77]. Apresentaremos 0s parametros
de compresséo propostos por Kitagawa e Ueda [52], Wineland [53,54], Sorensen [55], Ragha-
van [56] e Toth [58,126]. Por fim, introduziremos alguns Hamiltonianos utilizados para gerar
compressao sobre um estado.

4.1 Relagdo de Incerteza

A incerteza quantica é descrita pela desigualdade

(A = ;1<[AB]>P (@.1)

vélida para quaisquer dois operadores, com ( CAY =< A? > — < A >? sendo a variancia do
operador A.

O minimo da incerteza ocorre quando temos a igualdade, ou seja, ( CAW([B)f =
%| < [A, B] > |2. Entdo a menor variancia que os operadores podem satisfazer simultaneamente
é
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() = (B = J|<[AB]>| @)

respeitando a relacdo de incerteza. Portanto, a primeira ideia para introduzir o conceito de
compressdo de um estado é que se tenha

(II)js; <[A,B]>|, (4.3)

para algum operador A em relacdo a B. A diminuicdo da variancia da observavel A representa
um aumento na incerteza da observavel B, mantendo a desigualdade satisfeita. Dessa forma po-
demos introduzir um parametro de compressdo, o parametro de Heisenberg, baseado na relagédo
de incerteza, isto é, o parametro de compressdo para A em relacdo a B dado por

2( LA
W T <ABT .
com & < 1 representando a compressao do estado em relacdo a observavel A.
4.2 Media e Variancia do Estado Coerente
Considerando o estado |j, m > temos que
<Jy>=0, <Jy >=0, <J;>=m,
— iG+1)-m? _ jG+1)-m? —
<J2>= wz <J? _J_(J_%z, <J2>=m? (4.5)
(LGP =10=m - (gpp = 102)=m" - (LT =o.
A relagéo de incerteza fornece que
L] L]
(PO =7 <, >P=C ji+1)—m? =m? (4.6)
e 0 parametro de compressao € dado por
j(j +1)—m?
EH = J(‘l—)’ (47)

Im
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sendo que {4 = 1, para qualquer valor de m.

Vamos agora analisar a média e a variancia considerando o estado coerente; temos

<Jx >

onde utilizamos ., =

Re(z) = %

= <z|3lz>
i : i i S|
g yi+mZi+m 2j _ L+ M
= (1+|Z|2)2j i+md i+ <J’m$ > j,m>
mbEm=—j jrm= g m
. . i § i i ey S
_ By By
- __; @[z j+mt j+m
mCm=— (
T 1
g+m+1(G—m) g+m)j—m+1)
x [ 2 m‘:,Yn+l+ 2 m,m‘ii-llzI
. i N
I:th j+m i
= Re(2) |722 - 2 g—m)
_ 2j
= Re(z)1_|_7IZI2
= jsen(B)cos(), (4.8)
O s O

n —
+1

| .
,z=tan(d)e 9 e
m=—j

E E—;'l‘ que para um dado nimero complexo z sua parte real é

I:[t2|j+m :2Ij

@+ P j+m

1 o
G-m)=-—

——  cujo calculo
1+ 22" *

pode ser encontrado no Apéndice A. De forma analoga, obtemos

<Jy>

= <z|yy|lz>
g Gi+m7i+m
mCm=—j (1+[z]?)2
—gni+mzi+m

e @+
i

o — |

E 1

| -

I%]+_J— D

H— 11
2) 2j

<jm{

j+m j+m 2i lj,m >

=t H E 1

Dj 2j

MG —m

21

= Im(2)
m=-j
2j
1+zf?
= jsen(6)sen(y).

= Im(2)

6mD,m+1 -

I:l:t- 2|j+m —

 (1+[zHF j+m

j+mt j+m
1
g+m)g—m+1)

21

1

6m,m‘:b-l L1

1

A G-m

(4.9)
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Por fim,
= Oz E o5 g :<I'm% j,m>
- m‘}n:—jW j+mY j+m J zll,
i N
_ w 2j
m=—j (1+[z[H% j+m
= .(|Z|27—1)
1+|z)?
= —jcos(8) (4.10)
i . 1. [
1 |t2]+m i . 2_1
onde utilizames que e mzj(lzli).demonstrado no Apéndice A.
me—j A +z[) j+m 1+ |22

Para 6 = 0 nas equacdes (4.8), (4.9) e (4.10), obtemos os resultados da primeira linha da
equacao (4.5) com m = —j. Também temos

<J>?+<)y>2+<],>2 = j? (4.11)

e definindo o vetor J-2 (< Jx >,< Jy >, < J, >), seu mddulo é |[JHEj.

Calculando os segundos momentos de cada uma das componentes do operador J, obtemos:

: +mj+m :]2_ mz E1
<32> = ('@52. 4949 o ma2)m >
mom=—j (F[2[DF J+m= j+m
: . 1 1
E&Zpﬂn 2j o
m=—j 1 ¥[21)3 j+m
1 1
J dlzI*=2jlz|* + 2|z +]
(1+1z])?
jD ]
= 3 2jcos?(8) —cos?(B) +1 (4.12)

onde utilizamos que

] ]
—p2irm 5 Ll - 2jzP+2zff +j

m=—j 1 ¥[21)F j+m - (1+]z?)?

(4.13)
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resultado apresentado no Apéndice A. Também temos

. . S | L e
2 g ni+mzim 2j 2j TR R, IS RO
<J=> = a2 O i <j,m{ lj,m=>
mim=—j Q+[Z[DFj+rm= j4+m 2 2
i . i i i e |
B I:w 2j 2j
- __. @+zPF j+mP j4m
m‘:,’m——! (
xl:(j+m+1)(j—m)(j+m+2)(j—m—1)6 +(j+m)(j—m+1)6
— 4 m&m-+2 4 mEm
G+m+1)(j—m) G+m(—m+1)G+m—-1)(G—m+2) 1
+ 4 6ml:,|rn+ 4 mC\-2,m|:|

i+ 1 B

2 2 i L+ 12| j+m
1 1. ) 1. [
Gt S
4 m=_i A+[z[)F j+m
o L ]
_ QG+ _J il -2l 2P +i @R +2? 2j(2) 1)
-2 2(1+|z]2)?2 4 (1+1z[?)?
.- | 1 :/0: 2
= J(J;l)—i 2jcos?(8) —cos?(@) +1 +14 1)Se4n (8)cos2e (4.14)
observando que
I:m 2.] (j—m)(j—m—l) — M (415)
m=—ij A+ 23 j+m (1+]z|2)? '

também calculada no Apéndice A.

De forma analoga,
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A variancia para o estado coerente é entdo dada por

(cny = 197 —i 2icos(8) — cos?(8) +1 +1 A~ 1)se4n2(6)c052(p — [isen(8)cos ()]’
(= 19D I eogi(e) —costey 1 —IATDEOD i on g)ceney,
(Cf = 2jcost(@)—cos?(®) +1 ~ [icos(@)F

— jserj(e), (4.19)

de onde se obtém que

(CTLF +(CIF+(CLF = ]

(4.20)

Analisando as equacdes (4.8) e (4.14), (4.9) e (4.16), (4.10) e (4.12), também podemos

escrever a variancia em termos da variavel z

ilzI*-22—(@H+1

( CLF

A+z)>

2
jlzI*+22+ (D2 +1
(E];)Z=J2|| zH?

A+z])> 7

2jz|?

(LK

A+z]5)*

(4.21)

Uma outra forma interessante de se escrever a variancia do estado coerente é explicitando-a

em termos das médias, i.e.

-
1 Llz)*—=2z)?+1

-
=22 — (2 +2)z)?

2 —_ PR—
(LA = o5 I @ iepy ENFE
<Jy>2+<‘]Z >2
= - , 4.22
5 (.22
[ 1
(DQZ — i j2|Z|4_2|Z|2+1+.222+(Z|¥+2|Z|2
2] (1+1z]?)? (1+1z]?)?
<J>2+<], >?
= S Jz (4.23)

2] ’
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1 1
1 522+ +2|1z12 .,—z2— (2D +2z|?
(CLP = 2 (25t +2|z| 2 (2Dt +2|z|

= = +

21T arrpr T @R

<Jy>2+ <]y >?
= - , 4.24
2j (4.24)
onde se nota que, de modo geral, temos
<Jn>2+<J,>? o

(LY = (ordem ciclica). (4.25)

2j ’

Para finalizar essa secédo, iremos analisar o parametro de compresséo &y para 0s pares de
observaveis Jj, Jx (i,k = X,y,z). Temos:

2( LIF
| <[Jz,dy]>|
2jsen?(6)
2jsen(0)cos(@)

sen(0)
| c05(0) l, (4.26)

coincidindo com o resultado das referéncias [52, 77]. Temos também

&3z, dy) =

2( LI
| <[Jz,3x] > |
2jsen?(0)
2jsen(B)sen(o)
sen(0)
'sen(e)

EH(Jz,Jx) =

[ (4.27)

Para 0s outros operadores, obtemos:

2( L3P

101 1 2jcos?(8) —cos?(B) +1 + j(zj_l)sezz(e)cosz‘p — j2sen?(8)cos? ()

jcos(8)

EH(Ix,Jy) =

(4.28)
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2( LIF
Jx,Jd = —
EH( X z) |<[JX:JZ]|:|>I _
0D ) 2jcos?(8) —cos?(B) + 1 + j(2j_1)se22(9)°032“’ — j2sen?(8)cos?()
B jsen(8)sen(¢) ’
(4.29)
2( CIy¥
Jy,Jd = —2
B 101 — 1 2jcos?(9) —cos?(B) +1 — j(Zj_l)sefl‘z(e)cosz‘p — j2sen?(8)sen?(p)
B jcos(6) ’
(4.30)
2( CIyF
Jy,Jz) = ———
B 16xY — 1 2jcos?(9) —cos?(8) +1 —1¢ _1)5922(9)C052‘p — j%sen?(8)sen?(p)
B jsen(8)cos() '
(4.31)

Como os estados coerentes estdo no limite da incerteza, era esperado que o parametro de
compressdo resultasse em 1, o que ndo ocorre. Isso mostra que o parametro de Heisenberg, &y,
apesar de ser bem intuitivo, ndo é a melhor opcéo para definirmos a compressao neste contexto.

Podemos generalizar o parametro dado pela equacéo (4.4) usando a expressdo [77]

2
i) = Voo izmi — (4.32)

com |, m, n representando trés dire¢fes possiveis. Entdo, por exemplo,
ey ALY
<Jy>2+< Jy >2
i can2
ey isen®(8)
2 j2sen2(8)cos2(@) + j2sen2(8)senZ(gp)
[sen(8)], (4.33)

¢ni(Jdz) =

ainda nao resultando em 1 para todos os valores de 6 e @.
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4.3 Parametro de Compresséo de Kitagawa e Ueda

Na literatura existem diversos parametros de compressdo, cada um deles motivado por di-
ferentes situacgdes [77]. Uma importante definicao foi proposta por Kitagawa e Ueda [52] utili-
zando o conceito de Direcdo Média de Spin (MSD?), definido por

. <33
Np = @ (4.34)

Denotando f —tma direcdo ortogonal a MSD, foi demostrado em [77] que para um Estado
Coerente do Momento Angular tem-se ( I:LE‘L_LIZ = J? Definindo o parametro de compressao
por

_ min(CIa})?
& = 2 (4.35)

obtemos um parametro que para o estado coerente resulta em 1. Dizemos entdo que um estado
é comprimido, segundo Kitagawa e Ueda, se {5 < 1.

A partir das equacdes (4.8), (4.9),(4.10) temos que o MSD é

~

o = (sen(B)cos(p),sen(B)sen(p),—cos(0)), (4.36)

com 0s vetores ortogonais, A ;-gados por

>
=
Il

(—sen(9),cos(9),0),
(cos(B)cos(), cos(B)sen(@),sen(B)). (4.37)

=)
N
Il

Para obter o minimo da variancia de J5 = J-d r-§omecamos analisando as dire¢des orto-
gonais

A= 07

= nycos(¢) +nosen(d), (4.38)

LA sigla é referente ao nome em inglés Mean Spin Direction.
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onde OT é o operador associado a rotacdo de ¢ no plano A1 fs.

Como
<Jsy,> = <JA;>
= —sen(p) < Jx > +cos(p) <Jy >
= —sen(@)[jsen(B)cos(@)]+cos(@)[jsen(8)sen(®)]
= 0, (4.39)
e
<Jp,> = <Jd,>

= cos(B)cos(p) < JIx > +cos(8)sen(p) <Jy > +sen(8) <J, >
= cos(B)cos(@) [Jsen(B)cos(@)] + cos(B)sen(®) [jsen(B)sen(®)] + sen(B) [—jcos(B)]
= 0, (4.40)

entdo a variancia de Ja S0 depende do segundo momento, cuja solugéo pode ser encontrada
utilizando a notagdo matricial e calculando o menor autovalor.

(LY, = < I§|$1COS(<I>) + J-A,sen(d) Ii_L|>
= <J&l>cos?(¢)+ cos(q))sen(q)) < Jﬁ_IUﬁ_E‘ >+ < Jﬁ_EUﬁ_I' > + < JZ> sen?(¢)

e —
- <H>_ g I > FEors@®)
= cos(¢) sen(d) O L1
< 3] L <Jn-2> sen(¢)
- I:II:I 111 1
< > Cov(Ja,,Jdn S
— COS((I)) Sen(¢) 1 ny ( ni n2) EDE? (q)) 1
Cov(dn,. Jn,) <JE> sen(¢)
(4.41)
onde [, ], representa o anticomutador e Cov(Jn,,Jn,) € definido como
1 1 1
Cov(Jn,,Jdn,) = 5 < Jodh I > < Jaf >< Jaj) >
1 1 1
= E< \%l,jh:zl+>' (442)

Os autovalores da matriz definida na equacéo (4.41) séo
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T

1
Ae = S <J§+38,>x (<IZ —JIE >)2+4Cov(In,,dn,)° (4.43)

Logo, o parametro de compressdo de Kitagawa e Ueda pode ser escrito em termos do menor
autovalor descrito pela equacéo (4.43), ou seja,

s = —. (4.44)

4.4 Parametro de Compresséo Definido por Wineland

Um outro parametro de compressdo foi proposto por Wineland [53, 54] a partir de estudos
sobre espectroscopia Ramsey e que denotaremos por &g. Ao analisarmos um estado | > com
MSD na direcéo z, temos que < z|Jx|z >=< z|Jy|z >= 0. Se aplicarmos uma rotagéo de
angulo @ em torno do eixo x obtemos

J)C/)Ut — ei(PJnye—i(pr

= cos(@)Jy —sen(¢)J,, (4.45)

0 que resulta em

< JB?Ut > = —sen(9) <J; >,

(CIY? = cos?(p)( CIP +sen?(p)( CIF — ;sen((p) <[y.J.], >. (4.46)

. , ~ _ td<f(x)>
A partir da férmula de propagacédo de erros [T(X) = [X a;‘atemos

CIgd"
- ‘<J)9Ut>E
T

= LY (4.47)

|cos(p) <Jz > |

d

Para @ [Odemos que cos(p) [Llsen(p) O que ( I:]?;EF)Z E(:ID;)2 Nessa aproxima-
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¢do podemos reescrever a (4.47) na forma

o= (4.48)

|<J; >

0 que permite conhecer a sensibilidade? da fase @ conhecendo a variancia e a média. Para o
caso geral, onde o MSD ndo esta na direcdo z, obtemos

_ _Hal,
1= ——%. 4.49
PE=Y (4:49)
O parametro de compressdo, &g, proposto por Wineland, é a razdo do quadrado da sensibi-
lidade da fase do estado pela sensibilidade do estado coerente®, denotada por ( L(TL)@SS, que €
igual a 2j

(. _ (o
(lmss

_ o (I
2J|<J3|2. (4.50)

Comparando as equagdes (4.50) e (4.35), podemos obter uma relacdo entre os parametros de
compressdo &s e Er. Pela definicdo (4.35) temos que para {s = 1, ocorre que min( E]E&Z, = J?

« (LIa)3
e pela equacao (4.50), para &g = 1, temos que I = % Logo

min r'ﬁ‘ig ° & j, (4.51)

sendo que | < J= | <, o que implica que &5 < &g, onde a compressdo ocorre sempre que 0
parametro de compressdo € menor do que 1. A igualdade entre os parametros é obtida quando
| <J= | =j, resultando em geral, na relacéo [77]

g = hi3 g (452)

2por sensibilidade de fase entende-se como o erro na estimacao da fase @.
3a sensibilidade de fase do estado coerente é o erro ao estimar a fase do estado coerente.
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Na referéncia [53] foi proposto um outro parametro de compressdo, baseado na relacdo de
incerteza de Heinsenberg para dire¢cdes quaisquer

(TR = Jl<dn>P (4.59)
com i [A}ei CAg+esultando em

oy
¢H |<Jh:5|' (4.54)

O parametro de compressdo tem valor & m= 1 para o estado coerente dado em [77], sendo
entdo apropriado para indicar a compressdo de um tal estado. Comparando a equacgéo (4.35)
com a equacéo (4.54) podemos obter uma relacdo entre 0s parametros, ou seja,

@EHE

s = j

(4.55)

Os parametros &g, & me &g s@o bons indicadores de compressao, satisfazendo uma relagao
de desigualdade [77]

& = o = &R, (4.56)

jaque | <J3|<j.

4.5 Outros Critérios de Compressao

Como ja citamos, na literatura existem diversos critérios de compressdo baseados em dife-
rentes situacdes. Grande parte deles esta associada a uma cole¢do de N sistemas com j = %
onde 0 momento angular total j é encontrado a partir da composicao de N sistemas, resultando

emj=1.

Sorensen [55] propés um parametro de compressdo, que denotaremos por Egodevido a
proximidade com o parametro &g, dado por
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ko = N (Da)z (4.57)

<Jn, >2+<J, >?’
com Ay, Ay e N3 sendo trés dire¢cdes ortogonais.

Podemos considerar o parametro {gocomo uma generalizagdo do parametro proposto por
Wineland ¢g. Comparando o pardmetro {gocom a equagao (4.25), percebemos que para o
estado coerente o parametro de Sorensen vale 1, tomando N = 2j.

O parametro &g além de indicar compressao, € também um critério de emaranhamento
para sistema multipartite; com efeito, foi provado em [55] que, para um conjunto de particulas
comj = % se ¢gr< 1 entdo o sistema é emaranhado. Apesar de ndo ser uma condicéo suficiente,
ou seja, podemos ter estados emaranhados que nédo estejam comprimidos, este foi o primeiro
critério a evidenciar a relagdo entre compressao e emaranhamento [127].

Outro parametro foi proposto por Rghavan [56], definido por

[Ia)
ip = N —Nz( > (4.58)
o+ < Jﬁ >
que surgiu com a analise dos estados de Dicke |j,m > realizados com condensado de Bose-
Einstein.

O parametro §p € capaz de detectar emaranhamento sobre os estados de Dicke, ou seja, se
&b < 1 o estado esta comprimido na direcdo f e, se o estado for de Dicke, além da compressao
teremos também o emaranhamento.

Taéth et al. [126] desenvolveram um conjunto de desigualdades envolvendo somente as
médias e 0s segundos momentos, ou equivalentemente as médias e as variancias, capaz de
detectar emaranhamento. Uma dessas desigualdades é dada por

N
(N=1)(CIR)* = <J3,>+<JE > — (4.59)

Reescrevendo a equacéo (4.59) como

N(LIg)? = <J?>-—<Jy, >2—';', (4.60)

obtém-se entdo mais um parametro de compresséo
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2
£ = N(LI) (4.61)

12> —<J. =2 _N°
<< > < Ay > >
também relacionado com o emaranhamento.

Por fim, por completeza, citamos outros parametros propostos por Toth em [128], que se
mantém inalterados mesmo com os trabalhos mais atuais [58, 129],

. (mgu(i?u(mg{ 4.62)
&ro = NJ(NJ+1) (4.63)

<J§>+<J§>+<J22>’

sendo vélidos para qualquer valor de j. Estes pardmetros também sdo relacionados ao emara-
nhamento, ou seja, & < 1 ou &y o< 1 indica que o estado é emaranhado.

4.6 Desigualdades para Valores Arbitrarios de j

Na secdo anterior expressamos diversos parametros de compressdo, cada um deles im-
portante num certo contexto. Também de importancia sdo as desigualdades propostas por
Téth [57,126,127]

<J§>+<J$>+<J22> N(N4+2)

(L3P +(LLP+(LLF =

<R>+<I>-0 = (N-1)(CT)
(N—l)%lljmz+(l:]ﬁm2 <Jr2n>+N(N4_2), (4.64)

onde k, I, m sdo todas as possiveis permutacdes de X, Y, z.

Essas desigualdades formam um conjunto completo®; a violacéo de qualquer uma das qua-
tro equacdes indica emaranhamento [57]. Esses critérios, apesar de muito importantes, sdo

4 As desigualdades formam um conjunto completo no sentido que, conhecendo somente as médias e os segundos
momentos, ou equivalentemente as médias e as variancias, nenhuma outra equagao precisa ser introduzida.
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vélidos somente para uma colecdo de N subsistemas com j = %, o que limita a aplicacéo.

Nos recentes trabalhos [58, 129], as desigualdades (4.64) foram generalizadas para um sis-
tema com J arbitrario. Os autores perceberam que para estender as desigualdades, seria neces-
sario modificar a definicdo do segundo momento e, consequentemente, a defini¢do de variancia.
Seja um ensemble de N particulas com momento angular total j, temos

J = j6 5, (4.65)
n=1

paral =x,y,z ejl(n) a componente | do momento angular da nt™" particula. Definindo o segundo
momento e a varidncia como

< J = <Ji>-< Iﬁ)2>
= < jlaajl(m) >,
nEm
(B} = < —-<9, 52
= (LIRF-< l—(JTI‘T)‘)Z > (4.66)

as desigualdades (4.64) podem ser estendidas para j > 3, resultando em

<J§>+<J5>+<J22> < Nj(Nj+1),
(CLF +(CLF +(LLF = Nj
<¥H+<IFH>-NN-DJ? <= (N-1(ERY?
[ ]
N-1) (EF+(E}f¥ = <JFE>-NN-Dj> (4.67)
De modo geral, Vitaglino et al [58] mostraram que
(N-1) (EpF- <J,5>2—N(N—1)j2, (4.68)

1 yami

onde I é um subconjunto do conjunto {X,y,z}.

A partir desses resultados diversos parametros podem ser generalizados para um valor ar-
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bitrario de j. Como exemplo podemos citar o parametro &goj [58] generalizado para j > %
como

(EF +Nj?

o; = N ,
tRYj <Jy>2+<J,>2

(4.69)

e que resulta num parametro capaz de detectar emaranhamento em sistemas com N particulas e
com valor de momento angular total arbitrario.

4.7 Operadores de Compressao

A compressao de um estado do momento angular pode ser gerada a partir da atuacdo de um
Hamiltoniano ndo linear, similar ao que ocorre no caso do oscilador harmonico [77]. De modo
geral, podemos dividir os Hamiltonianos em duas classes: um eixo de tor¢do (OAT®) ou dois
eixos de torcdo (TATO).

A geracdo de estados comprimidos do momento angular [52] é implementada em Con-
densados de Bose-Einstein [55,69-71] e, recentemente, utilizando ressonancia magnética nu-
clear [72,73].

O operador de compressdo é definido como U = e~'™ sendo T o tempo. Assim, a acéo
do Hamiltoniano sobre um estado por um determinado tempo ira gerar uma determinada com-
pressdo. Diversos Hamiltonianos séo usados para gerar compressao sobre um estado quantico;
citamos aqui alguns deles.

» Compressao em um Eixo.

O sistema evoluindo sob a acdo do Hamiltoniano [52] ndo linear
Hoar = XJ%, (4.70)

com constante de acoplamento x. Este € o Hamiltoniano mais comum na geracdo de

estados comprimidos.

» Compressdao num Eixo na presenca de um Campo Transverso.

Law, Ng e Lueng, na referéncia [130], observaram que a compresséo é mais eficiente na
presenca de um campo transverso controlado por um pardmetro B e propuseram

5Sigla vem do inglés, One Axis Twisting.
6Sigla vem do inglés, Two Axis Twisting.
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H = xJZ+BJ,. (4.71)

O modelo, apesar de ndo possuir solucdo analitica para j arbitrario, tem resultados indi-
cando que a presenca do campo externo implica num aprimoramento dos graus de com-
pressao por um maior periodo de tempo.

Compressdo de um Eixo no Condensado Bose-Einstein.

O Condensado Bose-Einstein tem sido extensivamente utilizado para a realizagéo, gera-
¢ao e analise de estados comprimidos [131-135], podendo ser modelado pelo Hamiltoni-
ano de Bose-Hubbard [80]

Hen = O +xJ2—KJy, (4.72)

gue tem como boa aproximacao para o estado fundamental o estado Gaussiano [81].

Compressdo em dois Eixos.

A compressdo em dois eixos permite alcancar um maior grau de compressdao sobre o
estado, apesar de nao possuir solucdo analitica para j arbitrario. O seu Hamiltoniano foi
proposto por Kitagawa e Ueda [52] e tem como expressdo

Hrat = XUxJdy+JyJIx)
] 1
= x J5-J2 , (4.73)

com X regulando a compressao, tendo sido implementado por Jafarpour e Akhound [136].
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5  Algebras de Lie e o Estado Coerente
Termalizado Generalizado

Seguindo a construgéo de Perelomov [29,30] e Gilmore [31] do Estado Coerente de uma al-
gebra de Lie arbitraria, introduziremos a versdo térmica desta construcédo a partir do formalismo
da DCT [92,98, 100]. Ao duplicarmos a algebra de Lie do sistema e aplicando a transformacéo
de Bogoliubov, somos capazes de obter o Estado Coerente Térmico para uma algebra de Lie
arbitraria. Essa construcédo evidencia a compatibilidade da DCT com a construcdo de Estados
Coerentes. Como exemplo analisamos o caso su(2) e su(l,1).

5.1 Formulagdo para uma Algebra de Lie Arbitraria

Dado um sistema fisico descrito pelo Hamiltoniano H, cuja simetria é caracterizada pelo
Grupo de Lie G, associada a algebra de Lie g, Perelomov [29] e Gilmore [31] independente-
mente obtiveram um procedimento capaz de construir um estado coerente a partir da Teoria de
Grupos. Uma revisio sobre Grupos e Algebras de Lie pode ser encontrada no Apéndice B.

O processo consiste em, a partir de um estado de referéncia |jg > pertencente a um espaco
de Hilbert H, determinar o subgrupo de isotropia maximo H, isto é,

higo> = [ >e" o™, h CH CGI (5.1)

sendo maximal com essa propriedade. Em seguida efetuamos o quociente G/H, resultando que
qualquer elemento pode ser escrito da forma

g = Qh, g [G, h CH, Q CG/H. (5.2)

A acdo de um elemento arbitréario g no estado de referéncial sera

Larigor, g e h sdo representacdes dos elementos de um grupo em H.
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Qhlyo >
= Q|yo >e"M; (5.3)

9lyo >

o0 estado |A,Q > = Q| > € denominado de Estado Coerente, segundo a construcédo de Pere-
lomov [30] e Gilmore [31].

Para introduzir os efeitos térmicos utilizaremos o formalismo da DCT, cujo primeiro passo
consiste na duplicagdo do grupo de Lie obtendo G-tuja algebra de Lie sera ¢-Seja M(g) uma
representacao irredutivel de g, entdo também teremos M§) & representacio duplicada, agindo
nos espacos de Hilbert H e Hrebpectivamente.

Seja |y > [He |fo=>"Htestados com os respectivos subgrupos de Isotropia H = {h} e
H-=1 h'de G e G tespectivamente. As propriedades do subgrupo de Isotropia sdo passadas
para a suas representacées, resultando que

AM)Iwe > = expligh)]|wo >, ol = expli¢thlidoe™>.  (5.4)

Para todo elemento g [Gle ¢ I'(-hodemos obter uma decomposi¢do Gnica na forma

g = Qh, g (G h A, Q CGVH
= OF G A H- I dr— (5.5)

Portanto, a acdo de um elemento arbitrario g < g TGIx G-ém |yo > [Jid*> [H [FRé-dada
por

Mg < @o, bo> = N{Q < H1th < My, o>
= |'|(Q)ftfff'ﬁ"'l(h)ft'f"’ﬁ]"lbo.LIEI>
= MQM&)kxp 'Cp(h)"'@lg| o, o>
= NMQMi)ykxp I(P(h IlﬁllllJo,LIPZ (5.6)

onde M™= N [T a representacdo irredutivel do grupo G x &€ g(h, = o(h) + ¢!

Segue gue, analogamente ao caso usual, o estado coerente do espacgo duplicado é definido
por



70

INAOx G = Q=< B, do>
= N[ o, Yot . (5.7)

A decomposi¢cdo de um elemento arbitrario g [CQ é possivel devido a correspondéncia
univoca que existe no espaco quociente [137]

(G x &Y (H < HH)I®/H < &A (5.8)

Para termos o Estado Coerente Termalizado consideraremos a aplicagdo da transformacao
de Bogoliubov sobre a equacéo (5.7), ou seja,

IBAALxGS = UEN@QMEN ., bo>
= URINAOL <GS
= U@EN@QU'EUEREUTE)U B)Iwo, bot>
= N(Q BBV (B) o, o>, (5.9)

onde M(Q, B) = U(B)NMNQUT(B) e M) = U B)HDHUT(B).

Dados dois elementos g1 < Gz ILGIx G g, x g2 1LGIx G-pertencentes a0 mesmo quociente
Q x OAer-se-a:

IB;W(gD), $tda) > = exp(io)|B; Y(g2), Yd2) >, (5.10)

com g1 = Qhy, dr= OF g, = Qh, e go = GRL! De fato, isso ocorre porque

IB;W(g), ¥(d1) > = N(g1, B)AELIR) o, Yo >
= U(B)N(g)U @)U B)AEIUTBIU (B)Iwo, Yo
= U(B)NQh)UT@)UB)HERDUTE)U (B)Iwo, Yo
= UB)N(Qh2h)U"(B)U (B)IrRRUT(B)U (B)Io, o>
= U(B)N(Qh)N(h)UT(R)U B)RER) LT (B)
<U (B)IWo, Yo >, (5.11)
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onde usamos que Qh; = Qhyh, &= GRLhbois pertencem ao mesmo quociente. Logo

U(B)N(Qhz)u @)U (B)M(h)UT(R)
<U ()R, IU T (B)U (B) MU T(B)U (B)Iwo, Yo >
= N(Qhy, B)N(h, B)IERL! B)Ich: B)IB; wo, Yo >
= N(Qh,, BRI B)N(h, B)Ich:B)IB; o, Yo >
= N(Qh,, B)AEE!B)U(B)N(hUT(R)
U (B)EUT(B)IB; wo, Yo >
= H(th,B)r%ﬁEB)U(B)n(h)@wo,%DE
= N(Qhy, B)AEIRIB)UB)exp i o(h)+ Y wo, o>
= M(Qhy, B)IHERLB) exp(ia)|B; wo, Po>
= exp(io)|B; Y(g2), Pdz) >, (5.12)

IB; W(g1), ¥(d1) >

sendo a = @(h) + ¢!

Sejam g e g-dlgebras de Lie associadas aos grupos de Lie G e G—espectivamente. Se g
e §forem algebras semi-simples entdo, como discutido no Apéndice B, temos, com a notagéo
usual, uma base de Cartan-Weyl dada por

(| ]
[Hi,Hj] = 0, ﬁ 0,
[Hi.Ed] = aiEq, DIJ.,@QD: B g
L 1
[EaiE_G] = ) a|H|1 g(]!EICX = I%q!llzl
] O ' ] ] -
Ea,Ep = NgpEa+p, Ea By = (5.13)

onde os operadores Hj compdem a subalgebra comutativa de Cartan; Eq e E— sdo chama-
dos de operadores de levantamento e abaixamento, respectivamente, e as outras grandezas sao
nameros complexos.

Denotaremos por g' a &lgebra de Lie associada ao grupo G = G4ue é a soma direta das &l-
gebras de Lie, isto é, " = g CgMale a pena ressaltar que se g e gforem algebras semi-simples,
g" também sera uma algebra semi-simples [137], resultando na seguinte base de Cartan-Weyl
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1 L 11 1 1 1
H.

i M Hi Egy ... Ea,% (5.14)

Definimos os colchetes de Lie como

(i X, (i, ¥l = ([xi, yil, XhaD) (5.15)
com Xi,yi Lgk Xy L&

Portanto, sequindo a forma de definir os estados coerentes usando a base de Cartan, pode-
mos expressar o Estado Coerente Térmico Generalizado (5.9) por

L1 L1

BAALxEE = UP)exp [na]n(Ea)—nEl(E-a)] u'(B)

F— 1
L1 1 1 D1
xU (B)exp %%— P E=i U (B)
d1
<U (B)|Wo, Yo >, (5.16)

g — D 3
uma vez que se pode mostrar que Q = exp (NaEa — r]a%_a) é uma representacdo do es-

a
paco quociente de ' = G/H para uma algebra de Lie semi-simples [32]. Definindo as versdes
térmicas

MN(Ea,B) = UEBN(EL)U'R),
N(E-a.B) = UEBNE-)U'R),
[1 1 1 [1
MHELE = U@ ELUR),
1 1 1 [
MHETp = UE)MEZ @) (5.17)

podemos reescrever o Estado Coerente Térmico Generalizado (5.16) como



73

1 1

BAALxGS = exp [Mall(Ea,B) — NG (E-a,B)]
f—

L1 1 [ 1] EE[I%
<exp o NP Bl 0GB 1800, b
&1

(5.18)

Similar ao caso ndo térmico, podemos determinar as seguintes propriedades:

i) Nao-ortogonalidade

<B;Qx O RAPBAALKEE = <B;iolwolM (Q><£§’rl B N QDX@B IB Wo, P>
= <B;dowolM (st'é?l RCETaN B IB Yo, P>

= <B:(owolM Q“ﬂx@?B IB;llJo,llP> exp(ia)
5 0, (5.19)

para Q 8 QUCG/H e &-& GUC &/ -sdndo normalizado ja que

] I | ]
<B;AxGAABAAOxEE = <oyl @xHFLB N Qx&B IB;wo, Po>

= <B;o'WolB; Wo, o>
= 1. (5.20)
ii) Supercompleteza
Definindo o operador O como
(|
0 = dv(@x&P) IBAADxES<BaxGAN|, (5.21)

onde dy (Q < &;B) é uma medida invariante pelo grupo G, observamos que O é invariante pela
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Para o caso termalizado usando a DCT, devido a necessidade de duplicar os graus de liber-

dade e a transformacédo de Bogoliubov U (3), temos para espago quociente

“sU (2) < SU(2) I?T(B) (5.26)
U(1) < U(1) ’ '

U@

e a correspondente definicao de Estado Coerente Termalizado Generalizado dada por

IB;z, x> = exIO[TJ+(B) 13-(B)]
X exp vﬂB) y3=p) IBJ - 4> (5.27)

com as relagOes de comutagédo

- -
[3+(B),I-(B)] 232(B). IJZIQB),HB) = 23,B),
[32(B),J=(B)] = £J=(B), Jz(B). I={p) = £I={p). (5.29)

No contexto do Oscilador Harmonico, Khanna et@ah[100] constraram o Estado Coe-

rente Térmico considerando somente o quociente U () U(1) < UD) U'(B), com H4 sendo
0 grupo de Weyl, obtendo
J !
la(@)> = UB)exp ca’—a'd UT(R)I0(B) >. (5.29)

E importante analisar esse procedimento porque o estado |a(B) > se reduz ao estado |a >
quando tomamos o limite T — 0 ( T é a temperatura).

Com o intuito de garantir essa propriedade, n6s propomos o estado

2(B)> = U@)exp[td-—TtJU'@U P, —j 683

I AN PR
= apy @168 (530)

com
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z __Tsin|t]
1+]z|? |t

(5.31)

onde a formula de Baker-Campbell-Hausdorff foi utilizada [32]. Portanto, o Estado Coerente
Térmico do Momento Angular neste caso é dado por

. - E 1
L1 —3 i .
20> = et ﬁjijm TR m 683, (5.32)
m=—j

expressao que resulta considerando a aplicacdo sucessiva do operador J+ ().

Para esse estado podemos verificar as seguintes propriedades:

1) N&o-ortogonalidade

<z1(B)l2(@B)> = <z |UTB)UB)Iz2 >
= <zl|zz>
(1+2{zh)3

L+ [z1 2 (@ + 222 (539

coincidindo com o resultado ndo termalizado [22, 23], ja que a transformacéo de Bogoliubov €
unitéria.

ii) Supercompleteza

Como consequéncia da equacdo (5.23), temos que

1

dN z(®).2"(B) 1z(B) ><z(B) = 1, (5.34)

com

2j +1dz(B)dz"P)

T+

dN (z(B).z'(B)) = (5.35)

sendo a medida invariante similar ao caso ndo térmico [32].
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53 CasodeSU(1,1)

No caso ndo térmico, para obter o estado coerente de SU (1,1) nota-se que o subgrupo de
isotropia € gerado por uma das componentes, que tomaremos como sendo 0 Kq (subalgebra
de Cartan). Como SU(1,1) é um grupo de Lie ndo compacto, todas as representacGes sdo de
dimenséo infinita [30, 138], sendo rotuladas pelo indice k. O autovetor de Ko que possui 0
menor autovalor é |k,0 >, que serd o estado de referéncia.

O subgrupo de isotropia é notado por e'®Ko, que corresponde ao grupo U(1), o que implica
no espaco quociente ser dado por SU(1,1)/U(1) e a definicdo de estado coerente de SU (1,1)
[30] por

1> = e+ o>, (5.36)
com os operadores Ko, K+ e K_ satisfazendo as relacbes

Ko, Ki] = K, K-, K+] = 2Ko. (5.37)

Utilizando a termalizacdo dada pelo formalismo da DCT, temos 0 espago quociente

1 1
SU(L,1) x SU(L,1)

T
UB) T hiyeum - V@ (538)

resultando em

k&R > = eK+BK-(®)
R O I ] =1 (5.39)

onde os operadores termicos satisfazem as seguintes relagcdes de comutagéo

+K+(B), I@‘) I@) = K= (P),
2Ko(B), @) @) = 2KotB).  (5.40)

[Ko(B), K+(B)]
[K-(B), K+(B)]

Utilizando o processo usado em (5.29), para garantir que no limite T — 0 o estado térmico
coincida com o estado ndo térmico, consideramos a duplicacéo:
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-
I<B) = = U(B)eXIO[HK+(B)—n%—(ﬁ)]UT(B)U(B)Ik,O,5,@3

G
1-]7° e

K+®yp)|k,0, f@, (5.41)

com { = e'®tanh r sendon = re'® um ndmero complexo com médulo r. O parametro Z é
restrito ao disco unitario, ou seja, || < 1.

O estado coerente termalizado de SU (1, 1) sera, assim:

IF(m + 2k)
ml T(2K)

0 . Gt
(® > = 1-RP Clpkkrm 283, (542

m=0

que satisfaz as seguintes propriedades:

i) Nao-ortogonalidade

<U@)IL@) > = <uU'EUE)ILE) =
= <§l|i>

- oa [ Ol _
= 1-|aP " 1-1eP T -7, (5.43)

similar ao caso néo térmico [30], que € consistente com a propriedade de unitariedade da trans-
formacéo de Bogoliubov.

ii) Supercompleteza

A partir da equacéo (5.23), temos que

1
dN @), BNIRB) ><1B) | = 1, (5.44)

com

2k —1.dZ(B)dZ B)

dN (Z(B).2'(B)) = T =)

(5.45)

semelhante a medida invariante ndo térmica [30].
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5.4 Vacuo Térmico e o Estado Coerente

Nesta secdo observaremos que o Vacuo Térmico, que desempenha um papel fundamental
no formalismo da DCT [100], pode ser descrito como um estado coerente, isto €, mostraremos
gue o vacuo térmico do Oscilador Harmdnico Fermibnico [139-146] é um estado coerente de
su(2), enquanto que o vacuo térmico do Oscilador Harmonico Bosonico [141-146] é um estado
coerente de su(1,1) .

Como ja descrito na equacdo (3.32), o estado coerente do momento angular para j = % é

E A s S e Y
11 zztm 1
me—1 2tM (1+]2PP)?
1 1 1 z 11
= = | ,—-I>+F—|;,>>
1+z|2°2 2 1+(z|2°2 2
1 1 1
= BE=—{1+23+}|-,—= >, (5.46)
1+]z|2 2 2
ja o vécuo térmico dos férmions [100] é dado por
1 1 1
0@®)> = Vi L+e il o.63. (5.47)
—

Originalmente o espaco de Hli_blert do oscilador fermiénico termalizado [100] é gerado por

|O,@,I_|_1I,(93=, |0,§=I:LI1,1§L , Mas 0 vacuo térmico pertence ao subespaco gerado pelos

vetores [0,6-,|1,13 . Nosso objetivo é comparar a equacio (5.46) com a equacéo (5.47),
isto é, o estado coerente de su(2) para j = % com o vacuo térmico do sistema fermibnico.

Para isso, observaremos que os operadores J+ e J_— satisfazem as seguintes relagdes de
anti-comutacao

{J+,J—} =1
{J+,J+} =0
{3-3-}r =0 (5.48)

validas somente para o0 caso em que j = % Associando os estados
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11
O |
I2 > I
1 1
|§,—E > o |0,@ (5.49)

para z [Rl., podemos relacionar o estado coerente de su(2) com o vacuo térmico, a partir da
seguinte relacdo

e P ., 22
J+ — > aT@
J_ . aad (5.50)

Com isso temos uma espécie de equivaléncia resumida abaixo, relacionando a obtencdo do
vacuo térmico a partir da aplicacdo da transformacgdo de Bogoliubov e a obtencdo do estado
coerente de su(2) a partir da aplicacdo do operador de deslocamento

11
lo)> = u()lo,6= -~ lz>=D@I5—5>
= I®[a'Eadlh 63 = e<[~1+—J—1|;,—;>. (5.51)

Similar ao caso de su(2), o Estado Coerente de su(1,1) [147,148] é dado por

L k> = etKrgn(-It)Kog=C"Koyy 0>

f

~

'k +m)
“m!F(2k)

= (L—[q*H~ " Mk, m > (5.52)

m=0

Utilizando novamente a representacéo via dois Osciladores Harménicos Desacoplados, que
notaremos por H CHHeoh |n > [CH e | = CHE-odde os operadores de criacdo e destruicio do
Oscilador Harmonico satisfazem as rela¢fes usuais de comutacgdo [vide equacdo 2.15], temos
que os operadores K, K_ e Kg podem ser representados por

1]
K+ =a'al) K-o=a#1 Ko=3 ala+afas1 , (5.53)

e 0s autoestados sé@o definidos por



81

lk,m> CI_{n+q),n>, k=3(1+qg), m=n, (5.54)

implicando que g,n [Nl Utilizando esta representacdo no Estado Coerente da equacdo (5.52),
temos

1 1 T @+n)!
& SA+q)> = @—)gH20 = mNn g, (5.55)
2 n=0 n!q!
Tomando g = 0 encontramos
1 L1  +Hpo—
65> = 1-KkP iz
n=0
I g ™
= 1—|tanh(%)|? —e "tanh(z) |n, =, (5.56)
27 oo 2
e considerando @ =T
0 - 0 e
8> = 1—tanh?(2) tanh(z) [n,n>. (5.57)
2" =0 2

O véacuo Térmico do Oscilador Harménico para o caso Bosonico é [vide equacgéo 2.9 ]

1 4
0@)> = 1—eBo e 2 |nm (5.58)

pertencente ao espaco H [CHE-Absociando

tanh(g) e 7, (5.59)

podemos estabelecer uma "relagéo de equivaléncia”da equacéo (5.57) com a equacdo (5.58), ou
seja, 0 Vacuo Térmico do Oscilador Harmoénico Bosonico com o Estado Coerente da algebra
de Liesu(l,1)comg=0e ¢ =TI.

Completando essa se¢éo, consideremos o vacuo térmico do Oscilador Harménico Bosonico



82

escrito na representacao de posi¢do para mostrar que no limite de T — +oco 0 Vacuo Térmico €

um estado EPR (em homenagem a Einstein, Podolsky e Rosen). Para isso utilizaremos a relacao
|

de completeza dqd:éq|q,qD>< q,99 = 1. De fato,

—1
P@)> = 1—-ePBo e 2 |n03
n=0
I:Iim 1 [
= 1-eBo g2 dg” dglg,q"><gq,q'fn,n=>
n=0
L1 +po—pg,, [ 0 —%72,—q2/2
= 1-eBo ez dgq” dqﬁHn(q)Hn(qﬁlq,q%,(5-60)
n=0 )

com Hy, sendo os polinbmios de Hermite [149].

Sabemos que

o e—0°/2g=0"?72
ANT<gn><nlg"> = A”ﬁHn(q)Hn(qg
n=0 :

L1
2 2_ O
E— exp —1+0 2Aqq

A—N) 21-22) >80

é vélido para A < 1 [150]. Como e P%/2 < 1  entdo podemos assumir A = e P9/2 ¢ assim

temos que
— = - Ly 3 o—Bos2, 0
0@)> = 1-eP dg dg it exp —0 0 28 TA0 g o
(1 —eBw) 2(1—e™"%)
- Ly 3 B2, 0
_ . QP +q2—2e P 2gq0
= :vLﬁ dg- dg exp 2(1—ePa) lg,q=>. (5.62)

No limite T — +oo, temos que e "P®/2 _, 1 e o lado esquerdo da equagdo (5.61) resulta na
o2 +q2 — 2e7B9/2qq
2(1—e=Pw)

-
O
funcao delta de Dirac <q|q™> = 8(q—q". Portanto a funcéo suave exp —

se aproxima da delta de Dirac, no limite para altas temperaturas.

Segue entdo que, a menos da constante de normalizacdo, podemos escrever o vacuo térmico
no limite que T — +oco como
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1 1
0B) >T 40 = Etliqm dg 8(q—q9lg,9">

= dq|g,q>. (5.63)

A equacéo (5.63) é justamente o estado EPR (ndo normalizado) e nos da:

1
0(B) >T .+ = dqla,q>

0,0> +|1,1>+[2,2> +|3,3> +... (5.64)

Para calcular a posico relativa Q — ®-€ o momento total P + P—do véacuo térmico, lem-
bremos que a posi¢cdo e 0 momento do espacgo usual e do espago til séo dados em termos dos
operadores de criagdo e destruicao, por:

1 1 1 1
1 1 1 1
0= ¥ @, e L =, (5.65)

e que pela relagcdo de Baker-Campbell-Hausdorff [124], temos:
gm0a 8 eua' 8l — 54 gty
goa i doqa’dl — g3 gql (5.66)

Ent&o, a posicao relativa sera

O L 1, [ C1_Bw
Q-—doe)> = 1—e—B‘*”‘L§ a+a —a=ae® ZaTitb,@B

1
1—eBo B0 i gy i Bo 4 -~
= Tee Al agre zawal—az3e za —a1 0,63
R
e o fp T O O3, 0]
= 5 e Za 1—-e~z al— 1—e7 2z &110,63,

e 0 momento total é
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C—1

- - [1_Bo
P+P0(B)> = 1—e—BfML a—al +aaes 223 63

0 que, a menos da constante de normalizacdo, no limite de T — +oo resulta em

1 C1

Q-0 J0B)>7 .+ = 0,

1 C1

P+PJ0(R)>T .40 = O. (5.69)

Portanto encontramos que o Vacuo Térmico do Oscilador Harmdnico Bosonico, além de ter
uma equivaléncia com um Estado Coerente de su(1,1), no limite de altas temperaturas coincide
com o estado EPR em que a posicao relativa e 0 momento total sdo zero. Este fato evidencia
uma correlacdo entre o espaco usual e o espaco til para altas temperaturas.
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6 Termalizacdao do Estado Coerente do
Momento Angular

O Estado Coerente do Momento Angular foi proposto por Atkins [22] e Arecchi [23], sendo
empregado extensivamente na Informacdo Quantica e na Computacédo Quantica [36,38,39]. Os
efeitos térmicos, apesar de serem capazes de alterar completamente as propriedades de um sis-
tema, nem sempre séo incorporados na analise devido a dificuldade em introduzir a temperatura.

Utilizaremos o formalismo da DCT para analisar os efeitos térmicos sobre o estado coerente
do momento angular. Obtemos inicialmente o operador densidade termalizado, que carrega
todas as propriedades deste estado; em seguida calculamos a Fidelidade Quantica, o Fator de
Mandel e a Funcdo de Wigner, todos termalizados, analisando a influéncia da temperatura para
diversos valores do momento angular total j.

6.1 Estado Coerente do Momento Angular

Como discutido no Capitulo 4, o estado coerente do momento angular pode ser escrito

como
eZJ+
Z> : = -’_- >
(1+]z)2)i .=
; S
R o 6.
= - ————|jym>, z .
mej  J+m (@+[zP)
] o LI '
com . sendo o Bindmio de Newton dado por :W

Schwinger mostrou [124] que a algebra do momento angular é equivalente a algebra de

dois Osciladores Harmonicos Desacoplados com aT, aT, ai e ap 0s operadores de criacdo e
10 4

destruicdo de cada oscilador. Com efeito, a partir do mapeamento,
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J+ = Jalay,
J- = }aa,
Ni = Yala, i 0,2}
J, = ;(NI_N2)1
@) = J-, (6.2)

replica-se a algebra de Lie su(2) do momento angular. Nesse contexto, o estado |j, m > pode
ser escrito como

e em consequéncia, podemos reescrever o estado coerente da equacao (6.1) na forma
i ;_%j Zj+m i i 6.4
>= _— ] + — >, .
2 iem @yt T 64
Este mapeamento faz com que tenhamos
|j1_j > e |0’2j >,

|j!_j+2> A |2!2j_2>!

J.j> <- [2j,0>, (6.5)

com o estado fundamental dado por |0,2j >. Segue que o estado coerente pode ser escrito nas

formas
—1 1
b M (G —m)i(al )itm(a_)i+m
i I Z m)!(a a— .
lz> = - g ._.L . |0,2j >

m=—j JFM (1+z])) (G+m)! (2))
e

= _hJ _.__.;._'- - |OJ>
m=—j JFM (1+z]2 (G+m)! (2))!
i ;':% j+maTyj+meaTyj—m

— mg 2@ TG 00>, 6.6)
m=—j JFTM (L+[z]2) G+m)! (G—m)

onde denotamos [0,2j >= |0; >, para indicar 0 autoestado com menor autovalor relativo ao
momento angular.
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6.2 Termalizando o estado |z =

Para analisar os efeitos térmicos relativos ao estado coerente do momento angular, utiliza-
remos a DCT [100] na representacdo de Schwinger construida a partir dos Osciladores Harmo-
nicos Termalizados. Os operadores do Momento Angular séo assim

J+(B) = aj(B)aB),
1) = A@uE)
3() = Eal(ﬁ)al(tz) 2} (B)a(B) - 6.7)

Os operadores definidos dessa forma satisfazem a algebra de Lie su(2)

[3+(B). I-(B)] = 23:(B).
[Jz(B) J+(B)] = +J.(B),
J‘%—Erb J‘%—Erb = 238,
J@J‘T&b = I, (6.8)

com 0 vacuo térmico associado a j

0j(B)> = U(B)I0;, 06> (6.9)

duplicado com o |00->1, respeitando as relacdes

J-(®)I0;(B) >
J+@®IED;i®)> = 0 (6.10)

I
o

O estado coerente do momento angular termalizado é entdo

INo que segue, usaremos a notagdo simplificada |j, m, kA=E [j, m, K=
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z(B)> = U(B)lz,06>]
e23+(B)

= A+ 10 (B) >

—

T} L1 j
i g +m i — |J+ +m

A UM )
m=—j JFTM (1+[z2) G+m)! (2j)!

: —F 1 .
1 Pj zZi+m . .
= . ———|B:j+m,j—m,00=>]

meej  d*m @[z

—

. i i gy S i j
RS == TR D CTO) R
m=—ij JFTM 1+|z|2 G+m) (G—m)!

onde todas sdo formas equivalentes de se escrever o estado |z(3) >, que foi obtido usando a
duplicagdo com |06>1

Relembrando que a' (B)|0(B) >= %{MO(B) >, definiremos
B :%j £ 1 Jj+m
Cjm(z,B)= - ) - 1 -, (6.12)
JFm @+ G+m)!t G —m)u@)d
0 que possibilita escrever (6.12) como,
— : -
2®)>=  Cjim(B)(a)*™(a;)! "™0(B) >, (6.13)
m=—j
que é o Estado Coerente do Momento Angular Termalizado.
6.3 Operador Densidade Térmico
Para encontrar o Operador Densidade Termalizado utilizaremos a média térmica
<z(B)IOZ(B) >= Trpj,)=0-" (6.14)

Entdo,
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= -
<2@)IOR®) > = <0(B)I§':' Gtz B a6

IZEI:I
I:I m —m
x 1 Cjm(z,B)@)y "™}y D,4_nqs)>
&rl
I:l _ . =) . O
= <0, Cjmdz.BCTjm B)@y ™ (a)i ™ O
mmE"——J
i 1
x(al)J+m(az)J_m [0(B) >
1 1
= Trptd  Cidz,B)Cim(z,B)(a0) ™™ (a)i ™™ (A M (@py M L]
m,mt=—j
(6.15)

usando que < O(B)|MA(B) >= T rp®- Da equacdo (6.14) e da propriedade ciclica do traco,
encontramos entao que

_ QD = t\j+m ATy —m j+mY ., \j—m
PzR)> = Cimdz,B)Cjm(z,B)(@r) " (az) Tpary " (a2)

mmE—f

1 Carhn
~ Jml 1 n(p) ’
= . I_(jmg(z B)Cjm(z.B) 1+n(R))?2 1+n(R)

ni,N2= =0

: 3 L
x (@l "™ @)~ Mny, ny ><ny, nz|(a1>1+m ()i ™™

] @ BCim@ B hE)

o T @EN(B)? 1+n(B)

1 r|ﬂ)| —1 1 1 L1

o (uHj+mt (p+j—m)t (np+j+mYt (np+j—mH
np! n,! np! n,! L1

x|ng+j+m,ny+j—m><ng+j+mny+j—mf,

(6.16)

com N(B) = i—;. Denotando
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CL 2. B)Cim(z B) i) T2

Cinmi(z,B)

finz B |—(‘1|_|_ﬁ([3))2 —l t+n —1 —1
(np+j+m) (np+j—m)! (ng+j+mJ (nz+j—mY!
— ny! ny! nq! no!
_ l_éj = IZJ £ ZJ'+m(Z|¥+mIj
- j+m j+mb (1+]z]9)d (1 +n(B))?
L1 Lk n
x = — [ 1; — n(e) ’
G+m) G—m) G+mO (—mHlu@)t 1+n(p)
1 _ 1 . [ 1 _ [ 1 _
o (u+j+m)l (na+j—m)! (ng+j+m)! (n2+J—m§!(6.17)
ny! ny! nq! no!
teremos
ipe—y ) _ _ . _
P> = Cw,wc(z,B)ln1+J+m,n2+J—m><n1+J+m,n2+J_mq_
m,mlE—j 12
ni,ngztj)

(6.18)

Este € o Operador Densidade Térmico, que expressa todas as propriedades do estado co-
erente do momento angular com j arbitrario. Utilizaremos o desenvolvimento feito até agora
para encontrar a Fidelidade Quantica, o Fator de Mandel e a Funcéo de Wigner.

6.4 Fidelidade

1
A Fidelidade Quantica pode ser definida por F = < z3|p|;)=|z1 > [151], que é a distan-

ciaentre o estado coerente |z; > e 0 estado coerente térmico |z([3) > representado pelo operador
densidade pj,(g)=- Analisaremos como os efeitos térmicos modificam essa distancia a partir do
estudo da Fidelidade, aferindo a preservagédo da informacéo quantica. Com efeito, temos;
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—

| -

i _ .

Dj (251+m_ T
j+m @+
nq,Nn>=0

m=-j ,mbE—j

x|ng+j+mny+j—m><ng+j+mng+j—my
. =—F 1 .. -
Erpy A

j+m (Q+]z1[?)]

x [j+m,j—m>
m=—j

i

| -

i
_I -
2]

—+F 1 — iem
2j @D
niny j+m jitm (1+]z»)A

x<j+m,j—m|np+j+m,ny+j—m>

x<n+j+miny+j—mfj+m,j—-m>. (6.19)

Segue de (6.19), pelas relagdes de ortonormalidade, que

ou seja,

n+j+m = j+m,

no+j—m = j—m,

n+j+m- = j+m,

no+j—m = j—m, (6.20)
m = ni+m,
m = ny+mb

no+ny = 0. (6.21)

Como n1,n> [N a Unica forma de termos n, +n; =0 é tendony =0e ny, =0. Com isso,

m = m,

. (6.22)

=1l
Il
3

0 que resulta que a Fidelidade é
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L1,
F = :II:I':ZIJ EEDZJ = (zzfy "™z Z)i+m” 3
- Mme—j J+m  j+mb (1+]z2)2 (1+ (212 (1+N(R))2u(P)Y
(6.23)
C 11
Relembrando que (x +y)" = . x"~KyK obtemos
k=0
E o= A+zZ)A A +2zzHY sl
(1+z|?)2 (1 + 21|22 (1 +n(B))?u(B)H
(6.24)
Considerando que 1+1n(B) = 1+ v(B)? = u(B)?, temos
— g A+zZ) @ +zzP) E
i+ A+ |z D)iu@)E+2
(6.25)
Usando z = tan(8/2)e'® com 6 CIO,nt[ e @ [0, 2n[, obtemos
0 0 1
F = EOSZ(G/Z)COSZ(91/2)+ Sen()gen(1)cos((p—(p1)+sen2(6/2)sen2(61/2)@U(B)ZHZ,
(6.26)

que é a expressao da Fidelidade Quéntica que utilizaremos.

A andlise para diferentes fases € muito Gtil quando vislumbramos a implementacédo de por-
tas l6gicas quanticas, de imensa importancia na Computacéo Quantica. Essa analise pode ajudar
a controlar a atuacao dessas portas logicas, visando maior eficiéncia nos processos. Podemos
analisar diversos casos possiveis para os angulos {61,8, @1, @}; por exemplo,

« Para 0 caso em que 9 — @1 = 3,

1

= &§@mxm%mmwﬁm%waw¥@ya@“maﬂ,

F

N

(6.27)
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e se B; = 6 obtemos

_ @_senz(e)g 1
B 2 u(p)a+z’

Fn
2
(6.28)
e Paraocasoemque @ —@1 =T,
cos(8/2)cos(0,/2) —sen(6/2)sen(61/2 J
_ |cos(8/2)cos(61/2) (6/2)sen(81/2)|?
Fo = u(B)2+2 ' (6.29)
e se 81 = 6 temos
|cos(8)2
 Para o caso em que ¢ = @1,
2j
Fo = |cos(8/2)cos(81/2) +sen(8/2)sen(81/2)| . (6.31)

Ui+

Por fim, quando temos |z1 >= |z >, isto €, @1 = @ e 6; = 6, a Fidelidade se resume a

F = <z|p}e)=|z >, que informa a distancia de um estado quantico em relagdo a ele mesmo,
ou seja, mostra como somente os efeitos térmicos sdo capazes de alterar o estado quantico.
Nesse caso, de (6.31) segue que

Fo = U(B)lw = (1—ePu)i*L, (6.32)

resultando que a modificacdo dos estados devido aos efeitos térmicos depende, além da tempe-
ratura, do valor de j.

Quando fazemos o limite para T tendendo a zero, obtemos Tlirg+ Fo =1, para qualquer
valor de j. Isso corrobora com a ideia de reversibilidade do processo térmico ja que, para
T - 0" os efeitos térmicos analisados cessam, resultando que o estado permanece o mesmo,
pois a Fidelidade é 1.

O resultado de _lim F =0, indica que com o aumento da temperatura o estado afasta-se

— +oo
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Figura 6.1: Gréfico de Fq X para j =

kT
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do seu estado inicial, independente de qual seja, afastando-se também de qualquer outro estado
coerente do momento angular, e isto para qualquer valor de j. Isso implica que as propriedades
quanticas devem ser perdidas.

A partir do grafico da funcdo Fq (Fig. 6.1), podemos inferir que quanto maior o valor de j,
mais sensivel é a variacdo do estado em relacdo a temperatura. Com o aumento do valor de j,
encontramos que o estado coerente do momento angular preserva cada vez menos a informacéo
original.

Como exemplo, procuremos determinar para que faixa de temperatura € mantida uma Fi-
delidade superior a 60%. Para 0 caso de j = % obtemos que % = 0,80, para j = 3 obtemos
que % = 0,47, de modo que T1 = 1,70T>, isto é, temos quase o dobro da temperatura quando
variamos de j =3 até j = 3.

As curvas ndo se interceptam, ou seja, ndo temos duas curvas associadas a diferentes |
que possuem a mesma Fidelidade para uma mesma temperatura. Com isso surge a ideia de
identificarmos um estado a partir da sua resposta a temperatura, isto €, se soubermos como
0 estado varia termicamente, poderemos ser capazes de, a0 aumentarmos ou diminuirmos a
temperatura, identificar o valor de j a partir do seu comportamento.

O limite classico dado em [34] é encontrado quando tomamos j — +oo, que implica num
distanciamento completo do caso quantico. Se tomarmos esse limite a partir da equacéo (6.26),
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Figura 6.2: Grafico de ®x x 6 com j =

Nlol

0.8+

0.6 5

0.4 5

0 T T T T T T T |
= = a0 # 5 £ In "
8 4 a8 2 8 4 8
a
1 3 o 5
_J-=§ ..... u;[:]-__.Jr:E_'_J:-’i_-JT:E ,I=3

temos que lim F =0 ja que uma fungdo limitada multiplicada por uma funcdo que tende a
'Te0

zero, implica que o limite total também tende a zero. Dessa forma, o estado inicial afasta-se

de qualquer estado quéantico considerado, concordando com a ideia de estarmos num limite

classico. Isso também ocorre independente do estado inicial que considerarmos. Tal resultado

concorda com a Fidelidade calculada por Demkowicz-Dobrazanski et al [39], onde o compor-

tamento é similar ao nosso.

Os efeitos térmicos sobre a Fidelidade sdo sempre dados pelo fator Fo(B), independente
da posicéo entre [z1 > e |z >. De fato, as equaces (6.28) e (6.30) podem ser reescritas como
F%(G,B) = CD%(G) [(Ho(B) e Fn(8,B) = ®;(0) (Hy(B). Podemos, assim, analisar somente a
parte angular das duas fungoes.

Relembrando que 6 esta relacionado ao médulo do parametro z, jaque z = tan(%)e“", entdo
para 8 = J temos |z| = 1. Portanto os graficos de d)g (Fig. 6.2) e @ (Fig. 6.3) nos informam
que quando um estado coerente termalizado possui uma diferenca de fase de 90° ou 180° de
outro estado coerente, a informacédo é menos preservada quanto mais proximo o |z| é de 1.

Uma informacdo interessante é obtida quando analisamos CD%(G) para 0 caso de j = %;
percebemos que, para qualquer valor de 6, obtemos sempre uma Fidelidade acima de 70%, isto
é, se o estado original sofrer uma variacdo de fase de 90°, ainda assim a informacdo contida
nesse estado é preservada com Fidelidade acima de 70%, independente dos efeitos térmicos.
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Figura 6.3: Grafico de @y x 8 paraj = 3,1,3,2,3,3 .

A partir da analise da Fidelidade, somos capazes de inferir que o valor do parametro @ €
de grande importancia quando pretendemos aplicar portas ldgicas sobre o estado. Ja no caso
em que preparamos os estados e enviamos a informacdo, propagando-se num meio em banho
térmico T, o valor de z ndo influencia na perda de informacéo ja que Fo(B) ndo depende de 6
nem de ¢, s6 dependendo do valor de j.

Os graficos de Fr e Fp, equacOes (6.28) e (6.30) respectivamente, sdo apresentados nas
figuras (Fig. 6.4) e (Fig. 6.5); eles ddo uma boa ideia dos efeitos globais da temperatura e da
variacdo de j. Observamos um comportamento semelhante para F;; e F%, ou seja, indepen-
dentemente se temos uma variacéo de fase de 7 ou de 1, com 0 aumento da temperatura ou o
aumento de j, observamos uma queda da Fidelidade.

Comparando os gréficos (Fig. 6.4) e (Fig. 6.5), temos claramente que a Fidelidade é bem
mais sensivel se a diferenca de fase for 180° do que se for 90°. No gréfico de F; com j = %
ocorre uma quina, caracterizada pela néo existéncia da primeira derivada em 5.

Quanto maior o valor de j, observamos que a regido com Fidelidade alta se torna cada vez
menor. Dessa forma, concluimos que quanto menor o valor de j, maior sera a preservacdo da
informag&o contida no estado |z >. Concluimos também que o valor de z, que depende de 6 e
@, é importante quando vislumbramos a atuacdo de portas logicas.
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6.5 Fator de Mandel

O Fator de Mandel, via DCT, € definido como [100]

_ <Z®)IN%z(B)>_ _
Q= B NpEs ~ <ZBINE® > -1 (633)

que informa a estatistica seguida pelo estado. Para Q [[=1,0[ a estatistica é dita sub-Poissoniana,

que é uma caracteristica essencialmente quantica, se Q = 0 a estatistica € Poissoniana e para
Q > 0 o estado segue uma estatistica super-Poissoniana. Seguindo a formulacdo de Schwinger,
N = N1 + N2 é o operador nimero dos Osciladores Harmdnicos Desacoplados, resultando em

<z(B)I(N1+N2)?z(B) >
<z(B)I(N1+N2)[z(B) >

Usando a DCT, podemos escrever o operador nimero como

Q:

—<z(B)I(N1+N2)|z(B) > —1. (6.34)

N = a'a

1] 1
= U’(B)a’(B)a(B) +v(B)u(p) a'(B)a’()+a(B)ag) +v(B)a)ap), (6.35)

onde usamos (2.38) e (2.40); entdo

Ni+N; = u(B)al(B)ai(B)+Vv(B)u(p) a1<B)aiqa)+a1<B)a;cm +v2(B)a¥CI31JaiCB)
+u?(B)a}(B)az(B) + Vv(B)u(B) a2<r3)aica)+a2<ﬁ)a5cm +v2(fs)a;c|33aica)
(6.36)

onde reiteramos a consideracédo de que os dois osciladores possuem a mesma frequéncia, w; =
w2, Ui(B) =u(P) e vi(B) =v(B). Segue, portanto, que

i = —+t 1
1 I PDj j+m
N +ND@®) > = ,+Jm o oy N+ NDIB G+ m), G = m), 00>
m=—j
 — ’)j :Izl"'m

B me—j i Tm (1+]z2)) (2Ju*(B) +2v*(B))IB:j +m,j —m, 06>
—1
+uB)v(B) J+m+1B;j+m+1j —m,1'93'|:I
—

+UBNV(B) J—m+1Bij+mj—m+1,00>1, (6.37)
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C 11 i |:2| ] :ll 2|j+m
-g. - Z
Utilizando novamente (x +y)" = X" kyk, temos . ! 1 aNo
o K nemj I+M @+

Portanto o Fator de Mandel, para o caso em estudo, resulta em

- ]
_4AUAR) + (10 +2QUPBVAB) +4AVAB) T -
o, ACEr2E) —2jRE) 2R (E) 1
O 2u@)+2v3(B) T +2( +DUP@EVIB) O =
B [2ju?(B) +2v2(B)] — 2Ju*@B)+2v*(B) —1
G +DuB)VA(@) _
@) +vAE) (6.42)

Uma primeira observacdo na equacdo (6.42) é que o Fator de Mandel ndo depende de z,
isto é, o valor de z ndo altera a estatistica seguida pelo estado coerente do momento angular.

P

Figura 6.6: Grafico Fator de Mandel x sendoj = 3,1, ,2,%,3 .

ky T
®

Na figura (Fig. 6.6) sdo apresentados os graficos do Fator de Mandel Q para diferentes
valores da temperatura e j. Observamos que independentemente do valor de j, todo estado
coerente do momento angular segue a estatistica sub-Poissoniana, com Q = —1, para T =0.
Com o aumento da temperatura, os estados passam para o caso Poissoniana, com Q =0, e
super-Poissoniana, com Q > 0. O valor de j influencia na resposta do estado ao aumento de
temperatura.

Para 0 caso com j = 0 obtemos Q = vZ(B) = (), que é justamente o nimero de ocupacio.
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Tabela 6.1: Limites térmicos para a estatistica Poissoniana.

Valores de j e kaT paraque Q=0
i=zi=1]i=3]i=2j=3|j=8]j~o
kT 0.995 | 1.135 | 1.206 | 1.251 | 1.281 | 1.303 | 1.443
)

Neste caso, para T — 0 obtemos uma estatistica Poissoniana e para T > 0 temos uma estatistica
super-Poissoniana. Dessa forma, os estados com j = 0 sdo essencialmente classicos, indepen-
dente dos efeitos térmicos. Para os outros valores de j, temos os resultados indicados na Tabela
6.1. Aumentando o valor de j, aumenta a temperatura necessaria para que ocorra a transicao

da estatistica sub-Poissoniana para a super-Poissoniana. Obtemos também um valor limite para

a estatistica sub-Poissoniana, isto é, se kaT < 1.443 temos Q < 0. Logo, se o sistema estiver
num banho térmico que ultrapasse esse valor, o sistema seguird uma estatistica essencialmente

classica.

A partir do grafico do Fator de Mandel (Fig. 6.6), percebemos que quanto maior o valor
do j, maior é a temperatura necessaria para a transicdo da estatistica sub-Poissoniana para a
estatistica super-Poissoniana.

Analisando a equacéo (6.42), podemos reescrever o Fator de Mandel utilizando que
v2(B) = n(B) e que u*(B) = 1+n(B), ento

G+HA+n@E)HNE) _,
J(+n(p))+n(B)
(i + (M (B) +n(R)) —i (L +n(B)) —n(B)
J(@+n(B))+n(B)
G+Hr°@)—i
G+HnP)+j -

(6.43)

A equacdo (6.43) é similar ao Fator de Mandel encontrado pelo estado numero termalizado
do oscilador harménico [100]. A principal diferenca € que no contexto do estado coerente do
momento angular, j pode assumir valores semi-inteiros.
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6.6 Funcao de Wigner

A Funcdo de Wigner é uma quase probabilidade, cujos valores negativos estdo associados a
propriedades ndo classicas do sistema. Toda informacéo do estado termico |z([3) > esta contida
no piye)>- Usando a definicdo usual de fungdo de Wigner [100] e pyyp)> dada por (6.18),

temos:
e ippv L oo ipov
fw (@1,p1,02,p2;2,8) = . dvie S e . dVZE%
Vi V2 Vi V2
<@ 5= PeE=lat 5.0t 5 >

j’ﬂw ip1vq Ij—oo ipovo

v v . i
*Cp,o(Z,B) < 1= 21,02 = N +j +m,ny+j —m >
nin 2 2
. i v v
x<np+j+ming+j —m%l"'fly(]2+?2 =
Jpe— Lo oo ipovo

ip1vq
= Cmidz,B) dvie 3 dvoe 3
nins —oo —oo

m,mbE—j
ni,n2=0

V1 R R V1
x<q1—?|n1+1+m><n1+J+m%1+?>

Vo . . V2
><<Q2—7|nz+1—m><n2+J—m%2+?>

—

—] f it

j:r"’ I éj

—F 1 .
2j Zi*+m(z§i+m”
j+m  j+mE (1+]z2)A(1+N(B))>2

m,mlE—j
n1,n2=O -
pY | | I 1 I 11 I 1 H(B) lﬂ‘Tr'H’lg
G+m)! G—m)! G+m)l G —mYu@)d 1+n(p)
1 1 — 1
(ni+j+m)! (np+j—m)! (ng+j+mdl (ny+j—mD!
ny! na! ny! ny!
oo ippvq V1 ) ) Vi
x dvie™7 <Q1—?|n1+1+m><n1+J+m%1+?>
I:’-oo ipovo V2 ) i V2
x dvzeT<q2—3|n2+1—m><n2+J—m%2+?>.
(6.44)

Com a representacdo de Schwinger, relacionamos os estados do momento angular com
estados do oscilador harménico. Entdo as autofuncdes do hamiltoniano séo justamente os po-
lindbmios de Hermite Hy(X), 0 que resulta
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—(g+0)?
<q+aft >= P (g +a) il Ho (19 (6.45)
alt >= a) = , .
! o ni2k(r)itp: b
em que b? = .. Denotando
oo ipv v \%
Ihe@p)= __ dved <q—zn><glg+3 >, (6.46)

como a integragdo dos Polindmios de Hermite resulta nos Polindmios Associados de Laguerre
L7(x), entdo

B 2 2
i e%_%z_a\,/‘bz -
q—v/2 q+v/2
| , = dv £ —H H
—o%2_a2 28 min(n,&)! jn-g | In—¢
= A 27" ‘QW Xmax(n.&) -min(n,&) (T2XnXe),
(6.47)

. . 212 2 in: .

com X = %—% eXs = %+% Logo —2Xn Xz = 2'“’}—2+2f')—2 e fazendo x; = %+q—b' e —Xi=
% - q—b' para cada oscilador harmonico, obtemos que —2XnXs = 2xi2, somente explicitando o
indice de cada oscilador.

Consequentemente temos

0y pmax(na+j-+m,ng+j+m5

'S 2(_1)n1+j+m e X1

In;+j+m,n;+j+mdd1,P1) =

2nq+2j+m+mb
2

min(n; +j +m,ng+j+mY im-my
x4 i} max(ny+j+m,n;+j+mb

(ny+j+m)l(ng+j+mb!

x| Im—m't @A), (6.48)

min(ni+j+m,ny+j+mb

o _pomax(nz+j—m,na+j—mb
— n2+j—m——X
® |n2+j—m,n2+j—m[(q2ap2) - 2(_1) 2 e "2 2n,+2j—m—mU]
-z

L Min(nz +j —m,na+j —mY! i m—mf _ _
(np+j —m)!(ny +j —mD! max(nz+j—m,nz+j—mY

L o (D). (6.49)

min(na+j
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Com esse resultado, a Funcdo de Wigner pode ser escrita como

| - i it

e éj

—F 1
2] Zi*+m(zyi+m”
j+m  j+mB (1+]z])2(1+n(R))>2

fw (1,p1,02,p2;2,B) =

M=
x =  — I 1!  — :IH(B) iz
G+m)! (—m) G+md (G-—mJu@p)d 1+n(B)
1 1 1 1
(ni+j+m)l (ng+j—m)! (ng+j+my (ny+j—mY!

nq! no! nq! no!

o _pomax(ni+j+m,ng+j+mY
xz(_l)n1+J +m e—Xl

2nq+2j+m+mb
2

N R R ES KD Ve
(n1+j+m)!(ng+j+mb! max(ny+j+m.ny+j+m)

» oMax(nz+j—m,nz+j—m"

<L y@&)2(-1)rz I~

min(ni+j+m,ny+j+m

2n,+2j—m—mU
2

L min(nz+j—m,np+j —mY! jm—m{ _ _
(Na+j —m)l(ng +j —mpy ~maxeri=mnaj—m)

Im—my 2
xLmin(n2+j—m,n2+j—m§(2X2)- (650)

Efetuando algumas poucas simplificacdes, como 1+n(B) = u?(B), J(ﬁ%) = e~P® ghtemos

1 —]
| -

ul a— - 1
s TP T e T g

fw (X1,X%2;2,B) =

mmz_ JTM j+mb (1+[z]?)Hu(B)4+4
ny,Nn>=0

' i i Imi P i —moi
><4m|n(n1-;g%l-m,n1+1+m§.m|n(n2+1 m,ny+j —mb!

(T+ m)!(j —m)!(j + m!I(j —mYIny!Iny!

omax(ny+j+m,ng+j+m)pmax(nz+j—m,nz+j—m"

(-~

2N1+n2+2j

sy |m=m m—m{
Xmax(ny+j+m,n +j+myXmax(na+j—m,np+j—m0y

Im—mf 2y Im-mY 2
><I—min(n1+j +m,ny+j +m§(2Xl)Lmin(n2+j—m,n2+j—mq(2X2)- (6-51)

Podemos ver que se max(ny+j+m,ni+j+mY =ny+j+mentdio m>m" o que

implica que max(nz +j —m,n2 +j —mY =n, +j —m" Com isso,

Im—my Im—m'y —(— m—m'
Xemavx(ny+j-+m,m -+ +mGXma(ny-+j —m,nz-+j -mg = (TX2XD! se m < m-ou
Im—m |[m—m —(_ |m—m" 0

Xmax(n1+j +m,n1+j+m§Xmax(n2+j —m,ny+j—my — ( Xé;(ll) sem=m-


































































































































































































































































































































































