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aditiva em teoria quântica
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E à minha querida Carol, agradeço pelo enorme carinho e amor que foi fundamental

ao longo da reta final deste trabalho.

i





Resumo

A dinâmica quântica de sistemas com massa dependente da posição tem atráıdo o in-

teresse de diversos pesquisadores devido à sua grande aplicabilidade em f́ısica da matéria

condensada, teoria de condutores e semicondutores, f́ısica nuclear, ótica não linear, f́ısica

de part́ıculas e outros problemas relacionados. Recentemente, generalizações das equações

da mecânica quântica têm sido propostas a partir de funções deformadas que emergem da

mecânica estat́ıstica não extensiva. Uma destas formulações está associada a uma equação

de Schrödinger não linear q-deformada, e uma outra está associada a uma equação de

Schrödinger linear q-deformada. A última pode ser aplicada para descrever sistemas com

massa dependente da posição. Esta Tese está baseada nestas formulações e propõe desen-

volvimentos teóricos adicionais. Em relação à primeira formulação, revisitamos algumas

de suas caracteŕısticas e investigamos o problema de precessão para um sistema de spin
1
2
. A maior parte deste presente trabalho é dedicado à segunda formulação na qual é de-

rivada a partir de um operador que origina deslocamentos não aditivos. Propomos uma

modificação deste operador translação que leva à definição de um operador momento li-

near hermitiano p̂q, e seu operador posição canonicamente conjugado x̂q. A transformação

canônica (x̂q, p̂q) → (x̂, p̂) mapeia o hamiltiano de uma part́ıcula com massa constante

em um espaço deformado em um outro hamiltoniano de uma part́ıcula com massa de-

pendente da posição. A massa da part́ıcula é uma função da posição controlada por

um parâmetro, γq. Uma vez que os operadores x̂q e p̂q são hermitianos e canonicamente

conjugados, investigamos os análogos clássicos de sistemas quânticos envolvendo estas

variáveis dinâmicas. As equações de movimento para o espaço de fase clássico (x, p) po-

dem ser expressas em termos de operadores derivada deformados. Investigamos alguns

problemas t́ıpicos de mecânica quântica considerando o efeito da massa dependente da

posição: poços de potencial quadrado infinito e finito, potencial degrau e tunelamento

quântico. Também revisitamos o problema de uma part́ıcula com massa dependente da

posição em um potencial quadrático. Particularmente, esta transformação canônica leva

uma part́ıcula com massa dependendente da posição em um potencial quadrático para

uma part́ıcula com massa constante em um potencial de Morse. Apresentamos também

a definição de novas funções trigonométricas e hiperbólicas que tornam-se importantes

ferramentas matemáticas para descrever estes sistemas.
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Abstract

Quantum dynamics of systems with mass dependent on position have been attracting

the interest of many researchers due to wide application in condensed matter physics, the-

ory of conductors and semiconductors, nuclear physics, nonlinear optics, particle physics

and other problems. Recently, generalizations of the quantum mechanics equations have

been proposed from deformed functions that emerge from statistical mechanics. One of

these is associated with a q-deformed nonlinear Schrödinger equation, and another one

is associated with a q-deformed linear Schrödinger equation. The latter can be applied

to describe systems with mass dependent on the position. This thesis is based on these

formulations and proposes additional theoretical developments. For the first formulation,

we revisit some of its characteristics and investigated the precession problem for a spin-
1
2

system. Most part of the present work is devoted to the second formulation which

is derived from an operator that originates non-additive displacements. We propose a

modification of this translation operator that leads to the definition of a Hermitian de-

formed linear momentum operator p̂q, and its canonically conjugate deformed position

operator x̂q. The canonical transformation (x̂q, p̂q) → (x̂, p̂) leads the Hamiltonian of a

particle with constant mass in a deformed space into another Hamiltonian of a position-

dependent mass particle in an usual space. The particle mass is a function of the position

controlled by a parameter, γq. Furthermore, since the operators x̂q and p̂q are Hermitian

and canonically conjugated, we investigate the classical analogue of quantum systems in-

volving these dynamical variables. The equation of motion for the classical phase space

(x, p) may be expressed in terms of deformed derivative operators. We investigate some

typical problems of quantum mechanics considering a position-dependent mass: infinite

and finite square potential wells, potential step and quantum tunneling. We also revisit

the problem of a position-dependent mass in a quadratic potential in both classical and

quantum formalisms. Particularly, this canonical transformation maps the problem of a

particle with position-dependent mass under a quadratic potential into a problem of a

particle with constant mass under a Morse potential. We also introduce new trigonome-

tric and hyperbolic functions that become important mathematical tools to describe these

systems.
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2.4 Números q-deformados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.5 q-cálculo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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3.1 Gráfico da constante de normalização Nq para ondas q-planas. . . . . . . . 53

3.2 Função trigonométrica generalizada SENq(u). . . . . . . . . . . . . . . . . 69

3.3 Grandeza adimensional τq associada ao peŕıodo de SENq(u). . . . . . . . . 69
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Caṕıtulo 1

Introdução

As três primeiras décadas do século XX foram marcadas na história das ciências na-

turais pela revolucionária mudança no entendimento de fenômenos que ocorrem na escala

atômica, não apenas pelas limitações da f́ısica clássica, mas também pelo desenvolvimento

de uma teoria com um largo alcance de aplicabilidade [1]. A partir do postulado de Max

Planck em 1900, vários cientistas, tais como Albert Einstein, Niels Bohr e Arthur Comp-

ton, desenvolveram trabalhos que propuseram modificações no entendimento da matéria

em escalas microscópicas, em particular, em fenômenos que envolvem a interação entre

luz e matéria por meio de pacotes de energia denominados fótons. Entre 1923 e 1928, cien-

tistas como Erwin Schrödinger, Louis de Broglie, Werner Heisenberg, Max Born, Pascual

Jordan, Wolfrang Pauli, Paul Dirac e outros contribúıram para a formulação da mecânica

quântica.

Especificamente, a equação de Schrödinger [2] em um espaço d-dimensional, dada por

i~
∂Φ(~x, t)

∂t
= − ~2

2m0

~∇2Φ(~x, t) + V (~x, t)Φ(~x, t), (1.1)

descreve a propagação das ondas de matéria em termos da função de onda Φ(~x, t), onde

esta representa o estado de part́ıculas não relativ́ısticas de massa m0 na teoria quântica.

Uma formulação alternativa foi proposta pelos f́ısicos M. Born, P. Jordan e W. Hei-

senberg [3], e pode ser utilizada para descrever fenômenos atômicos [4]. Nesta formulação,

grandezas dinâmicas como momento linear, posição e energia são representadas através de

operadores (ou matrizes), onde os autovalores representam posśıveis valores das medidas.

Apesar de serem aparentemente diferentes, o próprio Schrödinger provou que estas duas

formulações são equivalentes. De forma simplificada, considerando um operador hamilto-

niano

Ĥ =
1

2m0

p̂2 + V (x̂, t), (1.2)

com o operador momento p̂ = −i~~∇ na representação posição {|x̂〉} = {|x̂1, ..., x̂d〉}, a

equação de Schrödinger (1.1) é equivalente à equação para o vetor ket de estado no espaço

1



Caṕıtulo 1: Introdução

de Hilbert |α(t)〉 dada por

i~
∂

∂t
|α(t)〉 = Ĥ|α(t)〉, (1.3)

onde a função de onda é a representação de |α(t)〉 na base {|x̂〉}, i.e., 〈x̂|α(t)〉 = Φ(~x, t).

Uma caracteŕıstica importante da Eq. (1.1) é que esta corresponde a uma equação di-

ferencial linear, e da qual torna-se válido o prinćıpio de superposição para suas soluções.

Além disso, para potenciais independentes do tempo, esta equação de onda permite que as

soluções tenham as partes espacial e temporal desacopladas na forma Φ(~x, t) = ϕ(~x)e−iEt/~

(estados estacionários), onde ϕ(~x) satisfaz a chamada equação de Schrödinger indepen-

dente do tempo

− ~2

2m0

~∇2ϕ(~x) + V (~x)ϕ(~x) = Eϕ(~x), (1.4)

ou na formulação matricial: Ĥϕ(~x) = Eϕ(~x), de modo que E e ϕ(~x) são autovalores e

autofunções do operador hamiltoniano.

Deve-se a Born uma das interpretações da função de onda: ρ(~x, t) ≡ |Φ(~x, t)|2 repre-

senta a densidade de probabilidade de encontrar a part́ıcula entre ~x e ~x+ d~x no instante

de tempo t. Notemos que para estados estacionários, a densidade de probabilidade é in-

dependentente do tempo e dada em termos das autofunções ϕ(~x). O valor esperado de

uma grandeza Ω̂ para um estado representado por uma função de onda normalizada, i.e.,

na qual ∫
Φ∗(~x, t)Φ(~x, t)dd~x = 1, (1.5)

é dado por

〈Ω̂〉 ≡ 〈α|Ω̂|α〉 =

∫
Φ∗(~x, t)Ω̂Φ(~x, t)dd~x. (1.6)

As aplicabilidades da mecânica quântica são inumeráveis, uma vez que vai desde siste-

mas atômicos simples, como o átomo de hidrogênio resolvido pelo próprio Schrödinger em

1926, a sistemas atômicos mais complexos como moléculas e cristais com uso de métodos

aproximativos ou de computadores de alta velocidade [5].

Um dos exemplos mais simples da aplicação da Eq. (1.1) é o de um elétron de massa

m0 em um potencial constante V (~x, t) = V0.1 Classicamente, este problema corresponde

ao de uma part́ıcula livre, uma vez que está sujeita a uma força nula ~F = −~∇V = ~0. Neste

caso, considerando o problema unidimensional, a equação de Schrödinger independente

do tempo (1.4) torna-se

− ~2

2m0

d2ϕ(x)

dx2
= Eϕ(x), (1.7)

e tem como solução autofunções do tipo ϕ(x) = Ae±ikx, com

E =
~2k2

2m0

. (1.8)

1 Neste exemplo, estamos desconsiderando o spin do elétron não relativ́ıstico.

2



Caṕıtulo 1: Introdução

Portanto as funções de onda são funções exponenciais

Φ(x, t) = Aei(ωt±kx), (1.9)

chamadas de ondas planas, cuja velocidade de fase é vf = ω/k. A partir das hipóteses de

de Broglie, E = ~ω e p = ~k, a energia dada pela Eq. (1.8) satisfaz a relação de dispersão

ω(k) = ~k2/2m0. No entanto, as ondas planas apresentam duas inconsistências com a

descrição da part́ıcula livre. A primeira está relacionada ao fato das ondas planas serem

funções não normalizáveis. A segunda é que a velocidade de fase vf = p/2m0 não coincide

com a velocidade clássica da part́ıcula que a função de onda representa.

Por outro lado, devido a linearidade da Eq. (1.1), pode-se construir um pacote de

ondas planas dado por

Φ(x, t) =

∫
φ(k)ei(kx−ωt)dk, (1.10)

e que se propaga com uma velocidade de grupo

vg =
∂ω

∂k
=

1

~
∂E

∂k
. (1.11)

Considerando que a função de distribuição φ(k) apresenta um máximo em k = k0, tem-se

que a velocidade de grupo coincide com a velocidade da part́ıcula para este valor do vetor

de onda. De fato, da relação de disperão (1.8), obtemos [6]

vg =
~k0

m0

=
p0

m0

. (1.12)

O modelo do elétron livre é útil, por exemplo, para compreender diversas propriedades

f́ısicas de metais e semicondutores. Neste modelo, os elétrons mais fracamente ligados

(elétrons de valência) aos núcleos dos átomos constituintes do material se desprendem do

mesmo, e tornam-se os chamados elétrons de condução que podem se mover livremente.

Também considera-se que as posições dos núcleos atômicos são fixas, constituindo o que

denomina-se de rede cristalina. A Figura 1.1 ilustra em (a) a energia potencial periódica

ao longo do eixo x associada à interação do elétron com os ı́ons de uma rede cristalina

representada por (b).

O potencial periódico de interação entre o elétron e os ı́ons dá origem aos posśıveis

valores do vetor de onda para o qual o elétron de condução pode se comportar como

um elétron quase livre. Especificamente, considerando a periodicidade da rede em uma

dimensão, as ondas que satisfazem a condição de Bragg

2a sen θ = nλ =
2πn

k
, n = 0,±1,±2, ... (1.13)

são refletidas pela rede, dando origem a ondas estacionárias. Nos pontos onde k = nπ/a,

3



Caṕıtulo 1: Introdução

a curva de dispersão é descont́ınua. Conforme ilustrado qualitativamente na Figura 1.2,

entre dois valores consecutivos de k = nπ/a ocorrem a formação de faixas de energias

posśıveis da qual o elétron comporte-se como uma part́ıcula livre, e que são chamadas de

bandas de condução. As descontinuidades de energia Eg são os gaps de energia das bandas

de condução e caracterizam se um material comporta-se como condutor, semicondutor ou

isolante [5].

V(x)

x0

a

y

z

a

x

(a) (b)

Figura 1.1: Em (a) é representado a energia potencial de um elétron ao longo do eixo x para a
rede cristalina ilustrada em (b).

E(k)

k
0

E(k)

k
π/a    2π/a 3π/a 4π/a

bandas de condução

lacuna:

gap de 

energia E
g

(a) (b)

0

Figura 1.2: (a) Representação da relação de dispersão de um elétron livre. (b) Representação
da relação de dispersão de um elétron quase livre para uma rede cristalina. As curvas sólidas
separadas pelas linhas tracejadas são as bandas de condução.
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Caṕıtulo 1: Introdução

Para analisar as propriedades elétricas dos metais e dos semicondutores é preciso

também compreender como um elétron comporta-se no material sob a influência de um

campo elétrico externo, quando o mesmo será submetido a uma força externa F . Durante

um intervalo de tempo δt, a variação de energia δE sobre o elétron é

δE = Fδx = Fvgδt. (1.14)

Notando que

δE =
∂E

∂t
δt =

∂E

∂k

dk

dt
δt = ~vg

dk

dt
δt, (1.15)

e comparando com (1.14), obtemos

F = ~
dk

dt
. (1.16)

Esta equação é nada mais que a segunda lei de Newton, uma vez que ~k é o momento linear

do elétron. A Eq. (1.16) torna-se surpreendente, pois poderia se esperar que o potencial da

rede cristalina tivesse algum efeito sobre o movimento do elétron. Vemos que a interação

da rede não modifica a forma da equação acima, no entanto, ela altera a dependência da

energia com o momento, que corresponde a mudar a massa do elétron. Para mostrar isso,

calculando a aceleração do elétron a partir da velocidade de grupo dada pela Eq. (1.11),

obtemos:

a =
dvg
dt

=
1

~
d

dt

(
∂E

∂k

)
=

1

~
∂2E

∂k2

dk

dt
. (1.17)

Pelo valor de dk/dt obtido na expressão (1.16), e substitúıdo na expressão acima, temos:

a =

(
1

~2

∂2E

∂k2

)
F. (1.18)

Portanto, podemos observar que a ação da força externa sobre o elétron no cristal atua

de forma como se esta part́ıcula possúısse uma massa efetiva m∗, tal que

1

m∗
=

1

~2

∂2E

∂k2
. (1.19)

No caso particular de um elétron livre, a partir da relação entre energia E e vetor de onda

k dada pela Eq. (1.8), obtém-se m∗ = m0, ou seja, a massa efetiva é a própria massa

do elétron. Para outras relações de dispersão, o fato da massa efetiva m∗ ser diferente

de m0 está associado a curvatura da função E(k), que por sua vez depende do potencial

periódico que o elétron é submetido. Neste caso, a presença de um campo elétrico externo

faz com que o elétron seja acelerado como se sua massa fosse igual a massa efetiva dada

por (1.19). Se a energia em uma banda depender de valores de k de modo que não há

grandes variações da função ∂E/∂k, pode-se dizer que a massa efetiva é grande, ou ainda,

5



Caṕıtulo 1: Introdução

m∗/m0 � 1, uma vez que ∂2E/∂k2 � 1.

O principal objetivo desta Tese é apresentar recentes resultados de posśıveis de-

formações das equações da mecânica quântica que podem ser aplicadas como uma al-

ternativa para descrever sistemas com massa efetiva, ou ainda, uma massa que dependa

da posição.

Em particular, recentes formulações da equação de Schrödinger associadas a uma

álgebra não aditiva (q-álgebra) [7, 8] que está relacionada à mecânica estat́ıstica não

extensiva [9], têm sido propostas na literatura. Uma delas trata-se de uma equação de

Schrödinger não linear proposta inicialmente em [10]. Outra trata-se de uma equação li-

near proposta em [11] relacionada a um espaço não aditivo, e que pode ser utilizada para

descrever sistemas com massa dependente da posição.

Portanto esta Tese está organizada como segue: o Caṕıtulo 2 discute algumas pro-

priedades da q-álgebra e funções deformadas que tornam-se importantes para a descrição

destas formulações da mecânica quântica q-deformadas linear e não linear. Com o objetivo

basicamente de uma revisão de literatura, a formulação não linear q-deformada da equação

de Schrödinger proposta em [10], bem como outros trabalhos relacionados, são apresenta-

dos no Caṕıtulo 3. Em seguida, no Capt́ıtulo 4, discutimos a formulação linear q-deformada

da equação de Schrödinger proposta em [11] e demais trabalhos relacionados. Algumas

aplicações desta formulação são apresentadas nos caṕıtulos seguintes. No Caṕıtulo 5 revisi-

tamos sistemas com massa dependente da posição em problemas como poços de potencial

quadrado infinito e finito, barreiras de potencial e tunelamento quântico. No Caṕıtulo

6 apresentamos um oscilador q-deformado associado a uma part́ıcula com massa depen-

dente da posição. Por fim, no Caṕıtulo 7, apresentamos nossas conclusões e perspectivas

dos resultados discutidos nesse trabalho.

6



Caṕıtulo 2

Álgebra não aditiva e

funções elementares q-deformadas

O objetivo central desta Tese é a análise de recentes formulações de equações da

mecânica quântica deformadas através de uma álgebra não aditiva e funções deformadas

que emergem da mecânica estat́ıstica não extensiva, cujas aplicações estão estreitamente

ligadas a sistemas complexos [12]. Desta forma, o presente Caṕıtulo tem como objetivo

realizar uma fundamentação teórica desta álgebra, assim como apresentar recentes desen-

volvimentos que realizamos.

O Caṕıtulo está organizado da seguinte forma: iniciaremos com uma revisão sucinta

dos conceitos básicos da mecânica estat́ıstica não extensiva e suas funções deformadas. A

t́ıtulo de conhecimento, apresentamos brevemente alguns conceitos de uma álgebra defor-

mada diferente daquela que estamos interessados, mas que está associada a um formulação

da mecânica quântica deformada em espaços não comutativos [13, 14, 15, 16, 17, 18]. O

uso de métodos algébricos nesta formulação, como por exemplo operadores criação e ani-

quilação, está associada à álgebra generalizada de Heisenberg [19, 20]. Em seguida, apre-

sentamos a álgebra não aditiva, aqui denominada q-álgebra. Operadores de um cálculo de-

formado relacionado à q-álgebra são apresentados. Desenvolvemos aplicações deste cálculo

a funções elementares deformadas, e que por sua vez estão associadas a equações da

mecânica quântica deformadas estudadas a seguir ao longo desta Tese.

2.1 Mecânica estat́ıstica não extensiva e

funções q-deformadas

A termodinâmica é uma teoria fenomenológica que busca sistematizar as leis emṕıricas

sobre o comportamento térmico de sistemas f́ısicos macroscópicos [21]. As propriedades

macroscópicas destes sistemas poderiam ser descritas através das leis da mecânica (clássica

ou quântica). Entretanto, como o número de part́ıculas é muito grande, da ordem do

7
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número de Avogrado (NA ≈ 6 × 1023), torna-se imposśıvel a aplicabilidade destas leis a

sistemas nesta escala, e faz-se necessário o uso de ferramentas estat́ısticas. A mecânica

estat́ıstica é uma teoria que tem como objetivo explicar as leis da termodinâmica através

da modelagem do comportamento das inúmeras part́ıculas constituintes dos sistemas ma-

croscópicos, e está baseada em leis da mecânica e prinćıpios de teoria das probabilidades

[22].

A mecânica estat́ıstica de Boltzmann-Gibbs (BG) fornece uma ferramenta poderosa

para entender como part́ıculas microscópicas com interações de curto alcance afetam as

propriedades termodinâmicas de um sistema em escalas muito grandes de espaço-tempo.

Por exemplo: sistemas gasosos de moléculas apolares que interagem através das forças

de van der Waals, difusão normal, sistemas dinâmicos com memórias de curta duração

(sistemas ergódicos) etc. Esta teoria é baseada na entropia de Boltzmann-Gibbs definida

em sua forma discreta por

S = −k
W∑
i=1

pi ln pi, (2.1)

onde k é uma constante positiva, pi é a probabilidade de ocorrência de um dos W micro-

estados posśıveis do sistema, e que satisfaz a condição de normalização
∑W

i=1 pi = 1. A

partir de uma simples manipulação matemática, podemos escrever a expressão acima em

termos do seguinte valor médio sobre todos os microestados:

S = k
W∑
i=1

pi ln

(
1

pi

)
= k

〈
ln

(
1

pi

)〉
. (2.2)

Em particular, no caso de todos os microestados serem igualmente provavéis (ensemble

microcanônico), temos pi = 1/W , e portanto

S = k lnW. (2.3)

Considerando que o sistema é constitúıdo porN subsistemas (ou part́ıculas) idênticos(as)

independentes, cada um deles com µ estados posśıveis, o número total de microestados

representativos posśıveis para o sistema macroscópico é

WN = µN . (2.4)

Para este caso, observamos que a quantidade de microestados posśıveis cresce exponenci-
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almente com N . A entropia de BG torna-se

S = k lnµN = Nk lnµ, (2.5)

mostrando que S é proporcional ao númeroN de subsistemas. Esta propriedade é chamada

de extensividade.

Consideremos dois subsistemas independentes A e B, com WA e WB a quantidade

de microestados posśıveis de cada um respectivamente, e que constituem um sistema

composto AB. O número total de estados posśıveis do sistema composto é dado pelo

produto do número de microestados de cada parte, i.e., WAB = WAWB. Portanto, a

entropia do sistema composto satisfaz

S(A+B) = k lnWAB = k ln(WAWB) = k lnWA + k lnWB = S(A) + S(B), (2.6)

ou seja, a entropia do sistema composto é a soma das entropias dos subsistemas consti-

tuintes. Esta propriedade é chamada de aditividade. Devido às propriedades da função

logarit́ımica, aditividade e extensividade são propriedades coincidentes.

A mecânica estat́ıstica de BG pode ser aplicada a inúmeros sistemas f́ısicos, mas

apresenta limitações como o próprio Gibbs afirmava na página 35 do livro Elementary

Principles in Statistical Mechanics – Developed with Especial Reference to the Rational

Foundation of Thermodynamics [23]:

“In treating of the canonical distribution, we shall always suppose the

multiple integral in equation (92) [partition function] to have a finite value, as

otherwise the coefficient of probability vanishes, and the law of distribution

becomes illusory. This will exclude certain cases, but not such apparently, as

will affect the value of our results with respect to their bearing on thermody-

namics. It will exclude, for instance, cases in which the system or parts of it

can be distributed in unlimited space (or in a space which has limits, but is

still infinite in volume), while the energy remains beneath a finite limit. It also

excludes many cases in which the energy can decrease without limit, as when

the system contains material points which attract one another inversely as the

squares of their distances. [...] For the purposes of a general discussion, it is

sufficient to call attention to the assumption implicitly involved in the formula

(92).”

Durante as últimas décadas, tem-se observado as limitações deste formalismo para a

descrição de sistemas complexos naturais, artificiais ou sociais, observados e desenvolvi-

dos nas diversas áreas da ciência: f́ısica (astronomia, f́ısica de part́ıculas, turbulência),

biologia (DNA, conformações de enzimas), matemática (geometria fractal), computação

(percolação, autômatos celulares), economia (́ındices da bolsa de valores), entre outros.
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Em particular na f́ısica, a entropia (2.1) não consegue descrever sistemas hamiltonianos de

muitos corpos com interação de longo-alcance (e.g. ı́ons não blindados interagindo através

de força coloumbiana), difusão anômala, espalhamentos do momento transversal em co-

lisões part́ıculas de altas energias, sistemas dinâmicos com memória de longa duração

(sistemas não ergódicos) etc. Tipicamente, estes sistemas são caracterizados por números

de estados WN dados por leis de potência do tipo

WN ∝ Nν , (2.7)

onde ν é uma constante positiva e N é o número de subsistemas constituintes. Este

fato está associado aos subsistemas não serem estatisticamente independentes, ou seja,

apresentam correlações [9, 24].

A importância destes fenômenos levaram a novos métodos de tratamento de sistemas

complexos como por exemplo a mecânica estat́ıstica não extensiva. Ela surgiu a partir

da publicação do artigo intitulado Possible Generalization of Boltzmann-Gibbs Statistics,

pelo f́ısico Constantino Tsallis em 1988 [25]. Naquele trabalho, foi proposta a seguinte

função para uma entropia generalizada

Sq ≡
k

q − 1

(
1−

W∑
i=1

pqi

)
, (2.8)

onde q é um parâmetro, chamado de ı́ndice entrópico, que controla a generalização da

entropia Sq. Considerando a condição de normalização, a entropia generalizada pode ser

escrita de uma forma análoga à Eq. (2.2). De fato,

Sq =
k

q − 1

(
W∑
i=1

pi −
W∑
i=1

pqi

)

= k
W∑
i=1

pi
1− pq−1

i

q − 1

= k

W∑
i=1

pi
(1/pi)

1−q − 1

1− q

= k

〈
lnq

(
1

pi

)〉
, (2.9)

onde é definida a função q-logaritmo [26]

lnq x ≡
x1−q − 1

1− q
, (x > 0). (2.10)
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Para o ensemble microcanônico, a entropia de Tsallis é dada por

Sq = k
W 1−q − 1

1− q
= k lnqW, (2.11)

e satisfaz a seguinte propriedade para dois subsistemas independentes A e B com número

de microestados dados por W = WAWB:

Sq(A+B)

k
=
Sq(A)

k
+
Sq(B)

k
+ (1− q)Sq(A)

k

Sq(B)

k
. (2.12)

A entropia Sq do sistema composto não é a soma das entropia dos dois subsistemas, como

a entropia de BG, ou ainda, Sq é não aditiva. Chamamos a atenção que aditividade e

extensividade são propriedades diferentes, mas que são coincidentes para sistemas fraca-

mente correlacionados. Como curiosidade, apesar da propriedade não aditiva da entropia,

a denominação mecânica estat́ıstica não extensiva é a mais utilizada, porque para sistemas

com interação de longo alcance, a energia, ao invés da entropia, é não extensiva.

Por outro lado, apesar desta propriedade não extensiva (e não aditiva) da entropia

Sq, esta consegue abrir um leque de aplicabilidades dos conceitos de mecânica estat́ıstica

a sistemas complexos, ademais, preserva propriedades relevantes da termodinâmica como

expansibilidade, modularidade, concavidade, estabilidade de Lesche, e estrutura das trans-

formações de Legendre, formas do teorema de Ehrenfest, teorema H, equação de von

Neumann [9].

A mecânica estat́ıstica não extensiva tem sido tratada basicamente ao longo de três

linhas (que se complementam): desenvolvimento de formalismo matemático, observação

de consistências com experimentos, e do seu próprio desenvolvimento teórico.

A base matemática da mecânica estat́ıstica não extensiva é desenvolvida em torno das

definições de funções generalizadas, como o q-logaritmo (2.10), e sua inversa, a função

q-exponencial dada por:

expq x ≡ [1 + (1− q)x]
1/(1−q)
+ , (2.13)

com [A]+ ≡ max{A, 0} [26]. No limite q → 1, as funções generalizadas (2.10) e (2.13)

recuperam as funções usuais, ou seja, ln1(x) = ln(x) e exp1(x) = exp(x).

Para q > 1, expq(x) é definida no intervalo (−∞, (q−1)−1), e para q < 1, está definida

∀x e anula-se para x < −(1 − q)−1. No limite x → 0, temos expq(x) ∼ 1 + x (∀q). Para

q > 1, temos que expq(x) possui asśıntotas verticais em x = (q−1)−1. A Figura 2.1 mostra

em (a) o comportamento da função expq(x) para q = −2, −1, 0, 1 e 2. Uma vez que a

função q-logaritmo é a inversa da função q-exponencial, não seria necessário ilustrá-la, no

entanto, por clareza a mostramos em (b).

Algumas outras propostas de generalização da entropia foram formuladas dentro do

contexto da teoria da informação. Citemos como exemplo a entropia de Rényi [27], e que
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Figura 2.1: Funções (a) expq(x) e (b) lnq(x) para q = −2, −1, 0, 1 e 2.

tem grande conexão em multifractais [28, 29]:

SR =
k

1− q
ln

(
W∑
i=1

pqi

)
. (2.14)

No caso de ensemble microcanônico (pi = 1/W ), a entropia generalizada acima coincide

com a entropia de Boltzmann-Gibbs (2.1). Considerando a transformação funcional [25,

30]

L(S/k) =
ln[1 + (1− q)(S/k)]

1− q
= ln[expq(S/k)], (2.15)

tem-se que as entropias de Rényi e Tsallis estão relacionadas por meio da equação

SR/k = L(Sq/k)←→ Sq/k = K(SR/k), (2.16)

onde K é a funcional inversa de L, i.e.,

K(S/k) = L−1(S/k) =
e(1−q)S/k − 1

1− q
= lnq[exp(S/k)]. (2.17)

A transformação (2.15) tem aperecido em outros contextos. Por exemplo, em [31] foi uti-

lizada na definição de uma posśıvel generalização de números complexos ζq = ln expq z, e

na qual permite expressar uma deformação da fórmula de Euler dada por expq z = exp1 ζq.

Nesta Tese, a transformação (2.15) será importante no estudo de sistemas com uma massa

efetiva [32, 33].
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2.2 Outra generalização de funções elementares

Evidentemente existe uma infinidade de formas de generalizar uma função, e portanto

a q-exponencial dada pela Eq. (2.13) não é única forma de generalizar a exponencial usual.

Uma generalização da função exponencial está associada ao cálculo q-deformado, um ramo

da matemática que remota dos tempos de Gauss e Euler [34, 35], e com importantes

contribuições de Jackson no século passado [36, 37].

Contudo, recentes desenvolvimentos e aplicações do cálculo q-deformado podem ser

encontradas na literatura devido à sua relação com grupos quânticos [38] e aplicações na

generalização de funções especiais aplicadas a fenômenos não lineares [39]. Este cálculo tem

sido aplicado na formulação de uma teoria quântica q-deformada e que está associada a

espaços não comutativos [13, 14, 15, 16, 17, 18]. Em particular, o problema de uma álgebra

q-deformada para o oscilador harmônico [19, 20, 40, 41, 42] está associado a q-análogos de

muitas funções especiais, como a função q-exponencial, funções q-gama, q-trigonométricas,

polinômios de q-Hermite e q-Laguerre [16, 19, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49]. Aplicações

do q-oscilador em f́ısica da matérica condensada podem ser, por exemplo, encontradas em

capacidade térmica de sólidos [50] e diagmagnetismo [51].

O cálculo q-deformado é desenvolvido baseado nos operadores derivada e integral de

Jackson [36, 37]. A saber, a derivada de Jackson pode ser definida por

D(q)f(x) ≡ f(qx)− f(x)

(q − 1)x
, (2.18)

e está associada a efeitos de dilatação.

Consistente com o cálculo q-deformado é introduzida a integração∫ x0

0

f(x)d(q)x =
∞∑
n=0

f(xn)∆qxn, (2.19)

onde ∆qxn = xn − xn+1 e xn = x0q
n para 0 < q < 1, enquanto ∆qxn = xn−1 − xn, e

xn = x0q
−n−1 para q > 1 [16]. Claramente notamos que a equação é similar a integração

de Riemann, mas apresenta um passo variável ∆qxn. É posśıvel verificar que

D(q)

∫ x0

0

f(y)d(q)y = f(x). (2.20)

Duas funções q-exponenciais (diferentes da função expq(z) dada pela Eq. (2.13)) no

cálculo q-deformado comumente utilizadas são definidas por

ez(q) =
∞∑
n=0

zn

[n]q!
, (2.21)
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e

Ez
(q) =

∞∑
n=1

zn

[ñ]q!
, (2.22)

onde q é positivo, z é complexo, e

[n]q! =
n∏
j=1

[j]q, (2.23a)

[j]q =

j∑
i=1

(q)i−1 =
qj − 1

q − 1
, (2.23b)

[ñ]q! =
n∏
j=1

[j̃]q, (2.23c)

[j̃]q =

j∑
i=1

(
1

q

)i−1

=
q−j − 1

q−1 − 1
. (2.23d)

Das equações acima, imediatamente obtém-se Ez
(q) = ez(q−1). As funções q-exponenciais

acima podem ser representadas pelos produtórios:

ez(q) =
∞∏
k=0

[1− (1− q)qkz]−1, (2.24)

e

Ez
(q) =

∞∏
k=0

[1 + (1− q)qkz]. (2.25)

A partir disto, é fácil observar que ez(q)E
−z
(q) = 1. A existência de duas representações das

funções exponenciais q-deformadas (série e produto infinitos) está relacionada ao fato que

a função exponencial usual (q = 1) é dada por:

ez =
∑
n=0

zn

n!
= lim

ν→∞

(
1 +

z

ν

)ν
. (2.26)

A ação da derivada de Jackson sobre as funções exponenciais q-deformadas é

D(q)e
z
(q) = ez(q), (2.27)

e

D(q)E
z
(q) = Eqz

(q). (2.28)

Além disso, para a função monômio f(x) = axn, onde n ≥ 0, temos que

D(q)(ax
n) = a[n]qx

n−1. (2.29)
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Também é posśıvel definir funções trigonométricas deformadas [36]

cos(q)(x) =
1

2
(eix(q) + e−ix(q) ), (2.30)

sen(q)(x) =
1

2i
(eix(q) − e−ix(q) ), (2.31)

Cos(q)(x) =
1

2
(Eix

(q) + E−ix(q) ), (2.32)

e

Sen(q)(x) =
1

2i
(Eix

(q) − E−ix(q) ). (2.33)

A partir das propriedades das funções exponenciais deformadas, pode-se obter que as

funções trigonométricas acima satisfazem às seguintes relações:

cos(q)(x)Cos(q)(x) + sen(q)(x)Sen(q)(x) = 1, (2.34a)

sen(q)(x)Cos(q)(x) = cos(q)(x)Sen(q)(x), (2.34b)

D(q)sen(q)(x) = cos(q)(x), (2.34c)

D(q)cos(q)(x) = −sen(q)(x), (2.34d)

D(q)Sen(q)(x) = Cos(q)(qx), (2.34e)

D(q)Cos(q)(x) = −Sen(q)(qx). (2.34f)

Notemos que as correspondentes tangentes são coincidentes: Tan(q)(x) = tan(q)(x).

Mecânica quântica q-deformada

Generalizações de versões lineares e não lineares da equação de Schrödinger tem atráıdo

o interesse de f́ısicos devido à sua importante relevância em descrever efeitos em teoria

quântica de muitos corpos [52, 53, 54]. Neste sentido a álgebra generalizada de Heisenberg

e a equação de Schrödinger q-deformadas têm sido propostas baseadas nas propriedades

do cálculo q-deformado, e que levam a uma estrutura diferencial não comutativa na re-

presentação espaço.

É fácil mostrar que a partir dos operadores espaço x̂ e momento linear p̂(q) → −i~D(q)

é satisfeita a seguinte relação q-comutativa:

[x̂, p̂(q)]q = x̂p̂(q) − qp̂(q)x̂ = i~1̂. (2.35)

Neste formalismo, a equação de Schrödinger dependente do tempo q-generalizada é pos-
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tulada como

i~
∂Φ(q)(x, t)

∂t
= Ĥ(q)Φ(q)(x, t), (2.36)

onde

Ĥ(q) = − ~2

2m
D2

(q) + V(q)(x) (2.37)

é o operador hamiltoniano q-deformado. Notemos que o operador hamiltoniano (2.37) é

não hermitiano.

A equação (2.36) admite uma solução na forma Ψ(q)(x, t) = ϕ(q)(x)e−iEt/~, onde ϕ(q)(x)

satisfaz a equação de q-Schrödinger independente do tempo

Ĥ(q)ϕ(q)(x) = ϕ(q)(x)E. (2.38)

Para este formalismo, as funções de onda obedecem a condição de q-normalização∫
|Φ(q)(x, t)|2d(q)x = 1. (2.39)

Para uma part́ıcula livre (V(q) = 0), por exemplo, a função de onda ϕ(q)(x) satisfaz a

equação diferencial q-deformada

D2
(q)ϕ(q)(x) + k2ϕ(q)(x) = 0, (2.40)

onde k =
√

2mE/~2. A solução da equação anterior pode ser escrita como

ϕ(q)(x) = Aeikx(q) . (2.41)

Em nosso trabalho, estaremos interessados em discutir aplicações de um diferente

cálculo deformado (chamado aqui de q-cálculo) associado às propriedades das funções q-

exponencial (2.13) e q-logaritmo (2.10), e suas propriedades. Este cálculo será útil nas

formulações de equações generalizadas da mecânica quântica. Desta forma, nas próximas

Seções, apresentamos algumas propriedades de uma álgebra deformada (q-álgebra) associ-

ada às funções expq(x) e lnq(x). Definiremos alguns posśıveis operadores para a formulação

de um q-cálculo, e finalizaremos com aplicações destes operadores a funções elementares

deformadas e com propriedades de estruturas similares a estas que apresentamos acima.
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2.3 Propriedades da q-álgebra

Nas últimas três décadas, diversos trabalhos têm sido realizados no desenvolvimento

matemático da mecânica estat́ıstica não extensiva: formulação de uma q-algébra genera-

lizada [7, 8, 55, 56, 57, 58, 59], cálculo q-deformado [60, 61], funções trigonométricas e hi-

perbólicas q-deformadas [31, 62, 63, 64], q-transformada de Laplace [65, 66], q-transformada

de Fourier [67, 68], teorema do limite central [69, 70], representações deformadas da função

delta de Dirac [71, 72, 73], fórmula de Stirling q-deformada [74], q-binômio de Newton

[75, 76], lei dos erros [77, 78, 79], distribuição de Lévy [80], além de outras posśıveis

formulações para as funções exponencial e logaritmo deformadas [81, 82, 83, 84, 85].

Mais especificamente, pode-se definir as seguintes operações deformadas [7, 8]

(i) q-soma ⊕q:
x⊕q y ≡ x+ y + (1− q)xy, (2.42a)

(ii) q-diferença 	q:

x	q y ≡
x− y

1 + (1− q)y
,

(
y 6= − 1

1− q

)
, (2.42b)

(iii) q-produto ⊗q:

x⊗q y ≡ [x1−q + y1−q − 1]
1/(1−q)
+ , (x ≥ 0, y ≥ 0), (2.42c)

(iv) q-razão �q:

x�q y ≡ [x1−q − y1−q + 1]
1/(1−q)
+ , (x ≥ 0, y ≥ 0). (2.42d)

Para os operadores deformados (2.42) pode-se verificar que a identidade aditiva é 0 e

a identidade multiplicativa é 1, i.e.,

x⊕q 0 = x, e x⊗q 1 = x, (2.43)

assim como

x	q 0 = x, e x�q 1 = x. (2.44)

Por outro lado, 0 não é elemento absorvente do produto e da razão, i.e.,

0⊗q x 6= 0, e 0�q x 6= 0. (2.45)

Pode-se ainda verificar que x�q 0 não diverge e que x�q x = 1.
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É fácil verificar que ⊕q e ⊗q satisfazem leis de comutatividade e associativade:

x⊕q y = y ⊕q x, (2.46)

x⊗q y = y ⊗q x, (2.47)

(x⊕q y)⊕q z = x⊕q (y ⊕q z), (2.48)

(x⊗q y)⊗q z = x⊗q (y ⊗q z). (2.49)

No entanto, estes operadores não obedecem a lei de distributividade em relação ao produto

deformado

z ⊗q (x⊕q y) 6= (z ⊗q x)⊕q (z ⊗q y), (2.50)

ou em relação ao produto usual

z(x⊕q y) 6= (zx)⊕q (zy). (2.51)

Similarmente, também pode-se observar que

z ⊗q (x+ y) 6= (z ⊗q x) + (z ⊗q y). (2.52)

As operações deformadas (2.42) levam às seguintes propriedades para a q-exponencial

e o q-logaritmo:

expq (x) expq (y) = expq(x⊕q y), lnq (xy) = lnq(x)⊕q lnq(y),

expq (x)/ expq (y) = expq(x	q y), lnq (x/y) = lnq(x)	q lnq(y),

expq (x)⊗q expq (y) = expq(x+ y), lnq (x⊗q y) = lnq(x) + lnq(y),

expq (x)�q expq (y) = expq(x− y), lnq (x�q y) = lnq(x)− lnq(y).

(2.53)

Obviamente, ao se aplicar a álgebra generalizada de operadores definidos pelas expressões

de (2.42), é posśıvel expressar a não aditividade da mecânica estat́ıstica e termodinâmica

não extensivas em uma forma similar à entropia de BG. Por exemplo, para dois subsis-

temas A e B estatisticamente independentes, podemos escrever que a propriedade (2.12)

da entropia generalizada Sq pode ser reescrita como

Sq(A+B)

k
=
Sq(A)

k
⊕q

Sq(B)

k
. (2.54)

Na expressão acima, notemos que as entropias estão escalonadas pela constante k, uma

vez que a q-soma deve ser aplicada a grandezas adimensionais. Para q → 1, a aditividade

usual é recuperada.
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Nivanen et al. [7] propuseram outros operadores deformados adição ⊕q e produto ⊗q,
diferentes daqueles propostos em [8], mas que satisfazem as relações

exp[lnq(x⊕qy)] = exp[lnq(x)] + exp[lnq(y)] (2.55)

e

ln[expq(x⊗qy)] = ln[expq(x)] ln[expq(y)]. (2.56)

A partir disso, verifica-se que estes operadores obedecem a uma lei de distributividade

conforme são apresentados a seguir1. Em [86], da Silva afirma que lnq(e) é elemento

inverso do produto ⊗q, e a partir disso define uma razão �q que estará associada às

leis de distributividade. Ademais foi mostrado também que não existe elemento inverso

para a soma ⊕q. Porém, para fechar o quadro de operadores deformados, definimos uma

nova subtração deformada 	q que satisfaz às leis de distributividade. Estas operações,

denominadas aqui de operações deformadas adjuntas, são dadas por:

(i) q-soma adjunta ⊕q:

x⊕q y ≡
[
(1− q) ln

(
e
x1−q
1−q + e

y1−q
1−q

)]1/(1−q)

+

=

[
1 + (1− q) ln

(
e
x1−q−1

1−q + e
y1−q−1

1−q

)]1/(1−q)

+

, (2.57a)

(ii) q-diferença adjunta 	q:

x	q y ≡
[
(1− q) ln

(
e
x1−q
1−q − e

y1−q
1−q

)]1/(1−q)

+

=

[
1 + (1− q) ln

(
e
x1−q−1

1−q − e
y1−q−1

1−q

)]1/(1−q)

+

, (2.57b)

(iii) q-produto adjunto ⊗q:

x⊗q y ≡ eln[1+(1−q)x]+ ln[1+(1−q)y]+/(1−q) − 1

1− q
. (2.57c)

(iv) q-razão adjunta �q:

x�q y ≡ e(1−q) ln[1+(1−q)x]+/ ln[1+(1−q)y]+ − 1

1− q
. (2.57d)

1Os autores usaram uma notação diferente onde a ≡ 1− q, e que torna as expressões mais compactas.
Neste Caṕıtulo, escolhemos utilizar o mesmo ı́ndice comumemente utilizado em mecânica estat́ıstica não
extensiva.
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Os operadores deformados adjuntos têm propriedades diferentes daqueles operado-

res deformados apresentados primeiramente. Por exemplo, pode-se verificar que 0 não é

identidade aditiva, assim como 1 não é identidade multiplicativa, i.e.,

x⊕q 0 6= x, e x⊗q 1 6= x. (2.58)

Similarmente, temos

x	q 0 6= x, e x�q 1 6= x. (2.59)

Por outro lado, 0 é elemento absorvente do produto e da razão, i.e.,

0⊗q x = 0, e 0�q x = 0. (2.60)

Ainda verifica-se que x�q 0 diverge e que x�q x = lnq(e).

Pode-se verificar que ⊕q e ⊗q também satisfazem às leis de comutatividade e associa-

tivade:

x⊕q y = y ⊕q x, (2.61)

x⊕q y = y ⊕q x, (2.62)

(x⊕q y)⊕q z = x⊕q (y ⊕q z), (2.63)

(x⊗q y)⊗q z = x⊗q (y ⊗q z). (2.64)

Mas estes operadores também não obedecem a lei de distributividade em relação ao seu

produto deformado

z ⊗q (x⊕q y) 6= (z ⊗q x)⊕q (z ⊗q y), (2.65)

ou em relação ao produto usual

z(x⊕q y) 6= (zx)⊕q (zy). (2.66)

Similarmente, temos que

z ⊗q (x+ y) 6= (z ⊗q x) + (z ⊗q y). (2.67)

Leis de distributividade podem ser estabelecidas associando as operações deformadas

e as operações deformadas adjuntas. Em [7], propõe-se:

x⊗q (y ⊕q z) = (x⊗q y)⊕q (x⊗q z), (2.68)

x⊗q (y ⊕q z) = (x⊗q y)⊕q (x⊗q z). (2.69)

Aqui, observamos também que a leis de distributividades também são válidas para os
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operadores 	q e 	q no lugar dos operadores ⊕q e ⊕q:

x⊗q (y 	q z) = (x⊗q y)	q (x⊗q z), (2.70)

x⊗q (y 	q z) = (x⊗q y)	q (x⊗q z). (2.71)

Analogamente, também pode-se verificar as seguintes propriedades envolvendo as razões

deformadas �q e �q:
(x⊕q y)�q z = (x�q z)⊕q (y �q z), (2.72)

(x⊕q y)�q z = (x�q z)⊕q (y �q z), (2.73)

(x	q y)�q z = (x�q z)	q (y �q z), (2.74)

(x	q y)�q z = (x�q z)	q (y �q z). (2.75)

Estas operações aritméticas deformadas podem ser utilizadas para construir outras

operações deformadas. Por exemplo, em [8] é definido uma q-soma de n termos idênticos

n�q x ≡ x⊕q x⊕q · · · ⊕q x︸ ︷︷ ︸
n termos

=
1

1− q

{[
1 + (1− q)x

]n − 1
}
. (2.76)

Particularmente, para x = 1, n�q 1 é identificado como o número de Heine deformado e

que está conectado a grupos quânticos [59, 87]. Em termos das funções q-exponencial e

q-logaritmo, uma forma alternativa de escrever n�q x [57] é dada por:

n�q x =
{[expq(x)]1−q}n − 1

1− q

=
{[expq(x)]n}1−q − 1

1− q
= lnq[expnq (x)]. (2.77)

Notemos que n�q lnq x = lnq x
n e expq(n�qx) = expnq (x), e que está de acordo com as pro-

priedades do q-logaritmo e da q-exponencial (2.53). Em particular, n�q 1 = lnq[expnq (1)].

Para q = 1, o caso usual n�1 x = ln(exn) = nx é recuperado.

Podemos observar que o produto (2.77) é não distributivo em relação à soma usual,

a�q (b+ c) 6= a�q b+ a�q c, (2.78)

não comutativo em relação ao produto usual,

(ka)�q b 6= a�q (kb), (2.79)
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e também não comutativo em relação a outro produto �q,

(a�q b)�q c 6= a�q (b�q c). (2.80)

Em [8], também é definido uma q-potência x∧qn, i.e., o q-produto de n fatores idênticos,

por

x∧qn ≡ x⊗q x⊗q · · · ⊗q x︸ ︷︷ ︸
n vezes

=
[
nx1−q − (n− 1)

]1−q
+

. (2.81)

Em termos das funções deformadas, temos que [57]

x∧qn = {n[1 + (1− q) lnq x]− n+ 1}1/(1−q)
+

= [1 + (1− q)(n lnq x)]
1/(1−q)
+

= expq[n lnq x], (2.82)

que pode ser escrita lnq(x
∧qn) = n lnq(x) em acordo com as propriedades do q-logaritmo.

Para q = 1, temos que x∧1n = en lnx = xn, como esperado.

Para os operadores q-soma e q-produto adjuntos, propriedades similares também foram

exploradas em nosso trabalho. Consideremos, por exemplo, a q-soma adjunta de n termos

idênticos. Segue que:

n�q x ≡ x⊕q x⊕q · · · ⊕q x︸ ︷︷ ︸
n termos

=

[
(1− q) ln

(
ne

x1−q
1−q

)]1/(1−q)

+

= [x1−q + (1− q) ln(n)]1/(1−q)

= {x1−q + [1 + (1− q) ln(n)]− 1}1/(1−q)
+

= {x1−q + [expq ln(n)]1−q − 1}1/(1−q)
+

= x⊗q expq[ln(n)]. (2.83)

Notemos que n�q 1 = expq[ln(n)]. Para q = 1, temos n�1 x = xeln(n) = nx.

Uma q-potência adjunta x∧
qn também é proposta, e satisfaz:

x∧
qn ≡ x⊗q x⊗q · · · ⊗q x︸ ︷︷ ︸

n vezes

=
1

1− q

(
exp

[
(1− q)

{
ln[1 + (1− q)x]

1− q

}n]
− 1

)

=
(exp{ln[expq(x)]}n)1−q − 1

1− q
= lnq(exp{ln[n�q expq(x)]})

= lnq[n�q expq(x)]. (2.84)

A expressão acima equivale à expq x
∧qn = n�q expq(x), e claramente, recupera-se o caso

usual para q = 1.
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2.4 Números q-deformados

A partir das propriedades dadas pelas Eq.’s (2.68) a (2.75), assim como as Eq.’s (2.83)

e (2.84), existe uma conexão entre os operadores deformados e os operadores deformados

duais, e uma posśıvel unificação destas álgebras torna-se interessante. Desta forma, a

partir da transformação (2.15), consideremos um q-número deformado definido por:

xq =
ln[1 + (1− q)x]

1− q
= ln[expq(x)]. (2.85)

É fácil verificar que a transformação dada Eq. (2.85) leva a adição (subtração) usual

de dois números reais deformados no q-número da q-soma (2.42a) (q-diferença (2.42b))

dos correspondentes números usuais, i.e.,

xq + yq = ln[expq(x)] + ln[expq(y)]

=
ln[1 + (1− q)x]

1− q
+

ln[1 + (1− q)y]

1− q

=
ln[1 + (1− q)(x+ y) + (1− q)2xy]

1− q

=
ln[1 + (1− q)(x⊕q y)]

1− q
= ln[expq(x⊕q y)]

= (x⊕q y)q, (2.86)

xq − yq = ln[expq(x)]− ln[expq(y)]

=
ln[1 + (1− q)x]

1− q
− ln[1 + (1− q)y]

1− q

=
1

1− q
ln

[
1 + (1− q)x
1 + (1− q)y

]
=

1

1− q
ln

[
1 + (1− q)y − (1− q)y + (1− q)x

1 + (1− q)y

]
=

1

1− q
ln

[
1 + (1− q) x− y

1 + (1− q)y

]
=

ln[1 + (1− q)(x	q y)]

1− q
= ln[expq(x	q y)]

= (x	q y)q. (2.87)

De modo bastante similar, através dos operadores duais (2.57c) e (2.57d), temos que

a transformação (2.85) leva o produto (a razão) usual de dois números q-deformados no

q-número do q-produto adjunto (da q-razão adjunta) dos correspondentes números usuais,
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i.e.,

xqyq = ln[expq(x)] ln[expq(y)]

=
ln[1 + (1− q)x]

1− q
ln[1 + (1− q)y]

1− q

=
ln[1 + (1− q)(x⊗q y)]

1− q
= ln[expq(x⊗q y)]

= (x⊗q y)q, (2.88)

xq/yq = ln[expq(x)]/ ln[expq(y)]

=
ln[1 + (1− q)x]

ln[1 + (1− q)y]

=
ln[1 + (1− q)(x�q y)]

1− q
= ln[expq(x�q y)]

= (x�q y)q. (2.89)

Obviamente, notemos que a Eq. (2.88) é equivalente à Eq. (2.56).

A Figura 2.2 ilustra o efeito da transformação (2.85) sobre um triângulo equilátero de

um plano (x, y) para um plano q-deformado (xq, yq), onde consideramos xq = ln[expq(x)]

e yq = ln[expq(y)] para valores de q = 0.1 e 1.5. Os lados LA, LB, LC são transformados

respectivamente em LA,q, LB,q, LC,q. Nota-se que os lados mapeados LA,q e LB,q tornam-

se curvos, enquanto o lado LC,q mantém-se retiĺıneo. Para valores de 1 < q < 2 (q > 1),

observamos que o triângulo sofre uma contração (dilatação) de suas dimensões.

0 . 0 0 . 5 1 . 0 1 . 50 . 0

0 . 5

1 . 0

1 . 5

0 . 0 0 . 5 1 . 0 1 . 50 . 0
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1 . 5
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y
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���� x �� y �

L C L C , q

L B , q

L A , q

q �	����
q �	�����

���

x q

q �	����

y q

Figura 2.2: Efeito da transformação (2.85) sobre um triângulo equilátero no plano (x, y) para
um plano q-deformado (xq, yq). Para 1 < q < 2 (q > 1), temos além da curvatura dos lados LA
e LB, observamos uma contração (dilatação) das dimensões do triângulo.

24
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Para a transformação K = L−1, definimos um antinúmero deformado

qx ≡
[exp(x)]1−q − 1

1− q
= lnq[exp(x)], (2.90)

e que leva às seguintes propriedades:

(qx)⊕q (qy) = q(x+ y), (2.91)

(qx)	q (qy) = q(x− y), (2.92)

(qx)⊗q (qy) = q(xy), (2.93)

(qx)�q (qy) = q(x/y). (2.94)

Notemos que

(qx)q = q(xq) = x. (2.95)

Outras transformações similares àquela dada pela Eq. (2.85) e sua inverva podem ser

exploradas. Aqui destacamos a transformação adjunta (L̄)

x̄q ≡ exp

(
x1−q − 1

1− q

)
= exp[lnq(x)]. (2.96)

Para esta transformação, verifica-se que esta leva a adição (subtração) usual de dois

q-números duais deformados no q-número adjunto da q-soma adjunta (2.57a) (q-diferença

(2.57b)) adjunta dos dois números usuais correspondentes, i.e.,

x̄q + ȳq = exp(lnq x) + exp(lnq y)

= exp

[
(x⊕q y)1−q − 1

1− q

]
= exp[lnq(x⊕q y)]

= (x⊕q y)q, (2.97)

x̄q − ȳq = exp(lnq x)− exp(lnq y)

= exp

[
(x	q y)1−q − 1

1− q

]
= exp[lnq(x	q y)]

= (x	q y)q. (2.98)

Mais uma vez, temos que a Eq. (2.97) é equivalente à Eq. (2.55).

Da mesma forma, temos que a transformação (2.96) leva o produto (a razão) usual de

dois números q-deformados duais no q-número adjunto do q-produto (2.42c) (da q-razão
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(2.42d)) destes correspondentes números usuais, i.e.,

x̄qȳq = exp(lnq x) exp(lnq y)

= exp(lnq x+ lnq y)

= exp[lnq(x⊗q y)]

= (x⊗q y)q, (2.99)

x̄q/ȳq = exp(lnq x)/ exp(lnq y)

= exp(lnq x− lnq y)

= exp[lnq(x�q y)]

= (x�q y)q. (2.100)

Para a transformação K̄ = L̄−1 também definimos um antinúmero adjunto deformado

qx̄ ≡ [1 + (1− q) ln(x)]
1/(1−q)
+ = expq[ln(x)], (2.101)

e da qual se obtém as seguintes propriedades:

(qx̄)⊕q (qȳ) = q(x+ y), (2.102)

(qx̄)	q (qȳ) = q(x− y), (2.103)

(qx̄)⊗q (qȳ) = q(xy), (2.104)

(qx̄)�q (qȳ) = q(x/y). (2.105)

Notemos ainda que

(qx̄)q = q(x̄q) = x. (2.106)

Resumiremos a seguir estas propriedades que apresentamos, e para isso, consideremos

que �
q

representa o grupo das operações aritméticas deformadas ⊕q, 	q, ⊗q ou �q; e

similarmente, �
q

representa o grupo das operações aritméticas deformadas ⊕q, 	q, ⊗q
ou �q. Evidentemente, temos que �

1
= �

1
= �, onde � representa quaisquer uma das

operações aritméticas usuais.

Além disso, como vimos aqui, existe uma relação entre os números q-deformados xq

definidos pela Eq. (2.85), seus correspondentes números usuais, a operação deformada

�
q

e sua correspondente operação usual �, tal que xq�yq = (x �
q
y)q. Por outro lado,

existe uma relação entre os números q-deformados duais x̄q definidos pela Eq. (2.96),

seus correspondentes números usuais, a operação �
q

e a correspondente operação usual �,

de modo que x̄q�ȳq = (x�
q
y)q. Similarmente, para o antinúmero q-deformado qx e seu

adjunto qx̄ são válidas, respectivamente, as relações qx�
q
qy = q(x�y) e qx̄�

q
qȳ = q(x�y).

Esquematicamente, a Figura 2.3 resume alguns pontos discutidos nesta Seção.
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Operadores aritméticos deformados: �
q
−→ ⊕q,	q,⊗q e �q

�
q
−→ ⊕q,	q,⊗q e �q

Operadores aritméticos usuais: �
1

= �
1

= �

número q-deformado:
xq = ln[expq(x)]
xq�yq = (x�

q
y)q

K=L−1
//

expq→lnq e ln→exp

��

antinúmero q-deformado:

qx = lnq[exp(x)]

qx�
q
qy = q(x�y)L=K−1

oo

lnq→expq e exp→ln

��
número q-deformado adjunto:

x̄q = exp[lnq(x)]

x̄q�ȳq = (x�
q
y)q

K̄=L̄−1
//

lnq→expq e exp→ln

OO

antinúmero q-deformado adjunto:

qx̄ = expq[ln(x)]

qx̄�
q
qȳ = q(x�y)L̄=K̄−1

oo

expq→lnq e ln→exp

OO

Figura 2.3: Quadro de operadores e números deformados.

2.5 q-cálculo

Nesta Seção iremos discutir algumas caracteŕısticas de um cálculo q-deformado as-

sociado com a mecânica estat́ıstica não extensiva. Abe [88] mostrou que a derivada de

Jackson (associada a dilatações) está diretamente relacionada à entropia não extensiva Sq,

assim como a derivada usual de Newton-Leibniz (associada a translações) está conectada

à entropia de Boltzmann-Gibbs.

Por outro lado, conforme proposto em [8], é posśıvel definir uma generalização do

operador q-derivada baseada nos operadores deformados (2.42). Particularmente, temos

que uma q-derivada foi definida por:

Dqf(x) = lim
x′→x

f(x′)− f(x)

x′ 	q x
. (2.107)

Conforme analisamos, esta derivada deformada pode ser escrita de outras formas. Seja a

mudança de variável x′ = x ⊕q ∆x, onde ∆x é uma variável pequena e independente de

x e x′, tal que quando x′ → x equivale a ∆x→ 0. Temos ainda que:

x′ 	q x = (x⊕q ∆x)	q x

= [x+ ∆x+ (1− q)x∆x]	q x

=
x+ ∆x+ (1− q)x∆x− x

1 + (1− q)x
= ∆x, (2.108)
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logo, uma forma alternativa de definir a q-derivada (2.107) é

Dqf(x) = lim
x′→x

f(x′)− f(x)

x′ 	q x

= lim
∆x→0

f(x⊕q ∆x)− f(x)

∆x
. (2.109)

A partir da expansão em série de Taylor

f(u) = f(u0) + (u− u0)
df

du

∣∣∣
u=u0

+
1

2
(u− u0)2d

2f

du2

∣∣∣
u=u0

+ ...

aplicada à função f(x⊕q ∆x) em torno de x, temos que:

f(x⊕q ∆x) = f(x) + [(x⊕q ∆x)− x]
df(x′)

dx′

∣∣∣
x′=x

+O((∆x)2), (2.110)

com x′ = x⊕q ∆x. Segue da Eq. (2.109) que:

Dqf(x) = lim
∆x→0

f(x) + [(x⊕q ∆x)− x]df(x′)
dx′

∣∣∣
x′=x

+O((∆x)2)− f(x)

∆x

= lim
∆x→0

[1 + (1− q)x](∆x)df(x′)
dx′

∣∣∣
x′=x

+O((∆x)2)

∆x

= lim
∆x→0

{
[1 + (1− q)x]

df(x)

dx
+O(∆x)

}
, (2.111)

ou seja,

Dqf(x) = [1 + (1− q)x]
df(x)

dx
, (2.112)

que poderia também ser obtida diretamente da definição dada pela Eq. (2.107) e do uso

da q-diferença x′ 	q x = (x′ − x)/[1 + (1− q)x], conforme feito em [8]. Resumindo, temos

que

Dqf(x) ≡ lim
x′→x

f(x′)− f(x)

x′ 	q x

= lim
∆x→0

f(x⊕q ∆x)− f(x)

∆x

= [1 + (1− q)x]
df(u)

dx
.

(2.113)

Recentemente Weberszpil et al. mostraram que existe uma conexão entre o operador

Dq e o operador derivada de Hausdorff associado ao cálculo fracionário [89]. Mais espe-

cificamente sobre cálculo fracionário, este trata-se de uma ferramenta matemática que

envolve derivadas e integrais de ordens não inteiras, e que começou a ser desenvolvida

há mais de três séculos atrás quando Leibniz propôs uma derivada de ordem 1
2

em uma

carta enviada a l’Hôpital [90]. O cálculo fracionário foi também estudado por matemáticos
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como Euler, Fourier, Liouville, Grünwald, Letnikov, Riemann e outros até hoje em dia.

Em teoria quântica, o cálculo fracionário tem sido aplicado na formulação de uma equação

de Schrödinger deformada com os operadores derivada usuais substitúıdos por operadores

derivada fracionários [91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 100].

Notemos que a q-exponencial é autofunção deste operador deformado:

Dq expq(x) = expq(x). (2.114)

Por outro lado

D1 expq(x) = [expq(x)]q, (2.115)

onde D1 = d/dx é o operador derivada usual.

Um operador q-derivada dual D̃q, associada com Dq, também pode ser definido por [8]

D̃qf(x) ≡ lim
x′→x

f(x′)	q f(x)

x′ − x

=
1

1 + (1− q)f(x)

df(x)

dx
,

(2.116)

e o qual satisfaz

D̃q lnq x =
1

x
. (2.117)

Para o operador derivada usual, temos que:

D1 lnq(x) =
1

xq
. (2.118)

Os operadores Dq e D̃q estão relacionados através da equação:

[1 + (1− q)f(x)]D̃qf(x) =
1

1 + (1− q)x
Dqf(x) =

df(x)

dx
. (2.119)

Também observamos que estes operadores satisfazem à relação

D̃qx(y) = [Dqy(x)]−1. (2.120)

Obviamente, o operador derivada usual é recuperado para q = 1 em ambos os casos, assim

como a identidade dy/dx = (dx/dy)−1. Seja f(x) = x, obtemos a curiosa relação

Dqx = (D̃qx)−1 = 1 + (1− q)x. (2.121)

O operador derivada deformado Dqf(x) pode ser entendido como a taxa de variação da

função f(x) com respeito a variação não linear da variável independente x. Similarmente,

o operador derivada deformado dual D̃qf(x) pode ser visto como a taxa de variação não
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linear da função f(x) em relação a variação usual da variável independente x. Notemos

que Dqf(x) e D̃qf(x) são respectivamente lineares e não lineares com relação à f(x).

Ademais, considerando a variável real x e o q-número xq = xq(x) definido pela

Eq. (2.96), temos que

dq(x) ≡ lim
x′→x

x′ 	q x =
dx

1 + (1− q)x
= dxq. (2.122)

Por comodidade, denotaremos a partir de agora dq(x) = dqx. A relação acima apre-

senta uma interessante caracteŕıstica: a q-derivada da variável dependente f em relação

à variável independente x é igual à derivada usual da variável dependente usual f em

relação à variável independente deformada xq, i.e.,

Dqf(x) =
df(x)

dqx
=
df(x)

dxq
. (2.123)

Simetricamente, a q-derivada dual da variável dependente f em relação à variável indepen-

dente x é igual à derivada usual da variável dependente deformada fq(x) = ln{expq[f(x)]}
em relação à variável usual x, i.e.,

D̃qf(x) =
dqf(x)

dx
=
dfq(x)

dx
. (2.124)

Conforme veremos adiante nesta Tese, as derivadas deformadas (2.113) e (2.116) têm

sido utilizadas em equações diferenciais deformadas da f́ısica, de forma que as derivadas

deformadas de segundas devem seguir a regra

D2
qf(x) = [1 + (1− q)x]

d

dx

{
[1 + (1− q)x]

df(x)

dx

}
, (2.125)

e

D̃2
qf(x) =

1

1 + (1− q)f(x)

d

dx

[
1

1 + (1− q)f(x)

df(x)

dx

]
. (2.126)

Em [8], também são definidas a q-integral∫
(q)

f(x)dx ≡
∫

f(x)

1 + (1− q)x
dx =

∫
f(x)dqx, (2.127)

e sua correspondente q-integrada dual∫̃
(q)

f(x)dx ≡
∫

[1 + (1− q)f(x)]f(x)dx. (2.128)
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Pode-se observar que∫
(q)

Dqf(x)dx =

∫
Dqf(x)dqx = Dq

∫
f(x)dqx = Dq

∫
(q)

f(x)dx = f(x) (2.129)

e ∫̃
(q)

D̃qf(x)dx = D̃q

∫̃
(q)

f(x)dx = f(x). (2.130)

Evidentemente, além do número deformado xq (2.96), os demais números deformados

(qx, x̄q, e qx̄) definidos na Seção anterior abrem um leque para que outras derivadas e

integrais deformadas possam ser definidas.

Uma derivada deformada diferente foi definida em [10], dada por

D̂qf(x) = [f(x)]1−q
df(x)

dx
. (2.131)

O operador derivada D̂q coincide com o operador derivada Dq quando aplicada à função

q-exponencial, i.e.,

D̂q expq x = expq x = Dq expq x. (2.132)

Este operador derivada emerge de uma formulação de uma mecânica quântica deformada

[10] que discutiremos a seguir no Caṕıtulo 3.

Similarmente, definimos aqui (esta definição não foi introduzida em [10]) um operador

derivada deformada dual em relação à (2.131), dado por

Ďqf(x) =
1

x1−q
df(x)

dx
. (2.133)

Este operador também está conectado a uma outra deformação do cálculo fracionário

(Eq. (17) de [89]). Ao ser aplicada à função q-logaritmo, obtém-se

Ďq lnq x = x−1 = D̃q lnq x. (2.134)

Estes operadores deformados estão relacionados um ao outro de modo similar àqueles

definidos pelas Eq.’s (2.131) e (2.133), i.e.,

D̂qy(x) ≡ [Ďqx(y)]−1. (2.135)

Seja f(x) = x, obtemos mais outra curiosa relação:

D̂qx ≡ (Ďqx)−1 = x1−q. (2.136)

Estabelecendo as seguintes regras da cadeia para os operadores D̂q e Ďq, respectiva-
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mente por

D̂qz(y(x)) = z1−q dz

dy

dy

dx
, (2.137)

e

Ďqz(y(x)) =
1

y1−q
dz

dy

dy

dx
, (2.138)

pode-se observar que são satisfeitas as propriedades:

D̂q expq[f(x)] = f ′(x) expq(f(x)), (2.139)

e

Ďq lnq[f(x)] =
f ′(x)

f(x)
. (2.140)

Em termos do número q-deformado adjunto definido por (2.96), podemos escrever que:

1

f(x)
D̂qf(x) =

1

f̄q(x)

df̄q(x)

dx
=
d ln f̄q(x)

dx
, (2.141)

e

xĎqf(x) = x̄q
df

dx̄q
=

df(x)

d ln x̄q
. (2.142)

Similarmente às q-derivadas, as derivadas de segunda ordem para (2.131) e (2.133) são

definidas por

D̂2
qf(x) = [f(x)]1−q

d

dx

{
[f(x)]1−q

df(x)

dx

}
, (2.143)

e

Ď2
qf(x) =

1

x1−q
d

dx

[
1

x1−q
df(x)

dx

]
. (2.144)
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2.6 Funções trigonométricas e hiperbólicas

deformadas

No desenvolvimento de álgebras generalizadas podemos encontrar diversos trabalhos

na literatura relacionados com deformações de funções elementares trigonométricas (ou

circulares) e hiperbólicas. Algumas dessas deformações estão associadas ao cálculo defor-

mado baseado na derivada de Jackson [36, 43, 44, 49], ao cálculo em escalas temporais

[101, 102, 103], e à q-álgebra associada a mecânica estat́ıstica não extensiva [31, 62, 63,

64, 71, 104].

Nesta Seção, iniciaremos com uma breve revisão de uma classe de funções trigo-

nométricas e hiperbólicas deformadas definidas em [31]. Apresentamos também algu-

mas identidades que observamos para estas funções. Em seguida, definimos mais outras

duas novas classes de funções trigonométricas e hiperbólicas deformadas associadas às

q-derivadas (2.113) e (2.116) discutidas na Seção anterior. Algumas das propriedades des-

tas funções analisadas aqui serão aplicadas mais adiante ao longo deste trabalho, em

particular, no estudo de sistemas com massa efetiva.

Funções trigonométricas e hiperbólicas q-espirais

Desta forma, a partir da função q-exponencial (2.13), funções trigonométricas genera-

lizadas cosq(x) e senq(x) foram definidas em [31] por:

cosq(x) ≡
expq(ix) + expq(−ix)

2
, (2.145a)

e

senq(x) ≡
expq(ix)− expq(−ix)

2i
. (2.145b)

Estas funções podem ser reescritas como

cosq(x) = ρq(x) cos[θq(x)] e senq(x) = ρq(x)sen[θq(x)], (2.146)

com

ρ2
q(x) = expq(ix) expq(−ix)

= [1 + (1− q)2x2]1/(1−q)

= expq[(1− q)x2], (2.147)

e

θq(x) =
atan((1− q)x)

1− q
. (2.148)
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Uma vez que cos2
q(x) + sen2

q(x) = ρ2
q(x), as funções trigonométricas deformadas não são

circulares para q 6= 1. Conforme feito em [31], as definições (2.145) podem ser extendi-

das para números complexos. Aqui, nos restringiremos a discutir as propriedades destas

funções para números reais. A Figura 2.4 mostra as funções cosq(x) e senq(x) para valores

de (a) q = 1.1 e (b) 0.90. Em (c), o diagrama (cosq(x), senq(x)) também é mostrado para

estes valores de q e x > 0.

- 2 . 0 - 1 . 0 0 . 0 1 . 0 2 . 0- 1 . 5
- 1 . 0
- 0 . 5
0 . 0
0 . 5
1 . 0
1 . 5

- 1 . 0 - 0 . 5 0 . 0 0 . 5 1 . 0- 5 . 0
- 2 . 5
0 . 0
2 . 5
5 . 0

- 2 . 0 - 1 . 0 0 . 0 1 . 0 2 . 0 3 . 0 4 . 0- 4 . 0
- 3 . 0
- 2 . 0
- 1 . 0
0 . 0
1 . 0

sen
q(x)

  e 
 co

s q(x)

x / 2 π

s e n q ( x )

q  =  1 . 1

−� q ( x )

c o s q ( x )� q ( x )( a )

sen
q(x)

  e 
 co

s q(x)

x / 2 π

c o s q ( x ) q  =  0 . 9 0

−� q ( x )

s e n q ( x )
� q ( x )( b )

( c )

q  =  1 . 0
q  =  0 . 9 0

q  =  1 . 1

sen
q(x)

c o s q ( x )
Figura 2.4: Gráficos das funções trigonométricas generalizadas cosq(x) e senq(x) para (a) q = 1.1
e (b) q = 0.90. Os casos usuais (q = 1) são mostrados para comparação (linhas pontilhadas).
Em (c), o plano (cosq(x), senq(x)) é mostrado para estes mesmos valores de q e x > 0.
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Através da transformação

iχq(x) ≡ ln[1 + (1− q)(ix)]

1− q
= ln[expq(ix)] = xq(ix), (2.149)

notamos que as funções trigonométricas generalizadas (2.145) podem ser escritas em ter-

mos de funções exponenciais usuais com argumentos deformados:

cosq(x) =
exp[iχq(x)] + exp[iχq(−x)]

2
(2.150a)

e

senq(x) =
exp[iχq(x)]− exp[iχq(−x)]

2i
. (2.150b)

As funções trigonométricas (2.145) deformadas apresentadas satisfazem as relações

[31, 105]

d

dx
[cosq(x)] = −sen2−1/q(qx) 6= −senq(x), (2.151a)

d

dx
[senq(x)] = cos2−1/q (qx) 6= cosq(x). (2.151b)

É simples mostrar que ϕq(x) = expq(iκx) é solução exata complexa da seguinte

equação diferencial de um oscilador não linear

d2[ϕq(x)]ν

dx2
+ k2[ϕq(x)]µ = 0, (2.152)

com

q =
µ− ν

2
+ 1 e κ2 =

k2

ν(µ+ ν)
. (2.153)

Quando q → 1, o caso do oscilador harmônico simples é recuperado. É importante sa-

lientar que as funções cosq(x) e senq(x), consideradas individualmente, não são soluções da

equação diferencial (2.152), mas as combinações lineares cosq(κx)±isenq(κx) = expq(±iκx)

tornam-se soluções. No próximo Caṕıtulo (Seção 3.2) discutimos como soluções deste tipo

podem apresentar um significado f́ısico em mecânica quântica.

Da propriedade da função q-exponencial de um imaginário puro [106]

expq(ix) exp2−q(−ix) =
[1 + (1− q)(ix)]

1/(1−q)
+

[1 + (1− q)(ix)]
1/(1−q)
+

= 1, (2.154)

temos que

(cosq(x) + isenq(x))(cos2−q(x)− isen2−q(x)) = 1. (2.155)
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A partir das partes real e imaginária da equação acima, temos que

cosq(x)cos2−q(x) + senq(x)sen2−q(x) = 1, (2.156a)

e

cosq(x)sen2−q(x) = cos2−q(x)senq(x). (2.156b)

Notemos que enquanto as funções trigonométricas senq(x) e cosq(x) convergem a 0 para

valores de q > 1 quando x → ±∞, suas respectivas cofunções cosq′(x) e senq′(x), com

q′ = 2 − q, divergem (vide Figura 2.4 (a) e (b)). As Eq.’s (2.156) estão relacionadas a

este comportamento. A Figura 2.5 mostra os gráficos entre produtos de funções trigo-

nométricas generalizadas: (a) cosq(x) cos2−q(x) e senq(x)sen2−q(x), (b) cosq(x)sen2−q(x) e

− cos2−q(x)senq(x) para q = 1.1.
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Figura 2.5: Gráficos dos produtos entre funções trigonométricas generalizadas: (a)
cosq(x) cos2−q(x) e senq(x)sen2−q(x), (b) cosq(x)sen2−q(x) e − cos2−q(x)senq(x) para q = 1.1.
Notemos que cosq(x)cos2−q(x)+senq(x)sen2−q(x) = 1 e cosq(x)sen2−q(x)−cos2−q(x)senq(x) = 0.

Pode-se também definir outras funções trigonométricas deformadas associada às funções

(2.145), como por exemplo, a tangente deformada

tanq(x) ≡ senq(x)

cosq(x)
= tan[θq(x)], (2.157)

e que satisfaz a propriedade

tanq(x) = tan2−q(x). (2.158)

Em [31], funções hiperbólicas deformadas também são definidas a partir da função

q-exponencial (2.13) por:

coshq(x) =
expq(x) + expq(−x)

2
, e senhq(x) =

expq(x)− expq(−x)

2
. (2.159)
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Estas definições levam à relação

cosh2
q(x)− senh2

q(x) = expq(x) expq(−x) = expq[−(1− q)x2]. (2.160)

Pode-se também mostrar que as funções hiperbólicas satisfazem as relações [105]

d

dx
[coshq (x)] = senh2−1/q(qx) 6= senhq(x), (2.161a)

d

dx
[senhq(x)] = cosh2−1/q (qx) 6= coshq(x). (2.161b)

Em termos do q-número (2.85), podemos escrever as funções hiperbólicas deformadas

(2.159) em termos de exponenciais usuais de números deformados:

coshq(x) =
exp[xq(x)] + exp[xq(−x)]

2
(2.162a)

e

senhq(x) =
exp[xq(x)]− exp[xq(−x)]

2
. (2.162b)

Da propriedade da função q-exponencial [106]

expq(x) exp2−q(−x) =
[1 + (1− q)x]

1/(1−q)
+

[1 + (1− q)x]
1/(1−q)
+

= 1, (2.163)

temos que

coshq(x)cosh2−q(x)− senhq(x)senh2−q(x) = 1, (2.164a)

e

coshq(x)senh2−q(x) = cosh2−q(x)senhq(x). (2.164b)

Define-se também a função tangente hiperbólica deformada [105]

tanhq(x) ≡ senhq(x)

coshq(x)
=

expq(x)− expq(−x)

expq(x) + expq(−x)
, (2.165)

e que satisfaz

tanhq(x) = tanh2−q(x). (2.166)

Notemos que as funções trigonométricas e hiperbólicas apresentadas acima estão rela-

cionados através das equações

cosq (ix) = coshq (x), coshq (ix) = coshq (x),

senq(ix) = isenhq(ix), senhq(ix) = isenq(x),

tanq (ix) = i tanhq (x), tanhq (ix) = i tanq (x).

(2.167)
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Funções trigonométricas e hiperbólicas associadas à q-derivada

A partir da q-derivada (2.113), desejamos definir funções trigonométricas deformadas

Snq(x) e Csq(x) que satisfaçam as equações:

DqCsq(x) = −Snq(x) e DqSnq(x) = Csq(x), (2.168)

onde Cs2
q(x) + Sn2

q(x) = 1, i.e., Csq(x) e Snq(x) são funções circulares.

Para obter uma expressão expĺıcita destas funções, consideremos por exemplo a pri-

meira equação diferencial deformada acima, e que y(x) = Csq(x). Segue que:

dxq =
dx

1 + (1− q)x
= − dy√

1− y2
. (2.169)

Integrando a equação acima, temos arccos(y) = ln[1 + (1− q)x]/(1− q), e portanto,

Csq(x) ≡ cos

{
ln[1 + (1− q)x]

1− q

}
= cos[xq(x)], (2.170)

e consequentemente,

Snq(x) ≡ sen

{
ln[1 + (1− q)x]

1− q

}
= sen [xq(x)]. (2.171)

As expressões acima são idênticas àquelas obtidas por Chung [64] em um contexto dife-

rente, onde o autor utilizou uma transformada de Laplace deformada para definir estas

funções. Das expressões acima, notemos que estas funções oscilam no intervalo [−1, 1],

mas devido à função logaritmo no argumento das funções trigonométricas usuais, estas

funções trigonométricas deformadas não são periódicas. Para q > 1 e q < 1, as funções

acima são bem definidas respectivamente nos intervalos (−∞, (q− 1)−1) e ((q− 1)−1,∞).

A Figura 2.6 mostra os gráficos das funções trigonométricas deformadas Csq(x) e Snq(x)

para valores de q = 1.05 e 0.80.

Da propriedade (2.163), temos que

Csq(−x) = Cs2−q(x), e Snq(−x) = −Sn2−q(x). (2.172)

A partir da relação dada pela Eq. (2.77), temos que exp±iq (x) = expq[±i �q x]. Em

termos da função q-exponencial, as funções (2.170) e (2.171) podem ser escritas como:

Csq(x) =
[expq(x)]i + [expq(x)]−i

2

=
expq(i�q x) + expq(−i�q x)

2
, (2.173a)
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e

Snq(x) =
[expq(x)]i − [expq(x)]−i

2i

=
expq(i�q x)− expq(−i�q x)

2i
. (2.173b)
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Figura 2.6: Gráficos das funções trigonométricas generalizadas Csq(x) e Snq(x) para (a) q = 1.05
e (b) q = 0.80. As funções usuais cos(x) e sen(x) (curvas pontilhadas) são mostradas para
comparação.

As soluções da equação diferencial deformada

D2
qy(x) + y(x) = 0, (2.174)

tem a forma das funções trigonométricas deformadas Csq(x) ou Snq(x), e que podem

ser aplicadas para descrever um oscilador harmônico deformado. Pode-se verificar que

esta equação, por ser explicitamente linear em relação a y(x), admite como solução a

combinação linear aCsq(x) + bSnq(x). Estas funções são utéis no estudo de sistemas com

massa dependente da posição no formalismo quântico que analisaremos no Caṕıtulo 5.

Das propriedades (2.86) e (2.87), é imediato mostrar que as funções trigonométricas

deformadas Csq(x) e Snq(x) satisfazem as identidades trigonométricas:

Csq(a⊕q b) = Csq(a)Csq(b)− Snq(a)Snq(b),

Csq(a	q b) = Csq(a)Csq(b) + Snq(a)Snq(b),

Snq(a⊕q b) = Snq(a)Csq(b) + Csq(a)Snq(b),

Snq(a	q b) = Snq(a)Csq(b)− Csq(a)Snq(b).

(2.175)
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Pode-se também utilizar as funções trigonométricas deformadas (2.170) e (2.171) para

definir outras funções, como por exemplo, uma função tangente deformada dada por

Tnq (x) ≡ Snq (x)

Csq (x)
= tan[xq(x)], (2.176)

e que satisfaz as identidades:

Tnq(a⊕q b) =
Tnq(a) + Tnq(b)

1− Tnq(a)Tnq(b)
, (2.177a)

Tnq(a	q b) =
Tnq(a)− Tnq(b)

1 + Tnq(a)Tnq(b)
. (2.177b)

A partir da q-derivada (2.113), também desejamos funções hiperbólicas deformadas

que satisfaçam às equações

DqCshq(x) = Snhq(x) e DqSnhq(x) = Cshq(x), (2.178)

e à condição Csh2
q(x) − Snhq(x)2 = 1. Seguindo os mesmos passos utilizados para obter

as funções trigonométricas deformadas (2.170) e (2.171), consideremos y(x) = Cshq(x), e

portanto, da primeira equação acima, temos que

dxq =
dx

1 + (1− q)x
=

dy√
y2 − 1

, (2.179)

e ao integrar a equação acima, obtemos arccoshq(y) = ln[1 + (1− q)x]/(1− q). Segue que:

Cshq(x) ≡ cosh

{
ln[1 + (1− q)x]

1− q

}
= cosh[xq(x)], (2.180)

e consequentemente,

Snhq(x) ≡ senh

{
ln[1 + (1− q)x]

1− q

}
= senh [xq(x)]. (2.181)

Em termos da função q-exponencial estas funções são escritas como:

Csq(x) =
1

2

(
expq(x) +

1

expq(x)

)
, (2.182a)

Snq(x) =
1

2

(
expq(x)− 1

expq(x)

)
. (2.182b)

Similarmente à propriedade (2.172), temos que:

Cshq(−x) = Csh2−q(x), e Snhq(−x) = −Snh2−q(x). (2.183)
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É imediato mostrar que estas funções satisfazem as identidades:

Cshq(a⊕q b) = Cshq(a)Cshq(b) + Snhq(a)Snhq(b),

Cshq(a	q b) = Cshq(a)Cshq(b)− Snhq(a)Snhq(b),

Snhq(a⊕q b) = Snq(a)Cshq(b) + Cshq(a)Snhq(b),

Snhq(a	q b) = Snhq(a)Cshq(b)− Cshq(a)Snhq(b).

(2.184)

Pode-se também definir a função tangente hiperbólica deformada associada às funções

hiberbólicas deformadas Cshq(x) e Snhq(x) por

Tnhq(x) ≡ Snhq(x)

Cshq(x)
=

expq(x)− exp−1
q (x)

expq(x) + exp−1
q (x)

= tanh[xq(x)]. (2.185)

e que satisfaz as propriedades:

Tnhq(a⊕q b) =
Tnhq(a) + Tnhq(b)

1 + Tnhq(a)Tnhq(b)
, (2.186a)

Tnhq(a	q b) =
Tnhq(a)− Tnhq(b)

1− Tnhq(a)Tnhq(b)
. (2.186b)

Notemos que as funções trigonométricas Csq(x), Snq(x) e Tnq(x), e as funções hi-

perbólicas Cshq(x), Snhq(x) e Tnhq(x) não estão relacionadas respectivamente entre si

pela mudança x → ix para q 6= 1. No entanto, a mudança xq(x) → ixq(x), leva funções

trigonométricas em funções hiperbólicas e vice-versa.

Funções trigonométricas e hiperbólicas associadas à q-derivada dual

De modo similar, a q-derivada dual (2.116) pode ser utilizada para definir outras

funções trigonométricas deformadas que satisfaçam às equações

D̃qCosq(x) = −Senq(x) e D̃qSenq(x) = Cosq(x), (2.187)

com Sen2
q(x) + Cos2

q(x) = 1.

Para obter a forma das funções acima, façamos por exemplo z(x) = Cosq(x) e aq =

1− q. A primeira equação diferencial acima escrita explicitamente nos dá

dx = − dzq√
1− z2

= − dz

(1 + aqz)
√

1− z2
. (2.188)

Seja agora z = cos Θq, e integrando a equação acima, segue que

x = −
∫

dz

(1 + aqz)
√

1− z2

=

∫
dΘq

1 + aq cos Θq

. (2.189)
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A integral da primeira linha da equação anterior pode ser entendida como a q-integral

(2.127) da função 1/
√

1− z2. Da integral indefinida (Eq. (2.553 3) de [107])

∫
du

b+ a cosu
=


2√

b2 − a2
arctan

[
(b− a)√
b2 − a2

tan
(u

2

)]
, a2 < b2

2√
a2 − b2

arctanh

[
(a− b)√
a2 − b2

tan
(u

2

)]
, a2 > b2

(2.190)

obtemos que

Θq(x) =


2 arctan

[√
1 + aq
1− aq

tan
(√

1− a2
q

x

2

)]
, |aq| < 1

2 arctan

[√∣∣∣∣aq + 1

aq − 1

∣∣∣∣ tanh
(√

a2
q − 1

x

2

)]
, |aq| > 1

(2.191)

e portanto as soluções das equações diferenciais deformadas (2.187) são as funções trigo-

nométricas deformadas

Cosq(x) ≡ cos [Θq(x)] =
exp[iΘq(x)] + exp[−iΘq(x)]

2
, (2.192a)

e

Senq(x) ≡ sen [Θq(x)] =
exp[iΘq(x)]− exp[−iΘq(x)]

2i
. (2.192b)

De acordo com as Eq.’s (2.192) e a fase deformada (2.191), temos que para q 6= 1,

estas funções têm comportamentos diferentes entre si, e que não são simétricas por uma

translação de π/2, diferentemente como acontece no caso usual. Por outro lado, estas

funções preservam as mesmas propriedades de pariedade do caso usual, i.e., Cosq(−x) =

Cosq(x) e Senq(−x) = −Senq(x).

Para |aq| < 1, ou seja, 0 < q < 2, ambas funções apresentam um comportamento

oscilatório entre intervalo [−1, 1] e peŕıodo nlq, onde n é um inteiro, e lq = 2π/
√

1− a2
q.

De fato, consideremos por exemplo a função Cosq(x), neste caso:

Cosq(x+ nlq) = cos

(
2 arctan

{√
1 + aq
1− aq

tan

[(
1

2

√
1− a2

q

)
(x+ nlq)

]})

= cos

(
−2 arctan

[√
1 + aq
1− aq

tan
(√

1− a2
q

x

2

)])

= cos

(
2 arctan

[√
1 + aq
1− aq

tan
(√

1− a2
q

x

2

)])
= Cosq(x). (2.193)

Analogamente, o mesmo pode ser feito para mostrar que Senq(x+ nlq) = Senq(x).
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Estas funções também satisfazem às propriedades:

Cos2−q(x) = −Cosq(x− lq/2), e Sen2−q(x) = Senq(x− lq/2), (0 < q < 2). (2.194)

Para demonstrar esta propriedade, notemos que:

Θq

(
x− lq

2

)
= 2 arctan

{√
1 + aq
1− aq

tan

[(
1

2

√
1− a2

q

)(
x− lq

2

)]}

= 2 arctan

[√
1 + aq
1− aq

tan
(√

1− a2
q

x

2
− π

2

)]

= −2 arctan

[√1− aq
1 + aq

tan
(√

1− a2
q

x

2

)]−1
 , (2.195)

onde utilizamos nesta última equação tan(x−π/2) = −cotan (x) = −1/ tan(x) e arctan(−x) =

− arctan(x) . A partir da propriedade arctan(1/x) = π/2 − arctan(x) (Eq. (1.627 1) de

[107]) e uma vez que a2−q = −aq, a equação acima torna-se

Θq

(
x− lq

2

)
= 2 arctan

[√
1− aq
1 + aq

tan
(√

1− a2
q

x

2

)]
− π

= 2 arctan

[√
1 + a2−q

1− a2−q
tan
(√

1− a2
2−q

x

2

)]
− π

= Θ2−q

(
x− lq

2

)
− π, (2.196)

e a partir das Eq.’s (2.192), obtemos as propriedades (2.194), como queŕıamos demonstrar.

Para |aq| > 1, ou seja, q < 0 e q > 2, as funções trigonométricas deformadas perdem

o comportamento oscilatório, e apresentam um comportamento assintótico para x →
±∞, onde limx→±∞Cosq(x) = a−1

q = −(1 − q)−1 e limx→±∞ Senq(x) = ±
√

1− a−1
q =

±
√

1− (1− q)−2.

A Figura 2.7 mostra as funções trigonométricas Senq(x) e Cosq(x) para valores de (a)

q = 0.30, (b) q = 1.7, (c) q = 3.0 e (d) q = −0.10.

Conforme veremos adiante as funções trigonométricas deformadas Senq(x) e Cosq(x)

têm um papel importante no oscilador deformado que trataremos no Caṕıtulo 6, e cuja

posição satisfaz à solução da equação diferencial deformada

D̃2
qy(x) + y(x) = 0. (2.197)

Uma vez que a equação diferencial acima é não linear em relação a y(x), esta não admite

como solução a combinação linear aCosq(x) + bSenq(x).
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Figura 2.7: Gráficos das funções trigonométricas generalizadas Senq(x) e Cosq(x) para (a)
q = 0.30,(b) q = 1.7, (c) q = 3.0 e (d) q = −0.10. As funções usuais sen(x) e cos(x) (curvas
pontilhadas) são mostradas para comparação.

Pode-se definir funções trigonométricas deformadas associada às funções trigonométricas

(2.192), como por exemplo, a tangente deformada:

Tanq(x) ≡ Senq(x)

Cosq(x)
=

exp[iΘq(x)]− exp[−iΘq(x)]

exp[iΘq(x)] + exp[−iΘq(x)]
= tan[Θq(x)]. (2.198)

Por fim, pode-se determinar funções hiperbólicas deformadas Senhq(x) e Coshq(x)

associadas à q-derivada dual que satisfaçam às equações diferenciais

D̃qCoshq(x) = Senhq(x) e D̃qSenhq(x) = Coshq(x), (2.199)

e com Cosh2
q(x) − Senhq(x)2 = 1. Para obter estaas funções hiperbólicas deformadas,

consideremos z(x) = Coshq(x), e portanto a primeira equação acima nos dá

dx =
dzq√
z2 − 1

=
dz

(1 + aqz)
√
z2 − 1

. (2.200)
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Integrando esta equação e fazendo z = coshϑq, obtemos:

x =

∫
dz

(1 + aqz)
√
z2 − 1

=

∫
dϑq

1 + aq coshϑq
, (2.201)

onde indentifica-se mais uma vez a q-integral (2.127) na expressão acima.

A partir da integral indefinida (Eq. (2.443 3) de [107])

∫
du

b+ a coshu
=


2√

b2 − a2
arctanh

[√
b2 − a2

b+ a
arctanh

(u
2

)]
, a2 < b2

2√
a2 − b2

arctan

[√
a2 − b2

a+ b
tanh

(u
2

)]
, a2 > b2

(2.202)

obtemos que

ϑq(x) =


2arctanh

[√
1 + aq
1− aq

tanh
(√

1− a2
q

x

2

)]
, |aq| < 1

2arctanh

[√∣∣∣∣aq + 1

aq − 1

∣∣∣∣ tan
(√

a2
q − 1

x

2

)]
, |aq| > 1

(2.203)

e portanto as soluções das equações diferenciais deformadas (2.187) são as funções hi-

perbólicas deformadas

Coshq(x) ≡ cosh [ϑq(x)] =
exp[ϑq(x)] + exp[−ϑq(x)]

2
, (2.204a)

e

Senhq(x) ≡ senh [ϑq(x)] =
exp[ϑq(x)]− exp[−ϑq(x)]

2
. (2.204b)

A função tangente hiperbólica associada às funções hiberbólicas deformadas Coshq(x)

e Senhq(x) é definida por

Tanhq(x) ≡ Senhq(x)

Coshq(x)
=

exp[ϑq(x)]− exp[−ϑq(x)]

exp[ϑq(x)] + exp[−ϑq(x)]
= tanh[ϑq(x)]. (2.205)

A partir das propriedades tan(iu) = i tanh(u) e tanh(iu) = i tan(u), temos que as

fases deformadas (2.191) e (2.203) satisfazem a relação iΘq(x) = ϑq(ix). Desta forma,

as funções trigonométricas (2.192) e hiperbólicas (2.204) deformadas estão relacionadas

pelas identidades

Cosq(ix) = Coshq(x), Coshq(ix) = Coshq(x),

Senq(ix) = Senhq(ix), Senhq(ix) = iSenq(x),

Tanq(ix) = iTanhq(x), Tanhq(ix) = iTanq(x).

(2.206)
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Caṕıtulo 3

Dinâmica quântica q-deformada NRT

Generalizações para cada uma das três principais equações da mecânica quântica –

as equações de Schrödinger, Klein-Gordon e Dirac – foram recentemente estudadas em

[10, 108, 109, 110, 111, 112, 113, 114, 115]. Nestas equações, existem termos não lineares

caracterizados por expoentes dependentes de um parâmetro q, de modo que suas respec-

tivas versões lineares são recuperadas no limite q → 1. Estas equações possuem um tipo

em comum de soluções, com propriedades similares às das ondas solitárias (sólitons), e na

qual são escritas em termos da função q-exponencial (2.13) que emerge naturalmente da

mecânica estat́ıstica não extensiva.

Desde que estamos interessados em desenvolver e discutir aspectos de recentes aplicações

de q-deformações na mecânica quântica não relativ́ıstica, este Caṕıtulo tem como objetivo

uma revisão de literatura sobre uma destas deformações da mecânica quântica baseada

no uso de equações não lineares.

Iniciamos com uma breve revisão de duas importantes equações não lineares da f́ısica:

a equação de Fokker-Planck não linear [116, 117, 118, 119, 120, 121, 122, 123, 124, 125,

126, 127, 128] e a equação de Schrödinger não linear [129].

Uma generalização das ondas planas através da função q-exponencial (2.13) será revisi-

tada [71]. Em seguida, apresentamos uma formulação generalizada da equação fundamen-

tal da mecânica quântica não relativ́ıstica [10], chamada de equação de Schrödinger não

linear NRT, cuja sigla é uma refererência aos autores F. D. Nobre, M. A. Rego-Monteiro

e C. Tsallis. Discutimos alguns aspectos desta equação, em particular, revisitamos o com-

portamento de suas soluções sobre a mudança de coordenadas em referenciais inerciais e

não inerciais. Em seguida, uma teoria clássica de campos para a equação de Schrödinger

não linear NRT é apresentada, bem como algumas de suas caracteŕısticas. Como aplicação

deste formalismo, revisitamos o problema de uma part́ıcula confinada em um poço de po-

tencial quadrado infinito.

Nas duas últimas Seções (3.7 e 3.8), apresentamos uma contribuição nossa a este

formalismo, onde propomos uma equivalente equação de Schrödinger não linear NRT na

formulação de vetores de estado ket, ou mais popularmente conhecida como formalismo
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na notação Dirac.

Apresentamos também uma posśıvel conexão entre a equação de Schrödinger não li-

near NRT e a mecânica estat́ıstica não extensiva em consequência da definição de um

propagador de Feymann deformado. A partir da equação de Schrödinger não linear obte-

mos naturalmente uma equação de von Neumann deformada, e que tem como solução uma

função matriz densidade deformada que foi utilizada anteriormente por Vidiella-Barranco

et al. para explicar processos de decoerência em mecânica quântica [130].

Introduzimos um operador de rotação deformado, e como aplicação, revisitamos o pro-

blema de precessão de uma part́ıcula de spin 1
2

em um campo magnético externo.

3.1 Algumas equações lineares e não lineares da f́ısica

De modo geral, a dinâmica de sistemas f́ısicos utilizam equações diferenciais lineares

para calcular as variações temporal e espacial de uma determinada grandeza f́ısica. Além

da equação de Schrödinger (1.1) discutida no Caṕıtulo 1, destacamos aqui a equação de

Fokker-Planck em uma variável [131]

∂P (x, t)

∂t
= − ∂

∂x

[
F (x)P (x, t)− 1

2
D
∂P (x, t)

∂x

]
, (3.1)

que descreve processos de difusão de part́ıculas, onde P (x, t) é a função densidade, F (x) ≡
−dV (x)/dx é uma espécie de força externa associada ao potencial confinante V (x), e D

é uma constante positiva chamada de coeficiente de difusão.

Para o caso particular em que F (x) = 0, temos

∂P (x, t)

∂t
=

1

2
D
∂2P (x, t)

∂x2
, (3.2)

comumente conhecida como equação de difusão normal (ou equação do calor). A solução

da equação acima para a condição inicial P (x, 0) = δ(x), sendo δ(x) a função delta de

Dirac (todas as part́ıculas concentradas em x = 0 no instante t = 0), é uma função

gaussiana dada por

P (x, t) =
1√

2πDt
e−x

2/(2Dt). (3.3)

Pode-se verificar que ∫ ∞
−∞

P (x, t)dx = 1 (t ≥ 0), (3.4)

e

〈x2〉 =

∫ ∞
−∞

x2P (x, t)dx = Dt. (3.5)

Esta solução da equação de difusão normal maximiza a entropia de Boltzmann-Gibbs
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[117]

SBG = −k
∫
P (x, t) ln[σP (x, t)]dx, (3.6)

onde σ > 0 é uma constante com unidade de comprimento que leva a uma consistência

dimensional da versão cont́ınua de SBG,

A aplicabilidade de equações lineares na f́ısica é usualmente restrita a sistemas idea-

lizados, sendo válidas para meios caracterizados por condições espećıficas como homoge-

neidade, isotropia, invariância translacional, e part́ıculas interagindo através de forças de

curto alcance e com um comportamento dinâmico de memória com curta duração tempo-

ral. No entanto, muitos sistemas reais, especialmente aqueles dentro do campo dos sistemas

complexos, não preenchem estas condições, e usualmente estão associados a fenômenos

não lineares. Diante disso, o estudo de fenômenos não lineares tem aberto uma nova área

na f́ısica capaz de descrever diversos fenômenos, e as equações diferenciais não lineares

constituem importantes ferramentas para a descrição de uma larga quantidade de siste-

mas e processos f́ısicos como aqueles em óptica não linear, supercondutividade, f́ısica de

plasmas e mecânica estat́ıstica fora do equiĺıbrio [132, 133]. Uma vez que a determinação

de soluções anaĺıticas para equações não lineares nem sempre são obtidas de forma tri-

vial, frequentemente utiliza-se métodos perturbativos ou númericos para obter um com-

portamento destas soluções, onde neste último caso, recentes avanços na tecnologia de

computadores tem contribúıdo consideravelmente para o progresso deste método.

Em muitos casos, as equações não lineares são propostas a partir de generalizações dos

respectivos casos lineares, de forma que estas últimas possam ser recuperadas para certos

limites. No geral, existem dois métodos mais utilizados na literatura para se introduzir

não linearidades de equações generalizadas:

(i) adição de termos não lineares à equação linear;

(ii) através da modificação dos termos presentes na equação linear.

Como exemplos dos procedimentos acima, podeŕıamos citar a equação de Schrödinger

não linear (NLSE, do inglês Nonlinear Schrödinger Equation) e a equação de Fokker-

Planck não linear para os métodos (i) e (ii), respectivamente.

Para o primeiro exemplo acima, uma das mais comuns formulações para uma equação

de Schrödinger não linear [52, 53, 54, 129] tem um termo extra, de modo que

i~
∂Φ(~r, t)

∂t
= − ~2

2m
~∇2Φ(~r, t) + V (~r, t)Φ(~r, t) + U(|Φ(~r, t)|2)Φ(~r, t). (3.7)

O termo adicional nesta equação, cúbico na maioria dos casos estudados na literatura,

é responsável pela modulação da função de onda para alguns tipos de soluções particu-

lares. Especificamente, temos que as soluções estacionárias são caracterizadas por uma

dependência temporal linear, i.e., eiωt, de modo que a não linearidade é essencialmente

manifestada através da parte espacial da função de onda.
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Uma aplicação importante desta equação pode ser encontrada no estudo de sistemas

quânticos em f́ısica do estado sólido, especificamente para modelar a dinâmica de um

elétron em uma rede metálica ou semicondutora. Neste modelo, uma aproximação co-

mumente utilizada é considerar o metal ou semicondutor como um arranjo periódico de

ı́ons pesados e circundados por uma nuvem eletrônica de modo que o sistema é mantido

ligado através de forças eletrostáticas1. O elétron por sua vez tem sua dinâmica forte-

mente influenciada pela periodicidade do potencial gerado pelos ı́ons da rede. O fato do

elétron possuir carga elétrica negativa e os ı́ons carga elétrica positiva, faz com que ambos

interajam durante o deslocamento do elétron. Esta interação elétron-́ıons podem causar

uma deformação na rede, de forma que este elétron diante desta deformação local formem

uma quasi-part́ıcula chamada de pólaron2. Quando a deformação na rede torna-se bas-

tante intensa, pode ocorrer um fenômeno chamado de self-trapping, onde o elétron pode

permanecer preso no potencial criado pela deformação causada por ele mesmo, dando

origem ao termo cúbico na equação de Schrödinger.

Por outro lado, o procedimento (ii) tem sido bastante utilizado para descrever fenômenos

de difusão anômala por meio da equação de Fokker-Planck não linear em uma variável

[116, 117, 121, 122, 123]:

∂P (x, t)

∂t
= − ∂

∂x

{
F (x)Ψ[P (x, t)]− Ω[P (x, t)]

∂P (x, t)

∂x

}
, (D > 0). (3.8)

onde os funcionais Ψ[P (x, t)] e Ω[P (x, t)] são ambas quantidades positivas, diferenciáveis

e integráveis [122]. Esta equação evidentemente satisfaz uma equação de continuidade, e

leva à conservação da probabilidade. O termo entre chaves corresponde a uma densidade

de corrente.

Um caso particular para a equação de difusão não linear acima pode ser obtida

considerando que os funcionais da Eq. (3.8) sejam Ψ[P (x, t)] = P (x, t) e Ω[P (x, t)] =

Dq(2− q)[P (x, t)]1−q, e consequentemente

∂P (x, t)

∂t
= − ∂

∂x
{F (x)[P (x, t)]}+Dq

∂2

∂x2
[P (x, t)]2−q, (3.9)

onde a constante de difusão Dq > 0 depende do parâmetro q a fim de garantir a dimen-

sionalidade correta da equação acima. A Eq. (3.9) para uma força linear F (x) foi estudada

por Tsallis e Bukman, e sua solução tem a forma de uma função q-gaussiana [117].

Desejando apresentar uma conexão simples da Eq. (3.9) com a mecânica estat́ıstica

1 No caso de semicondutores, as forças de interação dão origem a ligações covalentes.
2 O conceito de pólaron foi primeiramente proposto em 1933 pelo f́ısico russo L. Landau para descrever

o movimento de elétrons em materiais dielétricos [134]. No entanto, o mesmo conceito pode ser aplicado
em outros materiais como metais e semicondutores [135], magnetoresistores [136], supercondutores [137]
etc.
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não extensiva, consideremos o caso de F (x) = 0:

∂P (x, t)

∂t
= Dq

∂2

∂x2
[P (x, t)]2−q, (3.10)

onde esta equação não linear é conhecida como equação dos meios porosos [9].

A solução desta equação para a condição inicial P (x, 0) = δ(x) é

Pq(x, t) = Pq(x/[Dqt]
1/(3−q)), (3.11)

onde Pq(u) é uma função q-gaussiana dada por

Pq(u) =
1√
πAq

expq

(
− u

2

Aq

)
=

1√
πAq

[
1− (1− q) u

2

Aq

]1/(1−q)

, (3.12)

com

Aq =



√
q − 1Γ

(
1
q−1

)
Γ
(

3−q
2(q−1)

) , 1 < q < 3

2, q = 1
√

1− qΓ
(

5−3q
2(1−q)

)
Γ
(

2−q
1−q

) , q < 1

(3.13)

Temos que a integral
∫∞
−∞ Pq(x, t)dx converge se q < 3, e diverge para outros valores.

Conforme mencionamos anteriormente, para o fenômeno da difusão normal temos que

o valor médio de x cresce linearmente com o tempo de acordo com a Eq. (3.5), i.e.,

〈x2〉 ∝ t. Evidentemente, outros tipos de funções de 〈x2〉(t) podem existir. A mais comum

delas é

〈x2〉 ∝ tα, (3.14)

onde x pode ser uma grandeza d-dimensional. Se α < 1, tem-se a subdifusão (a simples

localização corresponde a α = 0); e se α > 1, tem-se a superdifusão (o caso particular

α = 2 é chamado de difusão baĺıstica). A difusão é normal para α = 1.

A partir da função densidade da difusão anômala (3.12), mostra-se que para 〈x2〉 =∫∞
−∞ x

2Pq(x, t)dx finito, temos:

〈x2〉 ∝ t
2

3−q , (3.15)

ou seja,

α =
2

3− q
. (3.16)

Consequentemente, temos a subdifusão para q < 1 (localização para q → −∞), e a

superdifusão para 1 < q < 3 (baĺıstica para q = 2). Para q = 1 recuperamos a difusão
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normal.

A solução (3.12) da equação de difusão anômala (3.10) extremiza (maximiza para

q > 0, e minimiza para q < 0) a entropia generalizada

Sq = − k

1− q

{
1−

∫
[σP (x, t)]qd(x/σ)

}
, (3.17)

onde mais uma vez σ > 0 é uma constante que garante a consistência dimensional da

entropia acima.

Portanto, vemos que a mecânica estat́ıstica não extensiva e a aplicação de funções

generalizadas podem ser importantes ferramentas para a descrição de processos não li-

neares, como a difusão anômala.

3.2 Ondas q-planas

Da mesma forma que a função q-exponencial pode ser aplicada a processos de difusão

não linear, é posśıvel mostrar que esta função também torna-se uma importante ferra-

menta em fenômenos ondulatórios não lineares. Consideremos inicialmente a equação de

onda linear unidimensional
∂2Φ(x, t)

∂x2
=

1

c2

∂2Φ(x, t)

∂t2
(3.18)

cuja solução é qualquer função duplamente diferenciável do tipo Φ(x, t) = Φ(x− ct). Em

particular, como solução da equação de onda acima, pode-se ter uma onda q-plana [71]

dada por

Φ(x, t) = Φ0 expq[i(kx− ωt)], (3.19)

com Φ0 ≡ Φ(0, 0) e relação de dispersão k = ω/c.

Diferentemente do que acontece no caso usual, as ondas q-planas para q 6= 1 não podem

ser separadas em fatores espacial e temporal. Por outro lado, enquanto as ondas planas

usuais não podem ser normalizadas, as ondas q-planas são normalizáveis para 1 < q < 3.

De fato, consideremos por simplicidade a função ϕ(x) = Nq expq(iκx), onde Nq é uma

constante de normalização e κ é um número real. Pela condição de normalização∫ ∞
−∞

ϕ∗(x)ϕ(x)dx = 1, (3.20)

temos que
1

N2
q

=

∫ ∞
−∞

expq(−iκx) expq(iκx)dx, (3.21)
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e a partir da relação (2.147), obtemos

1

N2
q

=

∫ ∞
−∞

dx

[1 + (q − 1)2κ2x2]1/(q−1)
. (3.22)

Pela mudança de variável tan θ = (q − 1)|κ|x, esta última expressão torna-se

1

N2
q

=
2

(q − 1)|κ|

∫ π/2

0

(cos θ)
4−2q
q−1 dθ. (3.23)

Lembrando que a função beta pode ser escrita na forma trigonométrica [138]

B(n,m) = 2

∫ π/2

0

(sen θ)2n−1(cos θ)2m−1dθ, (3.24)

e que satisfaz a relação

B(n,m) =
Γ(n)Γ(m)

Γ(n+m)
, (3.25)

onde Γ(n) é a função gama [138]; vemos que a integral do lado direito da Eq. (3.23) pode

ser escrita como uma função beta com n = 1
2

e m = 3−q
2(q−1)

. Portanto, da Eq. (3.23) segue

que:

Nq√
|κ|

=

(q − 1)Γ
(

1
q−1

)
√
πΓ
(

3−q
2(q−1)

)
1/2

. (3.26)

Uma vez que Γ(n) > 0 para n > 0, temos que a constante de normalização Nq é positiva no

intervalo q ∈ ]1, 3[. A Figura 3.1 mostra a constante de normalização Nq para 1 < q < 3.

Nq aproxima-se assintoticamente de 0 no limite de q → 1, recuperando assim a não

normalização das ondas planas.

1 . 0 1 . 5 2 . 0 2 . 5 3 . 00 . 0

0 . 2

0 . 4

0 . 6

q

N q /|�
 |1/

2

Figura 3.1: Gráfico da constante de normalização Nq da função ϕ(x) = Nq expq(iκx) para
diferentes valores de q no intervalo ]1, 3[.
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Devido às propriedades da função q-exponencial de um argumento imaginário puro, a

amplitude da onda q-plana para 1 < q < 3 diminui quando a fase (kx−ωt) aumenta. Um

dado sistema f́ısico pode ser caracterizado por um simples valor de q. Se 1 < q < 3, temos

Φ(±∞, t) = 0 (∀t), e o valor do parâmetro q está associado à taxa de decaimento da

amplitude da onda q-plana. Para q = 1, recuperamos as soluções usuais (ondas planas).

Ressaltamos ainda que configurações de campo com energia finita e localizadas, que

se deslocam sem mudança no seu perfil e velocidade constante, são chamadas de ondas

solitárias [141]. Desta forma, consideremos a situação particular da função de onda (3.19)

com x = ct. Neste caso, temos Φ(x, t) = Φ0(∀t), de modo que a onda q-plana comporta-se

como uma onda solitária propagando-se com velocidade c = ω/k. Isto permite que as

ondas q-planas possam ser utilizadas na descrição de fenômenos não lineares nos quais

a não deformação das ondas torna-se importante, e.g., em óptica não linear e f́ısica de

plasmas.

Analisemos a seguir mais algumas propriedades das ondas q-planas. Uma vez que a

Eq. (3.18) corresponde a uma equação diferencial linear, tem-se que combinações lineares

Φ(x, t) =
∑
j

Φ0jexpqj[i(kx− ωt)], (3.27)

também são soluções da Eq. (3.18) satisfazendo a mesma relação de dispersão k = ω/c

para todas as ondas q-planas.

Outra importante caracteŕıstica das ondas q-planas está relacionada à sua extensão

para um espaço de d dimensões, cuja expressão é

Φ(~x, t) = Φ0expq[i(~k · ~x− ωt)], (3.28)

que exibe uma invariância rotacional em virtude das propriedades do produto escalar
~k · ~x =

∑d
n=1 knxn.

Observando que d expq(z)/dz = [expq(z)]q e d2 expq(z)/dz2 = q[expq(z)]2q−1, obtemos

o seguinte laplaciano d-dimensional

~∇2Φ(~x, t) = −q

(
d∑

n=1

k2
n

)
Φ0{expq[i(~k · ~x− ωt)]}2q−1. (3.29)

Similarmente, temos que

∂2Φ(~x, t)

∂t2
= −qω2Φ0{expq[i(~k · ~x− ωt)]}2q−1. (3.30)

A partir das equações (3.29) e (3.30), podemos observar que a onda q-plana dada por
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(3.28) satisfaz a equação de onda linear d-dimensional

~∇2Φ(~x, t) =
1

c2

∂2Φ(~x, t)

∂t2
, (3.31)

com k2 =
∑d

n=1 k
2
n, e relação de dispersão ω = ck independente do parâmetro q.

3.3 A equação de Schrödinger não linear NRT

Vimos na Seção anterior que as ondas q-planas (3.28) são soluções da usual equação

de onda em um espaço de d dimensões (3.31). Para esta solução, a relação de dispersão

ω = ck é satisfeita. A partir das hipóteses de de Broglie, ~p = ~~k e E = ~ω, temos que as

ondas q-planas satisfazem a equação de onda (3.31) e podem ser utilizadas para descrever

part́ıculas que obedecem a relação entre momento e energia E = cp, t́ıpica de part́ıculas

com massa de repouso nula m = 0 (e.g. fótons).

Para uma part́ıcula não relativ́ıstica de massa m, a energia total da part́ıcula é E =

p2/2m + V , onde V = V (~x, t) é a energia potencial. A partir das relações de de Broglie,

a relação de dispersão é

~ω =
~2k2

2m
+ V. (3.32)

Considerando que a função de onda q-plana (3.28) em um espaço d-dimensional é

solução de uma equação de onda para um potencial constante V (~x, t) = V0, e preserva a

relação de dispersão acima. Da Eq. (2.115), observemos que

−i~~∇
[

Φ(~x, t)

Φ0

]ν
= −i~~∇{expq[i(~k · ~x− ωt)]}ν

= ν~~k{expq[i(~k · ~x− ωt)]}ν+q−1

= ν~~k
[

Φ(~x, t)

Φ0

]ν+q−1

, (3.33)

e

− ~2

2m
~∇2

[
Φ(~x, t)

Φ0

]ν
= − ~2

2m
~∇2{expq[i(~k · ~x− ωt)]}ν

= ν(ν + q − 1)
~2k2

2m
{expq[i(~k · ~x− ωt)]}ν+2q−2

= ν(ν + q − 1)
~2k2

2m

[
Φ(~x, t)

Φ0

]ν+2q−2

. (3.34)
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Similarmente, temos que

i~
∂

∂t

[
Φ(~x, t)

Φ0

]µ
= i~

∂

∂t
{expq[i(~k · ~x− ωt)]}µ

= µ~ω{expq[i(~k · ~x− ωt)]}µ+q−1

= µ~ω
[

Φ(~x, t)

Φ0

]µ+q−1

. (3.35)

A partir da relação de dispersão ~ω = ~2k2/2m + V0, e das equações (3.34) e (3.35),

podemos escrever

i~
∂

∂t

[
Φ(~x, t)

Φ0

]µ
= − µ

ν(ν + q − 1)

~2

2m

[
Φ(~x, t)

Φ0

]1−ν+µ−q
~∇2

[
Φ(~x, t)

Φ0

]ν
+µV0

[
Φ(~x, t)

Φ0

]µ+q−1

. (3.36)

Considerando que a equação acima tenha os termos independentes da função de onda

Φ(~x, t), impõe-se 1− ν + µ− q = 0. Desta forma,

i~
∂

∂t

[
Φ(~x, t)

Φ0

]µ
= − µ

1 + µ− q
~2

2m
~∇2

[
Φ(~x, t)

Φ0

]1+µ−q

+ µV0

[
Φ(~x, t)

Φ0

]µ+q−1

. (3.37)

Para µ = 1, temos:

i~
∂

∂t

[
Φ(~x, t)

Φ0

]
= − 1

2− q
~2

2m
~∇2

[
Φ(~x, t)

Φ0

]2−q

+ V0

[
Φ(~x, t)

Φ0

]q
. (3.38)

Generalizando de um potencial constante V0 para um potencial com dependência espacial

e temporal V (~x, t), postula-se a seguinte equação de Schrödinger não linear [10]:

i~
∂

∂t

[
Φ(~x, t)

Φ0

]
= − 1

2− q
~2

2m
~∇2

[
Φ(~x, t)

Φ0

]2−q

+ V (~x, t)

[
Φ(~x, t)

Φ0

]q
. (3.39)

Diferentemente do caso usual, esta equação de Schrödinger deformada, denominada de

equação de Schrödinger não linear NRT, tem a função de onda escalonada pela amplitude

Φ0. Esta dependência da amplitude garante a dimensionalidade da equação de forma

que todos os termos têm unidade de energia. Uma interpretação f́ısica da dependência

insólita da Eq. (3.39) com a amplitude da função de onda merece ainda uma análise mais

aprofundada. Outra caracteŕıstica desta equação está no fato dela não ser auto-adjunta. A

equação de Schödinger usual (linear) é recuperada para q = 1, e a constante Φ0 torna-se

irrelevante. Como podemos notar, a equação de Schrödinger não linear NRT tem uma

estrutura similar à equação de Fokker-Planck não linear (3.9) da qual está associada a

mecânica estat́ıstica não extensiva.

Uma das consequências da equação de Schrödinger não linear NRT para part́ıculas na
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presença de um potencial externo V (~x, t) 6= 0 é que as soluções não admitem a decom-

posição da função de onda em partes espacial e temporal do tipo Φ(~x, t) = f(t)ϕ(~x).

Notemos também que a não linearidade desta equação está presente nas potências da

função de onda Φ(~x, t), diferentemente da equação (3.7), onde um termo não linear foi

adicionado aos dois termos lineares existentes. Além disso, diferentemente das soluções

t́ıpicas de (3.7), as soluções de (3.39), expressa pelas ondas q-planas (3.28) no caso de um

potencial constante, apresentam efeitos não lineares em ambos espaço e tempo, através

de uma modulação destas duas variáveis, e na qual mantém para 1 < q < 3 a norma de

Φ(~x, t) finita em todo espaço-tempo (~x, t).

3.4 Equação de Schrödinger não linear NRT em

sistemas de coordenadas móveis

Seguindo [109], apresentamos uma revisão de literatura de como a solução de onda

q-plana para a equação de Schrödinger NRT é transformada sobre dois tipos básicos de

mudança de referencial. Iniciemos primeiramente investigando a transformação de Gali-

leu, que conecta referenciais inerciais. Em seguida, analisamos o aspecto das soluções de

ondas q-planas quando observadas através de um referencial uniformemente acelerado (re-

ferencial não inercial). Por simplicidade, consideremos o caso da equação de Schrödinger

não linear unidimensional. A extensão destas ideias para o caso d-dimensional pode ser

imediatamente obtida.

Consideremos a equação de Schrödinger não linear de uma part́ıcula livre,

i~
∂

∂t′

[
Ψ(x′, t′)

Ψ0

]
= − 1

2− q
~2

2m

∂2

∂x′2

[
Ψ(x′, t′)

Ψ0

]2−q

, (3.40)

em relação a um referencial inercial caracterizado por coordenadas espaço-tempo (x′, t′).

Conforme vimos anteriormente, este sistema tem como solução a onda q-plana

Ψ(x′, t′) = Ψ0 expq[i(kx
′ − ωt′)]. (3.41)

Seja a transformação de Galileu

t = t′ e x = x′ − vt′, (3.42)

que relaciona as coordenadas espaço-tempo (x′, t′) de um referencial inercial R′ com as

coordenadas (x, t) de um referencial inercial R que move-se em relação ao primeiro com

velocidade v constante.

Para obtermos uma “nova” solução Φ(x, t) para a equação de Schrödinger não linear
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NRT expressa em termos das coordenadas espaço-tempo (x, t), correspondente à “antiga”

solução dada pela Eq. (3.41), poderia se pensar simplesmente que é apenas necessário

aplicar a mudança de variáveis (3.42) em (3.41):

Ψ(x′, t′)→ Φ(x, t) = Ψ(x+ vt, t)

= Φ0 expq{i[k(x+ vt)− ωt]}, Φ0 = Ψ0. (3.43)

No entanto, este procedimento leva a uma solução que não satisfaz a equação de Schrödin-

ger não linear NRT expressa em termos das novas variáveis (x, t). No caso usual (q = 1),

por exemplo, esta transformação envolve não apenas a substituição de coordenadas (x′, t′)

por (x, t) em (3.41), mas também uma transformação unitária de Ψ(x′, t′), adicionando

um termo de fase na nova função de onda Φ(x, t) (para mais detalhes vide página 246 da

referência [139]). De fato, se considerarmos a transformação

Ψ(x′, t′)→ Φ(x, t) = exp

[
− i
~

(
mvx+

1

2
mv2t

)]
Ψ(x+ vt, t), (3.44)

temos que Φ(x, t) satisfaz a equação de Schrödinger usual (q = 1) no sistema de coorde-

nadas espaço-tempo (x, t).

Desta forma, mostra-se que no caso da equação de Schrödinger não linear NRT, esta

transformação entre as funções de onda nas coordenadas espaço-tempo (x′, t′) e (x, t) pode

ser escrita curiosamente em termos de um q-produto (2.42c):

Ψ(x′, t′)

Ψ0

→ Φ(x, t)

Φ0

=

{
expq

[
− i
~

(
mvx+

1

2
mv2t

)]}
⊗q
{

Ψ(x+ vt, t)

Ψ0

}
, (3.45)

onde o fator da Eq. (3.44) escrito em termos de uma função exponencial foi substitúıdo

por uma função q-exponencial. Analisando a transformação (3.45), temos que tomando o

limite q → 1, recuperamos a transformação unitária do caso usual (3.44).

Para o problema de uma part́ıcula livre no sistema de coordenadas R′, a transformação

acima leva a

Φ(x, t)

Φ0

=

{
expq

[
− i
~

(
mvx+

1

2
mv2t

)]}
⊗q
{

expq[ik(x+ vt)− ωt)]
}

=

{
1− i(1− q)

[
ωt− k(x+ vt) +

1

~

(
mvx+

1

2
mv2t

)]} 1
1−q

=

{
1− i(1− q)

[(
ω − kv +

mv2

2~

)
t−
(
k − mv

~

)
x

]} 1
1−q

. (3.46)

A fim de darmos uma interpretação f́ısica para a solução (3.46), pode-se observar que esta

tem a forma de uma onda q-plana com a frequência angular ω̃ e o vetor de onda k̃ dados
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respectivamente por

ω̃ = ω − kv +
mv2

2~
, e k̃ = k − mv

~
, (3.47)

ou seja,

Φ(x, t) = Φ0 expq[i(k̃x− ω̃t)], (3.48)

e que satisfaz a equação de Schrödinger não linear NRT

i~
∂

∂t

[
Φ(x, t)

Φ0

]
= − 1

2− q
~2

2m

∂2

∂x2

[
Φ(x, t)

Φ0

]2−q

. (3.49)

Conforme mostrado na Seção anterior, a solução da onda q-plana (3.46) para a equação

de Schrödinger não linear NRT é compat́ıvel com as relações de de Broglie, conectando

frequência à energia, e vetor de onda ao momento linear. De fato, combinando (3.47) e as

relações de de Broglie E = ~ω e p = ~k, obtemos

Ẽ = E − pv +
1

2
mv2 e p̃ = p−mv, (3.50)

que corresponden à transformação de Galileu para a energia cinética e momento linear de

uma part́ıcula não relativ́ıstica cuja relação momento-energia é E = p2/2m.

Consideremos agora um referencial uniformemente acelerado R em relação ao referen-

cial inercial R′. A correspondente transformação de coordenadas espaço-tempo é

t = t′ e x = x′ − 1

2
at′

2
= x′ − 1

2

F

m
t′

2
, (3.51)

onde (x′, t′) são as variáveis associadas a um referencial inercial R′, a = F/m é a aceleração

(constante) do referencial R cujas variáveis são (x, t).

Como fizemos anteriormente, assumimos que a equação de Schrödinger não linear NRT

(3.40) torna-se válida no referencial (x′, t′), e que neste sistema de coordenadas, o sistema

é descrito pela solução de onda q-plana dada pela Eq. (3.41). Mais uma vez, se escrevermos

Ψ(x′, t′) diretamente em termos de (x, t), esta não satisfaz a equação de Schrödinger não

linear NRT em relação às “novas” variáveis espaço-tempo.

Similar ao efeito de uma transformação galileliana (3.42) no caso usual (q = 1) da

equação de Schrödinger, a transformação (3.51) envolve não apenas a substituição das

variáveis (x′, t′) por (x, t) em (3.41), mas também uma transformação unitária sobre

Ψ(x′, t′) através de um termo de fase na nova função de onda Φ(x, t), dada por:

Ψ(x′, t′)→ Φ(x, t) = exp

[
− i
~

(
Fxt+

F 2t3

6m

)]
Ψ

(
x+

Ft2

2m
, t

)
. (3.52)
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No caso geral, consideremos o seguinte ansatz:

Ψ(x′, t′)

Ψ0

→ Φ(x, t)

Φ0

=

{
expq

[
− i
~

(
Fxt+

F 2t3

6m

)]}
⊗q

Ψ
(
x+ Ft2

2m
, t
)

Ψ0

 . (3.53)

Para uma part́ıcula livre no referencial R′, a função de onda Ψ(x′, t′) é dada pela onda

q-plana (3.41), e assim:

Φ(x, t)

Φ0

=

{
expq

[
− i
~

(
Fxt+

F 2t3

6m

)]}
⊗q
(

expq

{
i

[
k

(
x+

Ft2

2m

)
− ωt

]})
=

{
1− i(1− q)

[
ωt− k

(
x+

Ft2

2m

)
+

1

~

(
Fxt+

F 2t3

6m

)]} 1
1−q

. (3.54)

Notemos que

i~
∂

∂t

[
Φ(x, t)

Φ0

]
=

(
~ω − ~kFt

m
+ Fx+

F 2t2

2m

)[
Φ(x, t)

Φ0

]q
, (3.55)

e

− ~2

2m

1

2− q
∂2

∂x2

[
Φ(x, t)

Φ0

]2−q

=

(
~2k2

2m
− ~kFt

m
+ Fx+

F 2t2

2m

)[
Φ(x, t)

Φ0

]q
. (3.56)

Da relação de dispersão ~ω = ~2k2/2m para uma part́ıcula livre no sistema de referência

R′, e a partir das Eq.’s (3.55) e (3.56), podemos escrever a seguinte equação diferencial

não linear para Φ(x, t):

i~
∂

∂t

[
Φ(x, t)

Φ0

]
= − 1

2− q
~2

2m

∂2

∂x2

[
Φ(x, t)

Φ0

]2−q

+ V (x)

[
Φ(x, t)

Φ0

]q
. (3.57)

Portanto, a Eq. (3.57) corresponde à equação de Schrödinger não linear NRT unidimen-

sional para o potencial V (x) = Fx. Esta equação pode ser interpretada como a descrição

do movimento de uma partćula de massa m sob uma força constante −F . Este resultado

é consistente com o fato do comportamento de uma part́ıcula livre em relação a um refe-

rencial uniformemente acelerado ser equivalente ao comportamento de uma part́ıcula em

relação a um referencial inercial movendo-se sob efeito de uma força constante.

No limite F → 0, a Eq. (3.57) reduz-se à equação de Schrödinger não linear para uma

part́ıcula livre (3.49), e a solução (3.54) torna-se a onda q-plana Φ(x, t) = Φ0 expq[i(kx−
ωt)]. Para q → 1, da Eq. (3.57) obtemos a equação de Schrödinger usual para uma

part́ıcula de massa m movendo-se sob uma força constante −F .

Estes mesmos resultados também são satisfeitos para uma part́ıcula submetida a um

potencial constante V0 no referencial (x′, t′) cuja relação de dispersão é ~ω = ~k2/2m+V0.

Neste caso, o potencial da part́ıcula no referencial R torna-se V (x) = V0 + Fx.
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Observamos nesta Seção algumas caracteŕısticas da função de onda q-plana e a equação

de Schrödinger não linear NRT para dois casos comuns de transformação entre referenci-

ais móveis: primeiramente relacionando referenciais inerciais (transformação de Galileu),

e em seguida os efeitos de um referencial acelerado em relação a um referencial inercial.

Em ambos os casos, conclúımos que a transformação Ψ(x′, t′) → Φ(x, t) entre as funções

de onda se dá de forma similar ao da equação de Schrödinger usual, mas com o produto

do fator de módulo unitário exp[−if(x, t)/~] substitúıdo por um q-produto (2.42c) de

função deformada expq[−if(x, t)/~], onde f(x, t) é uma função que depende do tipo de

transformação entre o sistema de coordenadas: vide Eq.’s (3.45) e (3.53).

3.5 Teoria clássica de campos para a equação de

Schrödinger não linear NRT

Sistemas cont́ınuos, como ondas mecânicas, eletromagnéticas ou de matéria, apresen-

tam um número infinito de graus de liberdade e são descritos por campos. A dinâmica

destes sistemas podem ser descritas através da teoria clássica de campos3 pelos formalis-

mos de Lagrange ou Hamilton [141, 142]. Por sua vez, as interações das part́ıculas elemen-

tares, constituintes básicas da matéria, podem ser expressas por meio da teoria quântica

de campos, que é um referencial teórico que agrega os conceitos de relatividade restrita

e mecânica quântica [143]. Neste formalismo, as part́ıculas são descritas como excitações

de campos quantizados no espaço-tempo, e recebem o nome de quanta de excitação. A

construção das teorias quânticas das interações fundamentais da natureza depende cru-

cialmente da possibilidade de primeiro formulá-las como teoria clássicas de campos nas

linguagens lagrangiana e hamiltoniana.

Nesta Seção, apresentamos uma revisão de literatura de uma teoria clássica de campos

associada à equação de Schrödinger não linear NRT (3.39). Esta formulação foi inicial-

mente proposta por Nobre et al. [108], e restringia-se ao caso de part́ıcula sob um potencial

nulo. Plastino et al. [113] complementaram em seguida esta formulação para uma part́ıcula

submetida a um potencial não nulo.

Consideremos uma part́ıcula de massa m confinada em um volume finito V . Desta

forma, para a constante Φ0 que garante a dimensionalidade correta dos termos da equação

(3.39), temos Φ0 = (1/
√
V). Portanto, pode-se definir uma função adimensional Φ̄(~x, t) =

Φ(~x, t)/Φ0, cuja solução para a equação de Schrödinger não linear NRT de uma part́ıcula

3 Alguns autores utilizam simplesmente o termo “teoria de campos” (field theory, veja por exemplo
[140]). Aqui seguiremos o termo “teoria clássica de campos” (classical field theory) conforme utilizado
nas referências [108, 112].
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sujeita a um potencial constante V (~x, t) = V0 é a onda q-plana

Φ̄(~x, t) = expq[i(~k · ~x− ωt)]. (3.58)

Conforme será mostrado adiante, diferentemente do caso usual q = 1, a aplicação das

equações de Euler-Lagrange usuais para uma densidade lagrangiana escrita em termos

dos campos Φ̄(~x, t) e Φ̄∗(~x, t) não resulta nas equações de Schrödinger não linear NRT

para estes campos. Por esta razão, propõe-se campos adicionais Ψ̄(~x, t) e Ψ̄∗(~x, t), onde

Ψ̄(~x, t) = Ψ(~x, t)/Ψ0, com Ψ0 = 1/
√
V = Φ0.

As equações de movimento destes campos são obtidas a partir da aplicação das equações

de Euler-Lagrange sobre uma densidade lagrangiana L que depende dos campos adimen-

sionais Φ̄(~x, t) e Ψ̄(~x, t), seus complexos conjugados, suas derivadas espaciais e temporais,

e das coordenadas espacial-temporal (~x, t):

L = L
(

Φ̄, ~∇Φ̄, ∂tΦ̄, Ψ̄, ~∇Ψ̄, ∂tΨ̄, Φ̄
∗, ~∇Φ̄∗, ∂tΦ̄

∗, Ψ̄∗, ~∇Ψ̄∗, ∂tΨ̄
∗, ~x, t

)
. (3.59)

Considerando heuristicamente a densidade lagrangiana

L = A

{
i~Ψ̄(~x, t)∂tΦ̄(~x, t)− i~Ψ̄∗(~x, t)∂tΦ̄

∗(~x, t)

− ~2

2m
[Φ̄(~x, t)]1−q[~∇Ψ̄(~x, t)] · [~∇Φ̄(~x, t)]− ~2

2m
[Φ̄∗(~x, t)]1−q[~∇Ψ̄∗(~x, t)] · [~∇Φ̄∗(~x, t)]

−V (~x, t)Ψ̄(~x, t)[Φ̄(~x, t)]q − V (~x, t)Ψ̄∗(~x, t)[Φ̄∗(~x, t)]q
}
, (3.60)

onde A ≡ 1/(2qV) é uma constante multiplicativa, pode-se construir uma ação clássica,

da qual ao ser extremizada leva às equações de Euler-Lagrange para cada campo. Neste

caso, para o campo Ψ̄ temos que a equação de Euler-Lagrange

∂L
∂Ψ̄
− ~∇ ·

[
∂L

∂(~∇Ψ̄)

]
− ∂t

[
∂L

∂(∂tΨ̄)

]
= 0, (3.61)

nos leva a

i~
∂Φ̄(~x, t)

∂t
= − ~2

2m
(1− q)[Φ̄(~x, t)]−q[~∇Φ̄(~x, t)]2

− ~2

2m
[Φ̄(~x, t)]1−q ~∇2Φ̄(~x, t) + V (~x, t)[Φ̄(~x, t)]q, (3.62)

e que corresponde à Eq. (3.39) para o campo Φ̄(x, t), i.e.,

i~
∂Φ̄(~x, t)

∂t
= − 1

2− q
~2

2m
~∇2
[
Φ̄(~x, t)

]2−q
+ V (~x, t)

[
Φ̄(~x, t)

]q
. (3.63)
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Similarmente, para o campo Φ̄ temos que a equação de Euler-Lagrange

∂L
∂Φ̄
− ~∇ ·

[
∂L

∂(~∇Φ̄)

]
− ∂t

[
∂L

∂(∂tΦ̄)

]
= 0 (3.64)

resulta em

i~
∂Ψ̄(~x, t)

∂t
=

~2

2m
[Φ̄(~x, t)]1−q ~∇2Ψ̄(~x, t)− qV (~x, t)[Φ̄(~x, t)]q−1[Ψ̄(~x, t)], (3.65)

e com correspondentes equações complexas conjugadas (3.63) e (3.65) para os campos

Φ̄∗(~x, t) e Ψ̄∗(~x, t). Notemos que as Eq.’s (3.62) e (3.65) apresentam uma assimetria de-

pendente de q em relação ao termo de energia potencial. Em termos dos campos Φ(~x, t) e

Ψ(~x, t), temos portanto que a descrição quântica de um sistema f́ısico é dada através das

equações acopladas

i~
∂

∂t

[
Φ(~x, t)

Φ0

]
= − 1

2− q
~2

2m
~∇2

[
Φ(~x, t)

Φ0

]2−q

+ V (~x, t)

[
Φ(~x, t)

Φ0

]q
,

i~
∂

∂t

[
Ψ(~x, t)

Ψ0

]
=

~2

2m

[
Φ(~x, t)

Φ0

]1−q
~∇2

[
Ψ(~x, t)

Ψ0

]
−qV (~x, t)

[
Φ(~x, t)

Φ0

]q−1 [
Ψ(~x, t)

Ψ0

]
,

(3.66)

e suas respectivas equações complexas conjugadas. Observa-se que a Eq. (3.65) é apenas o

complexo conjugado da Eq. (3.63), i.e., Ψ(~x, t) = Φ∗(~x, t), para q = 1. Por outro lado, para

q 6= 1, tem-se que Ψ(~x, t) difere de Φ∗(~x, t), e com os campos acoplados pela Eq. (3.65).

A partir da lagrangiana (3.60), os momentos canônicos conjugados aos campos descri-

tos acima são

ΠΦ̄ =
∂L

∂(∂tΦ̄)
= i~AΨ̄, ΠΦ̄∗ =

∂L
∂(∂tΦ̄∗)

= −i~AΨ̄∗,

ΠΨ̄ =
∂L

∂(∂tΨ̄)
= 0, ΠΨ̄∗ =

∂L
∂(∂tΨ̄∗)

= 0.
(3.67)

Segue que a densidade hamiltoniana é

H = ΠΦ̄∂tΦ̄ + ΠΦ̄∗∂tΦ̄
∗ + ΠΨ̄∂tΨ̄ + ΠΨ̄∗∂tΨ̄

∗ − L

= A
~2

2m

{
[Φ̄(~x, t)]1−q[~∇Ψ̄(~x, t)] · [~∇Φ̄(~x, t)] + [Φ̄∗(~x, t)]1−q[~∇Ψ̄∗(~x, t)] · [~∇Φ̄∗(~x, t)]

}
+A

{
V (~x, t)Ψ̄(~x, t)[Φ̄(~x, t)]q + V (~x, t)Ψ̄∗(~x, t)[Φ̄∗(~x, t)]q

}
. (3.68)

Como uma aplicação, consideremos uma part́ıcula sujeita a um potencial constante

V (~x, t) = V0. Substituindo a solução da Eq. (3.63), i.e., a função de onda (3.58) na
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Eq. (3.65), obtemos que:

Ψ̄(~x, t) = {expq[i(~k · ~x− ωt)]}−q = [Φ̄(~x, t)]−q. (3.69)

Neste caso, as soluções das Eq.’s (3.58) e (3.69) para este problema satisfazem as pro-

priedades:

[Φ̄(~x, t)]1−q[~∇Ψ̄(~x, t)] · [~∇Φ̄(~x, t)] = [Φ̄∗(~x, t)]1−q[~∇Ψ̄∗(~x, t)] · [~∇Φ̄∗(~x, t)] = q
∑
i

k2
i = qk2,

(3.70a)

e

[Φ̄(~x, t)]qΨ̄(~x, t) = [Φ̄∗(~x, t)]qΨ̄∗(~x, t) = 1. (3.70b)

Portanto, utilizando a Eq. (3.68) e as propriedades (3.70), a energia total do sistema

torna-se

E =

∫
HdV =

~2k2

2m
+ V0, (3.71)

que, independentemente do valor de q, corresponde a energia espectral de uma part́ıcula

sujeita a um potencial constante V0.

Definindo a densidade do momento linear por

~P =
1

2V

{
−i~[~∇Φ̄(~x, t)]Ψ̄(~x, t) + i~[~∇Φ̄∗(~x, t)]Ψ̄∗(~x, t)

}
= −q

{
ΠΦ̄

~∇Φ̄(~x, t) + ΠΦ̄∗
~∇Φ̄∗(~x, t)

}
, (3.72)

esta preserva propriedades similares à densidade hamiltoniana, ou seja, usando a proprie-

dade

− qΠΦ̄
~∇Φ̄(~x, t) = −qΠΦ̄∗

~∇Φ̄∗(~x, t) =
~~k
2V

, (3.73)

temos o momento linear total

~p =

∫
~PdV = ~~k. (3.74)

As Eq.’s (3.71) e (3.74) nos mostram que apesar da não linearidade das Eq.’s (3.66)

aplicadas a uma part́ıcula submetida a um potencial constante V (~x, t) = V0, a energia

e o momento linear preservam a mesma forma para todos os valores de q. No entanto,

os aspectos não lineares das Eq.’s (3.66) manifestam-se na forma da função de onda é

descrita por meio de dois campos acoplados escritos como funções de onda q-planas.

Consistente com as propriedades descritas acima, define-se uma densidade de proba-

bilidade para encontrar a part́ıcula no instante de tempo t, em uma posição ~x, e dentro
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Caṕıtulo 3: Dinâmica quântica q-deformada NRT

de um volume finito dV , por

ρ(~x, t) =
1

2V
[Φ̄(~x, t)Ψ̄(~x, t) + Φ̄∗(~x, t)Ψ̄∗(~x, t)], (3.75)

para qualquer valor de q. No caso particular de uma part́ıcula sob potencial constante,

cujos campos são dados pelas Eq.’s (3.58) e (3.69), a densidade de probabilidade (3.75) é

dada por ρ(~x, t) = 1/V , idêntico ao que acontece no caso q = 1, e normalizada para um

volume V como esperado.

A partir da derivada temporal de ρ(~x, t), temos:

i~
∂ρ(~x, t)

∂t
=

i~
2V

[
∂Φ̄(~x, t)

∂t
Ψ̄(~x, t) + Φ̄(~x, t)

∂Ψ̄(~x, t)

∂t

∂Φ̄∗(~x, t)

∂t
Ψ̄∗(~x, t) + Φ̄∗(~x, t)

∂Ψ̄∗(~x, t)

∂t

]
. (3.76)

Substituindo as Eq.’s (3.63) e Eq.’s (3.65) na equação acima, pode-se escrever a seguinte

equação de balanço
∂ρ

∂t
+ ~∇ · ~J = R, (3.77)

onde a densidade de corrente ~J é dada por

~J =
i~

4mV

{
−[Φ̄(~x, t)]1−q[~∇Φ̄(~x, t)]Ψ̄(~x, t) + [Φ̄∗(~x, t)]1−q[~∇Φ̄∗(~x, t)]Ψ̄∗(~x, t)

+[Φ̄(~x, t)]2−q[~∇Ψ̄(~x, t)]− [Φ̄∗(~x, t)]2−q[~∇Ψ̄∗(~x, t)]
}
, (3.78)

e

R =
i(1− q)~

4mV

{
[Φ̄(~x, t)]1−q[~∇Φ̄(~x, t)] · [~∇Ψ̄(~x, t)]

−[Φ̄∗(~x, t)]1−q[~∇Φ̄∗(~x, t)] · [~∇Ψ̄∗(~x, t)]
}

+
(1− q)
2i~V

{
[Φ̄(~x, t)]qΨ̄(~x, t)− [Φ̄∗(~x, t)]qΨ̄∗(~x, t)

}
V (~x, t). (3.79)

Conforme podemos observar, a equação de balanço (3.77) tem a forma de uma equação

de continuidade para q = 1. De fato, quando o termo anômolo R é diferente de zero, a

densidade de probabilidade ρ(~x, t) não é conservada. No entanto, para soluções em que

[Φ̄(~x, t)]1−q[~∇Φ̄(~x, t)] · [~∇Ψ̄(~x, t)] ∈ R e [Φ̄(~x, t)]qΨ(~x, t) ∈ R, (3.80)

tem-se R = 0, e a conservação da probabilidade é satisfeita independente do valor de

q. Para o caso de uma part́ıcula em um potencial constante, esta condição é satisfeita

pelas propriedades (3.70) das soluções (3.58) e (3.69). Desde que estamos tratando com

equações não lineares, que apresentam geralmente mais do que uma solução, algumas

65
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outras posśıveis soluções podem não satisfazer a condição dada pela Eq. (3.80), da qual é

imediatamente satisfeita para o caso usual q = 1.

Para os casos em que as condições (3.80) são satisfeitas, a equação de balanço pode

ser escrita na forma da equação de continuidade usual

∂ρ

∂t
+ ~∇ · ~J = 0, (3.81)

mas com as densidades de probabilidade e de corrente dadas pelas Eq.’s (3.75) e (3.78),

respectivamente. Conforme pode ser visto, as definições acima para ρ(~x, t) e ~J(~x, t) recu-

peram o caso usual para q = 1, i.e., ρ(~x, t) = Φ∗(~x, t)Φ(~x, t) e

~J =
~

2im

[
Φ∗(~x, t)~∇Φ(~x, t)− Φ(~x, t)~∇Φ∗(~x, t)

]
. (3.82)

Portanto, de acordo com o que foi exposto, conclúımos que os resultados acima mos-

tram que a equação de Schrödinger não linear NRT apesar de apresentar, para 1 < q < 3,

modulação e uma integral finita para o produto Φ∗(~x, t)Φ(~x, t) sobre o espaço, não se

pode aplicar a propriedade de part́ıculas localizadas através da função de onda. De fato,

mostra-se que é importante considerar uma densidade de probabilidade ρ(~x, t) definida

por (3.75) em termos dos campos acoplados Φ(~x, t), Ψ(~x, t), e de seus respectivos comple-

xos conjugados, cujas equações de movimento são dadas por (3.66) e pelas suas equações

complexas conjugadas. Para soluções de uma part́ıcula submetida a potencial constante

em um volume V , temos ρ(~x, t) = 1/V , similar ao que acontece no caso usual q = 1.

3.6 Estados estacionários para uma part́ıcula em um

potencial quadrado infinito

De modo geral, considerando um potencial independente do tempo V (x), a resolução

da equação de Schrödinger linear (1.1) é realizada através da aplicação do método de

separação de variáveis temporal e espacial, e permite determinar os estados estacionários,

i.e., estados na qual a densidade de probabilidade não depende do tempo. Por outro lado,

conforme vimos para uma part́ıcula em um potencial externo, as soluções da equação de

Schrödinger não linear NRT (3.39) não podem ser separadas em partes espacial e temporal

como no caso usual (q = 1). No entanto, uma exceção é o problema do poço quadrado

infinito unidimensional, conforme resolvido em [113], e que revisitaremos a seguir.

Consideremos primeiramente uma part́ıcula submetida a um potencial nulo, onde as

Eq.’s (3.66) para Φ(x, t) = f(t)ϕ(x) e Ψ(x, t) = g(t)ψ(x) podem ser escritas na forma:

− ~2

2m(2− q)
ϕ0

ϕ(x)

d2

dx2

[
ϕ(x)

ϕ0

]2−q

= i~
[
f0

f(t)

]2−q
d

dt

[
f(t)

f0

]
= ε, (3.83a)
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e

− ~2

2m

ψ0

ψ(x)

[
ϕ(x)

ϕ0

]1−q
d2

dx2

[
ψ(x)

ψ0

]
= −i~

[
g0

g(t)

]1−q
ψ0

ψ(t)

d

dt

[
g(t)

g0

]
= χ, (3.83b)

onde ε, χ, ϕ0, ψ0, f0 e g0 são constantes.

Para χ = ε, obtém-se [ψ(x)/ψ0] = [ϕ(x)/ϕ0]−1 e [g(t)/g0] = [f(t)/f0]−1, cuja densidade

de probabilidade ρ(x, t), definida por (3.75), associada a este caso é constante para todos

os valores de q.

A extensão destes resultados para o caso d-dimensional também pode ser verificada.

As soluções da equação de Schrödinger não linear NRT em um espaço d-dimensional

também pode ser decomposta em fatores espacial e temporal. Porém, a parte espacial da

função de onda não pode ser decomposta em d diferentes componentes para cada uma das

coordenadas, como é posśıvel no caso usual. No caso d-dimensional, temos que a densidade

de probabilidade para estados estacionários é ρ(~x, t) = 1/V , onde V é o volume onde a

part́ıcula está confinada.

Da Eq. (3.83a), podemos escrever que

d2

dx2

[
ϕ(x)

ϕ0

]2−q

+
2mε(2− q)

~2

[
ϕ(x)

ϕ0

]
= 0, (3.84)

e
d

dt

[
f(t)

f0

]
+
iε

~

[
f(t)

f0

]2−q

= 0. (3.85)

A partir de um cálculo direto, as Eq. (3.84) e (3.85) possuem soluções dadas respectiva-

mente por:

ϕ(x) = ϕ0exp(q+1)/2

[
i

√
4mε

(3− q)~2
x

]
, (3.86)

e

f(t) = f0exp2−q(−iεt/~). (3.87)

Desta forma, levando em conta as soluções (3.86) e (3.87), obtém-se que:

Φ(x, t) = Φ0

1 + (1− q)ikx
√

2
3−q − (1− q)2 k2x2

2(3−q)

1 + i(1− q) iεt~

1/(1−q)

, (3.88)

e que tem a forma de uma onda q-plana (3.19) no limite (1− q)→ 0.

Consideremos o problema de uma part́ıcula confinada em um poço de potencial qua-

drado infinito cuja energia potencial é dada por

V (x) =

{
0, 0 ≤ x ≤ L

∞, outros valores
(3.89)
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As condições de contorno deste problema asseguram que ϕ(x) deve ser um número

real, diferentemente da solução Eq. (3.86) que consequentemente não pode ser aplicada

ao potencial V (x) acima. Por outro lado, uma vez que a Eq. (3.84) é não linear, temos

que o prinćıpio da superposição não pode ser aplicado. Uma alternativa é escrever ϕ(x)

como uma famı́lia de soluções, na qual através da definição φ(x) = [ϕ(x)/ϕ0]3−q, tem-se

que

dφ(x)

dx
=

√
2

{
1− 2mε(2− q)2[φ(x)](3−q)/(2−q)

(3− q)~2

}
. (3.90)

Podemos utilizar esta última expressão para escrever

√
2

[
2mε(2− q)2

(3− q)~2

](2−q)/(3−q)

x+ δ =

∫ φ/Aq

0

dz√
1− z(3−q)/(2−q)

, (3.91)

onde Aq e δ são constantes de integração e |z| < 1. Em [113], foi definido a seguinte

generalização da função arco-seno:

u ≡ SEN−1
q (y) =

∫ y

0

dz√
1− z(3−q)/(2−q)

, (3.92)

pode-se escrever uma função trigonométrica deformada y(u) = SENq(u) da qual possui

peŕıodo 4τq, onde

τq =

∫ 1

0

dz√
1− z(3−q)/(2−q)

=
(2− q)Γ

(
2−q
3−q

)
(3− q)Γ

(
7−3q
6−2q

) . (3.93)

A função SENq(u) é uma generalização da função trigonométrica sen(u), da qual é recu-

perarada no limite q = 1, i.e., SEN1(u) = sen(u). Pode-se observar que esta generalização

difere das funções deformadas que discutimos na Seção 2.6. Temos que |SENq(u)| ≤ 1

para 1 ≤ q < 2, conforme pode ser visto na Figura 3.2, onde mostra-se a função SENq(u)

para diferentes valores de q. A Figura 3.3 ilustra a grandeza τq associada ao peŕıodo da

função SENq(u). Pode-se também definir funções trigonométricas generalizadas COSq(u)

e TANq(u), onde SEN2
q(u) + COS2

q(u) = 1 e TANq(u) = SENq(u)/COSq(u).

Considerando

kq ≡
√

2

[
2mε(2− q)2

(3− q)~2

](2−q)/(3−q)

, (3.94)

das Eq.’s (3.91) e (3.92) temos que (kqx + δ) = SEN−1
q [φ(x)/Aq], ou ainda, φ(x) =

AqSENq(kqx + δ), e a solução estacionária para a equação de Schrödinger não linear
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- 1 . 0 - 0 . 5 0 . 0 0 . 5 1 . 0- 1 . 0
- 0 . 5
0 . 0
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1 . 0

q  =  2 . 0
q  =  1 . 5

q  =  1 . 8

SE
N q (u

)

u / π

q  =  1 . 0

Figura 3.2: Função trigonométrica generalizada SENq(u) definida pela Eq. (3.92) para valores
q = 1.0, 1.5, 1.8 e 2.0, de modo que u é mostrado no intervalo u ∈ [−2τq, 2τq] em cada caso.

1 . 0 1 . 2 1 . 4 1 . 6 1 . 8 2 . 01 . 0

1 . 2

1 . 4

1 . 6

� q

q
Figura 3.3: Grandeza adimensional τq definida pela Eq. (3.93), associada a periodocidade da
função SENq(u) (na qual apresenta peŕıodo 4τq), é mostrada no intervalo 1 ≤ q < 2, tal que
como casos particulares temos τ1 = π/2 e τ2 = 1.

NRT pode ser escrita como

ϕ(x) = ϕ0[AqSENq(kqx+ δ)]1/(2−q). (3.95)

Pelas condições de contorno ϕ(0) = ϕ(L) = 0, temos que δ = 0 e kqL = 2τqn, onde

n = 1, 2, 3, .. são os números quânticos que especificam o estado do sistema. Portanto,

podemos escrever

ϕ(x) = ϕn,q(x) =

[
Ãq,nSENq

(
2nτqx

L

)]1/(2−q)

, (3.96)
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e que

εn(q) =
(3− q)~2

2m(2− q)2

(√
2nτq
L

)(3−q)/(2−q)

. (3.97)

A Eq. (3.97) é uma generalização dos ńıveis de energia de uma part́ıcula em um poço

de potencial quadrado infinito, onde εn(1) = π2~2n2/2mL2. Na Figura 3.4 é mostrada a

grandeza adimensional ηn(q) ≡ [εn(q)/εn(1)]L(7−3q)/(2−q) em função do parâmetro q para

números quânticos n = 1, 2, ..., 5. Podemos observar que εn(q) aumenta à medida que n

aumenta para qualquer que seja o valor de q. Porém, para q = 2, εn(q) diverge para todos

os valores de n.

1 . 0 1 . 2 1 . 4 1 . 6 1 . 8 2 . 01 0 0

1 0 1

1 0 2

1 0 3

� n(q)

q

n  =  5
n  =  4

n  =  3
n  =  2n  =  1

Figura 3.4: Grandeza adimensional ηn(q) = εn(q)/εn(1)L(7−3q)/(2−q), associada à solução da
equação de Schrödinger não linear NRT para o problema de uma part́ıcula em um poço de
potencial quadrado infinito unidimensional de largura L. A figura ilustra ηn(q) para números
quânticos n = 1, 2, ..., 5.

O campo ψ(x) é obtido substituindo a solução ϕ(x) dada pela Eq. (3.96) em (3.83b).

Escolhendo χ = (2− q)ε, obtém-se que

ψ(x) = [ϕ(x)]2−q. (3.98)

Para estas soluções, a densidade de probabilidade (3.75) torna-se:

ρ(x) =
Re
{

[SENq(2nτqx/L)](3−q)/(2−q)
}

L

∫ L

0

Re
{

[SENq(2nτqx/L)](3−q)/(2−q)]
}
dx

. (3.99)

Na Figura 3.5 é apresentada a densidade de probabilidade ρ(x) para uma part́ıcula em

um poço de potencial quadrado infinito de largura L nos casos (a) n = 1 e (b) n = 2

para valores de q = 1, 1.3 e 1.5. Para n = 1, ρ(x) é simétrica em torno de x = L/2, e
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possui um máximo neste ponto que torna-se mais acentuado para maiores valores de q

no intervalo ]1, 2[. Para n = 2, a correspondente densidade de probabilidade é nula em

x = L/2 e simétrica em torno deste ponto com máximos em x = L/4 e x = 3L/4. Observa-

se também que para maiores valores de q no intervalo ]1, 2[, a densidade de probabilidade

ρ(x) torna-se mais acentuada em torno dos pontos de máximo, uma consequência da não

linearidade do sistema. A aplicação deste formalismo pode ser útil em sistemas em que

as part́ıculas nos ńıveis de baixa energia possuem a mesma probabilidade para serem

encontradas em diferentes regiões e simetricamente localizadas em torno de uma região

central.

0 . 0 0 . 2 0 . 4 0 . 6 0 . 8 1 . 00 . 0
1 . 0
2 . 0
3 . 0
4 . 0 n  =  1

( a )

� (
x) 

L

x / L

q  =  1 . 0
q  =  1 . 5

q  =  1 . 8

0 . 0 0 . 2 0 . 4 0 . 6 0 . 8 1 . 00 . 0
1 . 0
2 . 0
3 . 0
4 . 0 n  =  2

( b )

� (
x) 

L

x / L

q  =  1 . 0
q  =  1 . 5
q  =  1 . 8

Figura 3.5: Densidade de probabilidade ρ(x) para uma part́ıcula em um poço de potencial
quadrado infinito de largura L e para valores q = 1.0, 1.5 e 1.8 nos estados (a) n = 1 e (b) n = 2.
Em (a), todas as densidades de probabilidade tem um máximo em x = L/2 e apresentam uma
simetria em torno deste ponto. Em (b), a simetria é preservada em torno de x = L/2 onde ρ(x)
é nulo neste ponto, e apresentam máximos em x = L/4 e x = 3L/4.

É importante ressaltar que a função ρ(x) seja positiva para poder ser interpretada

como uma densidade de probabilidade. Da Eq. (3.99), para 1 < q < 4/3, temos que

Re{[SENq(2nτqx/L)](3−q)/(2−q)} > 0, e consequentemente ρ(x) > 0. Esta condição também

pode ser satisfeita para outros valores de q fora deste intervalo devido às propriedades de

potenciação de números complexos. Por outro lado, para 4/3 < q < 2, temos que ρ(x) < 0,

o que representa situações que merecem ainda uma análise mais aprofundada. Conforme

os autores de [113] afirmam, tais casos podem ser comparados ao comportamento das

funções de Wigner, que são uma ferramenta importante para estudar a mecânica quântica

no espaço de fase. As funções de Wigner podem assumir valores negativos, portanto não

podem ser consideradas como distribuições de probabilidade simples, e portanto são de-

nominadas de “quase-distribuições” [144, 145, 146, 147, 148].
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Caṕıtulo 3: Dinâmica quântica q-deformada NRT

3.7 Operador evolução temporal q-deformado

Nesta e na próxima Seção, em uma contribuição nossa ao tema, propomos uma equiva-

lente equação de Schrödinger não linear NRT na formulação de ket de estados e analisamos

algumas de suas consequências.

Suponhamos que temos um sistema f́ısico cujo vetor de estado, ou ket de estado, no

instante de tempo t0 seja representado por |α〉q. Este ket de estado pertence ao espaço

vetorial de Hilbert, e pode evidentemente evoluir no tempo t.

A fim de desejarmos trabalhar com uma variável adimensional, ao invés do tempo t,

definimos a quantidade t̃ ≡ t/τ , com τ sendo uma constante com unidade de tempo. O fato

da q-adição, que será utilizada adiante, dever ser aplicada em quantidades sem unidades

f́ısicas nos leva a utilizar a quantidade adimensional t̃. Desta forma, o ket correspondente

ao instante de tempo t é representado por

|α, t̃0; t̃〉q, (t̃ > t̃0). (3.100)

Desde que o tempo é um parâmetro cont́ınuo, temos

lim
t̃→t̃0
|α, t̃0; t̃〉q = |α〉q, (3.101)

e que pode-se utilizar a notação abreviada

|α, t̃0; t̃0〉q = |α, t̃0〉q. (3.102)

Consideremos um operador evolução temporal infinitesimal deformado Ûq(t̃2, t̃1) defi-

nido por

|α, t̃⊕q dt̃〉q = Ûq(t̃⊕q dt̃, t̃)|α, t̃〉q (3.103)

onde t̃ ⊕q dt̃ = t̃ + dt̃ + (1 − q)t̃dt̃. Este operador deformado Ûq(t̃ ⊕q dt̃, t̃) satisfaz a

propriedade

lim
dt̃→0
Ûq(t̃⊕q dt̃, t̃) = 1̂. (3.104)

Podemos observar que o operador Ûq(t̃2, t̃1) obedece a propriedades de grupo. De fato,

seja

|α, t̃; t̃⊕q dt̃1〉q = Ûq(t̃⊕q dt̃1, t̃)|α, t̃; t̃〉q (3.105)

e aplicando o operador Ûq(t̃⊕q dt̃1 ⊕q dt̃2, t̃⊕q dt̃1) em ambos os lados da equação acima,

temos que

Ûq(t̃⊕q dt̃1 ⊕q dt̃2, t̃⊕q dt̃1)|α, t̃; t̃⊕q dt̃1〉q =

Ûq(t̃⊕q dt̃1 ⊕q dt̃2, t̃⊕q dt̃1)Ûq(t̃⊕q dt̃1, t̃)|α, t̃; t̃〉q.
(3.106)

Pela definição (3.103), o lado esquerdo da equação acima é igual a |α, t̃; t̃⊕q dt̃1 ⊕q dt̃2〉q,

72
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e assim, podemos escrever:

|α, t̃; t̃⊕q dt̃1 ⊕q dt̃2〉q = Ûq(t̃⊕q dt̃1 ⊕q dt̃2, t̃d⊕q t̃1)Ûq(t̃⊕q dt̃1, t̃)|α, t̃; t̃〉q. (3.107)

Por outro lado,

|α, t̃; t̃⊕q dt̃1 ⊕q dt̃2〉q = Ûq(t̃⊕q dt̃1 ⊕q dt̃2, t̃)|α, t̃; t̃〉q. (3.108)

Comparando as equações (3.107) e (3.108), obtemos

Ûq(t̃⊕q dt̃1 ⊕q dt̃2, t̃) = Ûq(t̃⊕q dt̃1 ⊕q dt̃2, t̃⊕q dt̃1)Ûq(t̃⊕q dt̃1, t̃), (3.109)

e fazendo t̃′1 = t̃, t̃′′ = t̃⊕q dt̃1, e t̃′′′ = t̃⊕q dt̃1 ⊕q dt̃2, mais compactamente temos

Ûq(t̃′′′, t̃′) = Ûq(t̃′′′, t̃′′)Ûq(t̃′′, t̃′). (3.110)

Seja Ω̂q o gerador de translações temporais deformadas, a aproximação até a primeira

ordem em dt̃ para Ûq(t̃⊕q dt̃, t̃) é

Ûq(t̃⊕q dt̃, t̃) = 1̂− iΩ̂qdt̃. (3.111)

A partir da propriedade dada pela Eq. (3.110) e a definição acima para o operador Ω̂q,

temos que

Ûq(t̃⊕q dt̃, t̃0) = Ûq(t̃⊕q dt̃, t̃)Ûq(t̃, t̃0)

=
(

1̂− iΩ̂qdt
)
Ûq(t̃, t̃0), (3.112)

ou ainda,
Ûq(t̃⊕q dt̃, t̃0)− Ûq(t̃, t̃0)

dt̃
= −iΩ̂qÛq(t̃, t̃0). (3.113)

O lado esquerdo da equação acima é uma das formas de se escrever a q-derivada Dq

(2.113). Esta derivada deformada torna-se uma interessante ferramenta para processos

que envolvem correlações na variável independente, neste caso, o parâmetro adimensio-

nal t̃. Conforme vimos no Caṕıtulo 2, a função q-exponencial é autofunção do operador

q-derivada Dq dada pela Eq. (2.113). No entanto, a função q-exponencial também é au-

tofunção do operador derivada deformada D̂q dado pela Eq. (2.131). Por conveniência,

usamos o ansatz que a q-derivada Dq pode ser trocada pela derivada deformada D̂q, ou

seja, nossas posśıveis soluções serão assumidas a serem funções do tipo q-exponencial. Este

ansatz justifica-se pelo fato da Eq. (3.111) ser a expansão da função q-exponencial em pri-

meira ordem, e onde esta é autofunção de ambos operadores Dq e D̂q (vide Eq. (2.132)).
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Consequentemente, a equação (3.113) pode ser reescrita como

D̂q,t̃Ûq(t̃, t̃0) = −iΩ̂qÛq(t̃, t̃0) (3.114)

onde Ω̂q é considerado independente do parâmetro t̃. A equação acima, pode também ser

reescrita em termos do operador derivada usual:

dÛq(t̃, t̃0)

dt̃
= −iΩ̂q[Ûq(t̃, t̃0)]q. (3.115)

A solução da equação diferencial não linear acima é

Ûq(t̃, t̃0) = expq

[
−iΩ̂q(t̃− t̃0)

]
. (3.116)

Decidindo dar agora um significado f́ısico à equação diferencial (3.115) e à sua solução

(3.116), consideremos a troca de t̃ por t. Neste caso, o operador Ω̂q deve ter unidade de

inverso de tempo ou de frequência. Uma vez que o operador hamiltoniano Ĥ é fisicamente

o gerador de translações temporais, e com o uso do postulado de de Broglie E = ~ω,

consideremos a mudança Ω̂q −→ Ĥ/~, e portanto, a Eq. (3.116) pode ser reescrita como

i~D̂q,tÛq(t, t0) = ĤÛq(t, t0). (3.117)

A equação acima que descreve a evolução temporal de Ûq(t, t0) nos leva imediatamente

a uma equação de Schrödinger não linear para o estado |α, t〉q. De fato, multiplicando

ambos os lados da equação acima por |α, t0〉q, obtemos que

i~D̂q,t|α, t〉q = Ĥ|α, t〉q, (3.118)

onde o operador de evolução temporal deformado é

Ûq(t, t0) = expq

[
−iĤ(t− t0)

~

]
. (3.119)

Fazendo t = τ(t̃ ⊕q dt̃) e t0 = τ t̃, podemos ver que o operador evolução temporal acima

satisfaz a propriedade dada pela Eq. (3.104) e é portanto localmente unitário. No entanto,

este operador evolução temporal é não unitário (Û †q Ûq 6= 1̂) para intervalos de tempo

não infinitesimais. A não unitariedade do operador evolução temporal Ûq(t, t0) pode ser

utilizada para descrever fenômenos de decoerência quântica, conforme afirma os autores

de [149]. Mais especificamente, decoerência quântica é o fenômeno associado a perda de

informação do estado inicial de um sistema f́ısico devido à interação com o ambiente. Isto

inclui (mas não está limitado a) ambas contribuições de dissipação e defasagem, tradi-

cionalmente conhecidas como processos de T1 e T2, respectivamente. Dissipação refere-se
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a processos em que as populações dos estados quânticos (representadas pelos elementos

da diagonal principal da matriz densidade) são modificadas por interações com o meio

ambiente, enquanto defasagem refere-se a processos aleatórios entre as fases relativas dos

estados quânticos (representadas pelos elementos fora da diagonal principal da matriz

densidade) (vide página 157 da referência [150] para mais detalhes). Ambos são causados

pelo emaranhamento do sistema com graus de liberdade do ambiente, levando a dinâmica

não unitária do sistema. O parâmetro q pode ser utilizado para medir a taxa de perda de

informação do sistema.

A exploração de outros operadores evolução temporal não unitários pode ser encon-

tradas na literatura. Por exemplo, em [106], a partir de uma anologia entre a equação de

Fokker-Planck não linear (3.9) e uma equação de Schrödinger não linear (equivalente à

Eq. (3.39) para o caso unidimensional e potencial nulo), Lavagno considerando a definição

Ψ(t) = Ûq(t, t0)Ψ(t0) (3.120)

introduz também um operador evolução temporal dado por

Ûq(t, t0) = expq

[
− i
~
Ĥ

t− t0
(Ψ(t0))q−1

]
=

[
expq

(
− i
~
Ĥ

t0 − t
(Ψ(t))q−1

)]−1

(3.121)

que difere de (3.119). A partir das expressões acima, podemos ver que a evolução temporal

do operador Ûq(t, t0) depende explicitamente do estado inicial e do estado final, e não

apenas da diferença de tempo t − t0. Este comportamento, similarmente como acontece

na equação de Fokker-Planck não linear, está relacionado a efeitos de memória [117]. Por

outro lado, em [151] Tirnakli et al. obtiveram o operador evolução temporal (3.119) em

um contexto similar ao que apresentamos aqui.

A Eq. (3.118) corresponde a uma equação de evolução temporal deformada para o

ket |α, t〉q na descrição de Schrödinger (consideraremos a aplicação da equação diferencial

deformada (3.118) sobre cada componente do vetor |α, t〉q). Esta equação pode ser apli-

cada para sistemas com hamiltonianos que tenham ou não análogos clássicos, como por

exemplo, uma part́ıcula de spin s em um campo magnético externo. Consequentemente,

seja {|n〉} a base ortonormal de autoestados do hamiltoniano Ĥ e En suas respectivas

energias, o efeito do operador evolução temporal é levar o estado |α, t0〉q = |α〉q a um

estado final, tal que

|α(t)〉q = |α, t〉q = expq

[
−iĤ(t− t0)

~

]
|α, t0〉q

=
∑
n

|n〉〈n|αq〉 expq

[
−iEn(t− t0)

~

]
. (3.122)
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Seja cn(t) ≡ 〈n|α〉q expq

[
−iEn(t− t0)

~

]
, observe que o estado |α, t〉q não está normalizado:∑

n |cn(t)|2 6= 1. Desta forma, os valores esperados devem ser tomados a partir da relação

〈Ω̂〉 =
q〈α(t)|Ω̂|α(t)〉q
q〈α(t)|α(t)〉q

. (3.123)

Para a função de onda Ψ(~x, t)/Ψ0 ≡ 〈~x|α, t〉q, a equação de onda de Schrödinger

deformada este estado é

i~D̂q,t

[
Ψ(~x, t)

Ψ0

]
= Ĥ

[
Ψ(~x, t)

Ψ0

]
. (3.124)

A equação de Schrödinger acima corresponde a definição do operador energia proposto

em [10]

i~
[

Ψ(~x, t)

Ψ0

]1−q
∂

∂t

[
Ψ(~x, t)

Ψ0

]
= Ĥ

[
Ψ(~x, t)

Ψ0

]
. (3.125)

Para um sistema com hamiltoniano

Ĥ =
1

2m
P̂ 2
q + V̂ (~x), (3.126)

e o usando o operador momento deformado também definido em [10]

P̂q

[
Ψ(~x, t)

Ψ0

]
= −i~

[
Ψ(~x, t)

Ψ0

]1−q
~∇
[

Ψ(~x, t)

Ψ0

]
(3.127)

temos que

i~
[

Ψ(~x, t)

Ψ0

]1−q
∂

∂t

[
Ψ(~x, t)

Ψ0

]
= − ~2

2m

[
Ψ(~x, t)

Ψ0

]1−q
~∇

{[
Ψ(~x, t)

Ψ0

]1−q
~∇
[

Ψ(~x, t)

Ψ0

]}

+V (~x)

[
Ψ(~x, t)

Ψ0

]
, (3.128)

e que resulta na equação de Schrödinger não linear NRT (3.39), demonstrando portanto

uma equivalência entre a equação de Schrödinger não linear na forma matricial (3.118) e

na forma acima originalmete proposta.

Equação de von Neumann q-deformada

Uma posśıvel conexão com a mecânica estat́ıstica não extensiva é apresentada a seguir.

Primeiramente, multiplicando a equação (3.122) por 〈~x|, temos que a função de onda pode

ser reescrita como

Ψ̄(~x, t) =

∫
d~x′Kq(~x, t; ~x

′, t0)Ψ̄(~x′, t0) (3.129)
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onde

Kq(~x, t; ~x
′, t0) =

∑
n

〈~x|n〉〈n|~x′〉 expq

[
−iEn(t− t0)

~

]

= 〈~x| expq

[
−iĤ(t− t0)

~

]
|~x′〉 (3.130)

é um propagador de Feymann deformado ou função de Green que diferente do caso usual,

onde a exponencial usual é trocada por uma q-exponencial.

Consideremos agora por simplicidade o caso t0 = 0 e a condição ~x′ = ~x. Segue que

Gq(t) ≡
∫
d~x′Kq(~x

′, t; ~x′, 0)

=

∫
d~x′
∑
n

|〈~x′|n〉|2 expq

(
−iEnt

~

)
=

∑
n

expq

(
−iEnt

~

)
(3.131)

onde Gq(t) é uma soma sobre todos estados posśıveis. Como no caso usual, a função de

partição é obtida trocando it/~ por um imaginário puro β [152], e assim, chegamos em

Zq =
∑
n

expq (−βEn) (3.132)

que corresponde a q-função de partição a menos de uma constante de normalização.

A equação de Schrödinger não linear naturalmente nos leva a uma equação de evolução

temporal deformada para o operador matriz densidade %̂ = |Ψ(t)〉〈Ψ(t)|, com |Ψ(t)〉 =

|α, t〉q e %̂nm = c∗n(t)cm(t), tal que

D̂q,t%̂ =
1

i~
[Ĥ, %̂] (3.133)

que corresponde a uma equação de von Neumann deformada. Seja i~L̂ ≡ [Ĥ, %̂], a solução

formada para (3.133) é dada por

%̂(t) = [1 + (1− q)L̂t]1/(1−q)+ %̂(0), (3.134)

originalmente proposta por Vidiella-Barranco et al. [130] para descrever processos de de-

coerência em mecânica quântica através de um tratamento dentro da mecânica estat́ıstica

não extensiva. Esta decoerência estaria relacionada a efeitos de memória e interações

de longo alcance (caracteŕıstica de processos não markovianos na qual a mecânica es-

tat́ıcia não extensiva torna-se uma importante ferramenta para descrevê-los). Em [130], a

Eq. (3.134) foi obtida através de ansatz sobre a solução do caso usual %̂(t) = exp(L̂t)%̂(0)

77
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trocando a função exponencial pela função q-exponencial. Aqui, obtemos que a equação de

von Neumann deformada e sua solução com o uso do operador L̂ são consequências diretas

da não linearidade presentes na equação de Schrödinger deformada dada pela Eq. (3.118).

3.8 Dinâmica não linear q-deformada para sistemas

de spin 1
2

Operador rotação q-deformado para sistema de spin 1
2

Como aplicação do operador evolução temporal deformado, investigamos o problema

de uma part́ıcula de spin 1
2

em um campo magnético externo, cuja dinâmica do sistema

obedece a equação de Schrödinger não linear NRT. Analisamos algumas propriedades da

dinâmica deste sistema e comparamos com o caso usual.

Desta forma, propomos um operador rotação q-deformado definido por

R̂q(φ) ≡ expq

(
−i

~J · ~φ
~

)
, (3.135)

com ~φ ≡ φφ̂, onde φ é o ângulo de rotação, e ~J é o gerador de rotações da qual são válidas

as relações de comutação para o momento angular

[Ĵi, Ĵj] = iεijk~Ĵk. (3.136)

Dada uma operação de rotação deformada R̂q(φ) sobre um estado |α〉q, o estado trans-

formado é representado por |α〉q,R, tal que

|α〉q,R = R̂q(φ)|α〉q. (3.137)

Consideremos como exemplo um rotação generalizada por um ângulo finito φ em torno

do eixo Oz. Para o ket |α〉q de um sistema de spin 1
2
, e com Ŝi = ~

2
σi, onde σi são as

matrizes de Pauli [152]

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
e σ3 =

(
1 0

0 −1

)
, (3.138)

temos que efeito da rotação neste estado é

|α〉q,R = R̂z,q(φ)|α〉q, (3.139)
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com

R̂z,q(φ) = expq

(
−iŜzφ

~

)
. (3.140)

Seja o estado inicialmente normalizado e dado por |α〉q = c+|+〉+ c−|−〉 (com |c+|2 +

|c−|2 = 1), temos que

|α〉q,R = expq

(
−iŜzφ

~

)
|α〉q = c+ expq

(
−iφ

2

)
|+〉+ c− expq

(
iφ

2

)
|−〉. (3.141)

A norma quadrática deste vetor de estado rotacionado é

||α||2q,R = q,R〈α|α〉q,R = (|c+|2 + |c−|2) expq

(
iφ

2

)
expq

(
−iφ

2

)
=

[
1 + (1− q)2φ

2

4

]1/(1−q)

+

= ρq(φ/2), (3.142)

onde utilizamos a Eq. (2.147) nesta última. Notemos que o efeito do operador R̂q(φ)

não altera a norma do estado para rotações infinitesimais δφ consideradas até a primeira

ordem. No entanto, uma vez que o operador rotação é não unitário, para uma rotação

finita sobre um estado |α〉q, o resultado é uma alteração da norma do próprio estado. Para

uma rotação deformada ~φ = φk̂, o vetor de estado rotacionado e devidamente normalizado

é

|ᾱ〉q,R =
1√

q,R〈α|α〉q,R
|α〉q,R

= c+e
iϕq(φ/2)|+〉+ c−e

−iϕq(φ/2)|−〉 (3.143)

onde

ϕq(φ/2) =

atan

(
(1− q)φ

2

)
1− q

(3.144)

de acordo com a expressão dada pela Eq. (2.148).

O efeito do operador (3.140) sobre o valor esperado de uma das compoentes Ŝi do spin

é

〈Ŝi〉 −→ 〈Ŝi〉q,R =
q,R〈α|Ŝi|α〉q,R
q,R〈α|α〉q,R

. (3.145)
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Calculemos a seguir o termo

〈Ŝx〉
′
q,R = q,R〈α|Ŝx|α〉q,R

= q〈α|R̂†z,q(φ)ŜxR̂z,q(φ)|α〉q

= q〈α| expq

(
iŜzφ

~

)
Ŝx expq

(
−iŜzφ

~

)
|α〉q. (3.146)

A partir da expansão em série de Taylor para a função q-exponencial [31]

expq(x) = 1 +
∞∑
n=1

Qn−1(q)

n!
xn, (3.147)

com Qn(q) =
n∏
k=1

[1 + (1− q)k], temos que

expq

(
±iŜzφ

~

)
|+〉 =

[
1̂ +

∞∑
n=1

Qn−1(q)

n!

(
±iŜzφ

~

)n]
|+〉

=

[
1̂ +

∞∑
n=1

Qn−1(q)

n!

(
±iφ

2

)n]
|+〉, (3.148)

ou ainda,

expq

(
±iŜzφ

~

)
|+〉 = expq

(
±iφ

2

)
|+〉. (3.149)

Similarmente

expq

(
±iŜzφ

~

)
|−〉 = expq

(
∓iφ

2

)
|−〉. (3.150)

Portanto

expq

(
iŜzφ

~

)
Ŝx expq

(
−iŜzφ

~

)
=

~
2

expq

(
iŜzφ

~

)
[|+〉〈−|+ |−〉〈+|] expq

(
−iŜzφ

~

)

=
~
2

expq

(
iφ

2

)
|+〉〈−| expq

(
iφ

2

)
+
~
2

expq

(
−iφ

2

)
|−〉〈+| expq

(
−iφ

2

)
. (3.151)

Das propriedades da função q-exponencial, podemos escrever que

[expq(±iφ/2)]2 = expq′(±iφ) (3.152)
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com q′ = (1 + q)/2, e assim

expq

(
iŜzφ

~

)
Ŝx expq

(
−iŜzφ

~

)
=

~
2

[
expq′(iφ)|+〉〈−|+ expq′(−iφ)|−〉〈+|

]
=

(
~
2

)
(|+〉〈−|+ |−〉〈+|) cosq′(φ)

+

(
i~
2

)
(|+〉〈−| − |−〉〈+|) senq′(φ)

= Ŝx cosq′(φ)− Ŝy senq′(φ). (3.153)

A partir das relações (2.146), segue que o resultado do operador (3.140) sobre o valor

esperado de Ŝx é

〈Ŝx〉 −→ 〈Ŝx〉′q,R = 〈Ŝx〉 cosq′(φ)− 〈Ŝy〉senq′(φ)

= ρq′(φ)
[
〈Ŝx〉 cos(ϕq′(φ))− 〈Ŝy〉sen(ϕq′(φ))

]
, (3.154)

onde obtemos das Eq.’s (2.147) e (2.148) que

ϕq′(φ) =
atan((1− q′)φ)

1− q′

=

atan

(
1− q

2
φ

)
1− q

2
= ϕ 1+q

2
(φ), (3.155)

e

ρ2
q′(φ) = [1 + (1− q′)2φ2]1/(1−q

′)

=

[
1 + (1− q)2φ

2

4

]2/(1−q)

+

=

[
1 +

(
1− q

2

)2

φ2

]2/(1−q)

+

= ρ2
1+q
2

(φ). (3.156)

Comparando as Eq.’s (3.142) e (3.156), temos que:

||α||2q,R = q,R〈α|α〉q,R = ρ 1+q
2

(φ) = ρq(φ/2). (3.157)
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Analogamente obtemos

〈Ŝy〉 −→ 〈Ŝy〉′q,R = 〈Ŝx〉senq′(φ) + 〈Ŝy〉 cosq′(φ)

= ρq′(φ)
[
〈Ŝx〉sen(ϕq′(φ)) + 〈Ŝy〉 cos(ϕq′(φ))

]
, (3.158)

e

〈Ŝz〉 −→ 〈Ŝz〉′q,R = ρq′(φ)〈Ŝz〉. (3.159)

Através do uso de uma matriz de rotação deformada, temos que: 〈Ŝx〉
′

〈Ŝy〉′

〈Ŝz〉′


q,R

=

 cosq′(φ) −senq′(φ) 0

senq′(φ) cosq′(φ) 0

0 0 1


 〈Ŝx〉〈Ŝy〉
〈Ŝz〉



= ρ 1+q
2

(φ)


cos(ϕ 1+q

2
(φ)) −sen(ϕ 1+q

2
(φ)) 0

sen(ϕ 1+q
2

(φ)) cos(ϕ 1+q
2

(φ)) 0

0 0 1


 〈Ŝx〉〈Ŝy〉
〈Ŝz〉

 . (3.160)

Substituindo as Eq.’s (3.157) e (3.160) em (3.145), obtemos que os valores esperados das

componentes de ~S para o estado de ket q-rotacionado |α〉q,R são dados por

 〈Ŝx〉〈Ŝy〉
〈Ŝz〉


q,R

=


cos(ϕ 1+q

2
(φ)) −sen(ϕ 1+q

2
(φ)) 0

sen(ϕ 1+q
2

(φ)) cos(ϕ 1+q
2

(φ)) 0

0 0 1


 〈Ŝx〉〈Ŝy〉
〈Ŝz〉

 . (3.161)

A partir das Eq.’s (3.144) e (3.155), podemos ver que para uma rotação q-deformada do

sistema em φ, o spin ~S rotaciona de um ângulo deformado ϕ 1+q
2

(φ) = 2ϕq(φ/2), enquanto

o ket de estado “rotaciona” em metade deste ângulo, i.e., ϕq(φ/2), similar ao caso usual.

Precessão q-deformada

Consideremos o operador evolução temporal deformado definido por:

Ûq(t, 0) ≡ expq

(
−iĤt

~

)
. (3.162)

Seja um sistema de dois ńıveis, o operador hamiltoniano do sistema é dado por

Ĥ = −
( e

mc

)
~S · ~B = ω0Ŝz, (3.163)

onde ω0 ≡ |e|B/mc é a frequência de Larmor. Para este problema, o operador evolução

temporal deformado é

Ûq(t, 0) = expq

(
−iŜzω0t

~

)
. (3.164)
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Comparando as Eq.’s (3.135) e (3.164), vemos que o operador evolução temporal defor-

mado tem a mesma forma de um operador rotação deformado, na qual o ângulo θ = ω0t

do primeiro corresponde ao ângulo φ do segundo.

De acordo com a Eq. (3.122), a evolução temporal do estado é

|α〉q,t = c+ expq

(
−iω0t

2

)
|+〉+ c− expq

(
iω0t

2

)
|−〉. (3.165)

Normalizando este vetor de estado, obtemos

|ᾱ〉q,t = c+e
iϕq(ω0t/2)|+〉+ c−e

−iϕq(ω0t/2)|−〉, (3.166)

com

θq(ω0t) =
atan [(1− q)ω0t/2]

1− q
. (3.167)

Por outro lado, da Eq. (3.161), vemos que a evolução temporal de cada um dos valores

esperados das componentes de ~S é

〈Ŝx〉t = 〈Ŝx〉0 cos[Θ 1+q
2

(ω0t)]− 〈Ŝy〉0 sen[Θ 1+q
2

(ω0t)], (3.168a)

〈Ŝy〉t = 〈Ŝx〉0 sen[Θ 1+q
2

(ω0t)] + 〈Ŝy〉0 cos[Θ 1+q
2

(ω0t)], (3.168b)

〈Ŝz〉t = 〈Ŝz〉0, (3.168c)

com

Θ 1+q
2

(ω0t) =
atan [(1− q)ω0t/2]

(1− q)/2
. (3.169)

Seja 〈~S〉t = 〈Ŝx〉tî+ 〈Ŝy〉tĵ + 〈Ŝz〉tk̂ e ~ω0 = ω0k̂, pode-se também verificar que

d〈~S〉t
dt

=

[
1

1 + 1
4
(1− q)2(ω0t)2

]
~ω0 × 〈~S〉t. (3.170)

Podemos portanto notar que devido à forma da fase (3.169), a precessão deformada do

spin não é periódica como no caso usual q = 1. Quando t→∞, temos que d〈~S〉t/dt→ 0,

e as componentes do spin x e y atingem os valores estacionários

lim
t→∞
〈Ŝx〉t = 〈Ŝx〉0 cos

(
π

1− q

)
− 〈Ŝy〉0 sen

(
π

1− q

)
, (3.171a)

lim
t→∞
〈Ŝy〉t = 〈Ŝx〉0 sen

(
π

1− q

)
+ 〈Ŝy〉0 cos

(
π

1− q

)
. (3.171b)

As fases do estado do vetor de estado θq(ω0t) e da precessão do spin Θ 1+q
2

(ω0t) estão

relacionados por Θ 1+q
2

(ω0t) = 2θq(ω0t), e recuperam o caso usual para q = 1 onde as

oscilações são periódicas tal que τket de estado = τprecessão = 4π/ω0.

A Figura 3.6 mostra os gráficos dos valores esperados 〈Ŝx〉t e 〈Ŝy〉t, assim como as taxas
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de variações temporais d〈Ŝx〉t/dt e d〈Ŝy〉t/dt, para q = 1.2 e condições iniciais 〈Ŝx〉0 = S0

e 〈Ŝy〉0 = 0. Conforme podemos ver, o spin do sistema inicialmente rotaciona, mas para

tempos muito longos (t � 2π/ω0) as evoluções de 〈Ŝx〉t e 〈Ŝy〉t não se cruzam devido

a perda de correlação. Esta decoerência pode ser interpretada como uma consequência

da evolução temporal do sistema descrita por um operador não unitário. Este modelo

teórico estudado aqui poderia ser uma alternativa, por exemplo, para descrever fenômenos

envolvendo relaxação e decoerência do spin eletrônico em pontos quânticos semicondutores

[153].
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Figura 3.6: Gráficos dos valores esperados 〈Ŝx〉t e 〈Ŝy〉t (em unidades da amplitude S0) para
q = 1.2 nos intervalos (a) 0 < ω0t/2π < 10 e (b) 101 < ω0t/2π < 103 em escala semilo-
garitmica. A condição inicial escolhida foi 〈Ŝx〉0 = S0 e 〈Ŝy〉0 = 0. As curvas d〈Ŝx〉t/dt e
d〈Ŝy〉t/dt (em unidades da amplitude ω0S0) são mostradas em (c), onde as curvas pontilhadas
são ±[1 + 1

4(1− q)(ω0t)
2]−1. Observa-se que 〈Ŝx〉t e 〈Ŝy〉t oscilam entre −1 e 1 até atingirem o

estado estacionário dado pelas Eq.’s (3.171) no limite t→∞.
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Caṕıtulo 4

Dinâmica quântica q-deformada

para um sistema com massa efetiva

Sistemas constitúıdos de part́ıculas com massa dependente da posição, i.e., uma massa

efetiva, têm sido discutidos por diversos pesquisadores nas últimas décadas. Aplicações

de tais sistemas podem ser encontradas em teoria de semicondutores [154], impurezas

de 4He em 3He ĺıquido [155, 156], óptica não linear [157, 158, 159], estudos de inversão

de potencial para moléculas de NH3 em teoria do funcional de densidade [160], f́ısica de

part́ıculas [161], e astrof́ısica [162].

Recentemente Costa Filho et al. [11, 32] introduziram um operador translação ge-

neralizado que produz deslocamento infinitesimais relacionados a q-álgebra [7, 8] dado

por

T̂γ(ε)|x〉 ≡ |x+ ε+ γxε〉, (4.1)

onde γ é um parâmetro com dimensão de inverso de comprimento. De acordo com os

autores, este operador leva a um gerador de translações espaciais correspondente a um

operador momento linear dado por1

p̂′q = (1̂ + γx̂)p̂, (4.2)

e consequentemente a uma part́ıcula com massa dependente da posição. Este operador

tem sido usado para resolver problemas de part́ıculas com massa dependente da posição no

formalismo quântico [163, 164, 165, 166]. Este formalismo tem sido aplicado para analisar

sistemas com massa efetiva em nanoestruturas [167, 168]. Mais especificamente, o confi-

namento quântico em nanoestruturas de Si e Ge foram investigadas experimentalmente,

e o tratamento teórico com o operador translação deformado tem levado a uma variação

na massa efetiva e um aumento na energia de confinamento. Os autores encontraram

uma relação entre o parâmetro γ e o diâmetro da nanoestrutura. Uma das caracteŕısticas

1 Originalmente, os autores denotaram o operador momento linear deformado por p̂γ . Aqui, por
questões que tornar-se-ão claras adiante, o denotaremos por p̂′q.
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de p̂′q está associada ao fato que este operador é não hermitiano. Mazharimousavi [169]

introduziu uma modificação no mesmo, de modo a torná-lo hermitiano.

Este Caṕıtulo tem como objetivo discutir as consequências da definição deste opera-

dor translação deformado, e que nos leva a introduzir uma outra formulação para uma

mecânica quântica q-deformada. Diferentemente da equação de Schrödinger não linear

NRT, discutida no Caṕıtulo 3, a formulação que desenvolveremos aqui é constitúıda por

equações lineares em termos de operadores q-deformados apresentados no Caṕıtulo 2.

Desta forma, iniciaremos este Caṕıtulo fazendo uma breve revisão sobre operadores

hamiltonianos de sistemas com massa dependente da posição. Em seguida, propomos uma

modificação no operador translação Eq. (4.1) e uma demonstração alternativa para o gera-

dor de translações infinitesimais. Introduzimos também um operador espaço generalizado

que torna válida a relação de comutação canônica com o operador momento linear genera-

lizado. Estes operadores constituem uma transformação canônica que mapeia um part́ıcula

com massa constante em uma outra com massa dependente da posição. Analisamos algu-

mas consequências dos análogos clássicos para os operadores generalizados, e examinamos

como o formalismo da mecânica clássica de sistemas com massa dependente da posição

é recuperado a partir do formalismo quântico (prinćıpio da correspondência). Também

analisamos o teorema de Ehrenfest que é uma importante ferramenta para comparar os

resultados obtidos nos formalismos clássico e quântico de sistemas f́ısicos, inclusive aque-

les com massa dependente da posição. Investigamos algumas caractert́ısticas da função de

onda para sistemas com massa dependente da posição e desenvolvemos uma aproximação

semiclássica. Apresentamos também uma teoria clássica de campos para discutir esta for-

mulação de uma dinâmica quântica q-deformada linear.

4.1 Operadores hamiltonianos para sistemas com

massa dependente da posição

Na descrição matemática de sistemas quânticos com massa dependente da posição,

os operadores massa m∗ = m(~r ) e momento linear ~p = −i~~∇ não comutam, i.e.,

[m∗(~r), ~p ] 6= 0 (a estrela será omitida a partir de agora por simplicidade). Consequen-

temente, a generalização do operador energia cinética padrão T̂ = 1
2m0

~p 2 para sistemas

com massa dependente da posição não é trivial. Isto deve-se à necessidade da escolha

de ordenação entre os operadores massa e momento linear para que a hermiticidade do

operador energia cinética seja assegurada. Além desta restrição, outros problemas preci-

sam de atenção tais como a invariância de Galileu relacionada com o teorema de Barg-

mann e as regras de conexão para as funções de onda em uma heterojunção abrupta

[170, 171, 172, 173].

Existem várias formas de definir o operador energia cinética. Uma forma generalizada
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para este operador foi primeiramente sugerida por O. von Roos [154], que é dada por:

T̂ =
1

4

{
[m(~r)]α ~p [m(~r)]β ~p [m(~r)]δ + [m(~r)]δ ~p [m(~r)]β ~p [m(~r)]α

}
. (4.3)

As constantes α, β e δ, conhecidas como parâmetros de ambiguidade de von Roos, podem

em geral ser escolhidas arbitrariamente, mas devem satisfazer a condição de v́ınculo

α + β + δ = −1. (4.4)

Pode-se verificar facilmente que o operador energia cinética (4.3) é hermitiano. Desta

forma, seja o operador energia potencial V̂ = V̂ (~r, t), tem-se que o operador hamiltoniano

Ĥ = T̂ + V̂ também é hermitiano. A descrição de sistemas f́ısicos através de operadores

hermitianos lineares possuem algumas vantagens tais como: autovalores reais, autofunções

que formam um conjunto completo de funções ortogonais, e conservação da probabilidade

[174].

Alguns dos operadores energia cinética T̂ mais proeminentes na literatura são casos

particulares do operador (4.3). Citemos alguns deles:

(i) Ben Daniel e Duke (BDD) [175]:

T̂BDD =
1

2
p̂

1

m
p̂ (α = δ = 0, β = −1). (4.5)

(ii) Gora e Williams (GW) [176]:

T̂GW =
1

4

(
p̂2 1

m
+

1

m
p̂2

)
(α = −1, δ = β = 0). (4.6)

(iii) Zhu e Kroemer (ZK) [177]:

T̂ZK =
1

2

(
1√
m
p̂2 1√

m

) (
α = δ = −1

2
, β = 0

)
. (4.7)

(iv) Li e Kuhn (LK) [178]:

T̂LK =
1

4

(
p̂

1√
m
p̂

1√
m

+
1√
m
p̂

1√
m
p̂

) (
α = 0, β = δ = −1

2

)
. (4.8)

Em [179], Morrow et al. mostraram que o único caso admissivelmente viável que satisfaz

as condições de continuidade da função de onda nas fronteiras de uma heterojunção de

dois cristais é α = δ. Isto implica que a condição de v́ınculo para os parâmetros de

ordenamento se reduzem a

2α + β = −1. (4.9)
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Uma classificação completa dos diferentes operadores energia cinética pode ser encontrada

em [180].

Na maioria dos trabalhos teóricos relacionados a sistemas com massa dependente da

posição, o principal objetivo é obter as autofunções e os ńıveis de energia da equação de

Schrödinger ou de suas generalizações relativ́ısticas, tais como a equação de Klein-Gordon

ou a equação de Dirac, para sistemas com uma certa função da massa dependente da

posição submetida a um potencial espećıfico [181, 182, 183, 184, 185, 186, 187, 188, 189,

190].

Geralmente, estas equações de onda para um sistema com massa dependente da posição

são equações diferenciais lineares não homogêneas. A partir da aplicação de métodos

como transformação canônica de ponto [191, 192, 193, 194, 195], mecânica quântica su-

persimétrica [196, 197, 198] ou integração numérica [199, 200, 201], soluções de equações

de onda para diferentes funções de massa têm sido obtidas para diversos potenciais de

interesse.

De forma a introduzir o método de transformação canônica o qual estamos interessados

neste Caṕıtulo, consideremos o operador hamiltoniano de um sistema unidimensional com

massa dependente da posição

Ĥ =
1

2
[m(x̂)]a p̂ [m(x̂)]2b p̂ [m(x̂)]a + V (x̂), 2a+ 2b = −1. (4.10)

Na representação {|x̂〉}, temos que p̂ = −i~ d
dx

, e

[p̂, F (x̂)] = −i~dF (x̂)

dx̂
. (4.11)

A relação de comutação acima permite que possamos escrever o operador hamiltoniano

(4.10) como [202]

Ĥ =
1

2m
p̂2 +

i~
2m

m′

m
p̂− ~2

2m

( a

m2

)
[mm′′ − (2 + a)(m′)2] + V

= α1
d2

dx2
+ α2

d

dx
+ α3, (4.12)

com

α1 = − ~2

2m
, α2 = −α1

(
m′

m

)
= α′1, α3 = α1

( a

2m

)
[mm′′ − (2 + a)(m′)2] + V,

(4.13)

m = m(x), m′ = dm/dx e V = V (x).

A equação de autovalores

Ĥψ(x) = Eψ(x), (4.14)
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para o hamiltoniano (4.10) torna-se

α1
d2ψ(x)

dx2
+ α2

dψ(x)

dx
+ α3ψ(x) = Eψ(x). (4.15)

Consideremos primeiramente as autofunções acima escritas como ψ(x) = f(x)ϕ(x), onde

f(x) e ϕ(x) são duas funções a serem determinadas, tal que∫ xf

xi

|ψ(x)|2dx =

∫ xf

xi

|f(x)ϕ(x)|2dx = 1. (4.16)

Notando que
dψ(x)

dx
=
df(x)

dx
ϕ(x) + f(x)

dϕ(x)

dx
, (4.17)

e
d2ψ(x)

dx2
=
d2f(x)

dx2
ϕ(x) + 2

df(x)

dx

dϕ(x)

dx
+ f(x)

dϕ(x)

dx2
, (4.18)

temos que a Eq. (4.15) torna-se:

α1
d2ϕ(x)

dx2
+

(
2α1

f(x)

df(x)

dx
+ α2

)
dϕ(x)

dx
+

(
α1

f(x)

d2f(x)

dx2
+

α2

f(x)

df(x)

dx
+ α3

)
ϕ(x) = Eϕ(x).

(4.19)

Seja agora a mudança de variável independente x −→ y = y(x), temos que:

dϕ(x)

dx
=
dy

dx

dϕ(y)

dy
(4.20)

e
d2ϕ(x)

dx2
=
d2y

dx2

dϕ(y)

dy
+

(
dy

dx

)2
d2ϕ(y)

dy2
. (4.21)

Substitutindo as Eq.’s (4.20) e (4.21) em (4.19), obtemos:

α1

(
dy

dx

)2
d2ϕ(y)

dy2
+

[
α1
d2y

dx2
+

(
2α1

f(x)

df(x)

dx
+ α2f(x)

)
dy

dx

]
dϕ(y)

dy

+

(
α1

f(x)

d2f(x)

dx2
+

α2

f(x)

df(x)

dx
+ α3

)
ϕ(y) = Eϕ(y). (4.22)

Para que a equação acima represente uma equação de autovalores de uma part́ıcula com

massa constante na representação {|ŷ〉}, consideremos

α1

(
dy

dx

)2

= − ~2

2m0

, (4.23a)

e

α1
d2y

dx2
+

(
2α1

f(x)

df(x)

dx
+ α2f(x)

)
dy

dx
= 0. (4.23b)
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Da Eq. (4.23a), obtemos que dy/dx = [m(x)/m0]1/2, ou ainda,

y(x) =

∫ [
m(x)

m0

]1/2

dx+ y0, (4.24)

onde y0 é uma constante de integração. Uma vez que

d2y

dx2
=

1

2m0

[
m(x)

m0

]−1/2
dm(x)

dx
, (4.25)

da Eq. (4.23b), obtemos
1

4

1

m(x)

dm(x)

dx
=

1

f(x)

df(x)

dx
, (4.26)

ou ainda,

f(x) =

[
m(x)

m0

]1/4

. (4.27)

Portanto, substituindo as condições (4.23) e a Eq. (4.27) em (4.22), obtemos que a equação

de autovalores para uma part́ıcula com massa constante m0 na representação {|ŷ〉} é

Ĥ
(a)
ef ϕ(y) = − ~2

2m0

d2ϕ(y)

dy2
+ V

(a)
ef (y)ϕ(y) = Eϕ(y), (4.28)

onde V
(a)

ef é uma energia potencial efetiva dada por:

V
(a)

ef = V − ~2

2m

(
a+

1

4

)[
m′′

m
−
(
a+

7

4

)(
m′

m

)2
]
. (4.29)

A função V
(a)

ef depende da massa m e do potencial V , ambos na representação {|ŷ〉}. Se a

massa m for constante, então temos V
(a)

ef = V . Em geral, m(x) pode levar a um potencial

efetivo V
(a)

ef (y) que torna nova equação (4.28) tão complicada quanto a Eq. (4.15) para

o operador hamiltoniano (4.10). Desta forma, tem-se que a principal simplificação deste

método é a transformação de um hamiltoniano Ĥ de um sistema com massa dependente

da posição m no espaço {|x̂〉} em um hamiltoniano Ĥ
(a)
ef com massa constante no espaço

{|ŷ〉}, cuja relação y = y(x) depende da função massa m(x) de acordo com a Eq. (4.24).

Os campos ψ(x) e ϕ(y(x)) estão relacionados através da equação

ψ(x) =

[
m(x)

m0

]1/4

ϕ(x), (4.30)

e que satisfazem às condições de normalização∫ xf

xi

|ψ(x)|2dx =

∫ xf

xi

[
m(x)

m0

]1/2

|ϕ(x)|2dx = 1←→
∫ yf

yi

|ϕ(y)|2dy = 1. (4.31)
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Portanto a obtenção das autofunções de Ĥ nos permite obter as autofunções de Ĥ
(a)
ef e

vice-versa. Além disso, os sistemas correspondentes às Eq.’s (4.14) e (4.28) apresentam os

mesmos autovalores E, i.e., Ĥ e Ĥ
(a)
ef são operadores isoespectrais.

A partir da Eq. (4.29), notemos que em geral V
(a)

ef (y) 6= V (y). No entanto alguns casos

especiais podem ser de interese. Por exemplo, para a = −1/4, temos que V
(−1/4)

ef (y) = V (y)

para qualquer função massa m = m(x) bem definida. Por outro lado, uma famı́lia de

massas para a condição V
(a)

ef (y) = V (y) pode ser obtida desde que seja satisfeita a condição

m′′

m
=

(
a+

7

4

)(
m′

m

)2

. (4.32)

Fazendo q = a+ 7/4, podemos reescrever a equação acima como

m′′

m′
= q

m′

m
. (4.33)

Integrando a equação diferencial acima, obtemos m′/mq = constante. Realizando mais

uma integração, obtemos:

m(x) = m0[1 + (1− q)λx]1/(1−q) = m0 expq(λx), (4.34)

onde m0 e λ são constantes. Um caso particular ocorre para a = −1/4, ou seja, q = 3/2.

Neste caso, a função massa torna-se

m(x) =
m0

(1 + γx)2
, (4.35)

sendo γ ≡ −λ/2. Para a função massa acima, a transformação canônica de ponto descrita

através da função y(x), dada pela Eq. (4.24), torna-se

y(x) =

∫
dx

1 + γx
=

ln(1 + γx)

γ
, (4.36)

onde consideramos a constante y0 = 0. Podemos concluir que a função q-exponencial pode

ser utilizada para descrever sistemas com massa dependente da posição. Em particular,

massas dependentes da posição na forma (4.34) estão associadas à transformação canônica

entre um sistema com massa dependente da posição para outro com massa constante no

caso trivial V
(a)

ef (y) = V (y). Em seguida, reobtemos a transformação de coordenadas

x −→ y = y(x) e a função massa (4.35) associados ao caso a = −1/4 em um contexto

diferente.
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4.2 Operadores translação, momento linear e espaço

generalizados hermitianos

Introduzimos um fator de fase não normalizado [33] na Eq. (4.1) de modo que

T̂q(ε)|x〉 ≡ expq

[
ig(x)ε

~

] ∣∣∣∣x+ ε+
1− q
ξ

xε

〉
= expq

[
ig(x)ε

~

]
|ξ(x̃⊕q ε̃)〉, (4.37)

onde g(x) é uma função cont́ınua com dimensão de momento linear (g(x) = 0 recupera

a Eq.(4.1)), ε é um deslocamento infinitesimal, ξ é um comprimento caracteŕıstico, e

x̃ ≡ x/ξ é uma posição adimensional. O śımbolo γ na Eq. (4.1), como aparece em [11], foi

trocado aqui por

γq ≡
1− q
ξ

, (4.38)

uma vez que a q-adição deve ser usada com variáveis adimensionais. O caso usual é

recuperado para q → 1 (γq → 0).

A mecânica estat́ıstica não extensiva, proposta por Tsallis e desenvolvida por vários

cientistas de diversos páıses do mundo, tem se mostrado nas últimas décadas uma teoria

com grande potencial de aplicabilidade na área de sistemas complexos, e cujo ı́ndice

entrópico q tem apresentado diversas interpretações f́ısicas. Por exemplo, Tsallis e Lyra

em [203] associam q com dimensões fractais. Lutz em [204] calcula analiticamente q em

função de parâmetros da difusão anômala. No artigo [205], Burgala e Vinhas relacionam

q com parâmetros da heliosfera. Diversas outras interpretações do parâmetro q podem ser

encontradas em [9]. Conforme apresentaremos ao longo desta Tese, em muitas de nossas

aplicações o parâmetro γq estará relacionado a um “volume” t́ıpico L do sistema de forma

que γqL ∼ 1, ou ainda,

1− q ∝ ξ

L
. (4.39)

Desta forma podemos interpretar 1 − q como uma medida de acoplamento entre o com-

primento caracteŕıstico ξ e o volume L do sistema, e consequentemente uma medida de

correlação entre a posição x e os deslocamentos ε da part́ıcula. Quanto menor for o va-

lor de ξ em relação a L, o que torna os deslocamentos aproximadamente lineares, mais

próximo será o valor do parâmetro q de 1.

As funções q-exponencial de um número imaginário puro foram utilizadas para defi-

nir as funções trigonométricas generalizadas [31], como vimos no Caṕıtulo 2, e que po-

dem ser escritas como expq(±ix) = ρq(x) exp1[±iφq(x)], com ρq(x) e φq(x) dados pelas

Eq.’s (2.147) e (2.148), respectivamente. Para q = 1, recupera-se a função exponencial

usual e o fator q-exponencial reduz-se a um fator de fase usual com norma unitária.
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Similarmente ao operador definido por Eq. (4.1), T̂q(ε) também forma um grupo, i.e.,

T̂q(ξdx̃1)T̂q(ξdx̃2)|0〉 = T̂q(ξ(dx̃1 ⊕q dx̃2))|0〉. (4.40)

A aplicação do operador T̂q(ε) repetida n vezes no estado |0〉 da base |x̂〉 leva a

T̂ nq (ε)|0〉 = expq

[
n�q

ig(x)ε

~

]
|n�q ε〉, (4.41)

onde n�q x é o produto generalizado dado pela Eq. (2.76).

Analisemos a seguir o efeito do operador T̂q sobre um vetor de estado |ψ〉. Seja |ψε〉 ≡
T̂q(ε)|ψ〉, temos que

|ψε〉 = T̂q(ε)
∫
|x′〉〈x′|ψ〉dx′ =

∫
expq

[
ig(x′)ε

~

]
|x′ + ε+ γqx

′ε〉〈x′|ψ〉dx′. (4.42)

A partir da mudança de variável x′′ = x′ + ε + γqx
′ε, onde x′ = (x′′ − ε)/(1 + γqε) e

dx′′ = (1 + γqε)dx
′, obtemos que

|ψε〉 =

∫
expq

[
iε

~
g

(
x− ε

1 + γqε

)]
|x̃′′〉

〈
x′′ − ε
1 + γqε

∣∣∣∣ψ〉 dx′′

1 + γqε
. (4.43)

Dada a função de estado ψ(x) = 〈x|ψ〉, a função de estado q-transladada é dada por:

ψε(x) ≡ 〈x|T̂q(ε)|ψ〉 =

∫
expq

[
iε

~
g

(
x− ε

1 + γqε

)]
〈x|x̃′′〉

〈
x′′ − ε
1 + γqε

∣∣∣∣ψ〉 dx′′

1 + γqε

=

∫
expq

[
iε

~
g

(
x− ε

1 + γqε

)]
δ(x′′ − x)ψ

(
x′′ − ε
1 + γqε

)
dx′′

1 + γqε

=
1

1 + γqε
expq

[
iε

~
g

(
x− ε

1 + γqε

)]
ψ

(
x− ε

1 + γqε

)
=

1

1 + γqε
expq

[
iε

~
g (ξ(x̃	q ε̃))

]
ψ(ξ(x̃	q ε̃). (4.44)

Consideremos a seguir uma simples aplicação: seja |ψ〉 um estado representado na base

{|x̂〉} por uma função q′-gaussiana normalizada e centrada em x = 0, dada por [69]

ψq′,ε(x) =
1√

2C2
q′σ

2
expq′

(
− x2

2σ2

)
, (4.45)
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com

Cq′ =



2
√
πΓ
(

1
1−q′

)
(3− q′)

√
1− q′Γ

(
3−q′

2(1−q′)

) , q′ < 1

√
π, q′ = 1

2
√
πΓ
(

3−q′
2(q′−1)

)
√
q′ − 1Γ

(
1

q′−1

) , 1 < q′ < 3

(4.46)

O efeito de T̂q(ε) em |ψ〉 leva à função de estado:

ψε(x) =
1√

2C2
q′σ

2
q

expq′

[
−(x− ε)2

2σ2
q

]
expq

[
iε

~
g

(
x− ε

1 + γqε

)]
, (4.47)

com σq = σ|1 + γqε|, a qual é normalizada para uma aproximação até a primeira ordem

em ε. Se g(x) = 0, o efeito de T̂q(ε) no pacote q′-gaussiano produz um desvio ε em x

e um aumento na sua largura para |1 + γqε| > 1, ou diminuição para |1 + γqε| < 1.

Como podemos observar, as funções ψq′,ε permacem normalizadas. A Figura 4.1 mostra o

efeito do operador translação deformado sobre o pacote q′-gaussiano (4.45) para valores

do parâmetro q′ = 1.0, 0.5, 2.0 e 2.5, com g(x) = 0, ε/σ = 1.0, γqσ = 0, 0.2, e −0.2.
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Figura 4.1: Curvas q′-gaussianas para valores de (a) q′ = 1.0 (caso usual), (b) 0.5, (c) 2.0 e (d)
2.5, com g(x) = 0, γqσ = 0, 0.2 e −0.2, e ε = σ. A curva ψq′(x) é mostrada de forma pontilhada
para comparação.
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A Eq. (4.40) naturalmente sugere a definição

T̂q(ε) ≡ expq

(
−iεp̂q

~

)
, (4.48)

onde p̂q é o gerador de translações infinitesimais generalizado. Expandindo T̂q(ε) até a

primeira ordem em ε, obtemos que

T̂q(ε) = 1̂− iεp̂q
~

+ ... (4.49)

Façamos a seguir, a expansão em série de Taylor da função ψ
(

x−ε
1+γqε

)
em torno de x.

Temos que:

ψ

(
x− ε

1 + γqε

)
= ψ(x) +

[(
x− ε

1 + γqε

)
− x
]
dψ(x)

dx
+ ...

= ψ(x)− ε
(

1 + γqx

1 + γqε

)
dψ(x)

dx
+ ...

= ψ(x)− ε(1− γqε+ ...)(1 + γqx)
dψ(x)

dx
+ ...

= ψ(x)− ε(1 + γqx)
dψ(x)

dx
+ ... (4.50)

Desta forma, temos que a expansão até a primeira ordem em ε da função de estado

transladada ψε(x) dada pela Eq. (4.44) é

ψε(x) = (1− γqε+ ...)(1 + εC + ....)

[
ψ(x)− ε(1 + γqx)

dψ

dx
+ ...

]
= ψ(x)−

[
γqψ(x) + (1 + γqx)

dψ

dx
− Cψ(x)

]
ε+ ..., (4.51)

onde C é uma constante obtida a partir da expansão de expq(ig(x)ε/~) em potências de

ε. Substituindo as Eq.’s (4.49) e (4.51) na Eq. (4.44), temos que

ψ(x)− iε

~
〈x|p̂q|ψ〉+ ... = ψ(x)− γqψ(x)ε− (1 + γqx)

dψ

dx
ε+ Cψ(x)ε+ ...

ou ainda,

〈x|p̂q|ψ〉 = −i~γqψ(x)− i~(1 + γqx)
dψ

dx
+ i~Cψ(x)

= −i~ d
dx

[(1 + γqx)ψ(x)] + i~Cψ(x), (4.52)

cujo operador p̂q pode ser explicitamente escrito como

p̂q = p̂(1 + γqx̂) + i~C1̂. (4.53)
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Ao impor que p̂q seja um operador hermitiano, obtemos C = γq/2. Portanto

p̂q = p̂(1̂ + γqx̂) +
1

2
i~γq1̂ = (1̂ + γqx̂)p̂− 1

2
i~γq1̂, (4.54)

i.e.,

p̂q =
(1̂ + γqx̂)p̂

2
+
p̂(1̂ + γqx̂)

2
, (4.55)

com [x̂, p̂] = i~1̂.

Seja a derivada deformada dada pela Eq. (2.113), reescrita convenientemente na forma

Dγq ≡ (1 + γq)
d

dx
. (4.56)

Temos que o efeito do operador p̂q sobre um estado |ψ〉 na base {|x̂〉} é

〈x|p̂q|ψ〉 = −i~(1 + γqx)
dψ(x)

dx
− 1

2
i~γqψ(x)

= −i~Dγqψ(x)− 1

2
i~γqψ(x), (4.57)

o que difere do efeito do operador não hermitiano p̂′q sobre o estado |ψ〉 na base {|x̂〉}:

〈x|p̂′q|α〉 = −i~Dγqψ(x). (4.58)

Usando a propriedade dada pela Eq. (4.11) com F (x̂) = (1̂ + γqx̂)1/2, temos que

[p̂, (1̂ + γqx̂)1/2] = −1

2
i~γq(1̂ + γqx̂)−1/2, (4.59)

ou seja,

p̂(1̂ + γqx̂)1/2 = (1̂ + γqx̂)1/2p̂− 1

2
i~γq(1̂ + γqx̂)−1/2. (4.60)

A partir destas relações, podemos reescrever a Eq. (4.54). De fato, temos que:

p̂q = p̂(1̂ + γqx̂) +
1

2
i~γq1̂

= p̂(1̂ + γqx̂)1/2(1̂ + γqx̂)1/2 +
1

2
i~γq1̂

=

[
(1̂ + γqx̂)1/2p̂− 1

2
i~γq(1̂ + γqx̂)−1/2

]
(1̂ + γqx̂)1/2 +

1

2
i~γq1̂

= (1̂ + γqx̂)1/2 p̂ (1̂ + γqx̂)1/2. (4.61)

Portanto uma relação útil que nos dá o efeito do operador p̂q sob o estado |ψ〉 é:

〈x|p̂q|ψ〉 =
√

1 + γqx

(
~
i

d

dx

)[√
1 + γqxψ(x)

]
. (4.62)
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Uma consequência imediata do fato de trabalharmos com um operador p̂q hermitiano

é que seus autovalores são reais. A equação de autovalores e autoestados

p̂q|ψ〉 = ~k|ψ〉, (4.63)

fica escrita na base {|x̂〉} como

− i~(1 + γqx)
dψk
dx
− i~γq

2
ψk(x) = ~kψk(x), (4.64)

onde utilizamos a Eq. (4.57), e que ψk(x) = 〈x|ψ〉 são as autofunções de p̂q na base {|x̂〉}.
Esta equação é separável, e pode ser reescrita na forma

dψk
ψk

= i
(
k + i

γq
2

) dx

1 + γqx
. (4.65)

Integrando a equação acima, obtemos ψk(x):

lnψk(x) = i
(
k + i

γq
2

) ln(1 + γqx)

γq
+ constante, (4.66)

ou seja,

ψk(x) = A exp

[
i

(
k +

iγq
2

)
ln(1 + γqx)

γq

]
= A exp

[
ik

ln(1 + γqx)

γq

]
exp

[
−1

2
ln(1 + γqx)

]
=

A√
1 + γqx

exp

[
ik

ln(1 + γqx)

γq

]
=

A√
1 + (1− q)x/ξ

[
expq

(
x

ξ

)](ikξ)

=
A√

1 + (1− q)x/ξ
expq

[
(ikξ)�q

(
x

ξ

)]
, (4.67)

onde utilizamos as relações dadas pelas Eq.’s (2.77) e (4.38). Desta forma, obtemos as

autofunções do operador momento linear p̂q.

Desejando explorar mais algumas algumas caracteŕısticas do operador p̂q, seja x̂q =

x̂q(x̂) o seu operador espaço canonicamente conjugado, i.e., [x̂q, p̂q] = i~1̂, e a partir da

Eq. (4.54), segue que

i~1̂ =

[
x̂q(x̂), p̂(1̂ + γqx̂) +

1

2
i~γq1̂

]
= [x̂q(x̂), p̂] + [x̂q(x̂), γqp̂x̂]

= [x̂q(x̂), p̂] + γq[x̂q(x̂), p̂]x̂+ γqp̂[x̂q(x̂), x̂]

= [x̂q(x̂), p̂](1̂ + γqx̂), (4.68)
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onde esta última pode ser escrita como

i~(1̂ + γqx̂)−1 = i~
dx̂q(x̂)

dx̂
. (4.69)

Integrando a última equação com x̂q(x̂ = 0) = 0, obtemos

x̂q =
ln(1̂ + γqx̂)

γq
= ξ ln[expq(x̂/ξ)], (4.70)

que tem a mesma forma do q-número dado pela Eq. (2.85). Portanto vemos que a mudança

de espaço x̂q −→ x̂ leva uma adição usual de duas posições no espaço deformado {|x̂q〉} em

uma q-adição de duas posições no espaço usual {|x̂〉}, i.e., (x′q/ξ) + (xq/ξ) −→ (x′/ξ)⊕q
(x/ξ).

Enfatizamos um resultado importante: uma vez que os operadores espaço e momento li-

near deformados, x̂q e p̂q, são canonicamente conjugados, estes formam uma transformação

canônica (x̂q, p̂q) −→ (x̂, p̂). A partir das Eq.’s (4.55) e (4.70), temos que a transformação

canônica é 
p̂q =

(1 + γqx̂)p̂

2
+
p̂(1 + γqx̂)

2
,

x̂q =
ln(1 + γqx̂)

γq
= ξ ln

[
expq(x̂/ξ)

]
.

(4.71)

Transformações similares a esta, utilizando os operador momento linear não hermitiano

(4.2) e operador posição deformado (4.70), i.e. (x̂, p̂′q)←→ (x̂q, p̂), foram utilizadas em [32].

Em uma linha diferente, discutiremos a seguir as implicações f́ısicas desta transformação

canônica (x̂q, p̂q) −→ (x̂, p̂) nos formalismos clássico e quântico.
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4.3 Equações lineares q-deformadas da dinâmica

no formalismo quântico

Consideremos um sistema quântico descrito pelo operador hamiltoniano K̂(x̂q, p̂q) na

base de coordenadas {|x̂q〉}. Para o estado |α(t)〉, a equação de Schrödinger é

i~
∂

∂t
|α(t)〉 = K̂(x̂q, p̂q)|α(t)〉 (4.72)

onde consideraremos

K̂(x̂q, p̂q) =
1

2m0

p̂2
q + V (x̂q), (4.73)

i.e., um sistema de massa constante m0 em um espaço deformado e submetida a um

potencial independente do tempo V (x̂q). Seja Φ(xq, t) ≡ 〈xq|α(t)〉, então a equação de

Schrödinger torna-se:

i~
∂Φ(xq, t)

∂t
= − ~2

2m0

∂2Φ(xq, t)

∂x2
q

+ V (xq)Φ(xq, t). (4.74)

Para Φ(xq, t) = ϕ(xq)e
−iEt/~, onde ϕ(xq) é a função de estado na base {|x̂q〉}, temos a

seguinte equação de Schrödinger independente do tempo:

− ~2

2m0

d2ϕ(xq)

dx2
q

+ V (xq)ϕ(xq) = Eϕ(xq). (4.75)

Evidentemente, sendo a densidade de probabilidade %(xq, t) = |Φ(xq, t)|2, para a equação

de onda (4.74), torna-se válida a equação de continuidade

∂%(xq, t)

∂t
= −∂J (xq, t)

∂xq
, (4.76)

com a densidade de corrente dada por

J (xq, t) ≡ Re

{
Φ∗(xq, t)

(
~
i

∂

∂xq

)[
1

m0

Φ(xq, t)

]}
. (4.77)

A partir da transformação canônica (4.71), a equação de Schrödinger para o estado

|α(t)〉 na base {|x̂〉} é

i~
∂

∂t
|α(t)〉 = Ĥ(x̂, p̂)|α(t)〉, (4.78)
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com o operador hamiltoniano

Ĥ(x̂, p̂) = K̂(x̂q(x̂, p̂), p̂q(x̂, p̂))

=
1

2m0

[
(1̂ + γqx̂)p̂

2
+
p̂(1̂ + γqx̂)

2

]2

+ V (x̂)

=
1

2m0

[
(1̂ + γqx̂)1/2p̂(1̂ + γqx̂)1/2

]2
+ V (x̂)

=
1

2m0

[
(1̂ + γqx̂)1/2p̂(1̂ + γqx̂)p̂(1̂ + γqx̂)1/2

]
+ V (x̂), (4.79)

onde utilizamos a relação (4.61). Este operador hamiltoniano está de acordo com aquele

introduzido por von Roos [154] para sistemas com o operador massa dependente da posição

dado por

m(x̂) =
m0

(1 + γqx̂)2
, (4.80)

e da qual o operador hamiltoniano pode ser reescrito como

Ĥ(x̂, p̂) =
1

2
[m(x̂)]−1/4p̂ [m(x̂)]−1/2p̂ [m(x̂)]−1/4 + V (x̂). (4.81)

Podemos escrever ainda o operador hamiltoniano de outra forma. A partir da Eq. (4.54),

temos que:

Ĥ =
1

2m0

[
(1̂ + γqx̂)p̂− 1

2
i~γq1̂

]2

+ V (x̂)

=
1

2m0

[
(1̂ + γqx̂)p̂(1̂ + γqx̂)p̂− iγq~(1̂ + γqx̂)p̂−

~2γ2
q

4
1̂

]
+ V (x̂). (4.82)

Notando que [p̂, 1̂ + γqx̂] = −i~γq1̂, temos que p̂(1̂ + γqx̂) = (1̂ + γqx̂)p̂− i~γq1̂. A partir

desta relação, o operador hamiltoniano acima pode ser escrito como:

Ĥ =
1

2m0

(1̂ + γqx̂)2p̂2 − i~γq
m0

(1̂ + γqx̂)p̂−
~2γ2

q

8m0

1̂ + V (x̂), (4.83)

ou ainda

Ĥ
.
= − ~2

2m0

(1 + γqx)2 d
2

dx2
− ~γq
m0

(1 + γqx)
d

dx
−

~2γ2
q

8m0

+ V (x). (4.84)

O operador hamiltoniano acima está de acordo com aquele dado pela Eq. (4.12) para a

função massa m(x) dada por (4.80) e a = −1/4, conforme pode ser verificado.

Utilizando o operador Ĥ na forma acima, a equação de Schrödinger (4.78) escrita
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explicitamente em termos da função de onda Ψ(x, t) ≡ 〈x|α(t)〉 torna-se

i~
∂Ψ(x, t)

∂t
= −~2(1 + γqx)2

2m0

∂2Ψ(x, t)

∂x2
− ~2γq(1 + γqx)

m0

∂Ψ(x, t)

∂x
−

~2γ2
q

8m0

Ψ(x, t)

+V (x)Ψ(x, t). (4.85)

Esta equação de onda é espacialmente não homogêna devido ao efeito da massa depen-

dente da posição, mas mantém propriedades semelhantes ao caso usual: temporalmente

homogênea, e linear para o campo Ψ(x, t). Como o termo de energia potencial V (x̂)

não dependente explicitamente do tempo, podemos aplicar o método de separação de

variáveis similar ao caso utilizado para sistemas com massa constante. Desta forma, seja

Ψ(x, t) = ψ(x)e−iEt/~, onde ψ(x) é a função de estado na base {|x̂〉}, e E é a energia do

sistema, obtemos a seguinte equação de Schrödinger independente do tempo:

−~2(1 + γqx)2

2m0

d2ψ(x)

dx2
− ~2γq(1 + γqx)

m0

dψ(x)

dx
−

~2γ2
q

8m0

ψ(x) + V (x)ψ(x) = Eψ(x). (4.86)

Seja a densidade de probabilidade ρ(x, t) ≡ |Ψ(x, t)|2, esta obedece a equação de

continuidade
∂ρ(x, t)

∂t
+
∂J(x, t)

∂x
= 0, (4.87)

onde a densidade de corrente é dada por

J(x, t) ≡ Re

{
Ψ∗(x, t)

(
~
i

∂

∂x

)[
1

m(x)
Ψ(x, t)

]}
. (4.88)

De fato, para a densidade de probabilidade ρ(x, t) temos que sua taxa de variação temporal

é
∂ρ(x, t)

∂t
= Ψ∗(x, t)

∂Ψ(x, t)

∂t
+
∂Ψ∗(x, t)

∂t
Ψ(x, t). (4.89)

A partir da Eq. (4.85), temos

∂Ψ(x, t)

∂t
= − ~

2im0

(1 + γqx)2∂
2Ψ(x, t)

∂x2
− ~γq
im0

(1 + γqx)
∂Ψ(x, t)

∂x
− ~γ2

8im0

Ψ(x, t)

+
1

i~
V (x)Ψ(x, t), (4.90a)

e

∂Ψ∗(x, t)

∂t
=

~
2im0

(1 + γqx)2∂
2Ψ∗(x, t)

∂x2
+

~γq
im0

(1 + γqx)
∂Ψ∗(x, t)

∂x
+

~γ2

8im0

Ψ∗(x, t)

− 1

i~
V (x)Ψ∗(x, t). (4.90b)
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Substituindo as Eq.’s (4.90) na Eq. (4.89), obtemos:

∂ρ(x, t)

∂t
= − ~

2im0

(1 + γqx)2Ψ∗(x, t)
∂2Ψ(x, t)

∂x2
− ~γq
im0

(1 + γqx)Ψ∗(x, t)
∂Ψ(x, t)

∂x

+
~

2im0

(1 + γqx)2Ψ(x, t)
∂2Ψ∗(x, t)

∂x2
+

~γq
im0

(1 + γqx)Ψ(x, t)
∂Ψ∗(x, t)

∂x
. (4.91)

Da função massa (4.80), segue que:

∂ρ(x, t)

∂t
= − ~

2i

{
1

m(x)
Ψ∗(x, t)

∂2Ψ(x, t)

∂x2
+

∂

∂x

[
1

m(x)

]
Ψ∗(x, t)

∂Ψ(x, t)

∂x

− 1

m(x)
Ψ(x, t)

∂2Ψ∗(x, t)

∂x2
− ∂

∂x

[
1

m(x)

]
Ψ(x, t)

∂Ψ∗(x, t)

∂x

}

= − ~
2i

∂

∂x

{
1

m(x)
Ψ∗(x, t)

∂Ψ(x, t)

∂x
− 1

m(x)
Ψ(x, t)

∂Ψ∗(x, t)

∂x

}

= −1

2

∂

∂x

{
Ψ∗(x, t)

~
i

∂

∂x

[
1

m(x)
Ψ(x, t)

]
−Ψ(x, t)

~
i

∂

∂x

[
1

m(x)
Ψ∗(x, t)

]}

= − ∂

∂x
Re

{
Ψ∗(x, t)

(
~
i

∂

∂x

)[
1

m(x)
Ψ(x, t)

]}
, (4.92)

e que pode ser escrita como ∂ρ(x, t)/∂t = −∂J(x, t)/∂x, com a densidade de corrente

dada pela Eq. (4.88), como queŕıamos demonstrar.

A Eq. (4.85) pode ser convenientemente reescrita por meio de uma transformação

frequentemente utilizada em problemas de sistemas com massa dependente da posição, e

que discutimos na Seção 4.1. Da Eq. (4.30), seja Ψ(x, t) ∝ [m(x)]1/4Φq(x, t), temos

Ψ(x, t) ≡ Φq(x, t)√
1 + γqx

. (4.93)

Como
∂Ψ(x, t)

∂x
= −γq

2
(1 + γqx)−3/2Φq(x, t) + (1 + γqx)−1/2∂Φq(x, t)

∂x
, (4.94)

e que

∂2Ψ(x, t)

∂x2
=

3γ2
q

4
(1 + γqx)−5/2Φq(x, t)− γq(1 + γqx)−3/2∂Φq(x, t)

∂x

+(1 + γqx)−1/2∂
2Φq(x, t)

∂x2
. (4.95)

Do operador energia cinética

T̂Ψ(x, t) = −~2(1 + γqx)2

2m0

∂2Ψ(x, t)

∂x2
− ~2γq(1 + γqx)

m0

∂Ψ(x, t)

∂x
−

~2γ2
q

8m0

Ψ(x, t), (4.96)
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substituindo as Eq.’s (4.94) e (4.95), segue que

T̂Ψ(x, t) = − ~2

2m0

(1 + γqx)2

[
3γ2

q

4
(1 + γqx)−5/2Φq(x, t)− γq(1 + γqx)−3/2Φq(x, t)

+(1 + γqx)−1/2∂
2Φq(x, t)

∂x2

]
−~2γq(1 + γqx)

m0

[
−γq

2
(1 + γqx)−3/2Φq(x, t) + (1 + γqx)−1/2∂Φq(x, t)

∂x

]
−
~2γ2

q

8m0

(1 + γqx)−1/2Φq(x, t)

= −
3~2γ2

q

8m0

(1 + γqx)−1/2Φq(x, t) +
~2γq
2m0

(1 + γqx)1/2∂Φq(x, t)

∂x

− ~2

2m0

(1 + γqx)3/2∂
2Φq(x, t)

∂x2
+

~2γ2
q

2m0

(1 + γqx)−1/2Φq(x, t)

−~2γq
m0

(1 + γqx)1/2∂Φq(x, t)

∂x
−

~2γ2
q

8m0

(1 + γqx)−1/2Φq(x, t)

= − ~2

2m0

(1 + γqx)3/2∂
2Φq(x, t)

∂x2
− ~2γq

2m0

(1 + γqx)1/2∂Φq(x, t)

∂x
. (4.97)

Notando que

∂Ψ(x, t)

∂t
=

∂

∂t

[
(1 + γqx)−1/2Φq(x, t)

]
= (1 + γqx)−1/2∂Φq(x, t)

∂t
, (4.98)

temos portanto que a equação de Schrödinger (4.85) para sistemas com massa dependente

da posição em termos do campo Φq(x, t) pode ser escrita como

i~(1 + γqx)−1/2∂Φq(x, t)

∂t
= − ~2

2m0

(1 + γq)
3/2∂

2Φq(x, t)

∂x2
− ~2γq

2m0

(1 + γq)
1/2∂Φq(x, t)

∂x

+V (x)(1 + γqx)−1/2Φq(x, t), (4.99)

ou ainda,

i~
∂Φ(x, t)

∂t
= −~2(1 + γqx)2

2m0

∂2Φq(x, t)

∂x2
− ~2γq(1 + γqx)

2m0

∂Φq(x, t)

∂x
+ V (x)Φ(x, t). (4.100)

A partir da definição da derivada parcial deformada

DγqΦq(x, t) = (1 + γqx)
∂Φq(x, t)

∂x
, (4.101)
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temos que:

D2
γqΦq(x, t) = (1 + γqx)

∂

∂x

[
(1 + γqx)

∂Φq(x, t)

∂x

]
= (1 + γqx)2∂

2Φq(x, t)

∂x2
+ γq(1 + γqx)

∂Φq(x, t)

∂x
. (4.102)

Utilizando a relação acima, a Eq. (4.100) pode ser reescrita na forma de uma equação de

Schrödinger deformada:

i~
∂Φq(x, t)

∂t
= − ~2

2m0

D2
γqΦq(x, t) + V (x)Φq(x, t). (4.103)

A equação acima está associada ao operador hamiltoniano dado em termos do operador

momento linear não hermitiano (4.2), i.e.,

Ĥ ′ =
1

2m0

(p̂′q)
2 + V (x̂)

=
1

2m0

(1 + γqx̂)p̂(1 + γqx̂)p̂+ V (x̂), (4.104)

onde Ĥ ′ é um operador hermitiano.

Os estados estacionários para a Eq. (4.103) são obtidos considerando a função de onda

Φq(x, t) = ϕq(x)e−iEt/~, ou ainda, a equação de Schrödinger deformada independente do

tempo é

− ~2

2m0

D2
γqϕq(x) + V (x)ϕq(x) = Eϕq(x). (4.105)

A equação de Schrödinger acima possui uma q-derivada (2.113) espacial ao invés de uma

derivada espacial usual.

Notemos que existe uma equivalência entre descrever um sistema hamiltoniano hermi-

tiano, com termo de energia cinética de uma massa dependente da posição, e um sistema

hamiltoniano não hermitiano com termo de energia cinética deformado em termos da q-

derivada espacial. Ademais, o campo Ψ(x, t) é substitúıdo por um novo campo Φq(x, t).

Interpretamos isto como o efeito da massa dependente da posição (4.80) poder ser subs-

titúıdo por um operador derivada deformada na equação de Schrödinger que descreve a

dinâmica da part́ıcula no espaço usual.

Curiosamente, as Eq.’s (4.85) e (4.103) apresentam o mesmo espectro, ou seja, mesmo

utilizando o operador não hermitiano Ĥ ′ obtemos um espectro real para este operador. É

posśıvel encontrar na literatura outros trabalhos envolvendo operadores não hermitianos

que podem apresentar autovalores de energia reais [206, 207].

Esta equação de Schrödinger deformada foi proposta inicialmente em [11], e que cor-

responde a uma equação similar a equação de Schrödinger para o campo Φq(x, t) usando

o operador não hermitiano p̂′q. A Eq. (4.103) também poderia ser obtida diretamente
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a partir da Eq. (4.74), e vice-versa, pelas simples mudanças de variável x ↔ xq, i.e.,

Φq(x, t) = Φ(xq(x), t), ou Φ(xq, t) = Φq(x(xq), t).

Notemos que se o campo Φ(xq, t) é a solução da equação de Schrödinger na base {|x̂q〉},
então o campo Ψ(x, t) é sua solução na base {|x̂〉}. Portanto, a equação de Schrödinger

para o campo Ψ(x, t) relativa a um sistema com massa dependente da posição no espaço

usual {|x̂〉} é mapeada em uma equação para o campo Φ(xq, t) de um sistema com massa

constante em um espaço deformado {|x̂q〉}. Além disso, observamos que se Φ(xq, t) é

normalizado, então Ψ(x, t) é também normalizado. De fato, pela Eq. (4.93) temos que∫ xq,f

xq,i

Φ∗(xq, t)Φ(xq, t)dxq =

∫ xf

xi

Φ∗q(x, t)Φq(x, t)

1 + γqx
dx = 1↔

∫ xf

xi

Ψ∗(x, t)Ψ(x, t)dx = 1.

(4.106)

No entanto,
∫ xf
xi

Φ∗q(x, t)Φq(x, t)dx 6= 1, ou seja, |Φq(x, t)|2 não conserva a probabilidade

na base {|x̂〉}. Podemos observar que para que a Eq. (4.103) possa ser considerada como

uma equação de Schrödinger deformada, o produto interno de duas funções deve ser

também deformado de modo que a conservação de probabilidade seja satisfeita. De fato,

temos que o campo Φq(x, t) é normalizado através uma q-integral (2.127)∫ xf

xi

Φ∗q(x, t)Φq(x, t)dqx = 1, (4.107)

o que podeŕıamos definir como uma condição de normalização deformada, ou seja, nor-

malizada através da q-integral dada pela Eq. (2.127). Isto pode feito através do produto

interno q-deformado, conforme definido em [32], tal que:

〈ϕb(x)|ϕa(x)〉q ≡
∫ xf

xi

ϕ∗b(x)ϕa(x)

1 + γqx
dx

=

∫ xf

xi

ϕ∗b(x)ϕa(x)dqx

=

∫ xq,f

xq,i

ϕ∗b(xq)ϕa(xq)dxq

= 〈ϕb(xq)|ϕa(xq)〉. (4.108)

Pode-se verificar imediatamente que o produto interno 〈ϕb(x)|ϕa(x)〉q é uma forma bilinear

uma vez que satisfaz as propriedades:

〈ϕb(x) + ϕc(x)|ϕa(x)〉q = 〈ϕb(x)|ϕa(x)〉q + 〈ϕc(x)|ϕa(x)〉q, (4.109a)

〈ϕa(x)|ϕb(x) + ϕc(x)〉q = 〈ϕa(x)|ϕb(x)〉q + 〈ϕa(x)|ϕc(x)〉q, (4.109b)

α〈ϕb(x)|ϕa(x)〉q = 〈αϕb(x)|ϕa(x)〉q = 〈ϕb(x)|αϕa(x)〉q (4.109c)

Em termos do campo Φq, seja a densidade de probabilidade q-normalizada %q(x, t) ≡
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|Φq(x, t)|2, e uma vez que |Ψ(x, t)|2(1 + γqx) = |Φq(x, t)|2 = |Φ(xq(x), t)|2, temos

ρ(x, t) =
%q(x, t)

1 + γqx
=
%(xq(x), t)

1 + γqx
. (4.110)

A equação de continuidade deformada para %q(x, t) é

∂%q(x, t)

∂t
+DγqJq(x, t) = 0, (4.111)

com uma densidade de corrente deformada definida por

Jq(x, t) ≡ Re

[
Φ∗q(x, t)

(
~
i
Dγq
)(

Φq(x, t)

m0

)]
. (4.112)

A demonstração é similar àquela que fizemos para a densidade de corrente em termos do

campo Ψ(x, t). Da Eq. (4.103), temos

∂Φq(x, t)

∂t
= − ~

2im0

D2
γqΦq(x, t) +

1

i~
V (x)Φq(x, t). (4.113a)

e
∂Φ∗q(x, t)

∂t
=

~
2im0

D2
γqΦ

∗
q(x, t)−

1

i~
V (x)Φ∗q(x, t). (4.113b)

Segue que, a taxa de variação temporal de %q(x, t) em termos do campo Φq(x, t) é

∂%q(x, t)

∂t
= Φ∗q(x, t)

∂Φq(x, t)

∂t
+
∂Φ∗q(x, t)

∂t
Φq(x, t)

= −
(

~
2m0i

)[
Φ∗q(x, t)D2

γqΦq(x, t)− Φq(x, t)D2
γqΦ

∗
q(x, t)

]
= −

(
~

2m0i

)
Dγq

[
Φ∗q(x, t)DγqΦq(x, t)− Φq(x, t)DγqΦ∗q(x, t)

]
= −Dγq

{
Re

[
Φ∗q(x, t)

(
~
i
Dγq
)(

Φq(x, t)

m0

)]}
. (4.114)

e que corresponde à equação de continuidade (4.111) para uma densidade de corrente

deformada dada pela Eq. (4.112). Este mesmo resultado poderia ter sido obtido fazendo a

mudança de variável xq → x na equação de continuidade usual em um espaço deformado

dada por (4.76). Neste caso, obtemos que Jq(x, t) = J (xq(x), t). Uma outra alternativa

seria utilizar a mudança de campos dada pela Eq. (4.93) na expressão da densidade

de probabilidade ρ(x, t) = |Ψ(x, t)|2 e da densidade de corrente J(x, t) expressa pela

Eq. (4.88) que descreve o sistema com massa dependente da posição. Neste caso, obtém-

se imediatamente Jq(x, t) = J(x, t).

Conforme vimos nesta Seção, o sistema com massa dependente da posição dada pela

Eq. (4.80) leva a posśıveis deformações das equações da mecânica quântica, onde o ope-
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rador derivada usual é substitúıdo pela q-derivada (2.113). Por lado, outras funções m(x)

poderiam levar à definição de outras derivadas deformadas, assim como diferentes de-

formações das equações da mecânica quântica em relação ao que temos apresentado. De

fato, dado uma função massa m(x), a partir da Eq. (4.24) podemos determinar uma

variável y(x) e consequentemente definir uma derivada generalizada Dm(x)ϕ(x) tal que

dϕ(y)

dy
=
dϕ(x)

dx

dx

dy
=

1

y′(x)

dϕ(x)

dx
=

√
m0

m(x)

dϕ(x)

dx
=
dϕ(x)

dm(x)x
= Dm(x)ϕ(x), (4.115)

onde dm(x)x ≡
√
m(x)/m0dx é um elemento diferencial generalizado para sistemas com

massa dependente da posição. Consequentemente, a equação de Schrödinger independente

do tempo generalizada (4.28) para a = −1/4 torna-se

− ~2

2m0

(√
m0

m(x)

d

dx

)(√
m0

m(x)

d

dx

)
ϕ(x) + V (x)ϕ(x) = Eϕ(x), (4.116)

ou ainda,

− ~2

2m0

D2
m(x)ϕ(x) + V (x)ϕ(x) = Eϕ(x). (4.117)

Da Eq. (4.31), a pseudofunção de estado ϕ(x) = [m0/m(x)]1/4ψ(x) satisfaz à condição

de normalização através da integral generalizada∫ xf

xi

|ϕ(x)|2dm(x)x = 1. (4.118)

A equação de Schrödinger generalizada pode ser escrita como

− ~2

2m0

D2
m(x)Φ(x, t) + V (x)Φ(x, t) = i~

∂Φ(x, t)

∂t
, (4.119)

com a derivada parcial deformada Dm(x) ≡
√
m0/m(x)∂/∂x.

Sendo a pseudodensidade de probabilidade generalizada para um sistema com massa

dependente da posição dada por %(x, t) ≡ |Φ(x, t)|2, a equação de continuidade generali-

zada torna-se
∂%(x, t)

∂t
+Dm(x)J (x, t) = 0, (4.120)

com uma densidade de corrente generalizada definida por

J (x, t) ≡ Re

[
Φ∗(x, t)

(
~
i
Dm(x)

)(
Φ(x, t)

m0

)]
. (4.121)
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4.4 Função de onda para part́ıcula livre com

massa efetiva

Como simples aplicação do formalismo desenvolvido na Seção anterior, analisemos o

caso de uma part́ıcula livre em um potencial nulo (V = 0). Iniciaremos nossa análise,

considerando um sistema quântico descrito pelo operador hamiltoniano Ĥ(x̂, p̂) para sis-

temas com massa dependente da posição dado por (4.81). A equação de Schrödinger

independente do tempo (4.86) para uma part́ıcula representada pela função de estado

ψ(x) = 〈x̂|α〉 torna-se

− ~2(1 + γqx)2

2m0

d2ψ

dx2
− ~2γq(1 + γqx)

m0

dψ

dx
−

~2γ2
q

8m0

ψ(x) = Eψ(x). (4.122)

A equação diferencial acima pode ser reescrita como

u2d
2ψ(u)

du2
+ au

dψ(u)

du
+ bψ(u) = 0, (4.123)

com u(x) = 1 + γqx, a = 2, e b = 2m0

~2γq2

(
E +

~2γ2q
8m0

)
. A Eq. (4.123) é conhecida como

equação de Cauchy-Euler [208]. De modo mais geral, uma equação diferencial ordinária

de segunda ordem de Cauchy-Euler é uma equação não homogênea do tipo

a2x
2d

2y(x)

dx2
+ a1x

dy(x)

dx
+ a0y(x) = f(x), (4.124)

e que pode ser transformada em uma equação diferencial linear com coeficientes constantes

através da transformação x = et. De fato, através da regra da cadeia verifica-se que

x
dy

dx
=
dy

dt
e x2 d

2y

dx2
=
d2y

dt2
− dy

dt
.

Portanto, a equação de Cauchy-Euler é transformada em uma equação diferencial or-

dinária de coeficientes constantes

a2
d2y(t)

dt2
+ (a2 − a1)

dy(t)

dt
+ a0y(t) = f(et). (4.125)

Desta forma, utilizando a trasformação z = eu, a Eq. (4.123) torna-se

d2ψ(z)

dz2
+
dψ(z)

dz
+ bψ(z) = 0, (4.126)
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e que tem como solução geral ψ(z) = c+e
r+z+c−e

r−z, sendo r+ e r− ráızes de r2+r+b = 0,

ou seja, r± = −1
2
± i k

γq
com E = ~2k2/2m0. Segue que:

ψ(x) =
c+√

1 + γqx
exp

[
ik

γq
ln(1 + γqx)

]
+

c−√
1 + γqx

exp

[
− ik
γq

ln(1 + γqx)

]
=

1√
1 + (1− q)(x/ξ)

{
c+

[
expq

(
x

ξ

)]ikξ
+ c−

[
expq

(
x

ξ

)]−ikξ}

=
1√

1 + (1− q)(x/ξ)

{
c+ expq

[
(ikξ)�q

(
x

ξ

)]
+c− expq

[
(−ikξ)�q

(
x

ξ

)]}
, (4.127)

onde ψ(x) = 0 para valores de x ≤ −1/γq em virtude da definição da q-exponencial.

Como esperado, a solução geral de uma part́ıcula livre e massa dependente da posição é

uma combinação linear das autofunções (4.67) do operador momento linear deformado p̂q

na representação {|x̂〉}. Notemos também que não existem soluções fisicamente posśıveis

se E < 0, já que isso implicaria em um vetor de onda complexo, e consequentemente a

função de onda divergiria em x→ ±∞.

Através da equação de Schrödinger deformada (4.105), as funções de estado ϕq(x)

satisfazem à equação diferencial

− ~2

2m0

D2
γqϕq(x) = Eϕq(x), (4.128)

ou mais explicitamente,

− ~2(1 + γqx)2

2m0

d2ϕq(x)

dx2
− ~2γq(1 + γqx)

2m0

dϕq(x)

dx
= Eϕq(x). (4.129)

Similar à solução da (4.122), fazendo mais uma vez u(x) = 1+γqx, obtemos uma equação

de Cauchy-Euler similar à (4.123) para a equação acima, mas com ψ(u) → ϕ(u) e a =

2→ a = 1, cuja solução geral é

ϕq(x) = c+ exp

[
ik

γq
ln(1 + γqx)

]
+ c− exp

[
− ik
γq

ln(1 + γqx)

]
= c+

[
expq

(
x

ξ

)]ikξ
+ c−

[
expq

(
x

ξ

)]−ikξ
= c+ expq

[
(ikξ)�q

(
x

ξ

)]
+ c− expq

[
(−ikξ)�q

(
x

ξ

)]
, (4.130)

que poderia ser obtida resolvendo diretamenta a Eq. (4.128), ou através da relação entre

os campos (4.93), i.e., ϕq(x) =
√

1 + γqxψ(x). Evidentemente, para o mesmo ket de

estado |α〉 na representação {|x̂q〉}, a função de estado ϕ(xq) = 〈x̂q|α〉, satisfaz a equação
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diferencial trivial

− ~2

2m0

d2ϕq(xq)

dx2
q

= Eϕq(xq), (4.131)

cuja solução geral é uma combinação linear de onda planas em um espaço deformado dada

por ϕ(xq) = c+e
ikxq +c−e

−ikxq , de modo que ϕq(x) = ϕ(xq(x)). Portanto, vemos que o uso

da equação de Schrödinger deformada em um espaço usual (ou sua respectiva equação

usual em um espaço deformado) pode ser uma importante ferramenta para auxiliar na

obtenção funções de onda de sistemas com massa dependente da posição no espaço usual.

Analisemos a seguir as implicações das funções de onda Ψ(x, t), Φq(x, t) e Φ(xq, t) para

uma part́ıcula livre utilizando as equações de continuidade. Seja a função de onda com

massa dependente da posição no espaço usual {|x̂〉} dada por

Ψ(x, t) =
A√

1 + γqx
exp

{
i

[
k

γq
ln(1 + γqx)− ωt

]}
(4.132)

para x > −1/γq, e nula para outros valores. A part́ıcula tem um espectro de energia

cont́ınuo E = ~ω = ~2k2/2m0, e a correspondente densidade de probabilidade é dada por

ρ(x, t) = |A|2/(1+γqx), ou seja, uma função independente do tempo (estado estacionário),

mas espacialmente não uniforme. A partir da Eq. (4.88), obtemos a densidade de corrente

J(x, t) = |A|2 ~k
m0

= (1 + γqx)ρ(x, t)vg, (4.133)

onde vg = ∂ω/∂k = ~k/m0 é a velocidade de grupo para o pacote de onda associado com o

momento linear p = ~k. Podemos notar que, como no caso usual, a densidade de corrente

é proporcional ao produto entre a velocidade de grupo e a densidade de probabilidade, no

entanto J(x, t) também possui um fator que a faz variar linerarmente com a posição que

a torna espacialmente homogênea.

Em termos do campo

Φq(x, t) = A exp

{
i

[
k

γq
ln(1 + γqx)− ωt

]}
, (4.134)

os resultados são idênticos ao caso usual, i.e., a densidade de probabilidade é %q(x, t) =

|A|2, e a densidade de corrente, definida por (4.112), é

Jq(x, t) = |A|2 ~k
m0

= %q(x, t)vg. (4.135)

Evidentemente, no espaço deformado {|x̂q〉}, o caso usual é recuperado, onde as função

de estado são as ondas planas Φ(xq, t) = Aei(kx−ωt). A densidade de probabilidade é

%(xq, t) = %q(x(xq), t), e a densidade de corrente satisfaz J (xq, t) = Jq(x(xq), t), como

esperado.
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Similarmente ao que acontece para o caso usual (q = 1) de part́ıculas livres, a função

de onda dada pela Eq. (4.132) é não normalizável, uma vez que a integral
∫ +∞
−∞ ρ(x, t)dx

diverge. Isto é uma consequência do fato da part́ıcula livre não possuir energia bem

definida. No entanto, a função de onda (4.132) pode ser utilizada para definir um pacote

de ondas para part́ıculas com massa dependente da posição, dado por:

ψ(x) = Ψ(x, 0) =
1√

1 + γqx

∫ +∞

−∞
φ(k)eikγ

−1
q ln(1+γqx)dk, (4.136)

onde φ(k) é uma função de distribuição dos vetores de onda k. Da relação (4.93), temos

que

ϕq(x) =
√

1 + γqxψ(x) =

∫ +∞

−∞
φ(k)eikγ

−1
q ln(1+γqx)dk,

e pela mudança de variável x → xq obtemos um pacote de ondas planas em um espaço

deformado

ϕ(xq) =

∫ +∞

−∞
φ(k)eikxqdk, (4.137)

como esperado. Pelo teorema de Plancherel [6] e mudança de variável xq → x, obtém-se

imediatamente

φ(k) =
1

2π

∫ +∞

−∞
ϕ(xq)e

−ikxqdxq

=
1

2π

∫ +∞

−∞
ϕq(x)e−ikγ

−1
q ln(1+γqx)dqx

=
1

2π

∫ +∞

−∞

ψ(x)√
1 + γqx

e−ikγ
−1
q ln(1+γqx)dx. (4.138)

Considerando que as funções ψ(x) ou ϕq(x) são nulas para x < −1/γq, as integrais acima

podem ser definidas no intervalo (−∞,+∞).

Desde que a aplicação das transformadas de Fourier e sua inversa tornam-se ferra-

mentas matemáticas importantes para descrever funções periódicas, assim como levam à

forma integral da famosa função delta de Dirac, a seguir apresentamos algumas posśıveis

deformações destas relações associadas às equações acima.

Uma vez que e±ikγ
−1
q ln(1+γqx) = [expq(x/ξ)]

±ik/ξ, podemos definir a seguinte transfor-

mada de Fourier q-deformda φ(k) e sua transformada de Fourier inversa q-deformada f(x):

g(k) =
1

2π

∫ +∞

−∞
f(x)

[
expq

(
x

ξ

)]−ik/ξ
dx, (4.139a)

e

f(x) =

∫ +∞

−∞
g(k)

[
expq

(
x

ξ

)]ik/ξ
dk. (4.139b)

Estas relações, juntamente com a definição dos q-números (2.85) e (2.149), podem ser uti-
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lizadas para definir uma função delta de Dirac deformada. A seguir, mostraremos algumas

propriedades que exploramos. Como é sabido, substituindo φ(k) em termos da primeira

linha da Eq. (4.138) em (4.137), evidentemente obtemos

ϕ(xq) =

∫ +∞

−∞

[
1

2π

∫ +∞

−∞
ϕ(x′q)e

−ikx′qdx′q

]
eikxqdk

=

∫ +∞

−∞

[
1

2π

∫ +∞

−∞
eik(xq−x′q)dk

]
ϕ(x′q)dx

′
q

=

∫ +∞

−∞
δ(xq − x′q)ϕ(x′q)dx

′
q (4.140)

de forma que, como esperado, temos a função delta de Dirac de números q-deformados

na forma integral

δ(xq − x′q) =
1

2π

∫ +∞

−∞
eik(xq−x′q)dk. (4.141)

Definimos a delta de Dirac q-deformada

δq(x, x
′) ≡ 1

2π

∫ +∞

−∞
eikγ

−1
q [ln(1+γqx)−ln(1+γqx′)]dk

=
1

2π

∫ +∞

−∞
expq

{[
(ikξ)�q

(
x

ξ

)]
⊕q
[
(−ikξ)�q

(
x

ξ

)]}
dk. (4.142)

Utilizando a mudança de variável x→ xq na Eq. (4.141), obtemos imediatamente

δq(x, x
′) = δ(xq(x)− x′q(x)) = δ

(
ln(1 + γqx)

γq
− ln(1 + γqx

′)

γq

)
= δ

(
ξ ln expq

(
x

ξ
	q

x′

ξ

))
, (4.143)

com δq(x, x
′) = δq(x

′, x) e δq(x, x
′) 6= δq(x − x′). Notemos que a equação acima tem em

seu argumento a mesma estrutura do q-número (2.96).

Substituindo a segunda linha da Eq. (4.138) em (4.137), tem-se

ϕq(x) =

∫ +∞

−∞

[
1

2π

∫ +∞

−∞
ϕq(x

′)e−ikγ
−1
q ln(1+γqx′)dqx

′
]
e−ikγ

−1
q ln(1+γqx)dk

=

∫ +∞

−∞

{
1

2π

∫ +∞

−∞
eikγ

−1
q [ln(1+γqx)−ln(1+γqx′)]dk

}
ϕq(x

′)dqx
′

=

∫ +∞

−∞
ϕq(x

′)δq(x, x
′)dqx

′

=

∫ +∞

−∞
ϕ(x′q)

δq(x, x
′)

1 + γqx′
dx′. (4.144)

Por outro lado, utilizando o mesmo procedimento, substituindo a terceira linha de (4.138)

112
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em (4.136) e dividindo a equação por
√

1 + γqx, tem-se:

ψ(x)√
1 + γqx

=
1

1 + γqx

∫ +∞

−∞

{
1

2π

∫ +∞

−∞

ψ(x′)√
1 + γqx′

e−ikγ
−1
q ln(1+γqx′)dx′

}
eikγ

−1
q ln(1+γqx)dk

=
1

1 + γqx

∫ +∞

−∞

{
1

2π

∫ +∞

−∞
eikγ

−1
q [ln(1+γqx)−ln(1+γqx′)]dk

}
ψ(x′)√
1 + γqx′

dx′

=

∫ +∞

−∞

ψ(x′)√
1 + γqx′

δq(x, x
′)

1 + γqx
dx′. (4.145)

Da propriedade fundamental da função delta de Dirac,
∫ +∞
−∞ f(x)δ(x−a)dx = f(a), temos

que

δq(x, x
′) = (1 + γqx

′)δ(x− x′) = (1 + γqx)δ(x− x′). (4.146)

A relação acima poderia ser obtida alternativamente através da propriedade δ(f(x)) =

δ(x − x0)/|f ′(x0)|, com f(x0) = 0 e f ′(x0) 6= 0, aplicada à Eq. (4.143). Portanto temos

que a delta de Dirac q-deformada definida pela Eq. (4.142) satisfaz a propriedade∫ +∞

−∞
δq(x, x0)f(x)dx = (1 + γqx0)f(x0). (4.147)

Fazendo g(x) = (1 + γqx)f(x), a relação acima pode ser reescrita como∫ +∞

−∞

δq(x, x0)g(x)

1 + γqx
dx =

∫ +∞

−∞
δq(x, x0)g(x)dqx = g(x0), (4.148)

e que leva à definição de um q-produto interno

〈f(x)|g(x)〉q =

∫ +∞

−∞

f ∗(x)g(x)

1 + γqx
dx =

∫ +∞

−∞
f ∗(x)g(x)dqx, (4.149)

originalmente proposto em [32].
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4.5 Análogos clássicos dos operadores deformados

É intuitivamente claro que quando a mecânica quântica é aplicada a um sistema ma-

croscópico, este deverá reproduzir os resultados da mecânica clássica, de modo similar

que a dinâmica relativ́ıstica, quando aplicada a sistemas movendo-se em baixas veloci-

dades, reproduza a dinâmica Newtoniana. A seguir examinaremos como o formalismo da

mecânica clássica de sistemas com massa dependente da posição é recuperado a partir do

formalismo quântico que temos tratado aqui para condições apropriadas.

Tipicamente sistemas com massa variável não conservam a energia mecânica, como

por exemplo, o problema da queda de uma gota de chuva [209]. Um caso particular é

apresentado em [210], onde Cruz y Cruz et al. mostraram que a transformação canônica

(Q,P ) −→ (x, p), com

Q =

∫ √
m(x)

m0

dx+Q0, e P =

√
m0

m(x)
p, (4.150)

mapeia a função hamiltoniana de uma part́ıcula com massa constante m0 dada por

K(Q,P ) =
P 2

2m0

+ V (Q) (4.151)

para a função hamiltoniana de uma part́ıcula com massa dependente da posição m(x),

H(x, p) =
p2

2m(x)
+ V (Q(x)) (4.152)

tal que ambos os hamiltonianos são constantes de movimento.

Por outro lado, em virtude da hermiticidade dos operadores espaço e momento linear

deformados que constituem a transformação canônica quântica (4.71), estes apresentam

os seguintes análogos clássicos:
pq = (1 + γqx)p,

xq =
ln(1 + γqx)

γq
= ξ ln

[
expq(x/ξ)

]
,

(4.153)

cujo comutador é trocado agora pelos parênteses de Poisson

{xq, pq}(x,p) =
∂xq
∂x

∂pq
∂p
− ∂pq
∂x

∂xq
∂p

= 1. (4.154)

Para obter a função geradora da transformação canônica (4.153), consideremos que
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esta é do tipo F = F (p, xq), e portanto temos que [142]

x = −∂F
∂p

, e pq = − ∂F
∂xq

. (4.155)

Escrevendo pq como função de xq e p, da segunda equação acima obtemos

∂F

∂xq
= −peγqxq , (4.156)

e ao ser integrada, temos

F (p, xq) = −pe
γqxq

γq
+ f(p). (4.157)

Substituindo a equação acima na primeira equação de (4.155) obtemos f(p) = −p/γq, e

portanto temos que a função geradora da transformação canônica é dada por

F (xq, p) = −p(e
γqxq + 1)

γq
. (4.158)

Consideremos uma part́ıcula de massa constante m0 e momento linear pq sob a in-

fluência de um campo de forças conservativas com energia potencial V (xq). A hamiltoni-

ana deste sistema é

K(xq, pq) =
p2
q

2m0

+ V (xq). (4.159)

A aplicação da transformação canônica (4.153) sobre a hamiltoniana K(xq, pq) leva à

nova hamiltoniana

H(x, p) =
p2

2m(x)
+ V (x), (4.160)

onde a massa da part́ıcula depende da posição através da função

m(x) =
m0

(1 + γqx)2
. (4.161)

Vemos portanto que a transformação canônica (4.153) está em acordo com as Eq.’s (4.150)

para a massa (4.161). Notemos que as equações (4.159), (4.160) e (4.161) são respectiva-

mente as versões clássicas de (4.73), (4.79) e (4.80). A partir da transformação canônica

clássica (4.153), analisaremos a seguir algumas de suas implicações.

A partir das equações de Hamilton (ẋ = ∂H/∂p e ṗ = −∂H/∂x), obtemos as equações

de movimento

ẋ =
p

m(x)
=

(1 + γqx)2p

m0

, (4.162)
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e

ṗ = −1

2

d

dx

[
1

m(x)

]
p2 − dV (x)

dx

= −γq(1 + γqx)p2

m0

− dV (x)

dx
. (4.163)

A partir das equações de movimento, observamos que, como acontece no caso usual, o mo-

mento linear p da part́ıcula é simplesmente o produto entre a massa dependente da posição

m(x) e a velocidade escalar ẋ = dx/dt: p = m(x)ẋ. A taxa de variação temporal do mo-

mento linear é igual a força resultante de duas contribuições no lado direito da Eq. (4.163).

O primeiro termo está associado à força de reação R = −1
2
d
dx

[
1

m(x)

]
p2 = −1

2
m′(x)ẋ2 de-

vido ao efeito da massa variável, e o segundo está associado a energia potencial V (x),

onde F (x) = −dV/dx.

Substituindo p = m(x)ẋ na Eq. (4.163), temos que:

m0

[
ẍ

(1 + γqx)2
− γqẋ

2

(1 + γqx)3

]
= −dV (x)

dx
. (4.164)

Entretanto a equação de movimento Eq. (4.164) pode ser reescrita na forma mais

conveniente

m0D̃
2
γqx(t) = F (x), (4.165)

que corresponde a uma deformação da lei de Newton para o movimento em um espaço

com deslocamentos não lineares, onde D̃2
γq é um operador associado à q-derivada dual,

definida pela Eq. (2.116). Note que a evolução temporal é governada pela derivada dual

generalizada

D̃γqx =
1

1 + γqx

dx

dt
(4.166)

.

Portanto, o efeito da transformação canônica (x, p) −→ (xq, pq) é mapear o desloca-

mento generalizado (dqx) de uma part́ıcula com massa dependente da posição m(x) em

um espaço usual para uma part́ıcula de massa constante m0 em um espaço deformado

com deslocamento usual (dxq), onde:

dqx ≡ ξ

[(
x+ dx

ξ

)
	q
(
x

ξ

)]
=

dx

1 + γqx
≡ dxq. (4.167)

Uma vez que K(xq, pq) descreve a hamiltoniana de um sistema conservativo, i.e.,

K(xq, pq) = E é uma integral de movimento, temos que a transformação canônica (4.153)

gera uma nova hamiltoniana da qual H(x, p) = E é também uma integral de movimento.
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Desta forma, temos

E =
p2

2m(x)
+ V (x)

=
1

2
m(x)ẋ2 + V (x) (4.168)

A velocidade da part́ıcula pode ser escrita como

v = ẋ =
dx

dt
=

√
2

m(x)
[E − V (x)], (4.169)

assim como uma velocidade generalizada pode ser definida por

D̃γqx =
1

1 + γqx

dx

dt
=

√
2

m0

[E − V (x)], (4.170)

cuja equação diferencial acima pode ser separada e integrada para obter a posição da

part́ıcula em função do tempo:

t− t0 = ±
∫ x

x0

dx√
2

m(x)
[E − V (x)]

= ±
∫ x

x0

dx

(1 + γqx)
√

2
m0

[E − V (x)]

= ±
∫ x

x0

dqx√
2
m0

[E − V (x)]
. (4.171)

Notemos inicialmente que, enquanto no formalismo quântico para descrever sistemas com

massa dependente da posição em termos do campo Φ(x, t), os operadores usuais derivada

e integral em relação à variável x foram substitúıdos respectivamente pelas generalizações

da q-derivada e q-integral Eq.’s (4.103) e (4.107). Já no formalismo clássico para o respec-

tivo problema, o mesmo acontece, contudo, as equações tomam uso da q-derivada dual

D̃γq (4.166) ao invés da q-derivada Dγq (4.56). Isto está relacionado ao fato de que no

formalismo quântico, as equações dinâmicas, como por exemplo a equação de Schrödinger

dada por (4.103), levam em consideração variações espaciais não lineares na variável inde-

pendente x do campo Φ(x, t), e que está diretamente associado a definição da q-derivada

(2.113). Por outro lado, no formalismo clássico, as variações não lineares do espaço estão

presentes na variável dependente do tempo x(t), e que está diretamente associada à de-

finição da q-derivada dual (2.116).
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4.6 Equações de Ehrenfest para sistema com massa

dependente da posição

Em um artigo publicado em 1927 [211], Paul Ehrenfest derivou equações que per-

mitem fazer uma elegante analogia entre a evolução temporal de valores esperados para

operadores no formalismo quântico e a evolução temporal dos seus respectivos análogos

clássicos [212]. Ehrenfest derivou estas equações utilizando o formalismo da mecânica

quântica através da formulação ondulatória, baseada na equação de Schrödinger. No en-

tanto, sua forma final é a mesma se for utilizada a formulação de Heisenberg para a

mecânica quântica.

Apesar de Ehrenfest ter obtido originalmente estes resultados especificamente para

operadores posição e momento linear de um sistema com massa constante, a mesma

análise pode ser feita para qualquer operador Â(x̂, p̂, t), cujo análogo clássico é a variável

dinâmica A(x, p, t). É posśıvel mostrar que a taxa de variação temporal de operadores no

formalismo quântico tem uma forma similar à taxa de variação temporal do seu análogo

clássico. Seja Ĥ o operador hamiltoniano do sistema, a partir da equação de Schrödinger

na forma (1.3) temos que

d〈Â〉
dt

=
d

dt
〈α(t)|Â|α(t)〉

= 〈α̇(t)|Â|α(t)〉+ 〈α(t)|Â|α̇(t)〉+

〈
α(t)

∣∣∣∣∣∂Â∂t
∣∣∣∣∣α(t)

〉

= − 1

i~
〈α(t)|ĤÂ|α(t)〉+

1

i~
〈α(t)|ÂĤ|α(t)〉+

〈
α(t)

∣∣∣∣∣∂Â∂t
∣∣∣∣∣α(t)

〉
, (4.172)

ou ainda,

d〈Â〉
dt

=
1

i~
〈[Â, Ĥ]〉+

〈
∂Â

∂t

〉
. (4.173)

A equação acima tem uma estrutura similar à evolução temporal de A, dada por

dA

dt
= {A,H}+

∂A

∂t
, (4.174)

cujo parênteses de Poisson { . , . } é substitúıdo por 1
i~ [ . , . ], e as variáveis dinâmicas

pelos seus respectivos operadores. Para sistemas dinâmicos com massa constante, as taxas

de variação temporal dos valores esperados para os operadores posição e momento linear

são dados, respectivamente, por:

d〈x̂〉
dt

=
1

m0

〈p̂〉, (4.175a)
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e
d〈p̂〉
dt

= −

〈
dV

dx̂

〉
, (4.175b)

similar às correspondentes taxas de variações temporais clássicas ẋ = p/m0 e ṗ = −dV/dx.

Conforme demonstraremos a seguir, para sistemas com massa dependente da posição,

dada por (4.80), temos que:

d〈x̂〉
dt

=
1

2

(〈
p̂

1

m(x̂)

〉
+

〈
1

m(x̂)
p̂

〉)
=

1

2m0

〈p̂(1̂ + γqx̂)2〉+
1

2m0

〈(1̂ + γqx̂)2p̂〉, (4.176a)

e

d〈p̂〉
dt

= −1

2

〈
p̂
d

dx

[
1

m(x̂)

]
p̂

〉
−

〈
dV

dx̂

〉

= − γq
m0

〈p̂(1̂ + γqx̂)p̂〉 −

〈
dV

dx̂

〉
. (4.176b)

Consequentemente, vemos que as equações acima têm uma forma similar à taxa de

evolução temporal da posição e do momento linear obtidas no formalismo clássico (vide

Eq.’s (4.162) e (4.163)). Apesar do resultado ter sido obtido para a massa (4.80), acre-

ditamos que cálculos semelhantes possam ser feitos para outros tipos de sistemas com

massa dependente da posição. O caso usual (4.175) é recuperado para γq → 0. É posśıvel

também mostrar que a relação ∫
J(x, t)dx =

d〈x̂〉
dt

(4.177)

continua válida mesmo para a massa dependente da posição. Como aplicação simples,

consideremos o caso de uma part́ıcula livre cuja densidade de corrente é dada por (4.133)

ou densidade de corrente deformada (4.135). Desta forma, temos

d〈x̂〉
dt

=
~k
m0

∫ +∞

−∞
(1 + γqx)ρ(x, t)dx

=
~k
m0

∫ +∞

−∞
(1 + γqx)2ρ(x, t)

dx

1 + γqx

=
~k
m0

∫ +∞

−∞
(1 + γqx)%q(x, t)dqx

=
~k
m0

(1 + γq〈x̂〉). (4.178)

119
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Integrando a equação cima, obtemos

〈x̂〉t =
e(~kγq/m0)(t−t0) − 1

γq
. (4.179)

O correspondente resultado no espaço deformado {|x̂q〉} nos dá d〈x̂q〉/dt = ~k/m0, ou

ainda, 〈x̂q〉t = (~k/m0)(t− t0), de forma que a Eq. (4.179) está de acordo a mudança de

variável x̂→ x̂q.

Demonstração das equações (4.176a), (4.176b):

Calculemos a seguir a taxa de variação temporal do valor esperado de 〈x̂〉 para o

sistema com massa dependente da posição que temos tratado. A demonstração feita aqui

será realizada através da da formulação de Heisenberg para a mecânica quântica. No

entanto, uma demonstração destes resultados é feita através da formulação ondulatória

no Apêndice B. Da Eq. (4.173) aplicada para o operador posição x̂, temos:

d〈x̂〉
dt

=
1

i~
〈[x̂, Ĥ]〉, (4.180)

onde a relação de comutação da equação acima é obtida utilizando o operador hamilto-

niano de um sistema com massa dependente da posição dado por (4.82).

Segue que:

[x̂, Ĥ] =

[
x̂,

1

2m0

(1̂ + γqx̂)p̂(1̂ + γqx̂)p̂− iγq~
2m0

(1̂ + γqx̂)p̂−
~2γ2

q

8m0

1̂ + V (x̂)

]
=

1

2m0

[x̂, (1̂ + γqx̂)p̂(1̂ + γqx̂)p̂]− iγq~
2m0

[x̂, (1̂ + γqx̂)p̂]

(4.181)

Da relação de comutação [Â, B̂Ĉ] = [Â, B̂]Ĉ + B̂[Â, Ĉ], temos

[x̂, Ĥ] =
1

2m0

[x̂, (1̂ + γqx̂)p̂](1̂ + γqx̂)p̂+
1

2m0

(1̂ + γqx̂)p̂[x̂, (1̂ + γqx̂)p̂]

−i~γq
2m0

[x̂, (1̂ + γqx̂)p̂]. (4.182)

Notando que

[x̂, (1̂ + γqx̂)p̂] = [x̂, p̂] + γq[x̂, x̂p̂]

= i~1̂ + γq[x̂, x̂]p̂+ γqx̂[x̂, p̂]

= i~(1̂ + γqx̂), (4.183)
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e substituindo em (4.181), obtemos

[x̂, Ĥ] =
i~

2m0

(1̂ + γqx̂)2p̂+
i~

2m0

(1̂ + γqx̂)p̂(1̂ + γqx̂)− γq(i~)2

2m0

(1̂ + γqx̂). (4.184)

Uma vez que os operadores x̂ e p̂ são canonicamente conjugados, temos x̂p̂ = p̂x̂ + i~1̂.

Logo, [x̂, Ĥ] torna-se:

[x̂, Ĥ] =
i~

2m0

(1̂ + γqx̂)2p̂+
i~

2m0

(p̂+ γqx̂p̂)(1̂ + γqx̂)− γq(i~)2

2m0

(1̂ + γqx̂)

=
i~

2m0

(1̂ + γqx̂)2p̂+
i~

2m0

(p̂+ γqp̂x̂+ i~γq)(1̂ + γqx̂)− γq(i~)2

2m0

(1̂ + γqx̂)

=
i~

2m0

(1̂ + γqx̂)2p̂+
i~

2m0

p̂(1̂ + γqx̂)2 +
γq(i~)2

2m0

(1̂ + γqx̂)− γq(i~)2

2m0

(1̂ + γqx̂)

=
i~

2m0

(1̂ + γqx̂)2p̂+
i~

2m0

p̂(1̂ + γqx̂)2. (4.185)

Da Eq. (4.180), para a massa (4.80), obtemos

d〈x̂〉
dt

=
1

2m0

〈p̂(1̂ + γqx̂)2〉+
1

2m0

〈(1̂ + γqx̂)2p̂〉 =
1

2

(〈
p̂

1

m(x̂)

〉
+

〈
1

m(x̂)
p̂

〉)
, (4.186)

como queŕıamos demonstrar.

Por outro lado, da equação anterior temos que:

d〈x̂〉
dt

=
1

2

∫ +∞

−∞

(
−~
i

)
∂Ψ∗(x, t)

∂x

1

m(x)
Ψ(x, t)dx

+
1

2

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)

1

m(x)

(
~
i

)
∂Ψ(x, t)

∂x
dx

=
1

2

∫ +∞

−∞

(
−~
i

)
∂Ψ∗(x, t)

∂x

1

m(x)
Ψ(x, t)dx

+
1

2

∫ +∞

−∞

(
−~
i

)
Ψ∗(x, t)

d

dx

[
1

m(x)

]
Ψ(x, t)dx

+
1

2

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)

1

m(x)

(
~
i

)
∂Ψ(x, t)

∂x
dx

+
1

2

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)

d

dx

[
1

m(x)

](
~
i

)
Ψ(x, t)dx

=
1

2

∫ +∞

−∞

∂

∂x

[(
−~
i

)
Ψ∗(x, t)

1

m(x)

]
Ψ(x, t)dx

+
1

2

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)

∂

∂x

[(
~
i

)
1

m(x)
Ψ(x, t)

]
dx

=

∫ +∞

−∞
Re

{
Ψ∗(x, t)

∂

∂x

[(
~
i

)
1

m(x)
Ψ(x, t)

]}
dx. (4.187)

Uma vez que o integrando da equação acima é a densidade de corrente definida pela
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Eq. (4.88), temos que d〈x̂〉/dt =
∫
J(x, t)dx, demonstrando asssim a Eq. (4.177).

Similarmente, da Eq. (4.173) aplicada para o operador momento linear p̂, temos

d〈p̂〉
dt

=
1

i~
〈[p̂, Ĥ]〉. (4.188)

Utilizando mais uma vez o operador hamiltoniano (4.82), segue que:

[p̂, Ĥ] =

[
p̂,

1

2m0

(1̂ + γqx̂)p̂(1̂ + γqx̂)p̂− i~γq
2m0

(1̂ + γqx̂)p̂−
~2γ2

q

8m0

1̂ + V (x̂)

]
=

1

2m0

[p̂, (1̂ + γqx̂)p̂(1̂ + γqx̂)p̂]− i~γq
2m0

[p̂, (1̂ + γqx̂)p̂] + [p̂, V (x̂)]

=
1

2m0

[p̂, (1̂ + γqx̂)p̂](1̂ + γqx̂)p̂+
1

2m0

(1̂ + γqx̂)p̂[p̂, (1̂ + γqx̂)p̂]

−i~γq
2m0

[p̂, (1̂ + γqx̂)p̂] + [p̂, V (x̂)]. (4.189)

E notando que

[p̂, (1̂ + γqx̂)p̂] = [p̂, p̂] + γq[p̂, x̂p̂] = [p̂, p̂] + γq[p̂, x̂]p̂+ γqx̂[p̂, p̂] = −i~γqp̂,

ao substituir a relação acima em (4.189), obtemos

[p̂, Ĥ] = −i~γq
2m0

p̂(1̂ + γqx̂)p̂− i~γq
2m0

(1̂ + γqx̂)p̂2 +
(i~γq)2

2m0

p̂+ [p̂, V (x̂)]. (4.190)

Utilizando p̂x̂ = x̂p̂− i~1̂ e a relação (4.11), temos que:

[p̂, Ĥ] = −i~γq
2m0

p̂(1̂ + γqx̂)p̂− i~γq
2m0

(p̂+ γqx̂p̂− i~γq)p̂− i~
dV (x̂)

dx̂

= −i~γq
2m0

p̂(1̂ + γqx̂)p̂− i~γq
2m0

(p̂+ γqp̂x̂)p̂− i~dV (x̂)

dx̂

= −i~γq
2m0

p̂(1̂ + γqx̂)p̂− i~γq
2m0

p̂(1̂ + γqx̂)p̂− i~dV (x̂)

dx̂

= −i~γq
m0

p̂(1̂ + γqx̂)p̂− i~dV (x̂)

dx̂
. (4.191)

E portanto, substituindo a relação acima na Eq. (4.188), para a massa (4.80) obtemos

d〈p̂〉
dt

= − γq
m0

〈p̂(1̂ + γqx̂)p̂〉 −

〈
dV

dx̂

〉

= −1

2

〈
p̂
d

dx

[
1

m(x̂)

]
p̂

〉
−

〈
dV

dx̂

〉
, (4.192)

demonstrando assim a Eq. (4.176b).
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4.7 Aproximação semiclássica para sistemas com

massa dependente da posição

Na Seção 4.5 apresentamos os análogos clássicos para os operadores deformados x̂q e p̂q,

assim como os efeitos da transformação canônica (xq, pq) −→ (x, p) no formalismo clássico,

e na Seção 4.6 apresentamos as equações de Ehrenfest para sistemas com massa depen-

dente da posição, onde as formas destas equações são similares àquelas correspondentes

no formalismo clássico. A fim de completar esse tratamento, nesta Seção mostramos que

a formulação da mecânica clássica para o sistema com massa dependente da posição que

estamos tratando está contida na correspondente formulação da mecânica ondulatória.

Para descrever sistemas com massa dependente da posição na representação {|x〉},
podemos utilizar a equação de Schrödinger (4.85) em termos do campo Ψ(x, t) ou a

equação de Schrödinger deformada (4.103) em termos do campo Φq(x, t). Optamos por

utilizar a segunda, contudo, os mesmos resultados podem ser obtidos utilizando a primeira.

Dessa forma, seja a densidade de probabilidade deformada %q(x, t) = |Φq(x, t)|2. Podemos

escrever a função de onda Φq(x, t) como

Φq(x, t) =
√
%q(x, t)e

iS(x,t)/~ (4.193)

onde S(x, t) é uma fase real, e que será interpretada fisicamente a seguir. Sendo

Φ∗(x, t)DγqΦ(x, t) =
√
%q(x, t)Dγq

[√
%q(x, t)

]
+

(
i

~

)
%q(x, t)DγqS(x, t), (4.194)

obtemos a densidade de corrente dada pela Eq. (4.112) em termos de S(x, t) como

Jq(x, t) =
%q(x, t)

m0

DγqS(x, t) =
ρ(x, t)

m(x)

∂S(x, t)

∂x
= J(x, t), (4.195)

onde utilizamos (4.110) na expressão acima. Como no caso para massa constante, a va-

riação espacial da fase da onda está relacionada com o fluxo de probabilidade. Quanto

mais a fase da onda varia, mais intenso é o fluxo de probabilidade. Pela equação de

continuidade deformada (4.111), obtemos a relação

∂%q(x, t)

∂t
+Dγq

[
%q(x, t)

m0

DγqS(x, t)

]
= 0, (4.196)

ou
∂ρ(x, t)

∂t
+

∂

∂x

[
ρ(x, t)

m(x)

∂S(x, t)

∂x

]
= 0. (4.197)
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Notando que

∂Φ(x, t)

∂t
= eiS(x,t)/~

√
%q(x, t)

[
1
√
%q

∂
√
%q

∂t
+

(
i

~

)
∂S(x, t)

∂t

]
, (4.198)

e

D2
γqΦ(x, t) = eiS(x,t)/~

{
D2
γq

[√
%q(x, t)

]
+ 2

(
i

~

)
Dγq

[√
%q(x, t)

]
[DγqS(x, t)]

+

(
i

~

)√
%q(x, t)D2

γqS(x, t) +

(
i

~

)2√
%q(x, t)[DγqS(x, t)]2

}
, (4.199)

substituindo as Eq.’s (4.198) e (4.199) na equação de Schrödinger deformada (4.103),

obtemos

eiS(x,t)/~i~
√
%q(x, t)

[
1
√
%q

∂
√
%q

∂t
+

(
i

~

)
∂S(x, t)

∂t

]
=

−eiS(x,t)/~ ~2

2m0

{
D2
γq

[√
%q(x, t)

]
+ 2

(
i

~

)
Dγq

[√
%q(x, t)

]
[DγqS(x, t)]

+

(
i

~

)√
%q(x, t)D2

γqS(x, t) +

(
i

~

)2√
%q(x, t)[DγqS(x, t)]2

}
+eiS(x,t)/~

√
%q(x, t)V (x).

Dividindo a equação acima por
√
%q(x, t)e

iS(x,t)/~, e agrupando as partes real e imaginária

puras da equação acima, temos:{
1

2m0

[DγqS(x, t)]2 + V (x)− ~2

2m0

1√
%q(x, t)

D2
γq

[√
%q(x, t)

]
+
∂S(x, t)

∂t

}

+
1

2%q(x, t)

(
i

~

){
∂%q(x, t)

∂t
+

2

m

√
%q(x, t)Dγq

[√
%q(x, t)

]
+

1

m
%q(x, t)D2

γqS(x, t)

}
= 0,

ou ainda,{
1

2m0

[DγqS(x, t)]2 + V (x)− ~2

2m0

1
√
%q
D2
γq

[√
%q(x, t)

]
+
∂S(x, t)

∂t

}

+
1

2%q(x, t)

(
i

~

){
∂%q(x, t)

∂t
+Dγq

[
%q(x, t)

m0

DγqS(x, t)

]}
= 0.

Observando que os termos da parte imaginária satisfazem a relação dada pela equação

(4.196), obtemos a seguinte equação de Hamilton-Jacobi para a dinâmica de uma part́ıcula

com massa dependente da posição no formalismo quântico:

1

2m0

[DγqS(x, t)]2 + V (x) +Qq(x, t) +
∂S(x, t)

∂t
= 0, (4.200)
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onde Qq(x, t) é um potencial quântico de Bohm deformado, dado por

Qq(x, t) ≡ − ~2

2m0

1

|Φq(x, t)|
D2
γq |Φq(x, t)|

= − ~2

2m0

1
√
%q
D2
γq

√
%q

=
~2

4m0

[
1

2

(
1

%q
Dγq%q

)2

− 1

%q
D2
γq%q

]
. (4.201)

O potencial acima, para o caso q = 1, foi proposto originalmente numa interpretação

alternativa da mecânica quântica através do conceito de onda piloto introduzida por de

Broglie [213] pouco mais de duas décadas anteriores da aplicação de Bohm [214]. Esta

interpretação permite conceituar a existência simultânea do comportamento de onda e

part́ıcula, e abre uma forma elegante no estudo de processos f́ısicos nos formalismos

clássico e quântico, conforme é analisado em [215] para alguns problemas t́ıpicos da

f́ısica. Aplicações de onda piloto também têm sido aplicadas na formulação da equação

de Schrödinger não linear NRT por Pennini et al. [114]. Aqui, vimos que a equação de

Schrödinger deformada (4.103) leva a um potencial de Bohm deformado e que pode ser

utilizado como uma alternativa para resolver problemas em mecânica quântica de sistemas

com massa dependente da posição.

Uma das consequências da Eq. (4.200) ocorre no limite ~→ 0, onde obtemos

1

2m0

[DγqS(x, t)]2 + V (x) +
∂S(x, t)

∂t
= 0, (4.202)

e que em termos da função massa, temos

1

2m(x)

[
∂S(x, t)

∂x

]2

+ V (x) +
∂S(x, t)

∂t
= 0, (4.203)

da qual corresponde a equação de Hamilton-Jacobi na mecânica clássica para um sistema

com massa dependente da posição, e onde a fase de onda S(x, t) torna-se a conhecida

função principal de Hamilton, conectada diretamente com ação clássica de um sistema

com massa dependente da posção.

De fato, considerando o método de seperação de variáveis [142], onde S(x, t) = W (x)−
Et, e W (x) é a função caracteŕıstica de Hamilton, temos que

W (x) = ±
∫ x√

2m(x′)[E − V (x′)]dx′, (4.204)

cujo momento clássico dado por

p = ∂S(x, t)/∂x = dW (x)/dx =
√

2m(x)[E − V (x)], (4.205)
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como poderia ser obtido diretamente da Eq. (4.168).

Segue que a função S(x, t) pode ser escrita como

S(x, t) = ±
∫ x√

2m(x′)[E − V (x′)]dx′ − Et. (4.206)

Uma vez que
dS(x, t)

dt
=
∂S

∂x
ẋ+

∂S

∂t
= pẋ−H = L (4.207)

onde utilizamos as relações p = ∂S/∂x e H(x, ∂S/∂x) + ∂S/∂t = 0, temos que S(x, t)

coincide com a ação na descrição clássica. Logo, a menos de uma constante de integração,

temos que

S =

∫
L(x, ẋ)dt (4.208)

com a função lagragiana dada por

L(x, ẋ) =
1

2
m(x)ẋ2 − V (x). (4.209)

Como esperado, no limite ~ → 0, a dinâmica clássica de um sistema com massa

dependente da posição está contida na equação de Schrödinger para o respectivo problema.

Assim como em sistemas de massa constante, para o sistema com massa dependente

da posição analisado neste trabalho, vemos que o limite clássico da mecânica quântica

na formulação de Heisenberg é a dinâmica hamiltoniana. Do mesmo modo, a mecânica

quântica na formulação de Schrödinger é a teoria de Hamilton-Jacobi no limite clássico.

Para a função de onda dos estados estacionários (∂ρ/∂t = 0) pode ser obtida uma apro-

ximação semiclássica. A partir da relação (4.197) decorrente da equação de continuidade,

obtemos
∂J(x, t)

∂x
=

∂

∂x

[
ρ(x, t)

m(x)

∂S

∂x

]
= 0, (4.210)

que implica

ρ(x, t)

m(x)

dW

dx
= ρ(x, t)

√
2

m(x)
[E − V (x)] = constante. (4.211)

A partir da Eq. (4.169), obtemos

√
ρ =

constante

4

√
2

m(x)
[E − V (x)]

∝ 1√
v
. (4.212)

Podemos observar que na aproximação semiclássica, a probabilidade P(x)dx = ρ(x, t)dx

para encontrar a part́ıcula entre x e x+dx deve tornar-se idêntica à probabilidade clássica

Pclássica(x)dx ∝ dx/v, como esperado pelo prinćıpio da correspondência.

Consequentemente, substituindo (4.212) em (4.193), e utilizando a relação (4.110),
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temos que a função de onda (4.193) na aproximação semiclássica é

Φq(x, t) ∝
1

4
√
E − V (x)

exp

{
i

~

[
±
∫ x√

2m(x′)[E − V (x′)]dx′ − Et
]}

∝ 1
4
√
E − V (x)

exp

{
i

~

[
±
∫ x

p(x′)dx′ − Et
]}

, (4.213)

que é similar à conhecida solução WKB (G. Wentzel, A. Krameres e L. Brillouin) com a

massa constante m substitúıda por m(x). Como uma aplicação, considerando um sistema

sob potencial nulo (V (x) = 0), temos

Φq(x, t) = A exp

{
i

~

[
±p0 ln(1 + γqx)

γq
− Et

]}
, (4.214)

e assim

Ψ(x, t) =
A√

1 + γqx
exp

{
i

~

[
±p0 ln(1 + γqx)

γq
− Et

]}
, (4.215)

onde A e p0 =
√

2m0E são constantes, e portanto recuperamos as funções de onda Ψ(x, t)

e Φq(x, t) de uma part́ıcula livre dadas pelas Eq.’s (4.132) e (4.134) respectivamente.

4.8 Teoria clássica de campos para equação de

Schrödinger linear q-deformada

Na Seção anterior, desenvolvemos uma aproximação semiclássica para a dinâmica de

um sistema quântico com massa dependente da posição, e obtemos que a fase S(x, t) da

função de onda Φq(x, t) (ou Ψ(x, t)) é a função principal de Hamilton no limite ~ → 0.

Como é sabido, S(x, t) coincide com a ação na descrição clássica, cuja função lagragiana

com massa dependente da posição é dada pela Eq. (4.209). Esta lagrangiana corresponde

a uma função com apenas um grau de liberdade em virtude de restrigirmos o formalismo

para um movimento unidimensional. Por outro lado, a dinâmica quântica do correspon-

dente problema é descrita através de campos cont́ınuos que evoluem no espaço-tempo

através da equação de Schrödinger para o campo Ψ(x, t) em termos de operadores usuais

ou Φq(x, t) em termos de operadores deformados. Neste caso, a ação deve ser expressa

como a integral de uma função densidade lagrangiana L.

M. A. Rego-Monteiro et al. [163, 164] introduziram uma teoria clássica de campos por

meio de uma função densidade lagrangiana de dois campos acoplados (aqui representados

por Φq(x, t) e Φ̃q(x, t)) e seus complexos conjugados, na qual leva a duas equações de

Schrödinger deformadas associadas a operadores hamiltonianos não hermitianos. Mais
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especificamente, considerando a densidade lagrangiana

L ≡ L(Φq, ∂xΦq, ∂
2
xΦq, ∂tΦq, Φ̃q, ∂xΦ̃q, ∂tΦ̃q,Φ

∗
q, ∂xΦ

∗
q, ∂

2
xΦ
∗
q, ∂tΦ

∗
q, Φ̃

∗
q, ∂xΦ̃

∗
q, ∂tΦ̃

∗
q)

=
i~
2

Φ̃q(x, t)∂tΦq(x, t) +
~2

8

[
d

dx

(
1

m(x)

)]
Φ̃q(x, t)∂xΦq(x, t)

+
~2

4m(x)
Φ̃q(x, t)∂

2
xΦq(x, t)−

1

2
V (x)Φq(x, t)Φ̃q(x, t)

−i~
2

Φ̃∗q(x, t)∂tΦ
∗
q(x, t) +

~2

8

[
d

dx

(
1

m(x)

)]
Φ̃∗q(x, t)∂xΦ

∗
q(x, t)

+
~2

4m(x)
Φ̃∗q(x, t)∂

2
xΦ
∗
q(x, t)−

1

2
V (x)Φ∗q(x, t)Φ̃

∗
q(x, t), (4.216)

das equações de de Euler-Lagrange

∂L
∂Φ̃q

− ∂x

[
∂L

∂(∂xΦ̃q)

]
− ∂t

[
∂L

∂(∂tΦ̃q)

]
= 0, (4.217)

e
∂L
∂Φq

− ∂x
[

∂L
∂(∂xΦq)

]
− ∂t

[
∂L

∂(∂tΦq)

]
− ∂2

x

[
∂L

∂(∂2
xΦq)

]
= 0. (4.218)

obtém-se as seguintes equações de onda

i~
∂Φq(x, t)

∂t
= − ~2

2m(x)

∂2Φq(x, t)

∂x2
− ~2

2

[
d

dx

(
1

m(x)

)]
∂Φq(x, t)

∂x
+ V (x)Φq(x, t), (4.219)

e

−i~∂Φ̃q(x, t)

∂t
= − ~2

2m(x)

∂2Φ̃q(x, t)

∂x2
− 3~2

4

[
d

dx

(
1

m(x)

)]
∂Φ̃q(x, t)

∂x
− ~2γ2

2m0

Φ̃q(x, t)

+V (x)Φ̃q(x, t). (4.220)

Para a massa (4.80), temos claramente que a Eq. (4.219) corresponde a Eq. (4.103), e com

a primeira e a segunda equação acima podendo ser escritas respectivamente como

i~
∂Φq(x, t)

∂t
= Ĥ ′Φq(x, t) e − i~∂Φ̃q(x, t)

∂t
= (Ĥ ′)†Φ̃q(x, t), (4.221)

onde Ĥ ′ é o operador hamiltoniano (4.104) dado em termos do operador momento linear

não hermitiano p̂′q. O operador (Ĥ ′)† é complexo conjugado de Ĥ ′, onde (Ĥ ′)† 6= Ĥ ′ para

γq 6= 0.

Devido à não hermiticidade do operador hamiltoniano Ĥ ′, os campos Φq(x, t) e Φ̃q(x, t)

não são complexos conjugados um do outro. Em particular, o caso usual ocorre com γq = 0,

onde Φ̃1(x, t) = Φ∗1(x, t) e [(Ĥ ′)†]γq=0 = [Ĥ ′]γq=0.
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A densidade de probabilidade definida por

ρq(x, t) ≡
1

2
[Φq(x, t)Φ̃q(x, t) + Φ∗q(x, t)Φ̃

∗
q(x, t)], (4.222)

satisfaz a equação de continuidade

∂ρq
∂t

+
∂jq(x, t)

∂x
= 0, (4.223)

com a densidade de corrente dada por

jq(x, t) =
~
8i

{
2

m(x)
Φ̃q(x, t)

∂Φq(x, t)

∂x
− 2

m(x)
Φq(x, t)

∂Φ̃q(x, t)

∂x

−
[
d

dx

(
1

m(x)

)]
Φq(x, t)Φ̃q(x, t) +

[
d

dx

(
1

m(x)

)]
Φ∗q(x, t)Φ̃

∗
q(x, t)

}
. (4.224)

Para campos do tipo Φq(x, t) = ϕq(x)e−iEt/~ e Φ̃q(x, t) = ϕ̃q(x)eiẼt/~, e massa dada por

(4.80), os estados estacionários (∂ρq/∂t = 0) são obtidos apenas se E = Ẽ. Desta forma,

obtém-se ϕ̃q(x) = ϕ∗q(x)/(1 + γqx), e consequentemente, ρq(x, t) = |ϕq(x)|2/(1 + γqx) =

|ϕ̃q(x)|2. O caso usual é recuperado para q = 1 (γq = 0).

Para a densidade lagrangiana (4.216), pode-se definir a densidade hamiltoniana

H = ΠΦqΦ̇q + ΠΦ∗q Φ̇
∗
q + ΠΦ̃q

˙̃Φq + ΠΦ̃∗q

˙̃Φ∗q + ΠΦ̇q
Φ̈q + ΠΦ̇∗q

Φ̈∗q + Π ˙̃Φq
Φ̈q + Π ˙̃Φ∗q

Φ̈∗q −L, (4.225)

e se obtém os seguintes momentos canônicos

ΠΦq =
∂L
∂Φ̇q

− ∂

∂t

∂L
∂Φ̈q

− 2∂x
∂L

∂(∂xΦ̇q)
, ΠΦ̃q

=
∂L

∂ ˙̃Φq

− ∂

∂t

∂L

∂ ¨̃Φq

− 2∂x
∂L

∂(∂x
˙̃Φq)

,

ΠΦ̇q
=

∂L
∂Φ̈q

, Π ˙̃Φq
=

∂L

∂ ¨̃Φq

.

(4.226)

com expressões similares para os correspondentes complexos conjugados. No caso, obtém-

se ΠΦq = i~Φq/2 e ΠΦ̃∗q
= −i~Φ∗q/2, e demais momentos canônicos nulos. Portanto, tem-se

a seguinte densidade hamiltoniana

H = −~2

8

[
d

dx

(
1

m(x)

)]
Φq(x, t)∂xΦ̃q(x, t)−

~2

4m(x)
Φq(x, t)∂

2
xΦ̃q(x, t)

+
1

2
V (x)Φq(x, t)Φ̃q(x, t)−

~2

8

[
d

dx

(
1

m(x)

)]
Φq∗(x, t)∂xΦ̃∗q(x, t)

− ~2

4m(x)
Φ∗q(x, t)∂

2
xΦ̃
∗
q(x, t) +

1

2
V (x)Φ∗q(x, t)Φ̃

∗
q(x, t). (4.227)

Como simples exemplo, Rego-Monteiro et al. [163] consideraram uma part́ıcula sujeita

a um potencial constante V (x) = V0. O resultado obtido é H = ~2k2/2m0, com k =
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√
2m0(E − V0)/~.

Recentemente, Plastino et al. [216] formularam uma teoria clássica de campos alter-

nativa, onde é necessário apenas o uso de um campo (Φq ou Ψ). A seguir, apresentamos

uma formulação alternativa à proposta de [216], mas que também utiliza um único campo

para a descrição lagrangiana (ou hamiltoniana) de sistemas com massa efetiva. Mais es-

pecificamente, propomos densidades lagrangianas que levam às equações de Schrödinger

que apresentamos na Seção (4.3). Também mostramos que o uso de apenas um campo

é suficiente para obter o espectro de sistemas quântico em potenciais que dependem da

posição. Iniciemos nossa análise considerando a ação em um espaço deformado, e dada

por

S =

∫ tf

ti

∫ xq,f

xq,i

Lq(xq, t)dxqdt, (4.228)

com a densidade lagrangiana

Lq = Lq
(
Φ,Φ∗, ∂xqΦ, ∂xqΦ

∗, ∂tΦ, ∂tΦ
∗, xq, t

)
=

i~
2

[
Φ∗(xq, t)

∂Φ(xq, t)

∂t
− ∂Φ∗(xq, t)

∂t
Φ(xq, t)

]
− ~2

2m0

[
∂Φ∗(xq, t)

∂xq

] [
∂Φ(xq, t)

∂xq

]
− V (xq)Φ

∗(xq, t)Φ(xq, t). (4.229)

A Eq. (4.74) é obtida aplicando a equação de Euler-Lagrange usual para o espaço defor-

mado xq:
∂L
∂Φ
− ∂xq

[
∂L

∂(∂xqΦ)

]
− ∂t

[
∂L

∂(∂tΦ)

]
= 0. (4.230)

Através da mudança de variável xq → x, e considerando a invariância da ação S, a

densidade lagrangiana L ≡ Lq/(1 + γqx) no espaço de coordenadas x pode ser escrita

como

L =
i~
2

1

1 + γqx

[
Φ∗q(x, t)

∂Φq(x, t)

∂t
−
∂Φ∗q(x, t)

∂t
Φq(x, t)

]
− ~2

2m0

1

1 + γqx
DγqΦq(x, t)DγqΦ∗q(x, t)− V (x)

Φ∗q(x, t)Φq(x, t)

1 + γqx
, (4.231)

onde utilizamos Φq(x, t) = Φ(xq(x), t). Podemos observar que a lagrangiana acima é equi-

valente à Eq. (4.216) utilizando Φ̃q(x, t) = Φ∗q(x, t)/(1 + γqx). Através desta mudança de

variável, temos a equação de Euler-Lagrange deformada

∂L
∂Φq

−Dγq
[

∂L
∂(DγqΦq)

]
− ∂t

[
∂L

∂(∂tΦq)

]
= 0, (4.232)

e a partir da lagrangiana (4.231), obtemos a equação de Schrödinger deformada (4.103).
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A densidade hamiltoniana definida por

H = H
(

Φq,Φ
∗
q, ∂xΦq, ∂xΦ

∗
q, Φ̇q, Φ̇

∗
q, x, t

)
= ΠΦqΦ̇q + ΠΦ∗q Φ̇

∗
q − L, (4.233)

onde os momentos canônicos conjugados aos campos Φq e Φ∗q são

ΠΦq =
∂L
∂Φ̇q

=
i~
2

Φ∗q(x, t)

1 + γqx
, e ΠΦ∗q =

∂L
∂Φ̇∗q

= −i~
2

Φq(x, t)

1 + γqx
. (4.234)

Segue que

H =
~2

2m0

1

1 + γqx
DγqΦq(x, t)DγqΦ∗q(x, t) + V (x)

Φq(x, t)Φ
∗
q(x, t)

1 + γqx
(4.235)

Integrando a densidade hamiltoniana acima em relação a coordenada espacial x e utili-

zando no primeiro termo uma integração por partes, obtemos∫ xf

xi

Hdx =

∫ xf

xi

[
~2

2m0

1

1 + γqx
DγqΦq(x, t)DγqΦ∗q(x, t) + V (x)

Φq(x, t)Φ
∗
q(x, t)

1 + γqx

]
dx

=

∫ xf

xi

Φ∗q(x, t)

[
− ~2

2m0

D2
γqΦq(x, t) + V (x)

Φq(x, t)

1 + γqx

]
dx

1 + γqx

=

∫ xf

xi

1

1 + γqx
Φ∗q(x, t)i~

∂Φq(x, t)

∂t

= E, (4.236)

onde utilizamos Φq(x, t) = ϕq(x)e−iEt/~.

Em termos do campo Ψ(x, t) =
√

1 + γqxΦq(x, t), a densidade lagrangiana torna-se

L=
i~
2

[
Ψ∗(x, t)

∂Ψ(x, t)

∂t
− ∂Ψ∗(x, t)

∂t
Ψ(x, t)

]
−~2

2

1√
m(x)

{
∂

∂x

[
Ψ∗(x, t)
4
√
m(x)

]}{
∂

∂x

[
Ψ(x, t)
4
√
m(x)

]}
− V (x)Ψ∗(x, t)Ψ(x, t),(4.237)

onde obtemos a Eq. (4.85) pelo uso da equação de Euler-Lagrange usual

∂L
∂Ψ
− ∂x

[
∂L

∂(∂xΨ)

]
− ∂t

[
∂L

∂(∂tΨ)

]
= 0, (4.238)

que é equivalente a lagrangiana (4.216) fazendo Φq(x, t) =
√

1 + γqxΨ(x, t) e Φ̃q(x, t) =

Ψ∗(x, t)/
√

1 + γqx.

Para a densidade lagrangiana (4.237), temos que a densidade hamiltoniana é dada por

H = ΠΨΨ̇ + ΠΨ∗Ψ̇
∗ − L, (4.239)
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cujos momentos canônicos são os seguintes:

ΠΨ =
∂L
∂Ψ̇

=
i~
2

Ψ∗ e ΠΨ∗ =
∂L
∂Ψ̇

= −i~
2

Ψ. (4.240)

A densidade hamiltoniana em termos dos campos Ψ(x, t) e Ψ∗(x, t) torna-se

H =
~2

2

1√
m(x)

{
∂

∂x

[
Ψ∗(x, t)
4
√
m(x)

]}{
∂

∂x

[
Ψ(x, t)
4
√
m(x)

]}
+ V (x)Ψ∗(x, t)Ψ(x, t), (4.241)

a qual poderia ser obtida através da substituição de Φq em termos de Ψ em (4.235).

Integrando a densidade hamiltoniana, e aplicando uma integração por partes , temos

∫ xf

xi

Hdx =

∫ xf

xi

{
~2

2

1√
m(x)

∂

∂x

[
Ψ∗(x, t)
4
√
m(x)

]
∂

∂x

[
Ψ(x, t)
4
√
m(x)

]
+ V (x)Ψ∗(x, t)Ψ(x, t)

}
dx

=

∫ xf

xi

~2

m0

(1 + γqx)
∂

∂x

[√
1 + γqxΨ∗(x, t)

] ∂
∂x

[√
1 + γqxΨ(x, t)

]
dx

+

∫ xf

xi

V (x)Ψ∗(x, t)Ψ(x, t)dx

= −
∫ xf

xi

~2

2m0

[
√

1 + γqxΨ∗(x, t)]
∂

∂x

{
(1 + γqx)

∂

∂x

[√
1 + γqxΨ(x, t)

]}
dx

+

∫ xf

xi

V (x)Ψ∗(x, t)Ψ(x, t)dx

=

∫ xf

xi

Ψ∗(x, t)

[
−~2(1 + γqx)2

2m0

∂2Ψ(x, t)

∂x2
− ~2γqx(1 + γqx)

m0

∂Ψ(x, t)

∂x
dx

−
~2γ2

q

8m0

Ψ(x, t) + V (x)Ψ(x, t)

]
dx

=

∫ xf

xi

Ψ∗(x, t)i~
∂Ψ(x, t)

∂t
dx

= E, (4.242)

onde utilizamos Ψ(x, t) = ψ(x, t)e−iEt/~. Desta forma, mostramos que existe uma equi-

valência entre a formulação de uma teoria clássica de campos para descrever a dinâmica

dos campos acoplados Φq(x, t) e Φ̃q(x, t) proposta em [163] e esta que apresentamos em

termos um dos campos Φq(x, t) ou Ψ(x, t), similarmente ao que foi feito em [216]. Apresen-

tamos que para a formulação com um único campo, Φq(x, t) ou Ψ(x, t), estes apresentam

uma relação com os dois campos utilizados em [163] na situação de estados estacionários.

Vimos ainda que existe uma equivalência entre a aplicação dos campos Φq(x, t) ou Ψ(x, t)

para descrever sistemas com massa dependente da posição em potenciais não constantes

V (x).
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Caṕıtulo 5

Aplicações da dinâmica quântica

q-deformada para massa efetiva

A seguir faremos algumas aplicações do formalismo de equações q-deformadas da

mecânica quântica associadas a sistemas com massa efetiva. Em particular, analisamos

neste Caṕıtulo os problemas t́ıpicos como confinamento em poços de potenciais e barreiras

de potenciais.

Iniciamos estudando o problema de uma part́ıcula com massa dependente da posição

e confinada em um poço de potencial quadrado infinito, cujo problema é analisado em

ambos formalismos clássico e quântico, e com seus resultados comparados.

Diferentemente do potencial quadrado infinito, problemas de barreiras de potenciais

permitem efeitos de penetração quando a energia da part́ıcula é menor do que a energia

potencial na região (E < V ). Similar ao que é feito para part́ıculas de massa constante,

estes problemas são comparados com a propagação de ondas eletromagnéticas em meios

homogêneos. Apresentamos uma analogia entre ondas eletromagéticas em meios não ho-

mogêneos e a dinâmica quântica q-deformada para massa efetiva, e em seguida resolvemos

os problemas do potencial degrau, tunelamento quântico e poço de potencial quadrado

finito.

5.1 Part́ıcula com massa efetiva em um poço de po-

tencial quadrado infinito

O problema de uma part́ıcula confinada em um poço de potencial quadrado infinito

para a massa (4.80) foi primeiramente analisado por Schmidt [217] no formalismo quântico.

Costa-Filho et al. [11] também resolveu este problema através da equação de Schrödinger

deformada (4.103), e que está associada ao operador momento linear deformado não her-

mitinano (4.2). Rego-Monteiro et al. [163] reanalisaram este problema como aplicação de

uma teoria clássica de campos que discutimos na Seção 4.8. Mazharimousavi [169] ana-
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lisou o mesmo problema utilizando o operador momento linear hermitiano (4.54). Aqui,

revisitamos este problema, primeiramente através do formalismos clássico, e em seguida

no quântico [33].

Part́ıcula com massa efetiva em poço de potencial quadrado infinito

– formalismo clássico:

Consideremos uma part́ıcula de massa m(x) dada pela Eq. (4.80), energia E, e confi-

nada em uma caixa de comprimento L, isto é, 0 ≤ x ≤ L. A hamiltoniana desta part́ıcula

é dada por

H(x, p) =
p2

2m(x)
=

(1 + γqx)2p2

2m0

. (5.1)

Seja H(x, p) = E uma integral de movimento, segue que o momento linear desta

part́ıcula é

p(x) = ±
√

2m0E

|1 + γqx|
. (5.2)

A Figura 5.1 mostra o espaço de fase (x, p) da part́ıcula confinada em uma caixa de

comprimento L para diferentes valores de γqL. Para γqL = 0 (q = 1), reobtemos o caso

usual. Quanto maior o valor de |γqL|, maior é o efeito da variação da massa m(x) e do

momento linear p da part́ıcula ao longo do movimento no interior da caixa. Para γqL > 0

(−1 < γqL < 0), os valores da massa m(x) e do momento linear p da part́ıcula diminuem

(aumentam) à medida que a part́ıcula move-se de x = 0 para x = L.

0 . 0 0 . 2 0 . 4 0 . 6 0 . 8 1 . 0- 2 . 0
- 1 . 0
0 . 0
1 . 0
2 . 0

  � q  L  =  0
  � q  L  =  − 0 . 5
  � q  L  =  0 . 5
  � q  L  =  2 . 0
  � q  L  =  1 0

p/(
2m

0E)1/2

x / L
Figura 5.1: Espaço de fase de uma part́ıcula com energia E, posição 0 ≤ x ≤ L e massa
dependente da posição para γqL = 0 (caso usual), −0.5, 0.5, 2.0 e 10.
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Da Eq. (4.169), a velocidade da part́ıcula na caixa é

v(x) = ±

√
2E

m(x)
= ±

√
2E

m0

(1 + γqx)2

= ±v0|1 + γqx|, (5.3)

onde v0 =
√

2E/m0 corresponde à velocidade da part́ıcula para o caso γq = 0. A constante

v0 também pode ser entendida como a velocidade da part́ıcula em x = 0. Podemos observar

que, a velocidade da part́ıcula diferentemente do caso usual não é constante, em virtude

do efeito da massa variável. Por exemplo, para γq > 0 (−1/L < γq < 0), o módulo da

velocidade da part́ıcula aumenta (diminui) quando desloca-se de x = 0 para x = L.

Para v > 0 e 0 < x < L, a posição em função do tempo pode ser obtida integrando a

equação anterior. Segue que:

x(t) =
eγq(v0t) − 1

γq
= ξ lnq

[
exp

(
v0t

ξ

)]
, (5.4)

que tem a mesma estrutura do antinúmero (2.96).

A probabilidade Pclássica(x)dx ∝ dx/v para a part́ıcula estar localizada entre x e x+dx

pode ser escrita como

Pclássica(x)dx =
C

1 + γqx
dx. (5.5)

onde C é uma constante de proporcionalidade obtida a partir da condição de normalização∫ L
0
Pclássica(x)dx = 1. Destarte, encontramos C = γq/ ln(1 + γqL), e portanto

Pclássica(x)dx =
γq

(1 + γqx) ln(1 + γqL)
dx. (5.6)

Como pode-se observar, a densidade de probabilidade Pclássica(x)dx é independente da

condição inicial, e a distribuição uniforme Pclássica(x)→ 1/L é recuperada no limite γq →
0. A Figura 5.2 mostra a densidade de probabilidade Pclássica(x) para diferentes valores

γqL. Quando γqL > 0 (−1 < γqL < 0), a densidade de probabilidade é maior (menor)

para valores de x próximos de 0 devido ao fato da part́ıcula apresentar menor (maior)

velocidade.

Através da transformação canônica xq = γ−1
q ln(1 + γqx) e pq = (1 + γqx)p, a nova

hamiltoniana torna-se K(xq, pq) = p2
q/2m0, o que corresponde a uma part́ıcula de mo-

mento linear pq = m0ẋq de módulo constante no interior de uma caixa com comprimento

deformado

Lq =
ln(1 + γqL)

γq
. (5.7)

A Figura 5.3 ilustra a razão Lq/L entre em função de γqL. A largura da caixa Lq

no espaço xq é contráıdo (dilatado) em relação à largura L no espaço x para valores
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Caṕıtulo 5: Aplicações da dinâmica quântica q-deformada para massa efetiva

de γq > 0 (−1/L < γq < 0). Consequentemente, pela mudança de variável x → xq, a

densidade probabilidade (5.6) torna-se uniforme, e é dada por Pclássica(xq) = 1/Lq para

0 < x < Lq.

0 . 0 0 . 2 0 . 4 0 . 6 0 . 8 1 . 00 . 0
0 . 5
1 . 0
1 . 5
2 . 0

�q  L  =  0
�q  L  =  − 0 . 5 0

�q  L  =  0 . 5 0
�q  L  =  1 . 0

�q  L  =  2 . 0
P ��

	��
���
��x

�L

x / L
Figura 5.2: Densidade de probabilidade clássica para uma part́ıcula em uma caixa entre
0 ≤ x ≤ L e massa dependente da posição para γqL = 0 (caso usual), −0.5, 0.5, 1.0 e 2.0.

- 2 . 0 - 1 . 0 0 . 0 1 . 0 2 . 0 3 . 0 4 . 00 . 0
1 . 0
2 . 0
3 . 0
4 . 0
5 . 0

L q / L

� q  L
Figura 5.3: Razão Lq/L entre o comprimento do espaço deformado e do espaço usual em função
de γqL. Para γqL > 1 (0 < γqL < −1), temos Lq < L (Lq > L). Para γq = 0 (q = 1), temos
Lq = L.
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Os primeiros momentos da posição e do momento linear para a distribuição clássica

dada pela Eq. (5.6) são

x =
γqL− ln(1 + γqL)

γq ln(1 + γqL)
, (5.8a)

x2 =
γ2
qL

2 − 2γqL+ 2 ln(1 + γqL)

2γ2
q ln(1 + γqL)

, (5.8b)

p = 0, (5.8c)

p2 = 2m0E
[(1 + γqL)2 − 1]

2(1 + γqL)2 ln(1 + γqL)
, (5.8d)

onde limγq→0 x = L/2, limγq→0 x2 = L2/3, limγq→0 p2 = 2m0E, como esperado para o caso

em que os deslocamentos da part́ıcula são lineares.

Demonstração:

O valor médio da posição da part́ıcula é dado por:

x =

∫ L

0

xPclássica(x)dx =

∫ L

0

γqx

(1 + γqx) ln(1 + γqL)
dx

=

∫ L

0

1

ln(1 + γqL)

[
1− 1

1 + γqx

]
dx =

[
x

ln(1 + γqL)
− ln(1 + γqx)

γq ln(1 + γqL)

] ∣∣∣∣L
0

=
γqL− ln(1 + γqL)

γq ln(1 + γqL)
. (5.9)

O valor médio do quadrado da posição é

x2 =

∫ L

0

x2Pclássica(x)dx =

∫ L

0

γqx
2

(1 + γqx) ln(1 + γqL)
dx

=

∫ L

0

1

γq ln(1 + γqL)

[
γqx−

γqx

1 + γqx

]
dx

=
1

ln(1 + γqL)

∫ L

0

xdx− 1

γq

∫ L

0

γqx

(1 + γqx) ln(1 + γqL)
dx =

L2

2 ln(1 + γqL)
− x

γq

=
γ2
qL

2 − 2γqL+ 2 ln(1 + γqL)

2γ2
q ln(1 + γqL)

. (5.10)

Para calcular p, observemos que a part́ıcula em uma posição x pode ter momento linear

igual p+ = +
√

2m0E/(1 + γqx) > 0 ou p− = −
√

2m0E/(1 + γqx) < 0 com probabilidades
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iguais à 1
2
Pclássica(x)dx. Portanto, o valor médio do momento linear é

p =

∫ L

0

p(x)Pclássica(x)dx =
1

2

∫ L

0

p+Pclássica(x)dx+
1

2

∫ L

0

p−Pclássica(x)dx

=
1

2

∫ L

0

√
2m0E

1 + γqx
Pclássica(x)dx− 1

2

∫ L

0

√
2m0E

1 + γqx
Pclássica(x)dx

= 0. (5.11)

Por fim, a partir da Eq. (5.2), o valor médio do quadrado do momento linear é

p2 =

∫ L

0

[p(x)]2Pclássica(x)dx =

∫ L

0

[
2m0E

(1 + γqx)2

] [
γq

(1 + γqx) ln(1 + γqL)

]
dx

= 2m0E
γq

ln(1 + γqL)

∫ L

0

1

(1 + γqL)3
dx = 2m0E

γq
ln(1 + γqL)

[
− 1

2γq(1 + γqx)2

] ∣∣∣∣L
0

= 2m0E
[(1 + γqL)2 − 1]

2(1 + γqL)2 ln(1 + γqL)
, (5.12)

como queŕıamos demonstrar.

Part́ıcula com massa efetiva em poço de potencial quadrado infinito

– formalismo quântico:

No formalismo quântico, consideremos uma part́ıcula com massa dependente da posição

(4.80) em um potencial

V (x) =

{
0, 0 ≤ x ≤ L,

∞, outros valores.
(5.13)

Em termos do campo ψq(x), temos que fora do poço este torna-se nulo, e dentro do poço

satisfaz a equação de de Schrödinger independente do tempo (4.86)

−~2(1 + γqx)2

2m0

d2ψ(x)

dx2
− ~2γq(1 + γqx)

m0

dψ(x)

dx
−

~2γ2
q

8m0

ψ(x) = Eψ(x). (5.14)

uma vez que V = 0. Conforme vimos na Seção 4.3, a solução para a equação acima é dada

por (4.127):

ψ(x) =
1√

1 + γqx

{
c+ exp

[
ik

γq
ln(1 + γqx)

]
+ c− exp

[
− ik
γq

ln(1 + γqx)

]}
, (5.15)

com ψ(x) = 0 para x < −1/Lq, e E = ~2k2/2m0.

Seja c± = (B ∓ iA)/2, a função de estado ψ(x) pode ser escrita como

ψ(x) =
A√

1 + γqx
sen

[
k

γq
ln(1 + γqx)

]
+

B√
1 + γqx

cos

[
k

γq
ln(1 + γqx)

]
. (5.16)
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Das condições de contorno ψ(0) = 0 e ψ(L) = 0, obtemos B = 0 e

kq,n =
nπγq

ln(1 + γqL)
=
nπ

Lq
, (n = 1,2,3,...). (5.17)

Os ńıveis de energia são dados por

En =
~2π2γ2

qn
2

2m0 ln2(1 + γqL)
=

~2π2n2

2m0L2
q

, (5.18)

e consequentemente a diferença de energia entre dois estados consecutivos é

∆En = En+1 − En =
(2n+ 1)~2π2γ2

q

2m0 ln2(1 + γqL)
= (2n+ 1)

(
L

Lq

)2

ε0, (5.19)

com ε0 = ~2π2/2m0L
2. A Figura 5.4 ilustra os ńıveis de energia En da part́ıcula dados

pela Eq. (5.18) em função do número quântico n para diferentes valores de γqL. Para uma

contração (dilatação) do espaço, onde γq > 0 (γq < 0), os ńıveis de energia da part́ıcula

tornam-se maiores (menores) em relação àqueles do caso usual. A variação de energia

∆En entre dois estados consecutivos torna-se o tanto maior, quanto maior for o valor de

γqL. Estes resultados são consequência da dependência da massa efetiva com a posição.

De fato, para maiores valores de γq, temos uma massa efetiva m(x) dada pela Eq. (4.80)

menor para cada posição x, e uma maior energia cinética da part́ıcula, portanto isto leva

a um aumento de En com γq conforme mostra a Figura 5.4.

0 1 2 3 4 50

1 0

2 0

3 0

4 0

E n / (
π2 �

2 /2m
0 L2 )

n

 � q  L  =  0
 � q  L  =  0 . 5
 � q  L  =  − 0 . 5

Figura 5.4: Nı́veis de energia da part́ıcula (5.18) confinada em uma caixa unidimensional em
função do número quântico n para diferentes valores de γqL (0, −0.50 e 0.50).
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Pela condição de normalização, podemos calcular a constante A. De fato,

1 =

∫ L

0

|ψ(x)|2dx

= A2

∫ L

0

1

1 + γqx
sen2

[
kq,n
γq

ln(1 + γqx)

]
dx

= A2

∫ γ−1
q ln(1+γqL)

0

sen2

[
nπγqxq

ln(1 + γqL)

]
dxq

= A2 ln(1 + γqL)

2γq
, (5.20)

onde utilizamos a mudança de variável x → xq = γ−1
q ln(1 + γqx). Escrevendo de forma

conveniente A = Aq, obtemos

Aq =

√
2γq

ln(1 + γqL)
=

√
2

Lq
. (5.21)

Portanto, as autofunções são

ψn(x) =


√

2γq
ln(1 + γqL)

1√
1 + γqx

sen

[
nπ ln(1 + γqx)

ln(1 + γqL)

]
, 0 < x < L

0, outros valores.

(5.22)

Esta função de onda é similar àquela obtida em [217]. Resolvendo o correspondente pro-

blema em termos do campo ϕq(x) a partir da equação de Schrödinger deformada inde-

pendente do tempo (4.105), obtém-se

ϕq,n(x) =
√

1 + γqxψn(x) =


√

2γq
ln(1 + γqL)

sen

[
nπ ln(1 + γqx)

ln(1 + γqL)

]
, 0 < x < L

0, outros valores.

(5.23)

conforme feito em [11], onde se utilizou o operador linear deformado não hermitiano

p̂′q = (1+γqx̂)p̂. Notemos que a função de onda acima tem uma estrutura similar à função

trigonométrica deformada Sn(x) que apresentamos na Seção 2.6.

No espaço {|x̂q〉}, o correspondente problema é mapeado em uma part́ıcula confinada

em uma poço de potencial quadrado infinito, mas de largura Lq, e funções de onda idênticas

àquelas do caso usual

ϕn(xq) = ϕq,n(xq(x)) =


√

2

Lq
sen

(
nπxq
Lq

)
, 0 < xq < Lq

0, outros valores.

(5.24)
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A função de onda dos estados estacionários e os ńıveis de energia (5.18) de uma part́ıcula

com massa dependente da posição em um poço de potencial quadrado infinito se reduzem

aos resultados do caso usual no limite γq → 0.

A Figura 5.5 mostra as funções de onda ψn(x) e suas respectivas densidades de pro-

babilidade para os três estados de menor energia (n = 1, 2 e 3) para difentes valores de

γqL. Diferentemente da generalização para o problema de uma part́ıcula confinada em

um poço de potencial quadrado infinito obtida através da equação de Schrödinger não

linear NRT, que apresentamos na Seção (3.6), para o respectivo problema q-deformado

aqui tratado, podemos observar que existe uma assimetria em decorrência da massa de-

pendente da posição. As densidades de probabilidade tornam-se maiores em torno de

x = 0 para valores de γqL maiores. A aplicação do formalismo apresentado aqui pode ser

útil em sistemas em que as part́ıculas nos ńıveis de baixa energia não possuem a mesma

probabilidade para serem encontradas em diferentes regiões, apresentando portanto uma

distribuição assimétrica em torno de uma região central.
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)/(2

/L)
1/2
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3 . 0 n  =  3( f )

�q  L  =  1 0
�q  L  =  1 . 0

�q  L  =  0

|� n(x
)|2 /(2

/L)

x / L
Figura 5.5: Autofunções ψn(x) (coluna da esquerda) e suas respectivas densidades de probabi-
lidade |ψn(x)|2 (coluna da direita), convenientemente escalonadas, de uma part́ıcula com massa
dependente da posição confinada em um poço de potencial quadrado infinito, para valores de
γqL = 0 (caso usual), 1.0 e 10, em diferentes estados. (a) e (b): n = 1 (estado fundamental), (c)
e (d): n = 2 (primeiro estado excitado), (e) e (f): n = 3 (segundo estado excitado).
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Conforme se espera, de acordo com o prinćıpio da correspondência, considerando o li-

mite de números quânticos grandes, os resultados obtidos no formalismo quântico devem

recuperar aqueles obtidos no formalismo clássico. Desta forma, podemos observar através

da Figura 5.6 que o valor médio da densidade de probabilidade quântica ρn(x) = |ψn(x)|2,

exemplificada aqui para n = 10, aproxima-se da correspondente densidade de probabi-

lidade clássica Pclássica(x) dada pela Eq. (5.5), o que é consistente com o prinćıpio da

correspondência.

0 . 0 0 . 2 0 . 4 0 . 6 0 . 8 1 . 00 . 0
2 . 0
4 . 0
6 . 0
8 . 0

L�
n (x)

n �����
� q  L �����

L �P 	�
��
	�� x �

x � L
Figura 5.6: Densidade de probabilidade de uma part́ıcula com massa dependente da posição
confinada em poço de potencial quadrado infinito com γqL = 10 no estado n = 10. A curva
superior pontilhada é dada por 2γqL/[(1 + γqx) ln(1 + γqL)].

Estendendo os resultados aqui apresentados para uma part́ıcula em uma caixa bidi-

mensioanal, as densidades de probabilidade são dadas por

ρn1,n2(x, y) = |ψn1(x)ψn2(y)|2

=
4γ2

q

ln2(1 + γqL)

1

(1 + γqx)(1 + γqy)

×sen2

[
n1π ln(1 + γqx)

ln(1 + γqL)

]
sen2

[
n2π ln(1 + γqy)

ln(1 + γqL)

]
(5.25)

Da Figura 5.7 à 5.10 são mostradas as densidades de probabilidade (5.25) para diferentes

valores de γqL em diferentes estados (n1, n2). A Figura 5.7 ilustra o caso usual (γqL = 0),

cuja part́ıcula tem massa constante, para comparação. Como no caso unidimensional, a

densidade de probabilidade torna-se assimétrica devido ao efeito da massa dependente da

posição. ρn1,n2(x, y) torna-se maior em torno da posição (x = 0, y = 0) quanto maior for

o valor de γqL.
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Figura 5.7: Densidade de probabilidade ρn1,n2(x, y) = |ψn1(x)ψn2(y)|2 em unidades de L−2

para uma part́ıcula com massa constante (γqL = 0) confinada em uma caixa bidimensional nos
estados (a) (n1, n2) = (1, 1), (b) (2, 1), (c) (2, 2) e (d) (3, 3). A escala de cores varia de azul
(baixa densidade de probabilidade) para vermelho (alta densidade de probabilidade).
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Figura 5.8: Densidade de probabilidade ρn1,n2(x, y) = |ψn1(x)ψn2(y)|2 em unidades de L−2 para
uma part́ıcula com massa dependente da posição com γqL = 0.5 confinada em uma caixa bidi-
mensional nos estados (a) (n1, n2) = (1, 1), (b) (2, 1), (c) (2, 2) e (d) (3, 3). A escala de cores varia
de azul (baixa densidade de probabilidade) para vermelho (alta densidade de probabilidade).

143
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Figura 5.9: Densidade de probabilidade ρn1,n2(x, y) = |ψn1(x)ψn2(y)|2 em unidades de L−2 para
uma part́ıcula com massa dependente da posição com γqL = 2.0 confinada em uma caixa bidi-
mensional nos estados (a) (n1, n2) = (1, 1), (b) (2, 1), (c) (2, 2) e (d) (3, 3). A escala de cores varia
de azul (baixa densidade de probabilidade) para vermelho (alta densidade de probabilidade).
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Figura 5.10: Densidade de probabilidade ρn1,n2(x, y) = |ψn1(x)ψn2(y)|2 em unidades de L−2

para uma part́ıcula com massa dependente da posição com γqL = 10 confinada em uma caixa
bidimensional nos estados (a) (n1, n2) = (1, 1), (b) (2, 1), (c) (2, 2) e (d) (3, 3). A escala de cores
varia de azul (baixa densidade de probabilidade) para vermelho (alta densidade de probabili-
dade).
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Conforme demonstraremos a seguir, os valores esperados de 〈x̂〉, 〈x̂2〉, 〈p̂〉 e 〈p̂2〉 para

uma part́ıcula em um poço de potencial quadrado infinito são dados por:

〈x̂〉 =
γqL− ln(1 + γqL)

γq ln(1 + γqL)
− L ln(1 + γqL)

ln2(1 + γqL) + (2πn)2
, (5.26a)

〈x̂2〉 =
γ2
qL

2 − 2γqL+ 2 ln(1 + γqL)

2γ2
q ln(1 + γqL)

+
[1− (1 + γqL)2] ln(1 + γqL)

2γ2
q [ln

2(1 + γqL) + n2π2]

+
2γqL ln(1 + γqL)

γ2
q [ln

2(1 + γqL) + 4n2π2]
, (5.26b)

〈p̂〉 = 0, (5.26c)

〈p̂2〉 =
~2k2

q,n[(1 + γqL)2 − 1]

2(1 + γqL)2 ln(1 + γqL)

[
1 +

γ2
q

4(k2
q,n + γ2

q )

]
. (5.26d)

Claramente, podemos ver que no limite n → ∞, as Eq.’s (5.26) coincidem com as

Eq.’s (5.8), obtidas para o problema analógo descrito no formalismo clássico. Ademais,

pode-se facilmente mostrar que no limite γq → 0, recuperamos os resultados do problema

usual de uma part́ıcula de massa constante: 〈x̂〉 → L
2
, 〈x̂2〉 → L2

3
− L2

2n2π2 e 〈p̂2〉 → ~2k2
n,

com En = ~2k2
n/2m0 (kn ≡ k1,n = 2πn/L). Em relação aos operadores deformados x̂q e p̂q,

é trivial mostrar que 〈x̂q〉 =
L2
q

2
, 〈x̂2

q〉 =
L2
q

3
− L2

q

2n2π2 , 〈p̂q〉 = 0 e 〈p̂q〉 = ~2k2
q,n, como acontece

para uma part́ıcula confinada em um poço de potencial quadrado infinito unidimensional

de comprimento Lq.

A Figura 5.11 mostra os gráficos de (a) 〈x̂〉/L e (b) 〈x̂2〉/L2 em função de γqL para

os estados n = 1, 2 e 3 (o caso clássico n → ∞ também é mostrado para comparação).

Observa-se que 〈x̂〉/L e 〈x̂2〉/L2 diminuem quando γqL aumenta. Existe uma pequena

variação entre os diferentes casos, e os comportamentos das curvas são aproximadamente

idênticos. Em ambos os gráficos, observamos que a linha vertical γqL = 0 corresponde ao

caso usual, e para γqL = −1, os respectivos valores de 〈x̂〉/L e 〈x̂2〉/L2 aproximam-se de

1, o que está em acordo com o fato da massa da part́ıcula divergir em x = L neste caso,

e o que corresponde à localização da part́ıcula para esta posição.

De modo similar, para os mesmos números quânticos n = 1, 2 e 3, a Figura 5.12

mostra em função de γqL as razões (a) 〈p̂2〉/2m0En e (b) 〈p̂2〉/(~2π2L−2). No primeiro,

podemos observar que limγqL→0(〈p̂2〉/2m0En) = 1, independente do valor de n, conforme

esperado para o caso usual. Para todos os estados quânticos, observa-se que 〈p̂2〉/2m0En

diminui quando γqL aumenta. No segundo, temos que 〈p̂2〉 é mı́nimo em γqL = 0, cresce

(decresce) para γqL > 0 (−1 < γqL < 0). Em ambos os gráficos e para todos os estados

quânticos, temos uma divergência quando γqL→ −1.
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Figura 5.11: Valores esperados (a) 〈x̂〉 e (b) 〈x̂2〉 para uma part́ıcula com massa dependente da
posição em um poço de potencial quadrado infinito em função de γqL nos estados n = 1, 2 e 3.
O caso clássico (n → ∞) é também mostrado. Notemos que para γqL → −1, temos 〈x̂〉/L → 1
e 〈x̂2〉/L2 → 1.
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Figura 5.12: Valor esperado 〈p̂2〉 para uma part́ıcula com massa dependnente da posição em um
poço de potencial quadrado infinito para os estados n = 1, 2 e 3. Em (a), é mostrado a razão
〈p̂2〉/2m0En em função de γqL. Para γqL → 0, observa-se 〈p̂2〉/2m0En → 1 independente do
valor do número quântico n, em acordo com caso usual. Em (b), temos a razão 〈p̂2〉/(~2π2L−2)
em função de γqL. Nos diferentes estados, 〈p̂2〉/(~2π2L−2) é mı́nimo em γqL = 0, e existe uma
divergência em γqL = −1 para cada curva.
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Em teoria quântica, a incerteza de uma medida para qualquer observável Ω̂ é dada por

∆Ω =

√
〈Ω̂2〉 − 〈Ω̂〉2 ≥ 0. Para dois operadores hermitianos Ω̂ e Λ̂ quaisquer, é posśıvel

mostrar que ∆Ω∆Λ ≥ | 1
2i
〈[Ω̂, Λ̂]〉|, chamado de prinćıpio da incerteza generalizado [6]. Em

particular, se os operadores são canonicamente conjugados, ou seja, [Ω̂, Λ̂] = i~, temos que

∆Ω∆Λ ≥ ~/2. Esta última relação torna-se válida, seja para o par x̂ e p̂, ou para o par x̂q

e p̂q, que constituem operadores de coordenadas e momentos canonicamente conjugados

entre si.

Aqui estamos interessados em analisar a relação do prinćıpio da incerteza usual para

uma part́ıcula confinada em um poço de potencial quadrado infinito com massa depen-

dente da posição, de modo que se espera

∆x∆p ≥ ~
2
. (5.27)

Utilizando as expressões (5.26) podemos obter a relação de incerteza para o problema

de uma part́ıcula em um poço de potencial quadrado infinito com massa dependente da

posição. A Figura 5.13 mostra a relação de incerteza ∆x∆p nos três estados de mais baixa

energia (n = 1, 2 e 3). Conforme pode ser visto, a relação é evidentemente obedecida para

este problema para diferentes valores de γqL. Nota-se que o produto ∆x∆p é mı́nimo para

γqL = 0. Temos também que ∆x∆p diverge em γqL = −1, o que está associado ao fato de

∆x → 0 (localização da part́ıcula) e ∆p → ∞ em virtude da massa (e energia cinética)

da part́ıcula divergir na posição x = L.

- 2 . 0 - 1 . 0 0 . 0 1 . 0 2 . 0 3 . 0 4 . 00 . 0
1 . 0
2 . 0
3 . 0
4 . 0

n  =  3  

n  =  1  

�x�
p/�

� q  L

n  =  2

Figura 5.13: Relação de incerteza ∆x∆p de uma part́ıcula confinada em um poço de potencial
quadrado infinito em função de γqL para os estados n = 1, 2 e 3.
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Algumas outras relações de incerteza podem ser exploradas. Em [11, 32] foram explo-

radas as relações do tipo ∆x∆p̂′q para os problemas de uma part́ıcula em um poço de

potencial quadrado infinito e um potencial quadrático. Embora os pares de operadores (x̂

e p̂q) ou (x̂q e p̂) não sejam canonicamente conjugados, a seguir apresentamos as relações

∆x∆pq e ∆xq∆p, por completeza. Para os operadores x̂ e p̂q obtém-se

∆x∆pq ≥
~
2
|1 + γq〈x̂〉|, (5.28)

que tem a mesma forma daquela obtida em [11, 32] para ∆x∆p̂′q. A equação acima expressa

o fato que a relação de incerteza generalizada em uma medida depende de γq, assim como

do valor esperado 〈x̂〉. Uma relação de comutação similar a esta é usada pra descrever a

mecânica quântica em espaços não comutativos [218]. Ademais, pela propriedade (4.11),

temos que

∆p∆xq ≥

∣∣∣∣∣ 1

2i
〈[p̂, x̂q]〉

∣∣∣∣∣
≥

∣∣∣∣∣ 1

2i
(−i~)

〈
dx̂q
dx̂

〉∣∣∣∣∣
≥ ~

2

∣∣∣∣∣〈(1̂ + γqx̂)−1〉

∣∣∣∣∣
≥ ~

2

∣∣∣∣∣〈1̂− γqx̂+ γ2
q x̂

2 − ...〉

∣∣∣∣∣
≥ ~

2

∣∣∣∣∣1− γq〈x̂〉+ γ2
q 〈x̂〉2 − ...

∣∣∣∣∣ (5.29)

e assim

∆p∆xq ≥
~
2

1

|1 + γq〈x̂〉|
. (5.30)
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Demonstração das equações (5.26):

• Eq. (5.26a):

O valor esperado do operador posição x̂ é dado por:

〈x̂〉 = 〈n|x̂|n〉 =

∫ L

0

ψ∗n(x)xψn(x)dx

=

∫ L

0

2γq
ln(1 + γqL)

x

1 + γqx
sen2

[
nπ ln(1 + γqx)

ln(1 + γqL)

]
dx, (5.31)

onde utilizamos as funções de onda (5.22) sendo ψn(x) = 〈x|ψ〉. Pela mudança de variável

x→ xq = γ−1
q ln(1 + γqx), com dxq = dx/(1 + γqx) e x = (eγqxq − 1)/γq, a integral acima

é reescrita como

〈x̂〉 =

∫ γ−1
q ln(1+γqL)

0

2

ln(1 + γqL)
(eγqxq − 1) sen2

[
nπγqxq

ln(1 + γqL)

]
dxq

=
1

ln(1 + γqL)

∫ γ−1
q ln(1+γqL)

0

(eγqxq − 1)

{
1− cos

[
2πnγqxq

ln(1 + γqL)

]}
dxq

=
1

ln(1 + γqL)

∫ γ−1
q ln(1+γqL)

0

(eγqxq − 1)dxq

+
1

ln(1 + γqL)

∫ γ−1
q ln(1+γqL)

0

cos

[
2πnγqxq

ln(1 + γqL)

]
dxq

− 1

ln(1 + γqL)

∫ γ−1
q ln(1+γqL)

0

eγqxq cos

[
2πnγqxq

ln(1 + γqL)

]
dxq. (5.32)

Denominaremos cada uma das três integrais acima, rescpetivamente, por IA, IB e IC .

Calculando o primeiro termo, temos

IA =
1

ln(1 + γqL)

∫ γ−1
q ln(1+γqL)

0

(eγqxq − 1)dxq =
γq

ln(1 + γqL)

∫ L

0

x

1 + γqx
dx,

e conforme obtido na Eq. (5.9), temos que

IA =
γqL− ln(1 + γqL)

γq ln(1 + γqL)
. (5.33)

O segundo termo é

IB =
1

ln(1 + γqL)

∫ γ−1
q ln(1+γqL)

0

cos

[
2πnγqxq

ln(1 + γqL)

]
dxq

=
1

2πnγq

{
sen

[
2πnγqxq

ln(1 + γqL)

]} ∣∣∣∣γ−1
q ln(1+γqL)

0

= 0. (5.34)
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E o terceiro termo de (5.32) é

IC = − 1

ln(1 + γqL)

∫ γ−1
q ln(1+γqL)

0

eγqxq cos

[
2πnγqxq

ln(1 + γqL)

]
dxq

= − 1

ln(1 + γqL)

{
γq

γ2
q + [2πnγq/ ln(1 + γqL)]2

eγqx cos

[
2πnγqxq

ln(1 + γqL)

]} ∣∣∣∣γ−1
q ln(1+γqL)

0

− 1

ln(1 + γqL)

{
[2πnγq/ ln(1 + γqL)]

γ2
q + [2πnγq/ ln(1 + γqL)]2

eγqxsen

[
2πnγqxq

ln(1 + γqL)

]} ∣∣∣∣γ−1
q ln(1+γqL)

0

= −
{

ln(1 + γqL)

γq[ln
2(1 + γqL) + (2πn)2]

[(1 + γqL)− 1]

}
+ 0

= − L ln(1 + γqL)

ln2(1 + γqL) + (2πn)2
. (5.35)

Segue que:

〈x̂〉 = IA + IB + IC =
γqL− ln(1 + γqL)

γq ln(1 + γqL)
− L ln(1 + γqL)

ln2(1 + γqL) + (2πn)2
.

• Eq. (5.26b):

O valor esperado do quadrado do operador posição (x̂2) é

〈x̂2〉 = 〈n|x̂2|n〉 =

∫ L

0

ψ∗n(x)x2ψn(x)dx

=

∫ L

0

2γq
ln(1 + γqL)

x2

1 + γqx
sen2

[
nπ ln(1 + γqx)

ln(1 + γqL)

]
dx. (5.36)

Utilizando mais uma vez a mudança de variável x→ xq = γ−1
q ln(1 + γqx), segue que:

〈x̂2〉 =
1

γq ln(1 + γqL)

∫ γ−1
q ln(1+γqL)

0

(eγqxq − 1)2

{
1− cos

[
2πnγqxq

ln(1 + γqL)

]}
dxq. (5.37)

A integral acima pode ser separada em quatro termos:

〈x̂2〉 =
1

γq ln(1 + γqL)

∫ γ−1
q ln(1+γqL)

0

(eγqxq − 1)2dxq

− 1

γq ln(1 + γqL)

∫ γ−1
q ln(1+γqL)

0

cos

[
2πnγqxq

ln(1 + γqL)

]
dxq

+
2

γq ln(1 + γqL)

∫ γ−1
q ln(1+γqL)

0

eγqxq cos

[
2πnγqxq

ln(1 + γqL)

]
dxq

− 1

γq ln(1 + γqL)

∫ γ−1
q ln(1+γqL)

0

e2γqxq cos

[
2πnγqxq

ln(1 + γqL)

]
dxq. (5.38)

151
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Sejam respectivamente I ′A, I ′B, I ′C e I ′D cada um dos quatro termos acima, calcula-se cada

uma deles a seguir. O termo I ′A pode ser escrito como

I ′A =
1

γq ln(1 + γqL)

∫ γ−1
q ln(1+γqL)

0

(eγqxq − 1)2dxq =
γq

ln(1 + γqL)

∫ L

0

x2

1 + γqx
dx, (5.39)

e conforme obtido em (5.10)

I ′A =
γ2
qL

2 − 2γqL+ 2 ln(1 + γqL)

2γ2
q ln(1 + γqL)

. (5.40)

Para o segundo termo, temos que I ′B = −IB = 0, e para o terceiro, vem que

I ′C = −2I3

γq
=

2γqL ln(1 + γqL)

γ2
q ln2(1 + γqL) + (2πn)2

. (5.41)

Do quarto termo, I ′D, segue que

I ′D = − 1

γq ln(1 + γqL)

∫ γ−1
q ln(1+γqL)

0

e2γqxq cos

[
2πnγqxq

ln(1 + γqL)

]
dxq

= − 1

γq ln(1 + γqL)

{
2γq

(2γq)2 + [2πnγq/ ln(1 + γqL)]2
e2γqx cos

[
2πnγqxq

ln(1 + γqL)

]} ∣∣∣∣γ−1
q ln(1+γqL)

0

− 1

γq ln(1 + γqL)

{
[2πnγq/ ln(1 + γqL)]

(2γq)2 + [2πnγq/ ln(1 + γqL)]2
e2γqxsen

[
2πnγqxq

ln(1 + γqL)

]} ∣∣∣∣γ−1
q ln(1+γqL)

0

= −

{
ln(1 + γqL)

2γ2
q [ln

2(1 + γqL) + (πn)2]
[(1 + γqL)2 − 1]

}
+ 0

=
[1− (1 + γqL)2] ln(1 + γqL)

2γ2
q [ln

2(1 + γqL) + n2π2]
. (5.42)

Portanto, obtemos

〈x̂2〉 = I ′1 + I ′2 + I ′3 + I ′4

=
γ2
qL

2 − 2γqL+ 2 ln(1 + γqL)

2γ2
q ln(1 + γqL)

+
[1− (1 + γqL)2] ln(1 + γqL)

2γ2
q [ln

2(1 + γqL) + n2π2]

+
2γqL ln(1 + γqL)

γ2
q [ln

2(1 + γqL) + 4n2π2]
.

152
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• Eq. (5.26c):

O valor esperado do operador momento p̂ é

〈p̂〉 = 〈n|p̂|n〉 =

∫ L

0

ψ∗n(x)

(
~
i

d

dx

)
ψn(x)dx. (5.43)

Para as funções de estado

ψn(x) =
Aq√

1 + γqx
sen

[
kq,n
γq

ln(1 + γqx)

]
,

temos que

−i~dψn(x)

dx
=

i~γq
2

Aq
(1 + γqx)3/2

sen

[
kq,n
γq

ln(1 + γqx)

]
−i~kq,n

Aq
(1 + γqx)3/2

cos

[
kq,n
γq

ln(1 + γqx)

]
. (5.44)

Substituindo a Eq. (5.44) em Eq. (5.43), temos

〈p̂〉 =
i~γqA2

q

2

∫ L

0

1

(1 + γqx)2
sen2

[
kq,n
γq

ln(1 + γqx)

]
dx

−i~kq,nA2
q

∫ L

0

1

(1 + γqx)2
sen

[
kq,n
γq

ln(1 + γqx)

]
cos

[
kq,n
γq

ln(1 + γqx)

]
dx

=
i~γqA2

q

4

∫ L

0

1

(1 + γqx)2

{
1− cos

[
2kq,n
γq

ln(1 + γqx)

]}
dx

−
i~kq,nA2

q

2

∫ L

0

1

(1 + γqx)2
sen

[
2kq,n
γq

ln(1 + γqx)

]
dx. (5.45)

Pela mudança de variável x→ xq = γ−1
q ln(1 + γqx), temos:

〈p̂〉 =
i~γqA2

q

4

∫ γ−1
q ln(1+γqL)

0

e−γqxq [1− cos(2kq,nxq)]dxq

−
i~kq,nA2

q

2

∫ γ−1
q ln(1+γqL)

0

e−γqxq sen(2kq,nxq)dxq

=
i~γqA2

q

4

∫ γ−1
q ln(1+γqL)

0

e−γqxqdxq −
i~γqA2

q

4

∫ γ−1
q ln(1+γqL)

0

e−γqxq cos(2kq,nxq)dxq

−
i~kq,nA2

q

2

∫ γ−1
q ln(1+γqL)

0

e−γqxq sen(2kq,nxq)dxq. (5.46)
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Nomeando, respectivamente, cada um dos três termos acima por I ′′A, I ′′B e I ′′C , temos:

I ′′A =
i~γqA2

q

4

∫ γ−1
q ln(1+γqL)

0

e−γqxqdxq =
i~γqA2

q

4

(
−e
−γqxq

γq

) ∣∣∣∣γ−1
q ln(1+γqL)

0

=
i~A2

q

4

γqL

1 + γqL
, (5.47)

I ′′B = −
i~γqA2

q

4

∫ γ−1
q ln(1+γqL)

0

e−γqxq cos(2kq,nxq)dxq

−
i~γqA2

q

4

[
− γqe

−γqx

γ2
q + 4k2

q,n

cos(2kq,nxq) +
2kq,ne

−γqx

γ2
q + 4k2

q,n

sen(2kq,nxq)

] ∣∣∣∣γ−1
q ln(1+γqL)

0

= −
i~A2

q

4

γqL

1 + γqL

γ2
q

γ2
q + 4k2

q,n

, (5.48)

e

I ′′C = −
i~kq,nA2

q

2

∫ γ−1
q ln(1+γqL)

0

e−γqxqsen(2kq,nxq)dxq

−
i~kq,nA2

q

2

[
− 2kq,n
γ2
q + 4k2

q,n

e−γqx cos(2kq,nxq)−
γq

γ2
q + 4k2

q,n

e−γqxsen(2kq,nxq)

] ∣∣∣∣γ−1
q ln(1+γqL)

0

= −
i~A2

q

4

γqL

1 + γqL

4k2
q,n

γ2
q + 4k2

q,n

(5.49)

onde utilizamos kq,n = nπγq/ ln(1 + γqL). Portanto,

〈p̂〉 = I ′′A + I ′′B + I ′′C = 0. (5.50)

• Eq. (5.26d):

O valor esperado do quadrado do operador momento (p̂2) é

〈p̂2〉 = 〈n|p̂2|n〉 =

∫ L

0

ψ∗n(x)

(
~
i

d

dx

)2

ψn(x)dx. (5.51)

Temos que

−~2d
2ψn(x)

dx2
= ~2

(
k2
q,n −

3γ2
q

4

)
Aq

(1 + γqx)5/2
sen

[
kq,n
γq

ln(1 + γqx)

]
+2~2kq,nγq

Aq
(1 + γqx)5/2

cos

[
kq,n
γq

ln(1 + γqx)

]
. (5.52)
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Substituindo (5.52) em (5.51), temos

〈p̂2〉 =

(
~2k2

q,n −
3~2γ2

q

4

)
A2
q

∫ L

0

1

(1 + γqx)3
sen2

[
kq,n
γq

ln(1 + γqx)

]
dx

+2~2kq,nγqA
2
q

∫ L

0

1

(1 + γqx)3
sen

[
kq,n
γq

ln(1 + γqx)

]
cos

[
kq,n
γq

ln(1 + γqx)

]
dx

=

(
~2k2

q,n −
3~2γ2

q

4

)
A2
q

2

∫ L

0

1

(1 + γqx)3

{
1− cos

[
2kq,n
γq

ln(1 + γqx)

]}
dx

+~2kq,nγqA
2
q

∫ L

0

1

(1 + γqx)3
sen

[
2kq,n
γq

ln(1 + γqx)

]
dx, (5.53)

e pela mudança de variável x→ xq = γ−1
q ln(1 + γqx), segue que

〈p̂2〉 =

(
~2k2

q,n −
3~2γ2

q

4

)
A2
q

2

∫ γ−1
q ln(1+γqL)

0

e−2γqxq [1− cos(2kq,nxq)]dxq

+~2kq,nγqA
2
q

∫ γ−1
q ln(1+γqL)

0

e−2γqxqsen(2kq,nxq)dxq

=

(~2k2
q,n

2
−

3~2γ2
q

8

)
A2
q

∫ γ−1
q ln(1+γqL)

0

e−2γqxqdxq

−
(~2k2

q,n

2
−

3~2γ2
q

8

)
A2
q

∫ γ−1
q ln(1+γqL)

0

e−2γqxq cos(2kq,nxq)dxq

+~2kq,nγqA
2
q

∫ γ−1
q ln(1+γqL)

0

e−2γqxqsen(2kq,nxq)dxq. (5.54)

Denominando cada um dos três termos acima rescpetivamente por I ′′′A , I ′′′B e I ′′′C , temos:

I ′′′A =

(~2k2
q,n

2
−

3~2γ2
q

8

)
A2
q

∫ γ−1
q ln(1+γqL)

0

e−2γqxqdxq

=

(~2k2
q,n

2
−

3~2γ2
q

8

)
2γq

ln(1 + γqL)

(
−e
−2γqxq

2γq

) ∣∣∣∣γ−1
q ln(1+γqL)

0

=

(~2k2
q,n

2
−

3~2γ2
q

8

)
(1 + γqL)2 − 1

(1 + γqL)2 ln(1 + γqL)
, (5.55)

I ′′′B = −
(~2k2

q,n

2
−

3~2γ2
q

8

)
A2
q

∫ γ−1
q ln(1+γqL)

0

e−2γqxq cos(2kq,nxq)dxq

= −
(~2k2

q,n

2
−

3~2γ2
q

8

)
2γq

ln(1 + γqL)

×
[
− 2γqe

−2γqx

4γ2
q + 4k2

q,n

cos(2kq,nxq) +
2kq,ne

−2γqx

4γ2
q + 4k2

q,n

sen(2kq,nxq)

] ∣∣∣∣γ−1
q ln(1+γqL)

0

= −
(~2k2

q,n

2
−

3~2γ2
q

8

)(
γ2
q

γ2
q + k2

q,n

)
(1 + γqL)2 − 1

(1 + γqL)2 ln(1 + γqL)
, (5.56)
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I ′′′C = ~2kq,nγqA
2
q

∫ γ−1
q ln(1+γqL)

0

e−2γqxqsen(2kq,nxq)dxq

= ~2kq,nγq
2γq

ln(1 + γqL)

[
− 2kq,ne

−2γqx

4γ2
q + 4k2

q,n

cos(2kq,nxq)−
2γqe

−2γqx

4γ2
q + 4k2

q,n

sen(2kq,nxq)

] ∣∣∣∣γ−1
q ln(1+γqL)

0

= ~2γ2
q

(
k2
q,n

γ2
q + k2

q,n

)
(1 + γqL)2 − 1

(1 + γqL)2 ln(1 + γqL)
. (5.57)

Segue que

〈p̂2〉 = I ′′′1 + I ′′′2 + I ′′′3

=
(1 + γqL)2 − 1

(1 + γqL)2 ln(1 + γqL)

[(~2k2
q,n

2
−

3~2γ2
q

8

)
−
(~2k2

q,n

2
−

3~2γ2
q

8

)(
γ2
q

γ2
q + k2

q,n

)

+~2γ2
q

(
k2
q,n

γ2
q + k2

q,n

)]

=
(1 + γqL)2 − 1

(1 + γqL)2 ln(1 + γqL)

(
k2
q,n

2
−

3γ2
q

8
+ γ2

q

)( ~2k2
q,n

γ2
q + k2

q,n

)
=

~2k2
q,n[(1 + γqL)2 − 1]

2(1 + γqL)2 ln(1 + γqL)

[
4k2

q,n + 5γ2
q

4(γ2
q + k2

q,n)

]
=

~2k2
q,n[(1 + γqL)2 − 1]

2(1 + γqL)2 ln(1 + γqL)

[
1 +

γ2
q

4(γ2
q + k2

q,n)

]
, (5.58)

conforme queŕıamos demonstrar.

156
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5.2 Ondas eletromagnéticas em meios

não homogêneos

Em meados do século XIX, o f́ısico-matemático escocês J. C. Maxwell [219] conseguiu

sintetizar as leis da eletricidade e do magnetismo em quatro equações, conhecidas como

equações de Maxwell. Em meios materiais, na ausência de cargas livres, em que ~D = ε ~E,

sendo ε a permissividade do elétrica do meio; e ~H = µ−1 ~B, sendo µ a permeabilidade

magnética do meio, tem-se que

~∇ · ~D = 0, (5.59a)

~∇ · ~B = 0, (5.59b)

~∇× ~E = −∂
~B

∂t
, (5.59c)

~∇× ~H =
∂ ~D

∂t
. (5.59d)

Talvez a primeira e mais importante consequência destas equações foi que, aplicada a

meios homogêneos, nota-se que o campo elétrico e o campo magnético satisfazem a uma

equação análoga à de uma onda em meios elásticos. A propagação dos campos elétrico e

magnético são chamadas de ondas eletromagnéticas (OEM). De fato, aplicando o operador

rotacional em ambos lados da Eq. (5.59c), obtemos

~∇(~∇ · ~E)− ~∇2 ~E = − ∂

∂t
(~∇× ~B), (5.60)

e na qual leva à

~∇[(~∇ε−1) · ~D + ε−1(~∇ · ~D)]− ~∇2 ~E = − ∂

∂t
[(~∇µ)× ~H + µ(~∇× ~H)], (5.61)

onde utilizamos ~∇× (f ~A) = f(~∇× ~A) + (~∇f)× ~A.

Considerando ε e µ constantes, e que os campos elétrico e magnético são funções do

tipo ~E(~r, t) = ~E0(~r)e−iωt e ~B(~r, t) = ~B0(~r)e−iωt, temos que a parte espacial destes campos

obedecem à equação de Helmholtz:

(~∇2 + µεω2) ~E0(~r) = 0, e (~∇2 + µεω2) ~B0(~r) = 0. (5.62)

Considerando que a onda eletromagnética propaga-se na direção x, as soluções das equações

acima são as ondas planas do tipo eikx, e portanto, ~E(x, t) = ~E0e
i(kx−ωt) e ~B(x, t) =

~B0e
i(kx−ωt), onde k =

√
µεω é o vetor de onda, e consequentemnte, a velocidade de fase é
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dada por v = c/n, onde n é o ı́ndice de refração definido por

n =

√
µε

µ0ε0
, (5.63)

sendo c = 1/
√
µ0ε0 a velocidade de propagação das ondas eletromagnéticas no vácuo.

Em termos do ı́ndice de refração, as equações de Helmolthz (5.62) podem ser reescritas

na forma [
~∇2 +

(nω
c

)2
]
ψ(~r) = 0, (5.64)

onde ψ(~r) representa a parte espacial do campo elétrico ou do campo magnético.

Por outro lado, a parte espacial da equação de Schrödinger de uma part́ıcula com

massa constante m0 submetida a um potencial V (~r) = V0 (Eq. (1.4)) pode ser escrita

como [
~∇2 +

2m0

~2
(E − V0)

]
ϕ(~r) = 0 (5.65)

A analogia entre as estruturas das Eq.’s (5.64) e (5.65) nos permite associar o problema

da mecânica quântica a propagação de ondas eletromagnéticas em meios homogêneos.

Comparando as Eq.’s (5.64) e (5.65), pode definir o ı́ndice de refração quântico [4]

n =
c

~ω
√

2m0(E − V0). (5.66)

Em uma região onde E > V0, n é real e a função de onda é da forma ei
~k·~r com |~k|2 =

2m0(E−V0)/~2. Por outro lado, em uma região onde E < V0, n é um imaginário puro e a

função de onda é do tipo evanescente. Esta intepretação é útil para compreender problemas

de tunelamento quântico e barreiras de potenciais de sistemas com massa constante em

mecânica quântica.

A discussão feita acima é bem conhecida (vide [4]), mas observamos que pode-se fazer

uma conexão entre propagação de ondas eltromagnéticas em meio não homogêneos e

mecânica quântica de sistemas com massa dependente da posição. Em óptica não linear,

por exemplo, estudos de coeficientes de absorsação (lineares e não lineares) de pontos

quânticos (quantum dots) [220] tem sido realizados considerando soluções anaĺıticas ou

numéricas da equação de Schrödinger de sistemas com massa efetiva [157, 158, 159].

Façamos inicialmente uma breve revisão da análise feita por Mazharimousavi et al.

[221], que propôs uma equação de onda para a situação de um meio não homogêneo

de forma que a permissividade e permeabilidade são funções da posição. Em particular,

consideremos que estas grandezas são funções de x, i. e., ε = ε(x) e µ = µ(x). Claramente,

as equações de Maxwell em tal meio obedecem a mesma forma. Utilizando o mesmo

metódo aplicado ao caso de um meio homogêneo, e notando que

~∇ · (ε ~E) = ε~∇ · ~E + ~E · ~∇ε = 0, (5.67)
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das Eq.’s (5.59) e (5.61), obtém-se

~∇2 ~E + ~∇(ε−1~∇ε · ~E) = ~∇µ(x)× ∂ ~H

∂t
+ µ(x)

∂

∂t
(~∇× ~H)

=
1

µ(x)
~∇µ(x)× ∂ ~B

∂t
+ µ(x)ε(x)

∂2 ~E

∂t2
. (5.68)

A partir da identidade

~∇( ~A · ~B) = ~A× (~∇× ~B) + ~B × (~∇× ~A) + ( ~A · ~∇) ~B + ( ~B · ~∇) ~A, (5.69)

obtemos

~∇2 ~E−µ(x)ε(x)
∂ ~E

∂t2
= −( ~E·~∇)(ε−1~∇ε)−(ε−1~∇ε·~∇) ~E−(ε−1~∇ε+µ−1~∇µ)×(~∇× ~E). (5.70)

À prinćıpio, espera-se que campo elétrico seja uma função das coordenadas (x, y, z, t),

mas devido à simetria do meio, é evidentemente que ~E = ~E(x, t). Portanto, a equação

acima pode ser escrita como(
∂2

∂x2
− µε ∂

2

∂t2

)
Ex = − ∂

∂x

(
ε′

ε
Ex

)
, (5.71a)(

∂2

∂x2
− µε ∂

2

∂t2

)
Ey =

µ′

µ

∂Ey
∂x

, (5.71b)(
∂2

∂x2
− µε ∂

2

∂t2

)
Ez =

µ′

µ

∂Ez
∂x

. (5.71c)

As equações de onda para cada componente podem ser separadas em parte espacial e

temporal de modo similar ao caso usual. Seja ~E(x, t) = ~E0(x, t)e−iωt, tem-se que as

componenentes de ~E0(x, t) satisfazem às equações(
d2

dx2
+ µεω2

)
E0x = − d

dx

(
ε′

ε
E0x

)
, (5.72a)(

d2

dx2
+ µεω2

)
E0y =

µ′

µ

dE0y

dx
, (5.72b)(

d2

dx2
+ µεω2

)
E0z =

µ′

µ

dE0z

dx
. (5.72c)

Para as ondas eletromagnéticas transversais (E0x = 0) e polarizadas ao longo do eixo z

(E0y = 0 e E0z = E(x)), o campo elétrico é ~E = E(x)e−iωtẑ, com a parte espacial do

campo elétrico satisfazendo a equação[
d2

dx2
+ n2(x)

(ω
c

)2
]
E(x) = λ(x)

dE(x)

dx
, (5.73)
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onde

n(x) =

√
µ(x)ε(x)

µ0ε0
(5.74)

é um ı́ndice de refração dependente da posição, e

λ(x) =
µ′(x)

µ(x)
(5.75)

é a variação relativa da permeabilidade magnética. Para ε e µ constantes, recuperamos o

caso usual descrito pelas Eq.’s (5.62).

De acordo com a equação de Schrödinger deformada (4.105), podemos escrever que{
d2

dx2
+

2m(x)

~2
[E − V (x)]

}
ϕq(x) = − γq

1 + γqx

dϕq(x)

dx
, (5.76)

e que apresenta uma estrutura similar à das ondas eletromagnéticas em meios materiais

não homogêneos (5.73).

Portanto propomos que pode-se fazer uma analogia entre a mecânica quântica de

sistemas com massa dependente da posição e as ondas eletromagnéticas em meios não ho-

mogêneos. Comparando as Eq.’s (5.73) e (5.76), definimos um ı́ndice de refração quântico

deformado

nq(x) ≡

√
µq(x)εq(x)

µ0ε0

=
c

~ω
√

2m(x)[E − V (x)], (5.77)

onde εq(x) e µq(x) são, respectivamente, as permissividade elétrica e permeabilidade

magnética quântica deformadas, com

µq(x)

µ0

=
1

1 + γqx
=

√
m(x)

m0

, (5.78a)

εq(x)

ε0
= =

( c

~ω

)2 2m0[E − V (x)]

1 + γqx

=
( c

~ω

)2

2m0[E − V (x)]

√
m(x)

m0

. (5.78b)

O ı́ndice de refração deformado nq(x) pode ser evidentemente utilizado em óptica não

linear para modelar a propagação de ondas eletromagnéticas em meios não homogêneos, si-

milarmente como é feito com feixes gaussianos em meios com ı́ndices de refração quadrático

(vide página 125 da referência [150]). Para regiões onde E > V (E < V ), nq(x) é um real
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(imaginário) puro, e os problemas de mecânica quântica de sistemas com massa depen-

dente da posição que ocorrem efeitos de penetração da função de onda seguem proprie-

dades similares aos de sistemas com massa constante. Analisamos a seguir alguns destes

problemas t́ıpicos nas próximas Seções.

Pode-se também definir um vetor de onda deformado kq =
√
µqεqω, que satisfaz

~kq(x) =
√

2m(x)[E − V (x)], (5.79)

e está conectado com aproximação semiclássica (4.213) para sistemas com massa depen-

dente da posição.

A permeabiliade magnética quântica µq(x) está relacionado à massa m(x) do análogo

sistema quântico através da relação (5.78a). Por outro lado, a permeabilidade elética

quântica do meio εq(x) tem sua dependência espacial relacionada às funções m(x) e V (x)

através da relação (5.78b).

Esta analogia matemática pode ser útil para obter as soluções das equações de onda

eletromagnéticas em óptica a partir das funções de onda em mecânica quântica, e vice-

versa. Se por exemplo considerarmos uma part́ıcula de massa constante m0 (γq = 0) em

um potencial V (x), a onda eletromagnética correspondente propaga-se em um meio de

permeabilidade constante (como acontece no caso usual) e assim, a dependência espacial

do ı́ndice de refração está associada apenas com o potencial V (x) do análogo quântico.

Outra situação particular acontece quando m(x) é dada por (4.80) e V (x) = 0. Neste

caso obtemos que os campos elétrico e magnético são

~E = E0e
i[k0γ−1

q ln(1+γqx)−ωt]ẑ, (5.80a)

~B =
B0

1 + γqx
ei[k0γ

−1
q ln(1+γqx)−ωt](−ŷ), (5.80b)

onde k0 e B0 = k0E0/ω são constantes. A parte espacial dos campos acima podem ser

escritos em termos das ondas deformadas (4.67), de forma que:

~E = E0

√
1 + γqxψk(x)e−iωtẑ, (5.81a)

~B =
B0√

1 + γqx
ψk(x)e−iωt(−ŷ). (5.81b)

Apesar desta análise, é importante lembrarmos que essa é apenas uma analogia me-

ramente nas estruturas matemáticas da funções de onda. A intepretação das funções de

onda na mecânica quântica e óptica ondulatória são fundamentalmente de naturezas dife-

rentes. Por outro lado, este modelo teórico pode ser utilizado para estudos de propagação

de ondas eletromagnéticas em meios não homogêneos onde o parâmetro q está associado

às propriedades do meio, similarmente como é feito em [222, 223] onde são estudados

efeitos de pulsos de ondas eletromagnéticas q-gaussianos em óptica não linear.
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5.3 Potencial degrau para part́ıculas com massa

efetiva

A seguir, revisitamos uma série de problemas frequentes em mecânica quântica carac-

terizados por “potenciais cont́ınuos por partes”, mas considerando que a part́ıcula tem

uma massa dependente da posição. Um destes potenciais é o potencial degrau, ou barreira

de potencial, representado pela Figura 5.14, e dado por

V (x) =

{
V0 > 0, para x > a

0, para x < a
(5.82)

que possui uma descontinuidade finita apenas em x = a. Evidentemente, se V0 = 0,

recuperamos o caso de uma part́ıcula livre discutido na Seção 4.3.

x

V (x)

0 a

V
0

I II

Figura 5.14: Potencial degrau de altura V0 em x = a.

A estratégia para obter a solução deste potencial, e outros que analisamos a seguir,

é resolver separadamente a equação de Schrödinger independente do tempo (4.86) para

a função de onda Ψ(x, t), mas os mesmos resultados poderiam ser obtidos pela função

de onda Φq(x, t) da equação deformada (4.103). Para x > a e x < a, as soluções devem

satisfazer condições de integrabilidade quadrada da função de onda e continuidade da

densidade de corrente (4.88), tal que

lim
x→a−

ψ(x) = lim
x→a+

ψ(x), (5.83a)

lim
x→a−

d

dx

[
ψ(x)

m(x)

]
= lim

x→a+

d

dx

[
ψ(x)

m(x)

]
. (5.83b)

Uma vez que nossa análise está voltada para a massa (4.80), que corresponde a uma função

de massa cont́ınua, a segunda condição leva a limx→a− dψ(x)/dx = limx→a+ dψ(x)/dx.

Assim como para a part́ıcula livre, não existem soluções para E < 0, uma vez que

isso levaria à função de onda divergir em x → −∞. Desta forma, iremos resolver este

problema para dois casos: E > V0 e 0 < E < V0.
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Caso 1: E > V0

Consideremos primeiramente o caso em que a part́ıcula possui energia E > V0. As equações

de Schrödinger independente do tempo (4.86) nas regiões x < a (I) e x > a (II) são

Região I: −~2(1 + γqx)2

2m0

d2ψI

dx2
− ~2γq(1 + γqx)

m0

dψI

dx
−

~2γ2
q

8m0

ψI(x) = EψI(x), (5.84a)

Região II: −~2(1 + γqx)2

2m0

d2ψII

dx2
− ~2γq(1 + γqx)

m0

dψII

dx
−

~2γ2
q

8m0

ψII(x) =

(E − V0)ψII(x). (5.84b)

Para x < a, o potencial é nulo, e seja k =
√

2m0E/~, a solução da equação (5.84a)

corresponde a de uma part́ıcula livre (4.127), de forma que podemos escrever

ψI(x) =
A√

1 + γqx
eikγ

−1
q ln(1+γqx) +

B√
1 + γqx

e−ikγ
−1
q ln(1+γqx). (5.85)

Para x > a, o potencial é V0, e portanto, seja k′ =
√

2m0(E − V0)/~, a equação (5.84b)

tem uma forma similar à equação (5.84a), mas com E − V0 ao invés de E. Desta forma,

a solução para a função de onda nesta região é

ψII(x) =
C√

1 + γqx
eik
′γ−1
q ln(1+γqx) +

D√
1 + γqx

e−ik
′γ−1
q ln(1+γqx). (5.86)

Considerando a situação de que uma part́ıcula de massa m(x) incide no degrau da

esquerda para a direita, teremos D = 0, pois não existem part́ıculas vindo da direita.

Seja

ψ±(x) =
A±√

1 + γqx
exp

[
± ik
γq

ln(1 + γqx)

]
, (5.87)

notemos que

ψ′±(x) =
A±

(1 + γqx)3/2

(
±ik − γq

2

)
exp

[
± ik
γq

ln(1 + γqx)

]
. (5.88)

O próximo passo é impor as condições de contorno em x = a

ψI(x = a) = ψII(x = a) e
dψI

dx

∣∣∣∣
x=a

=
dψII

dx

∣∣∣∣
x=a

, (5.89)

onde obtemos

Ae−ikγ
−1
q ln(1+γqa) +Be−ikγ

−1
q ln(1+γqa) = Ceik

′γ−1
q ln(1+γqa), (5.90)
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e

C
(
ik′ − γq

2

)
eik
′γ−1
q ln(1+γqa) = A

(
ik − γq

2

)
eikγ

−1
q ln(1+γqa) +B

(
−ik − γq

2

)
e−ikγ

−1
q ln(1+γqa).

(5.91)

Das equações acima, obtém-se que

B

A
=
k − k′

k + k′
eikγ

−1
q ln(1+γqa), (5.92)

e
C

A
=

2k

k + k′
ei(k−k

′)γ−1
q ln(1+γqa). (5.93)

A partir da densidade de corrente (4.133), podemos determinar a densidade de corrente

para as ondas incidente (Jinc), refletida (Jref) e transmitida (Jtrs), de forma que

Jinc = |A|2 ~k
m0

, Jref = |B|2 ~k
m0

, Jtrs = |C|2~k
′

m0

. (5.94)

Com estes resultados, obtemos os seguintes coeficientes de reflexão e de transmissão para

part́ıculas com massa dependente da posição tratado aqui:

R =
Jref

Jinc

=

(
k − k′

k + k′

)2

, (5.95)

e

T =
Jtrs

Jinc

=
4kk′

(k + k′)2
. (5.96)

Claramente, temos R+T = 1. Os coeficientes de reflexão e transmissão podem ser escritos

em termos da razão V0/E:

R = 1− T =

(
1−

√
1− V0/E

1 +
√

1− V0/E

)2

, (E > V0). (5.97)

Estes resultados também são os mesmos quando uma part́ıcula vem de uma região com

potencial constante e incide sobre uma região de potencial, também constante, porém

menor.

Apesar da massa dependente da posição, percebemos que as expressões de R e T são

idênticas ao caso de uma part́ıcula com massa constante. Os coeficientes de transmissão

e reflexão para V0 > E são independentes da posição da descontinuidade para a barreira

de potencial, e dependem apenas da razão V0/E entre a altura da barreira de potencial e

a energia da part́ıcula incidente.
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Caso 2: 0 < E < V0

Consideremos agora o caso em que a part́ıcula possui energia E < V0. As equações de

Schrödinger independente do tempo (4.86) são idênticas às Eq.’s (5.84). Na região x < a,

temos que a solução da equação de onda é inalterada, e dada por (5.85). No entanto, na

região x > a, a constante k′ =
√

2m0(E − V0)/~ da solução (5.85) é um imaginário puro,

e torna-se interessante escrever a seguinte constante

α =

√
2m0(V0 − E)

~
= ik′ > 0. (5.98)

Portanto, a solução da Eq. (5.84a) pode ser escrita como

ψII(x) =
C√

1 + γqx
eαγ

−1
q ln(1+γqx) +

D√
1 + γqx

e−αγ
−1
q ln(1+γqx). (5.99)

Para que ψII(x) seja uma função finita em x → +∞, devemos ter D = 0, e a solução

acima torna-se

ψII(x) =
C√

1 + γqx
e−αγ

−1
q ln(1+γqx). (5.100)

Utilizando as mesmas condições de contorno do caso anterior em x = a, obtemos

Aeikγ
−1
q ln(1+γqa) +Be−ikγ

−1
q ln(1+γqa) = Ce−αγ

−1
q ln(1+γqa),

ik[Aeikγ
−1
q ln(1+γqa) −Be−ikγ−1

q ln(1 + γqa)] = −αCe−αγ−1
q ln(1+γqa),

ou ainda,
B

A
=
k − iα
k + iα

eikγ
−1
q ln(1+γqa), (5.101)

e
C

A
=

2k

k + iα
ei(k+iα)γ−1

q ln(1+γqa). (5.102)

Definindo

eiδq =
k − iα
k + iα

eikγ
−1
q ln(1+γqa), (5.103)

temos que δq corresponde a diferença de fase entre a onda incidente e a onda refletida.

A solução para a função de onda pode ser escrita como

ψ(x) =


2Aei

δq
2 cos

[
k

γq
ln(1 + γqx)− δq

2

]
, x < a

2Aei
δq
2 cos

(
δq
2

)
exp

[
− α
γq

ln

(
1 + γqx

1 + γqa

)]
, x > a.

(5.104)

e da qual recupera o caso usual para γq = 0.
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O coeficiente de reflexão neste caso é

R =

∣∣∣∣BA
∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣k − iαk + iα
eikγ

−1
q ln(1+γqa)

∣∣∣∣2 = 1, (5.105)

um resultado em concordância com o caso clássico de part́ıculas serem refletidas pela bar-

reira de potencia para E < V0. Notemos ainda que em x > a existe uma onda evanescente

deformada, tal que sua densidade probabilidade é

|ψII(x)|2 = |C|2 exp

[
−2α

γq
ln

(
1 + γqx

1 + γqa

)]
= |C|2expq

[(
x

ξ

)
	q
(
a

ξ

)]−2αξ

. (5.106)

Considerando que a barreira está localizada em x = 0, o decaimento da densidade de

probabilidade para a onda envanscente é proporcional à [expq(x/ξ)]
−2αξ. O caso usual

é recuperado para q = 1. Na região x > a, temos E > V0, e portanto classicamente a

energia cinética da part́ıcula seria negativa, correspondendo a uma região proibida. Do

ponto vista do formalismo quântico, a part́ıcula pode ser encontrada em x > a, porém

não poderá permanecer nessa região pelo fato do coeficiente de reflexão ser igual a 1 e

o coeficiente de transmissão ser nulo. Esta penetração da part́ıcula na região proibida é

posśıvel devido ao prinćıpio da incerteza ∆E∆t ≈ ~, onde em um intervalo de tempo

muito pequeno, a energia da part́ıcula não é conservada.

5.4 Tunelamento quântico para part́ıcula com massa

efetiva

Um problema simples que se pode obter uma solução anaĺıtica, e que leva a evidências

de fenômenos muito interessantes e aplicações em muitos problemas f́ısicos, é o tune-

lamento quântico, também conhecido como penetração de barreira retangular ou efeito

túnel. Neste problema, uma part́ıcula vindo de x→ −∞ incide em direção a uma barreira

de potencial retangular, dada por:

V (x) =

{
V0, 0 ≤ x ≤ a

0, outros valores.
(5.107)

e que está representada pela Figura 5.15.

De modo mais espećıfico a respeito sobre o tunelamento quântico, quando a part́ıcula

incide sobre a barreira vindo da esquerda (x < 0), esperamos ter, no regime estacionário,

ondas incidentes e ondas refletidas à esquerda da barreira, além de ondas saindo da bar-
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x

V (x)

0 a

V
0

I II III

Figura 5.15: Barreira de potencial regular de altura V0 e largura a.

reira pelo lado direito, indo para x → +∞. Uma vez que V (x) = 0 em x < 0 e x > a, a

part́ıcula é livre nessas regiões, e o problema desta barreira retangular simula, esquema-

ticamente, o espalhamento de uma part́ıcula livre sofrendo influência desse potencial.

Existem diversos processos que ocorrem na natureza cuja explicação está baseada

no tunelamento quântico: decaimento radioativo por emissão de part́ıculas alfa [224, 225],

diodos de semicondutores [226], processos de fusão nuclear [227], microscópio de varredura

por tunelamento [228], reações qúımicas [229, 230] etc.

Extensões do tunelamento quântico para sistemas com massa dependente da posição

podem ser encontrados na literatura. Por exemplo, em [231], os autores desenvolvem

uma função de Green para sistemas com massa dependente da posição, e como aplicação

resolvem um problema de tunelamento quântico para uma função m(x) espećıfica. Em

[232], o problema da barreira de potencial retangular é resolvido através da equação de

Schrödinger e das condições de contorno da função de onda. Em [201, 233, 234], o problema

de part́ıculas com massa dependente da posição são investigados em heteroestruturas.

Similaremente, em [11] o tunelamento quântico de um sistema com massa dependente da

posição é resolvido através do uso do operador não hermitiano p̂′q dado por (4.2).

Nesta Seção revisitamos o problema do tunelamento quântico de um sistema com

massa dependente da posição dada pela Eq. (4.80) utilizando o operador momento linear

hermitiano p̂q (4.55).

Similarmentente, como fizemos na Seção anterior, a solução da equação de Schrödinger

independente do tempo (4.86) nas diferentes regiões x < 0, 0 < x < a e x > a serão

indicadas por ψI(x), ψII(x), e ψIII(x), e obtidas utilizando a solução (4.127) da Eq. (4.122),

mas com k′ =
√

2m0(E − V0)/~ no lugar de k =
√

2m0E/~ na região de potencial não

nulo (dentro da barreira de potencial retangular). Considerando inicialmente a situação

de espalhamento, ou seja, o caso em que a energia da part́ıcula incidente é maior do que
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a altura da barreira de potencial retangular, i.e., E > V0, temos:

ψ(x) =



A√
1 + γqx

eikγ
−1
q ln(1+γqx) +

B√
1 + γqx

e−ikγ
−1
q ln(1+γqx), x < 0

C√
1 + γqx

eik
′γ−1
q ln(1+γqx) +

D√
1 + γqx

e−ik
′γ−1
q ln(1+γqx), 0 < x < a

F√
1 + γqx

eikγ
−1
q ln(1+γqx), x > a.

(5.108)

Notemos que a solução para x > a possui apenas a função de onda caminhante para

direita.

Em particular, desejamos obter o coeficiente de transmissão T = |F |2/|A|2. Das

condições de contorno em x = 0 e x = a, temos

(i) ψI(x = 0) = ψII(x = 0), (5.109a)

(ii) ψ′I(x = 0) = ψ′II(x = 0), (5.109b)

(iii) ψII(x = a) = ψIII(x = a), (5.109c)

(iv) ψ′II(x = a) = ψ′III(x = a). (5.109d)

A partir das Eq.’s (5.88) e das condições (5.109a) e (5.109b), respectivamente obtemos

que A+B = C +D e k(A−B) = k′(C −D) e que nos dá

A =
1

2

(
1 +

k′

k

)
C +

1

2

(
1− k′

k

)
D. (5.110)

Das condições (5.109c) e (5.109d), obtemos respectivamente

F = Cei(k
′−k)γ−1

q ln(1+γqa) +De−i(k
′+k)γ−1

q ln(1+γqa) (5.111a)

e

kF = k′Cei(k
′−k)γ−1

q ln(1+γqa) − k′De−i(k′+k)γ−1
q ln(1+γqa). (5.111b)

Podemos escrever que

C =
1

2

(
1 +

k

k′

)
e−i(k

′−k)γ−1
q ln(1+γqa)F (5.112)

e

D =
1

2

(
1− k

k′

)
ei(k

′+k)γ−1
q ln(1+γqa)F. (5.113)

Substituindo as Eq.’s (5.112) e (5.113) em (5.110), vem que

A =

[
1

4

(k + k′)2

kk′
e−i(k

′−k)γ−1
q ln(1+γqa) − 1

4

(k − k′)2

kk′
ei(k

′+k)γ−1
q ln(1+γqa)

]
F. (5.114)
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Da equação anterior, segue que o coeficiente de transmisão é dado por

T =
|F |2

|A|2
=

∣∣∣∣ 4kk′e−ikγ
−1
q ln(1+γqa)

(k + k′)2e−ik′γ
−1
q ln(1+γqa) − (k − k′)2eik′γ

−1
q ln(1+γqa)

∣∣∣∣2
=

[
4kk′

(k + k′)2

]2 ∣∣∣∣ ei(k
′−k)γ−1

q ln(1+γqa)

1−
(
k−k′
k+k′

)2
ei2k′γ

−1
q ln(1+γqa)

∣∣∣∣2
=

[
4kk′

(k + k′)2

]2
1

1 +
(
k−k′
k+k′

)4 − 2
(
k−k′
k+k′

)2
cos
[

2k′ ln(1+γqa)

γq

]
=

[
4kk′

(k + k′)2

]2
1[

1−
(
k−k′
k+k′

)2
]2

+ 4
(
k−k′
k+k′

)2
sen2

[
k′ ln(1+γqa)

γq

]
=

1
(k+k′)4

16k2k′2

{
16k2k′2

(k+k′)4
+ 4

(
k−k′
k+k′

)2
sen2

[
k′ ln(1+γqa)

γq

]}
=

1

1 + (k2−k′2)2

4k2k′2
sen2

[
k′ ln(1+γqa)

γq

] . (5.115)

Seja a largura deformada aq = γ−1
q ln(1 + γqa), e uma vez que sen(iu) = isenh(u), a

expressão anterior pode ser aplicada para os casos E > V0 e E < V0. Desta forma, o

inverso do coeficiente de transmissão é dado por:

T−1 =


1 +

V 2
0

4E(E − V0)
sen2

[aq
~
√

2m0(E − V0)
]
, E > V0

1 +
V 2

0

4E(V0 − E)
senh2

[aq
~
√

2m0(V0 − E)
]
, E < V0.

(5.116)

Vemos, portanto, que os resultados apresentados para o tunelamento quântico para a

part́ıcula com massa dependente da posição são similares ao caso usual de uma part́ıcula

de massa constante, mas com a largura da barreira a substitúıda pela correspondente

largura deformada aq.

Observemos que T = 1 (barreira de potencial retangular transparente) sempre que a

função seno é zero, o que corresponde a aq
√

2m0(E − V0)/~ = nπ, onde n é um número

inteiro. Portanto, os ńıveis de energia para tramissão total são dados por

En =
~2π2γ2

qn
2

2m0 ln2(1 + γqa)
+ V0 =

~2π2n2

2m0a2
q

+ V0, (5.117)

que são os mesmos valores para as energias permitidas para uma part́ıcula com massa

dependente da posição em um poço de potencial quadrado infinito de largura a, mas

adicionados do valor V0 do potencial da barreira.

A Figura 5.16 (a) ilustra o coeficiente de transmissão em função da razão E/V0 com

γqa = 0 (caso usual), 0.5 e −0.5 para uma barreira de potencial retangular de altura
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V0/(~2π2/2m0a
2) = 10. Por outro lado, a Figura 5.16 (b) ilustra o coeficiente de trans-

missão em função do produto k′a para γq/k
′ = 0 (caso usual), 0.1 e −0.1. Para γq 6= 0,

observa-se que T oscila não periodicamente entre seu valor mı́nimo Tmı́n = 4(E−V0)

4(E−V0)+V 2
0

, e

seu valor máximo 1. Podemos observar que à medida que k′a aumenta, o intervalo entre

dois valores de k′a consecutivos na qual T é máximo tende a aumentar (dimunuir) para

γq > 0 (γq < 0).
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Figura 5.16: (a) Coeficiente de transmissão T como função da energia de uma part́ıcula com
massa dependente da posição para γqa = 0 (caso usual), 0.5 e −0.5; e incidindo em uma barreira
de potencial retangular (largura a e altura V0 = 10(π2~2/2m0a

2)). (b) Coeficiente de transmissão
em função do produto k′a, onde k′ =

√
2m0(E − V0)/~, para γq/k

′ = 0 (caso usual), 0.1 e −0.1.
Para γq/k

′ < 0 (γq/k
′ < 0), o intervalo entre dois máximos consecutivos aumenta (diminui) à

medida que k′a aumenta.
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Considerando a situação de baixas energias (E < V0), como vimos para o potencial

degrau, a amplitude da função de onda ao atravessar a fronteira das regiões I e II não cai

abruptamente para zero, mas apresenta um decaimento que pode ser escrito em termos

da função q-exponencial de acordo com a Eq. (5.106). A partir da fronteira das regiões

II e III, a função de onda passa a comportar-se como uma onda deformada (4.67), o

que resulta em uma probabilidade para que a part́ıcula seja encontrada em x > a. Em

particular, se α � 1, com a constante α definida por (5.98), o coeficiente de transmisão

pode ser escrito como

T ≈ 16(V0 − E)E

V 2
0

e−2αγ−1
q ln(1+γqa) =

16(V0 − E)E

V 2
0

[eq(a/ξ)]
−2α/ξ, (5.118)

e que no caso usual (q = 1), tem inúmeras aplicações em efeito de diodo túnel, efeito

Josephson, decaimento de part́ıculas alfa, inversão de potencial em moléculas de amônia,

microscopia eletrônica etc. Aqui apresentamos algumas consequências de uma posśıvel ge-

neralização aplicada a fenômenos cujo decaimento poderia não ser uma função exponencial

usual, evidenciado uma posśıvel dependência da massa das part́ıculas microscópicas com

a posição.

5.5 Part́ıcula com massa dependente da posição

em poço de potencial finito

Consideremos agora uma part́ıcula com massa m(x) dada por (4.80) em um poço de

potencial quadrado finito

V (x) =

{
0, 0 ≤ x ≤ a

V0, outros valores,
(5.119)

representado pela Figura 5.17, sendo V0 uma constante positiva:

x

V (x)

0 a

V
0

I II III

Figura 5.17: Poço de potencial quadrado finito de profundidade V0 e largura a.
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De acordo com o que vimos anteriormente, a solução da equação de Schrödinger em

cada uma das regiões x < 0 (I), 0 < x < a (II) e x > a (III) são indicadas por:

ψI(x) =
1√

1 + γqx

[
Aeαγ

−1
q ln(1+γqx) +Be−αγ

−1
q ln(1+γqx)

]
(x < 0), (5.120a)

ψII(x) =
1√

1 + γqx

[
C ′eikγ

−1
q ln(1+γqx) +D′e−ikγ

−1
q ln(1+γqx)

]
(0 < x < a), (5.120b)

ψIII(x) =
1√

1 + γqx

[
Feαγ

−1
q ln(1+γqx) +Ge−αγ

−1
q ln(1+γqx)

]
(x > a). (5.120c)

onde k =
√

2m0E/~ e α =
√

2m0(V0 − E)/~. Consideremos aqui apenas os estados

ligados, onde E < V0, desde que as soluções para E > V0 correspondem a estados não

ligados e são similares ao caso do tunelamento quântico que analisamos na Seção anterior.

Desde que a solução seja finita em x → ±∞, independente do valor de γq, devemos

ter B = 0 e F = 0.

Do mesmo modo, como fizemos para a part́ıcula confinada em um potencial quadrado

infinito, consideremos a mudança de constantes dada por C ′ = (−iC + D)/2 e D′ =

(iC + D)/2, e portanto, a solução da equação de Schrödinger independente do tempo

(4.86) em cada uma das três regiões é da forma:

ψI(x) =
A√

1 + γqx
eαγ

−1
q ln(1+γqx) (x < 0), (5.121a)

ψII(x) =
1√

1 + γqx

{
Csen

[
k

γq
ln(1 + γqx)

]
+D cos

[
k

γq
ln(1 + γqx)

]}
(0 < x < a), (5.121b)

ψIII(x) =
G√

1 + γqx
e−αγ

−1
q ln(1+γqx) (x > a). (5.121c)

Consideraremos a seguir as condições de contorno: ψ(x) e ψ′(x) = dψ(x)/dx cont́ınuas

em x = 0 e x = a. Deste modo, notemos que:

ψ′I(x) = A
(
α− γq

2

) eαγ−1
q ln(1+γqx)

(1 + γqx)3/2
, (5.122)

ψ′II(x) =
1

(1 + γqx)3/2

(
−Cγq

2
−Dk

)
sen

[
k

γq
ln(1 + γqx)

]
+

1

(1 + γqx)3/2

(
−Dγq

2
+ Ck

)
cos

[
k

γq
ln(1 + γqx)

]
, (5.123)

ψ′III(x) = G
(
−α− γq

2

) e−αγ−1
q ln(1+γqx)

(1 + γqx)3/2
. (5.124)

Da condição de contorno ψI(x = 0) = ψII(x = 0), obtemos A = D, e da condição

ψ′I(x = 0) = ψ′II(x = 0), vem que A(α−γq/2) = −Dγq/2+Ck, ou ainda, Ck = αA. E das
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condições ψII(x = a) = ψIII(x = a) e ψ′II(x = a) = ψ′III(x = a), obtemos respectivamente:

G√
1 + γqa

e−αγ
−1
q ln(1+γqa) =

C√
1 + γqa

sen

[
k

γq
ln(1 + γqa)

]
+

D√
1 + γqa

cos

[
k

γq
ln(1 + γqa)

]
e

G
(
−α− γq

2

) e−αγ−1
q ln(1+γqa)

(1 + γqa)3/2
=

1

(1 + γqa)3/2

{(
−Cγq

2
−Dk

)
sen

[
k

γq
ln(1 + γqa)

]
+

(
−Dγq

2
+ Ck

)
cos

[
k

γq
ln(1 + γqa)

]}
.

Eliminando a constante G nas duas equações acima, segue que(
−Cγq

2
−Dk

)
sen

[
k

γq
ln(1 + γqa)

]
+

(
−Dγq

2
+ Ck

)
cos

[
k

γq
ln(1 + γqa)

]
=
(
−γq

2
− α

){
Csen

[
k

γq
ln(1 + γqa)

]
+D cos

[
k

γq
ln(1 + γqa)

]}
, (5.125)

e de onde se obtém:

(Cα−Dk)sen

[
k

γq
ln(1 + γqa)

]
= −(Ck + αD) cos

[
k

γq
ln(1 + γqa)

]
. (5.126)

Da relação acima, temos

tan

[
k

γq
ln(1 + γqa)

]
=

sen[kγ−1
q ln(1 + γqa)]

cos[kγ−1
q ln(1 + γqa)]

= −Ck + αD

Cα−Dk
, (5.127)

e lembrando que D = A, C = Aα/k, em termos do comprimento deformado aq =

γ−1
q ln(1 + γqa), obtemos que

tan(kaq) =
2αk

k2 − α2
, (5.128)

ou ainda,

tan

(
kaq
2

)
=
α

k
. (5.129)

Esta equação transcendental permite calcular os ńıveis de energia e o número de estados

ligados. A sua forma é a mesma do caso usual para γq = 0, mas possui o comprimento

deformado da caixa aq no lugar de a. Seja z = a
√

2m0E/~ e z0 = a
√

2m0V0/~, e notando

que (αa)2 = z2
0 − z2, a relação acima pode ser escrita como

tan
(aqz

2a

)
= ±

√(z0

z

)2

− 1. (5.130)

O número de estados ligados é igual ao número de intersecções da curva tan(aqz/a) com

±
√

(z0/z)2 − 1. Para γq = 0 e V0 > 0, temos aq = a, e recuperamos o caso usual de
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uma part́ıcula com massa constante em um poço de potencial quadrado finito, onde os

ńıveis de energia são obtidos a partir da equação transcendental tan(z) = ±
√

(z0/z)2 − 1.

Por outro lado, se V0 → ∞, tan(kaq/2) = 0, o que coresponde a aq
√

2m0E/~ = nπ, e

assim reobtemos os ńıveis de energia de uma part́ıcula em um poço de potencial quadrado

infinito analisado na Seção 5.1.

A Figura 5.18 ilustra as curvas tan(aqz/a) para diferentes valores de aq/a, e as curvas

±
√

(z0/z)2 − 1. O número de estados ligados para aq/a = 0.5, 1.0 e 1.5 é igual a 3, 5

e 7, respectivamente. Para γqa > 0 (0 < γq < −1/a), o efeito da massa dependente da

posição pode ser entendido como uma contração (dilatação) do espaço e permitir uma

maior (menor) quantidade de estados ligados posśıveis em relação ao caso usual.

Notemos que estes resultados poderiam ter sido obtidos a partir do uso da trans-

formação canônica (x̂, p̂) −→ (x̂q, p̂q), que mapeia a part́ıcula com massa dependente

da posição no poço de potencial quadrado com profundidade V0 e largura igual a a no

espaço {|x̂〉} em uma part́ıcula de massa constante em um poço de potencial com mesma

profundidade, mas largua aq no espaço {|x̂q〉}.

0 . 0 0 . 5 1 . 0 1 . 5 2 . 0 2 . 5 3 . 0- 1 0 . 0
- 5 . 0
0 . 0
5 . 0

1 0 . 0
[ ( z 0 / z ) 2 − 1 ] 1 / 2a q / a   =  0 . 5

a q / a  =  1 . 0

− [ ( z 0 / z ) 2 − 1 ] 1 / 2tan
(a q z  /  2a

)

z / π

a q / a  =  1 . 5

Figura 5.18: Gráfico da função tan(aqz/2a) associada aos ńıveis de energia de uma part́ıcula com
massa dependente da posição em um poço de potencial quadrado finito. Na figura são mostradas
funções para aq/a = 1 (caso usual), 0.5 e 1.5.
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Caṕıtulo 6

Oscilador harmônico q-deformado

Um dos problemas mais básicos da mecânica clássica é o oscilador harmônico simples

consistindo de uma part́ıcula de massa constante m sujeita a um força restauradora pro-

porcional ao seu deslocamento x, e que leva a equação de movimento mẍ = −kx, onde k

é a constante de força. Um dos primeiros estudos matemáticos deste sistema foi feito pelo

f́ısico e matemático súıço Leonhard Euler (1707-1783). Em 1739, Euler utilizou o método

das quadraturas para encontrar as soluções do oscilador harmônico [235].

Ademais, é bem conhecido que o problema do oscilador harmônico simples é um dos

mais importantes problemas da f́ısica [236], tanto devido ao ponto de vista matemático,

por causa de suas equações diferenciais lineares com coeficientes constantes e soluções

anaĺıticas exatas, bem como suas inúmeras aplicações em f́ısica quântica. Contudo, o uso

de equações lineares em f́ısica é principalmente idealizado a sistemas com caracteŕısticas

espećıficas conforme discutidas na Seção 3.1. Assim, generalarizações de equações de movi-

mento na f́ısica tornam-se relevantes, bem como a generalização do problema do oscilador

harmônico simples.

Em particular, um oscilador harmônico deformado clássico e baseado no uso do cálculo

deformado inspirado pela derivada de Jackson (2.18) e das funções trigonométricas (2.30)

foi investigado em [237]. No formalismo quântico, uma das caracteŕısticas deste oscilador

é o fato dele apresentar um espectro não linear, que está associado a efeitos anarmônicos,

e que pode ser utilizado, por exemplo, para descrever moléculas diatômicas [238].

Por outro lado, diversos estudos de osciladores com massa dependente da posição

também são encontrados na literatura [202, 239, 240, 241, 242, 243, 244, 245, 246, 247,

248, 249]. Especificamente, o problema de um oscilador harmônico quântico em um espaço

não linear dado pela Eq. (4.1), e que está associado a sistemas com massa dependente

da posição, foi analizado em [32, 250] utilizando o operador não hermitiano p̂′q dado pela

Eq. (4.2). Para este caso, o oscilador apresenta um espectro idêntico ao de um oscilador

de Morse [251], que é um oscilador anarmônico. Contudo, uma consequência em ambas

formulações citadas acima é a possibilidade de violação do prinćıpio da incerteza, na qual

dependendo do valor de algum parâmetro de deformação utilizado, a relação de incerteza
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pode ser menor do que ~/2. Por exemplo, em [32] é mostrado que os operadores x̂ e p̂′q (não

canonicamente conjugados) obedecem a relação de incerteza ∆x∆p′q ≥ (~/2)(1 + γq〈x̂〉).
Neste Caṕıtulo revisitamos o problema de um oscilador harmônico simples em um

espaço não linear descrito pelo operador translação modificado (4.37), e o operador mo-

mento linear generalizado hermitiano p̂q dado pela Eq. (4.55). Analisamos este problema

em ambos formalismos clássico e quântico. Obtemos analiticamente as soluções de um

oscilador harmônico simples q-deformado clássico. Investigamos numericamente um osci-

lador amortecido que recupera o caso usual no limite q → 1. Analisamos os resultados

do oscilador harmônico quântico através do prinćıpio da correspondência e da incerteza.

Aplicamos o formalismo das variáveis ação-ângulo juntamente com a aproximação WKB

para obter os ńıveis de energia deste oscilador na descrição quântica a partir da descrição

clássica. Também aplicamos a teoria de perturbação independente do tempo como uma

ferramenta alternativa para obter os ńıveis de energia do oscilador quântico q-deformado.

6.1 Oscilador harmônico simples q-deformado

Consideremos uma part́ıcula com massa dada pela Eq. (4.80) submetida a um potencial

quadrático V (x) = kx2/2. A hamiltoniana desta part́ıcula é

H(x, p) =
p2

2m(x)
+

1

2
kx2

=
(1 + γqx)2p2

2m0

+
1

2
kx2. (6.1)

Seja H(x, p) = E a primeira integral de movimento, temos que:

E =
1

2
m(x)ẋ2 +

1

2
kx2. (6.2)

A segunda lei de Newton deformada (4.165) para este problema é

D̃2
γqx(t) = −ω2

0x, (6.3)

onde ω0 =
√
k/m0 é a frequência de oscilação para o correspondente caso usual γq = 0.

A equação acima pode ser reescrita explicitamente na forma

(1 + γqx)ẍ− γ2
q ẋ

2 + ω2
0x(1 + γqx)3 = 0, (6.4)

que corresponde a uma equação diferencial não linear e com coeficientes variáveis. Apesar

da dependência em ẋ2, temos que o oscilador deformado é um sistema conservativo (veja

Seção 4.5).
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Seja x = A quando ẋ = 0, onde A é a amplitude de oscilação do sistema, temos que a

energia do sistema é E = 1
2
mω2

0A
2. A partir da Eq. (6.2), temos que

v(t) =
dx

dt
= ±(1 + γqx)ω0

√
A2 − x2, (6.5)

e que pode ser reescrita em termos da q-derivada dual como

D̃γqx(t) = ±ω0

√
A2 − x2. (6.6)

O momento linear p = m(x)ẋ do oscilador, em uma posição x, é

p(x) = ±m0ω0

√
A2 − x2

1 + γqx
. (6.7)

É interessante notar que a velocidade deformada (D̃γqx) e aceleração deformada (D̃2
γqx)

para este oscilador com massa dependente da posição têm respectivamente as mesmas for-

mas funcionais das usuais velocidade (v = dx/dt) e aceleração (a = d2x/dt2) do oscilador

com massa constante. Desta forma, vemos que o efeito da massa dependente da posição

pode ser substitúıdo nas equações de movimento por uma derivada com a deformação na

variável dependente x. Em particular, para a massa dada pela Eq. (4.161), a derivada

deformada é a q-derivada dual (2.116) no lugar das derivadas usuais.

Para obtermos uma expressão para a evolução temporal da posição x(t) da part́ıcula,

podemos utilizar a Eq. (6.6), e que pode ser reescrita como

dt = ± dx

ω0(1 + γqx)
√
A2 − x2

. (6.8)

Seja t ≡ u/ω0, z ≡ x(t)/A e λq ≡ γqA, e integrando a equação acima, temos:

u = ±
∫

dz

(1 + λqz)
√

1− z2
+ u0

= ±
∫

dqz√
1− z2

+ u0. (6.9)

onde dqz = dz/(1 + λqz). Na equação acima, a integral do lado direito, ou sua corres-

pondente q-integral, é exatamente a mesma que utilizamos no Caṕıtulo 2 para definirmos

novas funções trigonométricas deformadas Senq(u) e Cosq(u) dadas pela Eq. (2.192). Segue

que:

u = ∓Cos−1
q (z) + u0. (6.10)

Invertendo esta última equação, podemos escrever

z =
x

A
= Cosq(u− u0). (6.11)
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Seja a constante de fase δ0 ≡ −u0 = −ω0t0, e utilizando que u = ω0t, obtemos:

x(t) = ACosq(ω0t+ δ0) = A cos [θq(t)] (6.12)

com

θq(t) =



2tan−1

{√
1 + γqA

1− γqA
tan

[
1

2

√
1− γ2

qA
2(ω0t+ δ0)

]}
, |γqA| < 1

2tan−1

{√√√√∣∣∣∣∣γqA+ 1

γqA− 1

∣∣∣∣∣tanh

[
1

2

√
γ2
qA

2 − 1(ω0t+ δ0)

]}
, |γqA| > 1

(6.13)

Para |γqA| < 1, a posição do oscilador em função do tempo é uma função periódica

com peŕıodo de oscilação dado por

τq =
τ0√

1− γ2
qA

2
, (6.14)

com τ0 = 2π/ω0 sendo o peŕıodo de oscilação para o caso usual (γqA = 0). A equação

x(t) = A cos(ω0t+ δ) para o oscilador harmônico simples é recuperada quando γq → 0.

A Figura 6.1 mostra os gráficos da posição, velocidade, aceleração e fase em função

do tempo correspondente a uma part́ıcula com massa dependente da posição dada pela

Eq. (4.161) para 0 < γqA < 1 (o caso usual γqA = 0 é ilustrado para comparação)

e constante de fase δ = 0. Quando γqA aproxima-se de 1, observamos que a part́ıcula

permanece durante intervalos de tempo maiores (menores) em torno da posição x = −A
(x = A), uma vez que a massa da part́ıcula é maior (menor) em torno daquela região,

e consequentemente sua velocidade torna-se menor (maior). Observamos também que as

amplitudes da velocidade são maiores do que aquelas no caso usual. Algo similar também

acontece com a aceleração. O gráfico de θq(t) mostra que a fase da part́ıcula comporta-se

aproximadamente como uma função arco tangente quando γqA aproxima-se de 1. Por

comodidade, estamos ilustrando o gráfico de mod(θq, 2π).

Para γqA > 1, o sistema perde sua natureza oscilatória e a part́ıcula move-se entre

−1/γq < x ≤ A conforme ilustrado na Figura 6.2 (a) . Quando t � τ0, temos que x

aproxima-se assintoticamente de −1/γq. A Figura 6.2 (b) também mostra a velocidade

da part́ıcula como função tempo. Podemos ver que após um instante de tempo t = t∗, a

part́ıcula desacelera até atingir o repouso no limite t→∞.

As grandezas dinâmicas momento linear p(t), energia cinética T (t) e energia potencial
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)/2
�

t / � 0
Figura 6.1: Evolução temporal da posição, velocidade, aceleração e fase de um oscilador com
massa dependente da posição dada por Eq. (4.80) com δ = 0, para γqA = 0 (preto), 0.5 (azul),
e 0.9 (vermelho).

0 . 0 0 . 2 0 . 4 0 . 6 0 . 8 1 . 0- 1 . 0
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Figura 6.2: Evolução temporal da posição (a) e velocidade (b) de um oscilador com massa
dependente da posição para valores de γqA = 1.01 (preto), 2.0 (azul) and 10 (vermelho).

V (t) em função do tempo são dadas, respectivamente, por:

p(t) = m0ω0A

(
sen[θq(t)]

1 + γqAcos[θq(t)]

)
, (6.15a)
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T (t) =
1

2
m0ω

2
0A

2sen2[θq(t)], (6.15b)

e

V (t) =
1

2
m0ω

2
0A

2cos2[θq(t)]. (6.15c)

A Figura 6.3 mostra a evolução temporal do momento linear p(t). Podemos observar

que o momento linear tem um comportamento periódico, cuja amplitude torna-se o tanto

maior quanto maior o valor de γqA no intervalo (0, 1). A Figura 6.4 mostra a evolução

temporal da (a) energia cinética T (t) e (b) energia potencial V (t). Da curva (a), observa-se

que para valores de γqA mais próximos de 1, vemos que o intervalo de tempo em torno do

instante em que a energia cinética é máxima é cada vez menor do que o intervalo daquele

em que a energia cinética é mı́nima. O efeito inverso ocorre com a energia potencial.

Ressaltamos que devido ao efeito da massa dependente da posição, os instantes de tempo

em que p e T são máximos não coincidem como no caso usual.

0 . 0 1 . 0 2 . 0 3 . 0
- 2 . 0
- 1 . 0
0 . 0
1 . 0
2 . 0

p(t
)/m

0� 0A

t / � 0
Figura 6.3: Evolução temporal do momento linear para oscilador harmônico simples com massa
dependente da posição para γqA = 0 (preto), 0.5 (azul) e 0.9 (vermelho), e fase inicial δ = 0.
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Figura 6.4: Evolução temporal da (a) energia cinética e (b) energia potencial para oscilador
harmônico simples com massa dependente da posição para γqA = 0 (preto), 0.5 (azul) e 0.9
(vermelho), e fase inicial δ = 0.
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Analisemos a seguir algumas consequências da aplicação da transformação canônica

clássica dada pela Eq. (4.153) sobre o oscilador harmônico com massa dependente da

posição. Temos que a hamiltoniana H(x, p) dada pela Eq. (6.1) é mapeada em

K(xq, pq) =
p2
q

2m0

+
m0ω

2
0

2γ2
q

(eγqxq − 1)2, (6.16)

que corresponde a uma part́ıcula de massa constante m0 sujeita ao potencial de Morse

[251]:

V (xq) = Wq(e
−αqxq − 1)2, (6.17)

onde Wq ≡ m0ω
2
0/2γ

2
q é a energia de ligação, e αq ≡ −γq é um parâmetro que controla a

anamorticidade do potencial. Quando γq → 0, a energia de ligação torna-se muito grande

(Wq → ∞), os efeitos de anarmoticidade diminuem, e o potencial de Morse se aproxima

do potencial quadrático. A Figura 6.5 mostra o potencial de Morse (6.17) para diferentes

valores de γqA. Consequentemente, a transformação canônica clássica Eq. (4.153) mapeia

um sistema com massa dependente da posição dada pela Eq. (4.80) sujeita a um potencial

quadrático no espaço de fase (x, p) em um sistema de massa constante sujeita a um

potencial de Morse em um espaço de fase (xq, pq).

Desta forma, a solução dada pela Eq. (6.12) pode ser usada para reobter as solução das

equações de movimento de uma part́ıcula sujeita a um potencial de Morse [252]. Desde que

γ2
qA

2 = E/Wq, a trajetória da part́ıcula no espaço de fase (xq, pq) é fechada para E < Wq

(|γqA| < 1) e aberta para E > Wq (|γqA| > 1). A Figura 6.6 mostra as trajetórias da

part́ıcula nos espaço de fase (x, p) e (xq, pq) para diferentes valores de γqA > 0 em ambos

casos de órbitas fechadas e abertas.
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x q  / A

V(x
q  )/E

W q  / E

Figura 6.5: Potencial de Morse dado pela Eq. (6.17) em função de xq/A para valores de γqA =
0 (preto), 0.5 (magenta), 0.9 (vermelho) e 1.1 (azul).
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Figura 6.6: Na linha superior são mostrados os espaços de fase (x, p) para o oscilador harmônico
simples de uma part́ıcula com massa m(x) da por (4.80) para diferentes valores de γqA, separados
nos casos de: (a) órbitas abertas (γqA < 1), e (b) órbitas fechadas (γqA > 1). Na linha inferior
são mostrados os espaços de fase (xq, pq) de uma part́ıcula com massa constante m0 submetida
a um potencial de Morse (6.17), também separados nos casos de (c) órbitas abertas (γqA < 1), e
(d) órbitas fechadas (γqA > 1); e obtitos através da transformação canônica (4.153) e da solução
(6.12).

É interessante também obter a probabilidade Pclássica(x)dx para a part́ıcula do oscilador

deformado ser localizada entre x e x+ dx. Neste caso, temos

Pclássica(x)dx ∝ dx

v

=
Cdx

(1 + γqx)
√
A2 − x2

. (6.18)

onde utilizamos a equação a Eq. (6.5), e C é uma constante de normalização, obtida a

partir de
∫ A
−A Pclássica(x)dx = 1. Desta forma, segue que

C

∫ A

−A

dx

(1 + γqx)
√
A2 − x2

= 1. (6.19)
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Fazendo uma mudança de variável com x(θq) = A cos θq na integração acima, temos que:

1 = C

∫ 0

π

(−A sen θq)dθq

(1 + γqA cos θq)
√
A2 − A2 cos θq

= C

∫ π

0

A sen θqdθq
(1 + γqA cos θq)(A sen θq)

=
C

2

∫ 2π

0

dθq
1 + γqA cos θq

, (6.20)

e utilizando a relação [253]∫ 2π

0

dθ

1 + ε cos θ
=

2π√
1− |ε|2

, (ε < 1) (6.21)

obtém-se

C =
1

π

√
1− γ2

qA
2. (6.22)

Portanto, a densidade de probabilidade para o oscilador deformado é

Pclássica(x) =

√
1− γ2

qA
2

π(1 + γqx)
√
A2 − x2

. (6.23)

O caso usual P (x) = 1
π
√
A2−x2 é recuperado para γqA = 0. A Figura 6.7 mostra a densidade

de probabilidade clássica do oscilador deformado para diferentes valores de γqA. Para

todas as curvas, x = ±A são asśıntotas verticais. Para valores de γqA > 0 (γqA < 0), a

part́ıcula possui uma probabilidade maior de ser encontrada em posições entre−A < x < 0

(0 < x < A), uma vez que sua massa é maior (menor) e sua velocidade consequentemente

menor (maior) nesta região.

Do mesmo modo que foi feito no Caṕıtulo 4 para uma part́ıcula em um poço de poten-

cial quadrado infinito, obtemos os primeiros momentos da posição e do momento linear

para a distribuição clássica dada pela Eq. (6.23) para o oscilador deformado. Conforme

demonstraremos no final desta Seção, temos que:

x

A
= −

1−
√

1− γ2
qA

2

γqA
, (6.24a)

x2

A2
=

1−
√

1− γ2
qA

2

γ2
qA

2
, (6.24b)

p = 0, (6.24c)

p2 =
m2

0ω
2
0A

2

2(1− γ2
qA

2)
. (6.24d)

onde limγq→0 x = 0, limγq→0 x2 = A2/2, limγq→0 p2 = m2
0ω

2
0A

2/2, como esperado.
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- 1 . 0 - 0 . 5 0 . 0 0 . 5 1 . 00 . 0
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� q  A  =  0 . 5

� q  A  =  0
P ��

	��
���
�x�
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x / A

� q  A  =  �� 0 . 5

Figura 6.7: Densidade de probabilidade clássica do oscilador deformado para γqA = 0 (preto),
0.5 (vermelho), −0.5 (magenta) e 0.9 (azul). Para todas as curvas, temos que x/A = ±1 são
asśıntotas verticais.

Podemos ainda analisar algumas consequências dos efeitos da massa dependente da

posição do oscilador deformado aqui apresentado. Por exemplo, os valores médios da

energias potencial V e cinética T são dados por:

V =
1

2
m0ω

2
0x

2

=
1

2
m0ω

2
0A

2

(
1−

√
1− γ2

qA
2

γ2
qA

2

)
, (6.25a)

e

T = E − V

=
1

2
m0ω

2
0A

2

[√
1− γ2

qA
2 − (1− γ2

qA
2)

γ2
qA

2

]

=
1

2
m0ω

2
0A

2
√

1− γ2
qA

2

(
1−

√
1− γ2

qA
2

γ2
qA

2

)
=

√
1− γ2

qA
2V . (6.25b)
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A Figura 6.8 ilustra os valores médios da energia potencial V e da energia cinética

T do oscilador deformado em função do parâmetro de deformação γq. Quando γqA = 0,

reobtemos V = T , i.e., as energias potencial e cinética médias são iguais e a energia

do oscilador divide-se igualmente entre essas duas durante cada peŕıodo de oscilação, em

acordo com o teorema de Virial [142]. Quanto maior o valor do módulo de γqA, observamos

que a energia potencial média torna-se maior em relação a energia cinética média. Para

|γqA| → 1, temos que a energia do oscilador tende a se distribuir integralmente na forma

de energia potencial. Isto está relacionado ao fato de que quando γqA→ ±1, a part́ıcula

encontra-se na região próxima de x = ∓A durante intervalos de tempo maiores, o que

tende a aumentar a energia potencial média V em relação a energia cinética média T .

- 1 . 0 - 0 . 5 0 . 0 0 . 5 1 . 00 . 0

0 . 5

1 . 0

V/E
  e 

 T/
E 

T / E

�q  A

V / E

Figura 6.8: Valores médios da energia potencial (V ) e energia cinética (T ) do oscilador deformado
em função parâmetro γqA. Temos que T = V = E/2 para γqA = 0.

A Figura 6.9 mostra a composição de dois osciladores com massa dependente da

posição — figuras de Lissajous deformadas — para diferentes valores de γqA. Sejam ω0x

e ω0y as frequências de oscilação para o caso γqA = 0, as figuras de Lissajous deforma-

das foram obtidas para a razão ω0y/ω0x = 4/3, e com diferença das constantes de fase

δy − δx = π/2. Notamos que quanto maior o valor de γqA no intervalo (0, 1), maior é a

deformação da figura em relação ao caso usual γqA = 0. Para γqA→ 1, vemos que o laço

fica mais próximo das linhas x = −1 e y = −1, em virtude da massa nas proximidades

dessas regiões ser maior.
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- 1 . 0 - 0 . 5 0 . 0 0 . 5 1 . 0- 1 . 0
- 0 . 5
0 . 0
0 . 5
1 . 0 ( a )

y/A

x / A - 1 . 0 - 0 . 5 0 . 0 0 . 5 1 . 0- 1 . 0
- 0 . 5
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0 . 5
1 . 0 ( b )

y/A
x / A

- 1 . 0 - 0 . 5 0 . 0 0 . 5 1 . 0- 1 . 0
- 0 . 5
0 . 0
0 . 5
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y/A

x / A - 1 . 0 - 0 . 5 0 . 0 0 . 5 1 . 0- 1 . 0
- 0 . 5
0 . 0
0 . 5
1 . 0 ( d )

y/A

x / A
Figura 6.9: Figuras de Lissajous da composição de dois osciladores deformados com diferença
de fase δy − δx = π/2 e razão entre as frequências ω0y/ω0x = 4/3 com valores de γqA iguais (a)
0 (caso usual), (b) 0.3 , (c) 0.5 e (d) 0.9.

A transformação canônica (4.153) pode ser aplicada para outros osciladores. Por exem-

plo, consideremos que a part́ıcula com massa dependente da posição dada por (4.80) está

submetida a um potencial anarmônico

V (x) =
m0ω

2
0

2γ2
q

ln2(1 + γqx). (6.26)

Este é um potencial confinante para E > 0. A Figura 6.10 ilustra o potencial acima para

diferentes valores do parâmetro γqA, onde A é a amplitude de oscilação para o caso usual

γq = 0 (potencial quadrático). Observa-se que quanto maior o valor de γqA, maior é a

anamorticidade do potencial.

Neste caso, a hamiltoniana

H(x, p) =
(1 + γqx)2p2

2m0

+
m0ω

2
0

2γ2
q

ln2(1 + γqx) (6.27)
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é mapeada na hamiltoniana de um oscilador harmônico simples em um espaço deformado:

K(xq, pq) =
p2
q

2m0

+
m0ω

2
0x

2
q

2
. (6.28)

Para o oscilador que discutimos anteriormente, vimos que a part́ıcula no espaço de fase

usual (x, p) submetida a um potencial quadrático, por sua vez simétrico, e com massa de-

pendente da posição dada por (4.80), que é espacialmente assimétrica, é mapeada através

da transformação canônica (4.153) em uma part́ıcula de massa constante no espaço de

fase (xq, pq) submetida a um potencial de Morse, e portanto assimétrico. Desta forma, a

assimetria da massa em relação à posição no espaço usual leva à assimetria (ou anamor-

ticidade) do potencial no espaço deformado.

Por outro lado, considerando a part́ıcula de massa (4.80) submetida ao potencial as-

simétrico (6.26) no espaço de fase usual (x, p), esta é mapeada em um oscilador harmônico

simples no espaço de fase deformado (xq, pq) através da transformação canônica (4.153).

A solução do sistema (6.27) foi analisada em ambos formalismos clássico e quântico em

[242]. No formalismo quântico, o espectro deste oscilador é evidentemente idêntico ao do

oscilador harmônico simples, En = (n + 1/2)~ω0, ou seja, a anamorticidade do potencial

(6.26) é compensada pelo efeito da massa dependente da posição.

- 1 . 0 0 . 0 1 . 0 2 . 0 3 . 00 . 0
0 . 2
0 . 4
0 . 6
0 . 8
1 . 0

� q  A  =  2 . 0
� q  A  =  1 . 0
� q  A  =  0 . 5

x / A

� q  A  =  0

V(x
)/(m

ω
2 A2 /2)
0

Figura 6.10: Potencial anarmônico dado pela Eq. (6.26) em função de x/A para valores de
γqA = 0 (preto), 0.5 (magenta), 1.0 (vermelho) e 2.0 (azul).
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Por fim, ressaltamos que a transformação canônica (4.153) poderia ser utilizada para

estudar part́ıculas com massa efetiva submetidas a outros potenciais anarmônicos. Con-

sideremos o potencial exótico

V (x) = 4U0

(
γqσ

ln(1 + γqx)

)6
[(

γqσ

ln(1 + γqx)

)6

− 1

]
, (6.29)

onde U0 e σ são constantes positivas com unidades de energia e comprimento, respectiva-

mente (a Figura 6.11 ilustra o potencial acima para valores de γqσ = 0, −0.5, 1.0 e 2.0).

Temos que a hamiltoniana

H(x, p) =
(1 + γqx)2p2

2m0

+ 4U0

(
γqσ

ln(1 + γqx)

)6
[(

γqσ

ln(1 + γqx)

)6

− 1

]
(6.30)

é mapeada em

K(xq, pq) =
p2
q

2m0

+ 4U0

[(
σ

xq

)12

−
(
σ

xq

)6
]
, (6.31)

cujo potencial corresponde ao de Lennard-Jones [254]

V (xq) = 4U0

[(
σ

xq

)12

−
(
σ

xq

)6
]
. (6.32)

0 . 0 1 . 0 2 . 0 3 . 0 4 . 0- 1 . 0
- 0 . 5
0 . 0
0 . 5
1 . 0

V(x
)/U

0

x / ( 2 1 / 6 �)

� q  �  =  1 . 0
� q  �  =  2 . 0

� q  �  =  − 0 . 5
� q  �  =  0

Figura 6.11: Gráficos do potencial de Lennard-Jones modificado dado pela Eq. (6.29) em função
de x/σ para valores de γqσ = 0 (preto), 1.0 (magenta), 2.0 (vermelho) e −0.5 (azul). Para
γqσ > 0 (γqσ < 0), a posição de equiĺıbrio torna-se maior (menor) do que aquela do caso usual
(x0 = 21/6σ), assim como um alargamento (uma contração) da curva em torno do ponto de
energia potencial mı́nima.
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Demonstração das equações (6.24):

A seguir façamos a demonstração dos valores médios de x, x2, p e p2 para o oscilador

deformado clássico discutido nesta Seção.

• Eq. (6.24a):

O valor médio da posição da part́ıcula é dado por:

x =

∫ A

−A
xPclássica(x)dx

=

∫ A

−A

x
√

1− γ2
qA

2

π(1 + γqx)
√
A2 − x2

dx. (6.33)

Divindo ambos os lados da equação acima por A, e fazendo a mudança de variável x =

A cos θq, segue que:

x

A
=

√
1− γ2

qA
2

A

∫ 0

π

A cos θq
π(1 + γqA cos θq)(A sen θq)

(−A sen θq)dθq

=

√
1− γ2

qA
2

2π

∫ 2π

0

cos θq
1 + γqA cos θq

dθq

=

√
1− γ2

qA
2

2πγqA

∫ 2π

0

−1 + 1 + γqA cos θq
1 + γqA cos θq

dθq

=

√
1− γ2

qA
2

2πγqA

(∫ 2π

0

dθq −
∫ 2π

0

dθq
1 + γqA cos θq

)
=

√
1− γ2

qA
2

2πγqA

(
2π − 2π√

1− γ2
qA

2

)

= −
1−

√
1− γ2

qA
2

γqA
, (6.34)

onde obtemos a (6.24a).

• Eq. (6.24b):

O valor médio do quadrado da posição x2 é

x2 =

∫ A

−A
x2Pclássica(x)dx

=

∫ A

−A

x2
√

1− γ2
qA

2

π(1 + γqx)
√
A2 − x2

dx. (6.35)
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Dividindo ambos os lados da equação acima por A2, e fazendo x = A cos θq, temos:

x2

A2
=

√
1− γ2

qA
2

A2

∫ 0

π

A2 cos2 θq
π(1 + γqA cos θq)(A sen θq)

(−A sen θq)dθq

=

√
1− γ2

qA
2

2π

∫ 2π

0

cos2 θq
1 + γqA cos θq

dθq

=

√
1− γ2

qA
2

2πγqA

∫ 2π

0

1− sen2 θq
1 + γqA cos θq

dθq

=

√
1− γ2

qA
2

2π

(∫ 2π

0

dθq
1 + γqA cos θq

−
∫ 2π

0

sen2 θqdθq
1 + γqA cos θq

)
. (6.36)

A primeira integral acima pode ser obtida pela equação (6.21), e a segunda é obtida a

partir da integral [253]∫ 2π

0

sen2 θ

1 + ε cos θ
dθ =

2π(1−
√

1− ε2)

ε2
(|ε| < 1), (6.37)

logo, temos:

x2

A2
=

√
1− γ2

qA
2

2π

[
2π√

1− γ2
qA

2
−

2π(1−
√

1− γ2
qA

2)

γ2
qA

2

]

=
1−

√
1− γ2

qA
2

γ2
qA

2
. (6.38)

• Eq. (6.24c):

Para calcular o valor médio do momento linear, p, observemos que a part́ıcula em

uma posição x pode ter momento linear igual a p+ = m0ω0

1+γqx

√
A2 − x2 > 0 ou p− =

− m0ω0

1+γqx

√
A2 − x2 < 0 com probabilidades iguais 1

2
Pclássica(x)dx. Segue que o valor médio

do momento linear é

p =

∫ A

−A
p(x)Pclássica(x)dx

=
1

2

∫ A

−A
p+Pclássica(x)dx+

1

2

∫ A

−A
p−Pclássica(x)dx

=
1

2

∫ A

−A

mω0

√
A2 − x2

1 + γqx
Pclássica(x)dx− 1

2

∫ A

−A

mω0

√
A2 − x2

1 + γqx
Pclássica(x)dx

= 0. (6.39)
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• Eq. (6.24d):

Por fim, a partir da Eq. (5.2), calculemos o valor médio do quadrado do momento

linear p2. Sendo

p2 =
m2

0ω
2
0(A2 − x2)

(1 + γqx)2
,

temos que

p2 =

∫ A

−A
[p(x)]2Pclássica(x)dx

=

∫ A

−A

m2
0ω

2
0(A2 − x2)

(1 + γqx)2

√
1− γ2

qA
2

π(1 + γqx)
√
A2 − x2

dx

=
m2

0ω
2
0

√
1− γ2

qA
2

π

∫ A

−A

√
A2 − x2

(1 + γqx)3
dx. (6.40)

Fazendo mais uma vez a mudança de variável x = A cos θq, tem-se que

p2 =
m2

0ω
2
0

√
1− γ2

qA
2

π

∫ 0

π

sen θq
(1 + γqA cos θq)3

(−A sen θq)dθq

=
m2

0ω
2
0A

2
√

1− γ2
qA

2

2π

∫ 2π

0

sen2 θq
(1 + γqA cos θq)3

dθq. (6.41)

Derivando ambos os lados da Eq. (6.21) em relação à ε, obtém-se∫ 2π

0

sen2 θ

(1 + ε cos θ)3
dθ =

π

(1− ε2)3/2
(|ε| < 1). (6.42)

A partir disso, obtemos que a Eq. (6.41) torna-se:

p2 =
m2

0ω
2
0A

2
√

1− γ2
qA

2

2π

π

(1− γ2
qA

2)3/2

=
m2

0ω
2
0A

2

2(1− γ2
qA

2)
, (6.43)

como queŕıamos demonstrar.
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6.2 Oscilador harmônico amortecido q-deformado

O modelo mais simples de um oscilador harmônico amortecido no formalismo clássico

apresenta, além da força restauradora linear, uma força de viscosidade proporcional à

velocidade da part́ıcula: fr = −m0λv, onde λ > 0 é a constante de amortecimento.

Consequentemente, fazendo λ = 2β e considerando a força de viscosidade, obtém-se a

equação de movimento para o oscilador harmônico amortecido

ẍ+ 2βẋ+ ω2
0x = 0. (6.44)

Extensões deste modelo aparecem em vários outros problemas da f́ısica, desde mecânica

quântica [255, 256] a modelos cosmológicos inflacionários [257].

Sistemas submetidos a forças de viscosidade podem ser discutidos através do for-

malismo lagrangiano a partir de diferentes considerações, de modo que uma discussão

pertinente é determinar a expressão da lagrangiana que leva à equação de movimento de

um oscilador harmônico amortecido. No livro The Theory Sound, o f́ısico inglês John Wil-

liam Strutt (Lord Rayleigh) introduziu ad hoc na equação de Euler-Lagrange um termo

relacionado a forças dissipativas [258]:

d

dt

∂L

∂ẋ
− ∂L

∂x
+
∂F
∂ẋ

= 0, (6.45)

onde F é chamada de função de dissipação de Rayleigh [141]. Por exemplo, seja a lagran-

giana de um oscilador harmônico simples L = 1
2
m0ẋ

2− 1
2
kx2, e F = 1

2
m0λẋ

2, com λ = 2β,

a equação acima nos leva à equação de movimento de um oscilador harmônico amortecido

unidimensional (6.44).

Outros métodos podem ser encontrados na litetatura para se obter a equação de mo-

vimento (6.44) a partir do prinćıpio variacional: aplicação de uma lagrangiana em função

de coordenadas e velocidades complexas [259], ou lagragiana com alguma dependência

temporal espećıfica [260].

Mais especificamente, para este segundo exemplo, os efeitos de amortecimento são

incorporados ao oscilador harmônico simples através de um fator exponencial na lagran-

giana do caso usual, e é chamada comumente de lagrangiana de Bateman. Em [255, 256],

o respectivo problema no formalismo quântico foi analisado, e no qual o operador hamil-

toniano é chamado de hamiltoniano CK, em referência a Caldirola e Kanai. De acordo

com Bassalo et al. em [235], não existem dúvidas que estas formulações lagrangiana ou

hamiltoniana representam um modelo relevante do ponto de vista metodológico, apesar

de alguns conceitos amb́ıguos na sua aplicação a sistemas f́ısicos nos formalismos clássico

e quântico.

Ademais, devido ao caráter complicado das forças de atrito, um grande número de mo-
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dificações no termo de amortecimento podem ser propostas. Algumas destas modificações

são feitas através da troca da derivada usual na Eq. (6.44) por derivadas fracionárias

[261, 262] e q-derivada de Jackson [263].

No contexto da q-álgebra associada a mecânica estat́ıstica não extensiva, alguns osci-

ladores deformados tem sido investigados. Por exemplo, em [264], os autores propuseram

uma lagrangiana que leva a sistemas clássicos com coeficiente de viscosidade dependentes

do tempo. Neste caso, uma lagrangiana de Bateman q-deformada, com o fator exponen-

cial substitúıdo por um fator q-exponencial, recupera o caso usual no limite q → 1. Em

[265, 266], a dinâmica não extensiva para um sistema quântico dissipativo é descrito por

um hamiltoniano CK deformada.

Propomos aqui um oscilador harmônico amortecido clássico deformado utilizando a

q-derivada dual (2.116), que está associado a sistemas com massa dependente da posição

e um coeficiente de viscosidade dependente da posição. Apesar de nos restringirmos ao

formalismo clássico, desenvolvimentos da quantização para este problema podem vir a ser

implementados.

Portanto consideremos a lagrangiana de um oscilador harmônico com massa depen-

dente da posição m(x) dada por

L =
1

2
m(x)ẋ2 − 1

2
kx2, (6.46)

e uma função de dissipação de Rayleigh deformada

Fq =
1

2
m0λq(x)ẋ2. (6.47)

A partir da Eq. (6.45), obtemos a equação de movimento

m(x)ẍ+
1

2
m′(x)ẋ+m0λq(x)ẋ+ kx = 0. (6.48)

Para a função m(x) = m0/(1 + γqx)2 e com λq(x) = 2β/(1 + γqx), a equação acima pode

ser escrita em termos da q-derivada dual (2.116):

D̃2
γqx+ 2βD̃γqx+ ω2

0x = 0. (6.49)

Esta equação de movimento corresponde a de uma part́ıcula de massa dependente da

posição submetida a uma força restauradora −kx e uma força de viscosidade fr(q) =

−m0λq(x)ẋ = −2m0βẋ/(1+γqx), e que recupera o caso do oscilador harmônico amortecido

usual (6.44) para γq = 0.

A solução da equação acima foi obtida numericamente através da aplicação do método
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de Runge-Kutta de quarta ordem [267] ao sistema de equações equivalente ẋ = v,

v̇ =
γqv

2

1 + γqx
− 2β(1 + γqx)v − (1 + γqx)2ω2

0x.
(6.50)

A Figura 6.12 mostra a evolução temporal da posição e da velocidade do oscilador

amortecido deformado para γqA = 0.90, e razão β/ω0 = 0.2, 1.0 e 2.0. Os casos usuais

γqA = 0 para cada uma das diferentes razões β/ω0 também são mostrados. Observamos

que as curvas x(t) e v(t) têm um comportamento similar aos casos usuais de subamor-

tecimento (β < ω0), amortecimento cŕıtico (β = ω0) e superamortecimento (β > ω0), no

entanto o efeito da massa dependente da posição leva a um decaimento mais lento para o

equiĺıbrio do sistema.
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Figura 6.12: Funções da (a) posição x(t) e (b) velocidade v(t) do oscilador amortecido deformado
com γqA = 0.90, e β/ω0 = 0.20, 1.0 e 2.0. As curvas apresentam comportamentos similares aos
casos de subamortecimento (β/ω0 < 1), amortecimento cŕıtico (β/ω0 = 1) e superamortecimento
(β/ω0 > 1). Também são mostradas as respectivas curvas para o oscilador com massa constante
(γqA = 0) para comparação (curvas tracejadas).

A Figura 6.13 mostra o diagrama de fase (x, v) e o espaço de fase (x, p) do oscilador

harmônico amortecido deformado para γqA = 0.90, e razão β/ω0 = 0.1, e cuja condição

inicial é x0 = A e v0 = 0. O caso sem amortecimento, mas com mesmo valor de γqA,

também é mostrado para comparação. Devido ao efeito da massa dependente da posição

vemos que o diagrama de fase e o espaço de fase tem formas geométricas diferentes.

Notemos que no caso de amortecimento, as curvas espiram até a posição de equiĺıbrio,

de modo que (0, 0) em ambos espaço e diagrama de fase é o atrator para a dinâmica do

sistema.
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Figura 6.13: Diagrama de fase (a) e espaço de fase (b) do oscilador amortecido deformado para
valores de γqA = 0.90 e β/ω0 = 0.10. O caso do oscilador deformado sem amortecimento é
mostrado para comparação. As formas do diagrama de fase e do espaço de fase são diferentes
devido ao efeito da massa dependente da posição. No caso de amortecimento, as curvas evoluem
até o atrator (0, 0) em ambos espaço e diagrama de fase.

A taxa de dissipação de energia do sistema é dada por:

dE

dt
=

d

dt

(
1

2
m(x)ẋ2 +

1

2
kx2

)
=

1

2
m′(x)ẋ3 +m(x)ẋẍ+ kxẋ

=

(
1

2
m′(x)ẋ2 +m(x)ẍ+ kxẋ

)
ẋ

=

(
1

2
m′(x)ẋ3 − 1

2
m′(x)ẋ2 −m0λq(x)ẋ

)
ẋ

= −m0λq(x)ẋ2. (6.51)

Uma vez que a Eq. (6.49) está associada a λq(x) = 2β/(1 + γqx), temos que:

dE

dt
= −

(
2βm0

1 + γqx

)
ẋ2. (6.52)

A Figura 6.14 mostra a evolução temporal da energia E e da taxa de dissipação de energia

dE/dt para γqA = 0.90 e β/ω0 = 0.10. O caso usual (γqA = 0) para o mesmo valor de

β/ω0 é mostrado para comparação. Observamos que similarmente ao caso usual, a taxa de

dissipação de energia dE/dt torna-se nula quando a part́ıcula atinge máxima amplitude e

tem velocidade nula; no entanto, dE/dt não é um máximo quando a velocidade é máxima.
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Figura 6.14: (a) Energia total (E = T + V ) e (b) taxa de dissipação de energia dE/dt do
oscilador amortecido deformado para γqA = 0.90 e β/ω0 = 0.10. O caso γqA = 0 é mostrado
para comparação.

6.3 Variáveis ação e ângulo para o oscilador

q-deformado

O estudo de sistemas periódicos são de grande importância em diversos ramos da f́ısica.

As frequências destes sistemas podem ser obtidas através da teoria de Hamilton-Jacobi

através das variáveis ação e ângulo [141], não sendo necessário obter as soluções anaĺıticas

do movimento.

Durante a fase de transição da “velha teoria quântica” marcada pela hipótese de

Planck (1900) para a quantização da energia até formulação da teoria quântica com as
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Caṕıtulo 6: Oscilador harmônico q-deformado

contribuições de Heisenberg, Born, Dirac e Schrödinger, um método bastente comum

para se obter os ńıveis de energia de sistemas microscópicos consitia na condição de

Bohr-Sommerfeld, onde a variável ação deveria ser proporcional a múltiplos inteiros da

constante de Planck h divida por 2π, isto é,

I =
1

2π

∮
~p · d~r = ν~, (6.53)

na qual ν é em geral um número inteiro não nulo. No entanto, para potenciais com duplo

ponto de retorno, por exemplo, o potencial quadrático que estamos interessados, o número

ν deve ser um semi-inteiro. Estas propriedades podem ser obtidas como consequência

das condições de contorno da aproximação semiclássica da função de onda (aproximação

WKB). Na Seção 4.7, soluções deste tipo para sistemas com massa dependente da posição

foram apresentadas. A caracteŕıstica desta condição está no fato de se poder obter os

ńıveis de energia sem necessidade do conhecimento da função de onda. A seguir aplicamos

estas ideias ao problema do oscilador harmônico deformado.

No caso de sistemas com um grau de liberdade e a massa dependente da posição que

temos tratado nesta Tese, a variável ação pode ser definida pela grandeza

Iq =
1

2π

∮
ciclo

p(x)dx

=
1

2π

∮
ciclo

[p(x)]γq=0dqx, (6.54)

onde utilizamos nesta última equação as relações

p(x)dx = ±
√

2m(x)[E − V (x)]dx

= ±
√

2m0[E − V (x)]dx

1 + γqx

= ±
√

2m0[E − V (x)]dqx. (6.55)

Desta forma, a definição da variável ação para o sistema com a massa dependente da

posição é escrita através de uma q-integral em um ciclo da trajetória da part́ıcula no

espaço de fase, que chamamos de uma ação deformada. Notemos também que a variável

ação deformada é uma função dependente da energia E, i.e., Iq = Iq(E), e que corresponde

geometricamente à área no espaço de fase (x, p) para sistemas com a massa dependente

da posição.

A teoria de Hamilton-Jacobi baseia-se em uma transformação canônica que conecta

as coordenadas generalizadas e momentos canônicos, antigos (x, p) e novos (X,P ), por

meio da função geratriz S(x, P, t) = W (x, P ) − Et. A transformação é tal que as novas

variáveis X e P são constantes. Tipicamente, a energia E é escolhida como um momento

canônico constante. Desta forma, escrevendo E = E(Iq), a função geratriz S(x,E, t) pode
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ser substituida por S(x, Iq, t) =W(x, Iq)−E(Iq)t. Neste caso S(x, Iq, t), conecta as novas

e antigas variáveis através das equações:

p =
∂S(x, Iq, t)

∂x
=
∂W(x, Iq, t)

∂x
, (6.56a)

e

X =
∂S(x, Iq, t)

∂Iq
=
∂W(x, Iq, t)

∂Iq
− dE

dIq
t = δ = constante. (6.56b)

A variável ângulo deformada é definida por

ϕq =
∂W(x, Iq)

∂Iq
. (6.57)

Para ϕq, verifica-se que

ωq = ϕ̇q =
dE(Iq)
dIq

. (6.58)

Logo, ϕq(t) = ωqt + δ. Assim como em sistemas de massa constante, ϕq varia em 2π a

cada ciclo. De fato,

∆ϕq =

∮
ciclo

dϕq =

∮
ciclo

∂ϕq
∂x

dx

=

∮
ciclo

∂

∂x

(
∂W
∂Iq

)
dx =

∂

∂Iq

∮
ciclo

∂W
∂x

dx

=
∂

∂Iq

∮
ciclo

p(x)dx =
∂

∂Iq
(2πIq)

= 2π. (6.59)

Através da variável ângulo deformada, temos que o peŕıodo de oscilação de um sistema

peŕıodico é τq = 2π/ωq. Vemos, então, que para calcular o peŕıodo de oscilação de um

sistema periódico com massa dependente da posição, basta calcular a variável ação defor-

mada (6.54) e utilizar a Eq. (6.58) para obter a frequência de oscilação do sistema.

Como aplicação, consideremos o problema do oscilador harmônico com massa depen-

dente da posição discutido neste Caṕıtulo. Calculemos inicialmente a variável ação para

este oscilador, onde substituindo a Eq. (6.7) na Eq. (6.54), temos

Iq =
1

2π

∮
ciclo

m0ω0

√
A2 − x2

1 + γqx
dx

=
m0ω0

π

∫ A

−A

√
A2 − x2

1 + γqx
dx. (6.60)

Pela mudança de variável x = A cos θq, vem que

Iq =
m0ω0A

2

2π

∫ 2π

0

sen2 θq
1 + γqA cos θq

dθq, (6.61)
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e pela relação (6.37), obtemos

Iq =
m0ω0

γ2
q

(
1−

√
1− γ2

qA
2
)

=
m0ω0

γ2
q

(
1−

√
1−

2γ2
qE

mω2
0

)
, (6.62)

onde utilizamos A2 = 2E/m0ω
2
0 na equação acima. Podemos observar que quando γqA =

0, a variável ação torna-se igual a E/ω0, como esperado para um oscilador harmônico

simples. A frequência de oscilação do oscilador harmônico deformado é

ωq =
dE

dIq
=

(
dIq
dE

)−1

= ω0

√
1−

2γ2
qE

m0ω2
0

= ω0

√
1− γ2

qA
2 (6.63)

que está em acordo com o peŕıodo de oscilação dado pela Eq. (6.14), obtido a partir da

própria equação de movimento.

Para o caso do oscilador deformado, a condição de Bohr-Sommerfeld é

Iq =

(
n+

1

2

)
~, (6.64)

sendo n um número inteiro. Igualando a equação acima com (6.62), obtemos:

En = ~ω0

(
n+

1

2

)
−

~2γ2
q

2m0

(
n+

1

2

)2

(6.65)

conforme obtido em [32] a partir da solução da equação de Schrödinger independente do

tempo para o correspondente problema, e utilizando o operador momento linear genera-

lizado não hermitiano (4.2).

No estudo do oscilador harmônico quântico, uma grandeza de interesse é x2
0 = ~/m0ω0,

e a energia do estado fundamental ε0 = ~ω0/2. A partir da condição En < Wq, obtemos

que o número de estados ligados é restrito pela condição 0 ≤ n + 1/2 ≤ m0ω0/γ
2
q~, ou

ainda,

0 ≤ n+
1

2
≤ Wq

ε0

. (6.66)

Temos também que os ńıveis de energia do oscilador deformado satisfazem

En ≥
~ω0

2

(
n+

1

2

)
. (6.67)

Diferentemente do oscilador harmônico quântico simples com massa constante, a quanti-

dade de estados ligados, e consequentemente o número de ńıveis posśıveis, é limitado e
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devem satisfazer a condição (6.67). A diferença entre dois ńıveis de energia consecutivos

do espectro é dada por

∆En = En+1 − En = ~ω0 −
~2γ2

q

2m0

(n+ 1), (6.68)

de forma que os ńıveis de energia não estão igualmente espaçados como no oscilador

harmônico simples, e tendem a ficar mais próximos quando n cresce.

Os ńıveis de eneriga do oscilador harmônico quântico com massa dependente da posição

dados pela Eq. (4.80) são idênticos àqueles de uma part́ıcula de massa constante sujeita ao

potencial de Morse (6.17) como esperado, uma vez que estes sistemas podem ser mapeados

de um para o outro pela transformação canônica (4.153). Na Eq. (6.65), o parâmetro γq que

controla a dependência da massa com a posição está elevado ao quadrado, portanto, temos

que os ńıveis de energia En são simétricos em relação à mudança γq → −γq. Desta forma,

uma vez que γq define se o espaço deformado é contráıdo (γq > 0) ou dilatado (γq < 0),

a energia é simétrica sob contração ou dilatação. Para γq = 0 (Wq → ∞), reobtemos os

ńıveis de energia de um oscilador harmônico simples no formalismo quântico. A Figura

6.15 mostra o potencial de Morse (6.17), assim como os ńıveis de energia de estados ligados

para uma part́ıcula com massa constante submetida a este potencial, e equivalentemente

do oscilador harmônico com massa dependente da posição, para γqx0 = 0.30.

- 1 5 . 0 - 1 0 . 0 - 5 . 0 0 . 0 5 . 00 . 0
3 . 0
6 . 0
9 . 0

1 2 . 0

� q x 0  =  0
� q x 0  =  0 . 3 0
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V(x
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Figura 6.15: Nı́veis de energia dos estados ligados do potencial de Morse, e equivalentemente
do oscilador harmônico com massa dependente da posição, para γqx0 = 0.3, onde x0 = ~/m0ω0

e ε0 = ~ω0/2.
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6.4 Oscilador harmônico quântico q-deformado

Na Seção 6.1 analisamos o problema do oscilador harmônico simples com massa depen-

dente da posição no formalismo clássico. Nesta Seção resolvemos a equação de Schrödinger

para este tipo de sistema no formalismo quântico. Obtemos suas autofunções e o espectro

de energia correspondente. Calculamos os valores esperados dos operadores posição e mo-

mento, e de seus respectivos quadrados, cujos resultados são comparados pelo prinćıpio

da correspondência com aqueles obtidos no formalismo clássico anteriormente. A partir

disso, analisaremos o prinćıpio da incerteza para este sistema.

Considerando o problema do oscilador harmônico quântico com massa dependente da

posição dada pela Eq. (4.80), o operador hamiltoniano deste sistema é

Ĥ =
1

2m0

[
(1̂ + γqx̂)1/2p̂(1̂ + γqx̂)p̂(1̂ + γqx̂)1/2

]
+

1

2
m0ω

2
0x̂

2, (6.69)

associado ao operador momento linear hermitiano p̂q dado pela Eq. (4.55). A corres-

pondente equação de Schrödinger independente do tempo (4.86) associada ao operador

hamiltoniano (6.69) na base {|x̂〉} é

− ~2(1 + γqx)2

2m0

d2ψ(x)

dx2
− ~2γq(1 + γqx)

m0

dψ(x)

dx
−

~2γ2
q

8m0

ψ(x) +
1

2
m0ω

2
0x

2ψ(x) = Eψ(x),

(6.70)

onde 〈x|α〉 = ψ(x). Mais uma vez temos uma equação linear com coeficientes variáveis.

Para determinar as soluções da equação diferencial acima, façamos a mudança de variável

z = 2d[expq(x/ξ)]
1−q = [2d(1 + γqx)]+, (6.71)

onde d = 1/x2
0γ

2
q , e z = 0 para x < −1/γq em consequência da definição da q-exponencial.

Notando que para x ≥ −1/γq, obtemos a partir da regra da cadeia

dψ(x)

dx
= 2γqd

dψ(z)

dz
, (6.72a)

e
d2ψ(x)

dx
= 4γ2

qd
2d

2ψ(z)

dz2
. (6.72b)

Segue que:

z2d
2ψ

dz2
+ 2z

dψ

dz
+

1

4
ψ(z)− 1

4
(z2 − 4dz + 4d2)ψ(z) +

2m0E

~2γ2
q

ψ(z) = 0. (6.73)

Uma vez que

d2 =
1

x4
0γ

4
q

=
m2

0ω
2

~2γ4
q

=
2m0Wq

~2γ2
q

, (6.74)
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Caṕıtulo 6: Oscilador harmônico q-deformado

e fazendo (
b

2

)2

=
2m0(Wq − E)

~2γ2
q

, (6.75)

temos
b

2d
=

√
1− E

Wq

=
√

1− γ2
qA

2. (6.76)

Com isso, a Eq. (6.73) pode ser escrita como

d2ψ

dz2
+

2

z

dψ

dz
+

(
d

z
− 1

4
− b2 − 1

4z2

)
ψ(z) = 0. (6.77)

Seja agora

ψ(z) = Ae−z/2z(b−1)/2F (z), (6.78)

onde F (z) é uma função cont́ınua de z, e A uma constante de normalização. Temos que

dψ(z)

dz
= Ae−z/2z(b−1)/2F (z)

[
−1

2
+
b− 1

2z
+

1

F (z)

dF (z)

dz

]
= ψ(z)

[
−1

2
+
b− 1

2z
+

1

F (z)

dF (z)

dz

]
, (6.79)

e

d2ψ(z)

dz2
= Ae−z/2z(b−1)/2F (z)

[
−1

2
+
b− 1

2z
+

1

F (z)

dF (z)

dz

]2

+ Ae−z/2z(b−1)/2F (z)

[
−b− 1

2z2
+

1

F (z)

d2F (z)

dz2
−
(

1

F (z)

dF (z)

dz

)2
]

= ψ(z)

[
1

4
+

(b− 1)2

4z2
− b− 1

2z
− b− 1

2z2
+
b− 1− z
zF (z)

dF (z)

dz
+

1

F (z)

d2F (z)

dz2

]
. (6.80)

Substituindo (6.79) e (6.80) em (6.77), obtemos que F (z) satisfaz a equação diferencial

z
d2F (z)

dz2
+ (b+ 1− z)

dF (z)

dz
+

(
d− b

2
− 1

2

)
F (z) = 0, (6.81)

cuja solução são os polinômios associados de Laguerre (veja Apêndice C), ou seja, F (z) =

L
(b)
n (z), onde n = d− b

2
− 1

2
, ou ainda,

b = 2d− 1− 2n

=
2

x2
0γ

2
q

− 1− 2n > 0. (6.82)

A Eq. (6.82) é equivalente à condição (6.66). Para obter os ńıveis de energia En,
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substitui-se (6.82) em (6.75), e mostra-se que

En = ~ω0

(
n+

1

2

)[
1−

γ2
qx

2
0

2

(
n+

1

2

)]
= ~ω0

(
n+

1

2

)
−

~2γ2
q

2m0

(
n+

1

2

)2

, (6.83)

cujos os ńıveis de energia são iguais àqueles dados pela Eq. (6.65), obtida anteriormente

pela condição de Bohr-Sommerfeld de forma independentemente da solução da equação de

Schrödinger. Uma “amplitude quântica” an,q para o oscilador deformado pode ser definida

de modo que

En ≡
1

2
mω2

0a
2
n,q. (6.84)

Portanto, temos que

a2
n,q = x2

0(2n+ 1)

[
1−

γ2
qx

2
0

4
(2n+ 1)

]
, (6.85)

e En/Wq = γ2
qa

2
n.

Similarmente como acontece na solução da equação de Schrödinger para o átomo

de hidrogênio, cuja expressão da função de estado envolve os polinômios associados de

Laguerre, a função de estado para o oscilador harmônico com massa dependente da posição

que temos tratado aqui também está relacionada a estes tipos de polinômios. Do ponto de

vista matemático, em ambos os sistemas, são os parâmetros dos polinômios de Laguerre

que definem o número de estados ligados. No caso do problema do átomo de hidrogênio,

temos um número infinito de estados ligados, enquanto que para o oscilador harmônico

quântico q-deformado, o número de estados ligados é finito. Do ponto de vista f́ısico, a

explicação está no fato de que para o átomo de hidrogênio cujo potencial coulombiano

é V (r) = −K/r, onde K > 0, os autoestados podem ter energia E no intervalo −∞ <

E < 0, e consequentemente obtém-se um número infinito de estados ligados posśıveis.

Já para o problema do oscilador harmônico q-deformado, vimos que os ńıveis de eneriga

são idênticos ao de uma part́ıcula submetida a um potencial de Morse, cujos estados

ligados devem obedecer à condição 0 < E < Wq (ou Eq. (6.82)), o que leva a um número

limitado de estados ligados posśıveis. É exatamente o segundo termo da Eq. (6.83) que

leva à limitação do número de estados ligados uma vez que estes estados devem satisfazer

a condição E > 0.

As soluções para a equação (6.70) são dadas por

ψn(x) =


An√

1 + γqx
e−d(1+γqx)[2d(1 + γqx)]b/2L(b)

n (2d(1 + γqx)), x ≥ −1/γq

0, x < −1/γq

(6.86)

onde An é a constante de normalização. Para derminá-la, consideremos a condição de
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Caṕıtulo 6: Oscilador harmônico q-deformado

normalização ∫ ∞
−∞

ψ∗n(x)ψn(x)dx = 1, (6.87)

ou seja,

A2
n

∫ ∞
−1/γq

1

1 + γqx
e−2d(1+γqx)[2d(1 + γqx)]b[L(b)

n (2d(1 + γqx))]2dx = 1. (6.88)

Pela mudança de variável dada pela Eq. (6.71), obtemos

1

A2
n

=

∫ ∞
0

2d

z
e−zzb[L(b)

n (z)]2
dz

2γqd

=
1

γq

∫ ∞
0

e−zzb−1[L(b)
n (z)]2dz. (6.89)

Conforme mostramos no Apêndice C, a integral no lado direito da equação acima é dada

por: ∫ ∞
0

e−zzb−1[L(b)
n (z)]2dz =

1

b

(n+ b)!

n!
. (6.90)

Desta forma, obtemos que a constante de normalização é

A2
n = bγq

n!

(n+ b)!
. (6.91)

Através do uso do operador momento linear hermitiano p̂q dado pela Eq. (4.55), podemos

obter as soluções normalizadas ψn(x), que diferem daquelas obtidas por Costa Filho et

al. [32] utilizando o operador momento linear não hermitiano p̂′q dado pela Eq. (4.2), mas

que coincidem com a solução obtida por Vubangsi et al. [166] que utilizaram o operador

momento linear hermitiano.

Uma outra forma de obter as funções de onda para o oscilador harmônico quântico

com massa dependente da posição é utilizar a transformação canônica (4.71), conforme

discutido na Seção 4.3. Neste caso, a equação de Schrödinger independente do tempo na

base {|x̂q〉}, torna-se:

− ~2

2m0

d2ϕ(xq)

dx2
q

+Wq(e
−αqxq − 1)2ϕ(xq) = Eϕ(xq), (6.92)

que como no caso clássico, a transformação canônica (x̂, p̂) −→ (x̂q, p̂q) mapeia uma

part́ıcula de massa dependente da posição m(x̂) dada pela Eq. (4.80) submetida a um

potencial quadrático em uma part́ıcula de massa constante m0 submetida ao potencial de

Morse (6.17).

A solução anaĺıtica da Eq. (6.92), resolvida pelo f́ısico norte-americano Philip M.

Morse em 1929 para determinar os ńıveis de energia de moléculas diatômicas, pode ser
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encontrada no seu artigo original [251], e é dada por:

ϕ(xq) = A′ne
−z(xq)/2[z(xq)]

b/2L(b)
n (z(xq)), (6.93)

com z(xq) = 2deγqxq . A partir da condição de normalização∫ ∞
−∞

ϕ∗n(xq)ϕn(xq)dxq = 1 (6.94)

e da relação (6.90), mostra-se facilmente que A′n = An.

Este método foi utilizado por Costa Filho et al. [32] para obter as soluções da equação

de Schrödinger deformada (4.103) baseada no operador momento linear deformado não

hermitiano (4.2) em um potencial quadrático. Os resultados sugerem que, apesar dos

operadores utilizados em [11, 32] não serem hermitianos, eles levam ao mesmo espectro

real daqueles obtidos através da definição de operadores hermitianos.

Para o caso da aplicação de sistemas hermitianos que temos tratado nesta Tese, as

soluções dos sistemas representados pelas Eq.’s (6.70) e (6.92) estão conectadas pela

Eq. (4.93), ou ainda,

ϕq(x) = ϕ(xq(x)) = ψ(x)
√

1 + γqx. (6.95)

As funções de onda ϕq(x) satisfazem a equação de Schrödinger deformada independente

do tempo

− ~2

2m0

D2
γqϕq(x) +

1

2
m0ω

2
0x

2ϕq(x) = Eϕq(x). (6.96)

Alternativamente, a solução da equação acima poderia ser obtida de forma similar a que

utilizamos para obter a solução ψ(x) de (6.70), tal que

ϕq,n(z) = A′ne
−z/2zb/2L(b)

n (z). (6.97)

No caso do oscilador harmônico simples para uma part́ıcula de massa constante, a

solução da função de onda no estado fundamental (n = 0) é a gaussiana

[ψ0(x)] |γq=0 =
1

π1/4x
1/2
0

e−x
2/2x20 . (6.98)

Para o oscilador harmônico deformado no estado fundamental (n = 0), temos que a

constante de normalização é A2
0 = bγq/b! = γq/(b − 1)!, com b − 1 = 2[1/(x2

0γ
2
q ) − 1], e

portanto, a função de onda é dada por:

ψ0(x) =

 2

γqx2
0

[
2
(

1
γ2qx

2
0
− 1
)]

!


1/2

e−(1+γqx)/γ2qx
2
0

[
2

γ2
qx

2
0

(1 + γqx)

] 1

γ2qx
2
0
−1

. (6.99)
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Obviamente, a função de onda do estado fundamental não é mais uma função gaussiana.

Podemos mostrar que esta função de onda recupera o caso usual para γq = 0. De fato,

tomando o logaritmo natural de ψ0(x), observando que o binomial [2(1/γ2
qx

2
0−1)]! torna-se

muito grande no limite γq → 0, e utilizando a fórmula de Stirling

ln(N !) ≈ N lnN −N + ln(
√

2πN) (6.100)

válida para N � 1, temos que

lnψ0(x) =
1

2
ln

(
2

γqx2
0

)
−
(

1

γ2
qx

2
0

− 1

)
ln

[
2

(
1

γ2
qx

2
0

− 1

)]
+

1

γ2
qx

2
0

− 1

−1

4
ln

[
4π

(
1

γ2
qx

2
0

− 1

)]
− 1 + γqx

γ2
qx

2
0

+

(
1

γ2
qx

2
0

− 1

)
ln

(
2

γ2
qx

2
0

)
+

(
1

γ2
qx

2
0

− 1

)
ln(1 + γqx)

= −1

2
ln(γqx0)− 1

2
ln(x0)−

(
1

γ2
qx

2
0

− 1

)
ln(1− γ2

qx
2
0) +

1

γ2
qx

2
0

− 1

4
ln(π)

−1

4
ln(1− γ2

qx
2
0) +

1

4
ln(γ2

qx
2
0)− 1

γ2
qx

2
0

− x

γqx2
0

+

(
1

γ2
qx

2
0

− 1

)
ln(1 + γqx), (6.101)

ou ainda,

lnψ0(x) = −1

4
ln(πx2

0)−
(

1 +
x

γqx2
0

)
+

(
3

4
− 1

γ2
qx

2
0

)
ln(1−γ2

qx
2
0)+

(
1

γ2
qx

2
0

− 1

)
ln(1+γqx).

(6.102)

A partir da expansão em série de Taylor ln(1 + y) = y− y2

2
+ y3

3
+ ..., válida para |y| < 1,

segue que:

lnψ0(x) = −1

4
ln(πx2

0)−
(

1 +
x

γqx2
0

)
+

(
3

4
− 1

γ2
qx

2
0

)(
−γ2

qx
2
0 −

γ4
qx

4
0

2
+ ...

)
+

(
1

γ2
qx

2
0

− 1

)(
γqx−

γ2
qx

2

2
+ ...

)
= −1

4
ln(πx2

0)−
(

1 +
x

γqx2
0

)
+

(
1 +

γ2
qx

2
0

2
−

3γ2
qx

2
0

4
+ ...

)
+

(
x

γqx2
0

− x2

2x2
0

− γqx...
)

= −1

4
ln(πx2

0)− x2

2x2
0

− γqx−
γ2
qx

2
0

4
+ ... . (6.103)
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Desta forma, para o estado fundamental n = 0, com |γqx0| � 1, a função de onda torna-se

ψ0(x) =
Cqe

−γqx

π1/4x
1/2
0

exp

(
− x2

2x2
0

)
, (6.104)

onde Cq é constante de normalização da função de onda. Uma vez que
∫
|ψ0(x)|2dx = 1,

obtemos Cq = e−γ
2
qx

2
0/2, e assim

ψ0(x) =
1

π1/4x
1/2
0

exp

[
−(x+ γqx

2
0)2

2x2
0

]
, (6.105)

que corresponde a uma gaussiana centrada em x/x0 = −γqx2
0. Fazendo γq → 0 para a

expressão acima, reobtemos a função de onda (6.98).

A Figura 6.16 mostra a função de onda (−1)nψn(x), e a densidade de probabilidade

ρ(x, t) = |ψn(x)|2 do oscilador quântico deformado para diferentes parâmetros γqx0. O

caso do oscilador harmônico simples com massa constante (γqx0 = 0) é mostrado para

comparação. Para γqx0 > 0, os picos de ψn(x) e |ψn(x)|2 tendem a ser deslocados para

esquerda, similar ao que acontece com a densidade de probabilidade Pclássica(x) no caso

clássico. O efeito da massa dependente da posição que temos tratado neste trabalho que-

bra a propriedade de pariedade que existe na função de onda do oscilador com massa

constante, ou seja, temos que ψn(−x) 6= (−1)nψn(x) para γqx0 6= 0.
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Figura 6.16: Autofunções ψn(x) (coluna da esquerda) e as respectivas densidades de probabili-
dade |ψn(x)|2 (coluna da direita) de uma part́ıcula com massa dependente da posição dada pela
Eq. (4.80) em um potencial quadrático para diferentes valors de γqx0 (o caso usual γqx0 = 0 é
mostrado para comparação). (a) e (b): n = 0 (estado fundamental), (c) e (d): n = 1 (primeiro
estado excitado), (e) e (f): n = 2 (segundo estado excitado). (g) e (h): n = 3 (terceiro estado
excitado).
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A Figura 6.17 mostra que para números quânticos grandes, exemplificados aqui com

n = 10, a média da densidade de probabilidade quântica |ψn(x)|2 tende a se aproximar

da densidade de probabilidade clássica Pclássica(x) dada pela Eq. (6.23) com aq,n no lugar

de A.

- 6 . 0 - 4 . 0 - 2 . 0 0 . 0 2 . 0 4 . 0 6 . 00 . 0
0 . 3
0 . 6
0 . 9
1 . 2
1 . 5

x � x �

x �� P �
�����
�x �

� q  x ��	�����
n �	���

x 0 �
n (x

) 

Figura 6.17: Densidade de probabilidade para uma part́ıcula com massa dependente da posição
dada pela Eq. (4.80) em um potencial quadrático com x0γq = 0.20 no estado n = 10. Também
é mostrada a densidade probabilidade clássica para uma mesma energia, tal que A = aq,n, onde
aq,n é a amplitude quântica dada pela Eq. (6.85). As linhas verticais pontilhadas correspondem
a x = ±an,q.

Similar ao que foi feito para uma part́ıcula em um poço de potencial quadrado infi-

nito bidimensional, podemos estender os resultados discutidos aqui para um oscilador

bidimensional deformado, cuja densidade de probabilidade é dada por ρn1,n2(x, y) =

|ψn1(x)ψn2(y)|2. As Figuras 6.18 e 6.19 mostram respectivamente as densidades de proba-

bilidade em diferentes estados (n1, n2) para valores de γqa0 = 0 (caso usual) e 0.2, onde

a0 = ~/m0ω0. Como no caso unidimensional, a densidade de probabilidade ρn1,n2(x, y)

para γqa0 6= 0 torna-se assimétrica devido ao efeito da massa dependente da posição. O

análogo óptico deste oscilador bidimensional poderia ser aplicado ao estudo da propagação

de feixes gaussianos em meios não homogêneos [150].
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Figura 6.18: Densidade probabilidade ρn1,n2(x, y) = |ψn1(x)ψn2(y)|2 (em unidades de a−2
0 ) de

um oscilador harmônico usual bidimensional (γqa0 = 0) nos estados (a) (n1, n2) = (0, 0), (b)
(1, 0), (c) (2, 0), (d) (3, 0), (e) (1, 1) , (f) (2, 1), (g) (2, 2), e (h) (3, 3). A escala de cores varia de
azul (baixa densidade de probabilidade) para vermelho (alta densidade de probabilidade).
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Figura 6.19: Densidade probabilidade ρn1,n2(x, y) = |ψn1(x)ψn2(y)|2 (em unidades de a−2
0 ) de um

oscilador harmônico deformado bidimensional para γqa0 = 0.2 nos estados (a) (n1, n2) = (0, 0),
(b) (1, 0), (c) (2, 0), (d) (3, 0), (e) (1, 1) , (f) (2, 1), (g) (2, 2), e (h) (3, 3). A escala de cores varia
de azul (baixa densidade de probabilidade) para vermelho (alta densidade de probabilidade).
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Os valores esperados de 〈x̂〉, 〈x̂2〉, 〈p̂〉 e 〈p̂2〉 para o oscilador harmônico deformado são

dados, respectivamente, por

〈x̂〉 = − γq~
m0ω0

(
n+

1

2

)
, (6.106a)

〈x̂2〉 =
~

m0ω0

(
n+

1

2

)
, (6.106b)

〈p̂〉 = 0, (6.106c)

e

〈p̂2〉 = m0ω0~

{(
n+ 1

2

) [
1− γ2

qx
2
0

(
n+ 1

2

)]
+

γ2qx
2
0

2
(n2 + n+ 1)[

1− γ2
qx

2
0

(
n+ 1

2

)]2 − (γqx0)4

}
. (6.106d)

A demonstração é feita no final desta Seção. Notemos que 〈x̂2〉 e 〈p̂〉 tem a mesma ex-

pressão do caso usual (γqx0 = 0). Podemos também ver claramente que no limite γqx0 → 0,

temos que os casos usuais 〈x̂〉 = 0 e 〈p̂2〉 = m0ω0~(n+ 1
2
) são recuperados.

Pode-se mostrar que de acordo com o prinćıpio da correspondência, no limite ~→ 0,

as Eq.’s. (6.106) coincidem com Eq.’s. (6.24), obtidas pelo correspondente problema no

formalismo clássico. De fato, a partir das Eq. (6.75) obtém-se uma relação entre an,q, b e

d:
b

2d
=

√
1− En

Wq

=
√

1− γ2
qa

2
n. (6.107)

Da Eq. (6.82), e utilizando a relação (6.107), temos que:

n+
1

2
= d

(
1− b

2d

)
=

1

γ2
qx

2
0

(
1− b

2d

)
=

m0ω0

γ2
q~

(
1−

√
1− γ2

qa
2
n,q

)
. (6.108)

Dividindo a Eq. (6.106a) por an,q, e utilizando a equação acima, obtemos:

〈x̂〉
an,q

= −
1−

√
1− γ2

qa
2
n,q

γqan,q
. (6.109)

Similarmente, dividindo a Eq. (6.106a) por a2
n,q, e substituindo a Eq. (6.108), temos:

〈x̂2〉
a2
n,q

=
1−

√
1− γ2

qa
2
n,q

γ2
qa

2
n,q

. (6.110)

No limite de números quânticos grandes (n → ∞) que corresponde a ńıveis de energia

elevados (En/ε0 → ∞ ou ~ → 0), temos En → E e an,q → A, e consequentemente as
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Caṕıtulo 6: Oscilador harmônico q-deformado

Eq.’s (6.109) e (6.110) se reduzem às Eq.’s (6.106a) e (6.106b), respectivamente.

O valor esperado do operador momento 〈p̂〉, assim como o valor médio do momento

da part́ıcula p, são ambos nulos. Basta agora mostrarmos que 〈p̂2〉 reduz-se a p2 no limite

~→ 0. Sendo n2 + n+ 1 = (n+ 1
2
)2 + 3

4
, e substituindo (6.108) em (6.106d), temos:

〈p̂2〉 = m0ω0~


d

(
1− b

2d

)[
1−

(
1

d

)
d

(
1− b

2d

)]
+

1

2d

[
d2

(
1− b

2d

)2

+
3

4

]
[

1−
(

1

d

)
d

(
1− b

2d

)]2

− 1

d2


= m0ω0~


d

(
1− b

2d

)
− d

(
1− b

2d

)2

+
d

2

(
1− b

2d

)2

+
3

8d(
b

2d

)2

− 1

d2



= m0ω0~d


1− b

2d
− 1

2
+

b

2d
− 1

2

(
b

2d

)2

+
3

8d2(
b

2d

)2

− 1

d2



=
1

2
m0ω0~

(
m0ω0

~γ2
q

)
1−

(
b

2d

)2

+
3

4d2(
b

2d

)2

− 1

d2



=
m2

0ω
2
0

2γ2
q


γ2
qa

2
n,q +

3

4

( ~γ2
q

mω0

)2

1− γ2
qa

2
n,q −

( ~γ2
q

mω0

)2

 . (6.111)

No limite ~→ 0, obtemos

〈p̂2〉 =
m2

0ω
2
0a

2
n,q

2(1− γ2
qa

2
n,q)

, (6.112)

que recupera a Eq. (6.24d) fazendo an,q → A para o limite clássico.

A mesma comparação também pode ser feita entre os valores esperados das energias

cinética e potencial com os respectivos valores médios dessas grandezas no formalismo

clássico. Da Eq. (6.106b) temos que o valor esperado da energia potencial para o oscilador

com massa dependente da posição é

〈V̂ 〉 =
1

2
m0ω

2
0〈x̂2〉

=
~ω0

2

(
n+

1

2

)
. (6.113)
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Desta forma, o valor esperado da energia cinética é

〈T̂ 〉 = 〈Ĥ〉 − 〈V̂ 〉

= En − 〈V̂ 〉

= ~ω0

(
n+

1

2

)
−

~2γ2
q

2m0

(
n+

1

2

)2

− ~ω0

2

(
n+

1

2

)
=

~ω0

2

(
n+

1

2

)[
1− x2

0γ
2
q

(
n+

1

2

)]
. (6.114)

Evidentemente, os valores esperados 〈V̂ 〉 são positivos. Da condição dada pela Eq. (6.82),

temos que os valores esperados 〈T̂ 〉 também são positivos. Notemos que 〈V̂ 〉 = 〈T̂ 〉 apenas

para o caso usual γq = 0. Utilizando a relação (6.108), temos que os valores esperados das

energias potencial e cinética em termos da amplitude quântica an,q são, respectivamente,

〈V̂ 〉 =
1

2
m0ω

2
0a

2
n,q

(
1−

√
1− γ2

qa
2
n,q

γ2
qa

2
n,q

)
. (6.115a)

e

〈T̂ 〉 =
1

2
m0ω

2
0a

2
n,q

√
1− γ2

qa
2
n,q

(
1−

√
1− γ2

qa
2
n,q

γ2
qa

2
n,q

)
=

√
1− γ2

qa
2
n,q〈V̂ 〉. (6.115b)

As equações acima tem uma forma similar aos valores médios dados, respectivamente,

pelas Eq.’s (6.25a) e (6.25b) para o oscilador no formalismo clássico.

A dispersão da posição da part́ıcula é dada por

∆x = x0

√(
n+

1

2

)[
1− γ2

qx
2
0

(
n+

1

2

)]
, (6.116)

e a dispersão do momento linear ∆p é simplesmente a raiz quadrada da expressão (6.106d)

uma vez que 〈p̂〉 = 0. A Figura 6.20 mostra, em função de γqx0, (a) a incerteza da posição

∆x, (b) do momento linear ∆p, e (c) a relação de incerteza ∆x∆p para o oscilador

harmônico com massa dependente da posição discutido. Note que ∆x∆p ≥ ~/2, uma vez

que os operadores x̂ e p̂ são canonicamente conjugados e hermitianos, diferentemente do

que acontece em [32], na qual se obtém

∆x∆p′q = ~
(
n+

1

2

)
(1 + γq〈x̂〉)

= ~
(
n+

1

2

)[
1−

γ2
q~

m0ω0

(
n+

1

2

)]
, (6.117)
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Caṕıtulo 6: Oscilador harmônico q-deformado

onde x̂ e p̂′q não são canonicamente conjugados, e neste caso ∆x∆p′q pode ser menor do

que ~/2. Observemos que assim como a energia (6.65), ∆x, ∆p e a relação de incerteza

∆x∆p são simétricos por contração (γq > 0) ou dilatação do espaço (γq < 0), uma vez

que γq está ao quadrado nas expressões de ∆x e ∆p. Para γqx0 = 0, temos uma relação

de incerteza mı́nima.

- 1 . 0 - 0 . 5 0 . 0 0 . 5 1 . 00 . 0
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∆x/
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Figura 6.20: Para os estados n = 0, 1, 2 e 3 do oscilador deformado, temos em função de γqx0:
(a) a incerteza da posição ∆x, (b) a incerteza do momento linear ∆p, e (c) a relação de incerteza
∆x∆p. Para γqx0 = 0, temos que ∆x∆p é mı́nimo para cada estado e recupera o caso usual tal
que (∆x∆p)γqx0=0 = (2n+ 1)~/2.
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Caṕıtulo 6: Oscilador harmônico q-deformado

Demonstração das equações (6.106):

A seguir façamos a demonstração dos valores esperados de 〈x̂〉, 〈x̂2〉, 〈p̂〉 e 〈p̂2〉 para o

oscilador quântico deformado discutido nesta Seção.

• Eq. (6.106a):

O valor esperado do operador posição x̂ para o oscilador harmônico deformado é obtido

a partir da integral:

〈x̂〉 = 〈n|x̂|n〉 =

∫ ∞
−γ−1

q

ψ∗n(x)xψn(x)dx, (6.118)

dado que ψn(x) = 0 para x < −1/γq.

Fazendo a mudança de variável (6.71), temos x = (z − 2d)/(2γqd), e dx = dz/2γqd,

segue que:

〈x̂〉 =

∫ ∞
0

ψ∗n(z)

(
z − 2d

2γqd

)
ψn(z)

dz

2γqd

=
1

(2γqd)2

∫ ∞
0

ψ∗n(z)zψn(z)dz − 2d

(2γqd)2

∫ ∞
0

ψ∗n(z)ψn(z)dz. (6.119)

A partir das função de onda escrita em termos de z

ψn(z) = An(2d)1/2e−z/2z(b−1)/2L(b)
n (z), (6.120)

temos

〈x̂〉 =
A2
n(2d)

(2γqd)2

∫ ∞
0

e−zzb[L(b)
n (z)]2dz − A2

n(2d)2

(2γqd)2

∫ ∞
0

e−zzb−1[L(b)
n (z)]2dz. (6.121)

Uma propriedade importante dos polinômios associados de Laguerre é dada pela integral

(C.8) ∫ ∞
0

e−zzbL(b)
n (z)L(b)

m (z)dz =
(n+ b)!

n!
δn,m. (6.122)

Utilizando a relação (6.90), e a expressão (6.91) para a constante de normalização, segue

que:

〈x̂〉 =
bγqn!

(n+ b)!

2d

(2γqd)2

(n+ b)!

n!
− bγqn!

(n+ b)!

(2d)2

(2γqd)2

1

b

(n+ b)!

n!

=
1

γq

(
b

2d
− 1

)
= −2d− b

2dγq
. (6.123)

Lembrando que b = 2d− 2n− 1 e d = 1/x2
0γ

2
q , obtemos:

〈x̂〉 = − γq~
m0ω0

(
n+

1

2

)
. (6.124)
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• Eq. (6.106b):

O valor esperado para o quadrado do operador posição é

〈x̂2〉 = 〈n|x̂2|n〉 =

∫ ∞
−γ−1

q

ψ∗n(x)x2ψn(x)dx. (6.125)

Fazendo a mudança de variável (6.71), segue que:

〈x̂2〉 =

∫ ∞
0

ψ∗n(z)

(
z − 2d

2γqd

)2

ψn(z)
dz

2γqd

=
1

(2γqd)2

∫ ∞
0

ψ∗n(z)z2ψn(z)dz − 4d

(2γqd)2

∫ ∞
0

ψ∗n(z)zψn(z)dz

+
4d2

(2γqd)2

∫ ∞
0

ψ∗n(z)ψn(z)dz. (6.126)

Substituindo (6.103) na expressão acima, temos

〈x̂2〉 =
2A2

nd

(2γqd)3

∫ ∞
0

e−zzb+1[L(b)
n (z)]2dz − 8A2

nd
2

(2γqd)3

∫ ∞
0

e−zzb[L(b)
n (z)]2dz

+
8A2

nd
3

(2γqd)3

∫ ∞
0

e−zzb−1[L(b)
n (z)]2dz. (6.127)

Outra integral útil envolvendo os polinômios associados de Laguerre é a Eq. (C.9) (ver

Apêndice C):∫ ∞
0

e−xxk+1
[
L(k)
n (x)

]2
dx =

(n+ b)!

n!
(2n+ b+ 1) =

(n+ b)!

n!
(2d), (6.128)

onde utilizamos nesta última a Eq. (6.82). A partir das Eq.’s (6.122), (6.90) e (6.128),

temos

〈x̂2〉 =
2A2

nd

(2γqd)3

[
(n+ b)!

n!
(2d)− (n+ b)!

n!
(4d) +

(n+ b)!

n!

4d2

b

]
=

2d

(2γqd)3

bγqn!

(n+ b)!

(n+ b)!

n!

(
2d− 4d+

4d2

b

)
=

b

(2γqd)2

(
−2d+

4d2

b

)
=

1

γ2
q

(
1− b

2d

)
=

2d− b
2dγ2

q

, (6.129)

ou seja,

〈x̂2〉 =
~

m0ω0

(
n+

1

2

)
. (6.130)
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• Eq. (6.106c):

O valor esperado do operador momento linear é:

〈p̂〉 = 〈n|p̂|n〉 =

∫ ∞
−γ−1

q

ψ∗n(x)

(
~
i

d

dx

)
ψn(x)dx. (6.131)

Fazendo a mudança de variável (6.71) e utilizando a Eq. (6.72a)

〈p̂〉 = −i~
∫ ∞

0

ψ∗n(z)(2γqd)
dψn(z)

dz

dz

2γqd

= −i~
∫ ∞

0

ψ∗n(z)
dψn(z)

dz
dz. (6.132)

Substituindo (6.120) na expressão anterior, e lembrando da Eq. (6.79), onde F (z) =

L
(b)
n (z), temos:

〈p̂〉 = −i~(2d)A2
n

∫ ∞
0

e−zzb−1[L(b)
n (z)]2

[
−1

2
+
b− 1

2z
+

1

L
(b)
n (z)

dL
(b)
n (z)

dz

]
dz

= −i~(2d)A2
n

{
−1

2

∫ ∞
0

e−zzb−1[L(b)
n (z)]2dz +

b− 1

2

∫ ∞
0

e−zzb−2[L(b)
n (z)]2dz

+

∫ ∞
0

e−zzb−1L(k)
n (z)

dL
(b)
n (z)

dz
dz

}
. (6.133)

No Apêndice C, apresentamos um conjunto de integrais envolvendo os polinômios asso-

ciados de Laguerre. Pode-se observar que a primeira, segunda e terceira integral acima

correspondem respectivamente às integrais (C.10), (C.12) e (C.11). Portanto, segue que:

〈p̂〉 = −i~(2d)A2
n

[
− 1

2b

(n+ b)!

n!
+
b− 1

2

2n+ b+ 1

(b− 1)b(b+ 1)

(n+ b)!

n!
− n

b(b+ 1)

(n+ b)!

n!

]
= −i~(2d)A2

n

(n+ b)!

n!

[
−(b+ 1) + (2n+ b+ 1)− 2n

2b(b+ 1)

]
= 0, (6.134)

conforme a Eq. (6.106c).

• Eq. (6.106d):

O valor esperado para o quadrado do operador momento linear é:

〈p̂2〉 = 〈n|p̂2|n〉 =

∫ ∞
−γ−1

q

ψ∗n(x)

(
~
i

d

dx

)2

ψn(x)dx

= −~2

∫ ∞
−γ−1

q

ψ∗n(x)
d2ψn(x)

dx2
dx (6.135)
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Da mudança de variável (6.71), e utilizando a Eq. (6.72b), temos:

〈p̂2〉 = −~2

∫ ∞
0

ψ∗n(z)4γ2
qd

2d
2ψn(z)

dz2

dz

2γqd

= −~2(2γqd)

∫ ∞
0

ψ∗n(z)
d2ψn(z)

dz2
dz. (6.136)

A derivada segunda de ψn(z) na equação acima pode ser escrita conforme a Eq. (6.80)

com F (z) = L
(b)
n (z). Naquela equação, d2ψn(z)/dz2 possui uma dependência em d2L

(b)
n /dz2.

Por outro lado, da Eq. (6.81), temos que

d2L
(b)
n

dz2
= −n

z
L(b)
n (z)− b+ 1− z

z

dL
(b)
n

dz
, (6.137)

e assim, d2ψn(z)/dz2 pode ser escrita como:

d2ψ(z)

dz2
= ψ(z)

[
1

4
+

(b− 1)2

4z2
− b− 1

2z
− b− 1

2z2

+
b− 1− z
zL

(b)
n (z)

dL
(b)
n (z)

dz
− n

z
− b+ 1− z

zL
(b)
n (z)

dL
(b)
n (z)

dz

]

= ψ(z)

[
1

4
+

(b− 1)2 − 2(b− 1)

4z2
− b− 1 + 2n

2z
− 2

zL
(b)
n (z)

dL
(b)
n (z)

dz

]
. (6.138)

Notando que b − 1 + 2n = 2(d − 1), e utilizando a expressão (6.120) podemos escrever

que:

d2ψ(z)

dz2
= An(2d)1/2e−z/2z(b−1)/2L(b)

n (z)

×

[
1

4
+

(b− 1)(b− 3)

4z2
+

1− d
2z
− 2

zL
(b)
n (z)

dL
(b)
n (z)

dz

]
. (6.139)

Desta forma, substituindo (6.120) e (6.139) em (6.136), o valor esperado do quadrado do

operador momento linear torna-se:

〈p̂2〉 = −~2(2γqd)

∫ ∞
0

A2
n(2d)e−zz(b−1)[L(b)

n (z)]2

[
1

4
+

(b− 1)(b− 3)

4z2
+

1− d
2z

− 2

zL
(b)
n (z)

dL
(b)
n (z)

dz

]
dz

=−~2(2γqd)2bn!

(n+ b)!

{
1

4

∫ ∞
0

e−zzb−1[L(b)
n (z)]2dz + (1− d)

∫ ∞
0

e−zzb−2[L(b)
n (z)]2dz

+
(b− 1)(b− 3)

4

∫ ∞
0

e−zzb−3[L(b)
n (z)]2dz − 2

∫ ∞
0

e−zzb−2L(b)
n (z)

dL
(b)
n

dz
dz

}
. (6.140)
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As quatro intregrais que aparecem na expressão acima são as integrais (C.10), (C.12),

(C.14) e (C.13), respectivamente. Segue que:

〈p̂2〉 = −~2(2γqd)2bn!

(n+ b)!

[
1

4b

(n+ b)!

n!
+ (1− d)

2n+ b+ 1

(b− 1)b(b+ 1)

(n+ b)!

n!

+
2n(3n+ 2b+ 1)

(b+ 2)(b+ 1)b(b− 1)

(n+ b)!

n!

(b− 1)(b− 3)

4

(2n+ b+ 1)2 + (2n+ 1)(2n+ b+ 1)− n(n+ 1)

(b+ 2)(b+ 1)b(b− 1)(b− 2)

(n+ b)!

n!

]

= − ~2(2γqd)2b

4(b2 − 4)b(b2 − 1)

{
(b2 − 4)(b2 − 1)

+4(b2 − 4)(1− d)(2n+ b+ 1) + 4(b− 2)(2n)(3n+ 2b+ 1)

+(b− 1)(b− 3)[(2n+ b+ 1)2 + (2n+ 1)(2n+ b+ 1)− n(n+ 1)]

}
. (6.141)

Após algum algebrismo, e utilizando que d = (b + 2n + 1)/2 e dγ2
q = 1/x2

0 = m0ω0/~,

podemos simplificar a equação anterior, tal que:

〈p̂2〉=
~2γ2

qd
2

(b2 − 4)(b2 − 1)
[(2n+ 1)b3 + 2(n2 + n+ 1)b2 − (2n+ 1)b− 2(n2 + n+ 1)]

=
~2γ2

qd
2

(b2 − 4)(b2 − 1)

{
(2n+ 1)(b2 − 1)

[
b+

2(n2 + n+ 1)

2n+ 1

]}
=
m0ω0~(2n+ 1)

2

b+ 2n+ 1

b2 − 4

[
b+

2(n2 + n+ 1)

2n+ 1

]
=
m0ω0~

2

[
(b+ 2n+ 1)[(2n+ 1)b+ 2(n2 + n+ 1)]

b2 − 4

]
=
m0ω0~

2

(2n+ 1)b2 + [(2n+ 1)2 + 2(n2 + n+ 1)]b+ 2(n2 + n+ 1)(2n+ 1)

b2 − 4
.(6.142)

A partir da relação b = 2d− (2n+ 1), equação acima torna-se:

〈p̂2〉 =
m0ω0~

2

4d2(2n+ 1)− 2d(2n+ 1)2 + 4d(n2 + n+ 1)

[2d− (2n+ 1)]2 − 4

=
m0ω0~

2

(2d)(2n+ 1)[2d− (2n+ 1)] + 4d(n2 + n+ 1)

[2d− (2n+ 1)]2 − 4

= m0ω0~
(
n+ 1

2

)
d
[
d−

(
n+ 1

2

)]
+ d

2
(n2 + n+ 1)[

d−
(
n+ 1

2

)]2 − 1

= m0ω0~
(
n+ 1

2

) [
1− 1

d

(
n+ 1

2

)]
+ 1

2d
(n2 + n+ 1)[

1− 1
d

(
n+ 1

2

)]2 − 1
d2

= m0ω0~

{(
n+ 1

2

) [
1− γ2

qx
2
0

(
n+ 1

2

)]
+

γ2qx
2
0

2
(n2 + n+ 1)[

1− γ2
qx

2
0

(
n+ 1

2

)]2 − (γqx0)4

}
. (6.143)
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6.5 Teoria de perturbação independente do tempo

para oscilador q-deformado

O estudo de sistemas f́ısicos conservativos em mecânica quântica, ou seja, aqueles

dos quais o operador hamiltoniano Ĥ não depende explicitamente do tempo, é baseado

na equação de autoenergias e autoestados de Ĥ. O oscilador harmônico quântico com

massa dependente da posição que temos tratado é um destes exemplos que se pode obter

analiticamente as soluções através deste método. Por outro lado, a teoria de perturbação

independente do tempo de Rayleigh-Schrödinger [152] é uma ferramenta muito importante

para determinar os ńıveis de energia En e os autoestados |n〉 de um sistema f́ısico de forma

aproximativa, quando por exemplo a equação de autovalores e autoestados de Ĥ não pode

ser obtida exatamente.

No entanto, afim de ilustrar do ponto de vista didático mais um método para se ob-

ter os ńıveis de energia e os autoestados do oscilador deformado, discutiremos a seguir a

aplicação da teoria de perturbação independente do tempo para este tipo de oscilador.

Além disso, este método nos permite obter os autoestados do oscilador deformado em

termos dos autoestados do oscilador usual de forma aproximativa em primeira ordem de

γq. Evidentemente, a aplicação deste método pode ser feita para outros sistemas quânticos

com massa dependente da posição. Por exemplo, Amir et al. utilizaram a teoria de per-

turbação independente do tempo para obter os ńıveis de energia, autofunções e os estados

coerentes de um oscilador com massa dependente da posição [268].

Como vimos no Caṕıtulo 4, a Eq. (4.78) representa o operador hamiltoniano Ĥ de uma

part́ıcula com massa dependente da posição. Seja o operador energia potencial V (x̂) =
1
2
m0ω

2
0x̂

2, temos

Ĥ(x̂, p̂) =
1

2m0

[
(1̂ + γqx̂)p̂

2
+
p̂(1̂ + γqx̂)

2

]2

+
1

2
m0ω

2
0x̂

2

=
1

2m0

[
p̂+

γq
2

(p̂x̂+ x̂p̂)
]2

+
1

2
m0ω

2
0x̂

2

=
1

2m0

p̂2 + +
1

2
m0ω

2
0x̂

2

+
γq

4m0

p̂(p̂x̂+ x̂p̂) +
γq

4m0

(p̂x̂+ x̂p̂)p̂+
γ2
q

8m0

(p̂x̂+ x̂p̂)2, (6.144)

e a equação de autoestados pode ser reescrita como

(Ĥ0 + V̂ ′q )|ψ〉 = E|ψ〉, (6.145)

onde Ĥ0 = p̂2/2m0 + m0ω
2
0x̂

2/2 corresponde ao operador hamiltoniano do oscilador

harmônico quântico usual, e V̂ ′q é uma perturbação com respeito a Ĥ0, da qual deno-
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minamos de q-perturbação, dada por

V̂ ′q =
γq

4m0

p̂(p̂x̂+ x̂p̂) +
γq

4m0

(p̂x̂+ x̂p̂)p̂+
γ2
q

8m0

(p̂x̂+ x̂p̂)2. (6.146)

Da teoria de perturbação independente do tempo, pode-se mostrar que as autoenergias

e autoestados são dados por:

En = E(0)
n + λV ′q,nn + λ2

∑
k 6=n

|V ′q,kn|2

E
(0)
n − E(0)

k

+ ..., (6.147)

|n〉 = |n(0)〉+ λ
∑
k 6=n

|k(0)〉 V ′q,kn

E
(0)
n − E(0)

k

+ λ2

(∑
k 6=n

∑
l 6=n

|k(0)〉 V ′q,klV
′
q,ln

(E
(0)
n − E(0)

k )(E
(0)
n − E(0)

l )

−
∑
k 6=n

|k(0)〉 V
′
q,nnV

′
q,kn

(E
(0)
n − E(0)

k )2

)
+ ..., (6.148)

onde λ é um parâmetro que controla a perturbação, 〈k|V̂ ′q|n〉 = V ′q,kn, e E
(0)
n e |n(0)〉 são

os ńıveis de energia e autoestados do hamiltoniano não perturbado Ĥ0.

Por outro lado, para o oscilador harmônico simples quântico, faz-se útil o uso dos

operadores criação â† e aniquilação â, definidos por:

â =

√
m0ω0

2~

(
x̂+

i

m0ω0

p̂

)
(6.149a)

e

â† =

√
m0ω0

2~

(
x̂− i

m0ω0

p̂

)
, (6.149b)

onde [â, â†] = 1. O operador hamiltoniano pode ser escrito como

Ĥ0 =
~ω0

2
(â†â+ ââ†)

= ~ω0

(
â†â+

1

2

)
= ~ω0

(
N̂ +

1

2

)
. (6.150)

onde N̂ = â†â é chamado operador número. Seja N̂ |n〉 = n|n〉, temos que os autoestados

|n〉 (chamados de estados de Fock) são também autoestados de Ĥ0. Mostra-se que â†|n〉 =
√
n+ 1|n + 1〉 e â|n〉 =

√
n|n − 1〉, com n = 0, 1, 2, 3..., e onde â|0〉 = 0 (|0〉 é o estado
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Caṕıtulo 6: Oscilador harmônico q-deformado

fundamental ou estado de vácuo). Das equações (6.149), obtemos

x̂ =

√
~

2m0ω0

(â+ â†), (6.151a)

p̂ = −i
√
m0~ω0

2
(â− â†). (6.151b)

Os elementos de matriz do potencial de pertubação V ′q,kn = 〈k|V̂ ′|n〉 que estamos

tratando são:

V ′q,kn =
γq

4m0

〈k|p̂(p̂x̂+ x̂p̂)|n〉+
γq

4m0

〈k|(p̂x̂+ x̂p̂)p̂|n〉+
γ2
q

8m0

〈k|(p̂x̂+ x̂p̂)2|n〉. (6.152)

Notando que

x̂p̂+ p̂x̂ = i~[(â†)2 − â2], (6.153)

e que o efeito deste operador sobre um ket |n〉 é

(x̂p̂+ p̂x̂)|n〉 = i~
(
−
√

(n− 1)n|n− 2〉+
√

(n+ 1)(n+ 2)|n+ 2〉
)
. (6.154)

Calculemos a seguir 〈k|p̂(p̂x̂+ x̂p̂)|n〉, 〈k|(p̂x̂+ x̂p̂)p̂|n〉 e 〈k|(p̂x̂+ x̂p̂)2|n〉. Segue que:

〈k|p̂(p̂x̂+ x̂p̂)|n〉 = 〈k|p̂(i~)

(
−
√

(n− 1)n|n− 2〉+
√

(n+ 1)(n+ 2)|n+ 2〉
)

= −~
√
m0ω0~

2

×〈k|(â† − â)

(
−
√

(n− 1)n|n− 2〉+
√

(n+ 1)(n+ 2)|n+ 2〉
)

= −~
√
m0ω0~

2

×〈k|
(
−
√

(n− 1)2n|n− 1〉+
√

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)|n+ 3〉

+
√

(n− 2)(n− 1)n|n− 3〉 −
√

(n+ 1)(n+ 2)2|n+ 1〉
)

= ~
√
m0ω0~

2

[
−
√

(n− 2)(n− 1)nδk,n−3 +
√

(n− 1)2nδk,n−1

+
√

(n+ 1)(n+ 2)2δk,n+1 −
√

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)δk,n+3

]
,

(6.155a)
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〈k|(p̂x̂+ x̂p̂)p̂|n〉 = 〈k|(p̂x̂+ x̂p̂)i

√
m0ω0~

2
(â† − â)|n〉

= i

√
m0ω0~

2
〈k|(p̂x̂+ x̂p̂)

(√
n+ 1|n+ 1〉 −

√
n|n− 1〉

)
= −~

√
m0ω0~

2

×〈k|
[
−
√

(n+ 1)2n|n− 1〉+
√

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)|n+ 3〉

+
√

(n− 2)(n− 1)n|n− 3〉 −
√
n2(n+ 1)|n+ 1〉

]
= ~

√
m0ω0~

2

[
−
√

(n− 2)(n− 1)nδk,n−3 +
√

(n+ 1)2nδk,n−1

+
√
n2(n+ 1)δk,n+1 −

√
(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)δk,n+3

]
, (6.155b)

〈k|(p̂x̂+ x̂p̂)2|n〉 = 〈k|(p̂x̂+ x̂p̂)i~
(
−
√

(n− 1)n|n− 2〉+
√

(n+ 1)(n+ 2)|n+ 2〉
)

= ~2〈k|
[√

(n− 3)(n− 2)(n− 1)n|n− 4〉 − (n+ 1)(n+ 2)|n〉

+n(n− 1)|n〉 −
√

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)|n+ 4〉
]

= ~2

[
−
√

(n− 3)(n− 2)(n− 1)nδk,n−4 + [(n− 1)n+ (n+ 1)(n+ 2)]δk,n

−
√

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)δk,n+4

]
. (6.155c)

Portanto, os elementos de matriz do operador para o problema são portanto

V ′q,kn =
~γq
2m0

√
m0ω0~

2

[
−
√

(n− 2)(n− 1)nδk,n−3 +
√
n3δk,n−1 +

√
(n+ 1)3δk,n+1

−
√

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)δk,n+3

]
+
~2γ2

q

8m0

[
−
√
n(n− 1)(n− 2)(n− 3)δk,n−4 + 2(n2 + n+ 1)δk,n

−
√

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)δk,n+4

]
. (6.156)

Da Eq. (6.147), temos que os ńıveis de energia perturbados são dados por

En = E(0)
n + E(1)

n + E(2)
n + ..., (6.157)

onde E
(0)
n são os ńıveis de energia do oscilador hamônico simples não perturbado, E

(1)
n e

E
(2)
n são as correções em primeira e segunda ordem em λ, respectivamente. Fazendo λ = 1,

224
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e considerando os termos até a segunda ordem em γq, temos:

E(1)
n = V̂ ′q,nn =

~2γ2
q

4m0

(n2 + n+ 1), (6.158)

e

E(2)
n =

∑
k 6=n

|V ′q,kn|2

E
(0)
n − E(0)

k

=
|V ′q(n−3,n)|2

E
(0)
n − E(0)

n−3

+
|V ′q(n−1,n)|2

E
(0)
n − E(0)

n−1

+
|V ′q(n+1,n)|2

E
(0)
n − E(0)

n+1

+
|V ′q(n+3,n)|2

E
(0)
n − E(0)

n+3

=
1

3~ω0

~2γ2
q

4m2
0

m0ω0~
2

(n− 2)(n− 1)n+
1

~ω0

~2γ2
q

4m2
0

m0ω0~
2

n3

− 1

~ω0

~2γ2
q

4m2
0

m0ω0~
2

(n+ 1)3 − 1

3~ω0

~2γ2
q

4m2
0

m0ω0~
2

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

=
~2γ2

q

24m0

[(n3 − 3n2 + 2n) + 3(n3)− 3(n3 + 3n2 + 3n+ 1)− (n3 + 6n2 + 11n+ 6)]

=
~2γ2

q

24m0

(−18n2 − 18n− 9). (6.159)

Desta forma, temos que:

En = ~ω0

(
n+

1

2

)
+

~2γ2
q

4m0

(n2 + n+ 1) +
~2γ2

q

24m0

(−18n2 − 18n− 9)

= ~ω0

(
n+

1

2

)
+

~2γ2
q

24m0

(−12n2 − 12n− 3)

= ~ω0

(
n+

1

2

)
−

~2γ2
q

2m0

(
n2 + n+

1

4

)
= ~ω0

(
n+

1

2

)
−

~2γ2
q

2m0

(
n+

1

2

)2

, (6.160)

conforme obtido anteriormente para o oscilador com massa dependente da posição, seja

através da condição de Bohr-Sommerfeld ou da solução da equação de Schrödinger. Simi-

larmente, a partir da Eq. (6.148), temos que na primeira ordem em γq:

|n〉 = |n(0)〉+
γqx0

2
√

2

[
−
√

(n− 2)(n− 1)n

3
|(n− 3)(0)〉+

√
n3|(n− 1)(0)〉

−
√

(n+ 1)3|(n+ 1)(0)〉+

√
(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

3
|(n+ 3)(0)〉

]
, (6.161)

onde 〈x|n(0)〉 = ψ
(0)
n (x) são as funções de onda do oscilador harmônico quântico simples.
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Conclusões e perspectivas

Generalizações da formulação da mecânica quântica têm sido objetivo de diversos tra-

balhos [13, 14, 15, 16, 17, 18, 129, 52, 53, 54, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 100]. Algumas

destas estão relacionadas a equações diferenciais não lineares. Outras estão associadas a

equações diferenciais com coeficientes dependentes da posição, que podem por exemplo

ser aplicadas para descrever sistemas com uma massa efetiva, ou ainda, uma massa de-

pendente da posição. Nos Caṕıtulos anteriores desta Tese discutimos recentes formulações

de equações da mecânica quântica não relativ́ıstica associadas a uma álgebra deformada

não aditiva que emerge da mecânica estat́ıstica não extensiva, e da qual denominamos de

q-álgebra. Neste último Caṕıtulo sintetizamos alguns resultados que apresentamos neste

trabalho.

No Caṕıtulo 2 introduzimos os fundamentos básicos da q-álgebra e propomos al-

guns novos desenvolvimentos desta ferramenta matemática. Analisamos alguns aspec-

tos da q-álgebra através de operadores aritméticos q-deformados presentes na literatura

[7, 8, 86]. Definimos alguns novos posśıveis números deformados (número q-deformado xq,

antinúmero q-deformado qx, número q-deformado dual x̄q, antinúmero q-deformado qx̄) na

Seção 2.4. Estes números deformados satisfazem interessantes propriedades em relação aos

operadores aritméticos q-deformados definidos previamente por [7, 8]. A partir da função

q-exponencial (2.13) é posśıvel definir funções trigonométricas deformadas conforme foi

feito em [31, 62, 63]. Utilizando os operadores derivada e derivada dual associados à

q-álgebra [8], apresentamos na Seção 2.6 definições de novas funções trigonométricas e hi-

perbólicas deformadas (Sn(x), Cs(x), Snh(x), Csh(x), Sen(x), Cos(x), Senh(x) e Cosh(x))

e investigamos algumas de suas propriedades.

No Caṕıtulo 3 apresentamos uma revisão de literatura da equação de Schrödinger ge-

neralizada não linear NRT [10]. Os termos não lineares desta equação são caracterizados

por um ı́ndice q, e suas soluções para uma part́ıcula livre podem ser escritas em ter-

mos da função q-exponencial. Desta forma, apresentamos o conceito de ondas q-planas e

algumas de suas propriedades conforme desenvolvido em [71]. Também apresentamos a te-

oria clássica de campos associada a esta mecânica quântica deformada formulada em [108].
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Nesta formulação, ao invés da descrição de um sistema f́ısico em termos de um único campo

Φ(x, t) e seu complexo conjugado Φ∗(x, t) conforme acontece no caso usual, utiliza-se outro

campo auxiliar Ψ(x, t) e seu respectivo complexo conjugado Ψ∗(x, t). Como aplicação, dis-

cutimos o clássico problema de uma part́ıcula em um poço de potencial quadrado infinito

conforme resolvido em [113]. Uma contribuição nossa a este tema foi realizada nas Seções

3.7 e 3.8. Desenvolvemos um posśıvel operador evolução temporal deformado Ûq(t, t0).

Para q 6= 1, vimos que este operador é não unitário. Propomos uma posśıvel versão da

equação de Schrödinger não linear NRT na formulação de vetores ket de estado e apre-

sentamos uma posśıvel conexão desta dinâmica q-deformada com a mecânica estat́ıstica

não extensiva. Como aplicação revisitamos o problema de precessão de uma part́ıcula de

spin 1
2
, i.e., um sistema que obedece o grupo especial unitário (special unitary group –

SU(2)). Observamos que nesta formulação deformada, o spin do sistema precessiona até

atingir um estado estacionário. Esta caracteŕıstica da evolução temporal do sistema está

associada ao fenômeno de decoerência quântica devido à não unitariedade do operador

Ûq(t, t0).

A partir do Caṕıtulo 4 iniciamos uma discussão a respeito de uma outra versão ge-

neralizada da dinâmica quântica, inicialmente introduzida por Costa Filho et al. [11], e

que está associada a uma equação de Schrödinger linear q-deformada. Esta formulação

decorre da definição de um operador translação generalizado que produz deslocamentos in-

finitesimais relacionados à q-álgebra conforme proposto em [11]. Como consequência, este

operador translação deformado tem como gerador de translações um operador momento

linear não hermitiano dependente da posição p̂′q, e que consequentemente, é usado para

descrever sistemas com uma massa dependente da posição. Através da inclusão de um

fator q-exponencial, propomos uma modificação deste operador translação deformado da

qual nos levou a uma dedução alternativa de um novo operador momento linear deformado

hermitiano p̂q [33, 169]. Propomos um operador posição x̂q canonicamente conjugado a p̂q,

de forma que este tem a mesma estrututra do q-número definido na Seção 2.4. Estes opera-

dores deformados constituem uma transformação canônica que mapeia uma part́ıcula com

massa constante em um espaço deformado para uma part́ıcula com massa dependente da

posição em um espaço usual. O efeito da massa dependente da posição pode ser represen-

tado por uma equação de Schrödinger linear cujo operador derivada é substitúıdo por um

operador q-derivada linear. Investigamos também o efeito das deformações em condições

de normalização, equações de continuidade e pacotes de onda para uma part́ıcula livre.

Apesar das formulações generalizadas não linear e linear, discutidas nos Caṕıtulos 3 e

4, respectivamente, apresentarem o parâmetro q como variável de controle de deformação,

estas duas formulação são diferentes. Na primeira, a evolução temporal é descrita através

de um operador evolução temporal não unitário, de modo que a conservação da proba-

bilidade do sistema é satisfeita apenas para determinadas condições conforme vimos na

Seção 3.5. Por outro lado, a segunda formulação surge através do desenvolvimento da
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deformação do operador translação (Seção 4.2). Nesta formulação a evolução temporal do

sistema não sofre nenhuma modificação em relação ao caso usual, e a deformação espacial

está associada a massa efetiva m(x).

Desde o ińıcio da formulação da mecânica quântica, as comparações entre as predições

quânticas e clássicas foram um assunto muito importante. Neste trabalho, investigamos

estas comparações para sistemas com masssa dependente da posição onde analisamos:

análogos clássicos para os operadores deformados, teorema de Ehrenfest e aproximação

semiclássica. Uma consequência interessante foi que a dinâmica clássica do sistema com

massa dependente da posição é dada através de uma lei de Newton deformada para o movi-

mento, cujas taxas de variações temporais do espaço são não lineares e escritas em termos

de um operador q-derivada dual em relação àquele presente na equação de Schrödinger

linear q-deformada. Vimos ainda que no limite ~ → 0 (prinćıpio da correspondência), a

equação de Schrödinger linear q-deformada recupera a equação de Hamilton-Jacobi para

o respectivo problema com massa dependente da posição.

Desenvolvemos ainda uma teoria clássica de campos associada à equação de Schrödin-

ger linear q-deformada, que diferentemente conforme foi proposto em [163] onde são ne-

cessários dois campos acoplados e seus respectivos complexos conjugados para descrever

um sistema f́ısico, aprensentamos uma formulação que utiliza apenas um único campo.

No Caṕıtulo 5, considerando o efeito da massa dependente da posição, revisitamos

problemas t́ıpicos da mecânica quântica como poço de potencial quadrado infinito e finito,

potencial degrau e tunelamento quântico. Em particular para este primeiro, vimos que os

resultados são consistentes com os prinćıpios da incerteza e da correspondência, uma vez

que temos tratado com uso de operadores posição e momento canonicamente conjugados

e hermitianos.

Por fim, no Caṕıtulo 6 revisitamos o problema do oscilador harmônico q-deformado,

inicialmente proposto em [32], mas agora utilizando o operador momento linear genera-

lizado hermitiano p̂q. Particularmente, a transformação canônica (x̂q, p̂q) → (x̂, p̂) ma-

peia uma part́ıcula com massa constante submetida a um potencial de Morse para uma

part́ıcula com massa dependente da posição submetida a um potencial quadrático. O pro-

blema foi investigado em ambos formalismos clássico e quântico. Especificamente no for-

malismo clássico, as equações de movimento no espaço de fase (x, p), expressas em termos

da q-derivada dual, tem como soluções uma classe de funções trigonométricas deformadas

que definimos no Seção 2.4. As trajetórias em ambos espaços de fase (x, p) e (xq, pq) foram

analisadas para alguns valores do parâmetro de deformação q. No formalismo quântico,

revisitamos a solução da equação de Schrödinger para o oscilador harmônico com massa

dependente da posição. Vimos que diferentemente como foi feito em [11], o prinćıpio da in-

certeza é obedecido. Similar ao problema de uma part́ıcula confinada em poço de potencial

quadrado infinito, os resultados nos formalismos clássico e quântico foram comparados por

meio dos prinćıpios da correspondência. Analisamos ainda o problema com o uso da apro-
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ximação WKB e teoria de perturbação independente do tempo como métodos alternativos

para se obter os ńıveis de energia do oscilador harmônico quântico q-deformado.

Como perspectivas de continuidade deste trabalho, enumeramos a seguir algumas pos-

sibilidades para as duas recentes formulações deformadas da mecânica quântica que dis-

cutimos neste trabalho. Em relação à formulação não linear NRT, podemos citar:

(i) Analisar a possibilidade de construir uma teoria clássica de campos alternativa para

a equação de Schrödinger não linear NRT em termos de um único campo, mas com

uso de operadores deformados, similar ao que foi feito para a formulação de Nobre-

RegoMonteiro para sistemas com massa dependente da posição que apresentamos

na Seção 4.8.

(ii) Resolução de um oscilador harmônico quântico através de métodos numéricos, visto

que a equação de Schrödinger não linear NRT não pode ser separada segundo afir-

mam os autores de [113].

(iii) Analisar a aplicação da equação de Schrödinger não linear NRT no estudo de rotações

outros grupos especiais unitários, como por exemplo SU(3).

Por outro lado, com relação à formulação q-deformada linear da dinâmica quântica,

podemos citar alguns posśıveis futuros trabalhos associados aos resultados que apresen-

tamos nesta Tese:

(i) Aplicação do operador hamiltoniano (4.81) para sistemas com massa dependente

da posição, associado à equação de Schrödinger linear q-deformada, para outros

potenciais interesse, como por exemplo, potenciais periódicos que são importantes

no estudo de heteroestruturas, e consequemente, obter posśıveis bandas de energia

para estes sistemas.

(ii) Conforme vimos, a dinâmica clássica de um sistema com massa dependente da

posição está associada a uma de lei de Newton deformada pela aplicação da de-

rivada q-deformada dual D̃γq (Eq. (2.116)), e da qual corresponde ao limite clássico

da equação de Schrödinger linear q-deformada que tem o operador derivada usual

substitúıdo pelo operador q-derivada. Portanto, podeŕıamos analisar a possibilidade

de desenvolver uma equação de Langevin escrita em termos do operador q-derivada

dual, e que leve a uma equação de Fokker-Planck q-deformada em termos do opera-

dor q-derivada conforme é feito para o caso usual [131] de uma part́ıcula com massa

constante.

(iii) Construir uma formulação de integrais de caminho de Feymann [269] para a equação

de Schrödinger linear q-deformada e a dinâmica quântica de sistemas com massa
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dependente da posição. Utilizar este formalismo para estudar os sistemas que tra-

tamos nesta Tese, assim como estudar à evolução temporal do oscilador harmônico

q-deformado através de um posśıvel propagador q-deformado.

(iv) A aplicação de operadores criação â e aniquilação â†, formando uma álgebra com o

operador número N̂ = â†â, conhecida como álgebra de Heisenberg, é uma importante

técnica para resolução de problemas em mecânica quântica, como por exemplo o

oscilador harmônico simples [4].

Uma versão deformada deste método, conhecida como álgebra q-deformada de Hei-

senberg [19, 20], está associada à formulação q-deformada da mecânica quântica

discutida na Seção 2.2. Este formalismo por sua vez tem sido aplicado recentemente

para estudar capacidade térmica de sólidos [50] e diamagnetismo [51].

Por outro lado, uma famı́lia de álgebras generalizadas de Heisenberg foi constrúıda

[270, 271] e pode ser aplicada a qualquer sistema de operadores hamiltonianos her-

mitianos. A álgebra generalizada de Heisenberg, estabelecida a partir dos operadores

criação Â, aniquilação Â† e do operador hamiltoniano Ĥ, pode ser utilizada para

obter funções de estado e estados coerentes de Glauber de diversos sistemas f́ısicos.

Ademais a álgebra generalizada de Heisenberg contém casos particulares como o

oscilador harmônico simples e o oscilador q-deformado de Heisenberg.

Ressaltamo que recentes trabalhos têm sido realizados para obter operadores criação

e aniquilação para sistemas com massa dependente da posição [268, 272, 273, 274,

275, 276, 277]. Neste sentido, torna-se importante estudos futuros da aplicação da

álgebra geneneralizada de Heisenberg para obtenção dos operadores criação e ani-

quilação do oscilador q-deformado desenvolvido no Caṕıtulo 6, assim como a cons-

trução de versões q-deformadas de operador número, estados de Fock e estados

coerentes de Glauber.

(v) Além das diversas comparações entre os resultados obtidos nos formalismos clássico e

quântico para o sistema com massa dependente da posição que tratamos, podeŕıamos

calcular as correspondentes funções de distribuições de Wigner [144, 145, 146, 148],

que são uma importante ferramenta para análise da conexão entre esses dois forma-

lismos. Isto foi feito por exemplo em [278, 279], onde foram calculadas as funções

de distribuição de Wigner para um oscilador espećıfico com massa dependente da

posição diferente do que tratamos nesta Tese. Em particular, o conceito de espaços

não comutativos tem origem a partir da formulação de Wigner para a mecânica

quântica em 1932. Uma vez que a equação de Schrödinger linear q-deformada tem

uma associação com espaços não comutativos segundo Costa Filho et al. afirmam em

[11], uma análise de posśıveis funções Wigner deformadas associadas a Eq. (4.103)

torna-se interessante.
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(vi) Estender os resultados da equação de Schrödinger linear q-deformada (ou a equação

de Schrödinger para o correspondente sistema com massa dependente da posição)

para o caso relativ́ıstico, i.e., construir uma equação de Dirac q-deformada para

o sistema com massa dependente da posição que temos tratado. Consequemente,

analisar as posśıveis soluções desta equação para problemas t́ıpicos.
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Apêndice A

Lista de definições matemáticas

Apresentamos um resumo de algumas definições matemáticas de funções, operações

algébricas e operadores q-deformados presentes nesta Tese.

1. Função q-logaritmo (Eq. (2.10)):

lnq x =
x1−q − 1

1− q
, (x > 0). (A.1)

2. Função q-exponencial (Eq. (2.13)):

expq x = [1 + (1− q)x]
1/(1−q)
+ , com [A]+ = max{A, 0}. (A.2)

3. Operações q-deformadas (Eq.’s (2.42)):

(i) q-soma ⊕q:
x⊕q y = x+ y + (1− q)xy, (A.3a)

(ii) q-diferença 	q:

x	q y =
x− y

1 + (1− q)y
,

(
y 6= − 1

1− q

)
, (A.3b)

(iii) q-produto ⊗q:

x⊗q y = [x1−q + y1−q − 1]
1/(1−q)
+ , (x ≥ 0, y ≥ 0), (A.3c)

(iv) q-razão �q:

x�q y = [x1−q − y1−q + 1]
1/(1−q)
+ , (x ≥ 0, y ≥ 0). (A.3d)
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4. Operações q-deformadas adjuntas (Eq.’s (2.57)):

(i) q-soma adjunta ⊕q:

x⊕q y =

[
(1− q) ln

(
e
x1−q
1−q + e

y1−q
1−q

)]1/(1−q)

+

=

[
1 + (1− q) ln

(
e
x1−q−1

1−q + e
y1−q−1

1−q

)]1/(1−q)

+

, (A.4a)

(ii) q-diferença adjunta 	q:

x	q y =

[
(1− q) ln

(
e
x1−q
1−q − e

y1−q
1−q

)]1/(1−q)

+

=

[
1 + (1− q) ln

(
e
x1−q−1

1−q − e
y1−q−1

1−q

)]1/(1−q)

+

, (A.4b)

(iii) q-produto adjunto ⊗q:

x⊗q y =
eln[1+(1−q)x]+ ln[1+(1−q)y]+/(1−q) − 1

1− q
, (A.4c)

(iv) q-razão adjunta �q:

x�q y =
e(1−q) ln[1+(1−q)x]+/ ln[1+(1−q)y]+ − 1

1− q
. (A.4d)

5. q-soma de n termos idênticos (Eq.’s (2.76) e (2.77)):

n�q x = x⊕q x⊕q · · · ⊕q x︸ ︷︷ ︸
n termos

=
1

1− q

{[
1 + (1− q)x

]n − 1
}

= lnq[expnq (x)]. (A.5)

6. q-potência x∧qn (Eq.’s (2.81) e (2.82)):

x∧qn = x⊗q x⊗q · · · ⊗q x︸ ︷︷ ︸
n vezes

=
[
nx1−q − (n− 1)

]1−q
+

= expq[n lnq x]. (A.6)

7. q-soma adjunta de n termos idênticos (Eq. (2.83)):

n�q x = x⊕q x⊕q · · · ⊕q x︸ ︷︷ ︸
n termos

=

[
(1− q) ln

(
ne

x1−q
1−q

)]1/(1−q)

+

= x⊗q expq[ln(n)]. (A.7)
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8. q-potência adjunta x∧
qn (Eq. (2.84)):

x∧
qn = x⊗q x⊗q · · · ⊗q x︸ ︷︷ ︸

n vezes

=
1

1− q

(
exp

[
(1− q)

{
ln[1 + (1− q)x]

1− q

}n]
− 1

)
= lnq[n�q expq(x)]. (A.8)

9. Número q-deformado (Eq. (2.85)):

xq =
ln[1 + (1− q)x]

1− q
= ln[expq(x)]. (A.9)

10. Propriedades de xq (Eq.’s (2.86), (2.87), (2.88) e (2.89)):

xq + yq = (x⊕q y)q, (A.10)

xq − yq = (x	q y)q, (A.11)

xqyq = (x⊗q y)q, (A.12)

xq/yq = (x�q y)q. (A.13)

11. Antinúmero q-deformado (Eq. (2.90)):

qx =
[exp(x)]1−q − 1

1− q
= lnq[exp(x)]. (A.14)

12. Propriedades de qx (Eq.’s (2.91), (2.92), (2.93) e (2.94)):

(qx)⊕q (qy) = q(x+ y), (A.15)

(qx)	q (qy) = q(x− y), (A.16)

(qx)⊗q (qy) = q(xy), (A.17)

(qx)�q (qy) = q(x/y). (A.18)

13. Número q-deformado adjunto (Eq. (2.96)):

x̄q = exp

(
x1−q − 1

1− q

)
= exp[lnq(x)]. (A.19)

14. Propriedades de x̄q (Eq.’s (2.97), (2.98), (2.99) e (2.100)):

x̄q + ȳq = (x⊕q y)q, (A.20)

x̄q − ȳq = (x	q y)q, (A.21)

x̄qȳq = (x⊗q y)q, (A.22)

x̄q/ȳq = (x�q y)q. (A.23)
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Apêndice A: Lista de definições matemáticas

15. Antinúmero q-deformado adjunto (2.101):

qx̄ = [1 + (1− q) ln(x)]
1/(1−q)
+ = expq[ln(x)]. (A.24)

16. Propriedades de qx̄ (Eq.’s (2.102), (2.103), (2.104) e (2.105)):

(qx̄)⊕q (qȳ) = q(x+ y), (A.25)

(qx̄)	q (qȳ) = q(x− y), (A.26)

(qx̄)⊗q (qȳ) = q(xy), (A.27)

(qx̄)�q (qȳ) = q(x/y). (A.28)

17. Relação entre os números deformados (Eq.’s (2.95) e (2.106)):

(qx)q = q(xq) = (qx̄)q = q(x̄q) = x. (A.29)

18. q-derivada (Eq.’s (2.113) e (2.123)):

Dqf(x) = lim
x′→x

f(x′)− f(x)

x′ 	q x

= lim
∆x→0

f(x⊕q ∆x)− f(x)

∆x

= [1 + (1− q)x]
df(u)

dx

=
df(x)

dqx
.

(A.30)

19. q-derivada dual (Eq.’s (2.116) e (2.124)):

D̃qf(x) = lim
x′→x

f(x′)	q f(x)

x′ − x

=
1

1 + (1− q)f(x)

df(x)

dx

=
dqf(x)

dx
.

(A.31)

20. Derivadas q-deformadas de segunda ordem (Eq.’s (2.125) e (2.126)):

D2
qf(x) = [1 + (1− q)x]

d

dx

{
[1 + (1− q)x]

df(x)

dx

}
, (A.32)

D̃2
qf(x) =

1

1 + (1− q)f(x)

d

dx

[
1

1 + (1− q)f(x)

df(x)

dx

]
. (A.33)
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21. q-integral (Eq. (2.127)):∫
(q)

f(x)dx =

∫
f(x)

1 + (1− q)x
dx =

∫
f(x)dqx. (A.34)

22. q-integral dual (Eq. (2.128)):

∫̃
(q)

f(x)dx ≡
∫

[1 + (1− q)f(x)]f(x)dx. (A.35)

23. Outras derivadas deformadas (Eq.’s (2.131) e (2.133)):

D̂qf(x) = [f(x)]1−q
df(x)

dx
, (A.36)

Ďqf(x) =
1

x1−q
df(x)

dx
. (A.37)

24. Regras da cadeia deformadas para os operadores D̂q e Ďq (Eq.’s (2.137) e (2.138)):

D̂qz(y(x)) = z1−q dz

dy

dy

dx
, (A.38)

Ďqz(y(x)) =
1

y1−q
dz

dy

dy

dx
, (A.39)

25. Funções trigonométricas q-espirais (Eq.’s (2.145), (2.146), (2.147), (2.148) e (2.157)):

cosq(x) =
expq(ix) + expq(−ix)

2
= ρq(x) cos[θq(x)], (A.40)

senq(x) =
expq(ix)− expq(−ix)

2i
= ρq(x)sen[θq(x)], (A.41)

e

tanq(x) =
senq(x)

cosq(x)
=

expq(ix)− expq(−ix)

expq(ix) + expq(−ix)
= tan[θq(x)], (A.42)

com

ρ2
q(x) = expq(ix) expq(−ix) = [1 + (1− q)2x2]1/(1−q) = expq[(1− q)x2], (A.43)

e

θq(x) =
atan((1− q)x)

1− q
. (A.44)

26. Funções hiperbólicas q-espirais (Eq. (2.159) e (2.165)):

coshq(x) =
expq(x) + expq(−x)

2
, (A.45)
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senhq(x) =
expq(x)− expq(−x)

2
, (A.46)

e

tanhq(x) =
senhq(x)

coshq(x)
=

expq(x)− expq(−x)

expq(x) + expq(−x)
, (A.47)

27. Funções trigonométricas associadas à q-derivada (Eq.’s (2.170), (2.171), (2.173) e

(2.176)):

Csq(x) = cos[xq(x)]

= cos

{
ln[1 + (1− q)x]

1− q

}
=

[expq(x)]i + [expq(x)]−i

2

=
expq(i�q x) + expq(−i�q x)

2
, (A.48)

Snq(x) = sen [xq(x)]

= sen

{
ln[1 + (1− q)x]

1− q

}
=

[expq(x)]i − [expq(x)]−i

2i

=
expq(i�q x)− expq(−i�q x)

2i
, (A.49)

Tnq (x) =
Snq (x)

Csq (x)
= tan(xq(x)), (A.50)

28. Funções hiperbólicas associadas à q-derivada (Eq.’s (2.180), (2.181), (2.182) e (2.185)):

Cshq(x) = cosh[xq(x)]

= cosh

{
ln[1 + (1− q)x]

1− q

}
=

1

2

(
expq(x) +

1

expq(x)

)
, (A.51)

Snhq(x) = senh [xq(x)]

= senh

{
ln[1 + (1− q)x]

1− q

}
=

1

2

(
expq(x)− 1

expq(x)

)
. (A.52)

Tnhq (x) =
Snhq (x)

Cshq (x)
= tanh(xq(x)). (A.53)
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29. Funções trigonométricas associadas à q-derivada dual (Eq.’s (2.191) e (2.192)):

Cosq(x) = cos [Θq(x)] =
exp[iΘq(x)] + exp[−iΘq(x)]

2
, (A.54)

Senq(x) = sen [Θq(x)] =
exp[iΘq(x)]− exp[−iΘq(x)]

2i
, (A.55)

com

Θq(x) =


2 arctan

[√
1 + aq
1− aq

tan
(√

1− a2
q

x

2

)]
, |aq| < 1

2 arctan

[√∣∣∣∣aq + 1

aq − 1

∣∣∣∣ tanh
(√

a2
q − 1

x

2

)]
, |aq| > 1.

(A.56)

30. Funções hiperbólicas associadas à q-derivada dual (Eq.’s (2.203) e (2.204)):

Coshq(x) = cosh [ϑq(x)] =
exp[iϑq(x)] + exp[−iϑq(x)]

2
, (A.57)

Senhq(x) = senh [ϑq(x)] =
exp[iϑq(x)]− exp[−iϑq(x)]

2i
, (A.58)

com

ϑq(x) =


2arctanh

[√
1 + aq
1− aq

tanh
(√

1− a2
q

x

2

)]
, |aq| < 1

2arctanh

[√∣∣∣∣aq + 1

aq − 1

∣∣∣∣ tan
(√

a2
q − 1

x

2

)]
, |aq| > 1,

(A.59)

onde aq = 1− q.
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Apêndice B

Equações de Ehrenfest para sistemas

com massa efetiva

Neste Apêndice demonstramos as equações de Ehrenfest a partir da formulação ondu-

latória. Calculemos a seguir a taxa de variação temporal do valor esperado de 〈x̂〉 para o

sistema com massa dependente da posição que temos tratado. Neste caso, uma vez que

〈x̂〉 = 〈α|x̂|α〉 =

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)xΨ(x, t)dx, (B.1)

temos:

d〈x̂〉
dt

=
d

dt

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)xΨ(x, t)dx

=

∫ +∞

−∞

∂Ψ∗(x, t)

∂t
xΨ(x, t)dx+

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)x

∂Ψ(x, t)

∂t
dx. (B.2)

Substituindo as Eq.’s (4.90a) e (4.90b) na equação acima, temos

d〈x̂〉
dt

=
~

2im0

∫ +∞

−∞
x(1 + γqx)2Ψ(x, t)

∂2Ψ∗(x, t)

∂x2
dx

+
~γq
im0

∫ +∞

−∞
x(1 + γqx)2Ψ(x, t)

∂Ψ∗(x, t)

∂x
dx

+
~

8im0

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)xΨ(x, t)dx− 1

i~

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)xV (x)Ψ(x, t)

− ~
2im0

∫ +∞

−∞
x(1 + γqx)2Ψ∗(x, t)

∂2Ψ(x, t)

∂x2
dx

− ~γq
im0

∫ +∞

−∞
x(1 + γqx)2Ψ∗(x, t)

∂Ψ(x, t)

∂x
dx

− ~
8im0

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)xΨ(x, t)dx+

1

i~

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)xV (x)Ψ(x, t), (B.3)
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Apêndice B: Equações de Ehrenfest para sistemas com massa efetiva

ou ainda,

d〈x̂〉
dt

=

~
2im0

∫ +∞

−∞
x(1 + γqx)2Ψ(x, t)

∂2Ψ∗(x, t)

∂x2
dx+

~γq
im0

∫ +∞

−∞
x(1 + γqx)2Ψ(x, t)

∂Ψ∗(x, t)

∂x
dx

− ~
2im0

∫ +∞

−∞
x(1 + γqx)2Ψ∗(x, t)

∂2Ψ(x, t)

∂x2
dx− ~γq

im0

∫
x(1 + γqx)2Ψ∗(x, t)

∂Ψ(x, t)

∂x
dx.(B.4)

Integrando por partes a primeira e a terceira integrais acima, temos

d〈x̂〉
dt

=

[
x(1 + γqx)2Ψ(x, t)

∂Ψ∗(x, t)

∂x

]∣∣∣∣+∞
−∞

− ~
2im0

∫ +∞

−∞

∂Ψ∗(x, t)

∂x

∂

∂x
[x(1 + γqx)2Ψ(x, t)]dx

+
~γq
im0

∫ +∞

−∞
x(1 + γqx)Ψ(x, t)

∂Ψ∗(x, t)

∂x
dx

−
[
x(1 + γqx)2Ψ(x, t)

∂Ψ∗(x, t)

∂x

]∣∣∣∣+∞
−∞

+
~

2im0

∫ +∞

−∞

∂Ψ(x, t)

∂x

∂

∂x
[x(1 + γqx)2Ψ∗(x, t)]dx

− ~γq
im0

∫ +∞

−∞
x(1 + γqx)Ψ∗(x, t)

∂Ψ(x, t)

∂x
dx. (B.5)

Como os termos dentro dos colchetes são nulos, da equação acima segue que:

d〈x̂〉
dt

= − ~
2im0

∫ +∞

−∞

∂Ψ∗(x, t)

∂x
(1 + γqx)2Ψ(x, t)dx

− ~γq
im0

∫ +∞

−∞

∂Ψ∗(x, t)

∂x
x(1 + γqx)Ψ(x, t)dx

− ~
2im0

∫ +∞

−∞

∂Ψ∗(x, t)

∂x
x(1 + γqx)2∂Ψ(x, t)

∂x
dx

+
~γq
im0

∫ +∞

−∞

∂Ψ∗(x, t)

∂x
x(1 + γqx)Ψ(x, t)dx

+
~

2im0

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)(1 + γqx)2∂Ψ(x, t)

∂x
dx

+
~γq
im0

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)x(1 + γqx)

∂Ψ(x, t)

∂x
dx

+
~

2im0

∫ +∞

−∞

∂Ψ∗(x, t)

∂x
x(1 + γqx)2∂Ψ(x, t)

∂x
dx

− ~γq
im0

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)x(1 + γqx)

∂Ψ(x, t)

∂x
dx (B.6)
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ou simplesmente,

d〈x̂〉
dt

=
1

2m0

∫ +∞

−∞

(
−~
i

)
∂Ψ∗(x, t)

∂x
(1 + γqx)2Ψ(x, t)dx

+
1

2m0

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)(1 + γqx)2

(
~
i

)
∂Ψ(x, t)

∂x
dx. (B.7)

Uma vez que 〈x|p̂|α〉 = (~/i)∂Ψ(x, t)/∂x e 〈α|p̂|x〉 = −(~/i)∂Ψ∗(x, t)/∂x, esta última

expressão pode ser reescrita como

d〈x̂〉
dt

=
1

2m0

〈p̂(1̂ + γqx̂)2〉+
1

2m0

〈(1̂ + γqx̂)2p̂〉, (B.8)

ou seja,
d〈x̂〉
dt

=
1

2

(〈
p̂

1

m(x̂)

〉
+

〈
1

m(x̂)
p̂

〉)
, (B.9)

onde utilizamos a Eq. (4.80) nesta última, demonstrando assim a Eq. (4.176a).

Para determinarmos d〈p̂〉/dt, façamos um cálculo similar ao anterior para obter d〈x̂〉/dt.
Neste caso, temos que

〈p̂〉 = 〈α|p̂|α〉 =

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)

(
~
i

∂

∂x

)
Ψ(x, t)dx, (B.10)

e assim

d〈p̂〉
dt

=
d

dt

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)

(
~
i

∂

∂x

)
Ψ(x, t)dx

=

∫ +∞

−∞

∂Ψ∗(x, t)

∂t

(
~
i

)
∂Ψ(x, t)

∂x
dx+

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)

(
~
i

)
∂

∂x

[
∂Ψ(x, t)

∂t

]
dx.(B.11)

Substituindo as Eq.’s (4.90a) e (4.90b), e observando que para m(x) = m0/(1 + γqx)2,

temos
d

dx

[
1

m(x)

]
=

2γq(1 + γqx)

m0

, (B.12)

segue que:

d〈p̂〉
dt

=

∫ +∞

−∞

{
~
2i

1

m(x)

∂2Ψ∗(x, t)

∂x2
+

~
2i

d

dx

[
1

m(x)

]
∂Ψ∗(x, t)

∂x
+

~γ2
q

8im0

Ψ∗(x, t)

− 1

i~
V (x)Ψ∗(x, t)

}
~
i

∂Ψ(x, t)

∂x
dx

+

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)

~
i

∂

∂x

{
− ~

2i

1

m(x)

∂2Ψ(x, t)

∂x2
− ~

2i

d

dx

[
1

m(x)

]
∂Ψ(x, t)

∂x

−
~γ2

q

8im0

Ψ(x, t) +
1

i~
V (x)Ψ(x, t)

}
dx, (B.13)
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ou ainda,

d〈p̂〉
dt

= −~2

2

∫ +∞

−∞

∂2Ψ∗(x, t)

∂x2

1

m(x)

∂Ψ(x, t)

∂x
dx

−~2

2

∫ +∞

−∞

∂Ψ∗(x, t)

∂x

d

dx

[
1

m(x)

]
∂Ψ(x, t)

∂x
dx

−
~2γ2

q

8m0

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)

∂Ψ(x, t)

∂x
dx+

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)V (x)

∂Ψ(x, t)

∂x
dx

+
~2

2

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)

d

dx

[
1

m(x)

]
∂2Ψ(x, t)

∂x2
dx

+
~2

2

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)

1

m(x)

∂3Ψ(x, t)

∂x3
dx

+
~2

2

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)

d2

dx2

[
1

m(x)

]
∂Ψ(x, t)

∂x
dx

+
~2

2

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)

d

dx

[
1

m(x)

]
∂2Ψ(x, t)

∂x2
dx

+
~2γ2

q

8m0

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)

∂Ψ(x, t)

∂x
dx−

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)

dV

dx
Ψ(x, t)dx

−
∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)V (x)

∂Ψ(x, t)

∂x
dx. (B.14)

Simplificando a expressão acima, temos

d〈p̂〉
dt

= −~2

2

∫ +∞

−∞

∂2Ψ∗(x, t)

∂x2

1

m(x)

∂Ψ(x, t)

∂x
dx

−~2

2

∫ +∞

−∞

∂Ψ∗(x, t)

∂x

d

dx

[
1

m(x)

]
∂Ψ(x, t)

∂x
dx

+~2

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)

d

dx

[
1

m(x)

]
∂2Ψ(x, t)

∂x2
dx

+
~2

2

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)

1

m(x)

∂3Ψ(x, t)

∂x3
dx

+
~2

2

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)

d2

dx2

[
1

m(x)

]
∂Ψ(x, t)

∂x
dx

−
∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)

dV

dx
Ψ(x, t)dx. (B.15)

Seja

I ′ =

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)

1

m(x)

∂3Ψ(x, t)

∂x3
dx

e

I ′′ =

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)

d2

dx2

[
1

m(x)

]
∂Ψ(x, t)

∂x
dx.
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Da integração por partes dos temos:

I ′ =

[
Ψ∗(x, t)

1

m(x)

∂2Ψ(x, t)

∂x2

]∣∣∣∣∞
−∞
−
∫ ∞
−∞

∂

∂x

[
Ψ∗(x, t)

1

m(x)

]
∂2Ψ(x, t)

∂x2
dx

= −
∫ ∞
−∞

Ψ∗(x, t)
d

dx

[
1

m(x)

]
∂2Ψ(x, t)

∂x2
dx−

∫ ∞
−∞

∂Ψ∗(x, t)

∂x

1

m(x)

∂2Ψ(x, t)

∂x2
dx

= −
∫ ∞
−∞

Ψ∗(x, t)
d

dx

[
1

m(x)

]
∂2Ψ(x, t)

∂x2
dx−

[
∂Ψ∗(x, t)

∂x

1

m(x)

∂Ψ(x, t)

∂x

]∣∣∣∣∞
−∞

+

∫ ∞
−∞

∂

∂x

[
∂Ψ∗(x, t)

∂x

1

m(x)

]
∂Ψ(x, t)

∂x
dx

= −
∫ ∞
−∞

∂Ψ∗(x, t)

∂x

d

dx

[
1

m(x)

]
∂2Ψ(x, t)

∂x2
dx+

∫ ∞
−∞

∂2Ψ∗(x, t)

∂x2

1

m(x)

∂Ψ(x, t)

∂x
dx

+

∫ ∞
−∞

∂Ψ∗(x, t)

∂x

d

dx

[
1

m(x)

]
∂Ψ(x, t)

∂x
dx (B.16)

e

I ′′ =

{
∂

∂x

[
Ψ∗(x, t)

∂Ψ(x, t)

∂x

]
d

dx

[
1

m(x)

]}∣∣∣∣∞
−∞
−
∫ ∞
−∞

∂

∂x

[
Ψ∗(x, t)

∂Ψ(x, t)

∂x

]
d

dx

[
1

m(x)

]
dx

= −
∫ ∞
−∞

∂Ψ∗(x, t)

∂x

d

dx

[
1

m(x)

]
∂Ψ(x, t)

∂x
dx−

∫ ∞
−∞

Ψ∗(x, t)
d

dx

[
1

m(x)

]
∂2Ψ(x, t)

∂x2
dx. (B.17)

Substituindo I ′ e I ′′ em (B.15), temos

d〈p̂〉
dt

= −~2

2

∫ +∞

−∞

∂2Ψ∗(x, t)

∂x2

1

m(x)

∂Ψ(x, t)

∂x
dx

−~2

2

∫ +∞

−∞

∂Ψ∗(x, t)

∂x

d

dx

[
1

m(x)

]
∂Ψ(x, t)

∂x
dx

+~2

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)

d

dx

[
1

m(x)

]
∂2Ψ(x, t)

∂x2
dx

−~2

2

∫ ∞
−∞

Ψ∗(x, t)
d

dx

[
1

m(x)

]
∂2Ψ(x, t)

∂x2
dx

+
~2

2

∫ ∞
−∞

∂2Ψ∗(x, t)

∂x2

1

m(x)

∂Ψ(x, t)

∂x
dx

+
~2

2

∫ ∞
−∞

∂Ψ∗(x, t)

∂x

d

dx

[
1

m(x)

]
∂Ψ(x, t)

∂x
dx

−~2

2

∫ ∞
−∞

∂Ψ∗(x, t)

∂x

d

dx

[
1

m(x)

]
∂Ψ(x, t)

∂x
dx

−~2

2

∫ ∞
−∞

Ψ∗(x, t)
d

dx

[
1

m(x)

]
∂2Ψ(x, t)

∂x2
dx

−
∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)

dV

dx
Ψ(x, t)dx, (B.18)
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e simplificando os termos acima, podemos escrever:

d〈p̂〉
dt

= −1

2

∫ ∞
−∞

[
−~
i

∂Ψ∗(x, t)

∂x

]
d

dx

[
1

m(x)

] [
~
i

∂Ψ(x, t)

∂x

]
−
∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)

dV

dx
Ψ(x, t)dx. (B.19)

A equação acima pode ser reescrita em termos dos operadores x̂ e p̂ como:

d〈p̂〉
dt

= −1

2

〈
p̂
d

dx

[
1

m(x̂)

]
p̂

〉
−

〈
dV

dx̂

〉

= − γq
m0

〈p̂(1̂ + γqx̂)p̂〉 −

〈
dV

dx̂

〉
, (B.20)

demonstrando assim a Eq. (4.176b).
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Apêndice C

Algumas propriedades dos polinômios

associados de Laguerre

Em diversas aplicações, em particular na mecânica quântica, se faz necessário o uso

dos polinômios associados de Laguerre definidos por [280, 281]

L(k)
n (x) ≡ (−1)k

dk

dxk
Ln+k(x) (C.1)

onde Ln(x) são os polinômios de Laguerre, e estes últimos podem ser obtidos a partir da

fórmula de Rodrigues

Ln(x) =
ex

n!

dn

dxn
(xne−x) (C.2)

onde n é um inteiro.

Por diferenciação da equação (C.1), tem-se que os polinômios associados de Laguerre

satisfazem a equação diferencial ordinária1

x
d2L

(k)
n (x)

dx2
+ (k + 1− x)

dL
(k)
n (x)

dx
+ nL(k)

n (x) = 0. (C.3)

Equações como esta acima aparecem em soluções da equação de Schrödinger para alguns

potenciais, por exemplo, o potencial coulombiano no problema do átomo de hidrogênio,

ou o potencial de Morse utilizado para descrever interações entre átomos em moléculas

diatômicas.

Substituindo (C.2) em (C.1) pode-se também obter a seguinte representação de Ro-

drigues para os polinômios associados de Laguerre:

L(k)
n (x) =

exx−k

n!

dn

dxn
(xn+ke−x). (C.4)

Notemos que nesta forma, k não precisa ser um inteiro, e a equação (C.4) é utilizada para

1 Alguns autores definem L
(k)
n (x) como (dk/dxk)Ln(x), e na qual, neste caso, satisfazem a equação

diferencial: xd2L
(k)
n (x)/dx2 + (k + 1− x)dL

(k)
n (x)/dx+ (n− k)L

(k)
n (x) = 0.
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definir L
(k)
n para qualquer k > −1.

A partir da Eq. (C.4), os polinômios associados de Laguerre podem ser escritos como

L(k)
n (x) =

n∑
m=0

(−1)m
(
n+ k

n−m

)
xm

m!
. (C.5)

A tabela C.1 mostra alguns polinômios associados de Laguerre de interesse nesta Tese.

Tabela C.1: Polinômios associados de Laguerre L
(k)
n (x) para n = 0, 1, 2 e 3.

Alguns polinômios associados de Laguerre L
(k)
n (x)

n = 0 L
(k)
0 (x) = 1

n = 1 L
(k)
1 (x) = −x+ k + 1

n = 2 L
(k)
2 (x) = 1

2
[x2 − 2(k + 2)x+ (k + 2)(k + 1)]

n = 3
L

(k)
3 (x) = −1

6
[x3 − 4(k + 4)x3 + 6(k + 4)(k + 3)x2

−4(k + 4)(k + 3)(k + 2)x+ (k + 4)(k + 3)(k + 2)(k + 1)]

Algumas relações de recorrência para os polinômios associados de Laguerre tornam-se

relevantes para nossos objetivos neste trabalho:

L(k+1)
n (x) =

n∑
i=0

L
(k)
i (x), (C.6)

e

dL
(k)
n (x)

dx
= −L(k+1)

n−1 (x)

=
1

x

[
nL(k)

n (x)− (n+ k)L
(k)
n−1(x)

]
=

dL
(k)
n−1(x)

dx
− L(k)

n−1(x). (C.7)

Usando a equação diferencial (C.3), pode-se mostrar que os polinômios associados de

Laguerre são ortogonais no intervalo (0,∞) com respeito a função peso xke−x, ou seja,

I1 =

∫ ∞
0

xke−xL(k)
n (x)L(k)

m (x)dx =

{
0, m 6= n,
(n+k)!
n!

, m = n.
(C.8)

Pode-se também obter a seguinte integral envolvendo as funções L
(k)
n (x):

I2 =

∫ ∞
0

e−xxk+1
[
L(k)
n (x)

]2
dx =

(n+ k)!

n!
(2n+ k + 1). (C.9)

Estas duas integrais acima são bem conhecidas e geralmente encontradas em livros de

F́ısica Matemática.
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Nesta Tese, utiliza-se também outras integrais envolvendo os polinômios associados de

Laguerre, e que podem ser obtidas a partir das propriedades apresentadas anteriormente

neste apêndice. Em particular,

I3 =

∫ ∞
0

e−xxk−1[L(k)
n (x)]2dx =

1

k

(n+ k)!

n!
, (C.10)

I4 =

∫ ∞
0

e−xxk−1L(k)
n (x)

dL
(k)
n (x)

dx
dx = − n

(k + 1)k

(n+ k)!

n!
, (C.11)

I5 =

∫ ∞
0

e−xxk−2[L(k)
n (x)]2dx =

2n+ k + 1

(k + 1)k(k − 1)

(n+ k)!

n!
, (C.12)

I6 =

∫ ∞
0

e−xxk−2L(k)
n (x)

dL
(k)
n (x)

dx
dx = − n(3n+ 2k + 1)

(k + 2)(k + 1)k(k − 1)

(n+ k)!

n!
, (C.13)

I7 =

∫ ∞
0

e−xxk−3[L(k)
n (x)]2dx

=
(2n+ k + 1)2 + (2n+ 1)(2n+ k + 1)− n(n+ 1)

(k + 2)(k + 1)k(k − 1)(k − 2)

(n+ k)!

n!
. (C.14)

Estas integrais tornam-se importantes no cálculo de valores esperados no problema do

oscilador harmônico quântico q-deformado. A seguir, faremos a demonstração de cada uma

dessas integrais acima, a partir das integrais I1 e I2, e de algumas das demais propriedades

citadas anteriormente neste Apêndice.

Demonstração da Eq. (C.10):

Seja

I3 =

∫ ∞
0

e−xxk−1[L(k)
n (x)]2dx, (C.15)

obtemos a partir de uma integração por partes:

I3 =

[
1

k
e−xxk[L(k)

n (x)]2
] ∣∣∣∣∞

0

− 1

k

∫ ∞
0

xk
d

dx

{
e−x[L(k)

n (x)]2
}
dx

=
1

k

∫ ∞
0

e−xxk[L(k)
n (x)]2dx− 2

k

∫ ∞
0

e−xxkL(k)
n (x)

dL
(k)
n (x)

dx
dx. (C.16)

Utlizando a Eq. (C.9), podemos escrever

I3 =
1

k

(n+ k)!

n!
− 2

k
I ′3, (C.17)

onde

I ′3 =

∫ ∞
0

e−xxkL(k)
n (x)

dL
(k)
n (x)

dx
dx. (C.18)
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A partir das propriedades (C.6) e (C.7), temos:

dL
(k)
n (x)

dx
= −

n−1∑
i=0

L
(k)
i (x). (C.19)

Segue que:

I ′3 =

∫ ∞
0

e−xxkL(k)
n (x)

[
−

n−1∑
i=0

L
(k)
i (x)

]
dx = −

n−1∑
i=0

∫ ∞
0

e−xxkL(k)
n (x)L

(k)
i (x)dx

= −
n−1∑
i=0

(n+ i)!

n!
δn,i = 0. (C.20)

E assim:

I3 =
1

k

(n+ k)!

n!
. (C.21)

Demonstração da Eq. (C.11):

Através de integração por partes, temos que:

I4 =

∫ ∞
0

e−xxk−1L(k)
n (x)

dL
(k)
n (x)

dx
dx

=

[
1

k
e−xxkL(k)

n (x)
dL

(k)
n (x)

dx

] ∣∣∣∣∣
∞

0

− 1

k

∫ ∞
0

xk
d

dx

[
e−xL(k)

n (x)
dL

(k)
n (x)

dx

]
dx

=
1

k

∫ ∞
0

e−xxkL(k)
n (x)

dL
(k)
n (x)

dx
dx− 1

k

∫ ∞
0

e−xxk

(
dL

(k)
n (x)

dx

)2

dx

−1

k

∫ ∞
0

e−xxkL(k)
n (x)

d2L
(k)
n

dx2
dx. (C.22)

Denominando cada uma das integrais nos três termos do lado direito da integral acima

respectivamente por I ′4, I ′′4 e I ′′′4 , temos que I4 = (I ′4 − I ′′4 − I ′′′4 )/k. Segue que:

I ′4 =

∫ ∞
0

e−xxkL(k)
n (x)

dL
(k)
n (x)

dx
dx = −

∫ ∞
0

e−xxkL(k)
n (x)L

(k+1)
n−1 (x)dx

= −
∫ ∞

0

e−xxkL(k)
n (x)

n−1∑
i=0

L
(k)
i (x)dx = −

n−1∑
i=0

∫ ∞
0

e−xxkL(k)
n (x)L

(k)
i (x)dx

= 0, (C.23)

onde utilizamos as propriedades (C.7) e (C.8).

Para I ′′4 , temos

I ′′4 =

∫ ∞
0

e−xxk

[
dL

(k)
n (x)

dx

]2

dx =

∫ ∞
0

e−xxk[L
(k+1)
n−1 (x)]2dx, (C.24)
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e comparando com a Eq. (C.10), segue que:

I ′′4 =
1

k + 1

(k + 1 + n− 1)!

(n− 1)!
=

n

k + 1

(n+ k)!

n!
. (C.25)

E para I ′′′4 , dada por

I ′′′4 =

∫ ∞
0

e−xxkL(k)
n (x)

d2L
(k)
n

dx2
dx, (C.26)

utilizando a equação diferencial (C.3), temos que:

I ′′′4 =

∫ ∞
0

e−xxkL(k)
n (x)

1

x

[
−nL(k)

n (x)− (k + 1− x)
dL

(k)
n (x)

dx

]
dx,

= −n
∫ ∞

0

e−xxk−1[L(k)
n (x)]2dx− (k + 1)

∫ ∞
0

e−xxk−1L(k)
n (x)

dL
(k)
n

dx
dx

+

∫ ∞
0

e−xxkL(k)
n (x)

dL
(k)
n (x)

dx
dx (C.27)

A primeira, segunda integrais acima são respectivamente dadas pelas Eq.’s (C.10) e (C.11).

A terceita integral é a própria definição de I4. Portanto,

I ′′′4 = −n
k

(n+ k)!

n!
− (k + 1)I4. (C.28)

Diante disso,

I4 =
1

k
(I ′4 − I ′′4 − I ′′′4 )

=
1

k

[
0− n

k + 1

(n+ k)!

n!
+
n

k

(n+ k)!

n!
+ (k + 1)I4

]
, (C.29)

e resolvendo a equação acima, obtemos

I4 = − n

(k + 1)k

(n+ k)!

n!
, (C.30)

como queŕıamos demonstrar.
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Demonstração da Eq. (C.12):

Aplicando a integração por partes:

I5 =

∫ ∞
0

e−xxk−2[L(k)
n (x)]2dx

=

{
1

k − 1
e−xxk−1[L(k)

n (x)]2
} ∣∣∣∣∣
∞

0

− 1

k − 1

∫ ∞
0

xk−1 d

dx

{
e−x[L(k)

n (x)]2
}
dx

=
1

k − 1

∫ ∞
0

e−xxk−1[L(k)
n (x)]2dx− 2

k − 1

∫ ∞
0

e−xxk−1L(k)
n (x)

dL
(k)
n (x)

dx
dx

=
1

k − 1
I3 −

2

k − 1
I4

(C.31)

e que leva a relação

− 1

2
I3 + I4 +

k − 1

2
I5 = 0. (C.32)

A integral I5 em termos de n e k pode ser obtida utilizando as Eq.’s (C.10) e (C.11):

I5 =
1

k − 1

[
1

k

(n+ k)!

n!

]
− 2

k − 1

[
n

(k + 1)k

(n+ k)!

n!

]
=

2n+ k + 1

(k + 1)k(k − 1)

(n+ k)!

n!
, (C.33)

conforme queŕıamos demonstrar.

Demonstração da Eq. (C.13):

Mais uma vez, aplicando a integração por partes:

I6 =

∫ ∞
0

e−xxk−2L(k)
n (x)

dL
(k)
n (x)

dx
dx

=

{
1

k − 1
e−xxk−1L(k)

n (x)
dL

(k)
n (x)

dx

}∣∣∣∣∣
∞

0

− 1

k − 1

∫ ∞
0

xk−1 d

dx

{
e−xL(k)

n (x)
dL

(k)
n (x)

dx

}
dx

=
1

k − 1

∫ ∞
0

e−xxk−1L(k)
n (x)

dL
(k)
n (x)

dx
dx− 1

k − 1

∫ ∞
0

e−xxk−1

(
dL

(k)
n (x)

dx

)2

dx

− 1

k − 1

∫ ∞
0

e−xxk−1L(k)
n (x)

d2L
(k)
n (x)

dx2
dx. (C.34)

A integral acima pode ser escrita em termos de três integrais denominadas I ′6, I ′′6 e I ′′′6 ,

respectivamente, de forma que:

I6 =
1

k − 1
(I ′6 − I ′′6 − I ′′′6 ). (C.35)
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Apêndice C: Algumas propriedades dos polinômios associados de Laguerre

A primeira integral acima é a Eq. (C.11): I ′6 = I4. A segunda integral, I ′′6 , pode ser

calculada utilizando a propriedade dada por (C.7) e a relação (C.12). De fato,

I ′′6 =

∫ ∞
0

e−xxk−1

(
dL

(k)
n (x)

dx

)2

dx

=

∫ ∞
0

e−xxk−1
[
L

(k+1)
n−1 (x)

]2

dx

=
[(n− 1) + (k + 1)]!

(n− 1)!

2(n− 1) + (k + 1) + 1

[(k + 1)− 1](k + 1)[(k + 1) + 1]

=
n(2n+ k)

(k + 2)(k + 1)k

(n+ k)!

n!
, (C.36)

ou ainda,

I ′′6 = −(2n+ k)

k + 2
I4. (C.37)

Já a terceira integral da Eq. (C.34) é obtida utilizando a equação diferencial (C.3).

I ′′′6 =

∫ ∞
0

e−xxk−1L(k)
n (x)

d2L
(k)
n (x)

dx2
dx

=

∫ ∞
0

e−xxkL(k)
n (x)

1

x

[
−nL(k)

n (x)− (k + 1− x)
dL

(k)
n (x)

dx

]
dx,

= −n
∫ ∞

0

e−xxk−2[L(k)
n (x)]2dx− (k + 1)

∫ ∞
0

e−xxk−2L(k)
n (x)

dL
(k)
n

dx
dx

+

∫ ∞
0

e−xxk−1L(k)
n (x)

dL
(k)
n (x)

dx
dx, (C.38)

ou ainda,

I ′′′6 = −(k + 1)I6 + I4 − nI5. (C.39)

Substiuindo na Eq. (C.35) as expressões de I ′6, I ′′6 e I ′′′6 que calculamos acima, temos que

I6 =
1

k − 1
(I ′6 − I ′′6 − I ′′′6 ) =

1

k − 1

{
I4 +

(2n+ k)

k + 2
I4 − [−(k + 1)I6 + I4 − nI5]

}
,

que nos dá

I6 = −1

2

(
2n+ k

k + 2

)
I4 −

n

2
I5. (C.40)
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Substituindo as Eq.’s (C.11) e (C.12), vem que:

I6 =
1

2

(
2n+ k

k + 2

)
n

(k + 1)k

(n+ k)!

n!
− n

2

2n+ k + 1

(k + 1)k(k − 1)

(n+ k)!

n!

=
1

2

n(n+ k)!

(k + 2)(k + 1)k(k − 1)
[(2n+ k)(k − 1)− (2n+ k + 1)(k + 2)]

=
1

2

n(n+ k)!

(k + 2)(k + 1)k(k − 1)
(2nk − 2n+ k2 − k − 2nk − k2 − k − 4n− 2k − 2)

= −1

2

n(n+ k)!

(k + 2)(k + 1)k(k − 1)
(6n+ 4k + 2)

= − n(3n+ 2k + 1)

(k + 2)(k + 1)k(k − 1)

(n+ k)!

n!
, (C.41)

demonstrando assim a equação (C.13).

Demonstração da Eq. (C.14):

Utilizando a integração por partes, temos que:

I7 =

∫ ∞
0

e−xxk−3[L(k)
n (x)]2dx

=

{
1

k − 2
e−xxk−2L(k)

n (x)
dL

(k)
n (x)

dx

}∣∣∣∣∣
∞

0

− 1

k − 2

∫ ∞
0

xk−2 d

dx

{
e−x[L(k)

n (x)]2
}
dx

=
1

k − 2

∫ ∞
0

e−xxk−2[L(k)
n (x)]2dx− 2

k − 2

∫ ∞
0

e−xxk−2L(k)
n (x)

dL
(k)
n (x)

dx
dx

=
1

k − 2
I5 −

2

k − 2
I6 (C.42)

Substituindo as Eq’s. (C.12), e (C.13):

I7 =
1

k − 2

2n+ k + 1

(k + 1)k(k − 1)

(n+ k)!

n!
− 2

k − 2

n(3n+ 2k + 1)

(k + 2)(k + 1)k(k − 1)

(n+ k)!

n!

=
(2n+ k + 1)(k + 2) + 2n(3n+ 2k + 1)

(k + 2)(k + 1)k(k − 1)(k − 2)

(n+ k)!

n!

=
(2n+ k + 1)(k + 2) + 2n[(2n+ k + 1) + (n+ k)]

(k + 2)(k + 1)k(k − 1)(k − 2)

(n+ k)!

n!

=
(2n+ k + 1)(2n+ k + 2) + 2n(n+ k)

(k + 2)(k + 1)k(k − 1)(k − 2)

(n+ k)!

n!

=
(2n+ k + 1)[(2n+ k + 1) + 1] + 2n[(2n+ k + 1)− (n+ 1)]

(k + 2)(k + 1)k(k − 1)(k − 2)

(n+ k)!

n!

=
(2n+ k + 1)2 + (2n+ 1)(2n+ k + 1)− n(n+ 1)

(k + 2)(k + 1)k(k − 1)(k − 2)

(n+ k)!

n!
, (C.43)

como queŕıamos demonstrar.
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[77] T. Wada e H. Suyari; Phys. Lett. A 348, 89 (2006). 17

[78] H. Suyari; Entropy 15 (11), 4634 (2013). 17

[79] J. Naudts e H. Suyari; Physica A 436, 716 (2015). 17

[80] C. Tsallis, S. V. F Levy, A. M. C. de Souza e R. Maynard; Phys. Rev. Lett. 75, 3589

(1995); Erratum: Phys. Rev. Lett. 77, 5442 (1996). 17

[81] G. Kaniadakis e A. M. Scarfone; Physica A 305, 69 (2002). 17

[82] G. Kaniadakis, M. Lissia e A. M. Scarfone; Physica A 340, 41 (2004). 17
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[138] M. L. Boas; Mathematical Methods in the Physical Sciences (John Wiley & Sons,

New York, 2005). 53

[139] A. Peres; Quantum Theory: Concepts and Methods (Kluwer, Dordrecht, 1993). 58

[140] J. W. Leech; Classical mechanics (Methuen, London, 1958). 61

[141] N. A. Lemos; Mecânica Anaĺıtica (Livraria da F́ısica, São Paulo, 2007). 54, 61, 192,

196

[142] H. Goldstein; Classical Mechanics (Addison-Wesley, 2nd ed., 1980). 61, 115, 125,

185

[143] K. Huang; Quantum Field Theory: From Operators to Path Integrals (John Wiley

& Sons, New York, 1998). 61

[144] E. Wigner; Phy. Rev. 40, 749 (1932). 71, 231

[145] M. A. Marchiolli; Rev. Bras. Ens. F́ıs. 24 (4), 421 (2002). 71, 231

[146] M. Novaes; Rev. Bras. Ens. F́ıs. 24 (4), 437 (2002). 71, 231

[147] W. B. Case; Am. J. Phys. 76, 937 (2008). 71

[148] R. G. G. Amorim, M. C. B. Fernandes, A. R. Queiroz, A. E. Santana e J. D. M.

Viana; Rev. Bras. Ens. F́ıs. 35 (3), 3604 (2013). 71, 231

[149] D. A. Lidar K. B. Whaley; Decoherence-Free Subspaces and Subsystems em Irrever-

sible Quantum Dynamics, F. Benatti e R. Floreanin (editores), pp. 83-120, (Springer

Lecture Notes in Physics,Berlin, 2003). 74

[150] A. Yariv; Quantum eletronics (John Wiley & Sons, New York, 1988). 75, 160, 209
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[157] R. Khordad; Indian J. Phys. 86, 513 (2012). 85, 158

[158] A. R. Jafari e Y. Naimi; Journal of Computational Electronics 12 (1), 36 (2013).

85, 158

[159] A. R. Jafari, Y. Naimi e S. Davatolhagh; Optical and Quantum Electronics 45 (6)

517 (2013). 85, 158

[160] N. Aquino, G. Campoy e H. Yee-Madeira; Chem. Phys. Lett. 296, 111 (1998). 85

[161] H. A. Bethe; Phys. Rev. Lett. 56, 1305 (1986). 85

[162] D. O. Richstone e M. D. Potter; Astrophys. J. 254, 451 (1982). 85

[163] M. A. Rego-Monteiro e F. D. Nobre; Phys. Rev. A 88, 032105 (2013). 85, 127, 129,

132, 133, 229

[164] F. D. Nobre e M. A. Rego-Monteiro; Braz. J. Phys. 45 79 (2015). 85, 127

[165] M. Vubangsi, M. Tchoffo e L. C. Fai; Physica Scripta 89, 025101 (2014). 85

[166] M. Vubangsi, M. Tchoffo e L. C. Fai; Eur. Phys. J. Plus; 129, 105 (2014). 85, 204

[167] E. G. Barbagiovanni e R. N. Costa Filho; Phys. E 63, 14 (2014). 85

[168] E. G. Barbagiovanni, D. J. Lockwood, N. L. Rowell, R. N. Costa Filho, I. Berbezier,

G. Amiard, L. Favre, A. Ronda, M. Faustini e D. Grosso; J. Appl. Phys 115, 044311

(2014). 85

[169] S. H. Mazharimousavi; Phys. Rev. A 85, 034102 (2012). S. H. Mazharimousavi;

Phys. Rev. A 89, 049904(E) (2014) (erratum). 86, 133, 228

[170] V. Bargmann; Ann. Math. 59, 1 (1954). 86

[171] K. Kawamura e R. A. Brown; Phys. Rev. B 37, 3932 (1988). 86

[172] K. Young; Phys. Rev. B 39 (18), 13434 (1989). 86
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[201] A. Fernández-Ramos, Z. Smedarchina e W. Siebrand; Phys. Rev. E 90, 033306

(2014). 88, 167

[202] S. Cruz y Cruz e O. Rosas-Ortiz; J. Phys. A: Math. Theor. 42, 185205 (2009). 88,

175

[203] M. L. Lyra e C. Tsallis; Phys. Rev. Lett. 80, 53 (1998). 92

[204] E. Lutz Phys. Rev. A 67, 051402(R) (2003). 92

[205] L. F. Burlaga e A. F.-Vinas, Physica A 356, 375 (2005). 92

[206] C. M. Bender; Rep. Prog. Phys. 70, 947 (2007). 104

[207] J. da Providência, N. Bebiano e J. P. da Providência; Braz. J. Phys. 41, 78 (2011).

104
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