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Resumo

A dinamica quantica de sistemas com massa dependente da posicao tem atraido o in-
teresse de diversos pesquisadores devido a sua grande aplicabilidade em fisica da matéria
condensada, teoria de condutores e semicondutores, fisica nuclear, 6tica nao linear, fisica
de particulas e outros problemas relacionados. Recentemente, generalizacoes das equagoes
da mecanica quantica tém sido propostas a partir de fungoes deformadas que emergem da
mecanica estatistica nao extensiva. Uma destas formulagoes esta associada a uma equacao
de Schrodinger nao linear g-deformada, e uma outra esta associada a uma equacgao de
Schrodinger linear g-deformada. A ultima pode ser aplicada para descrever sistemas com
massa dependente da posicao. Esta Tese estd baseada nestas formulagoes e propoe desen-
volvimentos tedricos adicionais. Em relacao a primeira formulagao, revisitamos algumas
de suas caracteristicas e investigamos o problema de precessao para um sistema de spin
%. A maior parte deste presente trabalho é dedicado a segunda formulacao na qual é de-
rivada a partir de um operador que origina deslocamentos nao aditivos. Propomos uma
modificacao deste operador translacao que leva a definicao de um operador momento li-
near hermitiano p,, e seu operador posi¢ao canonicamente conjugado ,. A transformacao
canodnica (Z,,p,) — (Z,p) mapeia o hamiltiano de uma particula com massa constante
em um espago deformado em um outro hamiltoniano de uma particula com massa de-
pendente da posicao. A massa da particula é uma funcao da posicao controlada por
um parametro, ,. Uma vez que os operadores %, e p, sao hermitianos e canonicamente
conjugados, investigamos os andalogos cléssicos de sistemas quanticos envolvendo estas
variaveis dinamicas. As equagoes de movimento para o espago de fase classico (x,p) po-
dem ser expressas em termos de operadores derivada deformados. Investigamos alguns
problemas tipicos de mecanica quantica considerando o efeito da massa dependente da
posicao: pocos de potencial quadrado infinito e finito, potencial degrau e tunelamento
quantico. Também revisitamos o problema de uma particula com massa dependente da
posicao em um potencial quadratico. Particularmente, esta transformacao canonica leva
uma particula com massa dependendente da posicao em um potencial quadratico para
uma particula com massa constante em um potencial de Morse. Apresentamos também
a definicao de novas fungoes trigonométricas e hiperbdlicas que tornam-se importantes

ferramentas matematicas para descrever estes sistemas.
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Abstract

Quantum dynamics of systems with mass dependent on position have been attracting
the interest of many researchers due to wide application in condensed matter physics, the-
ory of conductors and semiconductors, nuclear physics, nonlinear optics, particle physics
and other problems. Recently, generalizations of the quantum mechanics equations have
been proposed from deformed functions that emerge from statistical mechanics. One of
these is associated with a g-deformed nonlinear Schrodinger equation, and another one
is associated with a ¢-deformed linear Schrodinger equation. The latter can be applied
to describe systems with mass dependent on the position. This thesis is based on these
formulations and proposes additional theoretical developments. For the first formulation,
we revisit some of its characteristics and investigated the precession problem for a spin-
% system. Most part of the present work is devoted to the second formulation which
is derived from an operator that originates non-additive displacements. We propose a
modification of this translation operator that leads to the definition of a Hermitian de-
formed linear momentum operator p,, and its canonically conjugate deformed position
operator #,. The canonical transformation (Z,,p,) — (Z,p) leads the Hamiltonian of a
particle with constant mass in a deformed space into another Hamiltonian of a position-
dependent mass particle in an usual space. The particle mass is a function of the position
controlled by a parameter, v,. Furthermore, since the operators z, and p, are Hermitian
and canonically conjugated, we investigate the classical analogue of quantum systems in-
volving these dynamical variables. The equation of motion for the classical phase space
(z,p) may be expressed in terms of deformed derivative operators. We investigate some
typical problems of quantum mechanics considering a position-dependent mass: infinite
and finite square potential wells, potential step and quantum tunneling. We also revisit
the problem of a position-dependent mass in a quadratic potential in both classical and
quantum formalisms. Particularly, this canonical transformation maps the problem of a
particle with position-dependent mass under a quadratic potential into a problem of a
particle with constant mass under a Morse potential. We also introduce new trigonome-
tric and hyperbolic functions that become important mathematical tools to describe these

systems.
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Capitulo 1

Introducao

As trés primeiras décadas do século XX foram marcadas na histéria das ciéncias na-
turais pela revolucionaria mudanca no entendimento de fendmenos que ocorrem na escala
atomica, nao apenas pelas limitacoes da fisica cldssica, mas também pelo desenvolvimento
de uma teoria com um largo alcance de aplicabilidade [1]. A partir do postulado de Max
Planck em 1900, varios cientistas, tais como Albert Einstein, Niels Bohr e Arthur Comp-
ton, desenvolveram trabalhos que propuseram modificacoes no entendimento da matéria
em escalas microscépicas, em particular, em fenomenos que envolvem a interacao entre
luz e matéria por meio de pacotes de energia denominados fotons. Entre 1923 e 1928, cien-
tistas como Erwin Schrodinger, Louis de Broglie, Werner Heisenberg, Max Born, Pascual
Jordan, Wolfrang Pauli, Paul Dirac e outros contribuiram para a formulacao da mecanica
quantica.

Especificamente, a equac¢ao de Schrodinger [2] em um espago d-dimensional, dada por

0b(Z,t) h

2
. _ =2 F (2 = s
ih—pr= = =5 -V*2(&,0) + V(T )2(, 1), (1)

descreve a propagagao das ondas de matéria em termos da fungao de onda ®(Z,t), onde
esta representa o estado de particulas nao relativisticas de massa mg na teoria quantica.

Uma formulacao alternativa foi proposta pelos fisicos M. Born, P. Jordan e W. Hei-
senberg [3], e pode ser utilizada para descrever fenomenos atoémicos [4]. Nesta formulagao,
grandezas dinamicas como momento linear, posicao e energia sao representadas através de
operadores (ou matrizes), onde os autovalores representam possiveis valores das medidas.
Apesar de serem aparentemente diferentes, o préprio Schrodinger provou que estas duas

formulacoes sao equivalentes. De forma simplificada, considerando um operador hamilto-

niano )
H=—p"+V(it 1.2
oo TV, (1.2)
com o operador momento p = —ihV na representacio posicao {|2)} = {|#1,...,24)}, a

equagao de Schrodinger (1.1) é equivalente a equagao para o vetor ket de estado no espago
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de Hilbert |a(t)) dada por

0 -
ih=la(t)) = Hla(t), (1.3)

onde a func¢do de onda é a representagao de |«(t)) na base {|Z)}, i.e., (Z|a(t)) = (7, 1).

Uma caracteristica importante da Eq. (1.1) é que esta corresponde a uma equagao di-
ferencial linear, e da qual torna-se valido o principio de superposi¢ao para suas solugoes.
Além disso, para potenciais independentes do tempo, esta equacao de onda permite que as
solucdes tenham as partes espacial e temporal desacopladas na forma ®(,t) = ¢(Z)e /"
(estados estaciondrios), onde ¢(¥) satisfaz a chamada equagao de Schrodinger indepen-
dente do tempo

-

= 5 Vi@ + V(D)e(T) = Pe(@), (1.4)

ou na formulacio matricial: Hp(Z) = Eg(Z), de modo que E e p(Z) sdo autovalores e
autofuncoes do operador hamiltoniano.

Deve-se a Born uma das interpretagoes da funcao de onda: p(7,t) = |®(Z,t)|? repre-
senta a densidade de probabilidade de encontrar a particula entre 7 e ¥ + d¥ no instante
de tempo t. Notemos que para estados estacionarios, a densidade de probabilidade é in-
dependentente do tempo e dada em termos das autofungées ¢(Z). O valor esperado de
uma grandeza Q para um estado representado por uma funcao de onda normalizada, i.e.,

na qual
/(I)*(I:, D(F, )d'T = 1, (1.5)

¢ dado por
() = (a|Qa) :/@*(f,t)@@(f,t)ddf. (1.6)

As aplicabilidades da mecanica quantica sao inumeraveis, uma vez que vai desde siste-
mas atomicos simples, como o dtomo de hidrogénio resolvido pelo préprio Schrodinger em
1926, a sistemas atomicos mais complexos como moléculas e cristais com uso de métodos
aproximativos ou de computadores de alta velocidade [5].

Um dos exemplos mais simples da aplicagdo da Eq. (1.1) é o de um elétron de massa
mg em um potencial constante V(Z,t) = Vj.! Classicamente, este problema corresponde
ao de uma particula livre, uma vez que esta sujeita a uma forca nula F = —VV = 0. Neste
caso, considerando o problema unidimensional, a equacao de Schrodinger independente

do tempo (1.4) torna-se
P o)

2mg  dxz?

= Fo(x), (1.7)

e tem como solucao autofuncoes do tipo p(x) = Ae*™** com

h%k?

N 2m0'

E

! Neste exemplo, estamos desconsiderando o spin do elétron nao relativistico.
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Portanto as fungoes de onda sao fungoes exponenciais

O(x,t) = Ae'@Eho), (1.9)
chamadas de ondas planas, cuja velocidade de fase é vy = w/k. A partir das hipéteses de
de Broglie, E = hw e p = hk, a energia dada pela Eq. (1.8) satisfaz a relagdo de dispersao
w(k) = hk*/2mg. No entanto, as ondas planas apresentam duas inconsisténcias com a
descricao da particula livre. A primeira esta relacionada ao fato das ondas planas serem
funcoes nao normalizaveis. A segunda é que a velocidade de fase vy = p/2mg nao coincide
com a velocidade cldssica da particula que a fungao de onda representa.

Por outro lado, devido a linearidade da Eq. (1.1), pode-se construir um pacote de

ondas planas dado por
O(z,t) = / d(k)e'Fe=wD k. (1.10)

e que se propaga com uma velocidade de grupo

ow 10F
Vg = — = ——. 1.11
9 9k  hok ( )
Considerando que a funcao de distribuicao ¢(k) apresenta um méximo em k = kg, tem-se
que a velocidade de grupo coincide com a velocidade da particula para este valor do vetor

de onda. De fato, da relacao de disperao (1.8), obtemos [6]

_ hko _ po
= o _ Po.

mo mo

v (1.12)

O modelo do elétron livre é 1til, por exemplo, para compreender diversas propriedades
fisicas de metais e semicondutores. Neste modelo, os elétrons mais fracamente ligados
(elétrons de valéncia) aos nicleos dos atomos constituintes do material se desprendem do
mesmo, e tornam-se os chamados elétrons de conducao que podem se mover livremente.
Também considera-se que as posicoes dos niicleos atomicos sao fixas, constituindo o que
denomina-se de rede cristalina. A Figura 1.1 ilustra em (a) a energia potencial periédica
ao longo do eixo x associada a interacao do elétron com os ions de uma rede cristalina
representada por (b).

O potencial periddico de interagao entre o elétron e os ions da origem aos possiveis
valores do vetor de onda para o qual o elétron de conducao pode se comportar como
um elétron quase livre. Especificamente, considerando a periodicidade da rede em uma

dimensao, as ondas que satisfazem a condi¢ao de Bragg

2
2asen9:n)\:%n, n=0+1,42 .. (1.13)

sao refletidas pela rede, dando origem a ondas estaciondrias. Nos pontos onde k = nw/a,
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a curva de dispersao é descontinua. Conforme ilustrado qualitativamente na Figura 1.2,
entre dois valores consecutivos de k = nm/a ocorrem a formacao de faixas de energias
possiveis da qual o elétron comporte-se como uma particula livre, e que sao chamadas de
bandas de conducao. As descontinuidades de energia F, sao os gaps de energia das bandas
de conducao e caracterizam se um material comporta-se como condutor, semicondutor ou

isolante [5].

V(x)

(a) (b)

Figura 1.1: Em (a) é representado a energia potencial de um elétron ao longo do eixo x para a
rede cristalina ilustrada em (b).

%E(k) A E(k)

gap de
energia E,

o ; : : >
n/a 2m/a 3nla 4n/a k

(a) (b)

bandas de condugéo

Figura 1.2: (a) Representacao da relacao de dispersao de um elétron livre. (b) Representacao
da relacao de dispersdao de um elétron quase livre para uma rede cristalina. As curvas sélidas
separadas pelas linhas tracejadas sao as bandas de conducgao.
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Para analisar as propriedades elétricas dos metais e dos semicondutores é preciso
também compreender como um elétron comporta-se no material sob a influéncia de um
campo elétrico externo, quando o mesmo sera submetido a uma forca externa F. Durante

um intervalo de tempo dt, a variagao de energia 0 F sobre o elétron é

0E = Féx = Fuydt. (1.14)
Notando que
oF OF dk dk

e comparando com (1.14), obtemos

dk
F=h"— 1.1
dt (1.16)

Esta equacao é nada mais que a segunda lei de Newton, uma vez que hk é o momento linear
do elétron. A Eq. (1.16) torna-se surpreendente, pois poderia se esperar que o potencial da
rede cristalina tivesse algum efeito sobre o movimento do elétron. Vemos que a interagao
da rede nao modifica a forma da equacao acima, no entanto, ela altera a dependéncia da
energia com o momento, que corresponde a mudar a massa do elétron. Para mostrar isso,
calculando a aceleracao do elétron a partir da velocidade de grupo dada pela Eq. (1.11),
obtemos:

_ dyy

1
dt  hd

) = v (1.17)

d (OE\ 10°Edk
ROk dt’

t
Pelo valor de dk/dt obtido na expressao (1.16), e substituido na expressao acima, temos:

1 90°FE

Portanto, podemos observar que a acao da forga externa sobre o elétron no cristal atua
de forma como se esta particula possuisse uma massa efetiva m*, tal que
1 1 0°FE

No caso particular de um elétron livre, a partir da relacao entre energia E e vetor de onda
k dada pela Eq. (1.8), obtém-se m* = my, ou seja, a massa efetiva é a propria massa
do elétron. Para outras relagoes de dispersao, o fato da massa efetiva m* ser diferente
de my esta associado a curvatura da funcdo E(k), que por sua vez depende do potencial
periédico que o elétron é submetido. Neste caso, a presenca de um campo elétrico externo
faz com que o elétron seja acelerado como se sua massa fosse igual a massa efetiva dada
por (1.19). Se a energia em uma banda depender de valores de k& de modo que nao ha

grandes variagoes da funcao OE /0k, pode-se dizer que a massa efetiva é grande, ou ainda,
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m*/mgy > 1, uma vez que 0?E/Ok* < 1.

O principal objetivo desta Tese é apresentar recentes resultados de possiveis de-
formagoes das equagoes da mecanica quantica que podem ser aplicadas como uma al-
ternativa para descrever sistemas com massa efetiva, ou ainda, uma massa que dependa
da posicao.

Em particular, recentes formulagoes da equacao de Schrodinger associadas a uma
algebra nao aditiva (g-dlgebra) [7, 8] que esté relacionada a mecanica estatistica nao
extensiva [9], tém sido propostas na literatura. Uma delas trata-se de uma equagao de
Schrédinger nao linear proposta inicialmente em [10]. Outra trata-se de uma equagao li-
near proposta em [11] relacionada a um espago nao aditivo, e que pode ser utilizada para
descrever sistemas com massa dependente da posicao.

Portanto esta Tese estd organizada como segue: o Capitulo 2 discute algumas pro-
priedades da g-algebra e fungoes deformadas que tornam-se importantes para a descri¢cao
destas formulagoes da mecanica quantica g-deformadas linear e nao linear. Com o objetivo
basicamente de uma revisao de literatura, a formulacao nao linear ¢g-deformada da equacao
de Schrédinger proposta em [10], bem como outros trabalhos relacionados, sao apresenta-
dos no Capitulo 3. Em seguida, no Captitulo 4, discutimos a formulacao linear ¢-deformada
da equagao de Schrodinger proposta em [11] e demais trabalhos relacionados. Algumas
aplicagoes desta formulagao sao apresentadas nos capitulos seguintes. No Capitulo 5 revisi-
tamos sistemas com massa dependente da posi¢cao em problemas como pogos de potencial
quadrado infinito e finito, barreiras de potencial e tunelamento quantico. No Capitulo
6 apresentamos um oscilador ¢-deformado associado a uma particula com massa depen-
dente da posicao. Por fim, no Capitulo 7, apresentamos nossas conclusoes e perspectivas

dos resultados discutidos nesse trabalho.
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Algebra nao aditiva e

funcoes elementares ¢-deformadas

O objetivo central desta Tese é a andlise de recentes formulacoes de equacoes da
mecanica quantica deformadas através de uma algebra nao aditiva e fungoes deformadas
que emergem da mecanica estatistica nao extensiva, cujas aplicagoes estao estreitamente
ligadas a sistemas complexos [12]. Desta forma, o presente Capitulo tem como objetivo
realizar uma fundamentacao tedrica desta algebra, assim como apresentar recentes desen-
volvimentos que realizamos.

O Capitulo esta organizado da seguinte forma: iniciaremos com uma revisao sucinta
dos conceitos bésicos da mecanica estatistica nao extensiva e suas fungoes deformadas. A
titulo de conhecimento, apresentamos brevemente alguns conceitos de uma algebra defor-
mada diferente daquela que estamos interessados, mas que estd associada a um formulacao
da mecanica quantica deformada em espagos ndo comutativos [13, 14, 15, 16, 17, 18]. O
uso de métodos algébricos nesta formulacao, como por exemplo operadores criagao e ani-
quilagao, estd associada a algebra generalizada de Heisenberg [19, 20]. Em seguida, apre-
sentamos a algebra nao aditiva, aqui denominada g-algebra. Operadores de um calculo de-
formado relacionado a ¢-dlgebra sao apresentados. Desenvolvemos aplicagoes deste calculo
a funcoes elementares deformadas, e que por sua vez estao associadas a equacgoes da

mecanica quantica deformadas estudadas a seguir ao longo desta Tese.

2.1 Mecanica estatistica nao extensiva e

funcoes g-deformadas

A termodinamica é uma teoria fenomenoldgica que busca sistematizar as leis empiricas
sobre o comportamento térmico de sistemas fisicos macroscépicos [21]. As propriedades
macroscopicas destes sistemas poderiam ser descritas através das leis da mecanica (classica

ou quantica). Entretanto, como o nimero de particulas é muito grande, da ordem do
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nimero de Avogrado (N4 ~ 6 x 10%), torna-se impossivel a aplicabilidade destas leis a
sistemas nesta escala, e faz-se necessario o uso de ferramentas estatisticas. A mecanica
estatistica é uma teoria que tem como objetivo explicar as leis da termodinamica através
da modelagem do comportamento das intimeras particulas constituintes dos sistemas ma-
croscopicos, e esta baseada em leis da mecanica e principios de teoria das probabilidades
[22].

A mecanica estatistica de Boltzmann-Gibbs (BG) fornece uma ferramenta poderosa
para entender como particulas microscépicas com interagoes de curto alcance afetam as
propriedades termodinamicas de um sistema em escalas muito grandes de espaco-tempo.
Por exemplo: sistemas gasosos de moléculas apolares que interagem através das forgas
de van der Waals, difus@o normal, sistemas dinamicos com memorias de curta duragao
(sistemas ergddicos) etc. Esta teoria é baseada na entropia de Boltzmann-Gibbs definida

em sua forma discreta por

w
S = —kZpilnpi, (2.1)
i=1

onde k é uma constante positiva, p; é a probabilidade de ocorréncia de um dos W micro-
.. . . .o~ . - w

estados possiveis do sistema, e que satisfaz a condicao de normalizagdo > ", p; = 1. A

partir de uma simples manipulacao matemaética, podemos escrever a expressao acima em

termos do seguinte valor médio sobre todos os microestados:

{u(2))

Em particular, no caso de todos os microestados serem igualmente provavéis (ensemble

microcanonico), temos p; = 1/W e portanto
S =kInW. (2.3)

Considerando que o sistema é constituido por N subsistemas (ou particulas) idénticos(as)
independentes, cada um deles com p estados possiveis, o nimero total de microestados

representativos possiveis para o sistema macroscopico é
N

Para este caso, observamos que a quantidade de microestados possiveis cresce exponenci-
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almente com N. A entropia de BG torna-se
S =klnyg" = Nklny, (2.5)

mostrando que S é proporcional ao nimero N de subsistemas. Esta propriedade é chamada
de extensividade.

Consideremos dois subsistemas independentes A e B, com W, e Wp a quantidade
de microestados possiveis de cada um respectivamente, e que constituem um sistema
composto AB. O numero total de estados possiveis do sistema composto é dado pelo
produto do ntmero de microestados de cada parte, i.e., Wag = W,Wpg. Portanto, a

entropia do sistema composto satisfaz
S(A+ B)=kInWyp =kIn(WaWg) = kln W4 + kInWg = S(A) + S(B), (2.6)

ou seja, a entropia do sistema composto é a soma das entropias dos subsistemas consti-
tuintes. Esta propriedade é chamada de aditividade. Devido as propriedades da funcao
logaritimica, aditividade e extensividade sao propriedades coincidentes.

A mecanica estatistica de BG pode ser aplicada a intmeros sistemas fisicos, mas
apresenta limitagoes como o préprio Gibbs afirmava na pagina 35 do livro Elementary
Principles in Statistical Mechanics — Developed with FEspecial Reference to the Rational

Foundation of Thermodynamics [23]:

“In treating of the canonical distribution, we shall always suppose the
multiple integral in equation (92) [partition function| to have a finite value, as
otherwise the coefficient of probability vanishes, and the law of distribution
becomes illusory. This will exclude certain cases, but not such apparently, as
will affect the value of our results with respect to their bearing on thermody-
namics. It will exclude, for instance, cases in which the system or parts of it
can be distributed in unlimited space (or in a space which has limits, but is
still infinite in volume), while the energy remains beneath a finite limit. It also
excludes many cases in which the energy can decrease without limit, as when
the system contains material points which attract one another inversely as the
squares of their distances. [...] For the purposes of a general discussion, it is

sufficient to call attention to the assumption implicitly involved in the formula
(92).”

Durante as tultimas décadas, tem-se observado as limitacoes deste formalismo para a
descricao de sistemas complexos naturais, artificiais ou sociais, observados e desenvolvi-
dos nas diversas dreas da ciéncia: fisica (astronomia, fisica de particulas, turbuléncia),
biologia (DNA, conformagoes de enzimas), matemética (geometria fractal), computagao

(percolagao, automatos celulares), economia (indices da bolsa de valores), entre outros.

9
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Em particular na fisica, a entropia (2.1) nao consegue descrever sistemas hamiltonianos de
muitos corpos com interacao de longo-alcance (e.g. fons nao blindados interagindo através
de forga coloumbiana), difusdo anémala, espalhamentos do momento transversal em co-
lisoes particulas de altas energias, sistemas dinamicos com memoria de longa duracao
(sistemas nao ergédicos) etc. Tipicamente, estes sistemas sao caracterizados por nimeros

de estados Wy dados por leis de poténcia do tipo
WN X NV, (27)

onde v é uma constante positiva e N é o nimero de subsistemas constituintes. Este
fato esta associado aos subsistemas nao serem estatisticamente independentes, ou seja,
apresentam correlagoes [9, 24].

A importancia destes fenomenos levaram a novos métodos de tratamento de sistemas
complexos como por exemplo a mecanica estatistica nao extensiva. Ela surgiu a partir
da publicagao do artigo intitulado Possible Generalization of Boltzmann-Gibbs Statistics,
pelo fisico Constantino Tsallis em 1988 [25]. Naquele trabalho, foi proposta a seguinte

funcao para uma entropia generalizada

k w
5= (1-300). 28
i=1

onde ¢ é um parametro, chamado de indice entrépico, que controla a generalizacao da
entropia S,;. Considerando a condi¢ao de normalizacao, a entropia generalizada pode ser

escrita de uma forma andloga a Eq. (2.2). De fato,

k w w
Sq = q_—1<;pi_i211ﬁ>
w ?_1

1 - i
= kzpzq——l

=1

onde ¢é definida a funcdo g-logaritmo [26]

vl (> 0). (2.10)

Ingz = -

10
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Para o ensemble microcanonico, a entropia de Tsallis é dada por

Wi-e — 1

S, =k
q 1_q

= kln, W, (2.11)

e satisfaz a seguinte propriedade para dois subsistemas independentes A e B com nimero

de microestados dados por W = W, Wpg:

So(A+B) _ 5(4) | S(B) (1—q) Sq(A) 54(B)
k k-

- p p (2.12)

A entropia S, do sistema composto nao ¢ a soma das entropia dos dois subsistemas, como
a entropia de BG, ou ainda, S, é nao aditiva. Chamamos a atencao que aditividade e
extensividade sao propriedades diferentes, mas que sao coincidentes para sistemas fraca-
mente correlacionados. Como curiosidade, apesar da propriedade nao aditiva da entropia,
a denominagao mecanica estatistica nao extensiva ¢ a mais utilizada, porque para sistemas
com interacao de longo alcance, a energia, ao invés da entropia, é nao extensiva.

Por outro lado, apesar desta propriedade nao extensiva (e nao aditiva) da entropia
Sy, esta consegue abrir um leque de aplicabilidades dos conceitos de mecanica estatistica
a sistemas complexos, ademais, preserva propriedades relevantes da termodinamica como
expansibilidade, modularidade, concavidade, estabilidade de Lesche, e estrutura das trans-
formagoes de Legendre, formas do teorema de Ehrenfest, teorema H, equagao de von
Neumann [9].

A mecanica estatistica nao extensiva tem sido tratada basicamente ao longo de trés
linhas (que se complementam): desenvolvimento de formalismo matematico, observagao
de consisténcias com experimentos, e do seu proprio desenvolvimento tedrico.

A base matematica da mecanica estatistica nao extensiva é desenvolvida em torno das
defini¢bes de fungbes generalizadas, como o g-logaritmo (2.10), e sua inversa, a fungao
g-exponencial dada por:

exp, = [1+ (1 - q)a]/" 77, (2.13)

com [A], = max{A,0} [26]. No limite ¢ — 1, as fungbes generalizadas (2.10) e (2.13)
recuperam as funcoes usuais, ou seja, In; (z) = In(z) e exp;(x) = exp(z).

Para ¢ > 1, exp,(z) ¢é definida no intervalo (—oo, (¢—1)7"), e para ¢ < 1, estd definida
Vz e anula-se para 2 < —(1 — ¢)~". No limite z — 0, temos exp,(z) ~ 1 + = (Vq). Para
q > 1, temos que exp, () possui assintotas verticais em = = (¢—1)~". A Figura 2.1 mostra
em (a) o comportamento da fungao exp,(r) para ¢ = —2, —1, 0, 1 e 2. Uma vez que a
funcao g-logaritmo ¢ a inversa da fungao g-exponencial, nao seria necessario ilustra-la, no
entanto, por clareza a mostramos em (b).

Algumas outras propostas de generalizacao da entropia foram formuladas dentro do

contexto da teoria da informagao. Citemos como exemplo a entropia de Rényi [27], e que

11



Capitulo 2: Algebra nao aditiva e funcoes elementares ¢g-deformadas

4

Figura 2.1: Fungdes (a) exp,(z) e (b) Iny(z) para ¢ = =2, =1, 0, 1 e 2.

tem grande conexao em multifractais [28, 29]:

1 w
Sr = 1 7. 2.14
et (3] 210
No caso de ensemble microcanonico (p; = 1/W), a entropia generalizada acima coincide

com a entropia de Boltzmann-Gibbs (2.1). Considerando a transformacao funcional [25,

30]
In[l + (1 —q)(S/k)]

l—gq

tem-se que as entropias de Rényi e Tsallis estao relacionadas por meio da equacao

L(S/k) =

= In[exp,(S/K)], (2.15)

Sp/k = L(S,/k) «— Sy/k = K(Sn/k), (2.16)

onde K ¢ a funcional inversa de L, i.e.,

c-0)S/k _ 1

K(S/k) = L7N(S/k) = = In,[exp(S/k)]. (2.17)

l—gq
A transformacao (2.15) tem aperecido em outros contextos. Por exemplo, em [31] foi uti-
lizada na defini¢do de uma possivel generalizacao de nimeros complexos ¢, = Inexp, z, e
na qual permite expressar uma deformagao da férmula de Euler dada por exp, z = exp; (.

Nesta Tese, a transformagao (2.15) serd importante no estudo de sistemas com uma massa

efetiva [32, 33].

12
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2.2 QOutra generalizacao de funcoes elementares

Evidentemente existe uma infinidade de formas de generalizar uma funcao, e portanto
a g-exponencial dada pela Eq. (2.13) nao é tinica forma de generalizar a exponencial usual.
Uma generalizagao da fungao exponencial esta associada ao célculo g-deformado, um ramo
da matemaética que remota dos tempos de Gauss e Euler [34, 35|, e com importantes
contribuicoes de Jackson no século passado [36, 37].

Contudo, recentes desenvolvimentos e aplicacoes do célculo g-deformado podem ser
encontradas na literatura devido a sua relagdo com grupos quanticos [38] e aplicagoes na
generalizacao de fungoes especiais aplicadas a fenomenos nao lineares [39]. Este célculo tem
sido aplicado na formulacao de uma teoria quantica g-deformada e que esta associada a
espagos nao comutativos [13, 14, 15, 16, 17, 18]. Em particular, o problema de uma algebra
g-deformada para o oscilador harmoénico [19, 20, 40, 41, 42] esta associado a g-analogos de
muitas fungoes especiais, como a fungao g-exponencial, func¢oes g-gama, g-trigonométricas,
polinémios de g-Hermite e g-Laguerre [16, 19, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49]. Aplicagoes
do g-oscilador em fisica da matérica condensada podem ser, por exemplo, encontradas em
capacidade térmica de sélidos [50] e diagmagnetismo [51].

O calculo g-deformado é desenvolvido baseado nos operadores derivada e integral de

Jackson [36, 37]. A saber, a derivada de Jackson pode ser definida por

flqx) — f(x)
(¢— Dz ~

Do f (@) (2.18)

e estd associada a efeitos de dilatacao.

Consistente com o calculo g-deformado ¢é introduzida a integragao

/ 0 f(x)dgx = Zf(xn)Aqu (2.19)
0 n=0

onde Ayx, = 2, — Tpy1 € T, = Toq" para 0 < ¢ < 1, enquanto Az, = Tp_1 — Tp, €
T, = xoq "' para ¢ > 1 [16]. Claramente notamos que a equagao ¢ similar a integracio

de Riemann, mas apresenta um passo variavel A,z,. E possivel verificar que

20 [ 10 = (@) (2.20)

Duas fungoes g-exponenciais (diferentes da funcao exp,(z) dada pela Eq. (2.13)) no

calculo g-deformado comumente utilizadas sao definidas por

€lg) = Z -

' Y
n=0 [n]q

n

(2.21)

13
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n

By = [;]q!, (2.22)

n=1

onde ¢ é positivo, z é complexo, e

[n],! = .qu’ (2.23a)
i, = Z(Q)i‘lzi__ll, (2.23b)
At =] 71, (2.23¢)
_ J 1 z'—1_q,j_1

i, = 2 (q) = o1 (2.23d)

Das equacoes acima, imediatamente obtém-se E(Zq) = €{-1)- As funcgoes g-exponenciais

acima podem ser representadas pelos produtérios:

[e.9]

elp = 10— (1= a)d*s ™, (2.24)
k=0
Efy =01+ (1 - 9)¢"=]. (2.25)
k=0

A partir disto, é facil observar que efq)E(_q ')Z = 1. A existéncia de duas representacoes das

fungoes exponenciais g-deformadas (série e produto infinitos) estd relacionada ao fato que

a fungao exponencial usual (¢ = 1) é dada por:
Ny 2Y
F= =l () (220

A acao da derivada de Jackson sobre as fungoes exponenciais ¢g-deformadas é

@(q)eﬁq) = 6?!])’ (227)
€
DBl = B, (2.28)

Além disso, para a fun¢do mondmio f(z) = ax™, onde n > 0, temos que

Dg(az™) = aln]z" . (2.29)

14
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Também é possivel definir fungdes trigonométricas deformadas [36]

1 T —ix
cos(q)(x) = §(e(q) +eRy)s (2.30)
1 i —ix
seng)(r) = Z(e(q) — ey ), (2.31)
1 X —ix
Cos(g)(z) = 5( @ +E(q) ), (2.32)
e
1 T —ix
Sen(!])(x) = Z(E(q) - E(q) ) (2.33)

A partir das propriedades das funcgoes exponenciais deformadas, pode-se obter que as

funcoes trigonométricas acima satisfazem as seguintes relacoes:

cos(q)(2)Cos(q) (%) + sen(q) (z)Sen(q) (z) = 1, (2.34a)
sen(q) (2)Cos(q)(z) = cos(q)(x)Sen(q) (), (2.34b)
Dgsen(q)(x) = cos(g) (), (2.34c)
D(q)c08() (x) = —sen(g) (), (2.34d)
D(q)Sen(q)(x) = Cos(g)(q), (2.34e)
D(q)Cos(q)(r) = —Sen(y)(qz). (2.34f)

Notemos que as correspondentes tangentes sdo coincidentes: Tany (x) = tangy ().

Mecanica quantica ¢-deformada

Generalizacoes de versoes lineares e nao lineares da equacao de Schrodinger tem atraido
o interesse de fisicos devido a sua importante relevancia em descrever efeitos em teoria
quantica de muitos corpos [52, 53, 54]. Neste sentido a algebra generalizada de Heisenberg
e a equacao de Schrodinger ¢g-deformadas tém sido propostas baseadas nas propriedades
do calculo ¢g-deformado, e que levam a uma estrutura diferencial nao comutativa na re-
presentacao espaco.

E f4cil mostrar que a partir dos operadores espago & e momento linear p) — —ih%y)

é satisfeita a seguinte relacao g-comutativa:
% P))s = TP) — @P(g)T = ih1. (2.35)
Neste formalismo, a equacao de Schrodinger dependente do tempo ¢-generalizada é pos-
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tulada como 00 (2.1)
. ZE, -
ih— 5 — D (2, 1), (2.36)
onde

h2
Hg = _%Q(Qq) + V(q)(x) (2.37)

é o operador hamiltoniano ¢-deformado. Notemos que o operador hamiltoniano (2.37) é

nao hermitiano.

A equagdo (2.36) admite uma solugio na forma W, (z,t) = ¢y (z)e Y onde () (z)
satisfaz a equacao de ¢g-Schrédinger independente do tempo
Hgp()(7) = g (2) E. (2.38)

Para este formalismo, as fun¢oes de onda obedecem a condi¢ao de g-normalizacao

/|(I>(q)(x,t)|2d(q):1: =1. (239)

Para uma particula livre (V{4 = 0), por exemplo, a funcao de onda ¢, () satisfaz a

equacao diferencial ¢g-deformada

Dl (@) + kg (7) =0, (2.40)

onde k = /2mFE/h?. A solucao da equagao anterior pode ser escrita como

p(q)(7) = Aefg. (2.41)

Em nosso trabalho, estaremos interessados em discutir aplicagoes de um diferente
célculo deformado (chamado aqui de g-célculo) associado as propriedades das fungoes g-
exponencial (2.13) e g-logaritmo (2.10), e suas propriedades. Este cdlculo serd ttil nas
formulacoes de equagoes generalizadas da mecanica quantica. Desta forma, nas proximas
Segoes, apresentamos algumas propriedades de uma élgebra deformada (g-algebra) associ-
ada as funcoes equ(a:) e In,(z). Definiremos alguns possiveis operadores para a formulacao
de um ¢-célculo, e finalizaremos com aplicacoes destes operadores a funcoes elementares

deformadas e com propriedades de estruturas similares a estas que apresentamos acima.
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2.3 Propriedades da g-algebra

Nas ultimas trés décadas, diversos trabalhos tém sido realizados no desenvolvimento
matematico da mecanica estatistica nao extensiva: formulacao de uma g¢-algébra genera-
lizada [7, 8, 55, 56, 57, 58, 59|, cdlculo ¢g-deformado [60, 61], fungoes trigonométricas e hi-
perbdlicas g-deformadas [31, 62, 63, 64|, g-transformada de Laplace [65, 66], g-transformada
de Fourier [67, 68], teorema do limite central [69, 70], representagoes deformadas da funcao
delta de Dirac [71, 72, 73], férmula de Stirling ¢-deformada [74], g-binémio de Newton
[75, 76], lei dos erros [77, 78, 79|, distribuicdo de Lévy [80], além de outras possiveis
formulagoes para as fungoes exponencial e logaritmo deformadas [81, 82, 83, 84, 85].

Mais especificamente, pode-se definir as seguintes operacoes deformadas [7, §]

(i) g-soma @

r®y=x+y+(1—quy, (2.42a)
(ii) g-diferenca ©:
2O,y = ﬁ <y7é —1—iq> (2.421)
(iii) g-produto ®,:
e @y =[xy =1V (2 >0,y >0), (2.42¢)
(iv) g-razao @
TQuy =[x -yt 1]1/(17@, (x >0,y >0). (2.42d)

Para os operadores deformados (2.42) pode-se verificar que a identidade aditiva é 0 e

a identidade multiplicativa é 1, i.e.,
T®y 0=, e rT®l=uz, (2.43)

assim como
r6,0=uz, e TQel =12 (2.44)

Por outro lado, 0 nao é elemento absorvente do produto e da razao, i.e.,
0®,z #0, e 00,z #0. (2.45)

Pode-se ainda verificar que @, 0 nao diverge e que * @4 x = 1.
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E fécil verificar que @, e ®, satisfazem leis de comutatividade e associativade:

TRy = YDy, (

TR,y = Y®,7, (
(z DY) By 2z = D, (yd,2), (2.48
(Z®qy) ®gz = TQq (Y ®q2) (

No entanto, estes operadores nao obedecem a lei de distributividade em relagao ao produto
deformado
2 ®q (T Dqy) # (2 ®g x) By (2 ®qY), (2.50)

ou em relagao ao produto usual
z2(x By y) # (22) By (2y). (2.51)
Similarmente, também pode-se observar que
2Qq (x+y) # (2@42) + (2 ®,9). (2.52)

As operagoes deformadas (2.42) levam as seguintes propriedades para a g-exponencial

e o g-logaritmo:

exp, (x) exp, (y) = equ(a: DY), In, (zy) = In,(z)®,1n,(y),
exp, (v)/exp, (y) = exp,(rS,y), In, (z/y) = In,(z)o,1n,(y), (2.53)
exp, (1) ®q exp, (y) = expy(z +y), Ing (r ®gy) = Ing(z)+Ing(y),
exp, () @4 exp, (y) = equ(q: - ), In,(z@,y) = In,(z)—1In,(y)

Obviamente, ao se aplicar a algebra generalizada de operadores definidos pelas expressoes
de (2.42), é possivel expressar a nao aditividade da mecanica estatistica e termodinamica
nao extensivas em uma forma similar a entropia de BG. Por exemplo, para dois subsis-
temas A e B estatisticamente independentes, podemos escrever que a propriedade (2.12)
da entropia generalizada S, pode ser reescrita como

Sq(A+B) _ S4(4) . S4(B)

= . 2.54

Na expressao acima, notemos que as entropias estao escalonadas pela constante k£, uma
vez que a g-soma deve ser aplicada a grandezas adimensionais. Para ¢ — 1, a aditividade

usual é recuperada.
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Nivanen et al. [7] propuseram outros operadores deformados adi¢gao @7 e produto ®9,

diferentes daqueles propostos em [8], mas que satisfazem as relagoes

exp|Ing (z®y)] = exp[lny(z)] + exp[Ing(y)] (2.55)

Infexp, (z®%y)] = In[exp, ()] In[exp, (y)]- (2.56)

A partir disso, verifica-se que estes operadores obedecem a uma lei de distributividade
conforme sdo apresentados a seguir'. Em [86], da Silva afirma que In,(e) é elemento
inverso do produto ®9%, e a partir disso define uma razao ©®? que estara associada as
leis de distributividade. Ademais foi mostrado também que nao existe elemento inverso
para a soma @?. Porém, para fechar o quadro de operadores deformados, definimos uma
nova subtracao deformada &9 que satisfaz as leis de distributividade. Estas operagoes,

denominadas aqui de operagoes deformadas adjuntas, sao dadas por:

(i) g-soma adjunta G

21—aq yl—q 1/(17(1)
r®ly = {(1 —q)In (elq +elq)}

+
e e\ V00
= [1 +(1—¢)ln (e = +e 1-a )] : (2.57a)
Jr
(ii) g-diferenca adjunta &7
dea e\ ]Y0-)
xroly = {(1 —q)In (elq — e“z)}
+
e e \1Y0-9)
= {1 +(1-¢)ln <e ¢ —e 1=q )] , (2.57Db)
+

(iii) g-produto adjunto ®¢:

eln[1+(1—g)z]+ n[1+(1-q)yl+/(1-q) _ 1

1—gq

TRty = (2.57¢)

(iv) g-razao adjunta @

(-0 (1 +(1-g)al /(1 4+(1-q)l+ _
rly= . : (2.57d)
-9

10s autores usaram uma notacao diferente onde a = 1 — g, e que torna as expressdes mais compactas.
Neste Capitulo, escolhemos utilizar o mesmo indice comumemente utilizado em mecénica estatistica nao
extensiva.
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Os operadores deformados adjuntos tém propriedades diferentes daqueles operado-
res deformados apresentados primeiramente. Por exemplo, pode-se verificar que 0 nao é

identidade aditiva, assim como 1 nao ¢ identidade multiplicativa, i.e.,
r @10 # x, e x!1#z. (2.58)

Similarmente, temos
10 # x, e 11 # . (2.59)

Por outro lado, 0 é elemento absorvente do produto e da razao, i.e.,
0%z =0, e 0%z =0. (2.60)

Ainda verifica-se que z @7 0 diverge e que x @? x = In,(e).
Pode-se verificar que @7 e ®? também satisfazem as leis de comutatividade e associa-

tivade:

@'y = yolzx, (2.61)
@ty = yoiz, (2.62)
(ziy)dlz = ! (yalz), (2.63)
(rR1y) @1z = 2 (yx!:2). (2.64)

Mas estes operadores também nao obedecem a lei de distributividade em relacao ao seu
produto deformado
2@ (x@y) # (2 @%2) @ (2 ®%y), (2.65)

ou em relagao ao produto usual
z(x@Ty) # (z2) @7 (2y). (2.66)
Similarmente, temos que
2@ (x+y) # (2@%2) + (2 @7 y). (2.67)

Leis de distributividade podem ser estabelecidas associando as operacoes deformadas

e as operagoes deformadas adjuntas. Em [7], propoe-se:
TR (yd, 2) = (x@%y) By (x ®1 2), (2.68)
T ®y (yd!2) = (z®y) & (r ®, 2). (2.69)

Aqui, observamos também que a leis de distributividades também sao validas para os
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operadores ©, e ©7 no lugar dos operadores ©, e ©%:
T ® (Y4 2) = (x Q1Y) 64 (z Q7 2), (2.70)

TQy(yelz)=(x®,y) e (x®, 2). (2.71)

Analogamente, também pode-se verificar as seguintes propriedades envolvendo as razoes

deformadas ©, e @

Estas operacoes aritméticas deformadas podem ser utilizadas para construir outras

operagoes deformadas. Por exemplo, em [8] é definido uma g-soma de n termos idénticos

1 n
nQQxEx@qx@q...@qx:1—_(}{[1+(1—q)x] —1}. (2.76)

n termos

Particularmente, para x = 1, n ©4 1 ¢ identificado como o ntimero de Heine deformado e
que estd conectado a grupos quanticos [59, 87]. Em termos das fungoes g-exponencial e

¢-logaritmo, uma forma alternativa de escrever n ®, z [57] é dada por:

{[exp, ()"} — 1
1—gq
{[exp,(a)]"}' 77— 1
l1—gq
Ing[expy ()] (2.77)

n®gr =

Notemos que n®,In, x = In, 2™ e exp,(n©,r) = expy (), e que estd de acordo com as pro-
priedades do g-logaritmo e da g-exponencial (2.53). Em particular, n ©, 1 = In,[exp} (1)].
Para ¢ = 1, o caso usual n ®; x = In(e*™) = nx é recuperado.

Podemos observar que o produto (2.77) é nao distributivo em relagdo a soma usual,
a®u(b+c)#aO,b+ad,c, (2.78)
nao comutativo em relacao ao produto usual,

(ka) ®, b # a @, (kb), (2.79)
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e também nao comutativo em relagao a outro produto @,
(@ b) Ogc#a® (bogc). (2.80)

Em [8], também é definido uma g-poténcia x"¢", i.e., o g-produto de n fatores idénticos,
por

N = ®q T ®q R ®q xr = [nxl_q — (n — 1)] i:q . (2.81)

n vezes

Em termos das fungoes deformadas, temos que [57]

2" = {n[l+(1-q)lngz] —n+1}1/077
= [1+ (1 —q)(nlng)]Y"?
= exp,[nlng z], (2.82)

que pode ser escrita Ing(z"7") = nln,(z) em acordo com as propriedades do g-logaritmo.
Para ¢ = 1, temos que 2" = e"!** = 2" como esperado.

Para os operadores g-soma e g-produto adjuntos, propriedades similares também foram
exploradas em nosso trabalho. Consideremos, por exemplo, a ¢g-soma adjunta de n termos

idénticos. Segue que:

1—q 1/(1 Q)
nlz=r0?2d?---dlz = {(1—q)ln<nel q)}
+

= [ (L) )0

= {7 [ (1= @) n(m)] - 13O

= {z"7+ [exp, In(n)]*"7 — 1}fr/(1 9

T ®q exp,[In(n)]. (2.83)

Vv
n termos

Notemos que n ®? 1 = exp,[In(n)]. Para ¢ = 1, temos n ©' z = ze"™™ = nz.

Uma g-poténcia adjunta z*" também é proposta, e satisfaz:

M=l @ = L(exp [(1—q){ln[1+<1_Q)x]}n] —1)

~~ 1—gq 1—gq

n vezes

(exp{ln[equ($)]}n)l_q —1
l—gq
= Ing(exp{In[n ©7 exp,(z)]})
= Ing[n &% exp,()]. (2.84)

~ . . N q
A expressao acima equivale a exp, N =n @1 exp,(z), e claramente, recupera-se o caso

usual para ¢ = 1.
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2.4 Numeros g-deformados

A partir das propriedades dadas pelas Eq.’s (2.68) a (2.75), assim como as Eq.’s (2.83)
e (2.84), existe uma conexao entre os operadores deformados e os operadores deformados
duais, e uma possivel unificacao destas dlgebras torna-se interessante. Desta forma, a

partir da transformacao (2.15), consideremos um g-ntimero deformado definido por:

In[1 + (1 — q)z]
1—¢q

Ty = = Infexp, (z)]. (2.85)
E facil verificar que a transformacio dada Eq. (2.85) leva a adicao (subtracao) usual
de dois nimeros reais deformados no g-ntimero da g-soma (2.42a) (g-diferenga (2.42b))

dos correspondentes niimeros usuais, i.e.,

zy+y, = In[exp, ()] + Infexp,(y)]
In[1+ (1 — q)x] N In[1+ (1 —q)y]

l-q 1—gq
_ W1+ (A —g)(@+y) +(1— g’y
l1—gq
_ 1+ (1 —g)(z B y)]
1—¢
= Infexp,(z @, y)]
= @@y (2.86)
Tg =Yg = [equ<$)] — ln[equ(y)]
_ Wi+ (1 —ga] W[+(1-qy
l—q 1—gq
— 1 In -1+(1—q)x}
1—gq _1 + (1 — q)y
1y _1+(1_Q)?J_(1_Q>y+(1—q)x}
l—q | 1+ (1-q)y
S S P R Nt I
= oo q)l—i-(l—q)y]
_ 1+ (1 —g)(zSy)]
1—¢
= Infexp,(z S, y)]
= @8y (2.87)

De modo bastante similar, através dos operadores duais (2.57c) e (2.57d), temos que
a transformacao (2.85) leva o produto (a razao) usual de dois nimeros g-deformados no

g-ntmero do g-produto adjunto (da g-razao adjunta) dos correspondentes niimeros usuais,
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i.e.,

LqlYq

In[1 +

Infexp, ()] In[exp, (y)]
(1 —q)z]In[1+ (1 — q)y]

I—gq

1—g¢q

In[1+ (1 —q)(z ®7y)]

xq/yq

Infexp,

(z ®*

l—gq
(
y)

q»

r ®7y)]

WL+ (1 q)a]
In[1+ (1 — q)y]
In[l+(1-¢)(z 2

In[exp, (z)]/ In[exp, (v)]

“y)]

1—g¢q

Infexp,(z @4 y)]
(z 1 y)Q'

Obviamente, notemos que a Eq. (2.88) é equivalente a Eq. (2.56).

(2.88)

(2.89)

A Figura 2.2 ilustra o efeito da transformagao (2.85) sobre um triangulo equildtero de

um plano (x,y) para um plano g-deformado (z,,y,), onde consideramos z,

€ Yq

= ln[equ(x)]
= In[exp,(y)] para valores de ¢ = 0.1 e 1.5. Os lados L4, Lp, L¢ sao transformados

respectivamente em L4 ,, Lp4, Lo, Nota-se que os lados mapeados Ly, e L, tornam-

se curvos, enquanto o lado L¢, mantém-se retilineo. Para valores de 1 < ¢ < 2 (¢ > 1),

observamos que o triangulo sofre uma contracgao (dilatagao) de suas dimensoes.

15

1.0

0.5

0.8.

(a)

L

C

triangulo no
plano (X, y)

0.5

1.0
X

1.5

15

1.0

0.5

0.8.

b |
q=1.5
i q=1.0 1
) q=0.10
LA,q 4 \
- \\ -
\\ B.q
LQJL
0 0.5 1.0 1.5
Xq

Figura 2.2: Efeito da transformagao (2.85) sobre um tridngulo equildtero no plano (x,y) para
um plano g-deformado (z4,y,). Para 1 < ¢ <2 (¢ > 1), temos além da curvatura dos lados Ly4
e Lp, observamos uma contragao (dilatagdo) das dimensoes do tridngulo.
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Para a transformacao K = L~'. definimos um antintimero deformado
3 )

= [eXp(f)lqu — L fexp(a)], (2.90)

e que leva as seguintes propriedades:

(47) ®q (qy) = q(z+y), (2.91)
(47) ©q () = 4z —y), (2.92)
(42) @1 (qy) = q(zy), (2.93)
(q2) @ (qy) = q(z/y). (2.94)
Notemos que
(q%)q = 4(zq) = . (2.95)

Outras transformagoes similares aquela dada pela Eq. (2.85) e sua inverva podem ser

exploradas. Aqui destacamos a transformacao adjunta (L)

%, = exp (%) — expllng (2)]. (2.96)

Para esta transformacao, verifica-se que esta leva a adigao (subtragao) usual de dois
g-numeros duais deformados no g-nimero adjunto da g-soma adjunta (2.57a) (g-diferenca

(2.57b)) adjunta dos dois nimeros usuais correspondentes, i.e.,

To+ 7y, = exp(In,x) + exp(ln, y)
(r@?y) -1
l—q
= expllng(z &7 y)]

Ty —7Y, = exp(lngz)—exp(ln,y)
(zefy)r—1
l—gq ]
= expllng(z &7 y)]

= exp[

=]

= (vo7y), (2.98)

Mais uma vez, temos que a Eq. (2.97) é equivalente a Eq. (2.55).
Da mesma forma, temos que a transformacao (2.96) leva o produto (a razao) usual de

dois nimeros g-deformados duais no g-nimero adjunto do g-produto (2.42c) (da g-razao

25



Capitulo 2: Algebra nao aditiva e funcoes elementares ¢g-deformadas

(2.42d)) destes correspondentes niimeros usuais, i.e.,

Zey, = exp(In,z)exp(In,y)
= exp(ln,z +1n,y)
= exp[lny(r ®, y)]
= (:L’ ®q y)q7 (299)
Tq/Uq = exp(Ingz)/exp(lngy)
= exp(ln,z —1In,y)
= exp[ln,(r @, y)]
= (zQqy), (2.100)

Para a transformacao K = L~! também definimos um antintimero adjunto deformado

1+ (1 - ¢)In(2)]Y "™ = exp,[In(=)], (2.101)

(=]
&I
Il

e da qual se obtém as seguintes propriedades:

(@) &7 () = o(z+y), (2.102)
(@) &7 (1) = o(z—y), (2.103)
(47) @1 (45) = q(zy), (2.104)
(4T) @ () = o(z/y). (2.105)
Notemos ainda que
(47), = o(Ty) = @ (2.106)

Resumiremos a seguir estas propriedades que apresentamos, e para isso, consideremos

que [J representa o grupo das operacoes aritméticas deformadas @,, ©4, ®? ou ©7; e
q

similarmente, [ representa o grupo das operagoes aritméticas deformadas @9, &9, ®,
q

ou ©,. Evidentemente, temos que 9 = ? = [, onde [ representa quaisquer uma das
operacoes aritméticas usuais.

Além disso, como vimos aqui, existe uma relacao entre os numeros g-deformados z,
definidos pela Eq. (2.85), seus correspondentes nimeros usuais, a operagao deformada

O e sua correspondente operacao usual U, tal que z,0y, = (x Oy),. Por outro lado,
q q

existe uma relagdo entre os nimeros g-deformados duais z, definidos pela Eq. (2.96),

seus correspondentes niimeros usuais, a operagao [ e a correspondente operacao usual [,
q
de modo que 7,0y, = (r Oy),. Similarmente, para o antinimero g-deformado ,z e seu
q
adjunto ,z sao vélidas, respectivamente, as relagoes ,x 0,y = 4(20y) e ;20,5 = ,(20y).
q q

Esquematicamente, a Figura 2.3 resume alguns pontos discutidos nesta Secao.
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Operadores aritméticos deformados: [0 — @, O, ®7 e @

9
D — @q76q7®q (S @q
q

Operadores aritméticos usuais: [ = =101
11

nimero ¢-deformado: antinimero ¢-deformado:
—7—1
7, = Infexp, () = @ = In,foxp(v)]
z Oy, = (z 9 Y)g L=k~ ql E’ gy = ¢(z0y)
lnq—>equ e exp—ln equ—>lnq e In—exp exp,—Ing e In—exp | | Ing—exp, e exp—In
numero ¢-deformado adjunto: antiniimero ¢-deformado adjunto:

- 1 —

T, = exp|ln,(2)] K=L ¢T = exp,[In(z)]

7,0y, = (z ? Y)q L=k g ? ¢ = ¢(z0y)

Figura 2.3: Quadro de operadores e nimeros deformados.

2.5 g-calculo

Nesta Secao iremos discutir algumas caracteristicas de um célculo g-deformado as-
sociado com a mecanica estatistica nao extensiva. Abe [88] mostrou que a derivada de
Jackson (associada a dilatagoes) esta diretamente relacionada & entropia nao extensiva Sy,
assim como a derivada usual de Newton-Leibniz (associada a translagoes) esta conectada
a entropia de Boltzmann-Gibbs.

Por outro lado, conforme proposto em [8], é possivel definir uma generalizagao do
operador g-derivada baseada nos operadores deformados (2.42). Particularmente, temos

que uma g-derivada foi definida por:

D,f(x) = lim M

' —x x @q x

(2.107)

Conforme analisamos, esta derivada deformada pode ser escrita de outras formas. Seja a
mudanga de variavel 2’ = x @, Az, onde Az é uma varidvel pequena e independente de

x e x', tal que quando =’ — = equivale a Az — 0. Temos ainda que:

e, = (2@, Ax) S,
= [+ Az + (1 —qrlAzx]o,z
r+ Az + (1 —qrxlAxr —=z
1+ (1—q)x
= Az, (2.108)
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logo, uma forma alternativa de definir a g-derivada (2.107) é

Do) -t 1)@

B Alggo Az (2.109)
A partir da expansao em série de Taylor
df 1 d*f
fu) = f(uo) + (u— uo)% — + §(u - Uo)zw — + ...
aplicada & fungao f(x @, Az) em torno de z, temos que:
o df (z') 2
fe @, Ar) = f@) + (2@, Ar) ~ T |y oanp) (2.110)
com 2’ = x @, Ax. Segue da Eq. (2.109) que:
@)t e, Ar) 42| o((An)) - (@)
Pafte) = Lo, As
1+ (1 —gqz)(Ax) G| +0((A)?)
= lim =g
Az—0 Ax
o df ()
= Alirilo{[l%—(l —q)x]W—I—O(Ax)} : (2.111)
ou seja,
df (z
D, () =1+ (1 - g T2, o.119)

que poderia também ser obtida diretamente da definigdo dada pela Eq. (2.107) e do uso
da g¢-diferenga 2’ ©,z = (¢’ — z)/[1 + (1 — ¢)x], conforme feito em [8]. Resumindo, temos

que

Il
g

D,f(x)

flz @, Az) — f(2) (2.113)

= [+ (1— g

Recentemente Weberszpil et al. mostraram que existe uma conexao entre o operador
D, e o operador derivada de Hausdorff associado ao calculo fraciondrio [89]. Mais espe-
cificamente sobre calculo fraciondrio, este trata-se de uma ferramenta matematica que
envolve derivadas e integrais de ordens nao inteiras, e que comecou a ser desenvolvida
h4 mais de trés séculos atrds quando Leibniz propos uma derivada de ordem % em uma

2
carta enviada a I'Hopital [90]. O célculo fraciondrio foi também estudado por mateméticos
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como Euler, Fourier, Liouville, Griinwald, Letnikov, Riemann e outros até hoje em dia.
Em teoria quantica, o calculo fracionario tem sido aplicado na formulagao de uma equacao
de Schrodinger deformada com os operadores derivada usuais substituidos por operadores
derivada fraciondrios [91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 100].

Notemos que a g-exponencial é autofuncao deste operador deformado:
D, exp,(r) = exp,(z). (2.114)

Por outro lado
Dy exp,(x) = [exp,(z)]?, (2.115)

onde Dy = d/dz é o operador derivada usual.

Um operador g-derivada dual ﬁq, associada com D,, também pode ser definido por [§]

= lim f(x,) OS¢ f(l’)

Dyf(z) = et v —
(2.116)
_ 1 df (x)
1+ (1 —q)f(x) dr '
e o qual satisfaz
~ 1
D,In,z = —. (2.117)
x
Para o operador derivada usual, temos que:
1
D;In,(z) = pord (2.118)
Os operadores D, e lN)q estao relacionados através da equagao:
~ 1 df ()
1+ (1— D =———0D = : 2.119
1+ (L= @D () = =5 Dal () = 5 (2119)
Também observamos que estes operadores satisfazem a relacao
Dyx(y) = [Dyy(x)] . (2.120)

Obviamente, o operador derivada usual é recuperado para ¢ = 1 em ambos os casos, assim

como a identidade dy/dz = (dz/dy)~'. Seja f(z) = x, obtemos a curiosa relagao
Dy = (Dgz) ' =1+ (1 —q)z. (2.121)

O operador derivada deformado D, f(z) pode ser entendido como a taxa de variagao da
fungao f(z) com respeito a variacdo nao linear da variavel independente z. Similarmente,

o operador derivada deformado dual l~7q f(x) pode ser visto como a taxa de variagdo nao
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linear da fungao f(z) em relagao a variacao usual da varidvel independente x. Notemos
que D, f(x) e D,f(z) sdo respectivamente lineares e nio lineares com relacao a f(z).

Ademais, considerando a varidvel real x e o g-nimero z, = z,(x) definido pela
Eq. (2.96), temos que

dx

=1 e ) 2.122
dQ( ) xlglzx @q 1+(l—q)x d.CCq ( )
Por comodidade, denotaremos a partir de agora d,(x) = d,x. A relacdo acima apre-

senta uma interessante caracteristica: a ¢-derivada da varidvel dependente f em relacao
a variavel independente x ¢ igual a derivada usual da varidavel dependente usual f em

relacao a variavel independente deformada z,, i.e.,

J() = dg? - dgi‘:). (2.123)

Simetricamente, a ¢-derivada dual da variavel dependente f em relacao a variavel indepen-
dente x ¢ igual a derivada usual da varidvel dependente deformada f,(z) = In{exp,[f(z)]}
em relacao a variavel usual x, i.e.,

~ d d

Dqf(x) = dx B dx

Conforme veremos adiante nesta Tese, as derivadas deformadas (2.113) e (2.116) tém
sido utilizadas em equacoes diferenciais deformadas da fisica, de forma que as derivadas

deformadas de segundas devem seguir a regra

Dfo) =+ (1= agal {1+ (- 9 T} (2.125)
) <o v _ 1 d 1 df (x)
B0 = T i s T T e (2126)

Em [8], também sao definidas a ¢-integral

[ soe= [ Do [ o, o)

e sua correspondente ¢-integrada dual

—~

/ f(e)de = /[1 + (1= g)f (@) (x)de. (2.128)
(@)
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Pode-se observar que

A;DJ@MWz/DJumﬁ=Ly/ﬂw%x=Dq@f@ﬂx=f@> (2.129)

/ D, f(x)dz = D, / f@)dz = f(z). (2.130)
(@) (@)

Evidentemente, além do ntimero deformado z, (2.96), os demais ntimeros deformados
(¢, Zq, € 4T) definidos na Segdo anterior abrem um leque para que outras derivadas e
integrais deformadas possam ser definidas.

Uma derivada deformada diferente foi definida em [10], dada por

: o4 (z)
Dyf(x) = [f (@)= (2.131)
x

O operador derivada ﬁq coincide com o operador derivada D, quando aplicada a funcao
g-exponencial, i.e.,

Dq exp, T = exp, T = Dgexp, . (2.132)
Este operador derivada emerge de uma formulagao de uma mecanica quantica deformada
[10] que discutiremos a seguir no Capitulo 3.

Similarmente, definimos aqui (esta defini¢ao nao foi introduzida em [10]) um operador
derivada deformada dual em relacao a (2.131), dado por

- d
D) = T,

(2.133)

Este operador também estd conectado a uma outra deformacao do cédlculo fracionario

(Eq. (17) de [89]). Ao ser aplicada a fungao g-logaritmo, obtém-se
Dyjlnyz =2 = lN?q In, z. (2.134)

Estes operadores deformados estao relacionados um ao outro de modo similar aqueles
definidos pelas Eq.’s (2.131) e (2.133), i.e.,

Dyy(@) = [Dyaly)) . (2.135)
Seja f(x) = z, obtemos mais outra curiosa relagao:
Dy = (Dyz)™t = 279 (2.136)

Estabelecendo as seguintes regras da cadeia para os operadores D, e Dy, respectiva-
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mente por
A dz dy
— JA-q= I
) 1 dzd
. _ z dy
Doxly(@) = g e (2.138)
pode-se observar que sao satisfeitas as propriedades:
Dy exp,[f(x)] = f'(x) exp,(f(x)), (2.139)
’ /()
y x
D,In,[f(x)] = : 2.140
@) = 5 (2.140)
Em termos do nimero g-deformado adjunto definido por (2.96), podemos escrever que:
1 = 1 df,(z) dlnf,(x)
— D = — d = d 2.141
) g d
oD () — 3,0~ I@) (2.142)

~ 4z, dinz,
Similarmente as g-derivadas, as derivadas de segunda ordem para (2.131) e (2.133) sao

definidas por

D2f(o) = g {rep L2 (2.143)
D) = 2 |7 (2.144)
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2.6 Funcoes trigonométricas e hiperbdlicas

deformadas

No desenvolvimento de dlgebras generalizadas podemos encontrar diversos trabalhos
na literatura relacionados com deformagoes de fungdes elementares trigonométricas (ou
circulares) e hiperbdlicas. Algumas dessas deformagoes estao associadas ao célculo defor-
mado baseado na derivada de Jackson [36, 43, 44, 49], ao calculo em escalas temporais
[101, 102, 103], e a g-dlgebra associada a mecanica estatistica nao extensiva [31, 62, 63,
64, 71, 104].

Nesta Secao, iniciaremos com uma breve revisao de uma classe de funcgoes trigo-
nométricas e hiperbdlicas deformadas definidas em [31]. Apresentamos também algu-
mas identidades que observamos para estas funcoes. Em seguida, definimos mais outras
duas novas classes de funcoes trigonométricas e hiperbdlicas deformadas associadas as
g-derivadas (2.113) e (2.116) discutidas na Secao anterior. Algumas das propriedades des-
tas funcoes analisadas aqui serao aplicadas mais adiante ao longo deste trabalho, em

particular, no estudo de sistemas com massa efetiva.

Funcoes trigonométricas e hiperbdlicas ¢-espirais

Desta forma, a partir da funcdo g-exponencial (2.13), fungoes trigonométricas genera-

lizadas cos,(z) e sen,(z) foram definidas em [31] por:

exp,(iz) + exp,(—iz)

cos,(z) = 5 ) (2.145a)
e . .
sony () = ZPali®) ;?qu(_m) . (2.145b)
i
Estas fungoes podem ser reescritas como
cosq(z) = py(x) cosfy ()] € seng(z) = pg(z)sen(fy(z)], (2.146)
com
pa(x) = exp,(ix) exp,(—iz)
= [+ (1= g0
— exp,[(1— )e?), (2.147)
¢ t 1
f,(z) = 2l = 9)z) (2.148)

1—g¢q
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Uma vez que cos?(z) + sen?(z) = p2(x), as funcdes trigonométricas deformadas nao sao
circulares para ¢ # 1. Conforme feito em [31], as definigdes (2.145) podem ser extendi-
das para numeros complexos. Aqui, nos restringiremos a discutir as propriedades destas
fungoes para nimeros reais. A Figura 2.4 mostra as fungoes cos,(x) e sen,(z) para valores
de (a) ¢ =1.1¢ (b) 0.90. Em (c), o diagrama (cos,(z), sen,(x)) também é mostrado para

estes valores de ¢ e z > 0.

=
8”05
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o 00
=
CU
&

S
mCT
Q
o B W N < ---
o 0.0\ AN——
8 PR W I = -N\s-\=/-2_1]
Sg; -2.5
50 P,
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
X/21
1.0»((%—%
O-O Q}
;U-l.()» q=11
2.0 4=10
q=0.90
O N
40l A
-20 -1.0 00 10 20 3.0 40
cosq(x)

Figura 2.4: Graficos das fungoes trigonométricas generalizadas cosq(x) e seng(z) para (a) ¢ = 1.1
e (b) ¢ = 0.90. Os casos usuais (¢ = 1) sdo mostrados para comparacao (linhas pontilhadas).
Em (c), o plano (cosq(x),seng(x)) é mostrado para estes mesmos valores de g e > 0.
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Através da transformacao

ixg(z) = BLF 51__;)(”)] — Infexp, (iz)] = ,(iz), (2.149)

notamos que as fungoes trigonométricas generalizadas (2.145) podem ser escritas em ter-
mos de fungoes exponenciais usuais com argumentos deformados:
_explixg(x)] + explixg(—7)]

cosy(z) = 5 (2.150a)

_ explixa(a)] — explixg(—a)
sen,(x) = % :

As fungbes trigonométricas (2.145) deformadas apresentadas satisfazem as relagoes
[31, 105]

(2.150b)

d

@[cosq(x)] = —sehy_q1/4(qx) # —seny(z), (2.151a)

d

%[senq(x)] = €0Sy_1/q (qT) # cosy(x). (2.151b)
E simples mostrar que pq(r) = exp,(ikz) é solugao exata complexa da seguinte

equagao diferencial de um oscilador nao linear

d*[ipg(2)]” 2
L Rlpa) =0, (2152)
com 12
p—r 2
= 1 = = 2.1
q 5t e K T ) (2.153)

Quando ¢ — 1, o caso do oscilador harmonico simples é recuperado. E importante sa-
lientar que as fungoes cos,(z) e sen,(z), consideradas individualmente, nao sao solugoes da
equagao diferencial (2.152), mas as combinagdes lineares cos,(kx)Eiseny (k) = exp,(+inz)
tornam-se solugoes. No préximo Capitulo (Segao 3.2) discutimos como solugdes deste tipo
podem apresentar um significado fisico em mecanica quantica.

Da propriedade da fun¢ao g-exponencial de um imaginario puro [106]

1+ (1= q)(i) /"

exp, (iz) expy_,(—iz) = (o q)(ix)]i/(l_q) =1, (2.154)
temos que
(cosy(z) + iseny(z))(cosa_q(x) — isens_g4(x)) = 1. (2.155)
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A partir das partes real e imaginaria da equacao acima, temos que

cos,(x)cosa_y () + sen,(z)seny_q(x) = 1, (2.156a)

cosy(z)seng_,(x) = cose—q(x)sen, (). (2.156b)

Notemos que enquanto as fungoes trigonométricas sen,(z) e cos,(z) convergem a 0 para
valores de ¢ > 1 quando z — =00, suas respectivas cofungdes cosy(z) e seny(z), com
¢ = 2 — q, divergem (vide Figura 2.4 (a) e (b)). As Eq.’s (2.156) estao relacionadas a
este comportamento. A Figura 2.5 mostra os graficos entre produtos de fungoes trigo-
nométricas generalizadas: (a) cos,(x) cose—, () e sen,(z)sens_,(z), (b) cos,(z)sens_,(x) e

— cosy_q(x)seny(x) para ¢ = 1.1.

@ cos, (x)cos, (x) q=11 (b) cos (x)sen, (x) q=11
v o Senq(x)senzﬂ(x) v 2 OS5 A TEN N 7N 7N
= % 10 iy
T g 2
g 3 2 X 00
S = 3 7%
= X o
U)D- § 05 0 8
o} Q I
o o 05V VWV VNN N
—coszfq(x)senq(x)
0.8 : : :
. 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0
x/2m
Figura 2.5: Gréficos dos produtos entre fungdes trigonométricas generalizadas: (a)

cosq(x) cosg—q(x) € seng(z)sengs_q(z), (b) cosy(z)sena_q(z) e — cosg_q(z)seny(z) para ¢ = 1.1.
Notemos que cosy(z)cosa—q(z)+seng(x)sena_q(z) = 1 e cosq(x)sens_q(x) —cosa—q(x)sengy(z) = 0.

Pode-se também definir outras fungoes trigonométricas deformadas associada as funcoes

(2.145), como por exemplo, a tangente deformada

sen, ()
tan,(r) = COSZ(:C) = tan[f,(z)], (2.157)
e que satisfaz a propriedade
tan,(z) = tany_,(2). (2.158)

Em [31], fungoes hiperbdlicas deformadas também sao definidas a partir da fungao
g-exponencial (2.13) por:

exp,(r) + exp,(—7) exp,(r) — exp,(—7)

5 , e senh,(z) = 5 . (2.159)

coshy(z) =
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Estas definigoes levam a relacao
2 2 2
coshy (z) — senh, (z) = exp,(v) exp,(—z) = exp,[—(1 — ¢)z7]. (2.160)

Pode-se também mostrar que as fungdes hiperbdlicas satisfazem as relagoes [105]

%[coshq ()] = senhy_q/4(qx) # senhy(x), (2.161a)
%[senhq(a:)] = cosho_1/4 (q) # coshy(z). (2.161b)

Em termos do ¢g-nimero (2.85), podemos escrever as fungoes hiperbdlicas deformadas

(2.159) em termos de exponenciais usuais de nimeros deformados:

explay(#)] + explzy(=2)]

cosh,(z) = 5 (2.162a)
e
Da propriedade da func¢ao g-exponencial [106]
(14 (1 — g)a) /"
exp,(r) expy_ (—x) = =1, 2.163
q( ) 2 q( ) [1—}—(1—q)$]i/(1_q) ( )
temos que
cosh,(z)coshy_,(x) — senh,(z)senhy_,(z) = 1, (2.164a)
e
cosh,(z)senhy_,(x) = cosha_,(z)senh, (). (2.164b)
Define-se também a fungao tangente hiperbélica deformada [105]
h _ _
fanh, () = S2ha(®) _ eXP,(2) — expy(~T) (2.165)
coshy(z)  exp,(v) + exp,(—)
e que satisfaz
tanh,(x) = tanhy_,(2). (2.166)

Notemos que as fungoes trigonométricas e hiperbdlicas apresentadas acima estao rela-

cionados através das equagoes

cos, (iz) = cosh, (), cosh, (iz) = cosh,(z),
sen,(iz) = isenh,(iz), senh,(ix) = iseny(x), (2.167)
tan, (iz) = itanh,(z), tanh, (iz) = idtan, (z).
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Funcgoes trigonomeétricas e hiperbdlicas associadas a g-derivada

A partir da ¢-derivada (2.113), desejamos definir fungdes trigonométricas deformadas

Sn,(z) e Csy(z) que satisfacam as equagoes:
D,Cs,(z) = —Sny(x) e  D,Sny(x) = Csy(x), (2.168)

onde ng(x) + Sng(x) =1, i.e., Csy(z) e Sn,(x) sdo funcoes circulares.
Para obter uma expressao explicita destas funcoes, consideremos por exemplo a pri-
meira equacgao diferencial deformada acima, e que y(x) = Cs,(x). Segue que:
dx dy

dz, = = — . 2.1
T 1+ (1—q)x 1—y2 (2.169)

Integrando a equagdo acima, temos arccos(y) = In[1 + (1 — q)z]/(1 — q), e portanto,

Csq(x) = cos {ln[l +1(_1 ; a)7] } = cos[z,(z)], (2.170)
e consequentemente,
In[1 + (1 — q)x]

Sn, () = sen { } = sen [z4(2)]. (2.171)

lL—gq
As expressoes acima sao idénticas aquelas obtidas por Chung [64] em um contexto dife-
rente, onde o autor utilizou uma transformada de Laplace deformada para definir estas
fungoes. Das expressoes acima, notemos que estas fungdes oscilam no intervalo [—1,1],
mas devido a funcao logaritmo no argumento das fungoes trigonométricas usuais, estas
funcoes trigonométricas deformadas nao sao periddicas. Para ¢ > 1 e ¢ < 1, as fungoes
acima sao bem definidas respectivamente nos intervalos (—oo, (¢ —1)"') e ((¢ — 1), 00).
A Figura 2.6 mostra os graficos das fungoes trigonométricas deformadas Cs,(x) e Sn,(z)
para valores de ¢ = 1.05 e 0.80.
Da propriedade (2.163), temos que

Csy(—2) = Csa_y(x), e Sn,(—x) = —Sny_,(z). (2.172)

A partir da relagdo dada pela Eq. (2.77), temos que equﬂ(x) = exp,[*+i Oy 7|. Em
termos da fungao g-exponencial, as fungoes (2.170) e (2.171) podem ser escritas como:
[expy ()] + [exp, (x)] "

2
exp, (i Og ) + exp,(—i Oq 7)

= 5 , (2.173a)

Csy(z) =
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—1

[exp, (2)]" — [exp, ()]
2%

expy(i O @) — exp,(—i O, @) (2.173)

Sny(z)

21

-05 00 05 10 15 20 -05 00 05 10 15 20
X/21t X/21

Figura 2.6: Graficos das fungoes trigonométricas generalizadas Csq(x) e Sngy(z) para (a) ¢ = 1.05
e (b) ¢ = 0.80. As funcoes usuais cos(z) e sen(z) (curvas pontilhadas) sdo mostradas para
comparacao.

As solugdes da equagao diferencial deformada
2
Dyy(x) +y(x) =0, (2.174)

tem a forma das funcoes trigonométricas deformadas Cs,(x) ou Sny(x), e que podem
ser aplicadas para descrever um oscilador harmonico deformado. Pode-se verificar que
esta equagao, por ser explicitamente linear em relagdo a y(z), admite como solucao a
combinacao linear aCs,(x) + bSn,(x). Estas fungdes sdo utéis no estudo de sistemas com
massa dependente da posicao no formalismo quantico que analisaremos no Capitulo 5.
Das propriedades (2.86) e (2.87), é imediato mostrar que as fungdes trigonométricas

deformadas Cs,(x) e Sn,(z) satisfazem as identidades trigonométricas:

Csg(a®gb) = Csqa)Csq(b) — Sng(a)Sng(b),
Csq(ac,b) = Csy(a)Cs,y(b) + Sn,(a)Sny(b), (2.175)
Sny(a ®,b) = Sny(a)Csy(b) + Cs,(a)Sny(b),
Sn,(a©,b) = Sny(a)Csy(b) — Cs,(a)Sn,(b)
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Pode-se também utilizar as fungdes trigonométricas deformadas (2.170) e (2.171) para

definir outras fungoes, como por exemplo, uma func¢ao tangente deformada dada por

Sn, ()
T =1 = 2.1
iy (r) = Gotioy = tanlay ()] (2176)
e que satisfaz as identidades:
T Tn, (b
Tng(a &, b) (@) + Ty () (2.177a)

1 — Tn,(a)Tn,(b)’

Tng(a©,b) = fiqggq(;)TTI;qq(z). (2.177h)

A vpartir da g¢-derivada (2.113), também desejamos fungoes hiperbélicas deformadas

que satisfacam as equacoes
D,Csh,(z) = Snh,(z) e D,Snh,(z) = Cshy(z), (2.178)

e & condigio Csh?(z) — Snhy(z)? = 1. Seguindo os mesmos passos utilizados para obter
as funcoes trigonométricas deformadas (2.170) e (2.171), consideremos y(x) = Cshy(x), e

portanto, da primeira equacao acima, temos que

d d
dz, = A (2.179)

1+ —qax ,/y2_1’

e ao integrar a equagao acima, obtemos arccosh,(y) = In[1+ (1 — ¢)z]/(1 — ¢). Segue que:

Csh,(x) = cosh {ln[l ﬁ (_1 q_ 2)7] } = cosh[z,(x)], (2.180)
e consequentemente,
Snh,(x) = senh {ln[l +1(_1 ; 2)a] } = senh [z,(z)]. (2.181)

Em termos da funcao ¢g-exponencial estas fungoes sao escritas como:

Cs, () = % (equ(w) + ) , (2.1822)

exp, ()
Sng(z) = = (expy(z) — — (2.182D)
n,(2) = 5 | expy(@ b)) :
Similarmente & propriedade (2.172), temos que:
Csh,(—z) = Csha_y(x), e  Snh,(—x) = —Snhy_,(x). (2.183)
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E imediato mostrar que estas fungoes satisfazem as identidades:

Cshy(a®,b) = Cshy(a)Csh,(b) + Snh,(a)Snh,(b),
Cshy(ao,b) = Cshy(a)Csh,(b) — Snh,(a)Snh,(b),
(2.184)
Snh,(a ®,b) = Sn,(a)Cshy(b) + Csh,(a)Snh,(b),
Snh,(a©,b) = Snhy(a)Csh,(b) — Csh,(a)Snh,(b).

Pode-se também definir a fungao tangente hiperbdlica deformada associada as fungoes

hiberbdlicas deformadas Csh,(z) e Snh,(z) por

Snhy(z)  exp,(z) —exp, ' (z)

Tnhy(z) = Cshy(x) — exp,(x) + exp,t(z)

= tanh[z,(z)]. (2.185)

e que satisfaz as propriedades:

Tnh,(a) + Tnh,(b)
1 + Tnhy(a)Tnh,(b)’
Tnh,(a) — Tnh,(b)

Tnh,(a5,b) = T = Tnb, (o) Tah, (b) (2.186b)

Tnh,(a &, b)

(2.186a)

Notemos que as fungoes trigonométricas Cs,(z), Sn,(z) e Tny(x), e as fungoes hi-
perbolicas Csh,(z), Snh,(z) e Tnh,(z) ndo estdo relacionadas respectivamente entre si
pela mudanca x — iz para ¢ # 1. No entanto, a mudanca z,(x) — iz,(z), leva fungdes

trigonométricas em fungoes hiperbdlicas e vice-versa.

Funcgoes trigonomeétricas e hiperbdlicas associadas a ¢g-derivada dual

De modo similar, a g-derivada dual (2.116) pode ser utilizada para definir outras

funcoes trigonométricas deformadas que satisfacam as equacoes
D,Cosy(z) = —Seng(z) e  D,Seny(x) = Cos,(z), (2.187)

com Sen’(z) 4 Cos?(z) = 1.
Para obter a forma das fun¢des acima, facamos por exemplo z(x) = Cos,(z) e a, =

1 — q. A primeira equagao diferencial acima escrita explicitamente nos da

dz dz
dr = — = : 2.188
V1—22 (14 ag2)vV1 — 22 ( )

Seja agora z = cos O, e integrando a equacao acima, segue que

T _/(1+0qud)2\/1—722

do,
_ . 2.189
/ 1+ aqcos Oy ( )
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A integral da primeira linha da equacao anterior pode ser entendida como a g¢-integral
(2.127) da funcdo 1/4/1 — 22. Da integral indefinida (Eq. (2.553 3) de [107])

2 (b—a) u
—————arctan | ——=tan | = a’ < b
D2 — o2 { /D2 — 2 (2)} ’
/L — “ “ (2.190)

b+ acosu 2 - (a —b) . U 2 g
\/ﬁam an \/ﬁ an (E) s a” >

obtemos que

) -
1
2 arctan 11_22 tan (,/1—@2%)] ; lag| <1

O,(z) = - (2.191)

[ 1 a—
(g + tanh< ag — 1%)] s |aq| >1

ag—1
e portanto as solugdes das equagoes diferenciais deformadas (2.187) s@o as fungoes trigo-

2 arctan

\ L

nométricas deformadas

expliBy(2)] + exp[—iO,(x)]
5 ;

Cos,(z) = cos [0,(2)] = (2.192a)

 expli®, (¢)] — expl—i, ()
21 '
De acordo com as Eq.’s (2.192) e a fase deformada (2.191), temos que para ¢ # 1,

Sen,(z) = sen [O4(x)] (2.192b)

estas fungoes tém comportamentos diferentes entre si, e que nao sao simétricas por uma
translagao de m/2, diferentemente como acontece no caso usual. Por outro lado, estas
funcoes preservam as mesmas propriedades de pariedade do caso usual, i.e., Cos,(—x) =
Cosy(x) e Seny(—z) = —Sen,(z).

Para |a,] < 1, ou seja, 0 < ¢ < 2, ambas fungoes apresentam um comportamento
oscilatério entre intervalo [—1,1] e perfodo nl,, onde n é um inteiro, e I, = 27/, /1 — az.

De fato, consideremos por exemplo a fungdo Cos,(z), neste caso:

1 1
Cosy(z +nl;,) = cos | 2arctan {1 / #tam [(51 /1— ag) (x + nlq)} })
1
= cos | —2arctan + % tan <, /1 — a2£>
1 —a, 79
1
= cos | 2arctan + 9 tan (w /1 — a2£>
1—a, 79

= Cos,(z). (2.193)

Analogamente, o mesmo pode ser feito para mostrar que Sen,(x + nl,;) = Sen,(x).
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Estas fungoes também satisfazem as propriedades:
Cosg_y(z) = —Cosy(x —1,/2), e Sens_,(z) = Sen,(z —1,/2), (0<qg<2). (2.194)

Para demonstrar esta propriedade, notemos que:

[ 1 1 l
O, r— =2 = Z2arctan +aqtan /1= q2 r— 4
2 1—a, 2 4 2

l—l—aq r 7

= 2arctan tan (, /1 — ag— — —>

_a/q 2 2

= —2arctan [1 / aq tan (w /1— a?,g)] ; (2.195)

onde utilizamos nesta iltima equagao tan(z—m/2) = —cotan (x) = —1/tan(z) e arctan(—x)
—arctan(x) . A partir da propriedade arctan(1/x) = 7/2 — arctan(z) (Eq. (1.627 1) de
[107]) e uma vez que as—, = —a,, a equacao acima torna-se

l 1-—
O, (x—gq) = 2arctan 1+than<,/1—agg)]—7r

— Oy, (:c - 5) —, (2.196)

e a partir das Eq.’s (2.192), obtemos as propriedades (2.194), como queriamos demonstrar.

Para |a,| > 1, ou seja, ¢ < 0 e ¢ > 2, as fungdes trigonométricas deformadas perdem
o comportamento oscilatério, e apresentam um comportamento assintotico para r —
+00, onde lim, 10 Cosy(z) = a;' = —(1 — ¢)7" e limy 100 Seng(x) = £,/1—a,;1 =
t/I-(1—q)7

A Figura 2.7 mostra as fungoes trigonométricas Sen,(z) e Cos,(z) para valores de (a)
q=10.30, (b) ¢ =1.7, (¢) ¢ = 3.0 e (d) ¢ = —0.10.

Conforme veremos adiante as fungoes trigonométricas deformadas Sen,(z) e Cos,(z)
tém um papel importante no oscilador deformado que trataremos no Capitulo 6, e cuja

posicao satisfaz a solucao da equacao diferencial deformada

D2y(z) + y(z) = 0. (2.197)

Uma vez que a equagao diferencial acima é nao linear em relagao a y(x), esta ndo admite

como solugao a combinagao linear aCos,(x) + bSen,(x).

43



Capitulo 2: Algebra nao aditiva e funcoes elementares ¢g-deformadas

o1

o

1
g1 O O

i i

Senq(x) e Cosq(x)

o

5 - 1.5 -
-10 -05 0.0 0.5 1.0 -10 -05 0.0 0.5 1.0
x/2m X/2m

Figura 2.7: Graficos das funcoes trigonométricas generalizadas Seny(x) e Cosq(x) para (a)
qg = 0.30,(b) ¢ = 1.7, (¢) ¢ = 3.0 e (d) ¢ = —0.10. As fungdes usuais sen(z) e cos(z) (curvas
pontilhadas) sao mostradas para comparagao.

Pode-se definir fungoes trigonométricas deformadas associada as funcoes trigonométricas

(2.192), como por exemplo, a tangente deformada:

Sen, () _ expli©y(x)] — exp[—iOy(x)]
Cosg(x)  expli©y(z)] + exp[—iO4(z)]

Tan,(z) = = tan[0,(z)]. (2.198)

Por fim, pode-se determinar funcées hiperbélicas deformadas Senh,(z) e Cosh,(z)

associadas a ¢-derivada dual que satisfacam as equagoes diferenciais
Bqushq(:E) = Senh,(z) e EqSenhq(:v) = Coshy, (), (2.199)
e com Cosh?(z) — Senhy(z)* = 1. Para obter estaas fungdes hiperbdlicas deformadas,

consideremos z(x) = Cosh,(x), e portanto a primeira equagao acima nos dé

dz dz
dr = i = : 2.200
22—1 (I4+a.2)vVz2—1 ( )
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Integrando esta equagao e fazendo z = cosh ¥, obtemos:

dz dv,
x_/(l—i—aqz)V/z?—l _/1+aqcosh19q’ (2:201)

onde indentifica-se mais uma vez a g-integral (2.127) na expressao acima.
A partir da integral indefinida (Eq. (2.443 3) de [107])

Vb2 — g2
d ?arc’canh [Taaarctanh <g>:| s &2 < b2
/ - — ¢ (2.202)

b—i—acoshu: 9 2 _ 2
— 2 arctan | XX "7 tanh (E> , a’? > v?
a2 — b? a+b 2

obtemos que

) _
1
2arctanh . % tanh ( 1- a%%)] : lag| <1
() = - (2.203)
aq +1 x
2arctanh tan ( az — 1—> , o agl > 1
\ ag — 1 2

e portanto as solugoes das equagoes diferenciais deformadas (2.187) sao as fungoes hi-

perbodlicas deformadas

exp[Uy(x)] + exp[=Uy(2)]
5 )

Cosh,(z) = cosh [9,(z)] = (2.204a)

Senh, (z) = senh [9,(z)] = SPLa(®)] ‘;Xp[_ﬁq(l“”. (2.204b)

A funcdo tangente hiperbdlica associada as fungoes hiberbélicas deformadas Cosh,(z)

e Senh,(z) é definida por

Senhy(x) _ expldy(z)] — exp[=d,(2)]

Tanh,(z) = Coshy(z)  expldy(2)] + exp[~d,(2)]

— tanh[J, (z)]. (2.205)

A partir das propriedades tan(iu) = itanh(u) e tanh(iu) = itan(u), temos que as
fases deformadas (2.191) e (2.203) satisfazem a relagao i©,(x) = ¥,(iz). Desta forma,
as fungoes trigonométricas (2.192) e hiperbdlicas (2.204) deformadas estao relacionadas

pelas identidades

Cos,(iz) = Coshy(x), Cosh,(ixz) = Cosh,(z),
Sen,(iz) = Senh,(iz), Senh,(iz) = iSeny(z),
iTanh,(z), Tanh,(ix) = iTang(x)

(2.206)

Tan, (iz)
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Capitulo 3

Dinamica quantica ¢g-deformada NRT

Generalizacoes para cada uma das trés principais equagoes da mecanica quantica —
as equagoes de Schrodinger, Klein-Gordon e Dirac — foram recentemente estudadas em
[10, 108, 109, 110, 111, 112, 113, 114, 115]. Nestas equagoes, existem termos nao lineares
caracterizados por expoentes dependentes de um parametro ¢, de modo que suas respec-
tivas versoes lineares sao recuperadas no limite ¢ — 1. Estas equagoes possuem um tipo
em comum de solugoes, com propriedades similares as das ondas solitdrias (sdlitons), e na
qual s@o escritas em termos da fungao g-exponencial (2.13) que emerge naturalmente da
mecanica estatistica nao extensiva.

Desde que estamos interessados em desenvolver e discutir aspectos de recentes aplicacoes
de g-deformagcoes na mecanica quantica nao relativistica, este Capitulo tem como objetivo
uma revisao de literatura sobre uma destas deformacoes da mecanica quantica baseada
no uso de equagoes nao lineares.

Iniciamos com uma breve revisao de duas importantes equagoes nao lineares da fisica:
a equagao de Fokker-Planck néo linear [116, 117, 118, 119, 120, 121, 122, 123, 124, 125,
126, 127, 128] e a equagao de Schrodinger nao linear [129).

Uma generalizagao das ondas planas através da fungao g-exponencial (2.13) serd revisi-
tada [71]. Em seguida, apresentamos uma formulagao generalizada da equagao fundamen-
tal da mecanica quantica nao relativistica [10], chamada de equagao de Schrédinger nao
linear NRT, cuja sigla é uma refereréncia aos autores F. D. Nobre, M. A. Rego-Monteiro
e C. Tsallis. Discutimos alguns aspectos desta equacao, em particular, revisitamos o com-
portamento de suas solucoes sobre a mudanca de coordenadas em referenciais inerciais e
nao inerciais. Em seguida, uma teoria classica de campos para a equacao de Schrodinger
nao linear NRT é apresentada, bem como algumas de suas caracteristicas. Como aplicagao
deste formalismo, revisitamos o problema de uma particula confinada em um poco de po-
tencial quadrado infinito.

Nas duas tultimas Seges (3.7 e 3.8), apresentamos uma contribui¢do nossa a este
formalismo, onde propomos uma equivalente equacao de Schrodinger nao linear NRT na

formulacao de vetores de estado ket, ou mais popularmente conhecida como formalismo
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na notacao Dirac.

Apresentamos também uma possivel conexao entre a equacao de Schrodinger nao li-
near NRT e a mecanica estatistica nao extensiva em consequéncia da definicao de um
propagador de Feymann deformado. A partir da equagao de Schrédinger nao linear obte-
mos naturalmente uma equacao de von Neumann deformada, e que tem como solu¢ao uma
funcao matriz densidade deformada que foi utilizada anteriormente por Vidiella-Barranco
et al. para explicar processos de decoeréncia em mecanica quantica [130].

Introduzimos um operador de rotagao deformado, e como aplicagao, revisitamos o pro-

blema de precessao de uma particula de spin % em um campo magnético externo.

3.1 Algumas equacoes lineares e nao lineares da fisica

De modo geral, a dinamica de sistemas fisicos utilizam equagoes diferenciais lineares
para calcular as variagoes temporal e espacial de uma determinada grandeza fisica. Além
da equagao de Schrodinger (1.1) discutida no Capitulo 1, destacamos aqui a equagao de
Fokker-Planck em uma varidvel [131]

OP(z,t) 0 1 _0P(z,t)

- F(2)P(x,t) — =D

ot Or 2 oz ’ (3.1)

que descreve processos de difusao de particulas, onde P(z,t) é a fungao densidade, F'(x) =
—dV (x)/dz é uma espécie de forga externa associada ao potencial confinante V'(z), e D
¢ uma constante positiva chamada de coeficiente de difusao.

Para o caso particular em que F(z) = 0, temos

OP(z,t) D82P(x,t)

1
ot 2 02 (3:2)

comumente conhecida como equagao de difusdo normal (ou equagdo do calor). A solugao
da equagao acima para a condi¢do inicial P(z,0) = 6(z), sendo d(x) a fungao delta de
Dirac (todas as particulas concentradas em = = 0 no instante ¢ = 0), ¢ uma funcdo
gaussiana dada por

P(x,t) = ————e¢ /DY) (3.3)

Pode-se verificar que
/ P(z,t)de =1 (t >0), (3.4)

(z?) = /_OO 22 P(z,t)dx = Dt. (3.5)

Esta solucao da equacao de difusao normal maximiza a entropia de Boltzmann-Gibbs
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[117]
Spg = —k:/P(x,t) In[oP(z,t)]dx, (3.6)

onde o > 0 é uma constante com unidade de comprimento que leva a uma consisténcia
dimensional da versao continua de Spgg,

A aplicabilidade de equacoes lineares na fisica é usualmente restrita a sistemas idea-
lizados, sendo validas para meios caracterizados por condicoes especificas como homoge-
neidade, isotropia, invariancia translacional, e particulas interagindo através de forcas de
curto alcance e com um comportamento dinamico de memoéria com curta duracao tempo-
ral. No entanto, muitos sistemas reais, especialmente aqueles dentro do campo dos sistemas
complexos, nao preenchem estas condigoes, e usualmente estao associados a fenomenos
nao lineares. Diante disso, o estudo de fenomenos nao lineares tem aberto uma nova area
na fisica capaz de descrever diversos fenomenos, e as equacoes diferenciais nao lineares
constituem importantes ferramentas para a descricao de uma larga quantidade de siste-
mas e processos fisicos como aqueles em éptica nao linear, supercondutividade, fisica de
plasmas e mecanica estatistica fora do equilibrio [132, 133]. Uma vez que a determinagao
de solucoes analiticas para equacoes nao lineares nem sempre sao obtidas de forma tri-
vial, frequentemente utiliza-se métodos perturbativos ou nimericos para obter um com-
portamento destas solugoes, onde neste tltimo caso, recentes avancos na tecnologia de
computadores tem contribuido consideravelmente para o progresso deste método.

Em muitos casos, as equagoes nao lineares sao propostas a partir de generalizacoes dos
respectivos casos lineares, de forma que estas ultimas possam ser recuperadas para certos
limites. No geral, existem dois métodos mais utilizados na literatura para se introduzir
nao linearidades de equacoes generalizadas:

(i) adigdo de termos nao lineares a equacao linear;
(ii) através da modificagdo dos termos presentes na equagao linear.

Como exemplos dos procedimentos acima, poderiamos citar a equacao de Schrodinger
nao linear (NLSE, do inglés Nonlinear Schridinger Equation) e a equacgao de Fokker-
Planck nao linear para os métodos (1) e (i), respectivamente.

Para o primeiro exemplo acima, uma das mais comuns formulagoes para uma equacao
de Schrodinger nao linear [52, 53, 54, 129] tem um termo extra, de modo que

> 2
P G 4 v e - UR PR, (37)
O termo adicional nesta equacao, ciibico na maioria dos casos estudados na literatura,
¢é responsavel pela modulacao da funcao de onda para alguns tipos de solugoes particu-
lares. Especificamente, temos que as solugoes estacionarias sao caracterizadas por uma
dependéncia temporal linear, i.e., ¢!, de modo que a nao linearidade é essencialmente

manifestada através da parte espacial da funcao de onda.
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Uma aplicagao importante desta equagao pode ser encontrada no estudo de sistemas
quanticos em fisica do estado sdlido, especificamente para modelar a dinamica de um
elétron em uma rede metdlica ou semicondutora. Neste modelo, uma aproximagao co-
mumente utilizada é considerar o metal ou semicondutor como um arranjo periédico de
ions pesados e circundados por uma nuvem eletronica de modo que o sistema é mantido
ligado através de forcas eletrostaticas!. O elétron por sua vez tem sua dinamica forte-
mente influenciada pela periodicidade do potencial gerado pelos ions da rede. O fato do
elétron possuir carga elétrica negativa e os ions carga elétrica positiva, faz com que ambos
interajam durante o deslocamento do elétron. Esta interacao elétron-ions podem causar
uma deformagao na rede, de forma que este elétron diante desta deformacao local formem
uma quasi-particula chamada de pélaron?. Quando a deformacao na rede torna-se bas-
tante intensa, pode ocorrer um fenomeno chamado de self-trapping, onde o elétron pode
permanecer preso no potencial criado pela deformacao causada por ele mesmo, dando
origem ao termo cubico na equagao de Schrodinger.

Por outro lado, o procedimento (7i) tem sido bastante utilizado para descrever fendmenos
de difusao anomala por meio da equacgao de Fokker-Planck nao linear em uma variavel
[116, 117, 121, 122, 123]:

OP(z,t) 0

_ {F(a:)\I![P(x,t)] — Q[P(x,1)]

0 OP(x,t)
ot ox

i

} . (D>0). (3.8)

onde os funcionais V[P (x,t)] e Q[P(z,t)] sdo ambas quantidades positivas, diferencidveis
e integraveis [122]. Esta equagao evidentemente satisfaz uma equagao de continuidade, e
leva a conservacao da probabilidade. O termo entre chaves corresponde a uma densidade
de corrente.

Um caso particular para a equacao de difusao nao linear acima pode ser obtida
considerando que os funcionais da Eq. (3.8) sejam V[P(z,t)] = P(z,t) e Q[P(z,t)] =
D,(2 — q)[P(x,t)]'"%, e consequentemente

2
OPD) I (P @)(Pla, 0]} + Dyrg Pl D) 5.9)
onde a constante de difusao D, > 0 depende do parametro ¢ a fim de garantir a dimen-
sionalidade correta da equagao acima. A Eq. (3.9) para uma for¢a linear F'(x) foi estudada
por Tsallis e Bukman, e sua soluc¢do tem a forma de uma fungao g-gaussiana [117].

Desejando apresentar uma conexao simples da Eq. (3.9) com a mecanica estatistica

! No caso de semicondutores, as forcas de interacio dao origem a ligacoes covalentes.

2 O conceito de pélaron foi primeiramente proposto em 1933 pelo fisico russo L. Landau para descrever
o movimento de elétrons em materiais dielétricos [134]. No entanto, o mesmo conceito pode ser aplicado
em outros materiais como metais e semicondutores [135], magnetoresistores [136], supercondutores [137]
etc.
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nao extensiva, consideremos o caso de F'(z) = 0:

OP(x,t) D 0?

o q@[P(:U, )]*7, (3.10)

onde esta equagao nao linear é conhecida como equagao dos meios porosos [9].

A solugao desta equagao para a condigao inicial P(z,0) = d(x) é
Py(a.t) = Py(a/ (D] /59, (3.11)

onde P,(u) é uma fungao ¢-gaussiana dada por

P,(u) = = exp, (—Z—z) __ L [1 —(1- q)jfl—z] UO_Q), (3.12)

com

A=< 2, g=1 (3.13)

Temos que a integral ffooo P,(z,t)dz converge se ¢ < 3, e diverge para outros valores.
Conforme mencionamos anteriormente, para o fenéomeno da difusao normal temos que
o valor médio de x cresce linearmente com o tempo de acordo com a Eq. (3.5), i.e.,
(x?) o t. Evidentemente, outros tipos de funcoes de (z?)(t) podem existir. A mais comum
delas é
(z?) o t°, (3.14)

onde x pode ser uma grandeza d-dimensional. Se o < 1, tem-se a subdifusdo (a simples
localizagdo corresponde a @ = 0); e se a > 1, tem-se a superdifusao (o caso particular
a = 2 é chamado de difusao balistica). A difusdo é normal para o = 1.
A partir da funcao densidade da difusdo anomala (3.12), mostra-se que para (r?) =
[72_a?Py(x, t)dx finito, temos:
9 2
(%) o t3-4, (3.15)

ou seja,

=— 3.16
=g (316)

Consequentemente, temos a subdifusao para ¢ < 1 (localizagdo para ¢ — —o0), € a

superdifusao para 1 < ¢ < 3 (balistica para ¢ = 2). Para ¢ = 1 recuperamos a difusao
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normal.
A solugao (3.12) da equagao de difusdo anomala (3.10) extremiza (maximiza para

g > 0, e minimiza para g < 0) a entropia generalizada

S, = —1L_q {1 - / [aP(x,t)]qd(a:/a)} | (3.17)
onde mais uma vez o > (0 é uma constante que garante a consisténcia dimensional da
entropia acima.

Portanto, vemos que a mecanica estatistica nao extensiva e a aplicacao de funcoes
generalizadas podem ser importantes ferramentas para a descricao de processos nao li-

neares, como a difusao anomala.

3.2 Ondas g-planas

Da mesma forma que a funcao g-exponencial pode ser aplicada a processos de difusao
nao linear, é possivel mostrar que esta funcao também torna-se uma importante ferra-
menta em fenomenos ondulatorios nao lineares. Consideremos inicialmente a equacgao de
onda linear unidimensional 0z 1) | P (r. )

T; = C—Qa—tg’ (3.18)
cuja solugao é qualquer fungdo duplamente diferenciavel do tipo ®(z,t) = ®(x — ct). Em
particular, como solugao da equagao de onda acima, pode-se ter uma onda g-plana [71]
dada por

O(x,t) = ®gexp,[i(kr — wt)], (3.19)

com ®y = ®(0,0) e relacao de dispersao k = w/c.

Diferentemente do que acontece no caso usual, as ondas ¢g-planas para ¢ # 1 nao podem
ser separadas em fatores espacial e temporal. Por outro lado, enquanto as ondas planas
usuais nao podem ser normalizadas, as ondas ¢-planas sao normalizaveis para 1 < ¢ < 3.
De fato, consideremos por simplicidade a fungao ¢(x) = Nyexp,(ixz), onde N, é uma

constante de normalizacao e £ ¢ um numero real. Pela condi¢ao de normalizacao

/OO " (x)p(r)dr =1, (3.20)

temos que

—:/ exp,(—ikz) exp,(ikz)dr, (3.21)
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¢ a partir da rela¢ao (2.147), obtemos

1 > dx
N2 - /OO 1+ (q— 1)2,{2332]1/((171)' (3.22)

q

Pela mudanga de varidvel tan 6 = (¢ — 1)|k|z, esta dltima expressdo torna-se

e [ sty P :
_—_—= cos ) a1 db. 3.23
N2 =D, ) )

q

Lembrando que a fungao beta pode ser escrita na forma trigonométrica [138]

w/2
B(n,m) = 2/ (sen 0)*" 1 (cos 6)*"1db, (3.24)
0
e que satisfaz a relagao
L(n)I'(m)
B =" 2
(n,m) Tt m)’ (3.25)

onde I'(n) ¢é a funcao gama [138]; vemos que a integral do lado direito da Eq. (3.23) pode

ser escrita como uma funcao beta com n = % em = 2(?;—__‘11). Portanto, da Eq. (3.23) segue

que:

. 1/2

N, _[-r()
_ A |

k] | &D <2(q—_‘11))

Uma vez que I'(n) > 0 paran > 0, temos que a constante de normalizacao NN, é positiva no

(3.26)

intervalo ¢ € |1, 3[. A Figura 3.1 mostra a constante de normalizagdo N, para 1 < ¢ < 3.
N, aproxima-se assintoticamente de 0 no limite de ¢ — 1, recuperando assim a nao

normalizacao das ondas planas.

0.6

O. . L . L . L .
9.0 15 20 25 30
g

Figura 3.1: Gréfico da constante de normalizagao N, da fungdo p(z) = Nyexp,(ikr) para
diferentes valores de ¢ no intervalo |1, 3].
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Devido as propriedades da funcao g-exponencial de um argumento imaginario puro, a
amplitude da onda g-plana para 1 < ¢ < 3 diminui quando a fase (kx —wt) aumenta. Um
dado sistema fisico pode ser caracterizado por um simples valor de ¢. Se 1 < ¢ < 3, temos
®(+o0,t) = 0 (Vt), e o valor do parametro g estd associado a taxa de decaimento da
amplitude da onda g¢-plana. Para ¢ = 1, recuperamos as solucoes usuais (ondas planas).

Ressaltamos ainda que configuracoes de campo com energia finita e localizadas, que
se deslocam sem mudanca no seu perfil e velocidade constante, sao chamadas de ondas
solitarias [141]. Desta forma, consideremos a situac¢ao particular da funcao de onda (3.19)
com z = ct. Neste caso, temos ®(z,t) = ®g(Vt), de modo que a onda g-plana comporta-se
como uma onda solitaria propagando-se com velocidade ¢ = w/k. Isto permite que as
ondas ¢-planas possam ser utilizadas na descricao de fenomenos nao lineares nos quais
a nao deformacao das ondas torna-se importante, e.g., em Optica nao linear e fisica de
plasmas.

Analisemos a seguir mais algumas propriedades das ondas g-planas. Uma vez que a

Eq. (3.18) corresponde a uma equagao diferencial linear, tem-se que combinagoes lineares
O(x,t) = Z Dojexp, ; [i(kz — wt)], (3.27)
J

também sao solugoes da Eq. (3.18) satisfazendo a mesma relacdo de dispersao k = w/c
para todas as ondas g¢-planas.
Outra importante caracteristica das ondas ¢-planas esta relacionada a sua extensao

para um espago de d dimensoes, cuja expressao €
O(7,t) = oexp,[i(k - T — wt))], (3.28)

que exibe uma invariancia rotacional em virtude das propriedades do produto escalar
k2= k.
Observando que dexp,(z)/dz = [exp,(2)]? e d® exp,(z)/dz* = qlexp,(2)]*?~", obtemos

o seguinte laplaciano d-dimensional

d
V20(Z,t) = —q (Z k3> Do {exp, [i(k - T — wt)]}277. (3.29)
n=1
Similarmente, temos que
02 (7t P, _
% = —qu’®o{exp,[i(k - T — wt)]}?* . (3.30)

A partir das equagoes (3.29) e (3.30), podemos observar que a onda ¢-plana dada por
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(3.28) satisfaz a equagdo de onda linear d-dimensional

- _ LoP0(#01)
2 o2

<

N

i

\.&‘L

=
|

(3.31)

com k% = 3% k2, e relacio de dispersdo w = ck independente do parametro g.

3.3 A equacao de Schrodinger nao linear NRT

Vimos na Segao anterior que as ondas g-planas (3.28) s@o solugoes da usual equacao
de onda em um espago de d dimensoes (3.31). Para esta solucao, a relagao de dispersao
w = ck é satisfeita. A partir das hipdteses de de Broglie, p'= hk e E = hw, temos que as
ondas ¢-planas satisfazem a equagao de onda (3.31) e podem ser utilizadas para descrever
particulas que obedecem a relacao entre momento e energia F = cp, tipica de particulas
com massa de repouso nula m = 0 (e.g. fétons).

Para uma particula nao relativistica de massa m, a energia total da particula é F =
p?/2m +V,onde V = V(&,t) é a energia potencial. A partir das relagoes de de Broglie,

a relagao de dispersao ¢
h2k?

2m

m}:

+V. (3.32)

Considerando que a funcdo de onda g¢-plana (3.28) em um espago d-dimensional é
solugdo de uma equagao de onda para um potencial constante V(Z,t) = Vj, e preserva a

relagao de dispersao acima. Da Eq. (2.115), observemos que

s Fg;ﬂ = inV{exp,[i(k - 7 — wh)]}”

= vhk{exp,[i(k - T — wt)] 0!

S[D(7 ¢ v+q—1
- yhk{ (g’ )} , (3.33)
0
e

h? =, [®(Z,1)]" n? = P y

~om [ o } = gV texpfi(k -7 - wh)l)
21.2

= vt D e, i(F - 7 - W]y
R2E2 [®(z,¢)] 2
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Similarmente, temos que

e R C (GO,

—

= uhw{equ[ (k- & —wt)] et

[

A partir da relagao de dispersio hw = h?k?/2m + Vj, e das equagoes (3.34) e (3.35),

podemos escrever

na {M]“ o h—Q[(D(f’t)]l_w_qﬁ? {cb(f,t)}”

! ot D, viv+q—1)2m D, D,

]M 1 (3.35)

(7, t)] et (3.36)

+uVo { B,

Considerando que a equacao acima tenha os termos independentes da funcao de onda

&(Z,t), impoe-se 1 — v + u — g = 0. Desta forma,

o [®0)]" po R o, [O( )] oz, ¢) ]
Para p =1, temos:
o [®Et)] 1 K o, [0 )]* &(z,t)]7
ha{ % ]_ - 2mv [—% + Vo o | - (3.38)

Generalizando de um potencial constante V para um potencial com dependéncia espacial

e temporal V(Z,t), postula-se a seguinte equagao de Schrodinger nao linear [10]:

o [®@t)] 1 K o, [0 ] L [e(z )]
’hat[ o ]_ 2_q2mv % + V(Z,1) o | (3.39)

Diferentemente do caso usual, esta equagao de Schrodinger deformada, denominada de
equagao de Schrodinger nao linear NRT, tem a fungao de onda escalonada pela amplitude
®(. Esta dependéncia da amplitude garante a dimensionalidade da equagao de forma
que todos os termos tém unidade de energia. Uma interpretagao fisica da dependéncia
insélita da Eq. (3.39) com a amplitude da func¢ao de onda merece ainda uma andlise mais
aprofundada. Outra caracteristica desta equacao estd no fato dela nao ser auto-adjunta. A
equacao de Schodinger usual (linear) é recuperada para ¢ = 1, e a constante @ torna-se
irrelevante. Como podemos notar, a equacao de Schrodinger nao linear NRT tem uma
estrutura similar a equagao de Fokker-Planck nao linear (3.9) da qual estd associada a
mecanica estatistica nao extensiva.

Uma das consequéncias da equagao de Schrodinger nao linear NRT para particulas na
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presenga de um potencial externo V(Z,t) # 0 é que as solugdes nao admitem a decom-
posi¢ao da fun¢ao de onda em partes espacial e temporal do tipo ®(Z,t) = f(t)p(Z).
Notemos também que a nao linearidade desta equacao esta presente nas poténcias da
funcao de onda ®(Z,t), diferentemente da equacao (3.7), onde um termo nao linear foi
adicionado aos dois termos lineares existentes. Além disso, diferentemente das solugoes
tipicas de (3.7), as solugoes de (3.39), expressa pelas ondas g-planas (3.28) no caso de um
potencial constante, apresentam efeitos nao lineares em ambos espaco e tempo, através
de uma modulacao destas duas variaveis, e na qual mantém para 1 < ¢ < 3 a norma de

®(Z,t) finita em todo espago-tempo (&, t).

3.4 Equacao de Schrodinger nao linear NRT em

sistemas de coordenadas moveis

Seguindo [109], apresentamos uma revisao de literatura de como a solugdo de onda
g-plana para a equacgao de Schrodinger NRT ¢é transformada sobre dois tipos basicos de
mudanga de referencial. Iniciemos primeiramente investigando a transformacao de Gali-
leu, que conecta referenciais inerciais. Em seguida, analisamos o aspecto das solugoes de
ondas ¢-planas quando observadas através de um referencial uniformemente acelerado (re-
ferencial nao inercial). Por simplicidade, consideremos o caso da equagao de Schrodinger
nao linear unidimensional. A extensao destas ideias para o caso d-dimensional pode ser
imediatamente obtida.

Consideremos a equacao de Schrodinger nao linear de uma particula livre,

(3.40)

2O (Y@ )] 1 R0 [t 2
Mo | T w, | T T 2—q2mor? | W, ’

em relagdo a um referencial inercial caracterizado por coordenadas espago-tempo (z/,t').

Conforme vimos anteriormente, este sistema tem como solugao a onda g-plana
(', t') = Vg exp,[i(kz — wt')]. (3.41)
Seja a transformagao de Galileu
t=1t e x=ua —ut (3.42)

que relaciona as coordenadas espago-tempo (2’,t') de um referencial inercial R’ com as
coordenadas (z,t) de um referencial inercial R que move-se em relagdo ao primeiro com
velocidade v constante.

Para obtermos uma “nova” solucao ®(x,t) para a equacdo de Schrédinger nao linear
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NRT expressa em termos das coordenadas espago-tempo (z, t), correspondente a “antiga”
solugdo dada pela Eq. (3.41), poderia se pensar simplesmente que é apenas necessario

aplicar a mudanga de varidveis (3.42) em (3.41):

V(' ) — ®(x,t) = V(x+ vt t)
= ®gexp,{ilk(z +vt) — wt]}, Dy = V. (3.43)

No entanto, este procedimento leva a uma solucao que nao satisfaz a equacao de Schrodin-
ger ndo linear NRT expressa em termos das novas variaveis (z,t). No caso usual (¢ = 1),
por exemplo, esta transformacgao envolve nao apenas a substituigdo de coordenadas (z',t")
por (x,t) em (3.41), mas também uma transformacdo unitaria de W(z',t'), adicionando
um termo de fase na nova fungao de onda ®(x,t) (para mais detalhes vide pagina 246 da

referéncia [139]). De fato, se considerarmos a transformacao

) 1
V(2 t') — ®(x,t) = exp {—% (mvx + §mv2t)] U(z + vt, t), (3.44)
temos que ®(z,t) satisfaz a equagao de Schrodinger usual (¢ = 1) no sistema de coorde-
nadas espaco-tempo (z,1t).

Desta forma, mostra-se que no caso da equacao de Schrodinger nao linear NRT, esta
transformagao entre as fungoes de onda nas coordenadas espago-tempo (z/,t') e (z,t) pode

ser escrita curiosamente em termos de um g-produto (2.42c):

A P I L e

onde o fator da Eq. (3.44) escrito em termos de uma funcdo exponencial foi substituido
por uma fun¢ao g-exponencial. Analisando a transformacao (3.45), temos que tomando o
limite ¢ — 1, recuperamos a transformacao unitéria do caso usual (3.44).

Para o problema de uma particula livre no sistema de coordenadas R’, a transformacao

acima leva a

S fon 1 e )t -

— {1—2'(1—Q) [wt—k(x+vt)+% (mvx+%mv2t>:|}1lq

_ {1-@(1—q)Kw—kwfg—l;)t—(k—%)x”llq. (3.46)

A fim de darmos uma interpretagao fisica para a solucao (3.46), pode-se observar que esta

tem a forma de uma onda ¢-plana com a frequéncia angular & e o vetor de onda & dados
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respectivamente por

~ mu
e _ [ = _ 4
O=w-—kv+ o7 e k=k pt (3.47)
ou seja,
O(z,t) = Oy exp,[i(kz — wt)], (3.48)
e que satisfaz a equagao de Schrodinger nao linear NRT
0 [®(x,t 1 o [0(x,1)]* "
o I CE0) @017 (3.49)
8t (I)O 2 — q 2m 8332 (I)o

Conforme mostrado na Segao anterior, a solu¢ao da onda ¢-plana (3.46) para a equagao
de Schrédinger nao linear NRT é compativel com as relagoes de de Broglie, conectando
frequéncia a energia, e vetor de onda ao momento linear. De fato, combinando (3.47) e as

relacoes de de Broglie £ = hw e p = hk, obtemos

E=E—pv+ %va e p=p—mv, (3.50)
que corresponden a transformacao de Galileu para a energia cinética e momento linear de
uma particula nio relativistica cuja relagio momento-energia é E = p?/2m.

Consideremos agora um referencial uniformemente acelerado R em relacao ao referen-
cial inercial R’'. A correspondente transformacao de coordenadas espago-tempo é

t=t e x=2a- %at’Q =a — %%t’g, (3.51)
onde (z/, ") sdo as varidveis associadas a um referencial inercial R', a = F//m é a aceleracao
(constante) do referencial R cujas varidveis sao (z,t).

Como fizemos anteriormente, assumimos que a equagao de Schrédinger nao linear NRT
(3.40) torna-se valida no referencial (z’,¢'), e que neste sistema de coordenadas, o sistema
é descrito pela solucao de onda ¢-plana dada pela Eq. (3.41). Mais uma vez, se escrevermos
U(z’,t') diretamente em termos de (x,t), esta nao satisfaz a equagao de Schrédinger nao
linear NRT em relacao as “novas” varidveis espaco-tempo.

Similar ao efeito de uma transformacao galileliana (3.42) no caso usual (¢ = 1) da
equagao de Schrodinger, a transformagao (3.51) envolve ndo apenas a substitui¢ao das
variaveis (2/,t') por (z,t) em (3.41), mas também uma transformacdo unitdria sobre

U(z',t') através de um termo de fase na nova funcao de onda ®(z,t), dada por:

' 28 Ft?
V(2 t') — ®(x,t) = exp [—% (Fxt—i— - )] v (a: + %,t> : (3.52)
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No caso geral, consideremos o seguinte ansatz:

Ft2
() Bz, t) i P28 ‘I’(Hmt)
— — | Fat . (353

U, @ XDy | m \ FEE T | [ P T, (3.53)

Para uma particula livre no referencial R', a fungdo de onda ¥(2’, ') é dada pela onda

g-plana (3.41), e assim:

260+ fon [ (o )} (- 2) -]}
= {1—i(1—q) [wt—k<x+§—ntj)+%(Fxt+};23)}}llq. (3.54)

Notemos que

L0 [®(x,1) hkF't F22\ [®(x,t)]?
h— = (hw - ——+F 3.55
g [a) = (e S e ) 567 .
€
21 9% [&x )] [k hkFt F22\ [®(z,t)]°
_ v ) — _ LR | . (3.56
2m2—q8x2{ Dy } (Qm m e 2m)[ Dy } (3:56)

Da relagao de dispersao hw = h*k?/2m para uma particula livre no sistema de referéncia
R', e a partir das Eq.’s (3.55) e (3.56), podemos escrever a seguinte equagao diferencial

nao linear para ®(z,t):

0 {@(az,t)} I N s {@(x,t)r—q+v(x) {M]q. (357)

at| @, 22— q2mox? | @, d,

Portanto, a Eq. (3.57) corresponde a equagao de Schrodinger nao linear NRT unidimen-
sional para o potencial V(z) = Fx. Esta equagao pode ser interpretada como a descrigao
do movimento de uma partéula de massa m sob uma forca constante —F'. Este resultado
é consistente com o fato do comportamento de uma particula livre em relagao a um refe-
rencial uniformemente acelerado ser equivalente ao comportamento de uma particula em
relacao a um referencial inercial movendo-se sob efeito de uma forca constante.

No limite F' — 0, a Eq. (3.57) reduz-se a equagao de Schrédinger nao linear para uma
particula livre (3.49), e a solucdo (3.54) torna-se a onda g-plana ®(z,t) = ®gexp,[i(kx —
wt)]. Para ¢ — 1, da Eq. (3.57) obtemos a equagao de Schrédinger usual para uma
particula de massa m movendo-se sob uma forca constante —F'.

Estes mesmos resultados também sao satisfeitos para uma particula submetida a um
potencial constante Vj no referencial (z/,t') cuja relagao de dispersao é hw = hk?/2m+Vj.

Neste caso, o potencial da particula no referencial R torna-se V(z) = Vj + Fx.
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Observamos nesta Segao algumas caracteristicas da fungao de onda ¢-plana e a equagao
de Schrodinger nao linear NRT para dois casos comuns de transformacao entre referenci-
ais moéveis: primeiramente relacionando referenciais inerciais (transformagao de Galileu),
e em seguida os efeitos de um referencial acelerado em relacao a um referencial inercial.
Em ambos os casos, concluimos que a transformagao ¥ (z',t') — ®(x,t) entre as fungoes
de onda se da de forma similar ao da equacao de Schrodinger usual, mas com o produto
do fator de médulo unitario exp[—if(x,t)/h] substituido por um g¢-produto (2.42c) de
funcao deformada exp,[—if(z,t)/h], onde f(x,t) é uma fungao que depende do tipo de

transformagao entre o sistema de coordenadas: vide Eq.’s (3.45) e (3.53).

3.5 Teoria classica de campos para a equacao de

Schrodinger nao linear NRT

Sistemas continuos, como ondas mecanicas, eletromagnéticas ou de matéria, apresen-
tam um numero infinito de graus de liberdade e sao descritos por campos. A dinamica
destes sistemas podem ser descritas através da teoria cldssica de campos® pelos formalis-
mos de Lagrange ou Hamilton [141, 142]. Por sua vez, as interagoes das particulas elemen-
tares, constituintes basicas da matéria, podem ser expressas por meio da teoria quantica
de campos, que é um referencial tedrico que agrega os conceitos de relatividade restrita
e mecanica quantica [143]. Neste formalismo, as particulas sdo descritas como excitagoes
de campos quantizados no espaco-tempo, e recebem o nome de quanta de excitacao. A
construcao das teorias quanticas das interacoes fundamentais da natureza depende cru-
cialmente da possibilidade de primeiro formula-las como teoria classicas de campos nas
linguagens lagrangiana e hamiltoniana.

Nesta Secao, apresentamos uma revisao de literatura de uma teoria classica de campos
associada a equagao de Schrodinger nao linear NRT (3.39). Esta formulacao foi inicial-
mente proposta por Nobre et al. [108], e restringia-se ao caso de particula sob um potencial
nulo. Plastino et al. [113] complementaram em seguida esta formulagao para uma particula
submetida a um potencial nao nulo.

Consideremos uma particula de massa m confinada em um volume finito V. Desta
forma, para a constante &, que garante a dimensionalidade correta dos termos da equacao
(3.39), temos ®; = (1/4/V). Portanto, pode-se definir uma funcio adimensional ®(&,t) =

O (7, 1) /Do, cuja solucdo para a equagao de Schrédinger nao linear NRT de uma particula

3 Alguns autores utilizam simplesmente o termo “teoria de campos” (field theory, veja por exemplo
[140]). Aqui seguiremos o termo “teoria classica de campos” (classical field theory) conforme utilizado
nas referéncias [108, 112].
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sujeita a um potencial constante V' (Z,t) = V; é a onda ¢-plana
O(7,t) = exp,li(k - T — wt)]. (3.58)

Conforme serda mostrado adiante, diferentemente do caso usual ¢ = 1, a aplicacao das
equacoes de Euler-Lagrange usuais para uma densidade lagrangiana escrita em termos
dos campos ®(Z,t) e ®*(#,t) nao resulta nas equacoes de Schrodinger nao linear NRT
para estes campos. Por esta razdo, propde-se campos adicionais W(%,t) e U*(Z,t), onde
(i, t) = U(&,t)/ Vo, com ¥y = 1/v/V = &y,

As equacoes de movimento destes campos sao obtidas a partir da aplicacao das equagoes
de Euler-Lagrange sobre uma densidade lagrangiana £ que depende dos campos adimen-
sionais ®(Z,t) e WU(&, t), seus complexos conjugados, suas derivadas espaciais e temporais,

e das coordenadas espacial-temporal (7, t):
L=C (c@, Ve, 0,8, 0, VT, 0,0, 5, Vo*, 8,0, U, VI, 0,0%, 7, t) . (3.59)
Considerando heuristicamente a densidade lagrangiana

L = A{z’h@(f,t)até(f,t) — ihU*(Z, 1) 0,0 (T, t)

(B ) 0] (VR 1)) — 5 (@ (@ ]V )] [T )
_V(E OU(E,O[B(F ] — V(Z,)T(F, )], t)]q}, (3.60)

onde A = 1/(2¢V) é uma constante multiplicativa, pode-se construir uma agao classica,
da qual ao ser extremizada leva as equacoes de Euler-Lagrange para cada campo. Neste

caso, para o campo U temos que a equacao de Euler-Lagrange

oL o [ oc oc
7~ o)~ 7w oo
nos leva a
B [LIC R\ L (O
B ) VR )+ VEDBE ), (3.62)

B ICR) NS N R
= =~y g (2@ T+ V(@ [2(@ )], (3.63)
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Similarmente, para o campo ® temos que a equacdo de Euler-Lagrange

or o oL oL
gV [m] 0 53 = 300
resulta em
ih% = ;—m[q)(f, O'IVAE(Z ) — gV (Z,8)[B(F, 1)]9 " [U(Z, 1)], (3.65)

e com correspondentes equagdes complexas conjugadas (3.63) e (3.65) para os campos
O*(Z,t) e U*(Z,t). Notemos que as Eq.’s (3.62) e (3.65) apresentam uma assimetria de-
pendente de g em relagao ao termo de energia potencial. Em termos dos campos ®(Z,t) e
U(Z,t), temos portanto que a descrigdo quantica de um sistema fisico é dada através das

equagoes acopladas

g [P0 - e [ even 2]
| v [P0 R0

e suas respectivas equagoes complexas conjugadas. Observa-se que a Eq. (3.65) é apenas o

complexo conjugado da Eq. (3.63), i.e., U(Z,t) = &*(&, t), para ¢ = 1. Por outro lado, para

q # 1, tem-se que V(Z,t) difere de ®*(7,t), e com os campos acoplados pela Eq. (3.65).
A partir da lagrangiana (3.60), os momentos candnicos conjugados aos campos descri-

tos acima sao

oL _ oL _
Iz = — = 1hAVY Iz = — = —hAU*
LTEX 3 B L TE X = B
. oL . . ar . (3.67)
Yo(0w) 0w
Segue que a densidade hamiltoniana é
o= o o o -
= A A @@ VEE D] [V, 1) + [0 @ D] [V (7,1)] - [V (7))}
+A{V(Z,6)U(T, 6)[B(T, 1)) + V(T, )T (T, 1)[D*(Z,1)]7} . (3.68)

Como uma aplicacao, consideremos uma particula sujeita a um potencial constante
V(Z,t) = Vp. Substituindo a solu¢do da Eq. (3.63), i.e., a fun¢do de onda (3.58) na
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Eq. (3.65), obtemos que:
U (7, t) = {equ[i(E LT —wt)]} = (0T, 1)) (3.69)

Neste caso, as solugoes das Eq.’s (3.58) e (3.69) para este problema satisfazem as pro-

priedades:

(3.70a)

(2, 1)]70 (7, t) = [0 (7, )70 (7, 1) = 1. (3.70D)

Portanto, utilizando a Eq. (3.68) e as propriedades (3.70), a energia total do sistema

torna-se

h2k?
E = /HdV = + W, (3.71)
2m
que, independentemente do valor de ¢, corresponde a energia espectral de uma particula
sujeita a um potencial constante Vj.

Definindo a densidade do momento linear por

P % {—in[S(@ O] U, 1) + B[ (7, )" (7, 1)}
= —q {H@ﬁé(f, t) + g~ 6&9*(3?, t)} , (3'72)

esta preserva propriedades similares a densidade hamiltoniana, ou seja, usando a proprie-

dade .
hk

— gl V(T 1) = —qlly. VO'(T,1) = 5,

(3.73)

temos o momento linear total
p= / PdV = hk. (3.74)

As Eq.’s (3.71) e (3.74) nos mostram que apesar da nao linearidade das Eq.’s (3.66)
aplicadas a uma particula submetida a um potencial constante V' (Z,t) = V;, a energia
e o momento linear preservam a mesma forma para todos os valores de ¢. No entanto,
os aspectos nao lineares das Eq.’s (3.66) manifestam-se na forma da funcao de onda é
descrita por meio de dois campos acoplados escritos como fungoes de onda ¢-planas.
Consistente com as propriedades descritas acima, define-se uma densidade de proba-

bilidade para encontrar a particula no instante de tempo ¢, em uma posicao #, e dentro
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de um volume finito dV, por

1 - _ _ _
para qualquer valor de g. No caso particular de uma particula sob potencial constante,
cujos campos sao dados pelas Eq.’s (3.58) e (3.69), a densidade de probabilidade (3.75) é
dada por p(Z,t) = 1/V, idéntico ao que acontece no caso ¢ = 1, e normalizada para um
volume V como esperado.

A partir da derivada temporal de p(Z,t), temos:

L Op(@,t)  ih [0R(Zt) - _ . OU(T,1)
ih B = 3 g U(Z,t) + (2, 1) pr
0" (T, t) =, L OU(Tt)

Substituindo as Eq.’s (3.63) e Eq.’s (3.65) na equagao acima, pode-se escrever a seguinte

equacao de balango

__|_ﬁ.(]:R7 (3.77)

onde a densidade de corrente J ¢ dada por

J = 4::;/ {-[cﬁ(f,t)]l—q[%(f,t)]@(f,t)+[@*(f,t)]l—q[%*(f,t)]@*(f,zs)
HO(E, )PV (&, 1)] — [@F(&, 1) [VI* (3, t)]} : (3.78)
R = UM G o9, o) - [98(0)
—[®*(Z, )] VO (Z,1)] - [VI* (T, 1)]
U9 115z 000z, 1) — [&* (7 O]9, 0)} V(7. 0). (3.79)

2ihY

Conforme podemos observar, a equagao de balanco (3.77) tem a forma de uma equagao
de continuidade para ¢ = 1. De fato, quando o termo anomolo R é diferente de zero, a

densidade de probabilidade p(Z,t) nao é conservada. No entanto, para solugdes em que
[B(F, 1) [V, 1)) - [VI(7,1)] € R e [B(F, )] U(T, 1) € R, (3.80)

tem-se R = 0, e a conservacao da probabilidade é satisfeita independente do valor de
q. Para o caso de uma particula em um potencial constante, esta condicao é satisfeita
pelas propriedades (3.70) das solugoes (3.58) e (3.69). Desde que estamos tratando com

equacoes nao lineares, que apresentam geralmente mais do que uma solucao, algumas
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outras possiveis solugoes podem nao satisfazer a condigao dada pela Eq. (3.80), da qual é
imediatamente satisfeita para o caso usual ¢ = 1.
Para os casos em que as condigoes (3.80) sao satisfeitas, a equacao de balango pode

ser escrita na forma da equagao de continuidade usual

6—§+6-f:o, (3.81)
mas com as densidades de probabilidade e de corrente dadas pelas Eq.’s (3.75) e (3.78),
respectivamente. Conforme pode ser visto, as definicoes acima para p(Z, t) e J(Z, t) recu-

peram o caso usual para ¢ = 1, i.e., p(Z,t) = O*(Z,t)D(Z,t) e
j= [cp*(f, HVO(Z, 1) — B(T, )V (7, 1)] . (3.82)

2im

Portanto, de acordo com o que foi exposto, concluimos que os resultados acima mos-
tram que a equacao de Schrodinger nao linear NRT apesar de apresentar, para 1 < ¢ < 3,
modulagdo e uma integral finita para o produto ®*(Z,t)®(z,t) sobre o espaco, nao se
pode aplicar a propriedade de particulas localizadas através da funcao de onda. De fato,
mostra-se que é importante considerar uma densidade de probabilidade p(Z,t) definida
por (3.75) em termos dos campos acoplados ®(Z,t), W(Z,t), e de seus respectivos comple-
xo0s conjugados, cujas equagoes de movimento sao dadas por (3.66) e pelas suas equagoes
complexas conjugadas. Para solucoes de uma particula submetida a potencial constante

em um volume V), temos p(Z,t) = 1/V, similar ao que acontece no caso usual ¢ = 1.

3.6 Estados estacionarios para uma particula em um

potencial quadrado infinito

De modo geral, considerando um potencial independente do tempo V' (z), a resolucao
da equagao de Schrodinger linear (1.1) é realizada através da aplicagdo do método de
separacao de variaveis temporal e espacial, e permite determinar os estados estacionarios,
1.e., estados na qual a densidade de probabilidade nao depende do tempo. Por outro lado,
conforme vimos para uma particula em um potencial externo, as solucoes da equagao de
Schrédinger nao linear NRT (3.39) nao podem ser separadas em partes espacial e temporal
como no caso usual (¢ = 1). No entanto, uma exce¢ao é o problema do pogo quadrado
infinito unidimensional, conforme resolvido em [113], e que revisitaremos a seguir.

Consideremos primeiramente uma particula submetida a um potencial nulo, onde as
Eq.’s (3.66) para ®(z,t) = f(t)p(z) e U(z,t) = g(t)1(r) podem ser escritas na forma:

e U B
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B S )]

onde €, X, ©o, Yo, fo € go sao constantes.

Para y = €, obtém-se [1(x) /10] = [(x) /o] ™" € [9(t)/g90] = [f(t)/fo] 7', cuja densidade
de probabilidade p(z,t), definida por (3.75), associada a este caso é constante para todos
os valores de q.

A extensao destes resultados para o caso d-dimensional também pode ser verificada.
As solugoes da equacao de Schrodinger nao linear NRT em um espago d-dimensional
também pode ser decomposta em fatores espacial e temporal. Porém, a parte espacial da
funcao de onda nao pode ser decomposta em d diferentes componentes para cada uma das
coordenadas, como é possivel no caso usual. No caso d-dimensional, temos que a densidade
de probabilidade para estados estacionarios é p(Z,t) = 1/V, onde V é o volume onde a
particula estd confinada.

Da Eq. (3.83a), podemos escrever que

£ [el]" 22 ) [otr)

= .84
a? | o R R 359

A partir de um célculo direto, as Eq. (3.84) e (3.85) possuem solugdes dadas respectiva-

mente por:

. 4dme
P(x) = PoexP(g41)/2 [Z mfcl ; (3.86)

f(t) = foexp,_,(—iet/h). (3.87)

Desta forma, levando em conta as solugoes (3.86) e (3.87), obtém-se que:

, 1/(1-q)
1+ (1= g)ikry /3% — (1 — q)* 555

1+z‘(1—q)i§ ’

®(z,t) = P, (3.88)

e que tem a forma de uma onda g-plana (3.19) no limite (1 — ¢) — 0.
Consideremos o problema de uma particula confinada em um poco de potencial qua-

drado infinito cuja energia potencial é dada por

V(z) = { 0, O0sz=<l (3.89)

oo, outros valores
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As condigdes de contorno deste problema asseguram que ¢(x) deve ser um nimero
real, diferentemente da solu¢ao Eq. (3.86) que consequentemente nao pode ser aplicada
ao potencial V(x) acima. Por outro lado, uma vez que a Eq. (3.84) é nao linear, temos
que o principio da superposigdo nao pode ser aplicado. Uma alternativa é escrever ¢(x)

como uma familia de solugoes, na qual através da definigao @(x) = [¢(z)/po]®> 7, tem-se

do(x) B B 2me(2 — q)2[¢(2)]B-9/C=9)
= \/2{1 B g } (3.90)

que

Podemos utilizar esta ultima expressao para escrever

2 2 _ )2 (2—9)/(3—9) b/ A, d
NG me( q) R . z ’ (3.91)
(3 —q)n? o V1I_z0B0/@9

onde A, e ¢ sdo constantes de integracao e |z| < 1. Em [113], foi definido a seguinte

generalizacao da funcao arco-seno:

u_SEN

(3.92)

/ \/1—,2(3 9/2=q)’

pode-se escrever uma fungao trigonométrica deformada y(u) = SEN,(u) da qual possui

e = /\/1—,23‘1 —q)

G () (3.93)
(3-or (=)

periodo 47,, onde

A funcéo SEN,(u) é uma generalizacdo da fungdo trigonométrica sen(u), da qual é recu-
perarada no limite ¢ = 1, i.e., SEN;(u) = sen(u). Pode-se observar que esta generalizagao
difere das fungoes deformadas que discutimos na Segao 2.6. Temos que |SEN,(u)| <1
para 1 < ¢ < 2, conforme pode ser visto na Figura 3.2, onde mostra-se a funcao SEN,(u)
para diferentes valores de ¢. A Figura 3.3 ilustra a grandeza 7, associada ao periodo da
funcao SEN,(u). Pode-se também definir fungdes trigonométricas generalizadas COS,(u)
e TAN,(u), onde SENZ(u) + COS(u) = 1 e TAN,(u) = SEN,(u)/COS,(u).

Counsiderando
2] (2-9)/(3—q)

_ /5| 2me2—q)
kq:ﬁ[ (3 —q)h?
das Eq.’s (3.91) e (3.92) temos que (ko + &) = SEN_'[¢(z)/A,], ou ainda, ¢(z) =

A,SEN,(k,z + §), e a solugdo estaciondria para a equacdo de Schrodinger ndo linear

: (3.94)
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1.0

g=10
g=15
g=18
 q=20
1.0 -05 0.0 0.5 1.0

u/Tt

Figura 3.2: Funcao trigonométrica generalizada SEN,(u) definida pela Eq. (3.92) para valores
q¢=1.0,1.5,1.8 e 2.0, de modo que u é mostrado no intervalo u € [-27,,27,] em cada caso.

1.6

1.4

=
N

o 1214 15 18 20

g

Figura 3.3: Grandeza adimensional 7, definida pela Eq. (3.93), associada a periodocidade da
funcao SENg(u) (na qual apresenta perfodo 47,), é mostrada no intervalo 1 < g < 2, tal que
como casos particulares temos 71 = /2 e T = 1.

NRT pode ser escrita como
() = o ASEN, (kgz + 6)]/ 77, (3.95)

Pelas condigdes de contorno ¢(0) = ¢(L) = 0, temos que § = 0 e k,L = 27,n, onde
n = 1,2,3,.. sao os numeros quanticos que especificam o estado do sistema. Portanto,

podemos escrever

~ onrr\ 1
o) = onali) = | Agnson, (Z75) | (3.96)
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e que

en(q) =

= =g (3.97)

3—q)/(2—
(3—q)7i2 (ﬂan)( 9)/(2—q)
7 .

A Eq. (3.97) é uma generalizagao dos niveis de energia de uma particula em um pogo
de potencial quadrado infinito, onde €,(1) = 72h*n?/2mL?. Na Figura 3.4 é mostrada a
grandeza adimensional 1,,(¢) = [e.(q)/€,(1)]L7~30/(2=0) em funcdo do parametro ¢ para
numeros quanticos n = 1,2, ..., 5. Podemos observar que €,(q) aumenta a medida que n
aumenta para qualquer que seja o valor de ¢q. Porém, para ¢ = 2, €,(q) diverge para todos

os valores de n.

10°
|
S i
~ .f n=4
107 n=3
n=2
ol n=1
10 e :

10 12 14 16 18 20
g

Figura 3.4: Grandeza adimensional 1,,(¢) = €,(q)/€,(1)LT—30/2=9)  associada & solugio da
equagao de Schrodinger nao linear NRT para o problema de uma particula em um pogo de
potencial quadrado infinito unidimensional de largura L. A figura ilustra 7,(¢) para nimeros
quanticos n = 1,2, ..., 5.

O campo ¥ (x) é obtido substituindo a solucao ¢(x) dada pela Eq. (3.96) em (3.83b).
Escolhendo x = (2 — g)¢, obtém-se que

() = [p(x)]7. (3.98)
Para estas solugoes, a densidade de probabilidade (3.75) torna-se:

Re { [SEN, (2nrye/L)] =/ )
plr) =~ - (3.99)
L/o Re{[SENq(Qanx/L)](3*q)/(27q)]} du

Na Figura 3.5 é apresentada a densidade de probabilidade p(z) para uma particula em
um pogo de potencial quadrado infinito de largura L nos casos (a) n = 1 e (b) n = 2

para valores de ¢ = 1, 1.3 e 1.5. Para n = 1, p(z) é simétrica em torno de x = L/2, e
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possui um maximo neste ponto que torna-se mais acentuado para maiores valores de ¢
no intervalo |1,2[. Para n = 2, a correspondente densidade de probabilidade é nula em
x = L/2 e simétrica em torno deste ponto com maximos em x = L/4 e x = 3L /4. Observa-
se também que para maiores valores de ¢ no intervalo |1, 2], a densidade de probabilidade
p(x) torna-se mais acentuada em torno dos pontos de méximo, uma consequéncia da nao
linearidade do sistema. A aplicacao deste formalismo pode ser 1til em sistemas em que
as particulas nos niveis de baixa energia possuem a mesma probabilidade para serem
encontradas em diferentes regides e simetricamente localizadas em torno de uma regiao

central.

w
o

=
o

O'%.O 0.2

Figura 3.5: Densidade de probabilidade p(x) para uma particula em um pogo de potencial
quadrado infinito de largura L e para valores ¢ = 1.0, 1.5 e 1.8 nos estados (a) n =1e (b) n = 2.
Em (a), todas as densidades de probabilidade tem um méximo em =z = L/2 e apresentam uma
simetria em torno deste ponto. Em (b), a simetria é preservada em torno de x = L/2 onde p(x)
é nulo neste ponto, e apresentam maximos em z = L/4 e x = 3L /4.

04 06 08 10 80 02 o0z 06 o8 10
x/L x/L

E importante ressaltar que a fungao p(x) seja positiva para poder ser interpretada
como uma densidade de probabilidade. Da Eq. (3.99), para 1 < ¢ < 4/3, temos que
Re{[SEN, (2n7,2/L)]*" =D} > 0, e consequentemente p(z) > 0. Esta condi¢do também
pode ser satisfeita para outros valores de ¢ fora deste intervalo devido as propriedades de
potenciagao de nimeros complexos. Por outro lado, para 4/3 < ¢ < 2, temos que p(z) < 0,
0 que representa situacoes que merecem ainda uma analise mais aprofundada. Conforme
os autores de [113] afirmam, tais casos podem ser comparados ao comportamento das
funcoes de Wigner, que sao uma ferramenta importante para estudar a mecanica quantica
no espago de fase. As fungoes de Wigner podem assumir valores negativos, portanto nao
podem ser consideradas como distribuicoes de probabilidade simples, e portanto sao de-
nominadas de “quase-distribui¢oes” [144, 145, 146, 147, 148|.
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3.7 Operador evolucao temporal ¢g-deformado

Nesta e na proxima Se¢ao, em uma contribuicao nossa ao tema, propomos uma equiva-
lente equagao de Schrodinger nao linear NRT na formulacao de ket de estados e analisamos
algumas de suas consequeéncias.

Suponhamos que temos um sistema fisico cujo vetor de estado, ou ket de estado, no
instante de tempo ¢, seja representado por |a),. Este ket de estado pertence ao espago
vetorial de Hilbert, e pode evidentemente evoluir no tempo t.

A fim de desejarmos trabalhar com uma variavel adimensional, ao invés do tempo t,
definimos a quantidade £ = ¢/, com 7 sendo uma constante com unidade de tempo. O fato
da g-adigao, que serd utilizada adiante, dever ser aplicada em quantidades sem unidades
fisicas nos leva a utilizar a quantidade adimensional ¢. Desta forma, o ket correspondente

ao instante de tempo t é representado por
|, to;t)g, (> to). (3.100)
Desde que o tempo é um parametro continuo, temos

lim |ev, fo; £)¢ = | )y, (3.101)

t—to

e que pode-se utilizar a notacao abreviada
o, to;t0)g = |, o) g (3.102)

Consideremos um operador evolucdo temporal infinitesimal deformado U, (fy, ;) defi-
nido por
|O‘>E@q dt~>q :Z;{q(f@q dfa £)|04a£>q (3103)

onde { @, di = i + di + (1 — ¢)idi. Este operador deformado U,(t @, df,1) satisfaz a
propriedade
lim U, (f ®, dt, ) = 1. (3.104)

di—0
Podemos observar que o operador Z;lq(fg,fl) obedece a propriedades de grupo. De fato,
seja
|, 5T @, diy), = U,(T ®, diy, T)|a, T; 1), (3.105)
e aplicando o operador L?q (t Dq dt, Dq dts, t Dq dt;) em ambos os lados da equacdo acima,
temos que
Uyt @, diy @, dbs, T Dy dEy) o, T @, dE), =

Lo A e D (3.106)
Uy (t ®, dty @, dia, Ty di) U ©, diy, 1|, T;1),.

Pela definicio (3.103), o lado esquerdo da equagio acima é igual a |a, t;t @, dt; @, dis),,
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e assim, podemos escrever:

|, t: 1 @y diy By dy)g = Uy (T By dby @ dis, Td @, 1)U, @, diy, D)o, E 1), (3.107)

Por outro lado,

|, 11 @, dy ©, dby), = Uy (T ®, dby @, diy, )|, T;1),. (3.108)
Comparando as equagoes (3.107) e (3.108), obtemos
U, (T By diy @y diy, 1) = U (T By dby @, dis, T By diy)U,(E ®, di;, 1), (3.109)

e fazendo t), =1, 1" =t @, dt,, e " =t ®, dt; D, dt5, mais compactamente temos

~ ~, ~, ~ ~,

U, (7" 1) = U, U, ). (3.110)

Seja Qq o gerador de translacoes temporais deformadas, a aproximacao até a primeira
ordem em df para U, (I @, di, ) é

U, ®, di, T) =1 —iQ,dL. (3.111)

A partir da propriedade dada pela Eq. (3.110) e a definigdo acima para o operador Qq,

temos que

Ui @y diio) = Uy(T e, di, DU, (L&)
- (i—qut) (1), (3.112)

ou ainda, .
[, di,to) —Uy(Bde) o o o
Z/[q( @q 76;)5) uq( 5 0) _ —quuq(t,t0)~ (3113)

O lado esquerdo da equacao acima ¢ uma das formas de se escrever a g-derivada D,

(2.113). Esta derivada deformada torna-se uma interessante ferramenta para processos
que envolvem correlacoes na variavel independente, neste caso, o parametro adimensio-
nal ¢. Conforme vimos no Capitulo 2, a funcdo g-exponencial é autofunciao do operador
g-derivada D, dada pela Eq. (2.113). No entanto, a fungdo g-exponencial também ¢ au-
tofuncao do operador derivada deformada ﬁq dado pela Eq. (2.131). Por conveniéncia,
usamos o ansatz que a g-derivada D, pode ser trocada pela derivada deformada ﬁq, ou
seja, nossas possiveis solucoes serao assumidas a serem fungoes do tipo g-exponencial. Este
ansatz justifica-se pelo fato da Eq. (3.111) ser a expansao da funcao g-exponencial em pri-

meira ordem, e onde esta é autofuncio de ambos operadores D, e D, (vide Eq. (2.132)).
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Consequentemente, a equagao (3.113) pode ser reescrita como

A A~ o~ ~ o~

D, U, (,10) = —iQ U, (1, To) (3.114)

q,

onde (2, ¢ considerado independente do parametro t. A equacao acima, pode também ser
reescrita em termos do operador derivada usual:

% = —i, [U,(f, T0)]". (3.115)

A solucao da equacao diferencial nao linear acima é

Uy(T, o) = exp, [—iflq(f - 50)} . (3.116)

Decidindo dar agora um significado fisico a equagao diferencial (3.115) e & sua solugao
(3.116), consideremos a troca de t por t. Neste caso, o operador Qq deve ter unidade de
inverso de tempo ou de frequéncia. Uma vez que o operador hamiltoniano H ¢é fisicamente
o gerador de translagoes temporais, e com o uso do postulado de de Broglie £ = hw,

consideremos a mudanca Qq —s H /h, e portanto, a Eq. (3.116) pode ser reescrita como
ihDg U, (t,to) = HU,(t,to). (3.117)

A equacao acima que descreve a evolucao temporal de Z;{q (t,t0) nos leva imediatamente
a uma equagao de Schrodinger nao linear para o estado |a,t),. De fato, multiplicando

ambos os lados da equagdo acima por |a, tg),, obtemos que
ihDg4lo, )y = Hla,t),, (3.118)

onde o operador de evolucao temporal deformado é

Uy (t.t0) = exp, [_@] | (3.119)
Fazendo t = 7(t @, dt) e ty = 71, podemos ver que o operador evolugio temporal acima
satisfaz a propriedade dada pela Eq. (3.104) e é portanto localmente unitario. No entanto,
este operador evolucao temporal é nao unitario (L?gb?q #+ i) para intervalos de tempo
nao infinitesimais. A nao unitariedade do operador evolucao temporal L?q(t, to) pode ser
utilizada para descrever fenomenos de decoeréncia quantica, conforme afirma os autores
de [149]. Mais especificamente, decoeréncia quantica é o fendmeno associado a perda de
informacgao do estado inicial de um sistema fisico devido a interagao com o ambiente. Isto
inclui (mas nao estd limitado a) ambas contribui¢bes de dissipacao e defasagem, tradi-

cionalmente conhecidas como processos de T; e Ty, respectivamente. Dissipacao refere-se
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a processos em que as populagoes dos estados quanticos (representadas pelos elementos
da diagonal principal da matriz densidade) sao modificadas por interagbes com o meio
ambiente, enquanto defasagem refere-se a processos aleatdrios entre as fases relativas dos
estados quanticos (representadas pelos elementos fora da diagonal principal da matriz
densidade) (vide pagina 157 da referéncia [150] para mais detalhes). Ambos sao causados
pelo emaranhamento do sistema com graus de liberdade do ambiente, levando a dinamica
nao unitaria do sistema. O parametro ¢ pode ser utilizado para medir a taxa de perda de
informacao do sistema.

A exploracao de outros operadores evolugao temporal nao unitarios pode ser encon-
tradas na literatura. Por exemplo, em [106], a partir de uma anologia entre a equagao de
Fokker-Planck nao linear (3.9) e uma equagao de Schrodinger nao linear (equivalente a

Eq. (3.39) para o caso unidimensional e potencial nulo), Lavagno considerando a definigao
U(t) = Uy(t, to) W (to) (3.120)

introduz também um operador evolucao temporal dado por

Uyt ty) = exp, [—%H#]

= o (prest)] 3.121)

que difere de (3.119). A partir das expressoes acima, podemos ver que a evolugao temporal
do operador Uq(t,tg) depende explicitamente do estado inicial e do estado final, e nao
apenas da diferenca de tempo t — ty. Este comportamento, similarmente como acontece
na equagao de Fokker-Planck nao linear, estd relacionado a efeitos de memoria [117]. Por
outro lado, em [151] Tirnakli et al. obtiveram o operador evolu¢do temporal (3.119) em
um contexto similar ao que apresentamos aqui.

A Eq. (3.118) corresponde a uma equacao de evolugao temporal deformada para o
ket |a, t), na descrigdo de Schrédinger (consideraremos a aplicacao da equagao diferencial
deformada (3.118) sobre cada componente do vetor |a,t),). Esta equagao pode ser apli-
cada para sistemas com hamiltonianos que tenham ou nao andlogos classicos, como por
exemplo, uma particula de spin s em um campo magnético externo. Consequentemente,
seja {|n)} a base ortonormal de autoestados do hamiltoniano H e E, suas respectivas
energias, o efeito do operador evolucao temporal é levar o estado |o, tp), = |a), a um

estado final, tal que

0ty = o 1), = exp, [#] o 10l

= ) |n)(n|ag) exp, {—M} . (3.122)
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i, (t—
h

>, len(t)|? # 1. Desta forma, os valores esperados devem ser tomados a partir da relagao

t
Seja c,(t) = (n|a), exp, {— 0 } , observe que o estado |a, t), ndo estd normalizado:

) _ dolfla(), .
ala(B)a(t))q
Para a funcdo de onda ¥(Z,t)/V, = (Z|a,t),, a equagdo de onda de Schrodinger
deformada este estado é
@D [EE
D =H|———|. 124
Zh q,t|: \DO :| |: \IJO (3 )

A equagao de Schrodinger acima corresponde a definicao do operador energia proposto
em [10]

Para um sistema com hamiltoniano

} . (3.125)

N

e o usando o operador momento deformado também definido em [10]

s AT
temos que
[ L) - - e{( e )
@ [%:)t)] | (3.128)

e que resulta na equagao de Schrodinger nao linear NRT (3.39), demonstrando portanto
uma equivaléncia entre a equagao de Schrédinger nao linear na forma matricial (3.118) e

na forma acima originalmete proposta.

Equacao de von Neumann ¢-deformada

Uma possivel conexao com a mecanica estatistica nao extensiva é apresentada a seguir.
Primeiramente, multiplicando a equagao (3.122) por (Z|, temos que a fungao de onda pode

ser reescrita como

B t) = / G K, (F 1 7 10) (T 1) (3.129)
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onde

K@) = o), |-

n

~

= (7]exp, [—%] &) (3.130)

¢ um propagador de Feymann deformado ou fungao de Green que diferente do caso usual,
onde a exponencial usual é trocada por uma g-exponencial.

Consideremos agora por simplicidade o caso tg = 0 e a condicao @ = &. Segue que
G,(t) = /df’Kq(f',t; Z',0)
B 12 1Bt
— /df’;Kx’\nH exp, <—T>
Bt
= Y exp, <—Z = > (3.131)

onde G,(t) é uma soma sobre todos estados possiveis. Como no caso usual, a fungao de

particdo é obtida trocando it/h por um imaginario puro 5 [152], e assim, chegamos em
Zy = exp, (—BE,) (3.132)

que corresponde a g-funcao de particao a menos de uma constante de normalizacao.

A equagao de Schrodinger nao linear naturalmente nos leva a uma equacgao de evolugao
temporal deformada para o operador matriz densidade ¢ = [U(¢))(U(t)], com |W¥(t)) =
|, t)g € Bum = ¢ (E)cm (D), tal que

Dgso = —|H, ] (3.133)

que corresponde a uma equagao de von Neumann deformada. Seja ihL = [f] , 0], a solugao

formada para (3.133) é dada por
o(t) = [1+ (1 = ) Y 4(0), (3.134)

originalmente proposta por Vidiella-Barranco et al. [130] para descrever processos de de-
coeréncia em mecanica quantica através de um tratamento dentro da mecanica estatistica
nao extensiva. Esta decoeréncia estaria relacionada a efeitos de memoria e interacoes
de longo alcance (caracteristica de processos nao markovianos na qual a mecanica es-
taticia nao extensiva torna-se uma importante ferramenta para descrevé-los). Em [130], a

Eq. (3.134) foi obtida através de ansatz sobre a solugao do caso usual §(t) = exp(£t)4(0)
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trocando a fungao exponencial pela funcao g-exponencial. Aqui, obtemos que a equacao de
von Neumann deformada e sua solucao com o uso do operador £ sao consequéncias diretas

da nao linearidade presentes na equacao de Schrodinger deformada dada pela Eq. (3.118).

3.8 Dinamica nao linear ¢-deformada para sistemas
|
de spin ;

Operador rotagao ¢g-deformado para sistema de spin 2

Como aplicagao do operador evolugao temporal deformado, investigamos o problema
de uma particula de spin % em um campo magnético externo, cuja dinamica do sistema
obedece a equacao de Schrodinger nao linear NRT. Analisamos algumas propriedades da
dinamica deste sistema e comparamos com o caso usual.

Desta forma, propomos um operador rotacao g-deformado definido por

Ry(0) = exp, <—Uh' ¢) : (3.135)

com gg = qﬁqg, onde ¢ ¢ o angulo de rotagao, e Jéo gerador de rotagoes da qual sao validas

as relagoes de comutacao para o momento angular
[Ji, J;] = iesjuhidy. (3.136)

Dada uma operacao de rotacao deformada 7A2q(gb) sobre um estado |a),, o estado trans-

formado é representado por |a), g, tal que

)1 = Ry(@)|)q. (3.137)

Consideremos como exemplo um rotagao generalizada por um angulo finito ¢ em torno

do eixo Oz. Para o ket |a), de um sistema de spin 1, e com S; = 2oy, onde o; sdo as

27 2
matrizes de Pauli [152]

0 1 0 —i 1 0 (3.138)
o1 = , 09 = e o03= , )
! 10 2 i 0 s 0 —1

temos que efeito da rotacao neste estado é

la)gr = ﬁz,q(@‘a)m (3.139)
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com

Rea(6) = exp, (—if’) - (3.140)

Seja o estado inicialmente normalizado e dado por |a), = ¢;|+) +c_|—) (com |cy|* +

lc_|> = 1), temos que

@b = ex, (—isg¢) by = ceexp, (—2 ) 1)+ coemp, () 10 aa)

A norma quadratica deste vetor de estado rotacionado é

i i
lellyr = arfala),r = (lexf* +]e-|*) exp, (5> exp, (_5)

1/(1—
2¢_2} /(1=q)

= [1+(1—q) i,

= pul9/2), (3.142)

onde utilizamos a Eq. (2.147) nesta tltima. Notemos que o efeito do operador R(¢)
nao altera a norma do estado para rotacoes infinitesimais d¢ consideradas até a primeira
ordem. No entanto, uma vez que o operador rotacao é nao unitario, para uma rotacao
finita sobre um estado |«),, o resultado é uma alteragdo da norma do préprio estado. Para
uma rotacao deformada $ = gb/%, o vetor de estado rotacionado e devidamente normalizado
é

1

|@)qr = —F——=|)qr
q7R<Oé‘a>q,R

— C+ewq(¢/2)|+> + C_e—icpq(¢/2)|_> (3.143)

wan (11 0%

l—gq
de acordo com a expressao dada pela Eq. (2.148).

onde

pq(¢/2) = (3.144)

O efeito do operador (3.140) sobre o valor esperado de uma das compoentes S; do spin

<5~.> N <5~,> R = q,R<a|§i|a>q,R‘
o Q7R<a|a>q,R

(3.145)
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Calculemos a seguir o termo

(So)gr = arlalSelar
= (IR (6)9:R. 4(0)|a)
iS iS’Z
= (a|exp, ¢ S, exp, ¢ ). (3.146)
h h
A partir da expansao em série de Taylor para a fungao g-exponencial [31]
expy(2) =1+ Q";,(q) ", (3.147)
n=1 '
com Q,(q H [1+4 (1 — q)k|, temos que
k=1
5.0 [ S Qe (LS
equ<i : )] ) = 1+; o + P +)
_A - Qn—l(Q) Z¢ "
= +— 14
1+ ; - > ) |1 (3.148)
ou ainda,
.SZ .
exp, (iz h¢) |+) = exp, (i%) |+). (3.149)
Similarmente R
1.5, 0
exp, (j; h¢> |—) = exp, ($5¢> |—). (3.150)
Portanto

equ<3h¢)s p( %) = Lo, (%) [|+><—|+|—><+uequ( Sf)
= Mo, (%) (=] exp, (%)
L e, (‘Tw) =)+ exp, (_7”5) s

Das propriedades da funcao g-exponencial, podemos escrever que

exp, (+ig/2)]* = exp, (£id) (3.152)
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com ¢ = (14 ¢)/2, e assim

iS00\ iS¢
exp, . Sy exp, e

[exp, (i6)|+) (—| + expy (—id)|—) (+]]

I
/\\ N | St

) (14 (=] 4 |-} {]) cosg (6)

+( ><|+><—r =) {(+]) seng (¢)
= S, cosy(p) — S, seny (). (3.153)

A partir das relagoes (2.146), segue que o resultado do operador (3.140) sobre o valor
esperado de S, é

~

(Sa) — (Sedor = (Sk) cosy (@) — (S,)seny (¢)
= pg(9) |(50) COS(%Oqf(cb))—(%)S@H(@q'(cb))], (3.154)

onde obtemos das Eq.’s (2.147) e (2.148) que

atan((1 - ¢')9)

Spq’(¢) =

= p1a(9), (3.155)

pg’(gb) = [1 + (1 — q/)2¢2]1/(1_q/)
2¢2r/(1_q>

41,

3

~ [ira-g

2/(1=q)

— (0. (3.156)

Comparando as Eq.’s (3.142) e (3.156), temos que:

lallg.r = arlala), p = pria(d) = p(6/2). (3.157)

2
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Analogamente obtemos

(Sy) —> (Sin = (Su)seng (@) + (S,) cosy (o)

~ ~

= pq () |(Se)sen(iog (9)) + (Sy) cos(py ()|, (3.158)

A ~

(S2) — (S2)p = par(6)(Ss). (3.159)

Através do uso de uma matriz de rotacao deformada, temos que:

(Sa cosg(9) —seng(#) 0\ [ (S)
<€y>/ - seng (@)  cosy(p) 0 <5:y>
(5 /) 0 0 1)\ (5

+

cos(p1+q(9)) —sen(so%q(@) 0
— p%(gb) sen(¢iq(9)) COS(‘P%(@) 0
0 1

T

y . (3.160)

F o

Y

>

S~ N T
CQ> CQ>
~ ~

Ow‘

z

Substituindo as Eq.’s (3.157) e (3.160) em (3.145), obtemos que os valores esperados das

componentes de S para o estado de ket g-rotacionado |«), g sd@o dados por

(S.) cos(p15a(9)) —sen(paa(d)) 0\ [ (S.)
() | = | sen(era(0))  coslprga(@) 0 | (S | (3161)
(52) /. 0 0 1)\ (S.)

A partir das Eq.’s (3.144) e (3.155), podemos ver que para uma rotagao g-deformada do
sistema em ¢, o spin S rotaciona de um angulo deformado Piie (¢) = 2p,(¢/2), enquanto

o ket de estado “rotaciona” em metade deste angulo, i.e., ©,(¢/2), similar ao caso usual.

Precessao ¢g-deformada

Consideremos o operador evolucao temporal deformado definido por:

- Ht
Uy(t,0) = exp, (—%) . (3.162)

Seja um sistema de dois niveis, o operador hamiltoniano do sistema ¢é dado por

e - o N

H=— (—) S B =ws., (3.163)

mc

onde wy = |e|B/mc é a frequéncia de Larmor. Para este problema, o operador evolugao

temporal deformado é

. S wot
Uy(t,0) = exp, (—Z 7;"0 ) (3.164)
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Comparando as Eq.’s (3.135) e (3.164), vemos que o operador evolugao temporal defor-
mado tem a mesma forma de um operador rotagao deformado, na qual o angulo 6 = wyt
do primeiro corresponde ao angulo ¢ do segundo.

De acordo com a Eq. (3.122), a evolugao temporal do estado é

1wt 1wt
) gt = c4 exp, (_TO) [+) + c_exp, (TO> |—). (3.165)

Normalizando este vetor de estado, obtemos

|@)gs = P10 D| ) 4o ealot/2)) ) (3.166)
o t 1 t/2
0, (wot) = — [(1_ 9)wot/2] (3.167)
—q

Por outro lado, da Eq. (3.161), vemos que a evolucao temporal de cada um dos valores

esperados das componentes de S é

(Se)e = (Sx)o cos[@¥(wot)] — (Sy)o SGH[G#(WQIS)], (3.168a)
(Syhe = (Sudo sen[G)qu (wot)] + (Sy)o cos[@% (wot)], (3.168b)
(S = (S:)o, (3.168¢)
o atan [(1 — q)wot /2]
O 14 (wit) T (3.169)

~ ~

Seja (S); = (S04 + (S,)e) + (S.)ik e Dy = wok, pode-se também verificar que

d<§>t_[ ! )2}@’0X<§>t_ (3.170)

Podemos portanto notar que devido a forma da fase (3.169), a precessao deformada do

spin nao é periédica como no caso usual ¢ = 1. Quando ¢ — oo, temos que d(S);/dt — 0,

e as componentes do spin x e y atingem os valores estacionarios

. A A ﬂ- _ m

tlgglo(Sx)t = (Sz)ocos (Tq) — (Sy)osen (1 — q) : (3.171a)
. A A ™ _ m

tlggo(Sy)t = (S;)osen (1—_(]) + (Sy)o cos (1 — q) . (3.171b)

As fases do estado do vetor de estado 6,(wot) e da precessao do spin ©i+q(wpt) estao
2
relacionados por O1+q(wot) = 26,(wpt), e recuperam o caso usual para ¢ = 1 onde as
2
oscilagoes sao periddicas tal que Tiet de estado = Tprecessao = 47 /wp.

A Figura 3.6 mostra os graficos dos valores esperados (S})t e <§y>t, assim como as taxas
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de variacoes temporais d(S,)¢/dt e d(S,),/dt, para ¢ = 1.2 e condigdes iniciais (S,)o = So
e <§y)0 = 0. Conforme podemos ver, o spin do sistema inicialmente rotaciona, mas para
tempos muito longos (¢ > 27 /wp) as evolucdes de (S); e (S,); ndo se cruzam devido
a perda de correlagao. Esta decoeréncia pode ser interpretada como uma consequéncia
da evolucao temporal do sistema descrita por um operador nao unitario. Este modelo
tedrico estudado aqui poderia ser uma alternativa, por exemplo, para descrever fenomenos

envolvendo relaxacao e decoeréncia do spin eletronico em pontos quanticos semicondutores

[153).

10l@ q=12
A2 05
9
Y00
@Las
-1.0}
00 20 40 60 80 100
a)ot/ZT[
1.0
-
> 0.5¢
V
o 00
N 05!
10k
10" 10° 10°
a)ot/ZTI
8 10[© g=12
AT
‘0 05
o
o 0OHH A Ar———
S .05 d<éy>t /dit
<®>< -1.0 d<SX>t /dt
o

00 20 40 60 80 100
@, t/21

Figura 3.6: Graficos dos valores esperados (S,); e (S,); (em unidades da amplitude Sp) para
q = 1.2 nos intervalos (a) 0 < wpt/2n < 10 e (b) 10! < wot/2m < 10® em escala semilo-
garitmica. A condi¢ao inicial escolhida foi (Se)o = So e (Sy)o = 0. As curvas d(S,)¢/dt e
d(Sy)e/dt (em unidades da amplitude wpSp) sdo mostradas em (c), onde as curvas pontilhadas
sdo £[1 4+ (1 — ¢)(wot)?] L. Observa-se que (Sz)t e (S,); oscilam entre —1 e 1 até atingirem o
estado estamonarlo dado pelas Eq.’s (3.171) no limite ¢ — co.
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Dinamica quantica ¢g-deformada

para um sistema com massa efetiva

Sistemas constituidos de particulas com massa dependente da posicao, i.e., uma massa
efetiva, tém sido discutidos por diversos pesquisadores nas ultimas décadas. Aplicagoes
de tais sistemas podem ser encontradas em teoria de semicondutores [154], impurezas
de “He em 3He liquido [155, 156], éptica nao linear [157, 158, 159], estudos de inversdo
de potencial para moléculas de NH3 em teoria do funcional de densidade [160], fisica de
particulas [161], e astrofisica [162].

Recentemente Costa Filho et al. [11, 32] introduziram um operador translacao ge-
neralizado que produz deslocamento infinitesimais relacionados a g-algebra [7, 8] dado
por

(o)) = |v + & + yae), (4.1)

onde vy é um parametro com dimensao de inverso de comprimento. De acordo com os
autores, este operador leva a um gerador de translagoes espaciais correspondente a um

operador momento linear dado por!
By = (1 +2)p, (4.2)

e consequentemente a uma particula com massa dependente da posi¢ao. Este operador
tem sido usado para resolver problemas de particulas com massa dependente da posicao no
formalismo quantico [163, 164, 165, 166]. Este formalismo tem sido aplicado para analisar
sistemas com massa efetiva em nanoestruturas [167, 168]. Mais especificamente, o confi-
namento quantico em nanoestruturas de Si e Ge foram investigadas experimentalmente,
e o tratamento tedrico com o operador translacao deformado tem levado a uma variacao
na massa efetiva e um aumento na energia de confinamento. Os autores encontraram

uma relagao entre o parametro v e o diametro da nanoestrutura. Uma das caracteristicas

1 Originalmente, os autores denotaram o operador momento linear deformado por D~. Aqui, por
questoes que tornar-se-ao claras adiante, o denotaremos por ]5;.
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de P, estd associada ao fato que este operador é nao hermitiano. Mazharimousavi [169]
introduziu uma modificagao no mesmo, de modo a tornéa-lo hermitiano.

Este Capitulo tem como objetivo discutir as consequéncias da definigao deste opera-
dor translacao deformado, e que nos leva a introduzir uma outra formulacao para uma
mecanica quantica g-deformada. Diferentemente da equacao de Schrédinger nao linear
NRT, discutida no Capitulo 3, a formulacao que desenvolveremos aqui é constituida por
equacoes lineares em termos de operadores g-deformados apresentados no Capitulo 2.

Desta forma, iniciaremos este Capitulo fazendo uma breve revisao sobre operadores
hamiltonianos de sistemas com massa dependente da posi¢ao. Em seguida, propomos uma
modificagao no operador translagao Eq. (4.1) e uma demonstragao alternativa para o gera-
dor de translacoes infinitesimais. Introduzimos também um operador espaco generalizado
que torna valida a relagao de comutacao canonica com o operador momento linear genera-
lizado. Estes operadores constituem uma transformacao canonica que mapeia um particula
com massa constante em uma outra com massa dependente da posi¢ao. Analisamos algu-
mas consequéncias dos analogos classicos para os operadores generalizados, e examinamos
como o formalismo da mecanica classica de sistemas com massa dependente da posicao
é recuperado a partir do formalismo quéantico (principio da correspondéncia). Também
analisamos o teorema de Ehrenfest que é uma importante ferramenta para comparar os
resultados obtidos nos formalismos classico e quantico de sistemas fisicos, inclusive aque-
les com massa dependente da posi¢ao. Investigamos algumas caractertisticas da funcao de
onda para sistemas com massa dependente da posi¢ao e desenvolvemos uma aproximagao
semiclassica. Apresentamos também uma teoria classica de campos para discutir esta for-

mulacao de uma dinamica quantica g-deformada linear.

4.1 Operadores hamiltonianos para sistemas com

massa dependente da posicao

Na descricao matematica de sistemas quanticos com massa dependente da posicao,
os operadores massa m* = m(7) e momento linear p = —ihV néo comutam, ¢.e.,
[m*(7),p] # 0 (a estrela sera omitida a partir de agora por simplicidade). Consequen-
temente, a generalizacao do operador energia cinética padrao T = ﬁﬁ 2 para sistemas
com massa dependente da posicao nao ¢ trivial. Isto deve-se a necessidade da escolha
de ordenacao entre os operadores massa e momento linear para que a hermiticidade do
operador energia cinética seja assegurada. Além desta restricao, outros problemas preci-
sam de atengao tais como a invariancia de Galileu relacionada com o teorema de Barg-
mann e as regras de conexao para as fungdes de onda em uma heterojuncao abrupta
[170, 171, 172, 173].

Existem varias formas de definir o operador energia cinética. Uma forma generalizada
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para este operador foi primeiramente sugerida por O. von Roos [154], que é dada por:

T = @ @ P + @ PP Py @43)

As constantes a, 3 e 9, conhecidas como parametros de ambiguidade de von Roos, podem

em geral ser escolhidas arbitrariamente, mas devem satisfazer a condicao de vinculo
a+pf+0=-1 (4.4)

Pode-se verificar facilmente que o operador energia cinética (4.3) é hermitiano. Desta
forma, seja o operador energia potencial V= V(F, t), tem-se que o operador hamiltoniano
H =T+ V também é hermitiano. A descrigao de sistemas fisicos através de operadores
hermitianos lineares possuem algumas vantagens tais como: autovalores reais, autofungoes
que formam um conjunto completo de fungoes ortogonais, e conservacao da probabilidade
[174].

Alguns dos operadores energia cinética T mais proeminentes na literatura sao casos

particulares do operador (4.3). Citemos alguns deles:

(i) Ben Daniel e Duke (BDD) [175]:

. 1.1
T = —p—9p — — = —1 . 4
BDD = 5P P (a=0d=0,8 ) (4.5)
(ii) Gora e Williams (GW) [176]:
N VS T L
fow =5 (5 + 2] (a=-16=p=0) (46)

. 1 1 1 1
T —— n2 — = —— = . 4
ZK 5 ( mp m) (06 d 9 B 0) ( 7)

(iv) Li e Kuhn (LK) [178]:

A 1 1 1 1 1 1
TLKIz(ﬁ\/ﬁﬁ\/m‘i‘\/—ﬁmﬁ) <04:075:5:—§>~ (4.8)

Em [179], Morrow et al. mostraram que o unico caso admissivelmente vidvel que satisfaz

3

as condigoes de continuidade da funcao de onda nas fronteiras de uma heterojuncgao de
dois cristais é @ = ¢. Isto implica que a condicao de vinculo para os parametros de

ordenamento se reduzem a

20+ f = —1. (4.9)
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Uma classificacao completa dos diferentes operadores energia cinética pode ser encontrada
em [180].

Na maioria dos trabalhos tedricos relacionados a sistemas com massa dependente da
posicao, o principal objetivo é obter as autofuncgoes e os niveis de energia da equagao de
Schrodinger ou de suas generalizacoes relativisticas, tais como a equagao de Klein-Gordon
ou a equacao de Dirac, para sistemas com uma certa funcao da massa dependente da
posi¢ao submetida a um potencial especifico [181, 182, 183, 184, 185, 186, 187, 188, 189,
190].

Geralmente, estas equacoes de onda para um sistema com massa dependente da posicao
sao equacoes diferenciais lineares nao homogéneas. A partir da aplicacdo de métodos
como transformacao canoénica de ponto [191, 192, 193, 194, 195], mecéanica quantica su-
persimétrica [196, 197, 198] ou integragao numérica [199, 200, 201}, solugoes de equagoes
de onda para diferentes funcoes de massa tém sido obtidas para diversos potenciais de
interesse.

De forma a introduzir o método de transformacao canonica o qual estamos interessados
neste Capitulo, consideremos o operador hamiltoniano de um sistema unidimensional com

massa dependente da posicao

~ 1
H = Sm(@)]" p[m(@)]* p[m(@)" + V(#),  20+2b=—-1. (4.10)
Na representacao {|)}, temos que p = —ih-L, e
[, F(3)] = —in2) (411)

A relacao de comutacao acima permite que possamos escrever o operador hamiltoniano
(4.10) como [202]

A 1 ih m' o/ oa
H = o2 s " " (9 N2
2mp +2m mp 2m (m2>[mm 2+ a)m)]+V
d? d
= 041@%-042%4—@3, (4.12)
com
h? m/ a
) = —%, Qg = —Q (E) = 0/1, a3 = (g <%> [mm” _ (2 + a)(m/)2] LV
(4.13)
m=m(z), m =dm/dx eV =V(x).
A equacao de autovalores
Hy(z) = E(x), (4.14)
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para o hamiltoniano (4.10) torna-se

d*)(x)

dx?

dy(z)
dx

ay + ay + az(x) = Ep(x). (4.15)

Consideremos primeiramente as autofungoes acima escritas como ¥ (z) = f(x)e(x), onde

f(z) e p(x) sdo duas fungoes a serem determinadas, tal que

[ e = [T i@ -1 (4.16)

Notando que

W)~ TD) o0y 4 () 22D, (4.17)
T T 0y 4 2T |y 200E) (118)

temos que a Eq. (4.15) torna-se:

Poe) | (Zen ) ) o) (o0 1) i)

aq

+ a3> o(z) = Bo().

dx? f(z) dx dx flz) da? f(z) dx
(4.19)
Seja agora a mudanga de variavel independente z — y = y(z), temos que:
do(r) _ dydp(y)
—— 4-2
dx dx dy (4.20)
¢ 2 2 2 12
Colr) _ dydely)  (dy)" dely) (4.21)
dz? dz? dy dx dy?
Substitutindo as Eq.’s (4.20) e (4.21) em (4.19), obtemos:
dy\" dely) [ Py (20 df(x) dy] de(y)
a (d_) a2 M P\ G e W) ey
a; d*f(x) ay df (z)
=F . 4.22
+ (f(x) 0 ) de T v(y) = Ep(y) (4.22)

Para que a equacgao acima represente uma equacao de autovalores de uma particula com

massa constante na representacao {|y)}, consideremos

dy\ > h?
o (di) o (4.23a)
€
d? d d
aldaz - (J?F;l) Zf) - azf(x)) % - 230)
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Da Eq. (4.23a), obtemos que dy/dz = [m(x)/mg)'/?, ou ainda,

y(z) = / {M} v dz + yo, (4.24)

mo

onde yy ¢ uma constante de integracao. Uma vez que

AR 42
da Eq. (4.23b), obtemos
ima) dn;;(f) B f(lx) d];f)’ (4.26)
ou ainda,
f(z) = {mﬂx)}l/“ (4.27)

Portanto, substituindo as condigoes (4.23) e a Eq. (4.27) em (4.22), obtemos que a equagao

de autovalores para uma particula com massa constante mg na representacao {|y)} é

r(a h2 d2§0 Y a
A9 0(0) = 5 T2 L VO g)ely) = Bty (129

onde Ve(fa) é uma energia potencial efetiva dada por:

. W 1Y [m” 7 (M
v (e ) - D) ()] e

A funcao V;(fa) depende da massa m e do potencial V| ambos na representacao {|y)}. Se a
massa m for constante, entao temos Ve(fa) = V. Em geral, m(z) pode levar a um potencial
efetivo Ve(fa) (y) que torna nova equagao (4.28) tao complicada quanto a Eq. (4.15) para
o operador hamiltoniano (4.10). Desta forma, tem-se que a principal simplificagao deste
método ¢ a transformacgao de um hamiltoniano H de um sistema com massa dependente
da posi¢ao m no espago {|z)} em um hamiltoniano H éf ) com massa constante no espaco
{|9)}, cuja relagao y = y(z) depende da fun¢do massa m(x) de acordo com a Eq. (4.24).

Os campos ¢ (x) e p(y(z)) estao relacionados através da equagao

v(o) = |22 " o), (130)

mo

e que satisfazem as condicoes de normalizagao

/f () [Pde = /’ {m(a:)} V2 o(z)[Pde =1 +— /:f lo(y)Pdy = 1. (4.31)

mo
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Portanto a obtencao das autofuncoes de H nos permite obter as autofuncoes de H (E? ) e
vice-versa. Além disso, os sistemas correspondentes as Eq.’s (4.14) e (4.28) apresentam os
mesmos autovalores F, i.e., HeH GE? ) sdo operadores isoespectrais.

A partir da Eq. (4.29), notemos que em geral Ve(fa)(y) # V(y). No entanto alguns casos
especiais podem ser de interese. Por exemplo, para a = —1/4, temos que ‘/;&_1/4) (y) =V(y)
para qualquer fun¢ao massa m = m(z) bem definida. Por outro lado, uma familia de

massas para a condicao Ve(fa) (y) = V(y) pode ser obtida desde que seja satisfeita a condi¢ao

m” 7 m\ >

— = + - — | . 4.32

1) () (4
Fazendo ¢ = a 4 7/4, podemos reescrever a equagao acima como

=q (4.33)

"
m'
Integrando a equacao diferencial acima, obtemos m'/m? = constante. Realizando mais
uma integragao, obtemos:
m(z) = mo[l + (1 — ¢)Az]V1=9D = m, exp, (Ax), (4.34)
onde mg e A sdo constantes. Um caso particular ocorre para a = —1/4, ou seja, ¢ = 3/2.
Neste caso, a funcao massa torna-se

mo

m(r) = ——, 4.35
@) = (1.35)
sendo v = —\/2. Para a func¢do massa acima, a transformagao canonica de ponto descrita
através da fungao y(zr), dada pela Eq. (4.24), torna-se
dx In(1 + ~x)
o) = [ - , (4.30
1+~ v

onde consideramos a constante yy = 0. Podemos concluir que a fungao g-exponencial pode
ser utilizada para descrever sistemas com massa dependente da posicao. Em particular,
massas dependentes da posigao na forma (4.34) estao associadas a transformacao canonica

entre um sistema com massa dependente da posi¢ao para outro com massa constante no

caso trivial Ve(fa) (y) = V(y). Em seguida, reobtemos a transformacao de coordenadas
r — y = y(x) e a funcdo massa (4.35) associados ao caso a = —1/4 em um contexto
diferente.
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4.2 Operadores translacao, momento linear e espaco

generalizados hermitianos

Introduzimos um fator de fase ndo normalizado [33] na Eq. (4.1) de modo que

T,(e)lr) = exp, {ig(x)j ’x+e+ﬂx5>

h

ig(z)e .
— o, |2 ez 0,2, (437)
onde ¢g(z) é uma func¢do continua com dimensao de momento linear (g(x) = 0 recupera
a Eq.(4.1)), ¢ é um deslocamento infinitesimal, £ é um comprimento caracteristico, e
T = x/£ é uma posicao adimensional. O simbolo v na Eq. (4.1), como aparece em [11], foi
trocado aqui por

o= 124 (4.38)

uma vez que a g-adicao deve ser usada com variaveis adimensionais. O caso usual é
recuperado para ¢ — 1 (7, — 0).

A mecanica estatistica nao extensiva, proposta por Tsallis e desenvolvida por vérios
cientistas de diversos paises do mundo, tem se mostrado nas ultimas décadas uma teoria
com grande potencial de aplicabilidade na area de sistemas complexos, e cujo indice
entropico g tem apresentado diversas interpretacoes fisicas. Por exemplo, Tsallis e Lyra
em [203] associam ¢ com dimensdes fractais. Lutz em [204] calcula analiticamente g em
fungao de parametros da difusdo anoémala. No artigo [205], Burgala e Vinhas relacionam
g com parametros da heliosfera. Diversas outras interpretacoes do parametro ¢ podem ser
encontradas em [9]. Conforme apresentaremos ao longo desta Tese, em muitas de nossas
aplicagoes o parametro v, estard relacionado a um “volume” tipico L do sistema de forma
que v,L ~ 1, ou ainda,

£

oo S 4.39
g 7 (4.39)

Desta forma podemos interpretar 1 — ¢ como uma medida de acoplamento entre o com-
primento caracteristico £ e o volume L do sistema, e consequentemente uma medida de
correlacao entre a posicao x e os deslocamentos € da particula. Quanto menor for o va-
lor de £ em relagao a L, o que torna os deslocamentos aproximadamente lineares, mais
préximo sera o valor do parametro g de 1.

As fungoes g-exponencial de um numero imaginédrio puro foram utilizadas para defi-
nir as fungoes trigonométricas generalizadas [31], como vimos no Capitulo 2, e que po-
dem ser escritas como exp,(£iz) = py(x) exp,[+ig,(z)], com py(x) e ¢4(x) dados pelas
Eq.’s (2.147) e (2.148), respectivamente. Para ¢ = 1, recupera-se a fungao exponencial

usual e o fator g-exponencial reduz-se a um fator de fase usual com norma unitaria.
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Similarmente ao operador definido por Eq. (4.1), 7;(5) também forma um grupo, i.e.,
To(€din) Ty(§d2)[0) = To(E(din &y diz))|0). (4.40)
A aplicago do operador 7,(¢) repetida n vezes no estado |0) da base |Z) leva a

0 = e, |n o, L] 0o, o), (4.41)

onde n ®, x é o produto generalizado dado pela Eq. (2.76).
Analisemos a seguir o efeito do operador 7, sobre um vetor de estado [¢)). Seja |1b.) =
To()|), temos que

) = To(e) / |2 (2| p)d’ = / exp, Fg(;fbl)g} |2+ & + Y@ [Y)da’.  (4.42)

A partir da mudanga de varidvel 2" = 2’ + ¢ + y,2e, onde 2/ = (2" —€)/(1 + 7,€) e

dz" = (14 ~,e)dx’, obtemos que

B ic r—e n] ' —e
V<) _/equ [ﬁg <1+7q6>] g ><1+vq€

Dada a fungao de estado ¢ (x) = (x|, a funcao de estado ¢-transladada é dada por:
1€

B . B r—¢ » 2 — dz"
vele) = el = /equ {Eg (1+7qe>} e ><1+7q€ w>1+7q€
i€ xr—€ v ' —e dx"
e o (.
() ()
o ltye Pa |37 1+ 7,6 1+ v,e

1 +1,ng R {%9 (£(7 &4 é))} P(E(T ©4 8). (4.44)

d'r//
) 4.43
¢> L4 e ( )

Consideremos a seguir uma simples aplicacao: seja [1) um estado representado na base

{|Z)} por uma funcdo ¢’-gaussiana normalizada e centrada em x = 0, dada por [69]

Yoel@) = ——— exp, (—“”—) , (4.45)

[ov2 q 202
QCq/UQ
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com

o (1)
3-¢)VT—¢qT (gfliqq',)> |
Cyp={ VT, ¢ =1 (4.46)
2,/7l ( . )

| V¢ — 1T (m)

O efeito de T(g) em |1) leva & funcdo de estado:

1 (x—a)Q} {z’a ( r—¢ )]
(2) = ————expy [~ L exp, |£ , 447
M= e po || o o (e (4.47)

com o, = o|l + 7,£|, a qual é normalizada para uma aproximagao até a primeira ordem
em e. Se g(z) = 0, o efeito de 7;(6) no pacote ¢’-gaussiano produz um desvio € em x
e um aumento na sua largura para |1 + 7,| > 1, ou diminuicdo para |1 + vy,6| < 1.
Como podemos observar, as fungoes 1)y . permacem normalizadas. A Figura 4.1 mostra o
efeito do operador translagao deformado sobre o pacote ¢'-gaussiano (4.45) para valores
do parametro ¢’ = 1.0, 0.5, 2.0 e 2.5, com g(z) =0, /o = 1.0, 7,0 =0, 0.2, e —0.2.

1. 1.5
@ ()
x elo=1.0 x elo=1.0
< 10l =10 = 1.09 =05
< 1.0t9 < 1.0t9
N / o
3 3
— (X) ! — v (X !
b 05 ™ b 05F W
R ! R
N / )
0.0 / 0.0
-6.0 40 20 0.0 20 40 6.0 -6.0 40 20 0.0 20 40 6.0
xlo xlo
15 15
© G
8 eloc=1.0 X eloc=1.0
A Ll =2. = - ; g =25
= 10 q=20 y,0=-0.2 > 10td
S o= 0 g Yo = -0.2
o 0.5} wq.(x)\/" ¥,0=02 b 05 / y,0=0
~ 7NN g v, () \, 7,0=02
~ 00 - ~
0—060 40 20 0.0 20 40 6.0 -6.0 4.0 20 0.0 20 40 6.0
X/lo Xlo

Figura 4.1: Curvas ¢’-gaussianas para valores de (a) ¢ = 1.0 (caso usual), (b) 0.5, (¢) 2.0 e (d)
2.5, com g(x) =0, 70 =0,0.2¢ —0.2, e € = 0. A curva ¢y () ¢ mostrada de forma pontilhada
para comparacao.
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A Eq. (4.40) naturalmente sugere a defini¢ao
T(2) = exp, (—Z%) : (4.48)

onde p, ¢ o gerador de translacoes infinitesimais generalizado. Expandindo 7:(5) até a

primeira ordem em &, obtemos que
. - 1ED
Tole) =1— —,fq + (4.49)

T—¢
14+v4e

v (1x+_7j5> = v+ [(11_7’;) B 4 dlg(;) Tt
_ () (1+7qx) di(z) N

Facamos a seguir, a expansao em série de Taylor da funcao 1 < > em torno de z.

Temos que:

1+ 7y,e dx
= ) el e () D
dip ()

= ¥(@) = (1 + )

4.
e + (4.50)

Desta forma, temos que a expansao até a primeira ordem em ¢ da funcao de estado
transladada .(z) dada pela Eq. (4.44) é

Ye(z) = (I—7ee+..)1+C+...) [¢(x) —e(1+ qu)ili—f + }
= () — |y¥(z) + (1+ %x)% - C’@Z)(x)} e+ ..., (4.51)

onde C' é uma constante obtida a partir da expansao de exp,(ig(x)e/h) em poténcias de
e. Substituindo as Eq.’s (4.49) e (4.51) na Eq. (4.44), temos que

U(x) — %(xbﬁqw) + .. =yY(@) =y Y(r)e — (1 + %x)@s + CY(x)e + ...

dx
ou ainda,
. . . dy
(@lpgd) = —ihygd(w) = ih(1l +2) -+ hCP(x)
d
= —ih[(1+72)¢(2)] + ihCy(2), (4.52)
cujo operador p, pode ser explicitamente escrito como
Do = D(1 + Y2) + ihC1. (4.53)
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Ao impor que p, seja um operador hermitiano, obtemos C' = ~,/2. Portanto

Pg = (1 +742) + 2zhwq1—(1+fyq 2)p— szq (4.54)

1.€.,

(4.55)

com [, p] = ihl.

Seja a derivada deformada dada pela Eq. (2.113), reescrita convenientemente na forma

d
D,, = (1+7) 7 (4.56)
Temos que o efeito do operador p, sobre um estado |¢)) na base {|z)} é
3 . dy(x
(alplt) = —ih(1+ ># — Lit(a)
= —ihD,Y(x) — §ihfqu(x), (4.57)

o que difere do efeito do operador ndo hermitiano p; sobre o estado |¢) na base {|2)}:

(elfJa) = —ihD., b (). (4.58)

Usando a propriedade dada pela Eq. (4.11) com F(#) = (1 + 7,2)"/?, temos que

[p7 (1 + YqT )1/2] = _§Zh7q( + Vg% ) 1/27 (4-59)

ou seja,

P+ 742)"? = (14 7,) "% — 517%(1 +2) 72 (4.60)
A partir destas relagoes, podemos reescrever a Eq. (4.54). De fato, temos que:
S . L. .
Py = p(l+7,2)+ 52717,11
A N 1 N
=PI+ )21+ 7,2)V% + Sifd
. . R 1. .
= (1 +72)"*p - Qﬁm(l +7®) " 1/2} (147 2)"% + Sy

= (i +'7qi")1/213(1 "‘7(1@)1/2- (4.61)

Portanto uma relagao til que nos da o efeito do operador p, sob o estado [¢)) é

<xmqw>=ﬁ+%< )Www . (4.62)
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Uma consequéncia imediata do fato de trabalharmos com um operador p, hermitiano

é que seus autovalores sao reais. A equacao de autovalores e autoestados

Pqlto) = hk|), (4.63)
fica escrita na base {|Z)} como
4 A 7 _
—ih(1+ ’)/qfl?)% - zhgwk(x) = hkp(2), (4.64)

onde utilizamos a Eq. (4.57), e que i (x) = (x|¢) s@o as autofungoes de p, na base {|z)}.

Esta equacao é separavel, e pode ser reescrita na forma

diy, ) Ya dx
— =1 lk+i= . 4.65
Vg ! ( +Z 2 ) 1+ y,x ( )

Integrando a equacao acima, obtemos 1 (x):

In(1 4 ~,x)

In () :¢<k+¢ﬁ) .

5 + constante, (4.66)

ou seja,

A

= —eXp [zk—
1+ Yq

- i ({4 T {equ @) ] -

A

- e {(z’k{) o} (g)} , (4.67)

onde utilizamos as relagoes dadas pelas Eq.’s (2.77) e (4.38). Desta forma, obtemos as
autofuncgoes do operador momento linear p,.

Desejando explorar mais algumas algumas caracteristicas do operador p,, seja T, =
Z,(Z) o seu operador espaco canonicamente conjugado, i.e., [Z4, Dy = ihl, e a partir da

Eq. (4.54), segue que

s PR . 1., - o o ..
ihl = |24(2),p(1 +7,2) + 5@71%1 = [24(2), P] + [24(T), V4P7]
= [i'q(j)’ﬁ] "’Vq[iq(A)?ﬁ]v%""qu[wq(@)aii']
= [iq(f)aﬁ](i + ”qu), (4~68>
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onde esta ultima pode ser escrita como

A dz, (2
ih(d + 7)1 = inta®) (4.69)
dz
Integrando a ltima equac@o com Z,(z = 0) = 0, obtemos
R In(1+ Vol R
by = P rafes, (3/6)] (4.70)

Yq

que tem a mesma forma do ¢g-ntiimero dado pela Eq. (2.85). Portanto vemos que a mudanga
de espago &, — & leva uma adigao usual de duas posicoes no espaco deformado {|z,)} em
uma g-adigao de duas posicdes no espaco usual {|2)}, i.e., (z,/§) + (2,/€) — (2/§) &,
(2/€).

Enfatizamos um resultado importante: uma vez que os operadores espago e momento li-
near deformados, 2, e p,, sdo canonicamente conjugados, estes formam uma transformacao
canonica (Z4,p,) — (Z,p). A partir das Eq.’s (4.55) e (4.70), temos que a transformacao

canonica é

R (1 + ’Yqi)ﬁ . 13(1 + ”Yq@

Pq = 9 9 5
) (4.71)
Ty = ln(liy——’yqx) = ¢In [exp, (2/€)] -

Transformagoes similares a esta, utilizando os operador momento linear nao hermitiano
(4.2) e operador posicao deformado (4.70), i.e. (%, p;,) < (&4, ), foram utilizadas em [32].
Em uma linha diferente, discutiremos a seguir as implicacoes fisicas desta transformagao

canonica (4, p;) — (Z,p) nos formalismos classico e quantico.
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4.3 Equacoes lineares ¢-deformadas da dinamica

no formalismo quantico

Consideremos um sistema quantico descrito pelo operador hamiltoniano K (z,, p,) na

base de coordenadas {|Z,)}. Para o estado |«(t)), a equacao de Schrodinger é

0 U

@fﬁla(t» = K(&q, pg)|c(t)) (4.72)
onde consideraremos .

N o .

K(&4,p,) = 2—m0pq + V(z,), (4.73)

1.e., um sistema de massa constante mg em um espaco deformado e submetida a um
potencial independente do tempo V(Z,). Seja ®(z,,t) = (z4|a(t)), entdo a equacdo de
Schrodinger torna-se:

.haq)(xq,t) n? 9%®(x,,t)

Z —

= P . 4.74

Para ®(z,,t) = ¢(z,)e F¥" onde ¢(x,) é a fungio de estado na base {|7,)}, temos a

seguinte equacao de Schrodinger independente do tempo:

_h_QdQSO(xq)
2my  dx?

+ Vi(zg)p(zy) = Ep(z,). (4.75)

Evidentemente, sendo a densidade de probabilidade o(z,,t) = |®(z,,t)|?, para a equacao

de onda (4.74), torna-se valida a equacao de continuidade

8Q<xqat) o _aj(xqvt)
ot ox,

(4.76)

com a densidade de corrente dada por

T(@g,t) = Re{@*(xq,t) G@i) {i@(xq,t)] } (4.77)

Ly mo

A partir da transformagao canonica (4.71), a equagdo de Schrodinger para o estado
|a(t)) na base {|z)} é

i Ja(t)) = (2. pla(), (4.78)
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com o operador hamiltoniano

A ~

H("%?ﬁ) = K(jq(i 13)7@1(5%7?5))
)

= — [(1+72) (1 + 7,2)p(1 + 7,2)?] + V(3), (4.79)

onde utilizamos a relacao (4.61). Este operador hamiltoniano estd de acordo com aquele

introduzido por von Roos [154] para sistemas com o operador massa dependente da posigao

dado por
. mo
m(t) = ———, 4.80
S 0
e da qual o operador hamiltoniano pode ser reescrito como
N 1 174 . 179 o R
H(&,p) = 5[m(2)] YA [m(@)]72p [m(@)] T+ V (@), (4.81)

Podemos escrever ainda o operador hamiltoniano de outra forma. A partir da Eq. (4.54),

temos que:
N 1 R 1 RE:
H = 5 {( 7 2)p — il L) + V()
1 A R ) 242
= oy [(1 + )P+ 742)D — ingh(l +72)p — — 1| +V(2).  (4.82)

Notando que [p, 1 + 4T = —z'h’yqi, temos que p(1 + Y4Z) = (1+ YeZ)P — z'hfyqi. A partir

desta relacao, o operador hamiltoniano acima pode ser escrito como:

2.2

A 1 . 2.0 Uhyg s o\ n Vg 2 .
H=—(1 2p2 - (g —— 4 4+V 4.83
g L 7a) D" = oS+ e )p — g L+ V(). (4.83)
ou ainda
o (1 + ~ez)? - h%(1+ )d anr +V(2) (4.84)
=—— r)'—— - — T)— — x). .
2my T4 dz?2 my T4 dx  8my

O operador hamiltoniano acima estd de acordo com aquele dado pela Eq. (4.12) para a
funcao massa m(z) dada por (4.80) e a = —1/4, conforme pode ser verificado.

Utilizando o operador H na forma acima, a equagao de Schrodinger (4.78) escrita
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explicitamente em termos da fun¢ao de onda ¥(z,t) = (x|a(t)) torna-se

OVt R0t Ryl 40g) 00w t) B2
ih = — - - U(z,t)
ot 2myg ox? mo ox 8myg
+V (2)¥(x,t). (4.85)

Esta equacao de onda é espacialmente nao homogéna devido ao efeito da massa depen-
dente da posicao, mas mantém propriedades semelhantes ao caso usual: temporalmente
homogénea, e linear para o campo ¥(z,t). Como o termo de energia potencial V()
nao dependente explicitamente do tempo, podemos aplicar o método de separacao de
variaveis similar ao caso utilizado para sistemas com massa constante. Desta forma, seja
U (x,t) = p(x)e PP onde 1 (x) é a funcio de estado na base {|2)}, e F é a energia do
sistema, obtemos a seguinte equacao de Schrodinger independente do tempo:

R2(1 4 vy,2)? d(x)  B2y,(1 4+ y,2) dy(x) B> B
N 2qu dz? ’ Mo : dr Smow(m) + V(x)y(z) = Ep(x). (4.86)

Seja a densidade de probabilidade p(z,t) = |[¥(z,t)]?, esta obedece a equacao de

continuidade

Op(z,t) N 0J(x,t)
ot Ox

onde a densidade de corrente é dada por

J(x,t)ERe{\I/*(x,t) (?(%){ ! \Il(x,t)]}. (4.88)

m(z)

=0, (4.87)

De fato, para a densidade de probabilidade p(z, t) temos que sua taxa de variagao temporal

é
Op(z,1)
ot

A partir da Eq. (4.85), temos

oV (z,t) N oOV*(z,t)

= Vizt)—; ot

U(z,1). (4.89)

ov(z,t) h , 0?0 (z,t)  h, oV (x,t)  hy?
ot B 2imy (14 747) Ox? 1my (14 747) or 8imy v(z,t)
1
5V (@)W, 8), (4.90a)
e
ov*(z,t)  h G O?U*(z,t) Dy, oV*(z,t)  hy?
ot  2img (14 7) ox? + my (14 747) or 8im0\11 (z.1)
1
— V(@) V(. 1) (4.90b)
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Substituindo as Eq.’s (4.90) na Eq. (4.89), obtemos:

8,0(:6, t) _ h 24T * 82\11(13, t) h'fyq * 8‘1’(2& t)
ot T 2img (L+7q2) 87 (2, 1) Ox? imo (1 72) ¥*(2, 1) ox
h 9 0*W*(x, t) th ov*(z,t)
Da funcao massa (4.80), segue que:
op(xz,t) k) 1 _, PU(x,t) 0| 1 . OU(z,t)
ot B Zi{m(a:)qj (z,¢) 02 | oz m(x) Vi(a.1) oz
1 O*U*(x,t) 0 1 oV*(x,t)
_m(x)qJ(x’t) 022 Oz [m(a:) Uz, 1) oz
_ hoo 1 0V (x,t) 1 oV*(x,t)
T 2i0x { m(x) () or  m(x) Yz, t) oz

10 1
B _5%{\Ij( )zaazlm(:ﬁ) (.0 -

- gofeten (22) o]}

e que pode ser escrita como Odp(x,t)/0t = —0J(x,t)/0z, com a densidade de corrente

dada pela Eq. (4.88), como queriamos demonstrar.

A Eq. (4.85) pode ser convenientemente reescrita por meio de uma transformagao
frequentemente utilizada em problemas de sistemas com massa dependente da posicao, e
que discutimos na Secao 4.1. Da Eq. (4.30), seja ¥(x,t) [m(a:)]l/4¢)q(x, t), temos

Uz t)= —2BY 4.93
)= A (499
Como OV (1) 00, (z, 1)
nLt) _ T 3/2 —1/29%¢\ T,
or 5 (1 +7,7) Dz, 1) + (14 v47) or (4.94)
e que
0*(x,t) 372 _ 300D, (x, 1)
Or2 = Tqu"’%x) 5/2<I>q(x,t) Yq(1 + 747) 82 %x
2
+(1+ vqa?)’l/zg Dl 1) (4.95)

Do operador energia cinética

~ 2 2 92 2 B
TU(z,t) = _h (14 yq2)° 0" (x, 1) B 12y, (1 4 v,x) 0V (x, t) B

2.2
Tz, t 4.96
2my Ox? mo Ox 8my (z,1),  (4.96)
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substituindo as Eq.’s (4.94) e (4.95), segue que

TU(x,t) = —2h—ﬂ;(1 +Yqz)? [3%3(1 +792) 2P (2,) = g (1 + 742) 2y (2, 1)

+H(1+ vqx)‘m—ng]g’ t)}
. 527—(1(:; Na) {_%(1 +742) POy (w,t) + (14 %,x)—l/?%
_Z:f (1 + 7g2) 2, (, 1)

_ _35;703 (14 7,2) 20, (2, 1) + ZQTZZ“ )2 aq%(;;, J
(1 SR T
_h;joq (14 yqz)'/? a(p(é(j’ H_ }81277:5 (14 ) 20, (2, 1)

— _2h_nj0(1 + ) 52(135’ t) _ Z“:Z (1+ yqa:)mw. (4.97)

Notando que
ov(x,t) 0 (14 7,2) 20, (2, 1)] = (1 +7qx)—1/2w (4.98)

ot ot ot '’

temos portanto que a equagao de Schrodinger (4.85) para sistemas com massa dependente

da posi¢ao em termos do campo ®,(z,t) pode ser escrita como

, 1209, (z, 1) h? 0?®,(z,t) R’y 0P, (x,t)
Al 1/2 g\ - 1 3/2 g\ . q 1 1/2 g\
v ( +’YQ'T) at 2m0( +'7q) 81’2 2m0( +'7q) 81’
+V(@)(1 4 yg2) 2P (2, 1), (4.99)
ou ainda,
L O0D(x,t) A1+ vy1)? 2@y (2, 1) Ry, (1 + y,2) 0Py (x,t)
h = — K oo 4 1 i V(z)®(z,t). (4.100
’ ot 2my 0x? 2my ox V(@)@ t). ( )
A partir da definicao da derivada parcial deformada
0P, (z,t)
D, @4(x,t) = (1 + v2) —— (4.101)

or '
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temos que:
0 0, (x,t)
Diq(bq(x,t) = (1 -+ ’YqLU)% (1 + ”}/qx)qa—m
0?®,(z,t) 0P, (z,1)
= (1+ mﬁ# + 7,(1 + m)‘é—x. (4.102)

Utilizando a relagao acima, a Eq. (4.100) pode ser reescrita na forma de uma equagao de
Schrodinger deformada:
o 0P, (x,1t) h

2
— _ 2
o~ ame Du®al@:t) + V(@) 0@, 1). (4.103)

A equagao acima estd associada ao operador hamiltoniano dado em termos do operador
momento linear nao hermitiano (4.2), i.e.,
. 1

H/ — R - 2 -,

_ 2—;0(1 g B)P(L + YgE)p + V (), (4.104)
onde H' é um operador hermitiano.

Os estados estaciondrios para a Eq. (4.103) sao obtidos considerando a fung¢ao de onda
D (7,t) = ¢ (x)e BV ou ainda, a equagdo de Schrodinger deformada independente do
tempo é

R,
- 2—%D7q¢q(x) + V(x)p,(x) = Epy(z). (4.105)
A equagao de Schrédinger acima possui uma g¢-derivada (2.113) espacial ao invés de uma
derivada espacial usual.

Notemos que existe uma equivaléncia entre descrever um sistema hamiltoniano hermi-
tiano, com termo de energia cinética de uma massa dependente da posicao, e um sistema
hamiltoniano nao hermitiano com termo de energia cinética deformado em termos da g-
derivada espacial. Ademais, o campo V(x,t) é substituido por um novo campo ®,(z,1).
Interpretamos isto como o efeito da massa dependente da posigao (4.80) poder ser subs-
tituido por um operador derivada deformada na equacao de Schrodinger que descreve a
dinamica da particula no espago usual.

Curiosamente, as Eq.’s (4.85) e (4.103) apresentam o mesmo espectro, ou seja, mesmo
utilizando o operador nao hermitiano H’ obtemos um espectro real para este operador. E
possivel encontrar na literatura outros trabalhos envolvendo operadores nao hermitianos
que podem apresentar autovalores de energia reais [206, 207].

Esta equacao de Schrédinger deformada foi proposta inicialmente em [11], e que cor-
responde a uma equacao similar a equagdo de Schrédinger para o campo ®,(x,t) usando

o operador nao hermitiano ]3;. A Eq. (4.103) também poderia ser obtida diretamente

104



Capitulo 4: Dinamica quantica g-deformada para um sistema com massa efetiva

a partir da Eq. (4.74), e vice-versa, pelas simples mudangas de varidvel x < x4, i.e.,
By (. 1) = Dy (),), 01 Dl 1) = Dy(a(r,), ).

Notemos que se o campo P (x4, t) é a solugdo da equagao de Schrodinger na base {|Z,) },
entdo o campo V(z,t) é sua solugao na base {|z)}. Portanto, a equagdo de Schrédinger
para o campo V(zx,t) relativa a um sistema com massa dependente da posigdo no espago
usual {|Z)} é mapeada em uma equagao para o campo ®(x,,t) de um sistema com massa
constante em um espaco deformado {|z,)}. Além disso, observamos que se ®(z,,t) é

normalizado, entao ¥(z,t) é também normalizado. De fato, pela Eq. (4.93) temos que

Zq,f Q¥ (x, )P, (x,t e
/ O (1, 1)y, )y — / (@D / U (2, )0z, ) — 1.

q,t %

(4.106)

No entanto, [ ®;(z,t)®,(x,t)dx # 1, ou seja, |y (z, t)|* ndo conserva a probabilidade

na base {|z)}. Podemos observar que para que a Eq. (4.103) possa ser considerada como
uma equacao de Schrodinger deformada, o produto interno de duas funcgoes deve ser
também deformado de modo que a conservacao de probabilidade seja satisfeita. De fato,

temos que o campo P (x,t) é normalizado através uma g-integral (2.127)

zy
/ O (z,1)Py(z, t)dyr = 1, (4.107)

o que poderiamos definir como uma condicao de normalizacao deformada, ou seja, nor-
malizada através da g-integral dada pela Eq. (2.127). Isto pode feito através do produto

interno ¢g-deformado, conforme definido em [32], tal que:

(on(@)|pala))y = / Y e @)ea) )

1+

i

= [ e@rdaldg

T

Zq,f
_ / ot (20 paly)d,

Tq,i

= (o(zg)|palzq))- (4.108)

Pode-se verificar imediatamente que o produto interno (p,(x)|¢q(x)), ¢ uma forma bilinear

uma vez que satisfaz as propriedades:

(pp(7) + pe()|@al))g = (P6(7)]0al())q + (@e(®)]Pa(T))q, (4.109a)
(@a(@)|@p(x) + @e())g = (al@)|n(®))q + (Pa(@)]Pe(2))q, (4.109b)
a(ep(7)]pa())q = (aws(®)]pa(T))q = (wb(T)|apa(T))q (4.109c)

Em termos do campo ®,, seja a densidade de probabilidade g-normalizada g,(z,t) =
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|P,(z,1)|?, e uma vez que |U(z,t)*(1 + y,2) = |Py(z,1)|* = |P(z,(x),t)]?, temos

pla,t) = 1‘9:(""”73 - 9(1“”1(2;). (4.110)

A equacao de continuidade deformada para g,(x,t) é

004(z, 1)

4Dy, T () = 0, (4.111)

com uma densidade de corrente deformada definida por

Jo(z,t) = Re [cb*(a; ) (hqu) (¢q<x’t))] . (4.112)

mo

A demonstracao é similar aquela que fizemos para a densidade de corrente em termos do
campo ¥ (z,t). Da Eq. (4.103), temos

0P, (x,t) h

- D3, %, z)P, - 411
’ 8(1)*( t) B
q SC, i 2 * . %
ot 2imy D al® ) mV( )@ (x, ). (4.113b)

Segue que, a taxa de variagao temporal de g,(z,t) em termos do campo @, (z,t) é

oulnt) O
o D, (z,t)

_ (2 ) £ VD2, (2, 1) — B, )02, . 1)
(

004(x, 1)

g = @ (x,t

2m02) (x’ t)DWqCDq(x, t) — ®y(z, t)D7q<I>;(x, t)}

- o frefogen (12.) (P20)]). "

e que corresponde & equacao de continuidade (4.111) para uma densidade de corrente
deformada dada pela Eq. (4.112). Este mesmo resultado poderia ter sido obtido fazendo a
mudanga de varidvel x, — x na equagao de continuidade usual em um espaco deformado
dada por (4.76). Neste caso, obtemos que J,(z,t) = J(x,(x),t). Uma outra alternativa
seria utilizar a mudanga de campos dada pela Eq. (4.93) na expressdo da densidade
de probabilidade p(z,t) = |¥(z,t)]*> e da densidade de corrente J(x,t) expressa pela
Eq. (4.88) que descreve o sistema com massa dependente da posi¢ao. Neste caso, obtém-
se imediatamente J,(x,t) = J(x,t).

Conforme vimos nesta Secao, o sistema com massa dependente da posicao dada pela

Eq. (4.80) leva a possiveis deformagoes das equagoes da mecanica quantica, onde o ope-
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rador derivada usual é substituido pela g-derivada (2.113). Por lado, outras fungoes m(z)
poderiam levar a definicao de outras derivadas deformadas, assim como diferentes de-
formagoes das equagoes da mecanica quantica em relacao ao que temos apresentado. De
fato, dado uma funcao massa m(x), a partir da Eq. (4.24) podemos determinar uma

variavel y(x) e consequentemente definir uma derivada generalizada D,y () tal que

dp(y) _ de(x)de 1 dp(z)  [mo dp(z) _ dp(r)
dy — dz dy y(z) dz  \m(z) dz Ay ()T = Dn@ele),  (4115)

onde dpyx = \/m(x)/moedx é um elemento diferencial generalizado para sistemas com

massa dependente da posicao. Consequentemente, a equacao de Schrodinger independente

do tempo generalizada (4.28) para a = —1/4 torna-se
hQ mo d mo d
- \ m(z) dz) \\ m(z) dz =E 411
2my ( m(x) dx) ( m(x) d:c) p(z) +V(r)p(z) = Bp(z), (4.116)
ou ainda,
o,
™ 2o Pl #(2) + V(@)p() = (). (4.117)

Da Eq. (4.31), a pseudofuncdo de estado ¢(x) = [mq/m(z)]*/*(x) satisfaz & condigao

de normalizacao através da integral generalizada

Ty
/ |0 (2)Pdm(yz = 1. (4.118)

A equacao de Schrodinger generalizada pode ser escrita como

2
— h—Dfn(x)CD(x,t) + V(z)®(z,t) = ih%,

4.119
T (4.119)

com a derivada parcial deformada D,y = \/mo/m(x)0/0x.

Sendo a pseudodensidade de probabilidade generalizada para um sistema com massa
dependente da posigao dada por o(z,t) = |®(x, )|, a equagao de continuidade generali-
zada torna-se

% + D) I (z,) = 0, (4.120)

com uma densidade de corrente generalizada definida por

J(@.) = Re [cb*(x,t) (?Dm(m)> (q)(“"’t)ﬂ | (4.121)

mo
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4.4 Funcao de onda para particula livre com

massa efetiva

Como simples aplicacgao do formalismo desenvolvido na Secao anterior, analisemos o
caso de uma particula livre em um potencial nulo (V' = 0). Iniciaremos nossa anélise,
considerando um sistema quantico descrito pelo operador hamiltoniano H (%,p) para sis-
temas com massa dependente da posigao dado por (4.81). A equacao de Schrodinger
independente do tempo (4.86) para uma particula representada pela fungao de estado

(x) = (Z]a) torna-se

A1+ %x)z d?Y R, (1 4+ ) dy h2’y§
— —_ - =F . 4.122
2my dx? mo dx  8my ¥(z) ¥(z) ( )

A equacao diferencial acima pode ser reescrita como

(u)

U

U d*9)(u)

du?

+ audqfi + bp(u) = 0, (4.123)

2.2
Ry
8myg

com u(x) =1+y2,a=2eb= ;2#%02 <E—|— ) . A Eq. (4.123) é conhecida como
equagao de Cauchy-Euler [208]. De modo mais geral, uma equacao diferencial ordindria
de segunda ordem de Cauchy-Euler é uma equagao nao homogeénea do tipo

2y () dy(x)

2% W + &1(73% + Cloy(l') = f(.]?), (4124)

e que pode ser transformada em uma equacao diferencial linear com coeficientes constantes
através da transformacao x = €. De fato, através da regra da cadeia verifica-se que

dy dy Py Py dy

Y T ¢ Ta T ae At

Portanto, a equagao de Cauchy-Euler ¢ transformada em uma equacao diferencial or-

dindria de coeficientes constantes

dy(t)
dt

+aoy(t) = f(e'). (4.125)

Desta forma, utilizando a trasformagao z = e, a Eq. (4.123) torna-se

() | duf2)

e T bu(2) =0, (4.126)
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e que tem como solucao geral ¢ (z) = c e™*+c_e"*, sendo 7, e r_ raizes de r?+r-+b = 0,

ou seja, ry = —3 £ 1712 com E = h%*k?/2my. Segue que:
cy 1k c_ 1k
Y(z) = —exp[—lnl—l— :L‘]—I——exp[——lnl—i- x}
( ) \/m 7q ( /711 ) \/W ’Vq ( 711 )

RV (11_q)(x/§) {” [equ (%)]% I [equ <§>}_k§}

) x/1+<1%-qxI/g>{C+8qu{“k§)C” (£)]
e exp, {(—ikf) o (g)} } , (4.127)

onde ¥ (z) = 0 para valores de x < —1/7, em virtude da definicdo da g-exponencial.

Como esperado, a solucao geral de uma particula livre e massa dependente da posicao é
uma combinacao linear das autofuncoes (4.67) do operador momento linear deformado p,
na representagao {|Z)}. Notemos também que nao existem solugoes fisicamente possiveis
se £ < 0, ja que isso implicaria em um vetor de onda complexo, e consequentemente a
funcao de onda divergiria em x — +o0.
Através da equagao de Schrodinger deformada (4.105), as fungoes de estado ¢,(z)
satisfazem a equacgao diferencial
o,
~ 5D u(a) = Bio). (4.128)

ou mais explicitamente,

hQ(l + qu>2 d2§0q($) h27q<1 + qu) dSOq(x)
— — =F ) 4.129
2my dx? 2myo dx #q(7) ( )

Similar a solugao da (4.122), fazendo mais uma vez u(z) = 1+,x, obtemos uma equagao
de Cauchy-Euler similar a (4.123) para a equagao acima, mas com ¥(u) — @(u) e a =

2 — a = 1, cuja solucao geral é

ik 1k
o,(r) = cpexp [l— In(1+ vqx)} + c_exp [—;— In(1+ vqx)}
q q

= [equ (g)]’“f e {equ <§)} ik

= ¢, exp, {(iké) ®q (%)] + e exp, [(—z'k:g) o} (%)} (4.130)

que poderia ser obtida resolvendo diretamenta a Eq. (4.128), ou através da rela¢do entre
os campos (4.93), i.e., ¢,(z) = /1 +y,2¢(x). Evidentemente, para o mesmo ket de

estado |a) na representacao {|z,)}, a fungao de estado ¢(z,) = (Z,|a), satisfaz a equacao
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diferencial trivial
h? d2§0q($q)
2mg  dx?

= Epy(z,), (4.131)

cuja solugao geral é uma combinagcao linear de onda planas em um espaco deformado dada
por p(z,) = cye*@+c_ e~ de modo que p,(z) = ¢(z,(x)). Portanto, vemos que o uso
da equagao de Schrodinger deformada em um espago usual (ou sua respectiva equagao
usual em um espago deformado) pode ser uma importante ferramenta para auxiliar na
obtencao funcoes de onda de sistemas com massa dependente da posi¢cao no espaco usual.

Analisemos a seguir as implicagoes das fungoes de onda ¥(z,t), ®,(z,t) e ®(zy,t) para
uma particula livre utilizando as equacgoes de continuidade. Seja a funcao de onda com

massa dependente da posi¢ao no espago usual {|z)} dada por

k

exp {z [— In(1 + ~,x) — wt} } (4.132)
Vq

para * > —1/7,, e nula para outros valores. A particula tem um espectro de energia

continuo £ = hw = h%k?/2my, e a correspondente densidade de probabilidade é dada por

p(z,t) = |A]*/(14+~,x), ou seja, uma fungao independente do tempo (estado estaciondrio),

mas espacialmente nao uniforme. A partir da Eq. (4.88), obtemos a densidade de corrente
o hk

T, 1) = [AP2 = (14 72)p(e, Doy, (4.133)
0

onde v, = Ow/0k = hk/my é a velocidade de grupo para o pacote de onda associado com o
momento linear p = hk. Podemos notar que, como no caso usual, a densidade de corrente
é proporcional ao produto entre a velocidade de grupo e a densidade de probabilidade, no
entanto J(z,t) também possui um fator que a faz variar linerarmente com a posi¢ao que
a torna espacialmente homogénea.

Em termos do campo
|k
O, (x,t) = Aexp {@ {— In(1 + v,z) — wt} } , (4.134)
Ya

os resultados sao idénticos ao caso usual, i.e., a densidade de probabilidade é g,(z,t) =
|A|?, e a densidade de corrente, definida por (4.112), ¢

hk
Tifa) = [AR = oyfa ), (4.135)

Evidentemente, no espaco deformado {|Z,)}, o caso usual é recuperado, onde as funcao
de estado sdo as ondas planas ®(z,,t) = Ae'®=“Y A densidade de probabilidade é
o(xq,t) = 04(x(z,),t), e a densidade de corrente satisfaz J(x,,t) = J,(x(x,),t), como

esperado.
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Similarmente ao que acontece para o caso usual (¢ = 1) de particulas livres, a fungao
de onda dada pela Eq. (4.132) é ndao normalizavel, uma vez que a integral f_Jr;o p(x,t)dx
diverge. Isto é uma consequéncia do fato da particula livre nao possuir energia bem
definida. No entanto, a funcao de onda (4.132) pode ser utilizada para definir um pacote

de ondas para particulas com massa dependente da posicao, dado por:

U(x) = ¥(z,0) = In(1+97) g, (4.136)

1 Foo ik —1
- k)e™™a
— | o

onde ¢(k) é uma fungao de distribuigao dos vetores de onda k. Da relagao (4.93), temos

que
—+00

SOq(x) =41+ quw(x) = ﬁb(k)eikvq_l ln(H%x)dk,

e pela mudanga de varidvel x — x, obtemos um pacote de ondas planas em um espaco

deformado .

o(z,) = o(k)e**adk, (4.137)
como esperado. Pelo teorema de Plancherel [6] e mudanga de varidvel z, — z, obtém-se
imediatamente

1 e —ikx

o(k) = Py o(xy)e” " dx,
1 e —iky; ! In(14v4x)
= 5 N pq(x)e " dgx
+oo
_ 1 w(‘r) —ik”y,;l ln(l-i-’cht)dx‘ (4138)

o oo ,/l—l—vqxe

Considerando que as fungoes 1(x) ou ¢,(z) sao nulas para x < —1/7,, as integrais acima
podem ser definidas no intervalo (—oo, +00).

Desde que a aplicacao das transformadas de Fourier e sua inversa tornam-se ferra-
mentas matematicas importantes para descrever fungoes periddicas, assim como levam a
forma integral da famosa funcao delta de Dirac, a seguir apresentamos algumas possiveis
deformagoes destas relagoes associadas as equagoes acima.

Uma vez que e=#7q " n(1+7a7) — [exp, (x/£)]*™*/¢, podemos definir a seguinte transfor-

mada de Fourier g-deformda ¢(k) e sua transformada de Fourier inversa ¢g-deformada f(x):

g(k) = % _:o f(x) [equ <§>rk/£ dz, (4.139a)
e f(z) = / :O (k) [equ (gﬂik/gdk. (4.139)

Estas relagoes, juntamente com a defini¢ao dos g-ntimeros (2.85) e (2.149), podem ser uti-
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lizadas para definir uma funcao delta de Dirac deformada. A seguir, mostraremos algumas
propriedades que exploramos. Como é sabido, substituindo ¢(k) em termos da primeira
linha da Eq. (4.138) em (4.137), evidentemente obtemos

! e / ikl 7. ik
plrg) = / [g / plag)e”™ quﬂfq} cedk

el e ik(zq—x,
- /oo |:% /oo ‘ " q)dk:| gp(xil)dl{]
+oo
= / 6(zq — xy)(ay,)d, (4.140)

de forma que, como esperado, temos a fun¢ao delta de Dirac de nimeros g-deformados

na forma integral

1 [t /
d(xyg — ) / ek@a=q) g (4.141)

¢/ = 9r

— 00

Definimos a delta de Dirac g-deformada

1 e ,
5q(l',ZL‘/) — % ezk;yq1[ln(1+'yqx)—ln(1+7qq;)]dk:

_ % /_ :O exp, { [(ik{) ®q (%)] D, [(—@kg) O (g)]}dk (4.142)

Utilizando a mudanca de variavel © — z, na Eq. (4.141), obtemos imediatamente

Og(x,2") = d(xq(x) — f(x)) = 0 <ln(1 ;Fq%‘”) _ In( J;qufU'))

) (5 Inexp, (% Sy %)) , (4.143)

com O4(x,2") = 04(2', ) e 04(x,2") # 6,(x — 2’). Notemos que a equacao acima tem em

seu argumento a mesma estrutura do ¢-nimero (2.96).
Substituindo a segunda linha da Eq. (4.138) em (4.137), tem-se

400 1 400 o ) o
Pqz) = / {—/ goq(x')e_””qlln(lﬂqx)dqx’] o=tk In(1492) g,

e 1 e iy, tIn(1 In(1 !
_ / {% / ik in(L7,2) In +7q:v)]dk} oo ('),
+oo
= [ e
400 ) /
- / o) 2T g (4.144)
oo 1 + 2!

Por outro lado, utilizando o mesmo procedimento, substituindo a terceira linha de (4.138)
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em (4.136) e dividindo a equagao por /1 + 7,2, tem-se:

w(l‘) _ 1 /+OO i e w(l’,) efik'yqfl ln(l+’yqx’)dx/ eik’ygl 1n(1+'yqx)dk,
V142 T+ Jooo |27 Jow /14 7,2

+oo +oo
- 1 / {i / eikvq1[ln(1+vqw)—ln(1+vqﬂc’)]dk} (') dr'
T4y ) oo 127 ) o 1+ .7

[T s,
oo /T4y T+

Da propriedade fundamental da fungao delta de Dirac, fj;o f(z)o(x—a)dr = f(a), temos

(4.145)

que
dg(z,2") = (14 y,2")0(x — 2") = (1 + y,2)d(x — 2'). (4.146)

A relagao acima poderia ser obtida alternativamente através da propriedade §(f(z)) =
Oz — o) /| f'(x0)], com f(xg) =0 e f'(x9) # 0, aplicada a Eq. (4.143). Portanto temos
que a delta de Dirac g-deformada definida pela Eq. (4.142) satisfaz a propriedade

+o0
| ) f@)de = (4200 (4.147)

o0

Fazendo g(z) = (1 + v,2) f(z), a relacao acima pode ser reescrita como

/;+oo de _ /:i-oo 5q(l’,$0)g($)dqx _ 9(370)7 (4148)

o 14y, 0

e que leva a definicao de um ¢-produto interno

o), = [ HE e [ g, @

originalmente proposto em [32].
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4.5 Analogos classicos dos operadores deformados

E intuitivamente claro que quando a mecanica quantica é aplicada a um sistema ma-
croscopico, este devera reproduzir os resultados da mecanica classica, de modo similar
que a dinamica relativistica, quando aplicada a sistemas movendo-se em baixas veloci-
dades, reproduza a dinamica Newtoniana. A seguir examinaremos como o formalismo da
mecanica classica de sistemas com massa dependente da posicao é recuperado a partir do
formalismo quantico que temos tratado aqui para condicoes apropriadas.

Tipicamente sistemas com massa varidavel nao conservam a energia mecanica, como
por exemplo, o problema da queda de uma gota de chuva [209]. Um caso particular é
apresentado em [210], onde Cruz y Cruz et al. mostraram que a transformagcao candnica
(Q. P) — (x,p), com

Q:/M%f)dijQo, e P= mTr(L;)p, (4.150)

mapeia a fungdo hamiltoniana de uma particula com massa constante mg dada por

2

K(Q,P) = QP—mO V() (4.151)

para a fun¢do hamiltoniana de uma particula com massa dependente da posigao m(x),

p2

Hz,p) = 2m(x)

+ V(Q(x)) (4.152)

tal que ambos os hamiltonianos sao constantes de movimento.
Por outro lado, em virtude da hermiticidade dos operadores espaco e momento linear
deformados que constituem a transformagao canonica quantica (4.71), estes apresentam

os seguintes andlogos classicos:

pg = (1 +v,2)p,
(4.153)
In(1 + v,2)

Ty = T =¢&In [equ@j/f)} )

cujo comutador é trocado agora pelos parénteses de Poisson

_ Ox40py _ 9pg Oy

Sttt QS =1. 4.154
{xfﬁpq}(%l’) ax 8]) ax ap ( 5)

Para obter a fungao geradora da transformagao canonica (4.153), consideremos que
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esta é do tipo F' = F(p, z,), e portanto temos que [142]

oF oF
-7 - 4.155
T T o, (4.155)
Escrevendo p, como funcao de z, e p, da segunda equacao acima obtemos
oF
— = —peita 4.156
axq pe ) ( )
e ao ser integrada, temos
eYa%aq
F(p,xq) = — f(p). (4.157)
Yq
Substituindo a equagao acima na primeira equagao de (4.155) obtemos f(p) = —p/v,, €
portanto temos que a funcao geradora da transformacao canonica é dada por
YaTq 1
Pz p) = -2 D (4.158)

Yq

Consideremos uma particula de massa constante my e momento linear p, sob a in-
fluéncia de um campo de forgas conservativas com energia potencial V' (z,). A hamiltoni-

ana deste sistema é )

= 5 V(). (4.159)

A aplicacao da transformacgao canonica (4.153) sobre a hamiltoniana K (x,,p,) leva a

nova hamiltoniana )
P

H =Y 1V 4.1

(@.0) = s + V(@) (1.160)

onde a massa da particula depende da posicao através da fungao

mo
m(z) = At o) (4.161)
Vemos portanto que a transformacgao candnica (4.153) estd em acordo com as Eq.’s (4.150)
para a massa (4.161). Notemos que as equagoes (4.159), (4.160) e (4.161) s@o respectiva-
mente as versoes classicas de (4.73), (4.79) e (4.80). A partir da transformagao canonica
classica (4.153), analisaremos a seguir algumas de suas implicagoes.

A partir das equagoes de Hamilton (& = 0H/0p e p = —0H/0z), obtemos as equagoes
de movimento

1 2
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e
5= ldf 1 ,  dV(x)
2dx | m(x) dx
mo dr '

A partir das equagoes de movimento, observamos que, como acontece no caso usual, o mo-
mento linear p da particula é simplesmente o produto entre a massa dependente da posicao
m(z) e a velocidade escalar & = dx/dt: p = m(x)z. A taxa de variacao temporal do mo-

mento linear é igual a forga resultante de duas contribuigdes no lado direito da Eq. (4.163).

O primeiro termo estd associado a forca de reacao R = —%% [ma)] p? = —%m’ (z)2? de-

vido ao efeito da massa variavel, e o segundo estd associado a energia potencial V(z),
onde F(x) = —dV/dx.
Substituindo p = m(z)% na Eq. (4.163), temos que:

(4.164)

o B dx

i Yy 2 } __dV(z)
(L+72)* (1 +72)? ‘

Entretanto a equacdo de movimento Eq. (4.164) pode ser reescrita na forma mais
conveniente
moD? x(t) = F(), (4.165)

que corresponde a uma deformacao da lei de Newton para o movimento em um espaco
com deslocamentos nao lineares, onde ﬁiq é um operador associado a ¢-derivada dual,
definida pela Eq. (2.116). Note que a evolugao temporal é governada pela derivada dual

generalizada
~ 1 dzx

"t = 1+ v,z dt

(4.166)

Portanto, o efeito da transformacao canonica (x,p) — (z,,p,) ¢ mapear o desloca-
mento generalizado (d,z) de uma particula com massa dependente da posigao m(x) em
um espaco usual para uma particula de massa constante my em um espaco deformado

com deslocamento usual (dz,), onde:

- r+dx e\|_ dz  _
[0 G SRR

Uma vez que K(z,,p,) descreve a hamiltoniana de um sistema conservativo, i.e.,

K(z,,p,) = F é uma integral de movimento, temos que a transformacao canonica (4.153)

gera uma nova hamiltoniana da qual H(x,p) = F é também uma integral de movimento.
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Desta forma, temos

E = + V(x)

= —m(z)i* +V(x) (4.168)

. dx 2
v=i= = \/m—[E—V(]?)], (4.169)

assim como uma velocidade generalizada pode ser definida por

~ 1 d
Dy x= ax
a 1+ .z dt

- \/ mi B —V(2), (4.170)

cuja equacao diferencial acima pode ser separada e integrada para obter a posi¢ao da

particula em funcao do tempo:

B r dx
t—ty = i/xo \/m?x)[E— V(z)]
B r dzx
-, (1 -+ 20y Z[E - V(@)
* d,x
i/m JEE- V@]

Notemos inicialmente que, enquanto no formalismo quantico para descrever sistemas com

(4.171)

massa dependente da posicao em termos do campo ®(x,t), os operadores usuais derivada
e integral em relacao a variavel x foram substituidos respectivamente pelas generalizacoes
da g-derivada e g-integral Eq.’s (4.103) e (4.107). J& no formalismo cléssico para o respec-
tivo problema, o mesmo acontece, contudo, as equagoes tomam uso da g-derivada dual
ﬁ’}’q (4.166) ao invés da g-derivada D, (4.56). Isto estd relacionado ao fato de que no
formalismo quantico, as equagoes dinamicas, como por exemplo a equacao de Schrodinger
dada por (4.103), levam em consideragao variagoes espaciais nao lineares na variavel inde-
pendente x do campo ®(z,t), e que estd diretamente associado a defini¢ao da ¢-derivada
(2.113). Por outro lado, no formalismo classico, as variagoes nao lineares do espago estao
presentes na variavel dependente do tempo z(t), e que estd diretamente associada a de-
finicao da g-derivada dual (2.116).
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4.6 Equacoes de Ehrenfest para sistema com massa

dependente da posicao

Em um artigo publicado em 1927 [211], Paul Ehrenfest derivou equagbes que per-
mitem fazer uma elegante analogia entre a evolucao temporal de valores esperados para
operadores no formalismo quantico e a evolucao temporal dos seus respectivos andlogos
classicos [212]. Ehrenfest derivou estas equagoes utilizando o formalismo da mecanica
quantica através da formulacao ondulatoria, baseada na equacao de Schrodinger. No en-
tanto, sua forma final é a mesma se for utilizada a formulagao de Heisenberg para a
mecanica quantica.

Apesar de Ehrenfest ter obtido originalmente estes resultados especificamente para
operadores posicao e momento linear de um sistema com massa constante, a mesma
analise pode ser feita para qualquer operador A(i, P, 1), cujo andlogo clédssico é a varidvel
dindmica A(z, p,t). E possivel mostrar que a taxa de variacao temporal de operadores no
formalismo quantico tem uma forma similar a taxa de variacao temporal do seu analogo
classico. Seja Ho operador hamiltoniano do sistema, a partir da equacao de Schrodinger

na forma (1.3) temos que

d(A) d

= E(a(tﬂfﬂa(t»

1 1 - DA
= —ﬁi<a(t)|HA|oz(t)> + E(a(t)|AH|oz(t)) + <oz(t) N a(t)>, (4.172)
ou ainda,
d(A) 1 . . DA
——=—([A)H — ). 4.1
= 4 1>+<8t> (1173)
A equacao acima tem uma estrutura similar a evolucao temporal de A, dada por
dA 0A
— ={AH} + — 4.174
Voam+ (1172)
cujo parénteses de Poisson { ., . } é substituido por %[ ., .|, e as varidveis dinamicas

pelos seus respectivos operadores. Para sistemas dinamicos com massa constante, as taxas
de variacao temporal dos valores esperados para os operadores posicao e momento linear

sao dados, respectivamente, por:

A _ 2 ), (4.175a)
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e
dp)  [av

— = —( — 4.175b

dt dz /[’ ( )

similar as correspondentes taxas de variagoes temporais classicas & = p/mg e p = —dV/dx.

Conforme demonstraremos a seguir, para sistemas com massa dependente da posicao,

dada por (4.80), temos que:

= G B4 8+ o (L4 235), (4176a)
dpy 1/ d[ 1 1.\ Jav
rae —§<% {m]f’>—<d—>
- —;—qo<ﬁ(i+vqr%)ﬁ>—<g>. (4.1761)

Consequentemente, vemos que as equagoes acima tém uma forma similar a taxa de
evolugao temporal da posi¢ao e do momento linear obtidas no formalismo classico (vide
Eq.’s (4.162) e (4.163)). Apesar do resultado ter sido obtido para a massa (4.80), acre-
ditamos que calculos semelhantes possam ser feitos para outros tipos de sistemas com
massa dependente da posigao. O caso usual (4.175) é recuperado para vy, — 0. E possivel

também mostrar que a relacao

/J(x,t)dx = — (4.177)

continua valida mesmo para a massa dependente da posicao. Como aplicacao simples,
consideremos o caso de uma particula livre cuja densidade de corrente é dada por (4.133)
ou densidade de corrente deformada (4.135). Desta forma, temos

W e /+oo

(1+ qz)p(z, t)dz

dt mo 00

hk [0 dx

- = 1 2pa,t
e B e
hk [T

= Eo/_ (14 v,x)04(z, t)dyx
hk .

= — (14 v,(2)). (4.178)
mo
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Integrando a equacao cima, obtemos

e(Pkvq/mo)(t—to) _ |
(T = . (4.179)
g

O correspondente resultado no espago deformado {|z,)} nos déa d(z,)/dt = hk/my, ou
ainda, (Z,)¢ = (hk/mo)(t —to), de forma que a Eq. (4.179) esta de acordo a mudanga de

variavel T — Z,.

Demonstracao das equagoes (4.176a), (4.176b):

Calculemos a seguir a taxa de variacao temporal do valor esperado de (&) para o
sistema com massa dependente da posicao que temos tratado. A demonstracao feita aqui
serda realizada através da da formulacao de Heisenberg para a mecanica quantica. No
entanto, uma demonstracao destes resultados é feita através da formulagao ondulatéria
no Apéndice B. Da Eq. (4.173) aplicada para o operador posigao Z, temos:

d(z) 1 .
—— = —([z, H]), 4.180
L= (e, 1) (1.150)
onde a relacao de comutacao da equacao acima é obtida utilizando o operador hamilto-

niano de um sistema com massa dependente da posicao dado por (4.82).

Segue que:
- 1 e ygh s RO A
(2, H] = |2, 2—mo(1 + Yq2)P(L + Yq2)p — Q—Tfm(l + Y 2)p — Sm;’ 1+V(2)
1 .. . . ] . .
= 52 (1 +72)p(1 + 742)p] — 5 —[2, (1 4 742)p]
2m0 0
(4.181)
Da relaciio de comutacao [A, BC| = [A, B]C + B[A, €], temos
s .. o\ A7/3 o\ A R A\ Afa 3 o\ A
&, H] = 2—mo[:v, (1 +72)p](1 4+ 742)p + 2_mg(1 +%2)P[E, (1 + 7,2)p]
thy, .. - A
— 2mz [z, (1 4+ ~,2)p]. (4.182)
Notando que
(2, A+ 7,208l = [&,5] + [, 2]
= ih(1 +7,%), (4.183)
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e substituindo em (4.181), obtemos

oA ih . 9. Thos s ()% . .
(@, H) = 5 - (L 7g®)D o+ 5 - (L 7 ®)p(L + 78) — quo(l +78). (4184
Uma vez que os operadores & e p sdo canonicamente conjugados, temos #p = pi + ihl.

Logo, [#, H] torna-se:

[, H] = ;—W(i + 7 ®)%P + %(ﬁ + v,2D) (1 + 7,2) — %(1 +7.8)
B Qi—ﬂz(i +92)*p + ;—ﬂzo(ﬁ + gD A+ i) (1 + i) — 72%’?2 (1 + 7,%)
_ 22'_”7;(1 T ygd)2h+ %ﬁ(i ) + 72(;2)2 (i + ) — %(1 )
- 21._720(i )P+ zi_nizoﬁ(i +742)°. (4.185)

Da Eq. (4.180), para a massa (4.80), obtemos

da) _ 1 <ﬁ<i+vq:%>2>+i<<i+vqaz~>2ﬁ>=%(<ﬁ é>>+< 1)ﬁ>)’ (4.186)

dt B 2m0 2m0

como queriamos demonstrar.

Por outro lado, da equagao anterior temos que:

) _ 1/_“” (_72) AL N T

dt 2 ) i or  m(x

)
A vt () 2
1

By N SR T

[e.9]

S ()t oo
e v (5) S

=
SIES

8

Akl (e
5wl
Syor CEE

_ /_:ORe{\p*(x,t)%[(?) mzx)\ll(m,t)]}d:v. (4.187)

Uma vez que o integrando da equacao acima ¢é a densidade de corrente definida pela

N———
S
*
8
=
3
—~| —
=
| |
s
—
8
=
U
8

Tl
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Eq. (4.88), temos que d(z)/dt = [ J(x,t)dz, demonstrando asssim a Eq. (4.177).

Similarmente, da Eq. (4.173) aplicada para o operador momento linear p, temos

A~ 5, (4159

Utilizando mais uma vez o operador hamiltoniano (4.82), segue que:

L2 IR 7 s P R e P .
(1 + 7 @)p(1 + 74 2)p — Q—mZ(l +742)p — sz 1+ V(2)

A]f[ _
[, H] p,zm

1 A o thyy .. - . . .
- 2mo[ (14 72)p(1 + 7,2)p] — 2_mz[ , (14 7,2)p] + [, V(2)]

~

= —[p, (1 + 7,2)p|(1 + ~2)p + 2—mo(1 + Y42)p[p, (1 + v42)p]

thy, .. - . . .
— [P, (1 +7,2)p] + [p, V(2)]. (4.189)
E notando que
[, (1 + 742)p] = [, ) + Yq[p, 2D) = [P, D] + 7 [D, 21D + 742 [P, B = —iPyp,

ao substituir a rela¢do acima em (4.189), obtemos

2

oA ihy, .- . iy - . (thy,)* . .. R
Hl = ——45(1 — M1 2l . 4.1
[p, H] 2mozv( + 7,2)P 2mo( + Vgl )p” + e p+[p, V(%) (4.190)

Utilizando p& = @p — ikl e a relacdo (4.11), temos que:

1] = 51 940 = 58+ 9 — ity ) — i
= T4 ) — S i — i
= =0 g — S+ ) — in T
_ ZZ (1 + i — i (4.191)

E portanto, substituindo a relagdo acima na Eq. (4.188), para a massa (4.80) obtemos

P i ey - <flv>

dt mo

- 37 ) 7)) i

demonstrando assim a Eq. (4.176b).
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4.7 Aproximacao semiclassica para sistemas com

massa dependente da posicao

Na Secao 4.5 apresentamos os andlogos classicos para os operadores deformados Z, e py,
assim como os efeitos da transformacao canonica (z,, p;) — (x, p) no formalismo cléssico,
e na Secao 4.6 apresentamos as equacoes de Ehrenfest para sistemas com massa depen-
dente da posicao, onde as formas destas equagoes sao similares aquelas correspondentes
no formalismo classico. A fim de completar esse tratamento, nesta Se¢ao mostramos que
a formulagao da mecanica classica para o sistema com massa dependente da posicao que
estamos tratando esta contida na correspondente formulagao da mecanica ondulatoria.

Para descrever sistemas com massa dependente da posi¢do na representagao {|x)},
podemos utilizar a equacao de Schrodinger (4.85) em termos do campo W(z,t) ou a
equacao de Schrodinger deformada (4.103) em termos do campo ®,(x,t). Optamos por
utilizar a segunda, contudo, os mesmos resultados podem ser obtidos utilizando a primeira.
Dessa forma, seja a densidade de probabilidade deformada g,(z,t) = |®,(x, t)|?. Podemos

escrever a funcao de onda ®,(z,t) como

qDQ(x?t) = \/ QQ(‘Ta t)eiS(I7t)/h (4193)

onde S(z,t) é uma fase real, e que serd interpretada fisicamente a seguir. Sendo

% l
O*(2,t)D,, ®(x,t) = 1/ 04(,1)D,, [ Qq(l’,t):| + (ﬁ) 0q(z,t)D,,S(x,t), (4.194)
obtemos a densidade de corrente dada pela Eq. (4.112) em termos de S(x,t) como

Tl 1) = %‘U{;t)%smﬂ _ ’Zfi;f) as(g:;, D~ ), (4.195)

onde utilizamos (4.110) na expressao acima. Como no caso para massa constante, a va-
riacao espacial da fase da onda esta relacionada com o fluxo de probabilidade. Quanto
mais a fase da onda varia, mais intenso é o fluxo de probabilidade. Pela equagao de

continuidade deformada (4.111), obtemos a relagao

004(z, 1)
ot

+D,, {%D%S(x,t)} —0, (4.196)
0

ou

Op(z,t) n 0 {p(%t) aS<x>t)} —0. (4.197)

ot ox | m(z) Oz
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Notando que

8@((93;:%) — S@/h fo (2 1) [\/1_65/; (h) gz’t)} , (4.198)

D2 O(x,t) = eiS(va’i{Diq { gq(x,t)} +2 <%) D, { Qq(:v,t)} [D,,S(z,1)]
+ (%) 0q(x,1)D5 S(x,t) + (%)2 gq(a;,t)[D%S(x,t)]Q}, (4.199)

substituindo as Eq.’s (4.198) e (4.199) na equacdo de Schrodinger deformada (4.103),

obtemos

Zsut/%m[\/_aé/t— (h) éai,t)}:

—eim/ﬁh—z{pzq Voten] +2(5) 2., |ulen)] 95000)

27710

+(;—i> Qq(%t)DiqS(:c,tH(%) Qq(ZL’,t)['D%S(x7t)]2}+@is(%t)/h 0g (1, )V (2).

Dividindo a equagao acima por /g, (x, t)e® @t/h e agrupando as partes real e imaginéria

puras da equagao acima, temos:

{ LD, S P V@) - L [ Qq(x,t>1+%}

2m 2?710 A /Qq<x7 t) Ta

1 i 004(z,t) 2 1 , -
20, 1) (?z) {T oV e(@ 0Dy, [ Qq(m)} + Eeq(w,t)%b’(%t)} =0,

ou ainda,

1 ) o1 0S(z,t)
(D, S, 0 + Ve >—2—mof 2 |Vaten] + 25 }

Observando que os termos da parte imaginaria satisfazem a relacao dada pela equacao

(4.196), obtemos a seguinte equagao de Hamilton-Jacobi para a dindmica de uma particula
com massa dependente da posi¢ao no formalismo quantico:
1 0S(x,t)

—[D,,S(x, ) + V() + Qq(x, 1) + 5 =0 (4.200)

2m0
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onde Q,(z,t) é um potencial quantico de Bohm deformado, dado por

h? 1
t) = —————D2|P,(z,t
QQ(‘r7 ) 2m0|<I>q(x,t)| 'yq| Q(xa )|
o1

= —— — D?
2m0 \/Q_q ,yq\/g_q

|1 /1 S|
= [5 (Q—Dwgq) — Q—Dﬁng] . (4.201)
q q

O potencial acima, para o caso ¢ = 1, foi proposto originalmente numa interpretacao
alternativa da mecanica quantica através do conceito de onda piloto introduzida por de
Broglie [213] pouco mais de duas décadas anteriores da aplicagdo de Bohm [214]. Esta
interpretacao permite conceituar a existéncia simultanea do comportamento de onda e
particula, e abre uma forma elegante no estudo de processos fisicos nos formalismos
classico e quantico, conforme é analisado em [215] para alguns problemas tipicos da
fisica. Aplicacoes de onda piloto também tém sido aplicadas na formulagao da equacao
de Schrodinger nao linear NRT por Pennini et al. [114]. Aqui, vimos que a equagao de
Schrodinger deformada (4.103) leva a um potencial de Bohm deformado e que pode ser
utilizado como uma alternativa para resolver problemas em mecanica quantica de sistemas
com massa dependente da posicao.

Uma das consequéncias da Eq. (4.200) ocorre no limite 7 — 0, onde obtemos

1 9 0S(x,t)
o P S O + V(@) + =72 =0, (4.202)
e que em termos da fungao massa, temos
1 [0S(z,1)]? 0S(x,t)
Qm(x) [ aZL‘ :| + V(ZE) + T - 0, (4203)

da qual corresponde a equacao de Hamilton-Jacobi na mecanica classica para um sistema
com massa dependente da posi¢ao, e onde a fase de onda S(z,t) torna-se a conhecida
funcao principal de Hamilton, conectada diretamente com agao cléssica de um sistema
com massa dependente da poscao.

De fato, considerando o método de seperacao de varidveis [142], onde S(x,t) = W (x)—

Et, e W(x) ¢é a funcdo caracteristica de Hamilton, temos que

W) = + / *2m@E = V(@)dx, (4.204)

cujo momento classico dado por

p=08(z,t)/0x = dW (z)/dx = \/2m(z)[E — V (x)], (4.205)
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como poderia ser obtido diretamente da Eq. (4.168).

Segue que a func¢ao S(z,t) pode ser escrita como

S@J):ji/xvﬁnﬂfﬂE——V@QMf——Et (4.206)

Uma vez que

dS(z,t) 8_51:_*_8_5 B
dt Oz ot
onde utilizamos as relagoes p = 05/0x e H(x,05/0x) + 0S/0t = 0, temos que S(z,1)

coincide com a agao na descricao classica. Logo, a menos de uma constante de integracao,

pi—H=1L (4.207)

temos que

S:/L@@ﬁ (4.208)

com a funcao lagragiana dada por
. 1 9
L(x, %) = §m(x)x —V(x). (4.209)

Como esperado, no limite ~ — 0, a dinamica classica de um sistema com massa
dependente da posigao esta contida na equacao de Schrodinger para o respectivo problema.
Assim como em sistemas de massa constante, para o sistema com massa dependente
da posicao analisado neste trabalho, vemos que o limite classico da mecanica quantica
na formulacao de Heisenberg é a dinamica hamiltoniana. Do mesmo modo, a mecanica
quantica na formulacao de Schrodinger é a teoria de Hamilton-Jacobi no limite classico.

Para a func@o de onda dos estados estacionarios (Jp/dt = 0) pode ser obtida uma apro-

ximagao semicldssica. A partir da relacao (4.197) decorrente da equagao de continuidade,

obtemos 0J(x,t) 9 {ﬂ(ﬂfﬂf) @} _0 (4.210)
ox Oz | m(z) Ox ’ .
que implica
PTSE?;)) Cii_‘/;/ = oz, 1) \/ﬁ [E — V(x)] = constante. (4.211)
A partir da Eq. (4.169), obtemos
constante 1

(4.212)

VP = X —.
@)V

Podemos observar que na aproximagao semicldssica, a probabilidade P(x)dx = p(x,t)dx
para encontrar a particula entre x e x+dx deve tornar-se idéntica a probabilidade cléssica
Petassica()dx o< dx /v, como esperado pelo principio da correspondéncia.

Consequentemente, substituindo (4.212) em (4.193), e utilizando a relagao (4.110),
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temos que a fungao de onda (4.193) na aproximagao semicldssica é

1

Bnt) s e {% {i / * 2m@E = V{@)da' — Et] }

‘LE—;V(?U) exp {% {i /xp(:c’)dx' — Et] } , (4.213)

que ¢é similar a conhecida solugao WKB (G. Wentzel, A. Krameres e L. Brillouin) com a

massa constante m substituida por m(z). Como uma aplicacao, considerando um sistema

sob potencial nulo (V' (z) = 0), temos

' In(1
O, (z,t) = Aexp {3 {iw - Et] } : (4.214)
h Yq
e assim 4 ‘ (1
ot = oxp {ﬁ {iw - Et} } , (4.215)
1+ h Yq

onde A e py = v/2myFE sao constantes, e portanto recuperamos as fungoes de onda W(x, t)

e ®,(z,t) de uma particula livre dadas pelas Eq.’s (4.132) e (4.134) respectivamente.

4.8 Teoria classica de campos para equacao de

Schrodinger linear ¢-deformada

Na Secao anterior, desenvolvemos uma aproximagcao semicldssica para a dinamica de
um sistema quantico com massa dependente da posi¢ao, e obtemos que a fase S(z,t) da
funcao de onda @,(x,t) (ou ¥(z,t)) é a funcdo principal de Hamilton no limite 7 — 0.
Como é sabido, S(x,t) coincide com a ac¢ao na descrigao cléssica, cuja fungao lagragiana
com massa dependente da posigao é dada pela Eq. (4.209). Esta lagrangiana corresponde
a uma funcao com apenas um grau de liberdade em virtude de restrigirmos o formalismo
para um movimento unidimensional. Por outro lado, a dinamica quantica do correspon-
dente problema é descrita através de campos continuos que evoluem no espago-tempo
através da equagao de Schrodinger para o campo ¥ (z,t) em termos de operadores usuais
ou @,(x,t) em termos de operadores deformados. Neste caso, a acao deve ser expressa
como a integral de uma fun¢ao densidade lagrangiana L.

M. A. Rego-Monteiro et al. [163, 164] introduziram uma teoria cldssica de campos por
meio de uma fungao densidade lagrangiana de dois campos acoplados (aqui representados
por ®,(x,t) e i)q(x,t)) e seus complexos conjugados, na qual leva a duas equacoes de

Schrodinger deformadas associadas a operadores hamiltonianos nao hermitianos. Mais
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especificamente, considerando a densidade lagrangiana

L

L(Dg, 0, Dy, 0204, 0,0, Dy, 0,04, 0,0y, ®F, 0,07, O2®%, 0,27, BF, 0,07, 0, D7)
ih Rld ([ 1

w0000+ [% (W)] By, 1)0, 0, (2, 1)

By, (030, 1) — SV (), ), (.1

2

+4m(x)

—%Li);(x,t)at@;(x,t) +%2 {% (@)] (2, 4)0,0; (v, 1)

2 ~
& (2, 0P (1. ) — %V(x)q);(:c,t)q);(:v,t), (4.216)

+4m(w)

das equacoes de de Euler-Lagrange

9L 5|95 | 5| 25 | _ 0, (4.217)
0P, 0(0,P,) 0(0:2,)
) oC oc oc oc
- e — - — 2 J e — —
o m R e R  RUBE
obtém-se as seguintes equacoes de onda
L 00 (z,t) B DPDg(x,t) B[ d 1 0%, (z,1)
ih ot 2m(x) 022 2 |dx \'m(x) Ox TV (@)®(2,1), (4.219)
e
5 2 2§ 2 B 2.2
_macbq(x,t) _ W 0"®(x,t) 37 [ d 1 0Py(z,t) Ry B,(z,1)
ot 2m(z)  Ox? 4 | dx \m(x) Ox 2my
+V (2) D, (, t). (4.220)

Para a massa (4.80), temos claramente que a Eq. (4.219) corresponde a Eq. (4.103), e com

a primeira e a segunda equagao acima podendo ser escritas respectivamente como

0P, (x,1)
ot

0D, (x,1)

7
! ot

= H'®,(z,t) e  —ih = (A, (x, 1), (4.221)
onde H' é 0 operador hamiltoniano (4.104) dado em termos do operador momento linear
nao hermitiano p). O operador (I-:T )t é complexo conjugado de H’, onde (FI Nt #£ H' para
Yq 7 0.

Devido & néo hermiticidade do operador hamiltoniano H’, os campos @ (x, ) e ®y(z, t)

nao sao complexos conjugados um do outro. Em particular, o caso usual ocorre com v, = 0,
onde & (z.1) = ®i (2, 1) o ()], = [],, 0.
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A densidade de probabilidade definida por

po(, ) = %[(bq(:x,t)@q(x,t) 7 (a, £) 7 (1, 1)), (4.222)

satisfaz a equacao de continuidade

Opg  0jq(z,t)
ey Tt 4.223
ot * Ox ’ ( )
com a densidade de corrente dada por
, h 2 - 0P, (z,1) 2 0Dy (x,t)
) = =<4, (x,t)—L2L — O, (x,t)—L2
Ja(,?) 81 {m(w) (%) ox m(z) o7, 1) Ox

- [% (@)} By (i, 1)y (2, 1) + {d% (%)} @;(x,t)é;(x,t)}. (4.224)

Para campos do tipo ®,(xz,t) = @g(z)e Fi/M ¢ &, (x,t) = @4(z)e’E/" | e massa dada por

(4.80), os estados estacionarios (9p,/dt = 0) sdo obtidos apenas se E = E. Desta forma,
obtém-se @4(x) = @i(x)/(1+ 74z), e consequentemente, py(z,t) = |@q(x)[*/(1 + v42) =
Bolo)P

Para a densidade lagrangiana (4.216), pode-se definir a densidade hamiltoniana

. O caso usual é recuperado para ¢ =1 (y, = 0).

H = Tlp, D, + o @) + 115, &, + 5, D + Ty, &y + 1T, D; + H&)qébq + H&);d&; — L, (4.225)

e se obtém os seguintes momentos canonicos

Mo, = 25 00E o5 OF oy, =0 00L , O
0P, 0tod, 00,9 ™ 90, 9tod, (3, ®,)
(4.226)
oL oL
Hqu - H&) - = .
0P, ! 0o,

com expressoes similares para os correspondentes complexos conjugados. No caso, obtém-
se llg, = ih®y/2 e [lg. = —ih®; /2, e demais momentos candnicos nulos. Portanto, tem-se
q

a seguinte densidade hamiltoniana

H = —%2 [% (mzx))} D, (2,1)0,P,(x, ) — %jx)q)q(x,t)aiéq(x,t)

VR 08, 00) — |2 ()] (oo

V(2)® (x, 1) (x, 1). (4.227)

q

h2 * 2 A *
() D (2,t)0; P, (2, t) +

Como simples exemplo, Rego-Monteiro et al. [163] consideraram uma particula sujeita

a um potencial constante V(z) = V4. O resultado obtido ¢ H = h*k?/2my, com k =
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vV 2mo(E — Vo)/ 1.

Recentemente, Plastino et al. [216] formularam uma teoria classica de campos alter-

nativa, onde é necessario apenas o uso de um campo (®, ou ¥). A seguir, apresentamos
uma formulagao alternativa a proposta de [216], mas que também utiliza um tinico campo
para a descrigao lagrangiana (ou hamiltoniana) de sistemas com massa efetiva. Mais es-
pecificamente, propomos densidades lagrangianas que levam as equacgoes de Schrodinger
que apresentamos na Secao (4.3). Também mostramos que o uso de apenas um campo
é suficiente para obter o espectro de sistemas quantico em potenciais que dependem da
posicao. Iniciemos nossa andlise considerando a acao em um espaco deformado, e dada

por
ty  rxef
S = / / Ly(xq,t)dx,dt, (4.228)
t; T,

com a densidade lagrangiana

L, = L,(P,9,0,,9,0,,P,0,P,0,P%, 2y, 1)

_ %Fﬂ%ﬁpﬂﬁﬁ—aygmaﬂ%ﬂ}
e | B OO

A Eq. (4.74) é obtida aplicando a equagao de Euler-Lagrange usual para o espago defor-

g_g 0, [8(275[@)] — 0, [%} = 0. (4.230)

mado z4:

Através da mudanga de varidvel z, — z, e considerando a invariancia da acao S, a
densidade lagrangiana £ = £,/(1 + ~,x) no espago de coordenadas = pode ser escrita

CcOo1mo

_ih 1 . 0P, (z,t) 0P;(z,1)
£=3 1+, {q)q( ) ot ot q(,?)

21 , P (w, )Py (w, t)
D,,04(z,1)D,, ¥} (x,t) — V(x)—2 d

. (4.231)

_2m01+'yqx 1+ y,x

onde utilizamos ®,(z,t) = ®(z4(x),t). Podemos observar que a lagrangiana acima é equi-
valente & Eq. (4.216) utilizando ®,(z,t) = (2, t)/(1 4 v47). Através desta mudanga de

variavel, temos a equacao de Euler-Lagrange deformada

oL oL oL
99, D {a@q@q)} —O [a@@q)} =9 (4.252)

e a partir da lagrangiana (4.231), obtemos a equacao de Schrodinger deformada (4.103).
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A densidade hamiltoniana definida por
H=H <q>q, B, 0,D,, 0,P7, by, é;,x,t> — Tlo, &, + Mo &7 — £, (4.233)

onde os momentos canonicos conjugados aos campos @, e &7 sao

oL h @ (x,t oL h®,(z,t
H':I)q = — = Z— q(x >7 e Hq)* = — = —Z—M (4234)
00, 21+ v 0o 2 14y
Segue que
h? 1 D (x,t)Dk(x,t
D,, ®q(2,t)D,, %z, t) + V(z) o, 1) %5(@, ) (4.235)

- 2mo 1 + y,x 1+ 2

Integrando a densidade hamiltoniana acima em relagao a coordenada espacial x e utili-

zando no primeiro termo uma integracao por partes, obtemos

s zf [ K2 1 O, (z,t)D!(x, )
dr = — D, ® D, P (x,t g d
/xi e /x [2m01+7q$ 0 Po(@, Dy, @y, 1) + V() 1+ g2 } ’

o h? O, (x,t) dx

= O*(x,t) | ——D2 ® t)+V Ch
/x@- (1) [ 2mgy oo, t) + V() 1+ qu} L+ y,7

A o, (x,t

= 7 (x, t)ihM
e, L+ 7T ot
= E, (4.236)
onde utilizamos ®,(z,t) = ¢, (z)e " EY/",
Em termos do campo ¥(z,t) = /1 + v,2®P,(z,t), a densidade lagrangiana torna-se

_ih OV(z,t) 0V (z,t)

£=2 [111*(33,75) - o \If(a:,t)}

_h_Q# 9 vz, t) 9 Y(z.?) —V(z)U*(x,t)V(x 4.237
s (i | i ) - vew omeenae

onde obtemos a Eq. (4.85) pelo uso da equagao de Euler-Lagrange usual

oL oL oL

9L g |5 | g |05 | 2o, 4.2

5 % a6.m) 2 o) = .
que é equivalente a lagrangiana (4.216) fazendo ®4(z,t) = /1 + 7,2V (x,t) e Oy (x,t) =

U (2, )/ /T 75

Para a densidade lagrangiana (4.237), temos que a densidade hamiltoniana é dada por

H =Tl ¥ + Iy T* — L, (4.239)
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cujos momentos canonicos sao os seguintes:

oL  ih_ . oL ih

A densidade hamiltoniana em termos dos campos ¥ (x,t) e U*(z,t) torna-se
24— o1 0 | U*(x,t) 0
2 A /m(;p) ox ﬁ/m(q;) ox

a qual poderia ser obtida através da substituicio de ®, em termos de ¥ em (4.235).

U(z,t)

v/m(z)

} SV (@)U (2, ) (2, 1), (4.241)

Integrando a densidade hamiltoniana, e aplicando uma integracao por partes , temos

zf B Ty h_2 1 3 U (x,t) 2 M z)U*(x x z
Li Hdxr = /x, {2 ‘/m(m)ax 4/m($)] ox 4m($) +V( )\Ij( 7t)\11( 7t)}d

Ty h2 a . 8
- / e 22) 5 [VI+ 20 (@, 8)] 5o [T+ 3,00 ()] do

4 / TV ) (5, ) (5, )

i

- _/xfh_Q[ T 300 (2, )] e d (14 7)o [T 7, 1)] bl
— ’ 2m0 ")/q y 8LE P)/q aSL' 711 )

%

4 / V)W (@, D, )

PP ) 0P () BPyga(l 4 yer) OV (2, t)

s
— U* (1.t d
/IZ. (z,1) 2mo Ox? mo or
P G t) 4 V()0 0) | d
- 8m0 (l’, ) + (‘T) (:L‘7 ) x
of L 0¥ (z,t)
= U*(x, t)ih———=d
/ R S
- E, (4.242)

onde utilizamos W (x,t) = v (z,t)e”"F¥" Desta forma, mostramos que existe uma equi-
valéncia entre a formulacao de uma teoria classica de campos para descrever a dinamica
dos campos acoplados @,(z,t) e (I~>q(x, t) proposta em [163] e esta que apresentamos em
termos um dos campos @, (z, t) ou ¥(z, t), similarmente ao que foi feito em [216]. Apresen-
tamos que para a formulagdo com um tnico campo, ®,(x,t) ou ¥(z,1), estes apresentam
uma relagdo com os dois campos utilizados em [163] na situacao de estados estacionarios.
Vimos ainda que existe uma equivaléncia entre a aplicacao dos campos @,(z,t) ou ¥(z,t)

para descrever sistemas com massa dependente da posicao em potenciais nao constantes
V(z).
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Aplicacoes da dinamica quantica

g-deformada para massa efetiva

A seguir faremos algumas aplicagbes do formalismo de equagoes g-deformadas da
mecanica quantica associadas a sistemas com massa efetiva. Em particular, analisamos
neste Capitulo os problemas tipicos como confinamento em pocos de potenciais e barreiras
de potenciais.

Iniciamos estudando o problema de uma particula com massa dependente da posicao
e confinada em um poco de potencial quadrado infinito, cujo problema é analisado em
ambos formalismos classico e quantico, e com seus resultados comparados.

Diferentemente do potencial quadrado infinito, problemas de barreiras de potenciais
permitem efeitos de penetracao quando a energia da particula é menor do que a energia
potencial na regiao (F < V). Similar ao que é feito para particulas de massa constante,
estes problemas sao comparados com a propagacao de ondas eletromagnéticas em meios
homogéneos. Apresentamos uma analogia entre ondas eletromagéticas em meios nao ho-
mogéneos e a dinamica quantica ¢g-deformada para massa efetiva, e em seguida resolvemos
os problemas do potencial degrau, tunelamento quantico e poco de potencial quadrado

finito.

5.1 Particula com massa efetiva em um poco de po-

tencial quadrado infinito

O problema de uma particula confinada em um poco de potencial quadrado infinito
para a massa (4.80) foi primeiramente analisado por Schmidt [217] no formalismo quantico.
Costa-Filho et al. [11] também resolveu este problema através da equacao de Schrédinger
deformada (4.103), e que esta associada ao operador momento linear deformado nao her-
mitinano (4.2). Rego-Monteiro et al. [163] reanalisaram este problema como aplica¢ao de

uma teoria cldssica de campos que discutimos na Segao 4.8. Mazharimousavi [169] ana-
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lisou 0 mesmo problema utilizando o operador momento linear hermitiano (4.54). Aqui,
revisitamos este problema, primeiramente através do formalismos classico, e em seguida

no quantico [33].

Particula com massa efetiva em poco de potencial quadrado infinito

— formalismo classico:

Consideremos uma particula de massa m(x) dada pela Eq. (4.80), energia E, e confi-
nada em uma caixa de comprimento L, isto é, 0 < z < L. A hamiltoniana desta particula
¢ dada por

P’ (1)

H(z,p) = Smia) = oy (5.1)

Seja H(z,p) = E uma integral de movimento, segue que o momento linear desta

particula é
vV 2m0E

A E)

(5.2)

A Figura 5.1 mostra o espaco de fase (x,p) da particula confinada em uma caixa de
comprimento L para diferentes valores de v,L. Para v,L = 0 (¢ = 1), reobtemos o caso
usual. Quanto maior o valor de |y,L|, maior é o efeito da variagdo da massa m(x) e do
momento linear p da particula ao longo do movimento no interior da caixa. Para v,L > 0
(—1 < v,L <0), os valores da massa m(x) e do momento linear p da particula diminuem

(aumentam) a medida que a particula move-se de x = 0 para z = L.

2.0

<.1.0 — 7, L=0
L — , L=-05
Eo yL=-0.
SOO —;/qL:O.5
S — ,L=20
-1.0 74
—— 7,L=10

8.0 02 04 06 08 10
X/

Figura 5.1: Espago de fase de uma particula com energia E, posicao 0 < z < L e massa
dependente da posigao para y,L = 0 (caso usual), —0.5, 0.5, 2.0 e 10.
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Da Eq. (4.169), a velocidade da particula na caixa é

2F 2F
= 44/—— =44/ —(1 2
v(@) m(z) mo( %)
= £uo|l + 77, (5.3)

onde vy = \/m corresponde a velocidade da particula para o caso v, = 0. A constante
vp também pode ser entendida como a velocidade da particula em x = 0. Podemos observar
que, a velocidade da particula diferentemente do caso usual nao é constante, em virtude
do efeito da massa varidvel. Por exemplo, para 7, > 0 (=1/L < v, < 0), o médulo da
velocidade da particula aumenta (diminui) quando desloca-se de = 0 para x = L.
Parav > 0e 0 < x < L, a posicao em fungao do tempo pode ser obtida integrando a

equagao anterior. Segue que:

x(t) = % = ¢ln, {exp (%Otﬂ ) (5.4)

que tem a mesma estrutura do antinimero (2.96).
A probabilidade Pssica()dx o< dx /v para a particula estar localizada entre x e x+dx

pode ser escrita como

~C
1y

Pcléssica<$)dl' dzx. (55)

onde C' é uma constante de proporcionalidade obtida a partir da condi¢ao de normalizacao

fOL Prjsssica(7)dx = 1. Destarte, encontramos C' = v,/ In(1 + 7,L), e portanto

Passiea()do = (= 17; e (5.6)
Como pode-se observar, a densidade de probabilidade Psssica()dx é independente da
condigao inicial, e a distribuigdo uniforme Ppssica(®) — 1/L ¢é recuperada no limite v, —
0. A Figura 5.2 mostra a densidade de probabilidade P.jsica() para diferentes valores
voL. Quando v,L > 0 (-1 < v,L < 0), a densidade de probabilidade é maior (menor)
para valores de x préximos de 0 devido ao fato da particula apresentar menor (maior)
velocidade.

Através da transformac@o canonica z, = 'y(;l In(1 + v,x) e p, = (1 + 7,2)p, a nova
hamiltoniana torna-se K (z4,p,) = pg /2mg, o que corresponde a uma particula de mo-
mento linear p, = myz, de médulo constante no interior de uma caixa com comprimento
deformado

L, — B+l (5.7)
Vq
A Figura 5.3 ilustra a razao L,/L entre em funcdo de vy,L. A largura da caixa L,

no espago z, é contraido (dilatado) em relacao a largura L no espago x para valores
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de v, > 0 (=1/L < v, < 0). Consequentemente, pela mudanca de variavel z — z,, a

densidade probabilidade (5.6) torna-se uniforme, e é dada por Prsssica(z,) = 1/L, para

0 <z <L,
2.0 7, L=20
7, L=10
a\ 1.5 7/q Ly
210

D_%

0.5

y L =-0.50

O. . I . . . .
%.O 02 04 06 08 10

Figura 5.2: Densidade de probabilidade classica para uma particula em uma caixa entre
0 <z < L e massa dependente da posicao para vy,L = 0 (caso usual), —0.5, 0.5, 1.0 e 2.0.

5.0
40|
~ 30|
—" 20|
1.0|
00071000 10 20 30 40
7, L
i 35 R £y e comprimento o espag deformac o e sl e i

de v4,L. Para v,L > 1 (0 < 7,L < —1), temos L, < L (Ly; > L). Para v, = 0 (¢ = 1), temos
L,=L.
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Os primeiros momentos da posicao e do momento linear para a distribuicao classica
dada pela Eq. (5.6) sao

VoL —In(1 +7,L)

_ 5.8
Yo In(1+~,L) 7 (5.8a)
= _ YL = 2y,L + 2In(1 4 v, L) (5.8b)
272 In(1 + ~,L) ’ '
p = 0, (5.8¢)
— 1 L)? -1

2(1 4+ ~v,L)*In(1 +~,L)’

onde lim, 07 = L/2, lim,, _,o2? = L?/3, lim, 0 p? = 2mo L, como esperado para o caso

em que os deslocamentos da particula sao lineares.

Demonstragao:

O valor médio da posicao da particula é dado por:

L L o
T = T Psssica(2)dr = / 1 dx
/0 ! (z) o (1+v2)In(1+~,L)
/L 1 [1 1 ] g [ x In(1 4+ ~,x) ] L
pr— ——ee _— :L‘ p— J—
o In(1+~,L) 1+ vy, In(14+v,L) ~gIn(14+7L)] |,
_ VoL —In(1 4+ ~,L) (5.9)

Yq In(1 + ’YqL)

O valor médio do quadrado da posicao é

o L L o2
2 = / $2PC1éSSica($)de = / d dx
0 o (1 ‘{"qu) In(1 ‘I"VqL)

/L 1 |: 7‘]‘7: :| d
= — |74 — 0
0 YeIn(1+,L) ! L+,

1 L 1 [F Vgl L? T
= — xdy — — dt = ————— — —
In(1 +~,L) Jo Yo Jo (14 742) In(1 + v, L) 2In(1 +,L) 74

_ YoL?* — 27,L + 2In(1 + L) (5.10)
272 In(1 + v, L) ' '

Para calcular p, observemos que a particula em uma posicao x pode ter momento linear

igual py = +v2moE/(1+v,2) > 0 ou p_ = —/2moE /(1 + v,2) < 0 com probabilidades
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iguais a %Pcléssica(x)dx. Portanto, o valor médio do momento linear é

L 1 L 1 L
/ p(x)Pclésswa(x)dx = _/ p—l—Pclasswa( )dl’ + 5/ p—Pclé,ssica(:lj)d:lj
0 0

2
_ 1 L V QmoE d:[; 4 \/ OE
1 T Vo cla551ca 1 n Vol

— 0. (5.11)

3
I

cla551ca (ZIZ’) d!)ﬁ'

Por fim, a partir da Eq. (5.2), o valor médio do quadrado do momento linear é

— L Lr omyE ~
2 = x 2Pcéussica x)dx :/ |: 0 1 |: 1 ‘| dz
P / pl)] Fass(®)de = || 2 | | T ) (£ 3 D)
L L
Vaq Vq 1
o 1n<1+qu>/o (I ALpp ™ =7 1n<1+qu>{ m(uwv} 0
1 0?2 -1
OB (Gl L) i) (5.12)

2(1+ 7 L)? In(1 + 7, L)’
como queriamos demonstrar.

Particula com massa efetiva em poco de potencial quadrado infinito

— formalismo quantico:

No formalismo quantico, consideremos uma particula com massa dependente da posicao
(4.80) em um potencial

V(z) = (5.13)

oo, outros valores.

{Q 0<z<L,

Em termos do campo v,(x), temos que fora do poco este torna-se nulo, e dentro do pogo

satisfaz a equacdo de de Schrodinger independente do tempo (4.86)

B2 (1 + 7,0)? &2 F2,(1 d g
S - IR @ = B, (61)

uma vez que V = 0. Conforme vimos na Secao 4.3, a solucao para a equacao acima é dada
por (4.127):

W(z) = \/ﬁ {c+ exp [% In(1 + ym] +e_exp {—% In(1 + vqx)} } C (5.19)

com ¢(x) = 0 para x < —1/L,, e E = h*k*/2m,.
Seja cx = (B FiA)/2, a fungao de estado ¥ (z) pode ser escrita como

A k B k
W(r) = \/ﬁsen L—q In(1+ qu)} + \/TT cos [V_q In(1 4+ v,x )} : (5.16)
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Das condigoes de contorno ¢(0) =0 e ¥(L) = 0, obtemos B =0 e

NIy, nm
L B —1,23,.).
(D) L, " )

Os niveis de energia sao dados por

2 9 92 9
hem Yoh h2m2n?

T 2mo’(1+~,L)  2meL2’

n

e consequentemente a diferenca de energia entre dois estados consecutivos é

2n + 1)h2m2~2 L\?
AEn = En+1 - En = ( 5 ) 7q = (2n + ].) (—) €0,
2mo In“(1 + v,L) L,

(5.17)

(5.18)

(5.19)

com gy = h?m?/2myL?. A Figura 5.4 ilustra os niveis de energia E, da particula dados

pela Eq. (5.18) em func@o do nimero quantico n para diferentes valores de +,L. Para uma

contragao (dilatacao) do espaco, onde vy, > 0 (v, < 0), os niveis de energia da particula

tornam-se maiores (menores) em relagao aqueles do caso usual. A variacdo de energia

AF, entre dois estados consecutivos torna-se o tanto maior, quanto maior for o valor de

v4L. Estes resultados sao consequéncia da dependéncia da massa efetiva com a posigao.

De fato, para maiores valores de ,, temos uma massa efetiva m(z) dada pela Eq. (4.80)

menor para cada posicao x, e uma maior energia cinética da particula, portanto isto leva

a um aumento de E,, com 7, conforme mostra a Figura 5.4.

40

_ —Q—qu:O

 —8—yL=05
q

| —A—y L =-05
q

W
o

E_/ (rth/2m L)
= N
o o

Figura 5.4: Niveis de energia da particula (5.18) confinada em uma caixa unidimensional em

funcao do nimero quantico n para diferentes valores de v,L (0, —0.50 e 0.50).
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Pela condicao de normalizacao, podemos calcular a constante A. De fato,

L
N RCKE
0
L
- AQ/ L gen? {k% In(1+ v,z )} dx
0

1+ gz Yq

~11n L
_p /"7(1 (144 )SeIl2 L NTY4xq )] dxq
0 n

(14 ~,L
oIn(1+~,L)
274

= A , (5.20)

onde utilizamos a mudanca de varidvel x — x, = v, 'In(1 + ~,). Escrevendo de forma

conveniente A = A,, obtemos

_ 2% _ |2
Ao = \/In(1 +~,L)  \/ L, (5:21)

Portanto, as autofuncoes sao

27 nmIn(1 + ,2)

Un(z) = n(1+7,L) \/1+7q { In(1 +7,L)

0, outros valores.

, O<zx <L
(5.22)

Esta funcao de onda é similar aquela obtida em [217]. Resolvendo o correspondente pro-
blema em termos do campo ¢,(z) a partir da equagao de Schrodinger deformada inde-

pendente do tempo (4.105), obtém-se

27, {mr In(1 + v,2)

sen
Pg.n = 1+yz n(T) = In(1+,L) In(1 + v,L) (5.23)
0, outros valores.

}, O<z<L

conforme feito em [11], onde se utilizou o operador linear deformado nao hermitiano
Py = (1+742)p. Notemos que a fungao de onda acima tem uma estrutura similar & fungao
trigonométrica deformada Sn(z) que apresentamos na Segao 2.6.

No espago {|Z,)}, o correspondente problema é mapeado em uma particula confinada
em uma pogo de potencial quadrado infinito, mas de largura L, e fun¢oes de onda idénticas

aquelas do caso usual

2 sen (mm:q) 0<z,<L
Wn(xq) = @q,n(xq(x)) = L, L, , ! ! (5.24)

0, outros valores.
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A fungao de onda dos estados estaciondrios e os niveis de energia (5.18) de uma particula
com massa dependente da posicao em um poco de potencial quadrado infinito se reduzem
aos resultados do caso usual no limite v, — 0.

A Figura 5.5 mostra as funcoes de onda 1, () e suas respectivas densidades de pro-
babilidade para os trés estados de menor energia (n = 1, 2 e 3) para difentes valores de
v4L. Diferentemente da generalizacao para o problema de uma particula confinada em
um pogo de potencial quadrado infinito obtida através da equagao de Schrodinger nao
linear NRT, que apresentamos na Segao (3.6), para o respectivo problema g-deformado
aqui tratado, podemos observar que existe uma assimetria em decorréncia da massa de-
pendente da posicao. As densidades de probabilidade tornam-se maiores em torno de
x = 0 para valores de 7,L maiores. A aplicagao do formalismo apresentado aqui pode ser
util em sistemas em que as particulas nos niveis de baixa energia nao possuem a mesma
probabilidade para serem encontradas em diferentes regices, apresentando portanto uma

distribuicao assimétrica em torno de uma regiao central.

201 n=1 3.0—(b) n=1
N - —
:"_'T 10! S ;/qL =10
S = 2.0 y,L=10
= 0.0 X =
\:/f \ yL:l.quL:o 3710 e
-1.0} A 10°
00 02 04 06 08 10 O'%.O 02 04 06 08 10
x/L x/L
N %, L=0 - % L=10
T 10¢ 7 L=1.0 N L=10
g y L=10 o L=0
X 00 d & ’a
zc EC 10 [
-1.0}
S . 0.0 -
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 1.0
x/L x/L
20 (e % L=10 n=3 30 (f) n=3
S k= &9 0 J L=10
—~ r L= N =
S 1.0 q NEZO q }/ql-: 0
= 00 S r,L=0
-1.0¢

e 0.0 NS
0.0 02 04,606 08 10 00 02 04 06 08 10
XL XL

Figura 5.5: Autofungdes v, (z) (coluna da esquerda) e suas respectivas densidades de probabi-
lidade |, (z)|? (coluna da direita), convenientemente escalonadas, de uma particula com massa
dependente da posi¢ao confinada em um poco de potencial quadrado infinito, para valores de
vqL = 0 (caso usual), 1.0 e 10, em diferentes estados. (a) e (b): n = 1 (estado fundamental), (c)
e (d): n = 2 (primeiro estado excitado), (e) e (f): n = 3 (segundo estado excitado).
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Conforme se espera, de acordo com o principio da correspondéncia, considerando o li-
mite de niimeros quanticos grandes, os resultados obtidos no formalismo quantico devem
recuperar aqueles obtidos no formalismo cléssico. Desta forma, podemos observar através
da Figura 5.6 que o valor médio da densidade de probabilidade quantica p,(z) = |1, (z)]?,
exemplificada aqui para n = 10, aproxima-se da correspondente densidade de probabi-
lidade classica Ppsssica() dada pela Eq. (5.5), o que é consistente com o principio da

correspondeéncia.

8.0

>
I

[

O

Z 4ollp. LP.  (x
_IQC 40,J ”\\ class1ca( )

-

/X
0.0 LIV VIRV > s
00 02 04 06 08 10
x/L

Figura 5.6: Densidade de probabilidade de uma particula com massa dependente da posicao
confinada em pogo de potencial quadrado infinito com ~,L = 10 no estado n = 10. A curva
superior pontilhada é dada por 2v,L/[(1 + v4x) In(1 + ~v,L)].

Estendendo os resultados aqui apresentados para uma particula em uma caixa bidi-

mensioanal, as densidades de probabilidade sao dadas por

Pnano (:L} y) = |¢n1(x)¢n2 (y)|2
473 1
1112(1 +7,L) (1 +742) (1 + v4y)
o [ In(1 + ~,x) 5 [nemIn(1 + v,y)
R In(1 + ,L)

(5.25)

Da Figura 5.7 & 5.10 sdo mostradas as densidades de probabilidade (5.25) para diferentes
valores de v,L em diferentes estados (ny,n2). A Figura 5.7 ilustra o caso usual (y,L = 0),
cuja particula tem massa constante, para comparacao. Como no caso unidimensional, a
densidade de probabilidade torna-se assimétrica devido ao efeito da massa dependente da
POSIGAO0. P, m, (T, y) torna-se maior em torno da posigao (x = 0,y = 0) quanto maior for

o valor de ~,L.
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1.0
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Figura 5.7 Densidade de probabilidade pn, n,(%,y) = [tn, (2)1n, (y)|> em unidades de L2

para uma particula com massa constante (’qu =
estados (a) (n1,n2) = (1,1), (b) (2,1), (c) (2,2) e

0) confinada em uma caixa bidimensional nos
(d) (3,3). A escala de cores varia de azul

(baixa densidade de probabilidade) para vermelho (alta densidade de probabilidade).
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Figura 5.8: Densidade de probabilidade pp, n,(x,y) =

1.0

n = 1
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[V, (2)¢n, (y)|? em unidades de L~2 para

uma particula com massa dependente da posi¢ao com 7,L = 0.5 confinada em uma caixa bidi-

mensional nos estados (a) (ni,ng) =

(1,1), (b) (2,1), (¢) (2,2) e

(d) (3,3). A escala de cores varia

de azul (baixa densidade de probabilidade) para vermelho (alta densidade de probabilidade).
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Figura 5.9: Densidade de probabilidade pn, n, (,y) = |¥n, (¥)¥n, (y)|? em unidades de L2 para
uma particula com massa dependente da posigao com v,L = 2.0 confinada em uma caixa bidi-
mensional nos estados (a) (n1,n2) = (1,1), (b) (2,1), (¢) (2,2) e (d) (3,3). A escala de cores varia
de azul (baixa densidade de probabilidade) para vermelho (alta densidade de probabilidade).
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Figura 5.10: Densidade de probabilidade pp, n,(2,9) = |n, (¥)1n, (y)|? em unidades de L2

para uma particula com massa dependente da posi¢ao com ,L = 10 confinada em uma caixa

bidimensional nos estados (a) (n1,n2) = (1,1), (b) (2,1), (c) (2,2) e (d) (3,3). A escala de cores

varia de azul (baixa densidade de probabilidade) para vermelho (alta densidade de probabili-

dade).
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Conforme demonstraremos a seguir, os valores esperados de (z), (2%), (p) e (p*) para
uma particula em um poco de potencial quadrado infinito sao dados por:
) = VoL —In(1 +,L) Ln(1+~,L) ’ (5.26a)
Yo In(1 + L) In*(1 + 7,L) + (2mn)?
YoL? = 2yl +2In(1 4+ L) [1— (14 ~,L)* In(1 +~,L)
2921In(1 + 7,L) 272[In*(1 + 7, L) + n*n?]
27,L1In(1 + ~,L)

5.26b
B+ 3L+ 4] (5:260)
() = 0, (5.26¢)
R2E2 [(1+~,L)% —1 2
<ﬁ2> — q,n[( ,7(1 ) ] |: /Yq } ‘ (526(31)
2(1 +~,L)?In(1 +~,L) 4(k2, +2)

Claramente, podemos ver que no limite n — oo, as Eq.’s (5.26) coincidem com as
Eq.’s (5.8), obtidas para o problema analégo descrito no formalismo classico. Ademais,
pode-se facilmente mostrar que no limite v, — 0, recuperamos os resultados do problema
usual de uma particula de massa constante: () — £, (%) — L — L e (5?) — K2k2,

com E,, = i*k2/2mqg (k, = ki, = 27n/L). Em relacao aos operadores deformados #, e py,
é trivial mostrar que (z,) = L;‘, (22) = %3 - %, (Pg) = 0 e (pg) = h?kZ,,, como acontece
para uma particula confinada em um poco de potencial quadrado infinito unidimensional
de comprimento L.

A Figura 5.11 mostra os graficos de (a) (2)/L e (b) (#?)/L* em fungdo de v,L para
os estados n = 1, 2 e 3 (o caso cldssico n — oo também é mostrado para comparagao).
Observa-se que (2)/L e (#?)/L* diminuem quando 7,L aumenta. Existe uma pequena
variacao entre os diferentes casos, e os comportamentos das curvas sao aproximadamente
idénticos. Em ambos os graficos, observamos que a linha vertical v,L = 0 corresponde ao
caso usual, e para v,L = —1, os respectivos valores de (z)/L e (2*)/L? aproximam-se de
1, o que esta em acordo com o fato da massa da particula divergir em = L neste caso,
e o que corresponde a localizacao da particula para esta posicao.

De modo similar, para os mesmos numeros quanticos n = 1, 2 e 3, a Figura 5.12
mostra em fungao de v,L as razoes (a) (p*)/2moE, e (b) (p*)/(R*7?L~?). No primeiro,
podemos observar que lim,, ,o((p*)/2moE,) = 1, independente do valor de n, conforme
esperado para o caso usual. Para todos os estados quanticos, observa-se que (p?)/2moE,,
diminui quando v,L aumenta. No segundo, temos que (p*) é minimo em v,L = 0, cresce
(decresce) para v,L > 0 (—1 < v,L < 0). Em ambos os gréficos e para todos os estados

quanticos, temos uma divergéncia quando v,L — —1.
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1.0
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7, L

Figura 5.11: Valores esperados (a) () e (b) (#2) para uma particula com massa dependente da
posicao em um poco de potencial quadrado infinito em fungao de ~,L nos estados n =1, 2 e 3.
O caso classico (n — 0o) é também mostrado. Notemos que para y,L — —1, temos (Z)/L — 1
e (#2)/L? — 1.
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E
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(b)
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20 -1.0 00 110L 20 30 40
7/q

Figura 5.12: Valor esperado (p?) para uma particula com massa dependnente da posicdo em um
pogo de potencial quadrado infinito para os estados n = 1, 2 e 3. Em (a), é mostrado a razao
(p?)/2moEy, em funcdo de v,L. Para v,L — 0, observa-se (p?)/2moE, — 1 independente do
valor do ntimero quantico n, em acordo com caso usual. Em (b), temos a razao (p?)/(h*m>L~2)
em fungao de v,L. Nos diferentes estados, (p%)/(h*7*L~2) é minimo em 7,L = 0, e existe uma
divergencia em v,L = —1 para cada curva.
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Em teoria quantica, a incerteza de uma medida para qualquer observavel Q é dada por
AQ = 1/(Q2) — ()2 > 0. Para dois operadores hermitianos € e A quaisquer, é possivel
mostrar que AQAA > |%<[Q, A])|, chamado de principio da incerteza generalizado [6]. Em
particular, se os operadores sao canonicamente conjugados, ou seja, [Q, A] = 1h, temos que
AQAA > /2. Esta ultima relagao torna-se valida, seja para o par Z e p, ou para o par Z,
e Pq, que constituem operadores de coordenadas e momentos canonicamente conjugados
entre si.

Aqui estamos interessados em analisar a relacdo do principio da incerteza usual para
uma particula confinada em um poco de potencial quadrado infinito com massa depen-

dente da posicao, de modo que se espera

AzxAp >

Do | St

(5.27)

Utilizando as expressoes (5.26) podemos obter a relacao de incerteza para o problema
de uma particula em um poco de potencial quadrado infinito com massa dependente da
posicao. A Figura 5.13 mostra a relacao de incerteza AxAp nos trés estados de mais baixa
energia (n = 1, 2 e 3). Conforme pode ser visto, a relagao é evidentemente obedecida para
este problema para diferentes valores de ,L. Nota-se que o produto AzAp é minimo para
oL = 0. Temos também que AzAp diverge em 7,L = —1, o que esta associado ao fato de
Az — 0 (localizagao da particula) e Ap — 0o em virtude da massa (e energia cinética)

da particula divergir na posi¢ao x = L.

4.0

00—t 1
20 -1.0 00 1.0 20 30 40
7, L

Figura 5.13: Relagao de incerteza AxAp de uma particula confinada em um poco de potencial
quadrado infinito em funcao de ~,L para os estados n =1, 2 e 3.
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Algumas outras relagoes de incerteza podem ser exploradas. Em [11, 32] foram explo-
radas as relagoes do tipo AxAp, para os problemas de uma particula em um pogo de
potencial quadrado infinito e um potencial quadrético. Embora os pares de operadores (&
e p,) ou (Z, e p) nao sejam canonicamente conjugados, a seguir apresentamos as relagoes

AxAp, e Az Ap, por completeza. Para os operadores & e p, obtém-se
h .
AzAp, > E’l + 74(3)], (5.28)

que tem a mesma forma daquela obtida em [11, 32] para AmA]ﬁ;. A equacao acima expressa
o fato que a relacao de incerteza generalizada em uma medida depende de 7,, assim como
do valor esperado (Z). Uma relagao de comutagao similar a esta é usada pra descrever a

mecanica quantica em espagos nao comutativos [218]. Ademais, pela propriedade (4.11),

temos que
1,
ApAz, > §<[p7:€q]>
i
1 dz
> | =(—ih .
Z |5 )<di>‘
hi, - .
> (A4 )™
h|,» . .
> G|{I =7+ 72 - >‘
h . .
> 51—7q<x)+7§<x>2—...| (5.29)
e assim
ApAz, >t (5.30)
pPAxy = = = .
1T 21 4 ()]
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Demonstracao das equagoes (5.26):

e Eq. (5.26a):

O valor esperado do operador posi¢ao & é dado por:

&) = (nltn) = / 92 (@)atn(z)da

B2 In(1
- / T T sen? [mr al —I—qu)] dz, (5.31)
o In(1+7L) 1+ In(1 + L)

onde utilizamos as fungdes de onda (5.22) sendo ¥, () = (x|¢). Pela mudanca de variavel
x = xq =7, (1 +742), com drg = dw/(1 +7,x) e v = (7% — 1) /7,, a integral acima

é reescrita como

wq_l In(14~4L) 9
<i’> = / —<6’Y(1a“q — ]_) Sen2 {M} dxq
0 In(1+,L) In(1+~,L)

1 Vgt In(1+v,4L) 9
= —/ (e7®a — 1)< 1 — cos _“TMa%a_ dx,
In(1+~,L) Jo In(1+,L)

1 Yg  In(1474 L)
- Ya%q _ d
miE=wsl (e = e,

< COS | —F—— Xz
In(1+~,L) Jo In(1+~,L) !

1 Vg (147, L) 9
—— / 074 cos | V1T dx,. (5.32)
In(1+~,L) Jo In(1 4 ~,L)

Denominaremos cada uma das trés integrais acima, rescpetivamente, por I, Ig e I¢.

Calculando o primeiro termo, temos

1 Yg ' In(14~4 L) Yq Loy
Ip=——— elve — 1)dr, = ——————— dx,
4 In(1+9,L) /0 ( g In(1+4L) /0 1+ g

e conforme obtido na Eq. (5.9), temos que

VoL —In(1 4 7,L)
I = ) 5.33
A ¥ In(1 4 ~,L) ( )

O segundo termo é

’Y;l In(1+v4L)
I, = - / cos | M| 4o,
In(1+~,L) Jo In(1+~,L)

Vg " In(1+74L)
- sen _2MYeTq_ = 0. (5.34)
21y, In(1 4+ ~,L)
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E o terceiro termo de (5.32) é

_1n
Lo— - L /”q M o [ 2T 4
In(1 +~,L) Jo In(1+~,L)] *

Vg Yn(14,L)

_ 1 { Yq P~ { 21N, %, } }
In(1+~,L) 72+ 270,/ In(1 + 7, L)) In(14,L)

B 1 { 2717,/ In(1 + ~,L)] esen [ 2Ny, T, ] }
In(1+~,L) 72+ 270,/ In(1 + 7, L)) In(1+~,L)
{ In(1 4 ~,L)
T\l L) + @
LIn(1 +~,L)

T P(1+ L) + (2mn)? (5:35)

0
’Y;l In(1+~,4L)

0

(14 v,L) — 1]} +0

Segue que:

(B = Lyt Ip 4 Jo = b=+ Lin(+9L)
g (1 +7,L) In*(1 +7,L) + (2mn)2’

e Eq. (5.26b):

O valor esperado do quadrado do operador posigao (2?%) é
L
@) = @l = [ G @)z
0
L 2
= / 2% T gen? {mr In(1 + %x)} dx. (5.36)
o Im(14+7,L) 1+~ In(1+~,L)

Utilizando mais uma vez a mudanca de varidvel x — z, = v, In(1 + 7,42), segue que:

1 Yq HIn(14+4 L) 9
(@%) = —/ (€7 —1)*{ 1 — cos _“TMa%a dry.  (5.37)
Yo In(1 +7,L) Jo In(1 4 ~,L)

A integral acima pode ser separada em quatro termos:

) 1 77 In(1+7L) 9
7 - - Ya%Ta _ 1)4d
) Yo In(1 + 7, L) /0 (e Jdr,

1 /'qu In(1+~4L) 2Ny J
—_—— COS | ———— s
Yq In(1 + ’YqL) 0 In(1 + VqL> !

—11,
_‘_; /Fyq 1 (1+’YqL) e’Yqu cOSs M dx
Yo In(1+7,L) Jo In(1+,L) !

1 /"Yq 'In(1494L) vz 2Ny, d (5.38)
-~ e?1tcos | ———— | dxg. .
YeIn(1+v,L) Jo In(1+~,L)| *
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Sejam respectivamente Iy, I, I e I}, cada um dos quatro termos acima, calcula-se cada

uma deles a seguir. O termo I’y pode ser escrito como

) 1 Yg  In(1474 L) ) Yq L 72
I, = —/ e’ — 1)dx, = / dz, (5.39
A Yo In(1 + L) Jo ( Jidry In(1+7,L) Jo 1+ ( )

e conforme obtido em (5.10)

B Y2L? — 27,L +2In(1 4 ,L)

I, = 5.40
A 272In(1 4 v,L) ( )
Para o segundo termo, temos que I3 = —Ig = 0, e para o terceiro, vem que
21 27, L 1In(1 L

Yq glnz(l + L) + (27”1)2.

Do quarto termo, I},, segue que

no— 1 /vq‘ In(14~4L) e o { 2mnygT, ] ir,
Yo In(1+ L) Jo In(1 +~,L)
= — 1 { 27 2% cog {_QFanxq } } T It
Yq In(1 + 'YqL) (2%)2 + [27rn7q/ In(1 + 'YqL)]z In(1 + ’YqL) 0
—11p .
B 1 { [27ny,/ In(1 + ~,L)] e { 2Ny, } } vy ' In(14+qL)
Yo In(1 + v, L) | (274)% + 270,/ In(1 + ~,L)]? In(1+ ~,L) 0

- { In(1 + ~,L)
272[In*(1 + 7, L) + (7n)?]
[1— (1 +7L)* ] In(1 +7,L)
292[In*(1 + y,L) + n?m?]

(14 ~,L)* — 1]} +0

(5.42)

Portanto, obtemos

(%) = L+DL+ I+,
Ve L? = 29qL 4 2In(1 + L) [1 = (147,L)%In(1 +,L)
292 In(1 +,L) 292[In*(1 4 7, L) + n*x?]
27,LIn(1+ ~,L)
72[n*(1 + 5, L) + 4n?m?)
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e Eq. (5.26¢):

O valor esperado do operador momento p é

hd
i dx

) = talol) = [ vie) (32) vutopas (5.3

Para as fungoes de estado

A
. @ln(l + Yq)

Un(z) = Ve sen { " ] ;

temos que

L d () il A,

k
—ih = 4 1 (1
e 2 (14 7,2)3/2 o { Yq a1+ qu)}
hk A Cos K In(1 4 y,2) (5.44)
—ihkyn . .
(L ygw)32 e L gl

Substituindo a Eq. (5.44) em Eq. (5.43), temos

ithAg /L 1 5 [kqn }
D) = sen’ | —— In(1 +~v,z)| dz
®) 2 Jo (1+2)? Yo (15 7)

. P Kqn Fgn
—zhkquZ/o (ETwE sen [Lln(l + ’yq:v)] Cos {L In(1 +'yqas)] dz

L+ 4z Va q
il A2 /L 1 { {Qk } }
= 1 —cos | —1In(1+~,2)| ¢ dz
4 Jo (T+e)? h )
ihkgnAj /L 1 {qun
— ’ sen — In(1 + v,x ] dz. 5.45
2 Jy Wy ™[5, 00 o4

Pela mudanca de varidvel  — x, = v, ' In(1 + ~v,x), temos:
q 7q 'Yq

ih~. A2 Vg T In(14+v4L)
o - = e [1 — c08(2hg iy,
0
ik A2
2
ih~v. A2 g P In(l4gL) ih~v. A2 g P In(l+yeL)
= fYZ q/o e Va®ady, — VZ q/o e 14" cos(2ky ny)dx,
ik A2
2

'Vq_l In(1+v4L)
/ e 7% sen(2k, nx,)dz,
0

'Vq_l In(1+v4L)
/ e 7% sen(2k, ,x,)dz,. (5.46)
0
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Nomeando, respectivamente, cada um dos trés termos acima por I}, I} e I, temos:

iy A2 g P (L) ik, A2 e~ VaTq
R e, = = q(‘ )
0

’Yq_l In(1+v4L)

4 4 g 0
A2
_ A vl (5.47)
4 1+n~,L° '
ih~v. A2 g P In(l+eL)
Iy = —%/ e 4% cos(2kg nxy)dr,
0
—1
ihg A7 [ Vg€ e kg e v (L)
— — c08(2ky nq) + ————sen(2ky ,1,)
4 V2 +4k2 V2 +4k2, 0

_ihAZ VoL 7q2

_ | 5.48
I 1+7,Lo2+ k2, (5.48)
e
ihk nA2 Vg P In(1474 L)
I/, —% /0 e Te%agen(2k, 1, )da,
’Lhk’q nAg |: qu 7y Vg P In(1+v,4L)
- - 27 co8(2ky nTy) — —qe_wsen(qu,nzq)}
2 V2 +4k2 V2 +4k2 0
B ihA? L 4k7 5.49)
4 Ly L2+ 4R, ®
onde utilizamos k,, = nmy,/In(1 + v,L). Portanto,
(py =14+ 15+ 1 =0. (5.50)

e Eq. (5.26d):

O valor esperado do quadrado do operador momento (p?) é

@) = i) = [ v () v (551

Temos que
Py (z) 372 A k
R = R (R, - ) —1 —2% 1n(1
o ) e
+2%k g Y, A, oS Ky In(1 4 y,2) (5.52)
(L) [y e '
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Substituindo (5.52) em

2
(h@m—

4

3h?

@%ﬂ_

e pela mudanga de variavel

3h2’72 )
Q)Aq
L
+2ﬁ2kq’n’qu§/ (
0
70\ A
4 )2
[ o
“Jo (T+72)3

2.2
(h kyn —

+h? kq,n'Yqu /
0
h2k§,n

(5.51), temos

k
sen” [ﬁ In(1 + 7@)} dx
it

q

[
o (1472)°

1
E sen {k;"" In(1+ ’yqx)} oS [@ In(1+ vqx)} dx
q

1+ g7 Yq
L
1 2kg n
/ 3 {1 — CoS [ &
o (L+7.7) o
In(1+ ’yqa:)] de,

In(1+ fyqx)] } dx

(5.53)

[21@’%”
sen

) g
T — xg =7, In(1 4 742), segue que

352 A2 -t In(1+v4L)
kil —q/ e~ 219%a (1 — cos(2kyntq)|dz,
0

2
q
)3

vg ' In(1+qL)

3h?

(

2
h2k?

e~ 9% asen (2ky e )dT,
2
Ja ) 42
)4

Vg ' In(1+74L)
/ e 2ty
; q
3h2~y

J— q7n j—
2

+h? k:q,quﬁ /
0

Denominando cada um dos trés termos acima rescpetivamente por Iy, I e

2
2
)4

Vg P In(1+v, L) )
e 1agen(2k, ,xq)dx,.

'n(14+v4L)
/ e~ 219" cos(2ky p14)dT,
0
(5.54)

17!, temos:

h2k2n 3?1272 Vg P In(1474L) B
[1/4/ ( 2‘1, i < Q) Az/o e 27 quq
= (thfg,n . 371273) 2/7q (_ 6_2'quq ) 7{1_1 In(14+9¢L)
2 8 In(1+~,L) 27, 0
_ nkZ, B 3h*2 (1+~,L)*—1 (5.55)
2 8 (1+~,L)2In(1 +~,L)’ '
h2k 3h2 Vg - In(14~4L)
Iy = ( - )Ag/o e~ 219" cos(2ky 2, )d,
_ (hsz 3712 ) 27,
In(1+ ~,L)
2,0 2kgne” e % (147 L)
X c08(2kg ny) + —2———sen(2ky v )}
{ 4 A2 +4k2, G A2 4k2, R B
V24k2,) (1 +9L)?In(1 +~,L)°
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Vg In(1+7qL)
I = hqu,n’qug/ e‘27qxqsen(2kq7nxq)dxq
0

2 %, =2
Ta [ a:nC cos(2ky n,)

1+,L) | 492 +4k2,

h2fy2 ( kg,n ) (1 + fYqL)Z —1
' \32+12, ) U DRI + 2, L)

2k,
anla In(

Segue que

<ﬁ2> — Ii//+f§’/+[§,"

(I4+L)*—1 k2, 30}
(1+7,L)2In(1 + ~,L) 9 8

+5272 k‘?yn
T\ + k2,

(14 v, L)2In(1 +~,L) \ 2 8
P2y, [(1+7,L)? = 1] [4k7, +57;
N 2(1+ ’YqL)Q In(1 + 'VqL> {4(73 + kg,n)}
REZ (14 7,L)% = 1] oA
"~ 21+ 7,02 (1 + 7, L) { 4072 + k;,nﬂ ’

conforme queriamos demonstrar.
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27(1672’7111 ’Y;l ln(1+7qL)

—— 2kyn
(2 )

0

(5.57)

B h2k§,n B 371273 ’yg
2 8 73 + kan

C (4nubp (ks,n_:%_vz )( ,

(5.58)
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5.2 Ondas eletromagnéticas em meios

nao homogéeneos

Em meados do século XIX, o fisico-matemético escocés J. C. Maxwell [219] conseguiu
sintetizar as leis da eletricidade e do magnetismo em quatro equacoes, conhecidas como
equacoes de Mazxwell. Em meios materiais, na auséncia de cargas livres, em que D=¢E ,
sendo € a permissividade do elétrica do meio; e H = ,u_lé, sendo p a permeabilidade

magnética do meio, tem-se que

V-D = 0, (5.59a)
V-B = 0, (5.59D)
L OB

E = - 22 .
V x o (5.59¢)
S oD

H = == 5.59d

Talvez a primeira e mais importante consequéncia destas equacgoes foi que, aplicada a
meios homogéneos, nota-se que o campo elétrico e o campo magnético satisfazem a uma
equacao analoga a de uma onda em meios elasticos. A propagacao dos campos elétrico e
magnético sdo chamadas de ondas eletromagnéticas (OEM). De fato, aplicando o operador

rotacional em ambos lados da Eq. (5.59¢), obtemos

V(V-E)—V’E = —%W x B), (5.60)
e na qual leva a
VI(Vel)-D+eY(V-D)] - VE = —%[(W) x H+ u(V x H)J, (5.61)

onde utilizamos V x (fA) = f(V x A) + (Vf) x A.
Considerando € e p constantes, e que os campos elétrico e magnético sao funcoes do
tipo E(F,t) = Eo(F)e ™" ¢ B(F,t) = By(F)e~™", temos que a parte espacial destes campos

obedecem a equacao de Helmholtz:
(V2 + pew®)Ey(7) =0, e (V24 pew?)By(7) = 0. (5.62)
Considerando que a onda eletromagnética propaga-se na direcao x, as solucoes das equacoes

acima sao as ondas planas do tipo e*** e portanto, E(w,t) = Fyeilkz—wt) ¢ E(x,t) =

Bye'k*=t onde k = \/lew é o vetor de onda, e consequentemnte, a velocidade de fase é
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dada por v = ¢/n, onde n é o indice de refracao definido por

[ e
=/, 5.63
Ho€o ( )

sendo ¢ = 1/,/o€g a velocidade de propagacao das ondas eletromagnéticas no vécuo.
Em termos do indice de refragao, as equagoes de Helmolthz (5.62) podem ser reescritas

na forma

[62 + (%)2] W(F) =0, (5.64)

onde (7)) representa a parte espacial do campo elétrico ou do campo magnético.

Por outro lado, a parte espacial da equacao de Schrodinger de uma particula com
massa constante mg submetida a um potencial V(7) = V (Eq. (1.4)) pode ser escrita
como )

2+ T )| () = 0 (5.65)
A analogia entre as estruturas das Eq.’s (5.64) e (5.65) nos permite associar o problema
da mecanica quantica a propagacao de ondas eletromagnéticas em meios homogéneos.

Comparando as Eq.’s (5.64) e (5.65), pode definir o indice de refracao quantico [4]

n = %\/mo(}; — V). (5.66)

Em uma regiao onde £ > V), n é real e a funcao de onda ¢ da forma eF7 com |l¥|2 =
2mq(E — Vp)/R?. Por outro lado, em uma regiao onde E < Vj, n é um imagindrio puro e a
funcao de onda é do tipo evanescente. Esta intepretacao é util para compreender problemas
de tunelamento quantico e barreiras de potenciais de sistemas com massa constante em
mecanica quantica.

A discussao feita acima é bem conhecida (vide [4]), mas observamos que pode-se fazer
uma conexao entre propagagao de ondas eltromagnéticas em meio nao homogéneos e
mecanica quantica de sistemas com massa dependente da posicao. Em 6ptica nao linear,
por exemplo, estudos de coeficientes de absorsacao (lineares e nao lineares) de pontos
quanticos (quantum dots) [220] tem sido realizados considerando solugoes analiticas ou
numéricas da equacao de Schrodinger de sistemas com massa efetiva [157, 158, 159].

Facamos inicialmente uma breve revisao da analise feita por Mazharimousavi et al.
[221], que propds uma equagao de onda para a situagdo de um meio nao homogéneo
de forma que a permissividade e permeabilidade sao funcoes da posicao. Em particular,
consideremos que estas grandezas sao fungoes de z, i. e., € = €(z) e p = p(x). Claramente,
as equagoes de Maxwell em tal meio obedecem a mesma forma. Utilizando o mesmo

metddo aplicado ao caso de um meio homogéneo, e notando que

V-(E)=eV-E+E -Ve=0, (5.67)
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das Eq.’s (5.59) e (5.61), obtém-se
V2E + V(e 'Ve-E) = Vu(z) x — + p(x)=(V x H)
= —Vu(x) x — + p(z)e(z) == (5.68)

A partir da identidade

V(A-B)=Ax (VxB)+Bx (VxA) +(A-V)B+ (B-V)A, (5.69)
obtemos
=2 8E nRvAY Ay, AV vAY 5l -1 —1 vaul o
VE—p(x)e(r)=— = —(E-V)(e "Ve)—(e Ve V)E—(e Ve+u Vu)x(VxE). (5.70)

oz

A principio, espera-se que campo elétrico seja uma fungao das coordenadas (z,v, z,t),
mas devido a simetria do meio, é evidentemente que £ = E(x,t). Portanto, a equagao

acima pode ser escrita como

0? 0? 0 (€
(_8x2 - “6@) B = 5 (‘E) ’ (5.71a)
o2 o? W OF
—e— | B, = LY 71
(8:1:2 “eatQ) Y w oz’ (5.71b)
o? o2 W OF.,

As equagoes de onda para cada componente podem ser separadas em parte espacial e
temporal de modo similar ao caso usual. Seja E(m,t) = Eo(x,t)e_w, tem-se que as

componenentes de Fy(z,t) satisfazem as equagoes

d> d (€
(d 5 +,u6w ) Eom = —% (;EO.Z‘) s (572&)
d2 ,LL/ dEO
Ey, = ——* 5.72b
(d2+uew) w = Ll (5.72b)
d2 /L/ dEOz
(d B + HEW ) EOZ = ; dr . (572C)

Para as ondas eletromagnéticas transversais (Ep, = 0) e polarlzadas ao longo do eixo z
(Eoy = 0 e Ey. = &£(x)), 0 campo elétrico é E = £(x)e ™'z, com a parte espacial do

campo elétrico satisfazendo a equacao

[dd—;+n( )(“’)2] E(x) = M) =~ (5.73)
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onde
p(z)e(x)
n(xr) =4 ——= 5.74
(@) = [0 (5.74)
¢ um indice de refracao dependente da posicao, e
!/
Aa) = @) (5.75)

¢ a variacao relativa da permeabilidade magnética. Para € e j1 constantes, recuperamos o
caso usual descrito pelas Eq.’s (5.62).
De acordo com a equagao de Schrodinger deformada (4.105), podemos escrever que
{ > 2m(x)

q d Q(‘T)
e E V@)]} Al =7 J%I iz

, (5.76)

e que apresenta uma estrutura similar a das ondas eletromagnéticas em meios materiais
nao homogéneos (5.73).

Portanto propomos que pode-se fazer uma analogia entre a mecanica quantica de
sistemas com massa dependente da posicao e as ondas eletromagnéticas em meios nao ho-
mogéneos. Comparando as Eq.’s (5.73) e (5.76), definimos um indice de refragao quantico

deformado

Hq(2)€q ()
Ho€o

- a\/2m(x>[E —V(z)], (5.77)

ng(z)

onde €,(x) e pg(x) sdo, respectivamente, as permissividade elétrica e permeabilidade

magnética quantica deformadas, com

po(z) 1 m(z)

R = g (5.784a)
eqlz) ¢ \22mo[E —V(z)]
€0 - (%) 1 —}—'yqx
_ <%)22m0[E—V($)] mﬂgf) (5.78b)

O indice de refracao deformado n,(z) pode ser evidentemente utilizado em dptica nao
linear para modelar a propagacao de ondas eletromagnéticas em meios nao homogeéneos, si-
milarmente como é feito com feixes gaussianos em meios com indices de refracao quadratico

(vide pagina 125 da referéncia [150]). Para regides onde E >V (E < V), n,(z) é um real
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(imagindrio) puro, e os problemas de mecanica quantica de sistemas com massa depen-
dente da posicao que ocorrem efeitos de penetracao da funcao de onda seguem proprie-
dades similares aos de sistemas com massa constante. Analisamos a seguir alguns destes
problemas tipicos nas proximas Secgoes.

Pode-se também definir um vetor de onda deformado k, = ,/fi,€,w, que satisfaz

hky(z) = \/2m(x)[E — V(2)], (5.79)

e estd conectado com aproximacgao semicldssica (4.213) para sistemas com massa depen-
dente da posicao.

A permeabiliade magnética quantica p,(x) estd relacionado a massa m(z) do analogo
sistema quantico através da relagao (5.78a). Por outro lado, a permeabilidade elética
quantica do meio €,(z) tem sua dependéncia espacial relacionada as fungées m(z) e V(z)
através da relagao (5.78b).

Esta analogia matematica pode ser til para obter as solugoes das equagoes de onda
eletromagnéticas em Optica a partir das fungoes de onda em mecanica quantica, e vice-
versa. Se por exemplo considerarmos uma particula de massa constante mg (7, = 0) em
um potencial V(x), a onda eletromagnética correspondente propaga-se em um meio de
permeabilidade constante (como acontece no caso usual) e assim, a dependéncia espacial
do indice de refragao estd associada apenas com o potencial V' (x) do anédlogo quantico.

Outra situacao particular acontece quando m(z) é dada por (4.80) e V(z) = 0. Neste

caso obtemos que os campos elétrico e magnético sao

E _ Eoei[kom;l1n(1+vqa:)—wt];:,7 (5.80a)
- B 1
- - +3 mez[ko"fq In(tvqz)—wt] (_g) (5.80b)
q

onde ky e By = koEy/w s@o constantes. A parte espacial dos campos acima podem ser

escritos em termos das ondas deformadas (4.67), de forma que:

E = Eo/1+ ygate(z)e ™z, (5.81a)

= i@bk(z)e—m(—y). (5.81b)

1+

Apesar desta analise, é importante lembrarmos que essa é apenas uma analogia me-

l

ramente nas estruturas matematicas da fungoes de onda. A intepretacao das funcgoes de
onda na mecanica quantica e 6ptica ondulatéria sao fundamentalmente de naturezas dife-
rentes. Por outro lado, este modelo tedrico pode ser utilizado para estudos de propagacao
de ondas eletromagnéticas em meios nao homogéneos onde o parametro g estd associado
as propriedades do meio, similarmente como é feito em [222; 223] onde s@o estudados

efeitos de pulsos de ondas eletromagnéticas ¢g-gaussianos em 6ptica nao linear.
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5.3 Potencial degrau para particulas com massa

efetiva

A seguir, revisitamos uma série de problemas frequentes em mecanica quantica carac-
terizados por “potenciais continuos por partes”, mas considerando que a particula tem
uma massa dependente da posicao. Um destes potenciais é o potencial degrau, ou barreira

de potencial, representado pela Figura 5.14, e dado por

(5.82)

V(:L‘)—{ Vo >0, parax >a
0, para r < a

que possui uma descontinuidade finita apenas em x = a. Evidentemente, se Vy, = 0,

recuperamos o caso de uma particula livre discutido na Secao 4.3.

0 1w

Figura 5.14: Potencial degrau de altura Vy em = = a.

A estratégia para obter a solucao deste potencial, e outros que analisamos a seguir,
é resolver separadamente a equacdo de Schrodinger independente do tempo (4.86) para
a fungao de onda ¥(z,t), mas os mesmos resultados poderiam ser obtidos pela fungao
de onda ®,(x,t) da equacao deformada (4.103). Para x > a e x < a, as solugoes devem
satisfazer condi¢oes de integrabilidade quadrada da funcao de onda e continuidade da

densidade de corrente (4.88), tal que

lim () = lim v(a), (553
mi[) - miE] e

Uma vez que nossa anélise estd voltada para a massa (4.80), que corresponde a uma fungao

de massa continua, a segunda condicao leva a lim, ,,- di(x)/dx = lim, .+ dip(x)/dx.
Assim como para a particula livre, ndo existem solucoes para F < 0, uma vez que

isso levaria a funcao de onda divergir em x — —oo. Desta forma, iremos resolver este

problema para dois casos: £ > Vye 0 < E < V.
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Caso 1: E >V}

Consideremos primeiramente o caso em que a particula possui energia E > Vj. As equagoes

de Schrodinger independente do tempo (4.86) nas regides = < a (I) e x > a (II) séo

_h2(1 + 'qu)z d*r _ R2yy(1 + 74) % _ h27§

19 I: — E . 4
Regiao ST 72 p— dr  Smy Yi(z) Yi(z), (5.84a)
R2(1+y2)* Py PPy,(1 4 ygx) dpy 1]
5o 1L _ q _ q q _ q _
Regido 2my dz? mo dx 8my V()
(£ = Vo)du(x). (5.84b)

Para x < a, o potencial é nulo, e seja k = /2moE/h, a solugdo da equagao (5.84a)

corresponde a de uma particula livre (4.127), de forma que podemos escrever

wl(x) _ A eik'ygl In(1+~,x) + B efik'yq*l In(1+~4x) (585)

1+ vV 1+ '

Para = > a, o potencial é V{, e portanto, seja k' = /2mo(E — Vi) /h, a equagao (5.84b)
tem uma forma similar & equacao (5.84a), mas com E — Vj ao invés de E. Desta forma,

a solucao para a fungao de onda nesta regiao é

C eik"‘/gl In(1+v4x) D

V31t V1t

Considerando a situacao de que uma particula de massa m(x) incide no degrau da

e_ik,%;l 1Il(1+'7ql’)‘ (586)

Yn(z) =

esquerda para a direita, teremos D = 0, pois nao existem particulas vindo da direita.

Seja '
ale) = 2 exp [ £ (14 940)] (5.87)

1+ q

notemos que

A k
Y (x) = + 7 (;I:ik — %) exp {:i:fy— In(1+ 'yqx)l : (5.88)

(1 "‘%@ q

O préximo passo é impor as condicoes de contorno em = = a

di diprr
Vi =a) =d¢u(z=a) e 7l I el B (5.89)
onde obtemos
Ae*ik"/q_l In(14+~4a) + Be*l’k’yq_l In(14+~4a) — Ceik”yq_l ln(1+’yqa)’ (590)
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€

C <Zk, B ﬁ) eik’fy;lln(l-l-’yqa) — A (Zk _ ﬁ) 6z’lvy;llm(l—i—'yqa) +B (—Zk‘ _ fﬁ) e—ik-yt;lln(l—i-'yqa).
2 2 2

(5.91)
Das equacgoes acima, obtém-se que
B k—kK ,
1= me“ﬂq In(1+3q0) (5.92)
) c 2%
Akt K gi(h=K )1 In1+7a), (5.93)

A partir da densidade de corrente (4.133), podemos determinar a densidade de corrente

para as ondas incidente (Jiy), refletida (J.f) e transmitida (Ji,5), de forma que

hk hk hk'
Jinc = |A|2_7 Jref = |B|2_a Jtrs = |C|2_ (594)
mo myo mo

Com estes resultados, obtemos os seguintes coeficientes de reflexao e de transmissao para

particulas com massa dependente da posicao tratado aqui:

_ L/ 2
o e (’“ i ) | (5.95)

Jinc k + K’
¢ J, 4kFK
trs
T =3 = (5.96)

Claramente, temos R+T = 1. Os coeficientes de reflexao e transmissao podem ser escritos

em termos da razao Vy/E:

Rzl—Tz(l_vl_VO/E> . (E>V). (5.97)

1—Vo/E

Estes resultados também sao os mesmos quando uma particula vem de uma regiao com
potencial constante e incide sobre uma regiao de potencial, também constante, porém
menor.

Apesar da massa dependente da posicao, percebemos que as expressoes de R e T' sao
idénticas ao caso de uma particula com massa constante. Os coeficientes de transmissao
e reflexao para Vy > F sao independentes da posi¢ao da descontinuidade para a barreira
de potencial, e dependem apenas da razao Vy/F entre a altura da barreira de potencial e

a energia da particula incidente.
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Caso 2: 0 < E <V

Consideremos agora o caso em que a particula possui energia E < V. As equacgoes de
Schrodinger independente do tempo (4.86) sao idénticas as Eq.’s (5.84). Na regiao = < a,
temos que a solugdo da equagao de onda é inalterada, e dada por (5.85). No entanto, na
regido x > a, a constante k' = \/2mo(E — Vj)/h da solucdo (5.85) é um imaginario puro,

e torna-se interessante escrever a seguinte constante

vV2meo = B) _ g (5.98)

h

o =

Portanto, a solu¢ao da Eq. (5.84a) pode ser escrita como

¢Il(x) _ Leayq_l In(1+~4x) + Le—a'yq_l 1n(1+7qa:). (599)

V3t V1t

Para que ¢(z) seja uma funcao finita em x — +o00, devemos ter D = 0, e a solugao

acima torna-se

Yn(z) = Le—aﬂlln(Hw)_ (5.100)

V9t

Utilizando as mesmas condigoes de contorno do caso anterior em x = a, obtemos

iky 1 In(14v4a —iky T In(14v4a _ —ay; ! In(14y4a
Ae q ( q )_|_ Be q ( q ) — Ce q ( q )7

Z'k[Aeik'ygl In(1+v4a) _ Be—ik’yq_l In(1 + ’an)] — _aCeit ln(l—wqa)’

ou ainda,
B k-«

— ikvy ! In(14+v4a) 5.101
A krial ) (5.101)

C ok ...
C_ i(ktio)yg " In(1+yga) 5.102
A k+ z'ae ( )

Definindo
i5, _ k—ia
 k+ i

temos que J, corresponde a diferenca de fase entre a onda incidente e a onda refletida.

eik’ﬂ;l In(14+~4a) (5103)

Y

A solugao para a fungao de onda pode ser escrita como

2Ae'F cos {ﬁ In(1 + ~v,x) — %} : r<a
v
U(x) = ! (5.104)

. 1) 1
246'% cos (—q) exp [—g In (M)l , T >a.
2 Yq 1+ a

e da qual recupera o caso usual para v, = 0.
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O coeficiente de reflexao neste caso é

2

.
v — 1, (5.105)

_ : eik’yq’l In(144a)
k +ia

B
=]

2 ‘

um resultado em concordancia com o caso classico de particulas serem refletidas pela bar-
reira de potencia para F < Vj. Notemos ainda que em x > a existe uma onda evanescente

deformada, tal que sua densidade probabilidade é

200 I+ 94
@ = joPex | -2 (1120
(@) = (0P esp |~ (1

= |CPexp, K%) O (g)}m. (5.106)

Considerando que a barreira esta localizada em x = 0, o decaimento da densidade de
probabilidade para a onda envanscente é proporcional & [exp,(z/£)]7**¢. O caso usual
é recuperado para ¢ = 1. Na regiao x > a, temos E > Vj, e portanto classicamente a
energia cinética da particula seria negativa, correspondendo a uma regiao proibida. Do
ponto vista do formalismo quantico, a particula pode ser encontrada em z > a, porém
nao poderd permanecer nessa regiao pelo fato do coeficiente de reflexao ser igual a 1 e
o coeficiente de transmissao ser nulo. Esta penetracao da particula na regiao proibida é
possivel devido ao principio da incerteza AEAt ~ h, onde em um intervalo de tempo

muito pequeno, a energia da particula nao é conservada.

5.4 Tunelamento quantico para particula com massa

efetiva

Um problema simples que se pode obter uma solucao analitica, e que leva a evidéncias
de fenomenos muito interessantes e aplicagoes em muitos problemas fisicos, é o tune-
lamento quantico, também conhecido como penetracao de barreira retangular ou efeito
tunel. Neste problema, uma particula vindo de x — —oo incide em direcao a uma barreira
de potencial retangular, dada por:

Viz) = (5.107)

0, outros valores.

{%,Oéxéa

e que esta representada pela Figura 5.15.
De modo mais especifico a respeito sobre o tunelamento quantico, quando a particula
incide sobre a barreira vindo da esquerda (z < 0), esperamos ter, no regime estaciondrio,

ondas incidentes e ondas refletidas a esquerda da barreira, além de ondas saindo da bar-
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A V()C)
VO

© | @ | @

Figura 5.15: Barreira de potencial regular de altura V e largura a.

reira pelo lado direito, indo para x — +oo. Uma vez que V(z) =0emz < 0ex > a, a
particula é livre nessas regioes, e o problema desta barreira retangular simula, esquema-
ticamente, o espalhamento de uma particula livre sofrendo influéncia desse potencial.

Existem diversos processos que ocorrem na natureza cuja explicacao estd baseada
no tunelamento quantico: decaimento radioativo por emissao de particulas alfa [224, 225],
diodos de semicondutores [226], processos de fusao nuclear [227], microscopio de varredura
por tunelamento [228], reagoes quimicas [229, 230] etc.

Extensoes do tunelamento quantico para sistemas com massa dependente da posicao
podem ser encontrados na literatura. Por exemplo, em [231], os autores desenvolvem
uma funcao de Green para sistemas com massa dependente da posicao, e como aplicacao
resolvem um problema de tunelamento quantico para uma fun¢do m(z) especifica. Em
[232], o problema da barreira de potencial retangular é resolvido através da equacao de
Schrédinger e das condigdes de contorno da fungao de onda. Em [201, 233, 234], o problema
de particulas com massa dependente da posicao sao investigados em heteroestruturas.
Similaremente, em [11] o tunelamento quantico de um sistema com massa dependente da
posigao é resolvido através do uso do operador nao hermitiano p/, dado por (4.2).

Nesta Secao revisitamos o problema do tunelamento quantico de um sistema com
massa dependente da posigao dada pela Eq. (4.80) utilizando o operador momento linear
hermitiano p, (4.55).

Similarmentente, como fizemos na Secao anterior, a solucao da equacao de Schrodinger
independente do tempo (4.86) nas diferentes regives x < 0, 0 < = < a e x > a serao
indicadas por ¥r(x), ¥ (x), e ¥m(z), e obtidas utilizando a solugao (4.127) da Eq. (4.122),
mas com k' = \/W/h no lugar de k = /2moE/h na regiao de potencial nao
nulo (dentro da barreira de potencial retangular). Considerando inicialmente a situagao

de espalhamento, ou seja, o caso em que a energia da particula incidente é maior do que
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a altura da barreira de potencial retangular, i.e., £ > V|, temos:

(

B

eik’y‘;l In(1+v4z) -
1+ 7,7 1+
O gwrmien) D i mtenn) 2y 2 g (5.108)

A
L
R RV VT
-

—ik~yT1
e kg 1n(1+'yq:v)7 <0

i~y 1
ezk’yq ln(l—i-'yq:c)’ > a.

L 1+

Notemos que a solugao para x > a possui apenas a funcao de onda caminhante para
direita.
Em particular, desejamos obter o coeficiente de transmissao T = |F|?/|A|*>. Das

condigoes de contorno em x = 0 e x = a, temos

() ti(z=0)=Yn(z =0), (5.109a)
(1) iz =0) =Ygz =0), (5.109b)
(1id) Yu(z = a) = Ym(zr = a), (5.109¢)
()  Yulz =a) =Yz = a). (5.109d)

A partir das Eq.’s (5.88) e das condigoes (5.109a) e (5.109b), respectivamente obtemos
que A+ B=C+Dek(A—B)=Fk(C— D) e que nos da

1 K’ 1 K’

Das condigoes (5.109¢) e (5.109d), obtemos respectivamente

F = Cel®ran(9e) 4 peilk kgt n7qe) (5.111a)

EE = K Ot =Rt n(l4+yqa) _ ! pe—i(k'+k)vg  In(1+74a) (5.111b)

Podemos escrever que

]. k - (1. —1
- -1 v —i(k 7k)'yq ln(1+'yqa)F 112
C i ( + k:’) e (5.112)
¢ | K
. iW(k'+k q_lln 14+v4a
=3 1—E)e( gt In(14va0) (5.113)
Substituindo as Eq.’s (5.112) e (5.113) em (5.110), vem que
L(k+E)? iy 1(k—K)? iyt
A= |2/ i(k k)’yq In(14~ga)  —\" — /) i(k +k)'yq In(14-4a) F 5114
4 Kk 4 Kk (5.114)
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Da equacao anterior, segue que o coeficiente de transmisao é dado por

_— |F|2 B 4kk/6—ikz'y,;11n(1+7qa) 2
AR (k + k')2e~ik"va m(4+v9a) — (k — k/)2eik' 7 " n(1+74a)
ARK 12 iK' —k)yg ! In(1+~ga) 2
LR+ R |1 = (1;;_]13)2 i2k'vg ! In(1+~4a)
[ 4Rk 77 1
B k+ k)2 k—k'\4 k—k'\2 2k’ In(1474a)
LR R 1 () — 2 (55) COS[T%]
[ 4Rk T 1
a k"’k/ 2 k—k! 2 2 k—k! 2 k/ln(1+ a)
(R R [1— (557 ] +4 () sen [—yq = }
_ 1
(kR [ 16K2k2 k—k' )2 k' In(1+74a)
16k2K"2 {(k+k’)4 +4 (m) sen’ [Ty}}
1
T L BRR L [Fin(tge)] (5.115)
+ ez osen =

Seja a largura deformada a, = 7, In(1 + v4a), e uma vez que sen(iu) = isenh(u), a
expressao anterior pode ser aplicada para os casos £ > Vy e E < V. Desta forma, o

inverso do coeficiente de transmissao é dado por:

1+ V—()Qsen2 [%\/ZmO(E — Vb)] E >V,
T = 4E(%; Vo) f 7 (5.116)
0 2 [%q _
1+ 1BV, = E>Senh [h 2mo(Vo E)] ., E <V

Vemos, portanto, que os resultados apresentados para o tunelamento quantico para a
particula com massa dependente da posicao sao similares ao caso usual de uma particula
de massa constante, mas com a largura da barreira a substituida pela correspondente
largura deformada aj.

Observemos que 7' = 1 (barreira de potencial retangular transparente) sempre que a
funcao seno é zero, o que corresponde a a,\/2mo(E — Vp)/h = nr, onde n é um nimero

inteiro. Portanto, os niveis de energia para tramissao total sao dados por

2. 2,22
hem ,yqn h27T27’L2

= + W= + Vo,
2mg In*(1 + v,a) ° 2mopa? 0

n (5.117)
que sao os mesmos valores para as energias permitidas para uma particula com massa
dependente da posicao em um poco de potencial quadrado infinito de largura a, mas
adicionados do valor V;, do potencial da barreira.

A Figura 5.16 (a) ilustra o coeficiente de transmissao em funcao da razao E/Vj com

7,0 = 0 (caso usual), 0.5 e —0.5 para uma barreira de potencial retangular de altura
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Vo/(R?m?/2mpa?) = 10. Por outro lado, a Figura 5.16 (b) ilustra o coeficiente de trans-
missao em funcdo do produto k’a para 7,/k" = 0 (caso usual), 0.1 e —0.1. Para ~, # 0,
observa-se que 1" oscila nao periodicamente entre seu valor minimo T},,, = %,
seu valor maximo 1. Podemos observar que & medida que k’a aumenta, o intervalo entre

e

dois valores de k’a consecutivos na qual 7' é méaximo tende a aumentar (dimunuir) para

Vg >0 (7 <0).

1.0H@)---------
£ 2 0.66 7,a=0.50
2 %04 %279
§ golz_ 7,a=-050
= V. [(i*réi2m &) = 10
0. ' AR
%.o 05 10 15 20 25 30
E/V,
(b y /K =-0.10
12 (®) | y/K=0
o - T _y/k=0.10
< ©10k--------—- - fa ]
2 '
= .20.8
5 506
SR
— 04
02 ! ] 1 |

05 10 15 20 25
Ka/tt

Figura 5.16: (a) Coeficiente de transmissao 7' como funcao da energia de uma particula com
massa dependente da posigao para y,a = 0 (caso usual), 0.5 e —0.5; e incidindo em uma barreira
de potencial retangular (largura a e altura Vo = 10(72h%/2moa?)). (b) Coeficiente de transmissao
em fungao do produto k’a, onde k' = /2mo(E — Vp)/h, para v4/k" = 0 (caso usual), 0.1 e —0.1.
Para 7,/k" < 0 (v4/k' < 0), o intervalo entre dois méximos consecutivos aumenta (diminui) &
medida que k’a aumenta.

©
o
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Considerando a situagao de baixas energias (E < V;), como vimos para o potencial
degrau, a amplitude da fungao de onda ao atravessar a fronteira das regioes I e Il nao cai
abruptamente para zero, mas apresenta um decaimento que pode ser escrito em termos
da fungao g-exponencial de acordo com a Eq. (5.106). A partir da fronteira das regioes
IT e III, a fungao de onda passa a comportar-se como uma onda deformada (4.67), o
que resulta em uma probabilidade para que a particula seja encontrada em z > a. Em
particular, se @ < 1, com a constante « definida por (5.98), o coeficiente de transmisao
pode ser escrito como

_16(Vy — E)E

T ~ 6—2047(;1 In(1+vga) _ 16(‘/0 _ E>E

7 e/ (5.118)

e que no caso usual (¢ = 1), tem inumeras aplica¢oes em efeito de diodo ttnel, efeito
Josephson, decaimento de particulas alfa, inversao de potencial em moléculas de amonia,
microscopia eletronica etc. Aqui apresentamos algumas consequéncias de uma possivel ge-
neralizacao aplicada a fendmenos cujo decaimento poderia nao ser uma fungao exponencial
usual, evidenciado uma possivel dependéncia da massa das particulas microscopicas com

a posicao.

5.5 Particula com massa dependente da posicao

em poco de potencial finito

Consideremos agora uma particula com massa m(z) dada por (4.80) em um pogo de

potencial quadrado finito

0, 0<z<
V(z) = —r=e (5.119)
Vb, outros valores,

representado pela Figura 5.17, sendo V) uma constante positiva:

A V(X)
VO

© | @ | @

Figura 5.17: Poco de potencial quadrado finito de profundidade Vj e largura a.
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De acordo com o que vimos anteriormente, a solugao da equagao de Schrodinger em

cada uma das regides x < 0 (I), 0 < x < a (II) e > a (III) sao indicadas por:

1 [ -1 -1
Pi(z) = ——— |Ae®% MUF%) L Bema% ln“ﬂﬂ)] (x < 0), (5.120a)

1 r - -
wH(ij) = - C«/ezk»yqlln(l—i-’yqx) _i_D/e—zk»yqlln(l-‘r’yqx)] (0 << a)’ (5120b)

V1t t

1 r _ _
bm(z) = ———— Fea"fq”n<1+w>+Ge—%”ﬂ<l+w>] (x>a).  (5.120¢)

V1t t
onde k = 2moE/h e a = /2my(Vy — E)/h. Consideremos aqui apenas os estados

ligados, onde E < V{, desde que as solugoes para E > Vj correspondem a estados nao

ligados e sao similares ao caso do tunelamento quantico que analisamos na Se¢ao anterior.
Desde que a solugao seja finita em x — £00, independente do valor de +,, devemos
ter B=0e F'=0.
Do mesmo modo, como fizemos para a particula confinada em um potencial quadrado
infinito, consideremos a mudanca de constantes dada por C' = (—iC' + D)/2 e D' =
(1C' + D)/2, e portanto, a solucao da equagao de Schriodinger independente do tempo

(4.86) em cada uma das trés regides é da forma:

A

wl(x) = \/?ea’yq_lln(l%ﬂqu) (13 < 0), (5121&)
Ta
() L {C’se [kl(l—l— )]
r) = —— n|—In T
! VIt Ya E
+D cos [WE In(1 + vqx)} } (0 <z <a), (5.121b)
q
Ym(z) G e i) (z > a). (5.121c)

91+

Consideraremos a seguir as condigoes de contorno: ¢(x) e ¢/'(z) = di(x)/dx continuas

em x =0 e x = a. Deste modo, notemos que:

vy In(L4g2)

dr(z) = A (a - %) ETROEER (5.122)
Yy(z) = 07 ”;qx)3/2 (— C;q - Dk) sen [% In(1 +’yqx)}

+(1 n ”;q:v)3/2 (— D;q + C’k) cos {% In(1+ vqx)} : (5.123)

Yu(z) = G (_04 - %) egle;:(;;;q:)' (5.124)

Da condigao de contorno ¢i(x = 0) = Y(xr = 0), obtemos A = D, e da condigao
Yi(x =0) = ¢ (x = 0), vem que A(a—~,/2) = —D~,/2+ Ck, ou ainda, Ck = aA. E das
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condigoes Yy (x = a) = Ym(r = a) e Y (z = a) = Yy (z = a), obtemos respectivamente:

G -1 C k D k
om0 tm(tyge) _ _ ~ o [_ In(1 + v,a }—1-— coS [—ln 14,0 ]
V1 + 70 V1t Ta ( ) VIt T4 ( )
e
Y e~ !t In(1+74a) 1 { ( nyq > { k }
G(—Oz——) - ——— — Dk |sen |—In(1 +~,a
2/ (14 7,0)%? (14 y4a)3/? 2 Yo (5 700)

N (_% + C’k;) cos {5 In(1 + %,a)} } |

q
Eliminando a constante GG nas duas equacoes acima, segue que
C k D k
(—j - Dk> sen {— In(1 + ”yqa)] + (—ﬂ + C’k) cos l— In(1+ ”yqa)]
2 Yq 2 Yq

_ <_% - a) {Csen F In(1 + fyqa)] + D cos Lﬁq In(1 + W)} } . (5.125)

e de onde se obtém:

(Ca — Dk)sen [% In(1 + an)} — —(Ck + aD) cos [Vﬁq In(1 + w)} . (5.126)

Da relacao acima, temos

k sen[ky, ' In(1+7,a)]  Ck+aD
tan | & 1n(1 _ Sy — - 12
an |:/yq H( +'an):| COS[kZ’)/q_l 111(1 +'7qa)] Co — Dk’ (5 7)
e lembrando que D = A, C = Aa/k, em termos do comprimento deformado a, =
77 ' In(1 + v4a), obtemos que
2ak
tan(k:aq) == m, (5128)
ou ainda,
k
tan (%) - % (5.129)

Esta equacao transcendental permite calcular os niveis de energia e o nimero de estados

ligados. A sua forma ¢ a mesma do caso usual para 7, = 0, mas possui o comprimento
deformado da caixa a, no lugar de a. Seja z = av/2moE/h e 2y = a\/2myVy/h, e notando

que (aa)? = 22 — 22, a relagao acima pode ser escrita como
g% 20\ 2
tan (—) =+ (—) ~ 1 (5.130)
2a z

O nuimero de estados ligados é igual ao nimero de intersecgoes da curva tan(a,z/a) com

++/(20/2)? — 1. Para v, = 0 e V5 > 0, temos a, = a, e recuperamos o caso usual de
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uma particula com massa constante em um pogo de potencial quadrado finito, onde os
niveis de energia sao obtidos a partir da equacao transcendental tan(z) = +/(z0/2)? — 1.
Por outro lado, se Vy — oo, tan(ka,/2) = 0, o que coresponde a a,/2moE/h = n, e
assim reobtemos os niveis de energia de uma particula em um pogo de potencial quadrado
infinito analisado na Secao 5.1.

A Figura 5.18 ilustra as curvas tan(a,z/a) para diferentes valores de a,/a, e as curvas
i\/m. O numero de estados ligados para a,/a = 0.5, 1.0 e 1.5 é igual a 3, 5
e 7, respectivamente. Para y,a > 0 (0 < v, < —1/a), o efeito da massa dependente da
posicao pode ser entendido como uma contracao (dilatacdo) do espago e permitir uma
maior (menor) quantidade de estados ligados possiveis em rela¢do ao caso usual.

Notemos que estes resultados poderiam ter sido obtidos a partir do uso da trans-
formacao canodnica (z,p) — (Z4,P,), que mapeia a particula com massa dependente
da posicao no pogo de potencial quadrado com profundidade Vj e largura igual a a no
espago {|Z)} em uma particula de massa constante em um pogo de potencial com mesma

profundidade, mas largua a, no espaco {|Z,)}.

10.0——

| aq/a:l.O |
N: a/a =og |[(z/2"-1"
q |
< 5.0t a/a=15/ !
q | |
N — ) )
N T = - —_— -
c’\s‘c 0.0 — s

tan(
On
e
\

\

-10.0 ! . . . . .
00 05 10 15 20 25 30

Figura 5.18: Grafico da fungao tan(a,z/2a) associada aos niveis de energia de uma particula com
massa dependente da posi¢ao em um poco de potencial quadrado finito. Na figura sdo mostradas
funcoes para a,/a =1 (caso usual), 0.5 e 1.5.
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Capitulo 6

Oscilador harmonico ¢-deformado

Um dos problemas mais basicos da mecanica cléssica é o oscilador harmonico simples
consistindo de uma particula de massa constante m sujeita a um forca restauradora pro-
porcional ao seu deslocamento x, e que leva a equacao de movimento mz = —kz, onde k
é a constante de forca. Um dos primeiros estudos matematicos deste sistema foi feito pelo
fisico e matemadtico suigo Leonhard Euler (1707-1783). Em 1739, Euler utilizou o método
das quadraturas para encontrar as solugoes do oscilador harmoénico [235].

Ademais, é bem conhecido que o problema do oscilador harmonico simples é um dos
mais importantes problemas da fisica [236], tanto devido ao ponto de vista matematico,
por causa de suas equagoes diferenciais lineares com coeficientes constantes e solugoes
analiticas exatas, bem como suas inimeras aplicacoes em fisica quantica. Contudo, o uso
de equacoes lineares em fisica é principalmente idealizado a sistemas com caracteristicas
especificas conforme discutidas na Secao 3.1. Assim, generalarizagoes de equagoes de movi-
mento na fisica tornam-se relevantes, bem como a generalizacao do problema do oscilador
harmonico simples.

Em particular, um oscilador harmonico deformado classico e baseado no uso do célculo
deformado inspirado pela derivada de Jackson (2.18) e das fungoes trigonométricas (2.30)
foi investigado em [237]. No formalismo quantico, uma das caracteristicas deste oscilador
¢ o fato dele apresentar um espectro nao linear, que esta associado a efeitos anarmonicos,
e que pode ser utilizado, por exemplo, para descrever moléculas diatomicas [238].

Por outro lado, diversos estudos de osciladores com massa dependente da posicao
também sdo encontrados na literatura [202, 239, 240, 241, 242, 243, 244, 245, 246, 247,
248, 249]. Especificamente, o problema de um oscilador harmonico quantico em um espago
nao linear dado pela Eq. (4.1), e que estd associado a sistemas com massa dependente
da posigao, foi analizado em [32, 250] utilizando o operador nao hermitiano py, dado pela
Eq. (4.2). Para este caso, o oscilador apresenta um espectro idéntico ao de um oscilador
de Morse [251], que é um oscilador anarmonico. Contudo, uma consequéncia em ambas
formulacoes citadas acima é a possibilidade de violagao do principio da incerteza, na qual

dependendo do valor de algum parametro de deformacao utilizado, a relagao de incerteza
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pode ser menor do que //2. Por exemplo, em [32] é¢ mostrado que os operadores e p;, (ndo
canonicamente conjugados) obedecem a relagao de incerteza ArAp) > (h/2)(1 + 74()).

Neste Capitulo revisitamos o problema de um oscilador harmonico simples em um
espago nao linear descrito pelo operador translacao modificado (4.37), e o operador mo-
mento linear generalizado hermitiano p, dado pela Eq. (4.55). Analisamos este problema
em ambos formalismos classico e quantico. Obtemos analiticamente as solugoes de um
oscilador harmonico simples g-deformado cléssico. Investigamos numericamente um osci-
lador amortecido que recupera o caso usual no limite ¢ — 1. Analisamos os resultados
do oscilador harmonico quantico através do principio da correspondéncia e da incerteza.
Aplicamos o formalismo das varidveis agao-angulo juntamente com a aproximacao WKB
para obter os niveis de energia deste oscilador na descricao quantica a partir da descri¢ao
classica. Também aplicamos a teoria de perturbacao independente do tempo como uma

ferramenta alternativa para obter os niveis de energia do oscilador quantico ¢-deformado.

6.1 Oscilador harmonico simples ¢-deformado

Consideremos uma particula com massa dada pela Eq. (4.80) submetida a um potencial

quadrético V(x) = kx?/2. A hamiltoniana desta particula é

2
p L

H = ——+ -k
(z) 2m(x) o

1 2% 1
_ U0y +277i?p + 5ka® (6.1)

Seja H(x,p) = E a primeira integral de movimento, temos que:
1 9 1) o
E = —m(z)z” + Zka”. (6.2)
2 2
A segunda lei de Newton deformada (4.165) para este problema é
qux(t) = —wiT, (6.3)

onde wy = y/k/my é a frequéncia de oscilacao para o correspondente caso usual v, = 0.

A equacao acima pode ser reescrita explicitamente na forma
(1+ 94@)& — 7248 + wia(1 + y,2)° = 0, (6.4)

que corresponde a uma equacao diferencial nao linear e com coeficientes variaveis. Apesar
da dependéncia em #?, temos que o oscilador deformado é um sistema conservativo (veja
Secao 4.5).
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Seja x = A quando £ = 0, onde A é a amplitude de oscilacao do sistema, temos que a

energia do sistema é E = %mw%AQ. A partir da Eq. (6.2), temos que

d
v(t) = d—f = £(1 + yx)woV A2 — 22, (6.5)

e que pode ser reescrita em termos da g-derivada dual como
lNl,qa:(t) = twyVA? — 22 (6.6)

O momento linear p = m(z)# do oscilador, em uma posicao z, é

B j:mowo\/ A2 — g2

p(x) = o (6.7)

E interessante notar que a velocidade deformada (l~)7qx) e aceleracao deformada (ﬁfmx)
para este oscilador com massa dependente da posicao tém respectivamente as mesmas for-
mas funcionais das usuais velocidade (v = dx/dt) e aceleracio (a = d*x/dt*) do oscilador
com massa constante. Desta forma, vemos que o efeito da massa dependente da posicao
pode ser substituido nas equagoes de movimento por uma derivada com a deformacao na
variavel dependente z. Em particular, para a massa dada pela Eq. (4.161), a derivada
deformada é a g-derivada dual (2.116) no lugar das derivadas usuais.

Para obtermos uma expressao para a evoluc¢ao temporal da posicao z(t) da particula,
podemos utilizar a Eq. (6.6), e que pode ser reescrita como

dx

dt = + ) 6.8
o1+ ) A= 22 (68)

Seja t = u/wy, 2 = x(t)/A e Ay = 7,4, e integrando a equagao acima, temos:

dz

u = =+
/(1+/\qz)\/1—22
dqz

i-2

onde dyz = dz/(1 + A\;z). Na equacdo acima, a integral do lado direito, ou sua corres-

+ ug

= + (6.9)

pondente g-integral, é exatamente a mesma que utilizamos no Capitulo 2 para definirmos
novas fungoes trigonométricas deformadas Sen,(u) e Cos,(u) dadas pela Eq. (2.192). Segue
que:

u = :FCOSq_l(Z) + . (6.10)

Invertendo esta ltima equagao, podemos escrever

z = — = Cosy(u — uyp). (6.11)

s
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Seja a constante de fase dg = —ug = —wytp, e utilizando que u = wyt, obtemos:
x(t) = ACosy(wot + dg) = Acos[0,(1)] (6.12)

com

(
B 14+~,A 1
2tan 1{ ﬁtan |:§\/ 1— 'Y(?A2(WQt + 50):| }a h/qA‘ <1

0,(t) = (6.13)
_ 1
2tan 1{ tanh {51 [72A? — 1(wot + 50)} }, 7,A|l > 1
\

Para |y,A4| < 1, a posicao do oscilador em fungao do tempo é uma funcdo periddica

YA+ 1
YgA — 1

com periodo de oscilagao dado por
70

ST 2A2

com 7y = 27 /wy sendo o periodo de oscilagao para o caso usual (7,4 = 0). A equacdo

(6.14)

Tg =

x(t) = Acos(wot + 6) para o oscilador harmoénico simples é recuperada quando v, — 0.

A Figura 6.1 mostra os gréaficos da posigao, velocidade, aceleragao e fase em fungao
do tempo correspondente a uma particula com massa dependente da posicao dada pela
Eq. (4.161) para 0 < 7,A < 1 (o caso usual 7,A = 0 ¢ ilustrado para comparacao)
e constante de fase 6 = 0. Quando ,A aproxima-se de 1, observamos que a particula
permanece durante intervalos de tempo maiores (menores) em torno da posi¢ao z = —A
(r = A), uma vez que a massa da particula é maior (menor) em torno daquela regiao,
e consequentemente sua velocidade torna-se menor (maior). Observamos também que as
amplitudes da velocidade sao maiores do que aquelas no caso usual. Algo similar também
acontece com a aceleragao. O gréfico de ,(t) mostra que a fase da particula comporta-se
aproximadamente como uma fungao arco tangente quando vy,A aproxima-se de 1. Por
comodidade, estamos ilustrando o grafico de mod(f,, 27).

Para v,A > 1, o sistema perde sua natureza oscilatéria e a particula move-se entre
—1/v, < x < A conforme ilustrado na Figura 6.2 (a) . Quando t > 79, temos que x
aproxima-se assintoticamente de —1/v,. A Figura 6.2 (b) também mostra a velocidade
da particula como funcao tempo. Podemos ver que apds um instante de tempo t = t*, a

particula desacelera até atingir o repouso no limite t — oc.

As grandezas dinamicas momento linear p(t), energia cinética T'(t) e energia potencial
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Figura 6.1: Evolucao temporal da posigao, velocidade, aceleracao e fase de um oscilador com
massa dependente da posicao dada por Eq. (4.80) com § = 0, para 7,4 = 0 (preto), 0.5 (azul),
e 0.9 (vermelho).
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Figura 6.2: Evolucdo temporal da posicao (a) e velocidade (b) de um oscilador com massa
dependente da posigao para valores de y,A = 1.01 (preto), 2.0 (azul) and 10 (vermelho).

V(t) em fungao do tempo sao dadas, respectivamente, por:

_ sen(0y(t)]
plt) = motod <1 + YgAcos[f,(t )}) (6:15¢)
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1

T(t) = §m0w§A2sen2[0q(t)], (6.15Db)
V(t) = %mowSA%OSQ[Qq(t)]. (6.15¢)

A Figura 6.3 mostra a evolugao temporal do momento linear p(t). Podemos observar
que o momento linear tem um comportamento periédico, cuja amplitude torna-se o tanto
maior quanto maior o valor de 7,4 no intervalo (0,1). A Figura 6.4 mostra a evolucao
temporal da (a) energia cinética T'(t) e (b) energia potencial V' (t). Da curva (a), observa-se
que para valores de v,A mais préximos de 1, vemos que o intervalo de tempo em torno do
instante em que a energia cinética é méaxima é cada vez menor do que o intervalo daquele
em que a energia cinética é minima. O efeito inverso ocorre com a energia potencial.
Ressaltamos que devido ao efeito da massa dependente da posicao, os instantes de tempo

em que p e T sao maximos nao coincidem como no caso usual.

N
o

1

00 10 20 30

tro

Figura 6.3: Evolucao temporal do momento linear para oscilador harmonico simples com massa
dependente da posicao para 7,4 = 0 (preto), 0.5 (azul) e 0.9 (vermelho), e fase inicial 6 = 0.

1.0l
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S}l Sl
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2 S
0.0 : A
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Figura 6.4: Evolugao temporal da (a) energia cinética e (b) energia potencial para oscilador
harmoénico simples com massa dependente da posicao para v,A = 0 (preto), 0.5 (azul) e 0.9
(vermelho), e fase inicial § = 0.
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Analisemos a seguir algumas consequéncias da aplicacao da transformacao candnica
classica dada pela Eq. (4.153) sobre o oscilador harmoénico com massa dependente da
posi¢ao. Temos que a hamiltoniana H (z,p) dada pela Eq. (6.1) é mapeada em

2 2
™mMow,
K (g,py) = L + D090 gz _ 1y2, (6.16)

2myg 22
que corresponde a uma particula de massa constante mg sujeita ao potencial de Morse
[251]:
V(ay) = Wy(em®™ —1)%, (6.17)

onde W, = mow3/ 273 ¢ a energia de ligagao, e oy = —7, é um parametro que controla a
anamorticidade do potencial. Quando v, — 0, a energia de ligagao torna-se muito grande
(W, — 00), os efeitos de anarmoticidade diminuem, e o potencial de Morse se aproxima
do potencial quadrético. A Figura 6.5 mostra o potencial de Morse (6.17) para diferentes
valores de y,A. Consequentemente, a transformagao canonica classica Eq. (4.153) mapeia
um sistema com massa dependente da posicao dada pela Eq. (4.80) sujeita a um potencial
quadrético no espago de fase (x,p) em um sistema de massa constante sujeita a um
potencial de Morse em um espago de fase (z4, py)-

Desta forma, a solugao dada pela Eq. (6.12) pode ser usada para reobter as solugao das
equagoes de movimento de uma particula sujeita a um potencial de Morse [252]. Desde que
73/12 = E/W,, a trajetéria da particula no espaco de fase (x,,p,) ¢ fechada para £ < W,
(IgA| < 1) e aberta para E > W, (|7,4| > 1). A Figura 6.6 mostra as trajetérias da
particula nos espaco de fase (z,p) e (z,, p,) para diferentes valores de 7,4 > 0 em ambos

casos de orbitas fechadas e abertas.

"W /E
@ A=11
\L q

080 40 20 00 20
xq/A

Figura 6.5: Potencial de Morse dado pela Eq. (6.17) em funcao de z,/A para valores de 7,4 =
0 (preto), 0.5 (magenta), 0.9 (vermelho) e 1.1 (azul).
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7/A 1.01
~7/A:20
\7A 10

10 05 00 05 10 -40

1.0f

1.0 (d)

<<_ 0.5} << 0.5} 7.A =101
< A=20T
o q o 7
= 0.0 E 0.0 ;/A 10

o’ -0.5¢ o’ '05\
-1.0t . . -1.0 : :

4.0-30-20-1.0 0.0 1.0 3.0 -20 -1.0 00 1.0
xq/A xq/A

Figura 6.6: Na linha superior sdo mostrados os espacos de fase (x, p) para o oscilador harmonico
simples de uma particula com massa m(x) da por (4.80) para diferentes valores de v, A, separados
nos casos de: (a) orbitas abertas (7,4 < 1), e (b) érbitas fechadas (744 > 1). Na linha inferior
sdo mostrados os espagos de fase (z4,pq) de uma particula com massa constante mg submetida
a um potencial de Morse (6.17), também separados nos casos de (c) érbitas abertas (y,4 < 1), e
(d) 6rbitas fechadas (y4A > 1); e obtitos através da transformacao canonica (4.153) e da solugao
(6.12).

E interessante também obter a probabilidade Pysssica(7)dz para a particula do oscilador

deformado ser localizada entre x e x + dx. Neste caso, temos

d
Pcléssica (ZL‘)dIL‘ X _x
[

Cdzx
— . 6.18
(14 y,x)V A% — a2 ( )

onde utilizamos a equagao a Eq. (6.5), e C' é uma constante de normalizagdo, obtida a

partir de fflA Prissica(®)dx = 1. Desta forma, segue que

A dz
C/ =1 6.19
—a (1 +y,2)V A2 — 22 (6.19)
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Fazendo uma mudanca de variavel com z(6,) = Acosf, na integracao acima, temos que:

| - C’/O (—A sen §,)df,
= (1+74Acosb,)\/A? — A% cos b,

_ C/ﬂ A sen 0,d0,
o (1+~v,Acos6,)(A sen 6,)

c [ de,
_C o 6.20
2 /0 1+ ~,Acos6,’ (6:20)

e utilizando a relagao [253]

/27r i 2m (e < 1) (6.21)

1+ccosh J1— 15‘2’

obtém-se

1
— — _ A2 A2
C=—y/1-9242 (6.22)

Portanto, a densidade de probabilidade para o oscilador deformado é

Pcléssica(x) - Lo 73‘42 . (623)
(1 + y,2)V A% — 22

O caso usual P(z) = WA+7—;C2 ¢ recuperado para y,A = 0. A Figura 6.7 mostra a densidade

de probabilidade classica do oscilador deformado para diferentes valores de ~,A. Para
todas as curvas, x = +A sdo assintotas verticais. Para valores de 7,4 > 0 (7,4 < 0), a
particula possui uma probabilidade maior de ser encontrada em posig¢oes entre —A < x < 0
(0 <z < A), uma vez que sua massa ¢ maior (menor) e sua velocidade consequentemente
menor (maior) nesta regiao.

Do mesmo modo que foi feito no Capitulo 4 para uma particula em um poco de poten-
cial quadrado infinito, obtemos os primeiros momentos da posi¢ao e do momento linear
para a distribuigao classica dada pela Eq. (6.23) para o oscilador deformado. Conforme

demonstraremos no final desta Se¢ao, temos que:

T 1—,/1—~2A2
% S Yo (6.24a)
q
2 -T2
E — ’}/3142 , (6.24b)
p = 0, (6.24c)
2,2 42
Jos - M 6.24d

onde lim, 0T = 0, lim, o 2% = A%/2, lim,, _,0 p> = miwjA*/2, como esperado.
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2.0

=
)

(X) A
o

classica
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o1
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/A

Figura 6.7: Densidade de probabilidade classica do oscilador deformado para v,4 = 0 (preto),
0.5 (vermelho), —0.5 (magenta) e 0.9 (azul). Para todas as curvas, temos que z/A = +1 séo
assintotas verticais.

Podemos ainda analisar algumas consequéncias dos efeitos da massa dependente da
posicao do oscilador deformado aqui apresentado. Por exemplo, os valores médios da

energias potencial V' e cinética T sao dados por:

V = —mowia?

1 1— /1 —~2A2
= —mgw§A2< Tq ), (6.25a)

Lo [%71 i S 29

= = mOWO 72 A2
q

2
1 9 1o 1— /1 —192A%
= §mOWOA \/J1— 73/12 < %?A2
= 4/1-— 'ygAQV. (6.25b)

184



Capitulo 6: Oscilador harmoénico g-deformado

A Figura 6.8 ilustra os valores médios da energia potencial V e da energia cinética
T do oscilador deformado em fungdo do parametro de deformagao v,. Quando v,A = 0,
reobtemos V = T, i.e., as energias potencial e cinética médias sdo iguais e a energia
do oscilador divide-se igualmente entre essas duas durante cada periodo de oscilagao, em
acordo com o teorema de Virial [142]. Quanto maior o valor do médulo de v, A, observamos
que a energia potencial média torna-se maior em relacao a energia cinética média. Para
|74A| — 1, temos que a energia do oscilador tende a se distribuir integralmente na forma
de energia potencial. Isto esta relacionado ao fato de que quando v,A — *£1, a particula
encontra-se na regiao préoxima de x = FA durante intervalos de tempo maiores, o que

tende a aumentar a energia potencial média V' em relacao a energia cinética média 7T'.

1.0

980 05 00 05 10
7y A

Figura 6.8: Valores médios da energia potencial (V') e energia cinética (T') do oscilador deformado
em funcao parametro v,A. Temos que T =V = E/2 para 74A = 0.

A Figura 6.9 mostra a composi¢ao de dois osciladores com massa dependente da
posicao — figuras de Lissajous deformadas — para diferentes valores de 7,A. Sejam wy,
e woy as frequéncias de oscilagao para o caso 7,4 = 0, as figuras de Lissajous deforma-
das foram obtidas para a razao wg,/wo, = 4/3, e com diferenca das constantes de fase

J

deformagao da figura em relagao ao caso usual 7,4 = 0. Para 7,4 — 1, vemos que o lago

y — 0, = m/2. Notamos que quanto maior o valor de 7,4 no intervalo (0, 1), maior é a

fica mais proximo das linhas * = —1 e y = —1, em virtude da massa nas proximidades

dessas regioes ser maior.
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Figura 6.9: Figuras de Lissajous da composicao de dois osciladores deformados com diferenca
de fase §, — d, = m/2 e razao entre as frequéncias wg, /wo, = 4/3 com valores de v,A iguais (a)
0 (caso usual), (b) 0.3, (c) 0.5 e (d) 0.9.

A transformagao candnica (4.153) pode ser aplicada para outros osciladores. Por exem-
plo, consideremos que a particula com massa dependente da posi¢ao dada por (4.80) esta

submetida a um potencial anarmonico

2

V(r) = 97
q

(1 + ). (6.26)
Este é um potencial confinante para £ > 0. A Figura 6.10 ilustra o potencial acima para
diferentes valores do parametro 7,4, onde A é a amplitude de oscilagao para o caso usual
v, = 0 (potencial quadrético). Observa-se que quanto maior o valor de 7,A, maior é a
anamorticidade do potencial.

Neste caso, a hamiltoniana

1+ y,2)°p?
( '7q$) p X
QTTLO

mgwg In?
22

q

H(z,p)

(14 v,2) (6.27)
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¢ mapeada na hamiltoniana de um oscilador harmonico simples em um espaco deformado:

2

3 (6.28)

2 2
Py mowWyL
2m0 2

K(zg4,pq) =

Para o oscilador que discutimos anteriormente, vimos que a particula no espaco de fase
usual (z,p) submetida a um potencial quadratico, por sua vez simétrico, e com massa de-
pendente da posigao dada por (4.80), que é espacialmente assimétrica, é mapeada através
da transformac@o canonica (4.153) em uma particula de massa constante no espago de
fase (x4, p,) submetida a um potencial de Morse, e portanto assimétrico. Desta forma, a
assimetria da massa em relagao a posi¢ao no espago usual leva a assimetria (ou anamor-
ticidade) do potencial no espaco deformado.

Por outro lado, considerando a particula de massa (4.80) submetida ao potencial as-
simétrico (6.26) no espago de fase usual (x, p), esta é mapeada em um oscilador harménico
simples no espago de fase deformado (z,, p,) através da transformagao canonica (4.153).
A solugao do sistema (6.27) foi analisada em ambos formalismos cldssico e quantico em
[242]. No formalismo quéantico, o espectro deste oscilador é evidentemente idéntico ao do
oscilador harmoénico simples, E,, = (n + 1/2)hwy, ou seja, a anamorticidade do potencial

(6.26) é compensada pelo efeito da massa dependente da posicao.

1.0

M A’/2)
o O
o OO0

V(X)/(

10 00 10 20 30

Figura 6.10: Potencial anarmonico dado pela Eq. (6.26) em fungdo de z/A para valores de
v¢A = 0 (preto), 0.5 (magenta), 1.0 (vermelho) e 2.0 (azul).
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Por fim, ressaltamos que a transformacao canénica (4.153) poderia ser utilizada para
estudar particulas com massa efetiva submetidas a outros potenciais anarmonicos. Con-

sideremos o potencial exdtico

vt () () 1) 29

onde Uy e o sao constantes positivas com unidades de energia e comprimento, respectiva-
mente (a Figura 6.11 ilustra o potencial acima para valores de y,0 = 0, —0.5, 1.0 e 2.0).

Temos que a hamiltoniana

H(z,p) = ﬁiié%ﬁ?fgi_k4a% (huijfimx))ﬁ [(ln(£%f2@x))6__1] (6.30)

¢ mapeada em
o\ 12 N
— - — 31
("Eq) (xq) ] 7 (6:51)

cujo potencial corresponde ao de Lennard-Jones [254]

2
K(zq,pg) = 2—7;10 + 4U,

V(z,) = 4U, <%)m—(%>1. (6.32)
1.0 < J, 0= -0.5
0.5 <\\j§i110

> | ~~—_, 5=20
~— d

\></ O-O ~ /7
> I

O
Ul

80 10 20 30 40
x/(2"0)

Figura 6.11: Gréficos do potencial de Lennard-Jones modificado dado pela Eq. (6.29) em fungao
de /o para valores de 7,0 = 0 (preto), 1.0 (magenta), 2.0 (vermelho) e —0.5 (azul). Para
740 > 0 (740 < 0), a posicao de equilibrio torna-se maior (menor) do que aquela do caso usual
(o = 21/60), assim como um alargamento (uma contracio) da curva em torno do ponto de
energia potencial minima.
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Demonstracao das equagoes (6.24):

A seguir facamos a demonstracao dos valores médios de T, x2, p e p? para o oscilador

deformado cléssico discutido nesta Secao.

e Eq. (6.24a):

O valor médio da posicao da particula é dado por:

A
T = / mPCléssica(x)dx

A

A 1 —~2A2
/ Ve dz. (6.33)
_A 7T(1—|—’}/q )\/A2—$2

Divindo ambos os lados da equagao acima por A, e fazendo a mudanga de variavel x =

Acos by, segue que:

R 72142 / Acosb,
B (14 ~,Acosb,)(A sen 6,)

w/l—ygAQ /27r cos 6,

1+ y4Acos 0,

V1 ’ygAQ T —141+~,Acosb,
_ do,

2y, A 1+ vy Acosb,

1 — AQ T 27
L (o [ )

21y, A 0 o l+,Acos0,

V1 —7:A2 5 2
B 21y, A T V1 —92A
1— /T —2A

S Tq (6.34)

YA ’

(—A sen 6,)db,

| &l

onde obtemos a (6.24a).

e Eq. (6.24b):

O valor médio do quadrado da posicao 2 é

A

) 2

x? = / X Pcléssica(x>d~r
—A

_ [ TR
_ / Thae e (6.35)
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Dividindo ambos os lados da equagdo acima por A2, e fazendo x = A cos6,, temos:

3 1= ~2A2 2
TN 7‘1 / " cos” by (—A sen 6,)d6,
(1+ qu cosf,)(A sen 6,)
1 — 72A2 /27r COS2 Hq
1+ ~,Acosb,
B w/l—'ygAQ/Q“ 1 —sen? 6,

21y, A 1+ 7,Acosb,

_ V1—12A2 (/” do, _/2” sen? 0,d6, > (6.36)
0 0

27 1+ ~4Acos b, 1+ 4Acosb,

do,

A primeira integral acima pode ser obtida pela equacao (6.21), e a segunda é obtida a

partir da integral [253]

™ gen? 6 21(1 — /1 — €2)
/o 1+¢ecost 2 (lel < 1), (6.37)
logo, temos:
x? B \/1_773142 o7 2m(1 — \/1_773142)
A2 2 I A VA2
1 /T _-~2A2
_ \/7 | .
YA
e Eq. (6.24c):

Para calcular o valor médio do momento linear, p, observemos que a particula em

uma posicao r pode ter momento linear igual a p, = ﬁf’w“’g VA2 —22 > 0 ou p_ =
q

—neo /A2 — g2 < 0 com probabilidades iguais lPC]éJssica( )dzx. Segue que o valor médio

14+~
do momento linear é

i1
I

A
/ p<x>Pcléssica(x)dx

—A

1A 1A
= 3 /Ap+Pcléssica($)d$ +3 /Ap—Pcléssica(x)dx
1 A mwg\/mp d 1[4 mwomp d
= 5 L 1+ e classica(ﬂi) T — 5 » 1+7qx classica(x) T
= 0. (6.39)
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e Eq. (6.24d):

Por fim, a partir da Eq. (5.2), calculemos o valor médio do quadrado do momento

linear p2. Sendo
) mieR(4? = a?)

(1+ 7q$)2

temos que

A

02 = / [p(x)]QPcléssica<x)dx

—A
«_/%%%mtm% VITwE
—A (1+’7q ) 1—|—’7q )\/AAQ—{L‘2

e 1_72142 / dx (6.40)
H% . .

Fazendo mais uma vez a mudanca de varidvel = A cos6,, tem-se que

i
[N

— 2wi /1T —~2A2 [0
_ %o Jq / sen 0, (—A sen 6,)db,
T

p* =
(1+~4,Acosb,)?

m2w2A2 1— 2A2 2 2 9
e Tq / . E— (6.41)
T

(14 ~v,Acos6,)3

Derivando ambos os lados da Eq. (6.21) em relagao a ¢, obtém-se

T gen? 6 .
A tecostp = T=c2pn 1). 42
/o (1 +ecosf)3 (1— 2)3/2 (lel < 1) (6.42)

A partir disso, obtemos que a Eq. (6.41) torna-se:

- miwiA® /T — 72 A2 7r

= or (1 — 2 A%)372
_ _muA (6.43)
2(1 —y54%)’ '

como queriamos demonstrar.
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6.2 Oscilador harmonico amortecido ¢g-deformado

O modelo mais simples de um oscilador harmonico amortecido no formalismo cléssico
apresenta, além da forca restauradora linear, uma forca de viscosidade proporcional a
velocidade da particula: f, = —mgAv, onde A\ > 0 é a constante de amortecimento.
Consequentemente, fazendo A = 2 e considerando a forca de viscosidade, obtém-se a

equacao de movimento para o oscilador harmonico amortecido
i+ 2B + wix = 0. (6.44)

Extensoes deste modelo aparecem em varios outros problemas da fisica, desde mecanica
quantica [255, 256] a modelos cosmoldgicos inflaciondrios [257].

Sistemas submetidos a forcas de viscosidade podem ser discutidos através do for-
malismo lagrangiano a partir de diferentes consideracoes, de modo que uma discussao
pertinente é determinar a expressao da lagrangiana que leva a equacao de movimento de
um oscilador harmoénico amortecido. No livro The Theory Sound, o fisico inglés John Wil-
liam Strutt (Lord Rayleigh) introduziu ad hoc na equagao de Euler-Lagrange um termo

relacionado a forgas dissipativas [258]:
——— — — 4+ — =0, (6.45)

onde F é chamada de fungao de dissipagao de Rayleigh [141]. Por exemplo, seja a lagran-
giana de um oscilador harmonico simples L = $mgi? — $ka?, e F = imoAi?, com X = 203,
a equacao acima nos leva a equacao de movimento de um oscilador harmonico amortecido
unidimensional (6.44).

Outros métodos podem ser encontrados na litetatura para se obter a equagao de mo-
vimento (6.44) a partir do principio variacional: aplicacao de uma lagrangiana em funcao
de coordenadas e velocidades complexas [259], ou lagragiana com alguma dependéncia
temporal especifica [260].

Mais especificamente, para este segundo exemplo, os efeitos de amortecimento sao
incorporados ao oscilador harmonico simples através de um fator exponencial na lagran-
giana do caso usual, e é chamada comumente de lagrangiana de Bateman. Em (255, 256],
o respectivo problema no formalismo quantico foi analisado, e no qual o operador hamil-
toniano é chamado de hamiltoniano CK, em referéncia a Caldirola e Kanai. De acordo
com Bassalo et al. em [235], nao existem dividas que estas formulagoes lagrangiana ou
hamiltoniana representam um modelo relevante do ponto de vista metodoldgico, apesar
de alguns conceitos ambiguos na sua aplicacao a sistemas fisicos nos formalismos classico
e quantico.

Ademais, devido ao carater complicado das forcas de atrito, um grande nimero de mo-
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dificagoes no termo de amortecimento podem ser propostas. Algumas destas modificacoes
sao feitas através da troca da derivada usual na Eq. (6.44) por derivadas fraciondrias
[261, 262] e g-derivada de Jackson [263].

No contexto da g-algebra associada a mecanica estatistica nao extensiva, alguns osci-
ladores deformados tem sido investigados. Por exemplo, em [264], os autores propuseram
uma lagrangiana que leva a sistemas classicos com coeficiente de viscosidade dependentes
do tempo. Neste caso, uma lagrangiana de Bateman g-deformada, com o fator exponen-
cial substituido por um fator g-exponencial, recupera o caso usual no limite ¢ — 1. Em
[265, 266], a dinamica nao extensiva para um sistema quantico dissipativo é descrito por
um hamiltoniano CK deformada.

Propomos aqui um oscilador harmonico amortecido classico deformado utilizando a
g-derivada dual (2.116), que estd associado a sistemas com massa dependente da posigao
e um coeficiente de viscosidade dependente da posicao. Apesar de nos restringirmos ao
formalismo clédssico, desenvolvimentos da quantizacao para este problema podem vir a ser
implementados.

Portanto consideremos a lagrangiana de um oscilador harmonico com massa depen-
dente da posicao m(z) dada por

1 1
L= §m(x)x2 - 5/@372, (6.46)

e uma fungao de dissipacao de Rayleigh deformada

1
.Fq = §m0)\q($)m'2. (647)

A partir da Eq. (6.45), obtemos a equagao de movimento
.. 1 / . .
m(x)i + 5m ()@ + moAy(z)t + kx = 0. (6.48)

Para a fungao m(z) = mg/(1 + v,2)* e com A\ (z) = 28/(1 + v,7), a equagao acima pode

ser escrita em termos da g-derivada dual (2.116):
D2 x+2BD,,x +wiz = 0. (6.49)

Esta equagao de movimento corresponde a de uma particula de massa dependente da
posicao submetida a uma forga restauradora —kz e uma forca de viscosidade f,.) =
—moAg(2)E = —2mofSi/(14+7,x), e que recupera o caso do oscilador harmoénico amortecido
usual (6.44) para v, = 0.

A solucao da equacao acima foi obtida numericamente através da aplicacao do método
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de Runge-Kutta de quarta ordem [267] ao sistema de equagoes equivalente

T = v,
= PYQ—UQ —2B(1 + ygz)v — (1 + 77) wiz.
1+,

(6.50)

A Figura 6.12 mostra a evolucao temporal da posi¢ao e da velocidade do oscilador
amortecido deformado para v,A = 0.90, e razao f/wy = 0.2, 1.0 e 2.0. Os casos usuais
v,A = 0 para cada uma das diferentes razdes 5/wy também sao mostrados. Observamos
que as curvas x(t) e v(t) tém um comportamento similar aos casos usuais de subamor-
tecimento (5 < wp), amortecimento critico (f = wy) e superamortecimento (8 > wy), no
entanto o efeito da massa dependente da posicao leva a um decaimento mais lento para o

equilibrio do sistema.

1.0
< 0.5 <
0.0
05 W/ . . |
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0
t/ro t/z'O

Figura 6.12: Fungoes da (a) posicao z(t) e (b) velocidade v(t) do oscilador amortecido deformado
com v A = 0.90, e f/wp = 0.20, 1.0 e 2.0. As curvas apresentam comportamentos similares aos
casos de subamortecimento (5/wp < 1), amortecimento critico (5/wg = 1) e superamortecimento
(B/wo > 1). Também sao mostradas as respectivas curvas para o oscilador com massa constante
(74A = 0) para comparacao (curvas tracejadas).

A Figura 6.13 mostra o diagrama de fase (x,v) e o espago de fase (x,p) do oscilador
harmonico amortecido deformado para v,A = 0.90, e razao /wy = 0.1, e cuja condicao
inicial é zp = A e vy = 0. O caso sem amortecimento, mas com mesmo valor de ~,A,
também é mostrado para comparacao. Devido ao efeito da massa dependente da posicao
vemos que o diagrama de fase e o espaco de fase tem formas geométricas diferentes.
Notemos que no caso de amortecimento, as curvas espiram até a posicao de equilibrio,
de modo que (0,0) em ambos espago e diagrama de fase é o atrator para a dinamica do

sistema.
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Figura 6.13: Diagrama de fase (a) e espago de fase (b) do oscilador amortecido deformado para
valores de 7,4 = 0.90 e f/wp = 0.10. O caso do oscilador deformado sem amortecimento é
mostrado para comparacao. As formas do diagrama de fase e do espaco de fase sdo diferentes
devido ao efeito da massa dependente da posicao. No caso de amortecimento, as curvas evoluem
até o atrator (0,0) em ambos espago e diagrama de fase.

A taxa de dissipacao de energia do sistema é dada por:

% = % (%m(m)dEQ + %kﬁ)
_ %m’(x)x'3 - m(z)id + ki
_ (%m’(x)j:z +m(2)i + k:cx) i
_ (%m/(a:)x'?’ () mo)\q(x)x') i
= —moAy(2)i?. (6.51)

Uma vez que a Eq. (6.49) estd associada a A\,(z) = 23/(1 + v,x), temos que:

—_— = . 6.52
dt (1 + fqu) v (6.52)

A Figura 6.14 mostra a evolugao temporal da energia F e da taxa de dissipacao de energia
dE/dt para v,A = 0.90 e f/wy = 0.10. O caso usual (7,4 = 0) para o mesmo valor de
B /wo é mostrado para comparagao. Observamos que similarmente ao caso usual, a taxa de
dissipagao de energia dE/dt torna-se nula quando a particula atinge maxima amplitude e

tem velocidade nula; no entanto, dF/dt nao é um méximo quando a velocidade é maxima.
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Figura 6.14: (a) Energia total (E = T + V) e (b) taxa de dissipacao de energia dE/dt do
oscilador amortecido deformado para v,A4 = 0.90 e §/wy = 0.10. O caso 7;A = 0 é mostrado
para comparagao.

6.3 Variaveis acao e angulo para o oscilador

g-deformado

O estudo de sistemas periddicos sao de grande importancia em diversos ramos da fisica.
As frequéncias destes sistemas podem ser obtidas através da teoria de Hamilton-Jacobi
através das varidveis acao e angulo [141], ndo sendo necessario obter as solugoes analiticas
do movimento.

Durante a fase de transicao da “velha teoria quantica” marcada pela hipdtese de

Planck (1900) para a quantizagao da energia até formulagao da teoria quantica com as
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contribui¢oes de Heisenberg, Born, Dirac e Schrodinger, um método bastente comum
para se obter os niveis de energia de sistemas microscopicos consitia na condi¢ao de
Bohr-Sommerfeld, onde a variavel acao deveria ser proporcional a multiplos inteiros da

constante de Planck A divida por 27, isto é,

AL (6.53)
27

na qual v é em geral um nimero inteiro nao nulo. No entanto, para potenciais com duplo
ponto de retorno, por exemplo, o potencial quadratico que estamos interessados, o niimero
v deve ser um semi-inteiro. Estas propriedades podem ser obtidas como consequéncia
das condigoes de contorno da aproximagao semicldssica da fungao de onda (aproximagao
WKB). Na Secao 4.7, solugoes deste tipo para sistemas com massa dependente da posi¢ao
foram apresentadas. A caracteristica desta condicao esta no fato de se poder obter os
niveis de energia sem necessidade do conhecimento da funcao de onda. A seguir aplicamos

estas ideias ao problema do oscilador harmonico deformado.
No caso de sistemas com um grau de liberdade e a massa dependente da posicao que

temos tratado nesta Tese, a variavel acao pode ser definida pela grandeza

1

I, = — d
/ 27 ciclop<x) v
1
= o [p(x)]quodqx, (6.54)

ciclo

onde utilizamos nesta tltima equacao as relacoes

p(x)dz = +/2m(x)[E - V(z)|dx
n V2mo[E — V(z)]dx
L+ 42
= +/2mg[E — V(z)|d,a. (6.55)

Desta forma, a definicdo da varidavel acao para o sistema com a massa dependente da
posicao é escrita através de uma g¢-integral em um ciclo da trajetoria da particula no
espaco de fase, que chamamos de uma acao deformada. Notemos também que a variavel
acao deformada é uma funcdo dependente da energia E, i.e., Z, = Z,(E), e que corresponde
geometricamente a drea no espago de fase (z,p) para sistemas com a massa dependente
da posicao.

A teoria de Hamilton-Jacobi baseia-se em uma transformagao canonica que conecta
as coordenadas generalizadas e momentos canonicos, antigos (z,p) e novos (X, P), por
meio da fungao geratriz S(z, P,t) = W(x, P) — Et. A transformagao é tal que as novas
variaveis X e P sao constantes. Tipicamente, a energia E ¢é escolhida como um momento

canodnico constante. Desta forma, escrevendo £ = E(1,), a funcao geratriz S(z, E, t) pode
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ser substituida por S(z,Z,,t) = W(x,Z,) — E(1,)t. Neste caso S(x,Z,,t), conecta as novas

e antigas variaveis através das equacoes:

0S(x,Z,,t)  OW(z,Z,t)

p= 5 _ - 7 (6.56a)
e
oS(z,Z,,t) OW(x,Z,,t) dE
X — ) +q> _ ) =q> _ 2y s ) )
oL, o, dfqt d = constante (6.56b)
A variavel angulo deformada é definida por
OW(x,Z,)
O, = ————=. (6.57)
I 0z,
Para ¢, verifica-se que
_ dE(Z,
Wy = Qg = % (6.58)
q

Logo, ¢,(t) = w,t + J. Assim como em sistemas de massa constante, ¢, varia em 27 a

dp
A = dp, = 44
Spq %iclo gpq fi}iclo al‘ !
S (Y0 o,
B ciclo 8ZE an B 61(1 ciclo 8x

0 0
- a—zqi'idop“)dx = oz, )
= 2. (6.59)

cada ciclo. De fato,

Através da variavel angulo deformada, temos que o periodo de oscilacao de um sistema
periodico é 7, = 2m/w,. Vemos, entao, que para calcular o perfodo de oscilacdo de um
sistema periddico com massa dependente da posicao, basta calcular a varidvel acao defor-
mada (6.54) e utilizar a Eq. (6.58) para obter a frequéncia de oscila¢ao do sistema.

Como aplicacao, consideremos o problema do oscilador harmonico com massa depen-
dente da posigao discutido neste Capitulo. Calculemos inicialmente a variavel acao para
este oscilador, onde substituindo a Eq. (6.7) na Eq. (6.54), temos

7, - i mowox/m dx
27 Jeiclo L+ vz

mowo [ VA2 — 22 e

= 6.60
T Joa 1+ ( )
Pela mudanga de varidvel = Acosf,, vem que
AQ 2 2 0
7, = 100 / S E— (6.61)
27 o 1+y,Acosb,
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e pela relagdo (6.37), obtemos

MoWo
7, = 20 (1 /1-z2a2)
Yq

292F
_ Moo <1— - T > (6.62)

2
mwg

onde utilizamos A? = 2F /mow? na equagao acima. Podemos observar que quando 7,4 =
0, a varidvel acdo torna-se igual a F/wp, como esperado para um oscilador harménico

simples. A frequéncia de oscilacao do oscilador harmonico deformado é

4B (dT,\"' | 2iE
Yo T dZ, \dE o mowd

= woy/1 —2A2 (6.63)

que estd em acordo com o periodo de oscilagdo dado pela Eq. (6.14), obtido a partir da

propria equagao de movimento.

Para o caso do oscilador deformado, a condi¢ao de Bohr-Sommerfeld é

T, = (n + %) h, (6.64)

sendo n um nimero inteiro. Igualando a equagao acima com (6.62), obtemos:

1 hQ 2 1 2
E, = hwy (n + 5) _ (n + 5) (6.65)

2m0

conforme obtido em [32] a partir da solugao da equacao de Schrodinger independente do
tempo para o correspondente problema, e utilizando o operador momento linear genera-
lizado nao hermitiano (4.2).

No estudo do oscilador harménico quantico, uma grandeza de interesse é x3 = h/mqwy,
e a energia do estado fundamental €y = fiwy/2. A partir da condi¢ao E, < W, obtemos
que o numero de estados ligados é restrito pela condigdo 0 < n + 1/2 < mowy /’ygh, ou
ainda,
%%

< g—oq (6.66)

0<n+

N | —

Temos também que os niveis de energia do oscilador deformado satisfazem

hio 1
E > — —]. .
"> (n+2) (6.67)

Diferentemente do oscilador harmonico quantico simples com massa constante, a quanti-

dade de estados ligados, e consequentemente o nimero de niveis possiveis, é limitado e
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devem satisfazer a condigao (6.67). A diferenca entre dois niveis de energia consecutivos

do espectro é dada por

h22
AEn:En—l-l_En:mO_nyq

o (n+1), (6.68)
de forma que os niveis de energia nao estao igualmente espacados como no oscilador
harmonico simples, e tendem a ficar mais préximos quando n cresce.

Os niveis de eneriga do oscilador harmonico quantico com massa dependente da posicao
dados pela Eq. (4.80) sao idénticos aqueles de uma particula de massa constante sujeita ao
potencial de Morse (6.17) como esperado, uma vez que estes sistemas podem ser mapeados
de um para o outro pela transformacao canonica (4.153). Na Eq. (6.65), o parametro v, que
controla a dependéncia da massa com a posicao esta elevado ao quadrado, portanto, temos
que os niveis de energia F, sao simétricos em rela¢ao a mudanga -y, — —,. Desta forma,
uma vez que 7, define se o espago deformado é contraido (v, > 0) ou dilatado (v, < 0),
a energia é simétrica sob contragdo ou dilatagao. Para v, = 0 (W, — 00), reobtemos os
niveis de energia de um oscilador harmoénico simples no formalismo quantico. A Figura
6.15 mostra o potencial de Morse (6.17), assim como os niveis de energia de estados ligados
para uma particula com massa constante submetida a este potencial, e equivalentemente

do oscilador harmonico com massa dependente da posicao, para y,z9 = 0.30.

12.0 \

]
I '7
N \ |
]
|

©

S

/
/

W
o T
o]
o

oo~ . . N7 |
150 -100 -50 00 50

xq/xO

X, = 0.30

Figura 6.15: Niveis de energia dos estados ligados do potencial de Morse, e equivalentemente
do oscilador harmonico com massa dependente da posigao, para v,z9 = 0.3, onde xg = h/mowo
e g9 = hwp/2.
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6.4 Oscilador harmonico quantico ¢-deformado

Na Segao 6.1 analisamos o problema do oscilador harmonico simples com massa depen-
dente da posicao no formalismo classico. Nesta Segao resolvemos a equagao de Schrodinger
para este tipo de sistema no formalismo quantico. Obtemos suas autofungoes e o espectro
de energia correspondente. Calculamos os valores esperados dos operadores posi¢ao e mo-
mento, e de seus respectivos quadrados, cujos resultados sao comparados pelo principio
da correspondéncia com aqueles obtidos no formalismo cldssico anteriormente. A partir
disso, analisaremos o principio da incerteza para este sistema.

Considerando o problema do oscilador harmonico quantico com massa dependente da

posicao dada pela Eq. (4.80), o operador hamiltoniano deste sistema é

A

1 1
H = o— [(1+7@) " ?p(1 + 74@)p(1 + 748)?] + smowid?, (6.69)

2m0 2
associado ao operador momento linear hermitiano p, dado pela Eq. (4.55). A corres-
pondente equacao de Schrodinger independente do tempo (4.86) associada ao operador
hamiltoniano (6.69) na base {|z)} é

W21+ yg2)* d®P(x) WPyl + 7,7) di(z) hQV? 1

_ _ - B
2mo dz? mo dz 1/1( )+ mowo () (),
(6.70)

onde (z|a) = 1(z). Mais uma vez temos uma equagao linear com coeficientes variaveis.

Para determinar as solucoes da equacao diferencial acima, facamos a mudanca de variavel

z = 2d[exp,(x/€)]' " = [2d(1 + 7,2)]+, (6.71)

onded =1/ x?ﬁg, e z = 0 para x < —1/7, em consequéncia da defini¢do da g-exponencial.

Notando que para x > —1/~,, obtemos a partir da regra da cadeia

dy(x) _ di(z)
. = 2’qu P (672&)
) d*P(x) 2 pd*P(2)
Segue que:
d?e dy 1 1 2moE
2 2 2
Fo 22’@ + Zlﬁ(z) — Z(Z —4dz + 4d°)Y(z) + h2—ﬁ¢(2) =0. (6.73)
Uma vez que
1 202 2
2 _mgw” moWg, (6.74)

wy Mg WG
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e fazendo

b\>  2mo(W, — E)

b E
—_— = _— = — ~2 A2
5d (/1 : 1 —~q2A2 (6.76)

Com isso, a Eq. (6.73) pode ser escrita como

temos

&2y 2dy  (d 1 -1 B
= w*(;—z— = >¢<Z>—0' (6.77)

Seja agora

Y(z) = Ae7#20" V2R (2), (6.78)

onde F(z) é uma funcao continua de z, e A uma constante de normalizagao. Temos que

dp(z) e e 1 b-1 1 dF(z)
dz Aez F(z) 2+ 2z +F(z) dz

- o) [+ e rs ), (6.79)
e
di;[;(;) AT {_ % ) b2—21 ) Fzz) dFdiz)F
+ AeTOTIRE(2) _bz;l - ng) dzc];(;) B <Féz) dfziZ))z
- E - (64_221 L b2_zl B 62;21 * ”2;(5”22” - Fzz) d2di(zz) - (6:80)

Substituindo (6.79) e (6.80) em (6.77), obtemos que F(z) satisfaz a equagao diferencial

d*F(z) dF(z) b 1
b+1— d—=-—=]F(2)=0 6.81
cuja solugao sao os polinémios associados de Laguerre (veja Apéndice C), ou seja, F(z) =
LY(2), onde n = d — Y — 1 ou ainda,

b = 2d—1—-2n
2
- S —1-2m>0 (6.82)
‘CEO'-Yq

A Eq. (6.82) é equivalente a condi¢do (6.66). Para obter os niveis de energia F,,
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substitui-se (6.82) em (6.75), e mostra-se que

1 via? 1
1\ 1\’
— g (n+ 5) ~ <n+ 5) , (6.83)

cujos os niveis de energia sao iguais aqueles dados pela Eq. (6.65), obtida anteriormente

pela condicao de Bohr-Sommerfeld de forma independentemente da solucao da equacao de
Schrodinger. Uma “amplitude quantica” a, , para o oscilador deformado pode ser definida

de modo que

1
E, = §mw§ai7q. (6.84)
Portanto, temos que
2 2 2%
Upg = To(2n+1) |1 - T(Zn +1), (6.85)

e B, /W, =~al.

Similarmente como acontece na solugao da equacao de Schrodinger para o atomo
de hidrogénio, cuja expressao da fungao de estado envolve os polinomios associados de
Laguerre, a funcao de estado para o oscilador harmonico com massa dependente da posicao
que temos tratado aqui também esta relacionada a estes tipos de polindbmios. Do ponto de
vista matematico, em ambos os sistemas, sao os parametros dos polinomios de Laguerre
que definem o nimero de estados ligados. No caso do problema do atomo de hidrogénio,
temos um numero infinito de estados ligados, enquanto que para o oscilador harmonico
quantico ¢-deformado, o nimero de estados ligados é finito. Do ponto de vista fisico, a
explicacao estd no fato de que para o atomo de hidrogénio cujo potencial coulombiano
¢ V(r) = —K/r, onde K > 0, os autoestados podem ter energia £ no intervalo —oo <
E < 0, e consequentemente obtém-se um numero infinito de estados ligados possiveis.
J& para o problema do oscilador harmoénico ¢-deformado, vimos que os niveis de eneriga
sao ideénticos ao de uma particula submetida a um potencial de Morse, cujos estados
ligados devem obedecer a condicao 0 < E < W, (ou Eq. (6.82)), o que leva a um nimero
limitado de estados ligados possiveis. E exatamente o segundo termo da Eq. (6.83) que
leva a limitagao do nimero de estados ligados uma vez que estes estados devem satisfazer
a condicao £ > 0.

As solugbes para a equagao (6.70) sao dadas por

An —d(14+qx) b/27 (b
i Ch— @) (2d(1 4 v,2)] 2L (2d(1 + v,2)), = > —1/~,
bul) = Tt [2d(1 + v47)] (2d(1 + 7q)) /Y (6.86)

07 T < _1/7‘1

onde A, é a constante de normalizacdo. Para derminda-la, consideremos a condicao de
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normalizagao
| i@ =1 (687

ou seja,

ee 1
[0 i )LD (L 4 ) P =1 (059)
—1/74 1 + YqT

Pela mudanga de varidvel dada pela Eq. (6.71), obtemos

1 <2 _, oo dz
i — 2 e L) ()12
il B e B0
1 o
= —/ e 22 LY (2))%dz. (6.89)
Yq Jo

Conforme mostramos no Apéndice C, a integral no lado direito da equagao acima é dada

por:

> 1 b)!
/ e LY (2))%dz = - (n+b) : (6.90)
0 b nl

Desta forma, obtemos que a constante de normalizacao é

A2 = byq(nnT!b)!. (6.91)
Através do uso do operador momento linear hermitiano p, dado pela Eq. (4.55), podemos
obter as solugbes normalizadas ¢, (z), que diferem daquelas obtidas por Costa Filho et
al. [32] utilizando o operador momento linear nao hermitiano p;, dado pela Eq. (4.2), mas
que coincidem com a solugao obtida por Vubangsi et al. [166] que utilizaram o operador
momento linear hermitiano.
Uma outra forma de obter as fungoes de onda para o oscilador harmoénico quantico
com massa dependente da posigao é utilizar a transformacao canonica (4.71), conforme
discutido na Segao 4.3. Neste caso, a equacao de Schrodinger independente do tempo na

base {|z,)}, torna-se:

W dPo(xy)

—QqTq __ 2 _
2mg  dx? + Wle 1) () = Ep(zy), (6.92)

que como no caso classico, a transformacao canoénica (z,p) — (Z,,p,) mapeia uma
particula de massa dependente da posigao m(z) dada pela Eq. (4.80) submetida a um
potencial quadratico em uma particula de massa constante mq submetida ao potencial de
Morse (6.17).

A solugao analitica da Eq. (6.92), resolvida pelo fisico norte-americano Philip M.

Morse em 1929 para determinar os niveis de energia de moléculas diatomicas, pode ser
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encontrada no seu artigo original [251], e é dada por:
p(wg) = A e 2L (g) LY (2(2y)), (6.93)

com z(x,) = 2de’@. A partir da condigdo de normalizagao

| eiwontein, =1 (6.94)
e da relagao (6.90), mostra-se facilmente que A, = A,,.

Este método foi utilizado por Costa Filho et al. [32] para obter as solugoes da equagao
de Schrodinger deformada (4.103) baseada no operador momento linear deformado nao
hermitiano (4.2) em um potencial quadratico. Os resultados sugerem que, apesar dos
operadores utilizados em [11, 32] ndo serem hermitianos, eles levam ao mesmo espectro
real daqueles obtidos através da definicao de operadores hermitianos.

Para o caso da aplicacao de sistemas hermitianos que temos tratado nesta Tese, as
solugbes dos sistemas representados pelas Eq.’s (6.70) e (6.92) estdo conectadas pela

Eq. (4.93), ou ainda,
Pq(@) = p(aq(2)) = (@) /1 + 7. (6.95)

As fungoes de onda ¢, (z) satisfazem a equacao de Schrédinger deformada independente

do tempo

1
— _Oqu%(x) + §m0w§x2<pq(:c) = Ep,(x). (6.96)

Alternativamente, a solucao da equagao acima poderia ser obtida de forma similar a que

utilizamos para obter a solugao ¥ (x) de (6.70), tal que
Ogn(2) = ALe #2222 LO)(3), (6.97)

No caso do oscilador harmoénico simples para uma particula de massa constante, a

solugao da funcao de onda no estado fundamental (n = 0) é a gaussiana

[Yo(@)] |10 = L) (6.98)

1/2
7T1/4:E0/

Para o oscilador harménico deformado no estado fundamental (n = 0), temos que a
constante de normalizacao é Af = by,/bl = 7,/(b — 1)}, com b — 1 = 2[1/(2577) — 1], e

portanto, a funcao de onda é dada por:

1/2

vo(z) = 2 o~ (H12) /23 [

w2 (5 -1)]!

2
1—|—”yx}
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Obviamente, a fungao de onda do estado fundamental nao é mais uma fungao gaussiana.
Podemos mostrar que esta funcao de onda recupera o caso usual para ”yq = 0. De fato,
tomando o logaritmo natural de 1o(x), observando que o binomial [2(1/7725—1)]! torna-se

muito grande no limite v, — 0, e utilizando a férmula de Stirling
In(N!) ~x NInN — N + In(v27N) (6.100)

valida para N > 1, temos que

1 2 1 1 1
Inyo(z) = =In 5] — —1)In|2 s— 1) |+ 551
2 YaTo Y2 Vixg V3Ts
1 1 1 1 2
__1n{4ﬂ<2 _1”_ *jg%( —1>ln(22)
4 qu‘TO ’qu'o /anjO /quo

+( ! 1)1(1+ )
— n Y4
3% !

1 1 1 1 1
E—— — ~In(z) — 1) (1 = 722) 4 —— — =1

3 10320) = 3106r0) = ( 230z =1) (1 =23 + s — 1)
1 1 1 x

—Z1n(1 — 2.2 21 2,2y -
4 n( PquO) + 4 n(7q$0) fygxg fyqx%

1

+ - 1) In(1 + 7,x), (6.101)

(73:63 !

ou ainda,

1 3 1 1
1 = ——In(rzg)—( 1 = — In(1—~2z] —1)In(1 :
(6.102)
A partir da expansao em série de Taylor In(1 4+ y) =y — % + y; + ..., valida para |y| < 1,

segue que:

1 3 Vg
] = ——In(rzd) 22 a0
n4o(7) 4 n(mo) - ( %%) " (4 vqfro) ( aChr

1 2
—1 _Jat
- (73?63 ) (W 2 + )
1 g% 373%0
- —2] 1 14240 _“la
: n(mco) ( + ’quo) + ( + 5 1 +

N T x2
Yewd 203 "

a? Vg%
= ——In(mwzy) 52 Vo~ q4 + ... (6.103)
0

206



Capitulo 6: Oscilador harmoénico g-deformado

Desta forma, para o estado fundamental n = 0, com |y,2| < 1, a fungao de onda torna-se

C, e " x?
tho(w) = —— 5 exp (——) : (6.104)
0

71'1/41’ 21‘(2)

onde C, é constante de normalizacao da fungéo de onda. Uma vez que [ |[ho(x)|*dx = 1,

—~2y2 .
obtemos C, = e %%/2 ¢ assim

1 (x4 y,22)?
que corresponde a uma gaussiana centrada em x/xo = —v,22. Fazendo 7, — 0 para a

expressao acima, reobtemos a fungao de onda (6.98).

A Figura 6.16 mostra a fun¢ao de onda (—1)"¢,(z), e a densidade de probabilidade
p(x,t) = |n(z)]* do oscilador quéantico deformado para diferentes parametros v,zo. O
caso do oscilador harmonico simples com massa constante (y,290 = 0) é mostrado para
comparagao. Para v,7o > 0, os picos de ¥, (x) e |1, (z)]* tendem a ser deslocados para
esquerda, similar ao que acontece com a densidade de probabilidade Ppjsssica() N0 caso
classico. O efeito da massa dependente da posicao que temos tratado neste trabalho que-
bra a propriedade de pariedade que existe na funcao de onda do oscilador com massa

constante, ou seja, temos que ¥, (—x) # (—1)"),(z) para y,x¢ # 0.
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e n=0 06/
> neal yx =040
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Figura 6.16: Autofungoes v, (x) (coluna da esquerda) e as respectivas densidades de probabili-
dade |1, (2)|? (coluna da direita) de uma particula com massa dependente da posicio dada pela
Eq. (4.80) em um potencial quadrético para diferentes valors de y,20 (0 caso usual y,29 =0 é
mostrado para comparacao). (a) e (b): n = 0 (estado fundamental), (c) e (d): n = 1 (primeiro
estado excitado), (e) e (f): n = 2 (segundo estado excitado). (g) e (h): n = 3 (terceiro estado
excitado).
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Capitulo 6: Oscilador harmoénico g-deformado

A Figura 6.17 mostra que para numeros quanticos grandes, exemplificados aqui com
n = 10, a média da densidade de probabilidade quantica |, (z)|? tende a se aproximar
da densidade de probabilidade classica Psssica(®) dada pela Eq. (6.23) com a,, no lugar

de A.

1.5

7,%,=0.20

12 n=10

< 09

Q [ X P (X
2 0.6 0 d

0.3

0.0 A L)Y NN
60 -40 -20 00 20 40 60
X/X,

Figura 6.17: Densidade de probabilidade para uma particula com massa dependente da posicao
dada pela Eq. (4.80) em um potencial quadrético com zyy, = 0.20 no estado n = 10. Também
¢ mostrada a densidade probabilidade cldssica para uma mesma energia, tal que A = a4, onde
aqn ¢ a amplitude quantica dada pela Eq. (6.85). As linhas verticais pontilhadas correspondem
axr==xan,.

Similar ao que foi feito para uma particula em um poco de potencial quadrado infi-
nito bidimensional, podemos estender os resultados discutidos aqui para um oscilador
bidimensional deformado, cuja densidade de probabilidade é dada por p,n.,(zr,y) =
|V, (2)n, (y)|?. As Figuras 6.18 e 6.19 mostram respectivamente as densidades de proba-
bilidade em diferentes estados (n,ny) para valores de v,a9 = 0 (caso usual) e 0.2, onde
ap = h/mowy. Como no caso unidimensional, a densidade de probabilidade py, »,(x, V)
para y,ap # 0 torna-se assimétrica devido ao efeito da massa dependente da posi¢ao. O
analogo 6ptico deste oscilador bidimensional poderia ser aplicado ao estudo da propagacao

de feixes gaussianos em meios nao homogéneos [150].
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4.0 0 :
-40 -20 00 20 40 -40 -20 00 20 40
X/a0 X/ao

4.0

4.0 .
-40 -20 00 20 40 -40 -20 00 20 40
x/ao x/a

40 -20 00 20 : 40 -20 00 20 40
x/a0 x/a

4.0 4.0
-40 -20 00 2.0 . -40 -20 0.0 20 40
X/ao X/ao

Figura 6.18: Densidade probabilidade pp, n, (2,9) = |¥n, (2)1ny (y)|> (em unidades de ag?) de
um oscilador harmonico usual bidimensional (y,a0 = 0) nos estados (a) (n1,n2) = (0,0), (b)
(1,0), (c) (2,0), (d) (3,0), (e) (1,1), () (2,1), (g) (2,2), e (h) (3,3). A escala de cores varia de
azul (baixa densidade de probabilidade) para vermelho (alta densidade de probabilidade).
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4.0

20

CUO
s 00

40 -20 00 20 40 O
x/a

0.0
x/a0
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& ) ¢ ) :
OE
o)

°
>,

-40 00 40 80
x/a0

20 00 20 40
x/a0

20 00 20
></a0

-20 00

x/aO

20

Figura 6.19: Densidade probabilidade py, n, (2, y) = [thn, ()%, (y)|? (em unidades de ay?) de um
oscilador harmonico deformado bidimensional para v,a9 = 0.2 nos estados (a) (n1,n2) = (0,0),

(b) (1,0), (¢) (2,0), (d) (3,0), (e) (1,1), (f) (2,1), (g) (2,2), e (h) (3,3). A escala de cores varia
de azul (baixa densidade de probabilidade) para vermelho (alta densidade de probabilidade).
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Capitulo 6: Oscilador harmoénico g-deformado

Os valores esperados de (Z), (2%), (p) e (p?) para o oscilador harmonico deformado séo

dados, respectivamente, por

() = —%Z <n + %) : (6.106a)
(@) = mhw (n + %) , (6.106b)
(p) =0, (6.106¢)

2 (n+3) [1 = n2ad (n+ )] + 28 (2 +”+1)}
= mowoh 5 . 6.106d
1= o | 2 a3 (B — O 01000

A demonstragio é feita no final desta Secao. Notemos que (i?) e (p) tem a mesma ex-
pressao do caso usual (7,29 = 0). Podemos também ver claramente que no limite v,zo — 0,
temos que os casos usuais (2) = 0 e (p?) = mowoh(n + 3) sdo recuperados.

Pode-se mostrar que de acordo com o principio da correspondéncia, no limite A — 0,
as Eq.’s. (6.106) coincidem com Eq.’s. (6.24), obtidas pelo correspondente problema no
formalismo cldssico. De fato, a partir das Eq. (6.75) obtém-se uma relagao entre a4, b e
d:

1— 2= /1—n2a2 (6.107)

Da Eq. (6.82), e utilizando a relagao (6.107), temos que:

1 b 1 b
L A -2
"3 ( 2d> 7q2x3< 2d)

= (1 1-nga,). (6.108)

Dividindo a Eq. (6.106a) por a,,,, e utilizando a equagao acima, obtemos:

7 1—/1—12a?
() To%ng, (6.109)

Qn,q Yqln,q

Similarmente, dividindo a Eq. (6.106a) por a? , e substituindo a Eq. (6.108), temos:

n,q7
(@) _ 1= vi—gan, (6.110)
a, i, '

No limite de nimeros quanticos grandes (n — 00) que corresponde a niveis de energia

elevados (E,/eg — oo ou h — 0), temos E,, — E e a,, — A, e consequentemente as

212



Capitulo 6: Oscilador harmoénico g-deformado

Eq.’s (6.109) e (6.110) se reduzem as Eq.’s (6.106a) e (6.106b), respectivamente.

O valor esperado do operador momento (p), assim como o valor médio do momento
da particula 7, sio ambos nulos. Basta agora mostrarmos que (p?) reduz-se a p2 no limite
h— 0. Sendo n® +n+1= (n+ 3)>+ 2, e substituindo (6.108) em (6.106d), temos:

47
b\? 3
21— — 2
(1-50) 3

(-3 (0 Cw)] s

<ﬁ2> = mowoh

= mowgh

b 2_ 1
I 2 a2

_ Mo ’ el . (6.111)
273 A
L EI- 3% S e
qn,q mwy
No limite A — 0, obtemos
2,2 2
~ mOwoanq
(*) = 535 (6.112)
2(1 - ’Yga%z,q)

que recupera a Eq. (6.24d) fazendo a,, — A para o limite cldssico.

A mesma comparacao também pode ser feita entre os valores esperados das energias
cinética e potencial com os respectivos valores médios dessas grandezas no formalismo
classico. Da Eq. (6.106b) temos que o valor esperado da energia potencial para o oscilador

com massa dependente da posigao é

(V) = Smowj(@®)

- % (n+ %) . (6.113)
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Desta forma, o valor esperado da energia cinética é

(1) = (H) (V)

T A

Evidentemente, os valores esperados <V> sao positivos. Da condi¢ao dada pela Eq. (6.82),
temos que os valores esperados (T') também séo positivos. Notemos que (V) = (T') apenas
para o caso usual 7, = 0. Utilizando a relagdo (6.108), temos que os valores esperados das

energias potencial e cinética em termos da amplitude quantica a,, ; sao, respectivamente,

(V) = Limgwta? <1_ v 1_%%"1). (6.115)

q-n,q

2

7 1 2 2 1_\/1_73%21,(1
(1) = §m0w0an7q \/ 1 - Vr?a?%,q 2,2
Vg% q
= \/1—12a2 (V). (6.115b)

As equagbes acima tem uma forma similar aos valores médios dados, respectivamente,
pelas Eq.’s (6.25a) e (6.25b) para o oscilador no formalismo cléssico.

A dispersao da posicao da particula é dada por

Ax:xo\/(n—l—%) {1—73:153 (n—k%)] (6.116)

e a dispersao do momento linear Ap é simplesmente a raiz quadrada da expressao (6.106d)

uma vez que (p) = 0. A Figura 6.20 mostra, em func¢ao de 7,x¢, (a) a incerteza da posicao
Az, (b) do momento linear Ap, e (c¢) a relagdo de incerteza AxAp para o oscilador
harménico com massa dependente da posicao discutido. Note que AxAp > h/2, uma vez
que os operadores T e p sao canonicamente conjugados e hermitianos, diferentemente do

que acontece em [32], na qual se obtém

Azhp, = h(n+%) (14 74(2))
= h (n+ %) [1 — WZEZLO (n%—%)} , (6.117)
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Capitulo 6: Oscilador harmoénico g-deformado

onde ¥ e P, nao sao canonicamente conjugados, e neste caso AzAp; pode ser menor do
que h/2. Observemos que assim como a energia (6.65), Az, Ap e a relagdo de incerteza
AxzAp sao simétricos por contragao (v, > 0) ou dilatagdo do espaco (7, < 0), uma vez
que 7, estd ao quadrado nas expressoes de Az e Ap. Para y,z9 = 0, temos uma relagao

de incerteza minima.

N
o

AXI(hIm o) "2
=P
o a1

o
()

10 -05 00 05 10

Ap
o
S

Figura 6.20: Para os estados n =0, 1, 2 e 3 do oscilador deformado, temos em funcao de ~y,o:
(a) a incerteza da posigao Az, (b) a incerteza do momento linear Ap, e (c¢) a relagao de incerteza
AxAp. Para y,20 = 0, temos que AzAp é minimo para cada estado e recupera o caso usual tal
que (ATAp)y,zo=0 = (2n + 1)h/2.
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Capitulo 6: Oscilador harmoénico g-deformado

Demonstracao das equagoes (6.106):

A seguir fagamos a demonstracao dos valores esperados de (), (2%), (p) e (p*) para o

oscilador quantico deformado discutido nesta Secao.

e Eq. (6.106a):

O valor esperado do operador posicao & para o oscilador harmoénico deformado é obtido

a partir da integral:
o0

(@) = (nlgn) = [ 4 (x)ag,(v)dz, (6.118)

e
dado que 9, (z) = 0 para x < —1/~,.
Fazendo a mudanga de varidvel (6.71), temos = = (z — 2d)/(27,d), e dz = dz/2v,d,

@ = /mw:;@) (55
G d / Un(2)2tn(z /w Yu(2)dz.  (6.119)

A partir das fungao de onda escrita em termos de z

segue que:

7) e )2jjd

Yn(2) = Ap(2d)' e 0"V L0 (2), (6.120)
temos
A~ Ai 2d o0 _ Ai 2d 2 00 . -
<l’> = (27(d)2/0 e zb[Lng)(z)]QdZ_ (2/5 d))2 /0 o7 sb I[Lgb)(z)]QdZ. (6.121)
e q

Uma propriedade importante dos polindmios associados de Laguerre ¢ dada pela integral

(C.8)

0 |
/ e 2LV (2) LY (2)dz = (n+ b)'5n7m. (6.122)
0

n!

Utilizando a relagao (6.90), e a expressao (6.91) para a constante de normalizacao, segue

que:

@) = bygn!  2d  (n+b)!  byn! (2d)* 1(n+Dd)!
 (n+b)!(29,d)? ! (n+0)! (2y,d)?b n!

1 /b 2d —b
- (= _1)== ) (6.123)
e \ 2d 2dry,

Lembrando que b=2d —2n—1ed = 1/m§7§, obtemos:

(3) = — Dl <n + 1) | (6.124)

moWwo 2
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e Eq. (6.106b):

O valor esperado para o quadrado do operador posicao é

(2%) = (n|2*|n) = @/) (z)z%, (z)dz. (6.125)

*’Yq

Fazendo a mudanga de varidvel (6.71), segue que:

@ = / 5 (520 e >2jjd

= Uy (2)2%n(2)d U (2)2n (2
2% / /

4d2
/ U (2)¥n(2 (6.126)
Substituindo (6.103) na expressao acima, temos
2A%2d [ S8AZd% [
SN2\ n —z b+1 L(b) dz — n —z bLb) 2d
@) = ot | e P - 2 [ e opa:
8A2d® [~
+(2%d)3/0 e LWY(2))%dz. (6.127)

Outra integral 1til envolvendo os polinémios associados de Laguerre é a Eq. (C.9) (ver
Apéndice C):

(n+b)!
n!

/OO e " z" 1 [LW)(2)] 2 dv = (n+0)! C2n+b+1)=

n!

(2d), (6.128)

onde utilizamos nesta ultima a Eq. (6.82). A partir das Eq.’s (6.122), (6.90) e (6.128),

temos

2A2d [(n+0)! (n+0)! (n+ b)! 4d?
~2 _ n 2 SRS AN
&) = Gy { a2 - Ad) ]
2d  byn! (n+0b)! 4d? b 4d?
= 2d —4d+ — ) = —2d + —
(27,d)? (n + ) 7l ") T ap 3
1 b 2d —b
= —(1-—) =", 6.129
V2 ( Zd) 2dny; ( )
ou seja,
h 1
%) = - ). 1
) mowWo (n * 2) (6.130)
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e Eq. (6.106¢):

O valor esperado do operador momento linear é:

(p) = (nlpln) / Un( (de)wn() : (6.131)

Fazendo a mudanca de varidvel (6.71) e utilizando a Eq. (6.72a)

G = - w;@)(zm)d@ﬁ%

= —zh/ v ( dd’” : (6.132)

Substituindo (6.120) na expressdo anterior, e lembrando da Eq. (6.79), onde F(z) =
Lg))(z), temos:

-
2

) = —ih(2d)A2 / e IO )P

_ (0)
b—1 n 1 dLy'(z) &
2z LWz dz

1 [ -1 [
= —ih(?d)Ai{—é/o e_zzb_l[Lg’)(z)]?dz%—bT/o e~ 22 (L0 (2))%dz

00 (b)
+/0 e 22 LW (4 )dez( )dz}. (6.133)

No Apeéendice C, apresentamos um conjunto de integrais envolvendo os polindmios asso-
ciados de Laguerre. Pode-se observar que a primeira, segunda e terceira integral acima

correspondem respectivamente as integrais (C.10), (C.12) e (C.11). Portanto, segue que:

R : o[ 1(n+bd)! b—1 2n+b+1 (n+0d)! n (n+0b)!
B} = —ih2d)A, [ % a2 G-t w bbtr1)
. s+ [=(0+1)+2n+b+1)—2n]
= —ih(2d) A2 { 01 —0, (6.134)

conforme a Eq. (6.106¢).

e Eq. (6.106d):

O valor esperado para o quadrado do operador momento linear é:

)=o) = [ e (3 LY vty
S /_ _lwg(x)dggggx)dx (6.135)
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Da mudanga de varidvel (6.71), e utilizando a Eq. (6.72b), temos:
) d*Pn(z) d

2 — —h2/ 2d2
(%) P 2 2, d

N
_ _R(2yd / 0 §22) | (6.136)

A derivada segunda de 1, (z) na equagao acima pode ser escrita conforme a Eq. (6.80)
com F(z) = LY (2). Naquela equagao, d*i),,(z)/dz? possui uma dependéncia em 2L /422,
Por outro lado, da Eq. (6.81), temos que

Ly gy b l—zdLy)
_ o)

= —— 6.137
T2 L (2) P (6.137)
e assim, d*i,,(z)/dz* pode ser escrita como:
&2(2) 1 (=12 b—1 b-1
d=2 V(=) 4 * 422 2z 222
b—1—=z dL%b)(z) n b+1l—=z dLng)(z)
O T T O
2Ly’ (2) dz z 2Ly (2) dz
1 (b-12-2b—-1) b—1+2n 2 dLV(z)
_ 1 _ _ (6.1
¢(2) 1 + 422 2% ZLS)) (Z) dz (6 38)

Notando que b — 1 + 2n = 2(d — 1), e utilizando a expressao (6.120) podemos escrever

que:

d*(z)
dz?

_ An<2d)1/2€_z/22(b_1)/2L7(1b)(Z)

1 (b-1)0b-3) 1-d 2 dLY(2)
- - . 1
8 [4 * 422 T 2LWV(z)  dz (6.139)

Desta forma, substituindo (6.120) e (6.139) em (6.136), o valor esperado do quadrado do

operador momento linear torna-se:

(%) = —h*(23,d) /0 T AL () [i + 0 1(3 s 2_zd

2 4L
- dLn(2) dz
2Ly (z) dz

:_W{i[}m G_ZZb_l[L%b)(Z)]QdZ—f— (1 . d) /OOO e—zzb—2[Lnb)(Z>]2dZ

B B o 00 (b)
+(b 1)(b 3)/ e—zzb—S[L(b)(Z)]2dZ_2/ e_zzb_2L1(1b)(z)dLn dz}. (6.140)
0 0

4 n
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As quatro intregrais que aparecem na expressao acima sao as integrais (C.10), (C.12),

(C.14) e (C.13), respectivamente. Segue que:

o 12 (27,d)%bn! (n+10)! 2n+b+1 (n+0b)
W= [41) P Sl s T i s
2n(3n+2b+1) (n+Db)!
b+2)b+ Dp(b—1) nl
b-=1)b=3)2n+b+12+2n+1)2n+b+1) —n(n+1) (n+0b)!
4 b+2)(b+ )bb—1)(b—2) nl
— 12 (29,d)*b 2 2
4B — Db — 1) {(b -9 -1

+4(* — )1 —d)(2n +b+1) +4(b—2)(2n)(3n +2b + 1)

+b—=1)0b—=3)2n+b+1)*+2n+1)2n+b+1) —n(n+ 1)]}. (6.141)

Apbs algum algebrismo, e utilizando que d = (b + 2n + 1)/2 e dvy; = 1/x§ = mowo/h,

podemos simplificar a equagao anterior, tal que:

e —_i
B =4 1)
hPy2d? 2(n®’ +n+1
- 4;@2— 5 {(2n+1)(b2—1) {b+—< 2n++1+ )H
_ mowoh(2n+1)b+2n +1 {b—i- 2(n2+n+1)]
2 b2 — 4 2n + 1
mowoh [ (b+2n +1)[(2n + 1)b+ 2(n? +n + 1)]
T2 { b —4 ]
~mowoh (2n+1)0? + [(2n+1)2 +2(n? + n+ 1)+ 2(n* + n+ 1)(2n + 1)
2 b —4

[(2n +1)b* +2(n* +n+ 1)b* — (2n + 1)b — 2(n® +n + 1)]

(6.142)

A partir da relagao b = 2d — (2n + 1), equacdo acima torna-se:

mowoh 4d*(2n + 1) — 2d(2n + 1)* + 4d(n2 +n+1)
2 2d — (2n+ 1)) —
mowoh (2d)(2n + 1)[2d — (2n + 1)
2 2d — (2n +1))?
(n+3)d [ ( +31)] + gn +n+1)

(")

+4d(n +n+1)

= mowoh

2)} QAdn +n+1)
(n+ D-%
_ mowoh{( 3) [1—gag (n+ 3 )H%(nunﬂ)}_ (6.143)

[ _Vq% (n—l— )} (7Vgo)*
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6.5 Teoria de perturbacao independente do tempo

para oscilador ¢-deformado

O estudo de sistemas fisicos conservativos em mecanica quantica, ou seja, aqueles
dos quais o operador hamiltoniano H nio depende explicitamente do tempo, é baseado
na equagao de autoenergias e autoestados de H. O oscilador harménico quantico com
massa dependente da posigao que temos tratado é um destes exemplos que se pode obter
analiticamente as solugoes através deste método. Por outro lado, a teoria de perturbacao
independente do tempo de Rayleigh-Schrodinger [152] é uma ferramenta muito importante
para determinar os niveis de energia E,, e os autoestados |n) de um sistema fisico de forma
aproximativa, quando por exemplo a equacao de autovalores e autoestados de H nao pode
ser obtida exatamente.

No entanto, afim de ilustrar do ponto de vista didatico mais um método para se ob-
ter os niveis de energia e os autoestados do oscilador deformado, discutiremos a seguir a
aplicacao da teoria de perturbacao independente do tempo para este tipo de oscilador.
Além disso, este método nos permite obter os autoestados do oscilador deformado em
termos dos autoestados do oscilador usual de forma aproximativa em primeira ordem de
74 Evidentemente, a aplicagao deste método pode ser feita para outros sistemas quanticos
com massa dependente da posicao. Por exemplo, Amir et al. utilizaram a teoria de per-
turbagao independente do tempo para obter os niveis de energia, autofungoes e os estados
coerentes de um oscilador com massa dependente da posigao [268].

Como vimos no Capitulo 4, a Eq. (4.78) representa o operador hamiltoniano H de uma

particula com massa dependente da posigao. Seja o operador energia potencial V(z) =

1

242
5Mowyx”, temos

2

. 1 | (A+7,2)p  pd+7,%) 1 R
H — q q - 242
(z,p) oMo 9 + 5 + 2m0w0x
T r. Ye,.. .2 1 .
— 2_7710 [p + Eq(px + xp)} + §m0w§x2
1 . 1 )
= 2_%])2 + +§m0w§x2

2
Vg ran | s Vg (an | aaya Va an | a2
e e _a 6.144
+ 4m0p(pfc+xp) + g (pz + zp)p + S (pz + 2p)°, ( )

e a equacao de autoestados pode ser reescrita como

(Ho + V))[b) = El), (6.145)
onde Hy = p?/2mg + mowii?/2 corresponde ao operador hamiltoniano do oscilador

harmonico quantico usual, e V] é uma perturbacao com respeito a Hy, da qual deno-
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minamos de g-perturbacao, dada por

P Vg sran | an Vg (s ’7(1 A AV

VI = L p(px + 2p) + ——(pT + + —(pz + p)°. 6.146
g 4m0p(p P) - (P2 + 2p)p S (p® + @p) ( )
Da teoria de perturbacgao independente do tempo, pode-se mostrar que as autoenergias

e autoestados sao dados por:

! 2
_ RO 4y 2N~ _Vanl”
E, = ED+ AV um+X3) g (6.147)
ktn £ k
n VgV qin
= WS K e (TS
nnvl kn
> [k %) + .., (6.148)
Pt E( ) Elg ))2
onde A é um parametro que controla a perturbacio, (k|V’y|n) = V'qim, € EY e [n®) sdo

os niveis de energia e autoestados do hamiltoniano nao perturbado H,.
Por outro lado, para o oscilador harmoénico simples quantico, faz-se 1til o uso dos

operadores criacdo a e aniquilacio @, definidos por:

o mowo [ . T
_ 6.149
“ 2h (IL‘ + mQWQp) ( a)
e .
at = 0 (et 5 6.149b
i\ (5= ), (6.1490)

onde [a,a'] = 1. O operador hamiltoniano pode ser escrito como

. huw
Hy = —2(ata+ aah)

= hwy (N + 1) . (6.150)

onde N = afa é chamado operador nimero. Seja N|n) = n|n), temos que os autoestados
In) (chamados de estados de Fock) sio também autoestados de Hy. Mostra-se que af|n) =
vn+1n+1) e aln) = y/nln — 1), com n = 0,1,2,3..., e onde al0) = 0 (]0) é o estado
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fundamental ou estado de vécuo). Das equagoes (6.149), obtemos

h
s ~t
T ST a+a', (6.151a)
hw,
p o= —i m°2 O(a—ah). (6.151b)

Os elementos de matriz do potencial de pertubacao V!, = <k|V’ In) que estamos

q,kn
tratando sao:

2

/ Vq Al AN A A 7{1 A A A A\ A ’Yq
_ 152
= T (k|p(pz + 2p)In) + g (k|2 + 2p)pln) + o S (k|(pz + 2p)*|n). (6.152)
Notando que
@p + pa = ih[(a')? — a%, (6.153)

e que o efeito deste operador sobre um ket |n) é

(&9 + p2)n) = if (—v/(n = Dnln = 2) + /o + D+ 2hn +2)) (6.154)

Calculemos a seguir (k|p(pz + 2p)|n), (k|(p2 + Zp)p|n) e (k|(pZ + £p)*In). Segue que:

(k|p(pE + &p)|n) = (m)( V(n—1Dnln—2)++/(n+1) n+2|n—|—2))

mowoh

\V)

x (k|(a" — a) (—\/(n —Dnjn—2) + /(n+ 1)(n+2)|n + 2>)

><</<:|<—\/(n— D2njn—1) ++/(n+ 1)(n+2)(n+ 3)|n + 3)
+v/(n—2)(n —Dnln —3) —/(n+ 1)(n + 2)%|n + 1))
= h mO;uOh [—\/(n —2)(n — 1)ndgpn-3 +/(n — 1)?nd; n_1

++v/(n+1)(n + 2)20knt1 — Vn+1D)(n+2)(n+ 3)(5k,n+31 ,
(6.1552)
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A . M,mwhA R
(K|(pz +2p)pln) = (k|(pE + &p)iy 020 (at —a)ln)
h
— mo;"o <k|(}5i‘+:ﬁ]§)(\/n+_1|n+1)—\/ﬁ\n—l))

moth
2

x (k| {—\/mm 1)+ /(n+1)(n+2)(n+3)n+3)
+v/(n = 2)(n— L)njn — 3) \/Tﬂmﬂ}

. m“;""h {— V= 2)(n — Dby + /(0 + 120051
/120 + 1)opnsr — V(n+ 1) (n+2)(n + 3)5k,n+3] . (6.155b)

- —h

(k|53 + 2p)*In) = (k|52 + 2p)in (—/(n = Dnln = 2+ V/(n+ D(n+2)n +2))

= (k| {\/(n —3)n—=2)(n—1)nln—4) — (n+ 1)(n+2)|n)

+n(n —1)|n) — \/(n+ D(n+2)(n+3)(n —|—4)|n+4>]

— 2 {‘ V(1 =3)(n = 2)(n — 1)ndpp-sa+ [(n — Dn+ (n+ 1)(n + 2)]6k

—/(n+1)(n+2)(n+3)(n+ 4)5;@,”4 . (6.155¢)

Portanto, os elementos de matriz do operador para o problema sao portanto

h / h —
q/,kn = i Tno% |:— \/(n — 2)(n — 1)7”&(5]@7173 + n3(5k,n,1 + vV (n + 1)35k,n+1
0

2m

—\/(n +1)(n+2)(n+ 3)5k,n+3]

+Z;O { Vn(n —1)(n = 2)(n = 3)0ku-a+2(n* + 1+ 1)dkn
—/(n+ 1)(n+2)(n+3)(n+4)5k7n+4] (6.156)

Da Eq. (6.147), temos que os niveis de energia perturbados sao dados por
E,=E9 +EWD 4+ E® 1 | (6.157)

0 -~ e . . N . 1
onde ET(L) sao os niveis de energia do oscilador hamonico simples nao perturbado, EY e

2) ~ . - :
E7(1 ) sd0 as correcoes em primeira e segunda ordem em A, respectivamente. Fazendo A = 1,
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e considerando os termos até a segunda ordem em 7, temos:

By 1 6.158
n — Ygnn 4m0(n +n+ )’ ( . )
(§
V/ & |2
E(Q) _ Z ‘ q,kn
n 0 0
2 T -
_ WVanswl® | Vaeaml? | Vel | [Viersnl
EY-EY, EY-E?  EY-EY  EY-EY,

1 hQ’YqZ mowoh 1 h2'73 mngh 3

= —2)(n—1
Shog dmz 2 (2= Dnd peate
B 1 h2'}/§ mowoh(n n 1)3 B 1 h27§2 mowoh
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(n+1)(n+2)(n+3)

= o [(n® = 3n% 4+ 2n) + 3(n*) — 3(n® + 3n® +3n+ 1) — (n® + 60 + 11n + 6)]
myo
h2’72
= —2(-18n* — 18n —9). 1
2 (71817 = 180 =) (6.159)

Desta forma, temos que:

2.2 2.2

la (2 'q 2
4 1 —18n2 — 18n —
+ mo(n +n+ )+2m0( 8n 8n —9)

En = th <n+

1
)
1 272
= hwp <n+ 5) + —2(~12n* — 12n — 3)
1
)

1 h2~? 1\ 2
= hw -] = g = 6.160
o(n3) = 5t (n+) (6.160)
conforme obtido anteriormente para o oscilador com massa dependente da posicao, seja

através da condigao de Bohr-Sommerfeld ou da solucao da equagao de Schrodinger. Simi-

larmente, a partir da Eq. (6.148), temos que na primeira ordem em ,:

= 1)+ 252 [—“(”‘?”‘””r<n—3><0>>+m<n—1><°>>

\/(n+ 1)(n+2)(n+3)

7 I(n+3)OV |, (6.161)

—/(n+1)3|(n+1)O) +

onde (z|n®)) = ) (x) s@o as fungdes de onda do oscilador harménico quéantico simples.
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Capitulo 7

Conclusoes e perspectivas

Generalizacoes da formulacao da mecanica quantica tém sido objetivo de diversos tra-
balhos [13, 14, 15, 16, 17, 18, 129, 52, 53, 54, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 100]. Algumas
destas estao relacionadas a equagoes diferenciais nao lineares. Outras estao associadas a
equacoes diferenciais com coeficientes dependentes da posicao, que podem por exemplo
ser aplicadas para descrever sistemas com uma massa efetiva, ou ainda, uma massa de-
pendente da posicao. Nos Capitulos anteriores desta Tese discutimos recentes formulagoes
de equacoes da mecanica quantica nao relativistica associadas a uma algebra deformada
nao aditiva que emerge da mecanica estatistica nao extensiva, e da qual denominamos de
g-algebra. Neste ultimo Capitulo sintetizamos alguns resultados que apresentamos neste
trabalho.

No Capitulo 2 introduzimos os fundamentos bésicos da ¢-algebra e propomos al-
guns novos desenvolvimentos desta ferramenta matematica. Analisamos alguns aspec-
tos da g-algebra através de operadores aritméticos g-deformados presentes na literatura
[7, 8, 86]. Definimos alguns novos possiveis nimeros deformados (ntimero g-deformado x,,
antinimero ¢-deformado ,z, nimero ¢-deformado dual z,, antinimero ¢-deformado ,7) na
Secao 2.4. Estes numeros deformados satisfazem interessantes propriedades em relagao aos
operadores aritméticos g-deformados definidos previamente por [7, 8]. A partir da fungao
g-exponencial (2.13) é possivel definir fungoes trigonométricas deformadas conforme foi
feito em [31, 62, 63]. Utilizando os operadores derivada e derivada dual associados a
g-algebra [8], apresentamos na Se¢ao 2.6 definigdes de novas fungoes trigonométricas e hi-
perbélicas deformadas (Sn(z), Cs(x), Snh(x), Csh(x), Sen(x), Cos(z), Senh(z) e Cosh(z))
e investigamos algumas de suas propriedades.

No Capitulo 3 apresentamos uma revisao de literatura da equagao de Schrodinger ge-
neralizada nao linear NRT [10]. Os termos néo lineares desta equagao sdo caracterizados
por um indice ¢, e suas solugoes para uma particula livre podem ser escritas em ter-
mos da funcao g-exponencial. Desta forma, apresentamos o conceito de ondas ¢-planas e
algumas de suas propriedades conforme desenvolvido em [71]. Também apresentamos a te-

oria cldssica de campos associada a esta mecanica quantica deformada formulada em [108].
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Nesta formulacao, ao invés da descricao de um sistema fisico em termos de um tinico campo
O (x,t) e seu complexo conjugado ®*(z, t) conforme acontece no caso usual, utiliza-se outro
campo auxiliar U(z, t) e seu respectivo complexo conjugado W*(z,t). Como aplicagao, dis-
cutimos o classico problema de uma particula em um poco de potencial quadrado infinito
conforme resolvido em [113]. Uma contribuigao nossa a este tema foi realizada nas Segoes
3.7 e 3.8. Desenvolvemos um possivel operador evolugao temporal deformado Z;{q(t,to).
Para ¢ # 1, vimos que este operador é nao unitario. Propomos uma possivel versao da
equacgao de Schrodinger nao linear NRT na formulagao de vetores ket de estado e apre-
sentamos uma possivel conexao desta dinamica g-deformada com a mecanica estatistica

nao extensiva. Como aplicacao revisitamos o problema de precessao de uma particula de
1
29
SU(2)). Observamos que nesta formulagdo deformada, o spin do sistema precessiona até

spin =, i.e., um sistema que obedece o grupo especial unitario (special unitary group —
atingir um estado estacionario. Esta caracteristica da evolugao temporal do sistema estd
associada ao fenomeno de decoeréncia quantica devido a nao unitariedade do operador
Uy(t, to).

A partir do Capitulo 4 iniciamos uma discussao a respeito de uma outra versao ge-
neralizada da dinamica quantica, inicialmente introduzida por Costa Filho et al. [11], e
que estd associada a uma equacgao de Schrodinger linear g-deformada. Esta formulagao
decorre da definicao de um operador translagao generalizado que produz deslocamentos in-
finitesimais relacionados & g-dlgebra conforme proposto em [11]. Como consequéncia, este
operador translacao deformado tem como gerador de translagoes um operador momento
linear nao hermitiano dependente da posicao pi, e que consequentemente, é usado para
descrever sistemas com uma massa dependente da posicao. Através da inclusdao de um
fator g-exponencial, propomos uma modificacao deste operador translacao deformado da
qual nos levou a uma deducao alternativa de um novo operador momento linear deformado
hermitiano p, [33, 169]. Propomos um operador posicao &, canonicamente conjugado a p,
de forma que este tem a mesma estrututra do g-ntimero definido na Secao 2.4. Estes opera-
dores deformados constituem uma transformacao canonica que mapeia uma particula com
massa constante em um espacgo deformado para uma particula com massa dependente da
posicao em um espaco usual. O efeito da massa dependente da posicao pode ser represen-
tado por uma equacao de Schrodinger linear cujo operador derivada é substituido por um
operador ¢-derivada linear. Investigamos também o efeito das deformacoes em condigoes
de normalizagao, equagoes de continuidade e pacotes de onda para uma particula livre.

Apesar das formulacoes generalizadas nao linear e linear, discutidas nos Capitulos 3 e
4, respectivamente, apresentarem o parametro ¢ como variavel de controle de deformagao,
estas duas formulacao sao diferentes. Na primeira, a evolugao temporal é descrita através
de um operador evolugao temporal nao unitdrio, de modo que a conservacao da proba-
bilidade do sistema é satisfeita apenas para determinadas condi¢oes conforme vimos na

Secao 3.5. Por outro lado, a segunda formulacao surge através do desenvolvimento da
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deformacao do operador translacao (Segao 4.2). Nesta formulacao a evolugao temporal do
sistema nao sofre nenhuma modificacao em relagao ao caso usual, e a deformacao espacial
estd associada a massa efetiva m(x).

Desde o inicio da formulagao da mecanica quantica, as comparagoes entre as predicoes
quanticas e classicas foram um assunto muito importante. Neste trabalho, investigamos
estas comparacoes para sistemas com masssa dependente da posicao onde analisamos:
analogos classicos para os operadores deformados, teorema de Ehrenfest e aproximacao
semiclassica. Uma consequéncia interessante foi que a dinamica classica do sistema com
massa dependente da posicao é dada através de uma lei de Newton deformada para o movi-
mento, cujas taxas de variagoes temporais do espago sao nao lineares e escritas em termos
de um operador ¢-derivada dual em relagao aquele presente na equagao de Schrodinger
linear g-deformada. Vimos ainda que no limite & — 0 (principio da correspondéncia), a
equacao de Schrodinger linear g-deformada recupera a equagao de Hamilton-Jacobi para
o respectivo problema com massa dependente da posicao.

Desenvolvemos ainda uma teoria classica de campos associada a equagao de Schrodin-
ger linear ¢g-deformada, que diferentemente conforme foi proposto em [163] onde sao ne-
cessarios dois campos acoplados e seus respectivos complexos conjugados para descrever
um sistema fisico, aprensentamos uma formulacao que utiliza apenas um tnico campo.

No Capitulo 5, considerando o efeito da massa dependente da posicao, revisitamos
problemas tipicos da mecanica quantica como pocgo de potencial quadrado infinito e finito,
potencial degrau e tunelamento quantico. Em particular para este primeiro, vimos que os
resultados sao consistentes com os principios da incerteza e da correspondéncia, uma vez
que temos tratado com uso de operadores posi¢ao e momento canonicamente conjugados
e hermitianos.

Por fim, no Capitulo 6 revisitamos o problema do oscilador harmonico g-deformado,
inicialmente proposto em [32], mas agora utilizando o operador momento linear genera-
lizado hermitiano p,. Particularmente, a transformagao canonica (Z4,p,) — (Z,p) ma-
peia uma particula com massa constante submetida a um potencial de Morse para uma
particula com massa dependente da posicao submetida a um potencial quadratico. O pro-
blema foi investigado em ambos formalismos cléssico e quantico. Especificamente no for-
malismo cléssico, as equagoes de movimento no espago de fase (z, p), expressas em termos
da g-derivada dual, tem como solugoes uma classe de funcoes trigonométricas deformadas
que definimos no Segdo 2.4. As trajetérias em ambos espacos de fase (x, p) e (z4, p,) foram
analisadas para alguns valores do parametro de deformacao ¢q. No formalismo quéntico,
revisitamos a solugao da equagao de Schrodinger para o oscilador harmoénico com massa
dependente da posigao. Vimos que diferentemente como foi feito em [11], o principio da in-
certeza é obedecido. Similar ao problema de uma particula confinada em poco de potencial
quadrado infinito, os resultados nos formalismos classico e quantico foram comparados por

meio dos principios da correspondéncia. Analisamos ainda o problema com o uso da apro-
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ximagao WKB e teoria de perturbacao independente do tempo como métodos alternativos

para se obter os niveis de energia do oscilador harmoénico quantico g-deformado.

Como perspectivas de continuidade deste trabalho, enumeramos a seguir algumas pos-

sibilidades para as duas recentes formulacoes deformadas da mecanica quantica que dis-

cutimos neste trabalho. Em relagao a formulacao nao linear NRT, podemos citar:

(i)

(i)

Analisar a possibilidade de construir uma teoria classica de campos alternativa para
a equacao de Schrodinger nao linear NRT em termos de um tnico campo, mas com
uso de operadores deformados, similar ao que foi feito para a formulacao de Nobre-
RegoMonteiro para sistemas com massa dependente da posi¢ao que apresentamos

na Secao 4.8.

Resolugao de um oscilador harmonico quantico através de métodos numéricos, visto
que a equacao de Schrodinger nao linear NRT nao pode ser separada segundo afir-

mam os autores de [113].

Analisar a aplicacao da equacao de Schrodinger nao linear NRT no estudo de rotagoes

outros grupos especiais unitarios, como por exemplo SU(3).

Por outro lado, com relacao a formulacao ¢-deformada linear da dinamica quantica,

podemos citar alguns possiveis futuros trabalhos associados aos resultados que apresen-

tamos nesta Tese:

(i)

(i)

Aplicagdo do operador hamiltoniano (4.81) para sistemas com massa dependente
da posicao, associado a equagao de Schriédinger linear g-deformada, para outros
potenciais interesse, como por exemplo, potenciais periddicos que sao importantes
no estudo de heteroestruturas, e consequemente, obter possiveis bandas de energia

para estes sistemas.

Conforme vimos, a dinamica classica de um sistema com massa dependente da
posicao esta associada a uma de lei de Newton deformada pela aplicacao da de-
rivada ¢-deformada dual 15% (Eq. (2.116)), e da qual corresponde ao limite cldssico
da equacao de Schrodinger linear g-deformada que tem o operador derivada usual
substituido pelo operador g-derivada. Portanto, poderiamos analisar a possibilidade
de desenvolver uma equacao de Langevin escrita em termos do operador g-derivada
dual, e que leve a uma equacao de Fokker-Planck g-deformada em termos do opera-
dor g-derivada conforme é feito para o caso usual [131] de uma particula com massa

constante.

Construir uma formulagao de integrais de caminho de Feymann [269] para a equagao

de Schrodinger linear ¢-deformada e a dinamica quantica de sistemas com massa
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dependente da posicao. Utilizar este formalismo para estudar os sistemas que tra-
tamos nesta Tese, assim como estudar a evolucao temporal do oscilador harmonico

g-deformado através de um possivel propagador g-deformado.

A aplicacao de operadores criacdo a e aniquilacao af, formando uma élgebra com o
operador nimero N = a'a, conhecida como &lgebra de Heisenberg, é uma importante
técnica para resolucao de problemas em mecanica quantica, como por exemplo o

oscilador harmonico simples [4].

Uma versao deformada deste método, conhecida como algebra g-deformada de Hei-
senberg [19, 20], estd associada a formulagdo g-deformada da mecanica quéntica
discutida na Secao 2.2. Este formalismo por sua vez tem sido aplicado recentemente

para estudar capacidade térmica de sélidos [50] e diamagnetismo [51].

Por outro lado, uma familia de algebras generalizadas de Heisenberg foi construida
[270, 271] e pode ser aplicada a qualquer sistema de operadores hamiltonianos her-
mitianos. A dlgebra generalizada de Heisenberg, estabelecida a partir dos operadores
criagao 121, aniquilacao Af e do operador hamiltoniano H , pode ser utilizada para
obter fungoes de estado e estados coerentes de Glauber de diversos sistemas fisicos.
Ademais a algebra generalizada de Heisenberg contém casos particulares como o

oscilador harmonico simples e o oscilador ¢g-deformado de Heisenberg.

Ressaltamo que recentes trabalhos tém sido realizados para obter operadores criagao
e aniquilagao para sistemas com massa dependente da posigao [268, 272, 273, 274,
275, 276, 277]. Neste sentido, torna-se importante estudos futuros da aplicacao da
algebra geneneralizada de Heisenberg para obtencao dos operadores criacao e ani-
quilacao do oscilador g-deformado desenvolvido no Capitulo 6, assim como a cons-
trucao de versoes ¢-deformadas de operador numero, estados de Fock e estados

coerentes de Glauber.

Além das diversas comparacoes entre os resultados obtidos nos formalismos classico e
quantico para o sistema com massa dependente da posicao que tratamos, poderiamos
calcular as correspondentes fungoes de distribui¢oes de Wigner [144, 145, 146, 148],
que sao uma importante ferramenta para andlise da conexao entre esses dois forma-
lismos. Isto foi feito por exemplo em [278, 279], onde foram calculadas as fungoes
de distribuicao de Wigner para um oscilador especifico com massa dependente da
posicao diferente do que tratamos nesta Tese. Em particular, o conceito de espagos
nao comutativos tem origem a partir da formulacao de Wigner para a mecanica
quantica em 1932. Uma vez que a equacao de Schrodinger linear g-deformada tem
uma associagao com espagos nao comutativos segundo Costa Filho et al. afirmam em
[11], uma andlise de possiveis fungdes Wigner deformadas associadas a Eq. (4.103)

torna-se interessante.
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(vi) Estender os resultados da equagao de Schrodinger linear ¢-deformada (ou a equagao
de Schrodinger para o correspondente sistema com massa dependente da posi¢ao)
para o caso relativistico, i.e., construir uma equacao de Dirac g-deformada para
o sistema com massa dependente da posicao que temos tratado. Consequemente,

analisar as possiveis solugoes desta equacao para problemas tipicos.
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Apéndice A
Lista de definicoes matematicas

Apresentamos um resumo de algumas definicbes matematicas de fungoes, operagoes

algébricas e operadores ¢g-deformados presentes nesta Tese.

1. Fungao ¢-logaritmo (Eq. (2.10)):

=71 —1

In,z = e (x > 0). (A1)
2. Funcao g-exponencial (Eq. (2.13)):
exp, v = [1+ (1 - q)w]i/(lfq), com [A]; = max{A,0}. (A.2)
3. Operagoes g-deformadas (Eq.’s (2.42)):
(i) g-soma @,
T By =z+y+(1—-qzy, (A.3a)
(ii) g-diferenca &
T O,y = ﬁ (y;«é —1—;]) (A.3D)
(iii) g-produto ®,:
T@gy =[xy =1V (@ >0,y>0), (A-3c)
(iv) g-razao @
z gy =[x =yt 4 1)/, (x >0,y >0). (A.3d)
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4. Operagoes ¢g-deformadas adjuntas (Eq.’s (2.57)):
(i) g-soma adjunta G

RPN RV
vory = [a-gu (5]
_l’_

ey e \1Y0-9)
= [1+(1—q)ln <e o el T )} , (A4a)

+

(ii) g-diferenca adjunta &7

AP PR
roly = {(1 —q)ln (elq - elq)]

+

pl—q_ ylfq_l 1/(1_‘1)
= [1+(1—q)ln (e — — el T )] : (A.4Db)

+

(iii) g-produto adjunto ®¢:

enl1+(1—g)z]+ n[1+(1-q)yl+/(1-q) _ |
TRy = - , (A.4c)

(iv) g-razao adjunta @

(=) [+ (1=q)al+ /Il +(—q)l+ _ |
r@ly = 1 : (A.4d)
—q

5. g-soma de n termos idénticos (Eq.’s (2.76) e (2.77)):

1 n
NOET=T@TBy By = 1——q{ 1+ (1—q)z]" - 1} = Iny[expy (7)]. (A.5)

n termos

6. g-poténcia z"v" (Eq.’s (2.81) e (2.82)):

M =2 @y ®y - Qg = [nz' T — (n— 1)]1_(1 = exp,[nIn, 7). (A.6)

n vezes

7. ¢-soma adjunta de n termos idénticos (Eq. (2.83)):

o\ 11/0-0)
nlr=x@r@®! - - pla = {(1 —q)ln (nelq)} =z ®gexp,[In(n)]. (A7)

n termos +
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8. g-poténcia adjunta """ (Eq. (2.84)):

a 1 In|1 1-—
"= RlrR!. -y = —(GXP{(l—q){n[ +( q

/ 1_q

n vezes

= Ing[n ©%exp,(7)].
9. Numero ¢-deformado (Eq. (2.85)):

In[l 4 (1 — q)z]

q 1_q

10. Propriedades de z, (Eq.’s (2.86), (2.87), (2.88) e (2.89)):

ety = (@SgY)g
Tg =Yg = (TSqY)g
Toyy = (2 @%y)g,
Tq/Yg = (z@7Y)q.
11. Antintmero ¢-deformado (Eq. (2.90)):
exp(z)]'71 -1
o G = In,[exp()].

1—¢q

12. Propriedades de ,x (Eq.’s (2.91), (2.92), (2.93) e (2.94)):

(47) g () = oz +Y),
(2) ©q (q¥) = o(z—y),
(¢7) @ () = q(zy),

(4) @1 (qy) = o(z/y).

13. Numero g-deformado adjunto (Eq. (2.96)):

%, = exp <”311_q - 1) — expllng ().

14. Propriedades de Z, (Eq.’s (2.97), (2.98), (2.99) e (2.100)):

Tet+s = (2BqY),
To—Yg = (26q9),
T = (x®%Y),
To/Yqy = (z07y),
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Ty = = In[exp, (7)].

)

(A.8)

(A.14)

A15
A.16
AT
A18

o~ o~ o~~~
— ~— ~— ~—

(A.19)
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15. Antinimero g-deformado adjunto (2.101):
@ = [1+ (1= ) (@) = exp, In(a))

16. Propriedades de ,z (Eq.’s (2.102), (2.103), (2.104) e (2.105)):

(o) & () = qlz+y),
(@) " () = 4z —y),
(@) @ () = qlzy),

(Z) @ () = qo(z/y).

18. g-derivada (Eq.’s (2.113) e (2.123)):

Dyf(z) = lim

B Algilo Ax
= 1+ g T
)

dyx

19. g-derivada dual (Eq.’s (2.116) e (2.124)):

Bof(z) = tim L) S S(@)

' —x x —x
) 1 4@
1+ (1—¢q)f(x) dx
_ dqf(x)
 dx

20. Derivadas ¢-deformadas de segunda ordem (Eq.’s (2.125) e (2.126)):

Difta) = [+ (bl {1+ 0 -0l 0

1

3
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B a [ 1 df(x)}
I+ (1 - f@de |1+ (1—q)f(0) do |

(A.24)

(A.29)

(A.30)

(A.31)

(A.32)

(A.33)
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21. g-integral (Eq. (2.127)):

‘A#@mmz/TI%@ayMZ/?@mﬁ.

22. ¢g-integral dual (Eq. (2.128)):

[ sz = [ 0= ore)se)ds
(@)

23. Outras derivadas deformadas (Eq.’s (2.131) e (2.133)):

D,f(@) = [f@) 1L
D) = T,

(A.34)

(A.35)

(A.36)

(A.37)

24. Regras da cadeia deformadas para os operadores Dq e Dq (Eq.’s (2.137) e (2.138)):

b Zlfq%@
dy dx’

- 1 dzdy
D ==Y

(A.38)

(A.39)

25. Fungoes trigonométricas g-espirais (Eq.’s (2.145), (2.146), (2.147), (2.148) e (2.157)):

exp, (iz) + exp,(—iz)

cosy(z) = 5 = pg(x) cos[by(x)],
seng(x) = P, (17) —2Z.equ(—ix) = py(z)sen[f,(x)],
¢ () = seng(z)  exp,(iz) —expy(—iz) a0 (2
mﬂpmM—mMHm&mquL
py(a) = exp,(ix) exp,y(—ix) = [1+ (1 — ¢)*2*]/ 179 = exp,[(1 - ¢)?],

0.(x) = atan(l(l_—q q):v)

26. Fungoes hiperbdlicas g-espirais (Eq. (2.159) e (2.165)):

exp, () + exp,(—)

cosh,(z) = 5 :
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(A.42)

(A.43)
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senh,(z) = Py () —Zequ(—x)7 (A.46)

_ senhy(z) exp, () — exp,(—7)
tanhq(ﬂf) - COShq(.CI]) - equ<3;') + equ(—x)’

(A.47)

27. Fungoes trigonométricas associadas a ¢-derivada (Eq.’s (2.170), (2.171), (2.173) e
(2.176)):

Csy(z) = cosfey(@)]

Cos {ln[l + (1 —q)z] }
l—¢q
lexp, (2)]" + [exp, (x)]
2
exp, (i Og ) + exp,(—i Oq 7)

= 5 , (A.48)

—i

Sng(r) = senl,()

~ {hl[l +01- Q)x]}
l1—yq
[expy (7)]" — [exp, (z)]
21
exp, (i ©q ) — exp,(—i Og )

= A.49
_ , (A.49)

—1

_ Sn, (z)
Csq (2)

28. Fungoes hiperbdlicas associadas & g-derivada (Eq.’s (2.180), (2.181), (2.182) e (2.185)):

Tn, (z) = tan(z,(z)), (A.50)

Cshy(xz) = cosh[z,(x)]
— wosh {ln[l + (1 —q)a] }

1—g¢q
1

- ; (equ(aj) + L) | (A51)

exp, ()

Snh,(z) = senh [z,(z)]
—  senh {ln[l + (1 —q)z] }

1—g¢
1 1
= 5 <equ(m) — equ(x)> ) (A.52)
Tnh, (z) = 221}: g; — tanh(z,(z)). (A.53)
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29. Fungoes trigonométricas associadas a g-derivada dual (Eq.’s (2.191) e (2.192)):

_ oxXp[iBy(z)] + exp[=iO,(x)]

Cosg(x) = cos [O4(2)] 5 : (A.54)
Sen,(z) = sen [O4(x)] = xpliBy(v)] ;;Xp[_ZG)Q(x)], (A.55)
com
) _
1+a 5L
2 arctan ﬁll_aqtan<,/1—aq2)], lag| <1
Oq(x) = - (A.56)
ag+1 5 7
\ 2 arctan 2y —1 tanh( a? 12>] . agl > 1
30. Fungoes hiperbdlicas associadas a g-derivada dual (Eq.’s (2.203) e (2.204)):
1) —id
Cosh, (z) = cosh [, (z)] = <PLPa(@)] +2‘3Xp[ Wo(@)] (A.57)
X — —i0
Senh, (z) = senh [0,(z)] = SPLYa(®)] pr[ W(@)] (A.58)
com
( [ 1+ g 5T
2arctanh 1/1_% tanh( 1—%2)] : lag) <1
Uy(x) = - (A.59)
ag +1 —
2arctanh 0y —1 tan( a2 12>] . agl > 1,

onde a; =1 —gq.
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Apéndice B

Equacoes de Ehrenfest para sistemas

com massa efetiva

Neste Apéndice demonstramos as equacoes de Ehrenfest a partir da formulacao ondu-

latéria. Calculemos a seguir a taxa de variagao temporal do valor esperado de (&) para o

sistema com massa dependente da posicao que temos tratado. Neste caso, uma vez que

+o00
(3) = (ali|a) = / U (2, )20 (2, 1),
temos:
d(#) d [+
ar) _ 4 o v
pn i) . (x,t)xV(x, t)dz
9 (1) teo oV (z,t)

Substituindo as Eq.’s (4.90a) e (4.90b) na equagao acima, temos

R e , 02U* (., 1)
i = img /Oo (@) W, )= —da
By, [+ 9 oV*(z,t)

Simo

n / OO\II*(:C,t)x\IJ(x,t)dx—Z_ih /_ W )V (2) U, )

(B.1)

h oo . 0V (x,t
_Zimo/ z(1 4 v,2)* W (x,t)%da:
h’Yq oo 2 Ty * 8\Il(x,t)
P /OO (1 + y,2) ¥ (z,1) e dx
h +oo 1 +o0
e /_Oo qf (x,t)x\l/(x,t)der%/_oo U (2, )2V (2)U(x, ¢), (B.3)
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ou ainda,
i) _
da
ho[ Y LT PR o o)
0 o 2\ 0*V(x, t) hyg 2.7 % oV(z,t)
o /_ ) () e — / o1 0 e, ) S i (B.4)

Integrando por partes a primeira e a terceira integrais acima, temos

+oo

Rl {x(l 4 *yqfn)z\lf(x,t)w}

ox
h /*"O oV*(z,t) 0

—0o0

- 2
2imo ) o Or [2(1 + yg2)"V (2, t)]dx

By, [T OU*(x,t)
+o0

— [a:(l +7,7)° U (1, 1)

b [TOHED O 1 e i

— 00

2img J_o Jr Oz
By, [ . 0V (x,t)
“ime /_Oo (1 + y,2) ¥ (2, 1) e dx. (B.5)

Como os termos dentro dos colchetes sao nulos, da equagao acima segue que:

% B _2¢Z10 /j%(uwmww,ﬂm
_%}) /_:o %ﬁ”%u ) U, t) da
_22'Zm /_:o %“’“ " W)Qa\ya(? Do
+%; /_:o Wm o) ¥z, t)de
+2¢z@0 /:o U ()1 + yqx)2%dx
+%f) /_:o U (2, ) (1 + %x)%dx
_Z%Z /_:O xp*(x,t)xuﬂqx)%dx (B.6)
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ou simplesmente,

@) _ L/W (JE) OV ) (1 4 o )W (, t)da

dt 2mo J_o i ox
1 teo o (B O¥(z,t)
Iy / P14 50) (;) L (B.7)

Uma vez que (z|pla) = (h/i)0¥(z,t)/0x ¢ (a|p|lz) = —(h/i)0OV*(z,t)/0x, esta ultima

expressao pode ser reescrita como

d(x J A R 1 . R
) — (0 +900) + 53+ 24, (B5)

Do) )

onde utilizamos a Eq. (4.80) nesta tltima, demonstrando assim a Eq. (4.176a).

ou seja,

Para determinarmos d(p) /dt, fagamos um calculo similar ao anterior para obter d(z) /dt.

Neste caso, temos que

. . oo h 0
(p) = (a|p|la) = U (z,t) | == | ¥(x,t)dx, (B.10)
oo 1 0x
e assim
dp)  d /+°° o (B
i d ) U*(z,t) R U(z,t)dx
T Ut (2, t) (R O¥(z,t) too R\ 0 [0¥(x,t)

_/_OO TG) = dx+/_oo W (2, 1) (Z)a_x[ = }dm.(B.ll)
Substituindo as Eq.’s (4.90a) e (4.90b), e observando que para m(z) = mg/(1 + v,7)?%,
temos g ) 27 (1 )

a AT S
dx {m(:r)} B mo ’ (B-12)
segue que:
dp) [Tk 1 0**(x,t) hd [ 1 10V (x,t) hyy
dt /_Oo 2im(z)  Oa? T oide m(x) ox i Simoqj (z,%)

1 . hov(x,t)
—%V(x)\li (x,t)}; e dx

too hof h 1 00(xt) hdl 1 ]0¥(xt)
vt B3

oo iz 2im(z) 012 2idz | m(x) Ox
- dar U(z,t)+ iV(:zc)\If(ﬂt‘ t) pdx (B.13)
8imyg ’ th ’ ’
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ou ainda,

d(p) h? /+°° 0*W*(x, t) 1 8\11(95 t)

N dx

dt 2 J_ 0x?
[ 8111 d 1 8\11 (z,1)

_Z — dac
2 J_ ox d m(z)
ov

0 4 / Wz, 1)V () 22D g

h2
/ V(1)
8m0 —o0 ox

LA [m@] o a( 1) 4o

2 J_ o dx x?

h? . 1 0®V(x,t)
+? . U*(z,t) o P dx

h? d? 1 ] 0¥(x,t)
+? oo Vi, t)d_ {m(x)} 895 da

B2 [ Lo )
) _ d_ {m(m ] da

Ry [t oW (z,t) too dV
+8m0/ v (e, 1) 7D gy —/_m W (o, 1) W, )
—/+OO U™ (z,t)V(x) oWz, )dx. (B.14)

. ’ Ox

Simplificando a expressao acima, temos

ap) _h_2/+°° O*U*(x,t) 1 0V(w,t)
d 2 J_o 0z  m(z) Oz
R0 (rt) d 1
2 J_o Or  dx |m(z)
e d[ 1
2 * el
+h /Oo U (x’t)dx [m(m) 2 dx

I 1 03V(x,t
B B B L CIL)

2 +o0 2
L \If*(x,t)d— {ml ] Mw.b),,

_ / +OO ‘I/*(x,t)%\lf(x,t)d:v. (B.15)

Seja

+oo 1 3,1,
[’:/ U*(x,t) 0 ($’t)d$

~ m(z) Ox3

+oo & 10Ut
I//: \Ij* . Y .
[ v {mm} or
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Da integragao por partes dos temos:

7 = [reom S [ e 2562
S A 0 P CaCe PR L B e

[ v [ s [Pz

dx

—00

* 9 [0V*(x,t) 1 | 0V(x,t)
+/_OO Oz [ Jr  m(z)| Oz de
B 0V (z,t) d 1 ] 0%V(x,t) * 020 (z,t) 1 0¥(z,t)
B _/_OO dr drx [m(x) Ox? dm—i—/_oo oz?2  m(x) Ox da
OV (x,t) d 1 ] 0V(x,t)
+/Oo or dx {m(x) oz da (B-16)

e

P 1 FIERR
t

_ _/_OO a“’*(xvt)i{ L | ovi, )dx—/_: W (1)L [mzx)] OV ) (Ba7)

or dzx 0x?

o0

Substituindo I” e I"” em (B.15), temos

d(p) _ _h_2/+°° O*U*(z,t) 1 f)\lf(zzc,zf)daj
dt 2 J_ o 0z2  m(x) x
R T 0w(x,t) d [ 1 } 8\If(x,t)d
2 J_o Or  dx |m(z) Oz
0% (z,t)

+h2/+00\11*( t)i ! d
o OV e m(x) ozz "

2 o] 2
I \IJ*(x,t)i { ! } 0 ql(w’wdaz
m
v

2 J o dx | m(z) 0z?
h_2 * 9?U*(z,t) 1 0O (:v,t)d
2 ). 022 m(z) O v
h_2 F oV (z,t) d | 1 8\Il(m,t)d
2 ). Oz dx |m(x) or
R 0w (at) d [ 1 8\If(x,t)d
2 J_o Ox dzx |[m(x) o
B2 a1 ] 8
2 700\11 (x,t)% {m(z)} Ox? d
+o0
- [ ven e (B.18)
o T
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e simplificando os termos acima, podemos escrever:

P - L) e ] e
- /_ :O ‘If*(x,t)%\lf(x,t)da:. (B.19)

A equacao acima pode ser reescrita em termos dos operadores & e p como:

dipy 1/ d[ 1 1.\ Jav
e —5<% [m]p>—<d—>

Vg ) asn . dV
— 501 — B.20
e (D(1 + 7,2)p) < d33>, (B.20)

demonstrando assim a Eq. (4.176b).
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Apéndice C

Algumas propriedades dos polinomios

associados de Laguerre

Em diversas aplicacoes, em particular na mecanica quantica, se faz necessario o uso

dos polinomios associados de Laguerre definidos por [280, 281]

oo L (@) (C.1)
onde L, (x) sao os polinomios de Laguerre, e estes iltimos podem ser obtidos a partir da

formula de Rodrigues

et dv . .
onde n é um inteiro.
Por diferenciagdo da equacao (C.1), tem-se que os polinomios associados de Laguerre

satisfazem a equacao diferencial ordindrial

2% dr®
QL’J +(k+1— ﬂv)ﬂ

L®)(z) = 0. .
72 - +nL,”(z) =0 (C.3)

Equacoes como esta acima aparecem em solucgoes da equacao de Schrodinger para alguns
potenciais, por exemplo, o potencial coulombiano no problema do dtomo de hidrogénio,
ou o potencial de Morse utilizado para descrever interagoes entre atomos em moléculas
diatomicas.

Substituindo (C.2) em (C.1) pode-se também obter a seguinte representagdo de Ro-

drigues para os polinomios associados de Laguerre:

etxk qn

n! dzm

(" TFe™™). (C.4)

Notemos que nesta forma, k nao precisa ser um inteiro, e a equagao (C.4) é utilizada para

1 Alguns autores definem L (x) como (d*/dz*)L, (z), e na qual, neste caso, satisfazem a equacio
diferencial: xalzL%k)(ac)/d;v2 +(k+1- x)dL%k) (x)/dx + (n — k)L%k)(x) =0.
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definir L) para qualquer £ > —1.

A partir da Eq. (C.4), os polinomios associados de Laguerre podem ser escritos como

n—m

L®) () = zn:(—l)m(wrk)%. (C.5)

m=0
A tabela C.1 mostra alguns polinomios associados de Laguerre de interesse nesta Tese.

Tabela C.1: Polinémios associados de Laguerre L%k)(m) paran=20,1,2¢ 3.

Alguns polinémios associados de Laguerre Ly ()

n=0| LP@) = 1

n=1 tW@) = —z+k+1

n=2| L) = a2 —2(k+ 2+ (k+2)(k+1)]

L] L@ = —ta® — Ak + 42 + 6(k + 4)(k + 3)a?
—4(k+4)(k+3)(k+2)z + (k+ )k + 3)(k + 2)(k + 1)]

Algumas relagoes de recorréncia para os polinomios associados de Laguerre tornam-se

relevantes para nossos objetivos neste trabalho:

L) = 3 1), (c6)

=0
e
dLP () (k1)
dl’ - _Lnfl ('I)
dLt®
N N (C.7)

Usando a equagao diferencial (C.3), pode-se mostrar que os polindmios associados de

Laguerre sao ortogonais no intervalo (0, 00) com respeito a fun¢ao peso zFe " ou seja,
* ok s 0, m # n,
h:/a%meWmmz{mm, 7 (C.8)
0 =1, m=n.
Pode-se também obter a seguinte integral envolvendo as funcoes Lgf)(x):
> k)!
I, = / e Tghtl [Ln’f>(x)]2dx _(n +' ) (2n+k+1). (C.9)
0 n!

Estas duas integrais acima sao bem conhecidas e geralmente encontradas em livros de

Fisica Matematica.
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Nesta Tese, utiliza-se também outras integrais envolvendo os polindmios associados de
Laguerre, e que podem ser obtidas a partir das propriedades apresentadas anteriormente

neste apéndice. Em particular,

o0 |

I; = / e~z LW (1)) de = Lint k)', (C.10)

0 k. n!

o0 dLP (z) no (n+k)

I - —a h-1p (R) n _ 11

: /0 A e T T (C.11)
o ke 2n+k+1 (n+k)

_ z, k=217 (k) 2 _
I /0 AL @) = S (C.12)

o0 dLP (2) n(Bn+2k+1)  (n+k)
- —x k-2 (K) n ) g — 1
6 /0 e et el iy sy s e S S
I, = / e g 3LW (1)) da

0

 @n+k+ 12+ @2+ D)@2n+k+1) —nn+1) (n+k)! -
- (k+ 2)(k+ Dk(k — 1)k — 2) PR (C.14)

Estas integrais tornam-se importantes no calculo de valores esperados no problema do
oscilador harmonico quantico g-deformado. A seguir, faremos a demonstracao de cada uma
dessas integrais acima, a partir das integrais I; e I, e de algumas das demais propriedades

citadas anteriormente neste Apéndice.

Demonstracao da Eq. (C.10):

Seja
I3 :/ e P LW (1)) de, (C.15)
0

obtemos a partir de uma integracao por partes:

I - Ee%k L (:c)]?}

1 oo oo
= E/o e:”xk[Lnk)(x)Pd:U—E/O e*’”kang)(a:)de. (C.16)

1(n+ k) 2
onde "
o dL,,
I :/0 e_’”:vkLgf)(:v)%d:r. (C.18)
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A partir das propriedades (C.6) e (C.7), temos:

(@) _ _ Y LY (a). (C.19)
Segue que:

00 n n—1 e’}
I, = / e *z" L) (z) [— Lgk)(ﬁ)] dx = —Z/ M L (2 )Lz(k)(l')dx
0 , 5 /0

= _ “6pi = 0. (C.20)

E assim:

(C.21)

Demonstracao da Eq. (C.11):

Através de integragao por partes, temos que:

< dLy (x)
I, = T k lL(k:
. / (0D gy

] IO ° 1 e L®
_ [%e—wm’“(m)d—@] ‘0 [ le—wL;%)—d ()] g,

dx x
B l/oo b L) (x )—dL (x)dx—l/ooexg;k dLi () 2dx
ko dx k J, dx
L[> e 2LP
—= R A dx. C.22
| et S (©22)

Denominando cada uma das integrais nos trés termos do lado direito da integral acima

respectivamente por I}, I} e I}, temos que Iy = (I} — I} — I}')/k. Segue que:
I, = / Tk LW (2 )—( )dx = —/ e 2" L® (2) LY (2)da
0 dﬂf 0

= - / e LE) (z )ZL(k )dr = — Z / 2ok L0 (2) LY (x)dw
0

= 0, (C.23)

onde utilizamos as propriedades (C.7) e (C.8).

Para I}, temos

00 (k) 2 o
1= [Cea [dL” (9’“”] to= [T @k, (C29
0 0

dx
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e comparando com a Eq. (C.10), segue que:

1 (k+1+n-1) n (n+k)!
| = = ) C.25
Y k4+1 0 (n—1)! k+1 nl (€.25)
E para I}, dada por
) dQL(k’)
1" = -z kL(k) n d 92
Ve et e (C.20)
utilizando a equagao diferencial (C.3), temos que:
S (k)
Iy = / e gk LK) (:c)1 [—nLT(f) () — (k+1— x)dLn—(x)] dz,
0 x dx
o - J1®
= —n/ e P LW (2))2da — (k + 1)/ e P L) () = da
0 0 dx
> dLy
—I—/ e gk LK) (as)&dx (C.27)
0

dx

A primeira, segunda integrais acima sao respectivamente dadas pelas Eq.’s (C.10) e (C.11).

A terceita integral é a prépria definicao de I4. Portanto,

m N (n + k)'
I = — (k+1)14.
Diante disso,
1 !/ 1 "
Iy = E(I4_I4 _14)
1 n (n+k)! nn+k)!
= —|0— — kE+1)I
P e e e R
e resolvendo a equagao acima, obtemos
n  (n+k)
[4 = - )
(k+1k n!

como queriamos demonstrar.
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Apéndice C: Algumas propriedades dos polinomios associados de Laguerre

Demonstragao da Eq. (C.12):

Aplicando a integragao por partes:

I = / e 2 LW (2))2da
0

- {kile‘%’“—l[Lf><x>P}‘ e [ e O @

k - 1 0
1 [ 2 [ dLP ()
= m . 6_:61'16_1[_[/7(1@ (.I)]2dl’ — m ; G_IZEk_qu(lk) (.I)le'
1 2
R
(C.31)
e que leva a relacao
1 k—1
— ol + L+ I; = 0. (C.32)
A integral I5 em termos de n e k pode ser obtida utilizando as Eq.’s (C.10) e (C.11):
. 1L [1(n+k)!] 2 n  (n+k)!
T k—1lk n k—1[(k+1k nl
2 k+1 k)!
_ n+k+1 (n+ )’ (C.33)

(k+Dk(k—=1) n!
conforme queriamos demonstrar.

Demonstracao da Eq. (C.13):

Mais uma vez, aplicando a integracao por partes:

R ALY (x
I6 = /0 (& xl'k 2L7(1k)($)%

1 @\ 1 LY
_ { e—%qu;k)@)d (@H _ $k—1i{e—xL(k)(x)d (x) du
0

dz

kE—1 dz kE—1J, dx " dx
2
1 RN dL%k)(x) 1 o dLng)(x)
= — x LK) dr — / x, k-1 d
o1, ¢ i@ dr— g e dz v
1 ¥ e k17 (k) dsz(zk)(x)

A integral acima pode ser escrita em termos de trés integrais denominadas I§, I e I,

respectivamente, de forma que:

1
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A primeira integral acima ¢é a Eq. (C.11): [} = I,. A segunda integral, I, pode ser

calculada utilizando a propriedade dada por (C.7) e a relagao (C.12). De fato,

& aLP @)\’
Iy = / etk [ 222 ) dx
0 dx

o0 2
= [ et 1) @
0

=D+ EED) 2D+ (h+1)+1
(=1 [(k+1) =1k + D[(k+1) +1]
Tk Z(S;L(;f)l)k i Zlk)l’ (C.36)
ou ainda, -
==y (C.37)

J& a terceira integral da Eq. (C.34) é obtida utilizando a equagcao diferencial (C.3).

X ke dQLng)(x)
I = /0 ek lL%k)(x)de

x 1 dLy”
= / e L) () — [—anf) () —(k+1—x) (x)] dx,
0 T

dx
= —n/ e LW (2))?de — (k + 1)/ e 2L (1) dx
0 0 dz
o Lglk)
+ / ERt L A (x)d—(gj)dx, (C.38)
0 dx
ou ainda,

Substiuindo na Eq. (C.35) as expressoes de If;, I e I’ que calculamos acima, temos que

1 1 (2n+ k)
_[6:m([é—]g_-[(/j”):m{]4+k——}—2]4_[_<k+1)16+]4_nl5]}7
que nos da
1 /2n+k n
- I — —Is. 4
16 2(k+2)4 25 (CO)
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Substituindo as Eq.’s (C.11) e (C.12), vem que:

o 1(2n+k) n_ (n+k)! n 2n+k+1 (n+k)
7 2\ k+2 ) k+Dk nl 2(k+Dk(k—1) nl
1 n(n + k). (20 + ) (k—1) — 20+ k + 1) (k +2)]
2(k+2)(k+1)k(k—1)
1 n(n+ k)! 5 5
= §(k—|—2)(k+1)k(k—1)<2nk_2n+k —k—2nk—k*—k—4n — 2k - 2)
1 n(n+ k)!

= T G Gk koD otk

B n(3n + 2k + 1) (n+ k)!
DTN e (C.41)

demonstrando assim a equagao (C.13).

Demonstracao da Eq. (C.14):

Utilizando a integragao por partes, temos que:
I, = / e 3LW (2))2da
0

_ | dngk)(ﬂf) Oo_ 1 /Oo k—Qi —a 7 (k) ()12
— {k—26 "Ly (m)—dx 0 =2 ), x d:v{e (LY (2)]?} dx

1~ 2 [ AL\ (z)
s [ epe - 2 [T el
1 2

= k- (C.42)

dx

Substituindo as Eq’s. (C.12), e (C.13):

L 1 2n+k+1 (n+k) 2 nBn+2k+1) (n+k)!
T k=2k+Dk(k—1) n  k—2k+2)(k+Dk(k—1) nl
@Ak (k+2) + 2030+ 2k + 1) (n + k)
B (k+2)(k+ Vk(k—1)(k—2) n/!

Cn+Ek+1)(E+2)+2n[2n+k+1)+ (n+ k)] (n+ k)!

(k+2)(k+ Dk(k—1)(k—2) n!
 CnH+E+D)@nAk+2)+2n(n+ k) (n+k)!
B (k+2)(k+ Dk(k —1)(k —2) n!
 CnHE+D[@n+E+ D)+ 1]+ 20[2n+k+1) = (n+ 1) (n+ k)]
B (k+2)(k+ VDk(k—1)(k —2) n/!
 @Cn+k+1)2+ 2n+1)@2n4+k+1) —n(n+1) (n+ k)! (C.43)
B (k+2)(k+ Dk(k —1)(k—2) n! '

como queriamos demonstrar.
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