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Resumo

por

Erico Goncalves de Figueiredo

Nesta tese estudamos a dindmica de emaranhamento em estados quéanticos sob efeito de
temperatura. Fizemos uma revisao do atual estado da arte no que diz respeito aos estados
emaranhados. Defini¢oes de emaranhamento para estados puro e de mistura, critérios de
emaranhamento e quantificadores do grau de emaranhamento foram apresentados. A Dinéa-
mica de Campos Térmicos foi revisada e estados termalizados bipartite foram construidos
a partir desta formulacao. Estudamos o emaranhamento para dois estados termalizados
sendo um Gaussiano e outro nao Gaussiano. Estudamos também a evolugao temporal do
emaranhamento para um sistema confinado em cavidade. O formalismo de Estados Ves-
tidos e Coordenadas Renormalizadas foram utilizadas a fim de analisar este sistema. O
desaparecimento do emaranhamento para altas temperaturas é percebido em todos os sis-
temas analisados, contudo a existéncia de emaranhamento a temperatura suficientemente
pequena é um resultado relevante encontrado nesta tese. Efeitos de morte e ressurgimento
de emaranhamento também sao observados para sistemas confinados em cavidade pequena

a temperatura finita.






Abstract

by
Erico Goncalves de Figueiredo

In this thesis we study the dynamics of entanglement in quantum states under the tempe-
rature effect. We review quantum entanglement. Entanglement definition for pure states
and mixing states, criteria of entanglement and quantifiers of entanglement were presented.
Thermalfields Dynamics was reviewed and thermalized bipartite states were constructed
from this formulation. We study the entanglement for two thermalized states where one
Gaussian and the other does not. We also study the time evolution of entanglement in a
confined system in cavity. Dressed States and Renormalized Coordinates were used for con-
fined systems. The disappearance of entanglement for high temperatures is seen in all the
systems studied. However the existence of entanglement for sufficiently small temperature is
an important results found in this study. Death and revival of entanglement is also observed

for confined system in small cavity at finite temperature.
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E falso pensar que a tarefa da fisica seria descobrir
como a natureza estd constituida. A tarefa da fisica
€, pelo contrdrio, descobrir o que podemos dizer
sobre a natureza.

(Niels Bohr)
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Introducao

A mecénica quantica surgiu no inicio do século XX com o trabalho de Planck (1900)
sobre a radiacao de corpo negro. Durante as primeiras trés décadas do século passado a
teoria quantica se consolidou, levando a uma diversidade de concepgoes que estao longe
de se tornarem consensuais até o presente momento. Dentre estas questoes encontra-se o
emaranhamento quéantico.

Os estados quanticos emaranhados foram fundamentais para a existéncia de um dos
grandes debates epistemologicos da historia da fisica no século passado. De um lado Einstein,
Podolsky e Rosen [1] foram grandes defensores da incompletude da teoria quantica, baseando-
se em uma defini¢ao propria de realidade fisica. Por outro lado Bohr [2] se colocou como um
eximio defensor da nova teoria, contradizendo os principais argumentos dos primeiros.

Durante anos algumas questoes fundamentais referentes ao emaranhamento quantico,
tais como realismo e nao-localidade, ficaram restritas as discussoes filosoficas. Em 1964
Bell [3] demonstrou que o principio de superposigao aplicado a sistemas compostos poderia
comprovar o aspecto nao-local da mecéanica quantica. Contudo, somente no inicio da década
de 1980 foi que Aspect, Grangier e Roger [4, 5] confirmaram os aspectos de nao-localidade
da teoria quantica experimentalmente.

No contexto dos estados emaranhados correlagoes de Bell para particulas relativisticas
também vem sendo estudadas [6]. A discussdo do efeito das transformagoes de Lorentz
sobre o emaranhamento motivou também o estudo de correlacoes de Bell no contexto da
relatividade geral [7,8|.

Na década de 1990 diversos trabalhos demonstraram que nao somente aspectos filosoficos
eram relevantes para o emaranhamento quantico, mas também uma infinidade de aplicacoes
tecnologicas poderiam ser implementadas via a utilizagao destes estados. Uma sintese destes
trabalhos pode ser encontrada nos textos [9,10], que tratam de computagao e informagcao

quanticas. Mais recentemente outras aplicagoes de estados emaranhados vem sendo desen-



volvidas [11], no que se denota atualmente como metrologia quantica.

Diante de todo o contexto apresentado anteriormente, uma questao que se coloca é sobre
a existéncia de estados emaranhados para sistema que interagem com um ambiente. Sabemos
que usualmente os sistemas quanticos nao existem isoladamente e portanto, algum efeito de
temperatura sobre o sistema é esperado. Especificamente no nosso caso estamos interessados
no efeito da temperatura na sobrevivéncia do emaranhamento de estados quanticos.

Esta questao se torna relevante diante de vérias situagoes, como por exemplo a influéncia
do emaranhamento em propriedades macroscopicas dos solidos. Em [12] os autores demons-
traram que a suscetibilidade magnética de alguns materiais é condizente com um modelo
tedrico onde se considera estados emaranhados e o sistema encontra-se a uma temperatura
suficientemente pequena. Esta dependéncia possui uma razao simples. A suscetibilidade
magnética é proporcional a correlacao entre os spins nos soélidos e o emaranhamento cor-
responde a correlagoes quanticas, sem analogia classica, entre as partes do sistema. Estas e
outras questoes colocam o problema de analisar emaranhamento para sistemas a temperatura
finita [12-14].

Nesta tese o que vamos apresentar trata-se de um estudo de emaranhamento quantico
para estados de osciladores bosonicos sob efeito de temperatura. Dividimos este trabalho em
duas partes. Primeiramente discutimos o efeito da temperatura em estados emaranhados
em equilibrio térmico. Na sequéncia, apresentamos um estudo sobre a evolucao temporal de
estados emaranhados de um sistema em contato com um ambiente a temperatura finita.

Para sistematizar este estudo dividimos esta tese em cinco capitulos. No primeiro capitulo
fizemos uma revisao sobre o atual estado da arte no que corresponde ao emaranhamento
quantico. As defini¢oes de estados emaranhados puros e de mistura, desigualdades de Bell,
critérios para a identificagao e quantificadores do grau de emaranhamento sao revisados.

No segundo capitulo fizemos uma revisao sobre o formalismo da Dinamica de Campos
Térmicos com énfase em osciladores bosbénicos. Estados termalizados para o campo de
radiacao quantizado sao discutidos.

No terceiro capitulo fizemos um estudo sobre emaranhamento em estados termalizados do
campo de radiacao considerando dois exemplos, um estado gaussiano e outro nao gaussiano.
A temperatura critica para a existéncia de emaranhamento é encontrada em ambos os casos.

No quarto capitulo fizemos uma revisao a fim de introduzir os estados vestidos e as coor-
denadas renormalizadas que foram utilizadas no estudo de sistemas atomicos confinados em

cavidades. Apresentamos neste capitulo também algumas consideragoes sobre o formalismo



utilizado, apresentando novos desenvolvimentos.

No quinto capitulo a dinamica de emaranhamento para um sistema bipartite atomico
confinado em cavidade, utilizando estados vestidos, foi apresentada considerando um ambi-
ente a temperatura nula e a temperatura finita. Finalizamos a tese com um tultimo capitulo

de conclusoes e perspectivas.



Capitulo 1

Emaranhamento Quantico

Emaranhamento indubitavelmente consiste em uma das mais intrigantes predigoes da
teoria quantica. Desde a sua proposicao até os dias atuais, os aspectos contra intuitivos
relacionados aos estados emaranhados vem levantando debates interessantes na comunidade
cientifica. Talvez o mais famoso destes tenha sido proporcionado por Einstein e Bohr por
volta da década de trinta do século passado. Os questionamentos do primeiro a respeito da
completude da teoria quantica e a defesa implacavel do segundo pela viabilidade da teoria,
foram assuntos cotidianos durante um bom tempo®.

Atualmente existem diversas aplicagoes tecnologicas onde se utilizam estados emaranha-
dos. Para citar algumas a teleportacao de estados quanticos, criptografia quantica, algorit-
mos computacionais entre outros, levam a um conjunto de aplicacoes dentro do escopo do
que se conhece como ciéncia da informagao e computagdo quanticas [9,10].

Neste capitulo faremos uma revisao de alguns aspectos, que serao utilizados no propo-
sito da tese, do atual estado da arte sobre emaranhamento quéantico. Na primeira secao
discutiremos os fundamentos tedricos e as defini¢coes de estados emaranhados puros e de
mistura. O teorema de Bell que versa sobre nao-localidade na teoria quantica seré revisado
na sequéncia. Na secao seguinte apresentaremos alguns critérios que identificam estados
emaranhados. Na quarta secao quantificadores do grau de emaranhamento serao tratados

seguidos das consideragoes finais.

'Uma boa leitura sobre o tema pode ser encontrada nos seguintes textos: 1) Freire Jr, Olival, David Bohm
e a Controvérsia dos Quanta, Campinas, Centro de Logica, Epistemologia e Historia da Ciéncia (1999) e
2) Zeilinger, Anton, A Face Oculta da Natureza: O novo mundo da fisica qudntica, Rio de Janeiro, Globo
(2005).



1.1 Fundamentos Teoéricos

Na formulagao da Mecéanica Classica o estado de um sistema de particulas com N graus
de liberdade ¢é definido por um par (q,p) € X, onde q = (g1, ,qn) sdo as coordenadas
generalizadas e p = (p1,- -+ ,pn) 0s momenta generalizados do sistema. Do ponto de vista
formal, o conjunto de estados acessiveis (q, p) do sistema formam uma variedade simplética
¥ chamada de espaco de fase. As observaveis fisicas sdo fungdes do estado f = f(q,p) e a
dinamica pode ser determinada pelas equacoes canonicas de Hamilton.

Quando entramos no mundo quéntico a situagao se configura diferente. O primeiro

postulado da teoria quantica pode ser formulado como segue [15]:

Postulado 1 Em um instante de tempo t o estado de um sistema fisico é definido por um

raio vetor €' 1) pertencente a um espago de Hilbert H.

Um espaco de Hilbert ¢ um espago vetorial complexo, completo e provido de uma métrica
definida através de um produto escalar. Devido ao carater vetorial do conjunto de estados
quanticos sabemos que a combinacao linear de dois estados distintos é também um estado
do sistema. Em outras palavras, sendo |¢),, 1), € H, entdo |¢) =z [¢), + z2|¥), € H,
onde x1,x9 € C. Essa propriedade de espagos vetoriais é relevante em fisica devido as suas
consequéncias experimentais e filosoficas, a tal ponto de ser conhecido como principio da
SUPerposicao.

Outra caracteristica da mecanica quantica que a diferencia da teoria cléssica consiste
sobre os processos de observagao. Enquanto a medida de uma observavel fisica sobre um sis-
tema cléssico nao interfere no estado do sistema, o mesmo nao ocorre em sistemas quanticos.
A medida de uma grandeza fisica sobre um sistema quantico modifica o estado do sistema.
Esse comportamento experimental impoe a caracterizagao das observaveis fisicas como ope-
radores hermitianos que atuam no espaco de Hilbert do sistema. Complementa-se a isto o
fato de que os possiveis resultados das medidas de uma observavel sao os seus respectivos
autovalores.

A distingao entre mecénica cléssica e mecanica quantica sobre a natureza matematica
dos conjuntos de estados acessiveis de um sistema fisico, sobre a descri¢ao das observaveis e
os processos de mensuragao apresentam consequéncias fundamentais para a interpretagao da
teoria quantica. Desde os primoérdios da teoria até os dias atuais estes fatores juntamente com
o principio da superposicao consistem na base de diversas discussoes entre fisicos, filésofos

e historiadores da ciéncia. Talvez o debate mais conhecido sobre o tema tenha sido iniciado



em 1935 por Einstein, Podolsky e Rosen (EPR) [1] em um artigo intitulado Can Quantum-
Mechanical Description of Physical Reality Be Considered Complete? Neste artigo EPR
aplicam o principio da superposicao, a hipotese de localidade e uma definicao de realidade
fisica para demonstrar a incompletude da mecénica quantica.

Como exemplo EPR consideram um sistema bipartite onde a fungao de onda que descreve

o estado do sistema é dada por

(xy1, x2) :/ eZim/h)(@1=22 4ol ) (1.1)
—00

Considerando o operador momentum na representacao coordenada
p = (h/2ir)0/0x, (1.2)

é possivel demonstrar que quando realizada uma medida sobre a particula (1) e for determi-
nado que o momentum dela é igual p, a particula (2) encontrar-se-a com momentum igual a
—p. Este processo é realizado sem que nenhuma pertubacao seja operada sobre a segunda
particula. Esse resultado entra em desacordo com os postulados EPR sobre realidade fisica
e levam os autores a concluirem que a mecanica quantica é incompleta.

Também em 1935 Bohr [2] em um artigo com o mesmo titulo refuta as conclusoes de
EPR considerando uma outra definicao de realidade fisica. Em verdade Bohr considera que
nao é possivel falar de realidade fisica sem se levar em consideragao o observador.

No mesmo espirito Schrédinger apresenta as consequéncias do principio de superposi¢ao
quando aplicado a um sistema macroscopico. Considerando um experimento imaginario onde
um gato encontra-se confinado dentro de uma caixa juntamente com um atomo radioativo e
supondo que o atomo esteja inicialmente em um estado instavel |¢) e que pode decair para um
estado mais estéavel |e). Considera-se ainda que a energia liberada no processo seja suficiente
para matar o gato. Como a mecanica quantica somente pode predizer a probabilidade do
decaimento sem afirmar quando ele ocorre, o que podemos afirmar é que o estado do sistema

composto pelo gato mais atomo ¢ dado por

V) = v, i) +[m,e) (1.3)

onde |v, i) representa o gato vivo mais o atomo instavel e |m, e) o gato morto mais o atomo
estavel. Para a relacao entre os entes desse sistema Schrodinger usou o termo em alemao

Verschrinkung, que traduzido para o portugués resulta em emaranhamento.



Essas questoes apresentadas por EPR, Bohr e Schrédinger sobre os aspectos da mecanica
quantica derivados do principio de superposicao, ficaram restritos as discussoes filosoficas
durante um periodo devido a nao apresentagao de resultados quantitativos. Somente em
1964 Bell [3|, utilizando um sistema bipartite de dois niveis, apresentou um teorema que
possibilitou Aspect et. al. [4,5] comprovar experimentalmente o carater nao-local da teoria

quantica.

1.1.1 Definicao de Estados Emaranhados

Conforme discutido anteriormente o emaranhamento ocorre como uma derivacao do prin-
cipio de superposicao para sistemas de duas ou mais partes. Do ponto de vista formal defini-se
o que é um estado separavel e a partir desta, conceitua-se estados emaranhados. Para estados

puros a definicao de estados emaranhados é dada por:

Definicao 1 Seja um sistema fisico composto tal que o espaco de Hilbert é dado por H =
QN Hy., onde Hy, € o espaco de Hilbert do subsistema k. Seja [v) € H um estado puro do
sistema, diz-se que [1)) € um estado separdvel se, e somente se, ele pode ser escrito como
sendo [¢) = @N_1 |¢), onde |¢), € Hi, € um estado do subsistema k. Quando um estado

nao € separavel ele € dito ser emaranhado.

Verifica-se diretamente da definicao que o valor esperado de um operador A= ®{€V:1/Alk,

quando o sistema encontra-se em um estado |¢) separavel é dado por

N
<A> -1 <Ak> . (1.4)
% Py o
Essa relacao demonstra que em estados separaveis nao existe correlacao entre as medidas de
observaveis fisicas relacionadas as partes do sistema. Em outras palavras, que nao é possivel
identificar o valor esperado de uma observavel Ay, correspondente ao subsistema k realizando
um processo de observacao sobre o subsistema j # k.
Para entender essa definigao vamos analisar alguns exemplos de estados puros para um
sistema bipartite com espectro do Hamiltoniano discreto. Considere o Hamiltoniano para

dois osciladores harmonicos dado por

A

H = (,UACALTCAL—}-(,L)B[A)T(A). (15)

Os autovetores do Hamiltoniano (1.5) s@o os estados de nimero |n,m) = |n), @ |m)z €

Hi® Hp com n,m € N. Assim sobre essa base e considerando um sistema de dois niveis



podemos obter os estados

[¥) = N (]00) +[01)), (1.6)
|9) = N (|00) + [11)) (1.7)

com N sendo um fator de normalizagao. O estado (1.6) é um estado separavel pois pode
ser escrito como |0) ® (]0) + |1)). O mesmo nao acontece para o estado (1.7) que é portanto
um estado emaranhado. Podemos observar também que o valor esperado de um operador

A= A; ® A, no estado (1.6) ¢ dado por
(4), = (01 A10) ((0] A2 10) + (0] A2 1) +{1] A2[0) + (1] Aa]1)) (18)
enquanto que para o estado (1.7) é
(4), = (014110 {0] A210) + (0] A 1) (0] Ay |1

+ (1] Ay ]0) (1] Ay |0) + (1] Ay 1) (1] A5 [1) . (1.9)

Ou seja, enquanto que para o estado [¢)) a medida sobre o subsistema (1) nao carrega
nenhuma informagao sobre o sistema (2), no estado |¢) o resultado da medida sobre quaisquer
uma das partes do sistema determina instantaneamente o resultado da medida da outra
parte?.

A defini¢ao (1) se aplica exclusivamente para estados puros de um sistema. Em geral os
estados quanticos sao descritos por matrizes densidades p, que podem representar estados
puros ou de mistura. Quando tratamos de estados nao puros de um sistema bipartite nota-se

que para uma matriz densidade fatoravel
p=p @ py, (1.10)
o valor esperado de uma observével Ay ® A, 6 dado por
<1211 ® 1212>p =Tr (/Allp1> Tr <1212,02> (1.11)

e, portanto, podemos afirmar que estados descritos por matrizes densidades tais quais (1.10)

nao apresentam correlagoes quanticas entre as partes do sistema.

2Esse fenomeno foi o que Einstein chamou de a¢édo fantasmagérica a distdéncia. Devido a sua inconsisténcia
com uma teoria local como é o caso da Teoria da Relatividade, esse fenémeno foi usado como argumento
para que EPR afirmassem que a MecAnica Quéantica era uma teoria incompleta.



Contudo nem todo estado de mistura que nao é fatoravel constitui um estado emara-
nhado. Segundo Werner [16] existem estados ndo fatoraveis que apresentam somente corre-
lacoes classicas. Esses estados podem ser gerados por Operagoes Locais com Comunicagao
Classica (OLCC). Por OLCC entende-se um conjunto de manipulagoes locais realizadas sobre
as partes do sistema onde se envolva canais classicos de comunicacao, ou seja, que respei-
tem os principios da relatividade restrita. Estas manipulagoes nao geram estados quanticos
emaranhados.

Vejamos agora o protocolo para criacao de estados mistos nao emaranhados proposto por
Werner [16]. Suponhamos que um sistema seja composto de duas partes (A) e (B). Se (A) e
(B) realizam operagoes locais sobre o sistema um estado puro |1, ¢) fatoravel é preparado.
Por manipulagoes locais unitarias pode-se criar um outro estado fatoravel a partir destes.
Supondo entao um sistema que gere um ensemble de estados fatoraveis onde cada estado

|1;, ¢;) é criado com probabilidade p;, podemos escrever qualquer estado como sendo

N

P:ij|¢ja¢j> <¢j7¢j ) (1.12)
j=1

com p; > 0e Zjvzl p;j = 1. Esses estados sao os mais gerais que podem ser construidos com

OLCC, nao sao fatoraveis e devido ao fato de somente apresentarem correlagoes cléassicas

sao ditos estados nao-emaranhados ou estados separaveis. Assim podemos definir um estado

misto emaranhado como segue:

Definicao 2 Seja um sistema qudntico formado por N subsistemas. Seja um estado descrito
por uma matriz densidade p € ®§-VZIB(Hj), onde B(H;) € o conjunto formado por todos
os operadores que atuam em H;. Dizemos que a matriz densidade p descreve um estado

separavel se, e somente se, ela pode ser escrita como sendo
k
_ N
P = E Dk (®j:1pi)
i=1

para qualquer k, sendo pi > 0, fozl pr=1c¢e pg € um estado produto. Quando um estado

misto nao € separdvel ele € dito ser emaranhado.

Essas defini¢oes de estados emaranhados sao construidas a partir de defini¢oes de estados
separaveis. Contudo, nem sempre encontrar uma decomposi¢ao de um estado puro ou de
mistura é uma tarefa simples. Esta dificuldade permite afirmar que estas definicoes nao
sao operacionais. Neste sentido critérios de identificacao de emaranhamento sao necessarios.

Vejamos agora um destes identificadores introduzido por Bell.
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1.2 Desigualdade de Bell

Considerando o principio de localidade e a suposigao de variaveis ocultas Bell [3] anunciou,
em formato de teorema, algumas desigualdades que deveriam ser satisfeitas por qualquer te-
oria local. Vamos considerar um sistema de dois componentes e um par de instrumentos
de medidas que podem apresentar como resultados somente dois valores para cada um dos
componentes do sistema. Os resultados possiveis sao £1. Vamos denotar por a e b os para-
metros controlaveis do primeiro e do segundo aparelho de medida respectivamente. Vamos
denotar por A os parametros incontrolaveis dos aparelhos de medida. Assim, vamos definir
uma funcdo A(a, A\) = £1, que determina os resultados das medidas da primeira particula.
De maneira analoga definimos um func¢ao B(b, \) = 1 para a segunda particula.

Do principio de localidade obtemos que fungées do tipo A(a,b,\) e B(a, b, A\) nao sado
consideradas e que as medidas de A(a, \) sao independentes de B(b, \). Contudo, os pa-
rametros incontrolaveis A estdo submetidos a mesma distribuigao de probabilidades p(\) se

fixarmos os aparelhos de medidas. Dessa maneira é possivel definir uma funcao de correlacao
C(a,b) = /A(a, A)B(b, M) p(A\)dA, (1.13)

onde [ p(A)dA =1, p(A\) >0, A(a,\) = £1 e B(b,\) = £1.
Consideremos agora dois conjuntos de parametros controlaveis (a,a’) para o primeiro

instrumento e (b, b’) para o segundo, podemos escrever
C(a,b) — C(a,b’) = / [A(a, \)B(b,\) — A(a, \) B(b', \)] p(\)dA
_ / [Afa, \)B(b, \) {1 — A2, N B(B, M)} p(\)dA
— / [A(a, \)B(b', \) {1 — A(a’,\)B(b, \)}] p(A)dA.
Usando a desigualdade triangular e lembrando que |A(a, \)B(b, \)| = 1, podemos escrever
Dy =|C(a,b) — C(a,b’)| + C(a’,b") + C(a’,b) < 2. (1.14)

Esta desigualdade obtida por Bell nao utilizou nenhum pressuposto quantico de tal modo
que nao é possivel afirmar que a mecanica quantica seja compativel com essa relagao. Vamos
verificar a violacao desta desigualdade de Bell para um estado puro.

Vamos supor que as fung¢oes de correlagao sejam dadas por

C(a,b) = <6-&A®5-&B>, (1.15)
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A

onde @-0° = ax&f + ayffﬁ + az(%f, com &; as matrizes de Pauli e @ = (ay, ay, a,). Considere

um estado bipartite escrito na decomposicao de Schmidt

) = /p|01) + /1 —p|10). (1.16)

Sabendo que as matrizes de Pauli sao dadas por 6, = |0) (1|+|1) (0], 7, =i (]1) (0] —|0) (1)
=10) (0| — |1) (1], temos

C(a,b) = —a,b, + 2+/p(1 — p)(asb, + ayb,

onde usamos o fato de |¢) ser normalizado. Definindo @ = (sin «, 0, cos «v) e b = (sin 3, 0, cos )

obtemos
C(a,b) = —cosacos f + 24/p(1 — p) sinasin S. (1.17)

Expressoes andlogas podem ser obtidas para as outras fungoes de correlagao. Se fixarmos
agora @ = 0 e o = 7/2, cosf = —cosB > 0, sinf = sinB > 0, o lado direito da
desigualdade (1.14) é dado por

Dy(p) =|C(a,b) — C(a,b’)| + C(a’,b') + C(a’,b) = 2cos B + 4y/p(1 — p)sin 8. (1.18)

E entao factivel que calculemos o valor de 3 para o qual a funcio acima seja maxima. Isso
acontece quando temos = arctan 24/p(1 — p) e fazendo as devidas manipula¢ées matema-
ticas obtemos

Dy (p) =2y/1+4p(1 — p). (1.19)

Podemos perceber na figura (1.1) que para o estado puro (1.16) sempre ocorre violagao da
desigualdade de Bell para qualquer valor de p € 0, 1].

Vejamos agora a situacao de um estado de mistura dado por

o= p|vy) (¥] + (1 - p)[00) 00], (1.20)

onde

[¥y) = |01> +110)). (1.21)

Este estado € uma interpolagio entre os estados puros [00) (p = 0) e ¢, ) (p = 1). Realizando

procedimento analogo e considerando os mesmos parametros anteriores obtemos

D, (p) = 2psin 8 + 24/(1 — 2p)? cos B. (1.22)
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o . s n » . .
O valor de 8 que maximiza a fungao D, (p) é f = arctan —\/m. Fazendo entao as devidas
substitui¢oes obtemos

Dy(p) =2 /p? + (1 —2p)2. (1.23)

Verificamos que Dy(p = 1) = Dy(p = 1/2) = 2¢/2 como esperado. Na figura (1.1) podemos
verificar que para o estado (1.20) somente para p > 0.8 ocorre violagao da desigualdade de

Bell.

Db (p)

25 L /

Figura 1.1: Violacao da desigualdade de Bell para os estados (1.16) (linha continua) e (1.20)

(linha tracejada).

Esses resultados demonstram que as desigualdades de Bell nao sao suficientes para es-
tabelecer a identificacdo de emaranhamento. Somente para estados puros as desigualdades
de Bell sao violadas. Para um estado ¢ dado por (1.20) é notério que alguma informa-
¢ao de emaranhamento existe para V p # 0, contudo nao se observa nenhuma violagao da
fungao (1.23) para p < 0.8. Devido a este resultado outros critérios para identificagdo de

emaranhamento sdo necessarios.

1.3 Identificando Emaranhamento

Procedimentos operacionais para a identificacao de estados emaranhados sao construidos
a partir de propriedades que sao satisfeitas para estados separaveis. Se essas propriedades
sao violadas para um estado arbitrario p dizemos que esse estado é um estado emaranhado.
Em alguns casos estes procedimentos sao inconclusivos, ou seja quando essas propriedades
sao satisfeitas nao podemos afirmar, pelo menos em principio, se este estado é separavel ou

nao. Vamos nos restringir nessa tese ao estudo de emaranhamento para sistemas bipartite.



13

1.3.1 Critério de Peres-Horodecki

Peres [17] apresentou um critério para identifica¢ao de emaranhamento baseando-se em
uma condi¢ao necessaria para toda matriz densidade de estados separaveis. Este critério
parte da observagao de que se p é uma matriz densidade que descreve um estado fisico
de um sistema, entao p é uma matriz positiva semidefinida. Uma matriz é dita positiva
semidefinida quando todos os seus autovalores sao nao negativos. Dessa maneira pode-se

demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 1 Seja p uma matriz densidade de um estado separdvel dada por (1.12). O ope-

rador obtido através da transposicao parcial da matriz densidade p € também positivo semi-

definido.

Para demonstrar o teorema acima vamos considerar algumas defini¢des relevantes. Seja
a operagao de transposicao 7 : V — V), considere O;; elemento de uma matriz O € V. A
operagao de transposigao é dada por 70;; = O;;. Com esse resultado podemos anunciar o

seguinte Lema:

Lema 1 Sejam AeB operadores e seja T um operador de transposicao. Dessa maneira

temos T(AB) = T(B)T(A).

A demonstragao desse Lema encontra-se em diversas referéncias de algebra linear de tal
maneira que nao sera apresentada nesse texto. Vamos nos atentar para um outro Lema que

é mais relevante para o nosso proposito de enunciar o critério de Peres.

Lema 2 Se O é um operador hermitiano positivo semidefinido e T € o operador transposi-

¢ao, entao o operador T (O) € também um operador positivo semidefinido.

Vejamos a demonstragao deste lema. Seja U a transformacao unitaria que diagonaliza
o operador positivo semidefinido @. Entdo o operador diagonal O = UOU' ¢ um opera-
dor positivo semidefinido pois transformacoes unitarias nao alteram os autovalores de um
operador. Pela definicao da operagao de transposi¢ao temos que o operador 7’((5) é tam-
bém positivo semidefindo. Do lema (1) obtemos que TO = TUOUY) = TUNT(O)T U)
e TUNTU) = T(UUT) = Z. Ou seja, o operador T (U) ¢ uma transformacio unitaria
e portanto ndo altera os autovalores do operador T(0). Como o operador T(O) é posi-
tivo semidefinido, entdo o operador 7 (Q) é também positivo semidefinido como queriamos

demonstrar.
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Baseando-se nas discussoes anteriores Peres utilizou o conceito de transposicao parcial
aplicada a uma matriz densidade de um sistema bipartite dada por
n,m,k,l
A matriz transposta parcial no sistema (B) é dada por
T(B
P" =" pua s k) (m,1] (1.25)
n,m,k,l
Ou seja, a transposicao somente é realizada em uma parte do sistema. Aplicando essa

operacao em um estado separavel obtém-se

pTE) Zpk Yo7, (1.26)

(BT

Como p, " também representa estados do sistema (B), entao pl'(B)

é também um estado
acessivel do sistema e portanto é uma matriz densidade positiva semidefinida. Baseando-se

nessa condicao o critério de Peres pode ser formulado da seguinte maneira:

Critério 1 (Peres) Se a transposta parcial de uma matriz densidade p de um sistema bi-

partite nao for positiva semidefinida, entao o estado p é um estado emaranhado.

Operacionalmente podemos afirmar que um estado é emaranhado quando a matriz parci-
almente transposta apresenta um, e ao menos um, autovalor negativo. Peres conjecturou que
este critério era uma condicao necessaria e suficiente para a identificacao de emaranhamento.
Contudo Horodecki et. al. [18] demonstraram que somente para sistemas (2 x 2) e (2 x 3)
esse critério € uma condigao necessaria e suficiente, para dimensoes mais altas é somente uma
condi¢ao necessaria. Vamos brevemente discutir os resultados obtidos na referéncia [18].

Seja um sistema bipartite onde o espaco de Hilbert é dado por H = H; ® Hs. Sejam
Bi(H1) e By(Hsz) os conjuntos de operadores que atuam em H; e Ho respectivamente. Os
conjuntos B;(H;), ¢ = 1,2, constituem um espago vetorial de Hilbert-Schmidt, cujo o pro-
duto interno é dado por (A4, B) = Tr (BTA). Vamos considerar dois espacos de operadores
denotados por A; e Ay. O espaco dos mapas lineares que levam operadores de A; em A,
denotamos por L(A;, As). Dizemos que um mapa é positivo se, e somente se, dado um ope-
rador positivo semidefinido Ae Ao operador A(A ) € A, for também positivo semidefinido.

Por fim, um mapeamento A é dito ser completamente positivo se o mapeamento induzido

A=A A &M, = A& M,, (1.27)



15

é positivo para todo n. M,, é o conjunto de todas as matrizes complexas de ordem n X n e
I é o mapeamento identidade.

E notério que o produto de um mapa completamente positivo com o mapa identidade
mapeia operadores positivos em operadores positivos. Dessa maneira é perceptivel que mapas
completamente positivos sao insensiveis a inseparabilidade de uma matriz densidade. Nao
obstante, o produto de um mapa positivo com o mapa identidade aplicado em uma matriz
densidade separavel resulta em uma matriz densidade positiva, ou seja, (A ® I)(p; ® py) =
A(p;) ® p, > 0. Essa propriedade para estados separaveis ¢ essencial para a construgao do
critério de separabilidade de Peres. De fato podemos afirmar que se uma matriz densidade
p nao for separavel, entdo existe ao menos um mapa positivo A tal que, (A ® I)(p) nao é
positivo. Objetivando encontrar estes mapas positivos que levam matrizes inseparaveis em

operadores nao positivos semidefinidos vamos anunciar o seguinte Lema.

Lema 3 Seja qualquer estado insepardvel p € B1(H1) ® Ba(Hz), existe um operador Hermi-
tiano O tal que

ﬂ(@@<ﬂ)eT¥@%>20 (1.28)

para qualquer o separdvel.

Vejamos a prova deste lema. Da definicao do conjunto de estados separéaveis segue que
eles sdo completos e fechados em Bi(H1) ® Ba(Ha). Vamos agora utilizar o teorema de

Hahn-Banach que pode ser formulado como segue:

Teorema 2 (Hahn-Banach) Se W, e Wy sao conjuntos convezxos e fechados em um espago
real de Banach e se um deles € compacto, entao existe um funcional continuo f e um o € R

tal que para todo par wy € Wi e wy € Wy nos temos
flwr) < a < fws). (1.29)

Esse teorema afirma que um conjunto convexo fechado em um espaco de Banach é com-
pletamente descrito por desigualdades que envolvem funcionais continuos. Dessa maneira
podemos afirmar que existe um funcional real g sobre um espago real A gerado por opera-

dores que pertencem a Bi(H;) @ Ba(Hs) tal que

g(p) < B < g(o), (1.30)
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para todos os estados separaveis . Sendo A um espago de Hilbert real o funcional g pode

ser representado como sendo

g(p) = Tr (pfl> : (1.31)
onde A = Af. Considerando que para quaisquer estados p e ¢, temos que Tr <ﬁf p) =
Tr (5f&) = [, fazendo

~

A=0+4l, (1.32)

a desigualdade (1.30) resulta em
Tr (p0> <0<Tr (m) : (1.33)
demonstrando o lema. Provado o Lema (3) obtemos o seguinte teorema:

Teorema 3 Um estado p € Bi(H1) ® B2(Ha) € separdvel se, e somente se,
Tr (p/i) >0 (1.34)

para qualquer operador A que satisfaca Tr (/AXP ® Q) > 0, onde os operadores P e Q 5a0

projetores que atuam em Bi(H1) e Ba(Ha) respectivamente.

A comprovagao deste teorema pode ser obtida aplicando o Lema (3). Vamos supor
um estado p nao separavel e que satisfaga a condigao (1.34) para qualquer A, tal que

Tr (AP ® Q) > 0. Do Lema (3) temos que existe um operador A tal que Tr (Ap) <0

e que Tr </1(7> > 0, para qualquer operador separavel o. Como o produto de projetores
P® Q pode ser um estado separavel, a menos de um fator de normalizacao, existe um opera-
dor A tal que Tr <121]5 ® Q) >0eTr <Ap> < 0. Este resultado contradiz a hipotese de que
sendo p inseparavel Tr (flp) > 0 para qualquer A que satisfaga Tr (/Alp ® Q) > 0. Logo p
¢ um estado separavel.

Horodecki et. al. traduziram o teorema (3) para a linguagem de mapas positivos. Para
isto usaram o isomorfismo entre mapas positivos e operadores positivos. Seja A o conjunto
de operadores que atuam no espago de Hilbert H e considere A; € A uma base. Pode-se
definir um mapa isomérfico S : A — A; ® A,, onde A; ® Ay é o conjunto formado por
operadores que atuam no espago de Hilbert H; ® Hs e A sao mapas lineares A : A; — A,

como sendo

SA) =T oA Alod e A oA (1.35)

Com base neste isomorfismo é possivel enunciar o seguinte teorema:
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Teorema 4 Seja uma matriz densidade p € Ax ® Ag. Entdo p € separdvel se, e somente

se, para qualquer mapa A : Ay — Apg positivo o operador (I @ AN)p € positivo.
Utilizando este teorema Horodecki et. al. demonstraram o seguinte teorema:

Teorema 5 Um estado p que atua em C* ® C? ou C?> ® C? € separdvel se, e somente se, sua

matriz parcialmente transposta for um operador positivo definido.

A prova de que se p é um estado separavel, entdao a sua matriz parcialmente transposta
é positiva foi demonstrada por Peres. Para demonstrar que se a transposta parcial de uma
matriz densidade bipartite for positiva o estado é separavel Horodecki et. al. usaram os
resultados obtidos por Woronowicz [19] de que qualquer mapa positivo A : A4 — Ap pode

ser escrito como sendo

A= AT+ ASPT, (1.36)

onde A¢T sdao mapas completamente positivos e T é o operador de transposicao, desde que
Hi=Hp=C?ouHs=C%eHp=C>

Com este resultado verifica-se que o critério de Peres-Horodecki é uma condigao necesséria

e suficiente para identificacdo de emaranhamento somente para estados bipartite (2 x 2)

u (2 x 3). Para os demais casos é somente uma condi¢do necessaria. Para ilustrar a

operacionalidade deste critério vamos analisar o mesmo estado de mistura que discutimos

quando tratamos da identidade de Bell.

Exemplo 1 Considere entao um estado de um sistema bipartite dado por

o =ply) (] + (1 —p)00) (00|, (1.37)
onde W)+> = ]Ol) +110)). Para esse estado obtemos a sequinte matriz densidade
1—p 0 O

0
0 ip Ip 0
R (1.38)
0 0 0 0
onde estamos considerando a seguinte base {|00),|01),|10),|11)}. A matriz parcialmente

transposta € dada entao por
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0 Lp 0 0

P — 2P . (1.39)
0 0 ip 0
ip 0 0 0

Os autovalores nao nulos dessa matriz sao

(LR ROV Eu ey S (1.40)
Ao = %{(1—p)—\/p2+(1—p)2}. (1.41)

O autovalor A1 € sempre positivo e o autovalor As < 0 para todo valor de p < 0 como
€ possivel observar no grifico da figura (1.2). Ou seja, pelo critério de Peres-Horodecki o

estado (1.37) é emaranhado a menos para p = 0, quando |¢) se torna o estado puro |00) (00].

A>(p)

—-0.3 L

04|

~osh

Figura 1.2: Autovalor negativo em funcao do parametro da superposi¢ao de um estado de

Bell com o vacuo.

O critério de Peres-Horodecki apesar de ser operacional nao possui uma interpretacao
fisica, diferente das violacoes das desigualdades de Bell. Vamos agora apresentar um outro
critério que é uma extensao para sistemas de variaveis continuas do critério da positividade

da transposta parcial.

1.3.2 Critério de Simon

O ponto central do trabalho do Simon [20] foi demonstrar que a operacao de transposigao

parcial adquire no caso continuo um interpretacao geométrica associada a uma reflexdo
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especular na funcao de Wigner no espaco de fase. A separabilidade leva a uma restricao
nos segundos momentos que é mais forte do que as relagoes de incerteza usuais. Com o uso
dessa restrigao Simon demonstra que o critério de Peres-Horodecki no caso continuo é uma
condicao necessaria e suficiente para todos os estados gaussianos bipartite.

Vamos analisar inicialmente o comportamento da fungao de Wigner para a matriz den-
sidade parcialmente transposta. Considere uma matriz densidade de um estado bipartite
separavel cuja funcao de Wigner é dada por

W(qr,p1,q2,p2) = Wz/ dgrdgs (g — q1. 2 — Gl plar + 41, 2 + )

[e.9]

x exp [2i(q1p1 + ¢op2)]. (1.42)

Como p é um estado separavel, podemos substitui-lo na equagao acima pela matriz densidade

dada por (1.12), e assim reescrevendo a fungao de Wigner temos

N 00
W(q1,p1,q2,p2) =7 ° Zpk/ dd; (g — a1l o\ lar + ;) exp (2igipy)
k=1 >
00 5 ‘
x / ddy (g2 — ab] pi” a2 + ) exp (2ighps). (1.43)

Fazendo a transposi¢do parcial em relagdo ao sistema (2) na Eq. (1.43) e realizando uma

substituicao de variavel ¢, = —gj nos obtemos

WT2(C]17P1»Q2>Z?2) = W(Qlaph%,—pz)- (1'44)

Esse resultado demonstra que a transposicao parcial leva a uma inversao temporal que atua
somente em uma variavel momentum. Esse comportamento da funcao de Wigner leva a uma
questao interessante. Quais sao as implicacoes da reflexao especular no momentum devido
a transposicao parcial, nas relagoes de incerteza de Heisenberg?

Objetivando escrever uma desigualdade a partir das relagoes de incerteza de Heisenberg

vamos introduzir o vetor é dado por
§=(q1 D1 G2 P2)- (1.45)

Com essa notagao podemos escrever as relagoes de comutacao canonicas entre ¢; e p; de

maneira compacta como sendo

[ém’gﬁ] = iQa,ﬁ? «, ﬁ = 17 27 3747 (146)
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onde a matriz €2 é uma matriz (4 x 4) dada por

J 0 0 1
Q= . J= . (1.47)
0 J ~1 0

~

Vamos introduzir também um outro operador dado por AE, = &, — (£,), onde (€,) =
Tr (é’ap) Vamos entao definir uma matriz V', dita matriz de variancia ou matriz de corre-
lagao, cujos elementos sao dados por
1 ) )
Vas = 5 ({8688 }) = [ateagagwo). (1.48)
com {121, B} — AB + BA a operacao realizada pelo anticomutador.
A matriz de variancia V' é uma matriz (4 x 4), real (V = V*), simétrica (V = VT) e
positiva semidefinida V' > 0, de tal maneira que podemos aplicar o teorema de Williamson

21].

Teorema 6 (Williamson) Seja V' uma matriz quadrdtica de ordem 4, real, simétrica e po-

sitiva semidefinida. Para¥'V, 35 € S,(4, R) tal que SVST = V' onde V' = diag(zy, x1, 72, T2).

Sp(4, R) ¢ um grupo formado pelas matrizes simpléticas de dimensao 4. Vamos entao escrever

a matriz de variancia na sua forma diagonal que é dada por

A%q; 0 0 0
0 A%, 0 0
V' = . . (1.49)
0 0 A%, 0
0 0 0 A?p
Considerando o fato de que transformagoes simpléticas foram utilizadas para ¢ — ¢’, sabemos

que essas transformacoes nao alteram as relacoes de comutacao e portanto temos que as

relagoes de incerteza de Heisenberg sao dadas por
1 .
NPq A% > 151',3'7 5,y =12 (1.50)

Pelo teorema de Williamson temos A%q; = A?p] = z; e A%¢, = A?p, = x,, logo z; >

1/2, i =1,2. Vejamos entao agora a matriz

Ve =| 2" l (1.51)
0 0 a 1
0 0 —% i)



21

onde  é dada por (1.47). Os autovalores dessa matriz sao

1 1
)\1=$1—§, /\2=$1+§,
A L A + ! (1.52)
=Ty — = =Ty + —. )
3 2 27 4 2 9
Como z; > 1/2 Vi = 1,2 entao todos os autovalores sdo positivos e portanto a matriz

V' + (i/2)Q) é€ uma matriz positiva semidefinida. Por definigao as transformagoes simpléticas

nao alteram as relacoes de comutacao, ou seja SQST = Q, entdo
V’+%Q:S(V+%Q)STZO = v+%on. (1.53)
Assim podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 7 Seja p um estado bipartite continuo e V' sua matriz de varidncia, entao obtemos

como consequéncia direta do principio de incerteza de Heisenberg a sequinte desiqualdade:

V+%Q > 0. (1.54)

Essa desigualdade deve ser satisfeita para qualquer estado bipartite continuo. Vejamos agora
qual restricao é valida para os casos de estados separaveis.

Como vimos anteriormente uma transposicao parcial na matriz densidade de um estado
separavel realiza sobre a fun¢ao de Wigner uma reflexao especular W(¢) — W(A) com
A = diag(1,1,1,—1). Dessa maneira os elementos da matriz de variancia calculada com a

fungao de Wigner W (A¢&) sao dados por

7., = / 006y dEdE NG A, TV (£, €y g, —E4). (1.55)

Fazendo a substituicao de variavel £, = —¢, temos

V#,V - / A€, dodE5dE, ZA%#’A&L’ Z Ay AW (€4, 62,65, 64)
I v

=Y MV o, (1.56)
W
o que implica em

V = AVA. (1.57)

E considerando que A? = I, temos também

V = AVA. (1.58)
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Com esses resultados e considerando que p é um estado separavel, entdo W (AE) é uma
funcao de Wigner que representa o estado p?’. Portanto a matriz de variancia calculada a
partir de W (A¢) também deve satisfazer as relagoes de incerteza de Heinsenberg (1.54) e
assim obtemos

V+%Q > (). (1.59)

Aplicando a transformagao A em (1.59) obtemos

v+%§z >0, (1.60)
onde
) J 0
0 = AQA = . (1.61)
0 —J

Perceba que a matriz Q difere de © por um sinal menos em uma matriz J. A relacdo
(1.54) deve ser satisfeita para todo estado bipartite enquanto que (1.60) é valida para esta-
dos separaveis. A desigualdade (1.60) representa uma condigdo necesséria e operacional de
separabilidade no sentido que se p ¢ um estado de um sistema bipartite, encontrando sua
matriz de variancia e somando a ela a matriz (i/2)(2, calculamos seus autovalores e se um
deles for negativo entao o estado p nao é separavel. Contudo, caso encontremos todos os
autovalores positivos nao podemos afirmar que o estado seja separavel. Isso se deve ao fato
desta nao ser uma condi¢ao suficiente de separabilidade.

Simon e Sudarshan [22| demonstraram que existe uma relagao de equivaléncia entre uma
transformacao simplética S aplicada nas coordenadas £ com uma transformagcao unitaria em
p. Em outras palavras, se é/ — S% , entdo p — UpUT. Além disso demonstraram também que
se p sofre uma transformacao unitaria U devido a uma transformacao simplética S, a funcgao
de Wigner se transforma em W (&) — W (S71E). Vejamos como esse resultado interfere na
matriz de variancia.

Sejam os elementos de V' dados por

4 —
Vi, = /d £ AE,AE,W(S7YE). (1.62)
Aplicando agora a transformagao simplética em &, temos n — S¢ e
Viw = [ 01T 3 e S, B0, W ), (1.63)
w v

onde J(n,£) é a matriz Jacobiana. E possivel demonstrar que J(n,£) = S e portanto o

modulo do determinante da matriz Jacobiana é igual a unidade. Assim a matriz de variancia
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pode ser reescrita como sendo
Vi,=Y S,uVu.,Sh (1.64)
v Y A i e VN ] .
u//7y/

onde Vi, = [ d*nAn,An,W(n). Essa relacdo demonstra que
V=V =5vsT (1.65)

Como visto anteriormente a equagao (1.54) é invariante por transformagoes simpléticas,

pois SQST = Q, e a relacao (1.60) é invariante por transformagoes simpléticas locais
Stocal € Sp(2, R) @ S,(2, R) C S,(4, R). (1.66)

Em notagao matricial temos

S, 0
Sioeat = | 71 (1.67)
0 S,

e S1JST = S, JST = J. Por transformagoes simpléticas locais podemos escrever qualquer

matriz de variancia em uma forma especial

a 0 ¢ O
0 0
Vo = “o e (1.68)
C1 0 b 0
0 Co 0 b

Para demonstrar essa afirmacao vamos considerar a matriz de variancia escrita em blocos

A C
V= . (1.69)
CT B

Vamos implementar em V duas transformacoes simpléticas locais S = S; ® S, e M =

My ® Ms. Aplicando inicialmente S temos

, Sy AST S,C'ST
VoV = . (1.70)
SoCT ST S,BST

Podemos escolher S de maneira apropriada que S;AST e SyBST fiquem diagonais

0 b0
A48T = [ “ 7], 5,BST = . (1.71)
0 0
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Devemos agora aplicar a transformacao M, impondo a restricao de que as matrizes M; e Mo
sejam ortogonais, para garantir a a invariancia das matrizes S;AST e S, BST. Utilizando

portanto as matrizes

sin — Cos sin — COs
cos¢ sing cosy  siny
e fazendo os elementos fora da diagonal nulos, podemos demonstrar que é possivel satisfazer
as condigoes impostas fazendo
2(c11¢hp + hathy)

(1)? + (c1)? = (he)? = (ch)*

Dessa maneira qualquer matriz de variancia V' pode ser transformada, via transformacgoes

tan 2y = (1.73)

simpléticas locais, na matriz Vj.
Se utilizarmos portanto a matriz de variancia na sua forma especial (1.68) e realizarmos

o calculo do determinante da matriz Vj + (i/2)(Q, resulta da desigualdade (1.54) a seguinte

relagao
272 1 ’ 2, 2 Loy 12
a“b” + 1 ae —ab(cl+02)—1(a +b%) > 0. (1.74)
E perceptivel que sdo validas as seguintes relacoes
Det(A) = a®, Det(B) =b* e Det(C) = cics. (1.75)

Vamos demonstrar que o termo ab (¢} + ¢3) é também invariante por transformagoes sim-
pléticas locais. Seja a matriz K’ = (S1AST)J(S,CST)J(SeBST)J(S2CTST)J. Usando a
propriedade ciclica do trago e lembrando que S; e ST sdo transformacoes simpléticas é possi-

vel demonstrar que
Tr ((S1AS])J(51CS5)J(S2BS3 ) J(S.CTST)J) = Tr (AJCTBJCTT) . (1.76)
Considerando Vj temos que
Tr (AJCJBJC"J) = ab(c] + c3). (1.77)
Dessa maneira podemos escrever a relagao (1.74) como sendo
DetADetB + G - DetC’) 2 —Tr (AJCJBJC"J) — i (DetA+ DetB) > 0. (1.78)

Essa condicao ¢ valida para todo estado bipartite. Lembremos que ela foi derivada da

relac@o (1.54) que é obtida diretamente das relagdes de incerteza de Heisenberg. Realizando
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um procedimento analogo utilizando a relagao (1.60), que deve ser satisfeita somente para

estados separaveis Simon [20] obteve a seguinte relagao

1 2 1
DetADetB + (Z + DetC) —Tr (AJCJBJCTJ) — 1 (DetA + DetB) > 0.  (1.79)

Perceba que a diferenga entre as relagoes (1.78) e (1.79) é um sinal positivo na frente do DetC'
no segundo termo do lado esquerdo da desigualdade. Com esse resultado Simon enunciou o

seguinte teorema:

Teorema 8 Seja p um estado separdvel e continuo de um sistema bipartite. Seja V' a matriz

de variancia dada por

A C
V= . (1.80)
¢’ B

Entao a desigualdade

1 2 1
DetADetB + (4_1 - ]DetC’|) — Tr (AJCJBJC"J) — 1 (DetA + DetB) >0,  (1.81)

deve ser satisfeita, onde esta é uma consequéncia direta das relacoes de incerteza de Heisen-
berg e da reflexao especular do momentum da funcao de Wigner de p, devido a operagao de

transposi¢cao parcial.

Esse teorema garante uma condicao necesséria para separabilidade. Simon também demons-

trou que para estados dito gaussianos essa condi¢ao torna-se também suficiente.

1.3.3 Critério de Shchukin e Vogel

Como dito na se¢ao anterior a condicao de separabilidade de Simon é necessaria para
que um estado p seja separavel. Em outras palavras, se um estado é separavel, entao a
desigualdade (1.81) é satisfeita. Isso ndo implica que quando um estado nao for separavel a
relacao seja violada. Somente para estados gaussianos ela se torna uma condigao suficiente.
Essa dificuldade apresentada pelo critério do Simon motivou Shchukin e Vogel [23] a propo-
rem uma hierarquia de condigoes sobre a negatividade da matriz transposta parcial, que se
caracteriza como condigoes necessarias e suficientes de separabilidade.

Vamos relembrar a definicao de um estado separavel para um sistema quantico bipartite.
Um estado p é dito ser separavel se ele ¢ uma combinagao convexa de estados fatoréaveis, ou

seja,

pP=> pupl @, (1.82)

n=0
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onde p,, sdo nameros nao negativos tais que » ~ p, = 1. Como visto na segao (1.3.1) o
critério de Peres-Horodecki é baseado na nao negatividade da matriz densidade parcialmente
transposta de um estado. Essa mesma propriedade foi utilizada por Shchukin e Vogel para
derivar a sua hierarquia de condi¢oes para a separabilidade de um estado quantico bipartite.
O ponto de partida é utilizar um operador arbitrario f para redefinir o que sao operadores
positivos semidefinidos e assim reescrever a condicao de Peres-Horodecki.

Por definicao um operador A ¢ dito ser nao-negativo se
(WAl >0, ¥ |[¢p) € H (1.83)

Sabe-se também que qualquer operador projegao [¢) (1| pode ser representado por fif,
desde que

F=10) (¥, (1.84)

onde |0) representa um estado de vacuo. Considerando sistemas bipartite vamos usar |00)
como notac¢ao para representar o estado fundamental. Em geral um estado puro pode ser
obtido a partir da aplicacio de uma fun¢ao de operadores no vacuo g’ [00), onde § = g(a, 13)
¢ & e b operadores de aniquilacio dos modos (1) e (2) respectivamente. Dessa maneira um
operador f pode ser escrito como

f =00} (00| g, (1.85)

onde usamos a relagao (1.84).
Vamos agora demonstrar uma relagao sobre o operador |00) (00| e os operadores nimero
a'a e bfh. Inicialmente consideramos o problema para um tinico modo. Vamos supor um

operador F'() dado por

F(0) = exp (fa'a) =: exp [p(0)atd] (1.86)
onde : --- : representa o ordenamento normal. Calculando a derivada de F (0) em relagao
a f temos .

F
dd_g@) = alaexp (fa'a) = dz;—(;)ﬁﬂ cexp (p(A)a'a) : a, (1.87)

onde o operador de aniquilagao se encontra do lado direito do tultimo termo devido ao orde-
namento normal. Substituindo (1.86) no tdltimo termo da equagao (1.87), juntamente com
a relacio F'(—0)F(0) = 1 obtemos

I3
d dé@ _ d1;<99> i exp (0aTa)a exp (—0a'a) exp (0aa). (1.88)
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Usando a relacao

encontramos que
dp(6 dp(6
PO) ot exp (p(@)ata) - & = PO e (—o)ataexp (601a), (1.90)
df df
onde utilizamos [fa'a, a] = —fa. Comparando (1.90) com (1.87) verificamos que
dp(6
% = exp (6). (1.91)

Considerando que p(0) = 0, pela defini¢ao do operador (1.86) e fazendo a integral em (1.91)

obtemos
p(0) = exp (0) — 1. (1.92)
Da definicdo do operador F (0) dada pela equagao (1.86), verificamos que os estados ntimero

In) sdo autoestados de F'(f), com seus respectivos autovalores exp (An). Usando esse fato

juntamente com a relagao de completude Y2 |n) (n| = 1, obtemos a seguinte relagao

texp {[exp (20) — 1] a'a} : = |0) (0 + Zexp (0k) |k) (k|exp (0k). (1.93)

k=1

Assim considerando o limite de § — —o0 na relagao acima encontramos que
rexp (—a'a) : =10 (0]. (1.94)
E no caso de dois modos demonstra-se que
100) (00| =: exp (—&Ta - 13*8) : (1.95)

Esse resultado demonstra que o ordenamento normal do operador |00) (00| sempre existe.
Considerando o fato de que o operador ¢ é fun¢ao dos operadores de aniquilagao, percebemos
que para o operador f dado por (1.85), o ordenamento normal sempre existe. Considerando
a definigdo de um operador positivo semidefinido (1.83) e as relagoes obtidas anteriormente

para o operador f , podemos enunciar o seguinte teorema [23]:

Teorema 9 Um operador A € positivo semidefinido, se e somente se, para qualquer operador

f cujo ordenamento normal existe, a desigualdade
Tr (Afff) >0 (1.96)

¢ satisfeita.



28

Com esse teorema ¢ simples anunciar o critério de Peres-Horodecki como segue:

Teorema 10 (Shchukin-Vogel) Para qualquer estado separdvel p, a desigualdade

(fIHP" =Tr (pPTf*f) >0 (1.97)

T

¢ satisfeita para qualquer operador f cujo o ordenamento normal exista, sendo pT a matriz

parcialmente transposta.

Vejamos agora como operacionalizar o enunciado de Shchukin-Vogel sobre o critério de
Peres-Horodecki. O valor esperado de um operador A é uma forma sesquilinear f : V xV —
C, onde V' é o espago dos operadores que atuam no espaco de Hilbert do sistema e C o
conjunto dos niimeros complexos®. Considerando portanto um operador f cujo ordenamento
normal é dado por .

f=>Y Cumua™amo™. (1.98)
n,m,k,1=0
Dessa maneira a desigualdade (1.97) é dada por

o0

<fo>PT = Z C;qyrscnm,klMpqrs,nmkl Z 07 (199)

n7m7k7l7pﬂq7r7szo

onde os momentos da transposta parcial sao dados por

M,

pgrs,nmkl — <qudpdTn&ml;T8l;T8Tk[;l>PT- (].]_00)

A equagao (1.99) é portanto uma forma quadrdtica nos coeficientes Cpy, 0. O que permite

utilizar o seguinte teorema:

Teorema 11 Seja [ uma forma sobre um espacgo vetorial V. e A uma matriz de f sobre
uma base ordenada (. Entao f € uma forma positiva se, e somente se, A = A* e todos o0s

menores principais de A sao positivos.

A prova desse teorema pode também ser encontrada em diversos textos de algebra linear?
de tal maneira que nao serd demonstrada nessa tese. Vamos nos atentar a definicao dos

menores principais usados no teorema.

3 A definicao de forma sesquilinear pode ser encontrada em Kenneth Hoffman and Ray Kunze, Linear
Algebra, Second Edition, cap. IX, pag. 320, Ed. Prentice Hall.

4Recomendo a leitura do texto Kenneth Hoffman and Ray Kunze, Linear Algebra, Second Edition,
cap. IX, pag. 320, Ed. Prentice Hall.
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Definicao 3 Seja A uma matriz n x n sobre um campo F. Os menores principais de A sao

escalares Ay (A) definidos por

All e Alk
Ap(Ay=det | : . =+ |, 1<k<n. (1.101)
Akl e Akk

Para finalizar o critério precisamos escrever os menores principais explicitamente. Para
isso é necessario ordenar de maneira adequada os momentos Mg nmii- A proposta de Vogel
et. al. foi utilizar a seguinte ordem: Para quaisquer dois multi-indices u = (n,m, k,l) e

v =(p,q,7,5),
lu| < |v| ou
u<Ve : (1.102)
lu|=|v] e u<'v
onde [u|=n+m+k+1 e u <’ v significa que a primeira diferenga nao nula de r — k, s —
l, p—n, g—m é positiva. Desse maneira de ordenamento resulta que os primeiros momentos

sao dados por

~

1, @), (@), (B), (), (a2), (ata), (@®), (@b), '), (52), (ab'), (a'81), (b15), (52), - (1.103)
Considerando que
(afaraambto ooV = (atdaratmambibReiThe), (1.104)

podemos escrever os menores principais em funcao dos momentos calculados a partir do
estado p, ou seja, sem a realizacao da transposicao parcial. Diante desse resultado é possivel

entao enunciar o seguinte teorema.

Teorema 12 A matriz parcialmente transposta de um estado qudntico bipartite € nao nega-

tiva se, e somente se, todos os determinantes

@ty (ata) (at*) <<w3>> <<+>>
@ (@* (aat) (abt ab
Dy=1| ,. » . o - (1.105)
(b) (ab) (') (D) (P?)
() Q) atdt) (07) (hi)

forem nao negativos. Ou seja, VN : Dy > 0.
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De outra maneira podemos afirmar que se existe um determinante Dy negativo, entiao a

matriz parcialmente transposta € negativa, ou seja
AN : Dy <0, (1.106)

e portanto o estado p ¢ emaranhado.

Mais detalhes sobre a equivaléncia desse critério com outros estabelecidos na literatura
podem ser encontrados na referéncia [23]. Vale ressaltar aqui que essa é uma condic¢ao
necessaria e suficiente para a identificacao de emaranhamento para estados de osciladores
harmonicos. Essa restricao se deve ao fato de que utilizamos para a demonstracao da exis-
téncia do ordenamento normal do operador f , a algebra associada a osciladores harmonicos
quantizados. Outra questao importante deve-se ao fato de que realizando-se algumas res-
tricoes sobre o operador f , que podem ser implementadas fazendo alguns coeficientes da
expansao (1.98) nulos, subdeterminantes de Dy podem ser utilizados como identificadores

de separabilidade. Assim, os autores demonstram que utilizando o subdeterminante
1 (') (ab")
S=| @ (@) (aib) |, (1.107)
<aTb> <aTbTb> <aTabTb>
pode-se verificar o emaranhamento para o estado
W) :N(Oé,ﬁ) [|Oé,5> + ’—Oé, _ﬁ” (1108)
De fato obtém-se

coth (Jaf* + |5]%)
[sinh |a|? + [ 5]]*”

Det(S) = —|al*B]* (1.109)

que é sempre negativo V |al, || € ]0, 0.

1.4 Quantificacao de Emaranhamento

Na se¢ao anterior apresentamos alguns critérios para identificar se um determinado estado
p € separavel. A violagao das condi¢oes impostas pelos métodos apresentados anteriormente,
levam a conclusao de que um estado é emaranhado. Nao obstante, outra questao relevante
neste contexto versa sobre a quantificacao do grau de emaranhamento de um estado. Existem
diversas possibilidades de realizarmos medidas do grau de emaranhamento porém, algumas
delas nao possuem interpretacoes fisicas apesar de serem operacionais e outras possuem um

significado fisico interessante contudo, nao sao implementaveis facilmente.
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E bem aceito na comunidade que uma medida do grau de emaranhamento deve satisfa-
zer algumas condi¢oes. Mais uma vez a familia Horodecki [24] deu sua contribui¢ao para
estudos de emaranhamento. Nesse artigo eles apresentam uma série de postulados que esses

quantificadores devem satisfazer. Sao eles:

Postulado 1 Seja E(p) uma medida do grau de emaranhamento de um estado p, entdo

E(p) deve ser nula para todos os estados separdveis.

Postulado 2 (Nao negatividade) Se E(p) é uma medida de emaranhamento, entao E(p) >
0.

Postulado 3 (Normalizagao) Se E(p) ¢ uma medida de emaranhamento, entao E(p) deve

ser normalizada.

Postulado 4 (Monotonicidade sobre operagoes locais) Se qualquer uma das partes que
compartilham um estado p emaranhado, realizar uma operagao local levando p; — o; com

probabilidade p;, entdo o grau de emaranhamento nao deve aumentar. Ou seja,
> “piE(o;) < E(p). (1.110)

Postulado 5 (Convexidade) A medida de emaranhamento E(p) deve ser uma fun¢ao con-

veza no conjunto dos operadores, ou seja,
EQ) pip) <Y _piE(p), (1.111)

Postulado 6 (Aditividade Parcial) Seja p®* um estado formado por k copias idénticas

de um mesmo estado p. Entao os quantificadores de emaranhamento devem obedecer
E(p®*) = kE(p). (1.112)
Postulado 7 (Continuidade) Se <w®”‘ P ‘w®"> — 1 para n — oo, entao
% |E(W®™) — E(p,)| =0, (1.113)

onde p, € um estado coletivo de n pares.
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O postulado (1) garante que para estados separaveis as medidas de emaranhamento sejam
nulas, contudo nao exclui a possibilidade de que existam quantificadores que apresentem
medidas nulas para estados emaranhados [25]. Os postulados (2) e (3) s@o triviais. O
postulado (4) restringe a classe das possiveis medidas de emaranhamento e é ao mesmo
tempo de dificil demonstracao. Este postulado esta associado ao fato de que OLCC nao
devem aumentar o grau de emaranhamento total de um estado.

Estes quatro primeiros postulados sao comumente aceitos pela comunidade. Algumas
discussoes aparecem sobre a viabilidade dos outros. Por exemplo, Plenio e Vedral [26] consi-
deram que a aditividade total E(p®c) = E(p)+ E(c) é uma propriedade desejada. Contudo,
para tratar dos limites de emaranhamento a condicao fraca de aditividade, citada acima, é
considerada pelos Horodecki. O postulado (5) também é questionado por alguns autores.
Veremos mais adiante um exemplo de medida de emaranhamento que nao é convexa no
conjunto dos operadores densidade. Nao ¢ objetivo desta tese tratar sobre os postulados
relacionados as medidas de emaranhamento de tal modo que nao faremos nenhuma discus-
sao sobre as implicagoes dessas propostas. Vamos nos atentar para algumas medidas de

emaranhamento que serao usadas mais adiante.

1.4.1 Entropia de von Neumann

Bennett et. al. [27,28] demonstraram que uma medida de emaranhamento para estados
puros pode ser implementada via a entropia de von Neumann para uma matriz reduzida
do sistema. Entende-se por matriz reduzida a matriz densidade obtida apos a realizagao do
trago parcial sobre uma das partes da matriz densidade total do estado. Ou seja, se um

sistema encontra-se em um estado p 4, sua matriz densidade reduzida é dada por

par) = Trapap) =Trs(pan), (1.114)

onde T'r 4(p) significa o trago sobre 0 modo A(B). Com essa matriz reduzida Bennett et. al.
demonstraram a validade dos postulados sobre medidas de emaranhamento para a entropia
de von Neumann de p gy

Vejamos a aplicagao dessa medida de emaranhamento. Seja |¢)) um estado puro de um

sistema bipartite dado por

) = Z Z%‘ wi) 4 ® |Vj) 5+ (1.115)

i=1 j=1
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onde N = dimHa, N < M = dimHp e os estados |u;), e |v;), ortonormais Vi, j. Se

M

fizermos |w;)z = Y52, cij [vj) p ficamos entao com [1) = 37, [u;) 4 [w;) 5. Fazendo a escolha

de |u;) 4 a fim de obtermos a matriz reduzida p, diagonal, ou seja

N
pa =Y pilu) (ul, (1.116)

i=1
encontra-se a relacao (w;|wy) = p;dy. Portanto redefinindo o estado |w;)p = /pi |W;)

podemos reescrever
N
) = /i lui) 4 |3 (1.117)
=1

com os estados |u;) e |w;) ortonormais. Esse procedimento, conhecido como decomposigao
de Schmidt, demonstra que qualquer estado bipartite pode ser escrito na forma da equacao

(1.117). E portanto a entropia de von Neumann da matriz reduzida é dada por

N
E(ps) = =) pilogy p;. (1.118)
i=1
Vejamos o exemplo de um estado de Bell

[0) = VE[00) + /(1 =€) |11). (1.119)

Esse estado se encontra na forma Schmidt e portanto a medida de emaranhamento é dada
por
E(y) = —¢logy & — (1 — &) log, (1 —¢), (1.120)
onde 0 < ¢ < 1.
Um outro estado puro emaranhado importante é o estado squeezed de dois modos

1

[¥00) = o D tanh” (7). m). (1121)

Esse estado também ja se encontra na forma de Schmidt. Nesse caso a entropia de von

Neumann da matriz reduzida é dada por

> tanh®" ~ tanh®" ~
E = — ———logy | ——— |- 1.122
o = =3 s o () (1122)
Apos as manipulagoes matematicas devidas e usando as relagoes
Z tanh®" v = cosh? 7, (1.123)
n=0
Z ntanh®" v = sinh? v cosh? v, (1.124)

n=0
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E(¢)

Figura 1.3: Entropia de von Neumann da matriz reduzida de um estado de Bell.

obtemos para a medida de emaranhamento
E(3(7)) = cosh® v log, (cosh® v) — sinh® v log, (sinh® 7). (1.125)

Esses resultados encontram-se demonstrados nas figuras (1.3) e (1.4).

EW(y)

20r

05l

T S B S S S TR S S W | "y

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 1.4: Entropia de von Neumann da matriz reduzida de um estado squeezed de dois

modos.

Quando tratamos de medidas de emaranhamento para estados bipartite puro é consen-
sual que a medida via entropia de von Neumann da matriz reduzida é adequada. Para
estados de mistura contudo, somente em alguns casos de sistemas bipartite existem medidas
operacionais. Vamos apresentar na sequéncia algumas dessas medidas para estados mistos

bipartite.
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1.4.2 Medidas tipo distancia

Essas medidas sao baseadas em uma intuicao natural de que quanto mais perto um
estado p for do conjunto de estados separaveis S, menos emaranhado ele é. A quantificagao
do emaranhamento é implementada via uma distancia minima entre um estado arbitrario
p e um estado 0 € §. Varias propostas sobre distancias de emaranhamento existem na
literatura, contudo essas medidas nao apresentam resultados operacionais satisfatorios.

A entropia relativa de emaranhamento é uma medida tipo distancia para a qual se conhece
uma expressao analitica para um sistema bem especifico [29]. A defini¢ao de entropia relativa
de emaranhamento é dada a partir do conjunto formado por todos os estados separéaveis. Seja
o € S, onde S representa o conjunto formado por todos os estados separaveis. Defini-se a

entropia relativa como sendo

(S
onde
S(p,o) =Tr([plogp — ploga]). (1.127)

Esse é um tipico exemplo de uma medida com interpretacao fisica que nao apresenta
operacionalidade. A auséncia de expressoes analiticas juntamente com a necessidade de
altos recursos computacionais para implementacao numérica fazem com que medidas tipo

distancias nao sejam tteis.

1.4.3 Emaranhamento de Formacao

Emaranhamento de formacao ¢ um caso particular de uma classe de medidas denominadas
medidas convezas [30]. Entende-se por medidas convexas de estados mistos, aquelas que sao

oriundas de uma combinacao convexa de medidas de estados puros, tal como
Blp) =min} piB(), > pi=1, pi>0, (1.128)
onde o minimo ¢é calculado sobre todos os ensembles (p;,1;), para os quais
p= sz‘ i) (s - (1.129)

O emaranhamento de formagao foi proposto por Bennett et. al. [27] fazendo E(1);) a en-
tropia de von Neumann da matriz densidade reduzida do estado 1),. Nesse contexto também
se coloca um problema de minimizagao. Ou seja, dentre todas as possiveis combinagoes con-

vexas de um estado misto em estados puros, deve-se encontrar aquela que minimiza o lado
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direito da equagao (1.128). Em outras palavras, o emaranhamento de formagao de um estado
misto é definido como uma média dos emaranhamentos dos estados puros da decomposicao,
minimizado sobre todas as possiveis decomposicoes. Apesar de termos aqui um problema
de minimizagao, avangos foram alcangados por Wootters [31] para estados 2 X 2 puros ou
de mistura. Primeiramente vamos analisar as possiveis decomposicoes em estados puros de
uma matriz densidade.

Considere uma matriz densidade diagonal
m
P = sz' Jus) (wil - (1.130)
i=1
Sejam entao outra familia de autovetores dessa matriz

|ths) = /pi |ui) - (1.131)

Os estados |t;) sdo ditos subnormalizados pois (1;]¢;) = p;6;;. Seja entdo uma matriz

unitaria U de ordem m x m, tal que
wi) = Uk lty), n<m, (1.132)
k=1

onde n é o nimero de autovalores nao nulos da matriz p. Usando o fato de que U é unitaria
podemos escrever a transformacao inversa |,) — |w;) e a partir da equagao (1.130), decom-
por a matriz densidade nos vetores |w;), ou seja, p = Y-, |w;) (w;|. Em outras palavras,
uma matriz densidade sempre pode ser decomposta em termos de vetores subnormalizados
associados a seus autovalores nao nulos.

Vamos entao considerar um conjunto de estados subnormalizados |x;), tais que
<3§'Z’fi]> = )\iéija Z,] = 1, e, N, (1133)

onde

;) = 0, @0 |x}), (1.134)

sendo |z}) o complexo conjugado de |z;) e 0;, i = 1,2 as matrizes de Pauli. A partir da

equagao (1.132) podemos demonstrar que
S\ T
(zi|Z;) = (UTU )ij, (1.135)

onde 7;; = <¢i |1/1j> sao os elementos da matriz simétrica e nao necessariamente Hermitiana 7.

Para que a condicao (1.133) seja satisfeita é necesséario que UrUT seja uma matriz diagonal.
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Como 7 é simétrica, sempre serd possivel definir U de maneira apropriada para diagonalizar
7. Complementa-se a isso o fato de que seus autovalores sao sempre reais e nao negativos.
Pode-se também realizar uma outra decomposi¢ao, a partir da anterior, fazendo |y;) =

|z1), |yi) =il|x;), 4,5 > 1. Dessa maneira temos

(nlin) = M, (uily) = —Xidyj, 4,5 > 1. (1.136)

Até o momento apresentamos decomposicoes possiveis para uma matriz densidade em termos
de estados puros subnormalizados. Para encontrar o emaranhamento de formagao devemos
entao, inicialmente encontrar a média dos emaranhamentos de cada estado puro e posterior-
mente proceder um processo de minimizagao sobre todas as possiveis decomposigoes. Vamos
agora nos limitar a sistemas bipartite de dois niveis.

Para sistemas bipartite de dois niveis podemos escrever qualquer estado puro em uma

base formada pelos estados

) = 5 (100) + 1)), (1.137)
es) = 54 (00) — 1)), (1.138)
o) = %¢(|01> +110)) (1.139)
) = 5 (J01) — [10)). (1.140)

Ou seja, |¥) =Y . aile;), 1 =1,2,3,4. Os estados acima sao os estados de Bell a menos de
uma fase em (1.138) e (1.139). E possivel demonstrar [27,32] que a entropia de von Neumann

para um estado arbitrario |¢)) escrito nessa base ¢ dado por

E) = £(C(v)), (1.141)
onde C(1)) é definida por
C(¥) = (") = 3 o). (1.142)
A fungio £(z) ¢ dada por |
E(x) = —z(x)logy(2(x)) — (1 — z(2)) logy(1 — 2(x)), (1.143)

com z(z) = 3(14++v1—x?). A quantidade C(¢) ¢ monotonicamente relacionada com E(t))
e ambas possuem o mesmo intervalo 0 < C(¢) < 1. A quantidade C(¢) ¢ portanto uma

medida de emaranhamento independente e a ela foi dado o nome de concorréncia. A definicao
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, onde [v)

¢ escrito na base de Bell usual [32], ou seja, sem o fator de fase nos vetores (1.138) e (1.139).

da concorréncia apresentada na equagao (1.142) é equivalente a C'(¢)) = ‘<@7)|¢>

Apresentamos a definigao da concorréncia para estados puros. Agora voltemos ao problema
de estados mistos.

Como dito anteriormente podemos decompor p em uma combinagao convexa de esta-
dos puros subnormalizados, relacionados aos autovalores nao nulos da matriz densidade.
Relembrando que podemos construir uma decomposi¢ao em vetores |y;), tal que (y1|71) =
A, (wilg;) = —Nidij, Vi,j > 1, onde \; s@o os autovalores da matriz 7. Se definirmos a
matriz

p=(0,®0,)p"(0,®0y), (1.144)

demonstramos que Tr (pp) = >, AZ. Ou seja, os autovalores da matriz 7 podem ser obtidos
diretamente da matriz densidade do sistema. Basta que encontremos a matriz til dada por
(1.144) e diagonalizarmos a matriz pp. Dessa maneira os autovalores encontrados sao o
quadrado dos autovalores da matriz 7. Vejamos agora como escrever o emaranhamento do

sistema em funcao dos autovalores \;. Vamos definir a pré-concorréncia C'(1))

C = <w‘{b> 1.145
(¥) = Wy (1.145)

E usando os vetores |y;) para a decomposigao da matriz densidade, obtemos a pré-concorréncia

média

_ o walga)
= Z ilus) (yilyi)

1

= /\1 — /\2 — /\3 — )\4 = Cyz(p), (1146)

onde Cy,(p) é uma espécie de pré-concorréncia do estado misto p, quando decomposto nos
estados puros |y;) (y;|. Vamos agora procurar uma decomposi¢ao em vetores |z;), tal que
além de termos (¢) = C,(p) = C,,(p), tenhamos também que as pré-concorréncias para
todos os vetores |z;) sejam as mesmas, ou seja, ¢(z1) = -+ = c(z,).

Vamos supor que os vetores |z;) sejam obtidos dos vetores |y;) por uma transformagao
unitaria V', tal que

%) = DV ) (1.147)

E possivel demonstrar entdao que a pré-concorréncia média vale (¢) = Tr (VYVT), onde
a matriz Y;; = (y;|7;) ¢ diagonal e real. Em outras palavras, a pré-concorréncia média é
invariante por transformagoes unitarias reais (ortogonais). Desta maneira podemos proceder

aplicando transformagoes ortogonais, de tal maneira que as pré-concorréncias dos estados z;
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sejam iguais a C,(p). Assim o emaranhamento de formagao para essa decomposigao, usando

a equacao (1.141), é dado por
Br(p) = Y p(C(a0) = Y né(Ca (o) = £(C ) (1.143)

Para encontramos o emaranhamento de formacao desejado, precisamos agora demonstrar
que essa decomposicao em z; minimiza a pré-concorréncia média. Isso se deve ao fato de que
o emaranhamento de formacao é uma fungao convexa e monotonicamente crescente com a
concorréncia.

Vamos entao redefinir a pré-concorréncia média como sendo
(0) =D |(VY V7). (1.149)

A matriz V é de ordem m xn com suas colunas formadas por vetores ortonormais. Lembrando

que a matriz Y é diagonal e fazendo a;; = (V;;)?, podemos reescrever (c) como sendo

() = Z ik Y | - (1.150)
i=1 k=1
Usando a desigualdade triangular e substituindo os elementos da matriz ¥ obtemos
O P PP e (1.151)
i=1 k=2 =1

E sempre possivel, via redefinicao de fases globais, definir V' de tal maneira que os elementos
a;1 sejam reais e positivos, de tal maneira que o somatério ) |, a;; = 1. Usando esse resultado

podemos demonstrar que
<C> 2 )\1 —Z)\k2|a,k| :/\1—/\2—/\3—/\4. (1152)
k=2 =1

Com esse resultado demonstramos que a pré-concorréncia média sera sempre maior ou igual

a Cy, (p). Assim provamos que o emaranhamento de formagao é dado por

Er(p) =£(C(p)), (1.153)

onde

C(p) = Imax {0, )\1 — )\2 — )\3 — )\4} (1154)

com A\ > Ay > A3 > A\y. C(p) é a concorréncia para um estado qualquer bipartite de dois

niveis e a funcao £(z) é dada por (1.143).
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Esse resultado nos garante um processo operacional para a quantificacao de emaranha-
mento para sistemas bipartite de dois niveis. Basta que calculemos os autovalores da matriz
vV pp e apliquemos na definicao de concorréncia dada acima. Para sistemas de mais niveis

existem também alguns avancos que nao discutiremos nessa tese.

1.4.4 Negatividade

Uma outra medida de emaranhamento também operacional foi apresentada por Vidal
e Werner [33]. Essa medida é baseada na nao positividade da transposta parcial de uma

matriz densidade. Defini-se a negatividade como sendo [33,34]
N(p) = 7] — 1. (1.155)

onde p? ¢ a matriz parcialmente transposta no modo (2) e || . || denota o trago da norma, que
para um operador hermitiano é definido como sendo || A|| = Tr ( V AAT) Operacionalmente
devemos encontrar os autovalores da matriz AAT e realizar o somatério da raiz quadrada
desses autovalores. Em outras palavras, o trago da norma ¢ a soma dos valores absolutos
dos autovalores da matriz AAT. Podemos demonstrar que
HAH:Zl)\i|zz)\i_z)\i:1+22|)\i|. (1.156)
i Ai>0 Ai<0 Ai<0
Ou seja, a negatividade é proporcional a soma dos valores absolutos dos autovalores negativos
de uma matriz parcialmente transposta’. E notorio que se uma matriz é separavel, a sua
transposta parcial nao possui autovalor negativo e consequentemente a negatividade é nula.
Outra observagao importante esta relacionada ao fato da norma do trago || - ||, como qualquer
norma, satisfazer a desigualdade triangular. Isso leva necessariamente a convexidade da
negatividade.

Uma outra medida proposta por Vidal e Werner é a negatividade logaritmica

En(p) = log, [[p™]. (1.157)

Demonstra-se também, lembrando que a norma do traco é a soma dos valores absolutos dos
autovalores de um operador hermitiano, que ||p; ® po|| = ||p1] - [|p2]|- Portanto a aditividade
da negatividade logaritmica ¢ comprovada. Um inconveniente nessa medida é que ela nao é
convexa. De fato ela é a combinac¢ao de um funcional convexo, a norma do tra¢o, com uma

funcao concava.

5A operacao de transposicao parcial pode ser realizada em qualquer dos modos.
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1.5 Consideracoes Finais

Neste capitulo apresentamos uma breve discussao sobre o estado da arte de estados
emaranhados, destacando pontos que serao usados mais adiante, para o estudo de emaran-
hamento em sistemas a temperatura finita. Discutimos alguns critérios de separabilidade e
apresentamos alguns quantificadores de emaranhamento.

Uma diversidade de questoes sobre emaranhamento nao foram tratadas neste texto, mas
que nao se tornam menos importantes como por exemplo o emaranhamento de sistemas
multipartite. A constituicao de critérios de separabilidade que sejam factiveis de uma inter-
pretacao fisica consistente é fundamental para uma melhor compreensao dos estados emara-
nhados.

Como dito no introito desta tese, estamos interessados em estudar efeito da tempera-
tura em estados quanticos emaranhados. Desta maneira vamos apresentar na sequéncia um
formalismo conhecido como Dinamica de Campos Térmicos, pelo qual é possivel introduzir

estados termalizados para sistemas quanticos.
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Capitulo 2

Dinamica de Campos Térmicos

Foi apresentado no capitulo anterior uma revisao do atual estado da arte sobre ema-
ranhamento quantico. Neste capitulo faremos uma revisao sobre um formalismo conhecido
como Dinamica de Campos Térmicos, com o intuito de apresentar estados termalizados dos
osciladores bosonicos.

A formulacgao de Teoria de Campos a Temperatura Finita, conhecida como Dindmica de
Campos Térmicos (DCT) foi proposta inicialmente por Takahashi e Umezawa em 1975 [35].
A questao central da DCT é a proposi¢ao de um espago vetorial, com estrutura de espago de
Hilbert, tal que estados de equilibrio térmico sejam tratados como vetores deste espaco, de
maneira andloga aos estados puros na mecanica quantica standard. Esta formulagao portanto
apresenta vantagens do ponto de vista operacional em relagao ao tratamento implementado
via matrizes densidade. Outra questao relevante neste contexto é que diversos autores vem
estudando sistemas oscilatorios bosénicos com aplicagoes em 6Otica quantica usando DCT,
tais como a inversao de populagao atomica, estatisticas sub-Poissonianas e compressao de
quadraturas. Contudo, poucos trabalhos vem sendo desenvolvidos no estudos de emaranha-
mento e efeito de temperatura usando a DCT.

Nesse capitulo vamos discutir primeiramente a formulagao da DCT proposta por Ta-
kahashi e Umezawa [35] baseando-se em primeiros principios. Vamos estudar um oscilador
harmonico como exemplo a fim de apresentar os aspectos mais relevantes da DCT para esta
tese. Posteriormente alguns desenvolvimentos recentes apresentados por Khanna et. al. [36]

para sistemas bosonicos também serao apresentados.
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2.1 Espaco de Hilbert Térmico

Um estado de equilibrio termodinamico é descrito na mecanica estatistica quantica por
um operador densidade pz que atua em um espago de Hilbert H associado ao sistema fisico.
A média térmica de uma observavel A no contexto da mecanica estatistica do equilibrio,

utilizando o ensemble canénico, é dada por
(), = TrlpyA] (2.1)

onde T'r representa a operagao trago, ps ¢ a matriz densidade

_ exp[—fSH]
5= 72(8)

Z(B) = Tr[pgH] ¢ a fungao particao e H o hamiltoniano do sistema. A matriz densidade

(2.2)

(2.2) representa um estado de mistura a temperatura! T = gL
A proposta apresentada pelos autores da DCT [35] foi a introdugao de um espago vetorial

Hr, com estrutura de "espaco de Hilbert", onde a média térmica de uma observavel A fosse

dada por

(A)s = (0(B)A]0(B)) , (2.3)
com |0(83)) € Hr e A é um operador que atua em Hy obtido de um mapeamento M : O(H) —
O(Hr), onde O(H) representa o conjunto de operadores que atuam no espago de Hilbert
usual da mecanica quantica H e Q(Hr) os operadores que atuam em H7. Efetivamente esse
espaco vetorial é diferente do espago de Hilbert usual da mecanica quantica, pelo simples fato
de se tratar neste contexto de estados mistos. A imposi¢ao relevante é que a média térmica
deve ser a mesma em ambos 0s casos, ou seja, as equagoes (2.1) e (2.3) sdo equivalentes e

portanto pode-se considerar que

(A)g = OB A]0(B)) = TrlpsAl- (2.4)

Se Hr é um espaco vetorial com estrutura de um espago de Hilbert, pode-se entao definir

B={|v,),Vn=0,1,2,---} uma base ortonormal de H, e dessa maneira escrever

008)) = X falB) [¥0a) - (2.5)
n=0
Considerando o espectro do hamiltoniano H discreto

Hin) = E, |n), (2.6)

IEstamos considerando a constante de Boltzmann K = 1.
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onde {|n),n = 0,1, -} sdo autovetores de H e portanto formam uma base ortonormal de

H. Consequentemente a relagao (2.4) é dada por

1

D D0 Tl alB) Wl 1) = ez 3 exp (~8E) (nl Al (2.7)

n=0 m=0 n=0
A equacao acima somente pode ser validada considerando duas possibilidades. A primeira é
que [ (B) fu(B) = dnm, 0 que ndo é correto se afirmar pelo fato de que os f,,(5) sdo escalares.
A segunda possibilidade é (¢,,| A |¢,,) = (m| A|n) d,.,. Diante dessa imposigao a proposta
apresentada pelos autores da DCT foi introduzir um espago vetorial (7—2), com estrutura de
espaco de Hilbert tal que [¢,,) € H ® H. Desta maneira os vetores [¢,) = |n) ® |7), onde
n) € B C #, com B base de H. O espaco H ¢é um espaco vetorial com estrutura de espaco
de Hilbert anédlogo ao espaco standard da mecanica quantica e construido a partir de H,

através das regas de conjugacao til

(141'7 A])N - AzAJ (28)
(cidi + Aj)~ = c; A, + A, (2.9)
(AD)~ = (A (2.10)
(A)~ = 4 (2.11)
[A4i, Aj] =0, Vi, (2.12)
E impositivo também se definir um mapeamento linear My tal que
My:A—A=A®]1, (2.13)
e um mapeamento anti-linear My
Mg:A— Al =10 Af (2.14)

Com as definicoes apresentadas anteriormente é evidente que pode-se obter

1 > _
0(8)) = NG ;exp (—BE./2)|n,7) (2.15)

de tal modo que a igualdade (2.4) seja preservada. Das rela¢oes que definem os mapeamentos
(2.13) e (2.14) verificamos que
A, AT = [A AT =1 (2.16)

com todas as outras comutagoes nulas. A duplicacdao dos graus de liberdade é comumente

usada em outras formulagoes para tratar estados térmicos, por exemplo quando se escreve
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a matriz densidade como uma projegao dada por p ~ |¢) (¢|. Outra questdo interessante
presente na DCT é o fato da formulagao ser construida em uma estrutura de espago de
Hilbert.

Apresentamos a DCT anteriormente via o que chamamos de primeiros principios. Outra
maneira de se construir a DCT ¢ via representagoes redutiveis de C*—algebra [37]. Neste
caso considera-se uma C*—algebra B representada irredutivelmente por 74 (B) no espago de
Hilbert H. Vamos denotar por A um elemento de B e por 73(53) um operador correspon-
dente em H. Os elementos de B formam um espago vetorial sobre o corpo dos complexos.

Considerando # o espaco dual de H podemos escrever um operador 7y (B)

w(B) =Y G (1) (0] (2.17)

Onde am,n = <1/}m| Tr'H(B) |wn> ) W}n) S H € <wn| S 7:[

Os elementos de B podem ser realizados sobre o espaco H ® H como operadores ou como
vetores. No primeiro caso as observaveis do sistema, que sao operadores definidos em H, sao
estendidas sobre H ® H através dos mapeamentos (2.13) e (2.14). No segundo caso temos
um estado w definido em B, representado em H por uma matriz densidade p, associado a

um vetor

) = i [ ,) € H . (2.18)

m,n
Desta maneira o valor esperado de uma observavel A € B no estado w deve ser o mesmo

considerando as duas representagoes. Assim a matriz p € myp) ¢ associada a um vetor

‘\/ﬁ> € H ®H, tal que

w(A) = (Vo Tuen(A) [Ve) = TriVomyes (A)V/) (2.19)

Perceba que para cada matriz densidade p podemos associar um vetor pertencente a H ® H,
mas o inverso nao é verdadeiro. Ou seja, nem todo vetor que pertence a H ® # ¢ um estado
fisico associado ao sistema. Para a construgao da DCT via as representacoes redutiveis
de C*—algebras sao necessarios alguns postulados para satisfazer as condi¢oes de equilibrio
térmico do ensemble de Gibbs, da evolucao temporal e da construcao das observéveis.

A apresentacao algébrica apresentada acima é somente ilustrativa nesta tese, no sentido
de que nao sera utilizada para a construcao dos estados de interesse. Apenas apresentamos
que a DCT pode também ser obtida a partir de uma estrutura mais formal do ponto de vista

matemético.



46

2.2 QOscilador Bosonico Térmico

Vamos agora apresentar a construgao do estado térmico |0(/3)) para um oscilador quantico

bosonico. Vamos considerar um hamiltoniano dado por
H = wa'a, (2.20)

com A = 1 e a energia do estado fundamental considerada nula. Os operadores a e a'

satisfazem as seguintes relagoes de comutacao
[a,a'] =1, [a,a] = [a',a'] = 0. (2.21)
A equagao de autovalor para o hamiltoniano (2.20) é dada por
Hn) =nw|n). (2.22)

Usando as relagdes de comutacio (2.21) demonstra-se que os estados a |n) e af |n) sdo auto-

vetores de H satisfazendo as seguintes equagoes

H(an)) = (n = Dw(a|n)), (2.23)
H(a' |n)) = (n + Dw(a' |n)), (2.24)

o que permite designar os operadores a e a' como operadores de aniquilacao e criacao de
um quantum de energia respectivamente. Por consisténcia fisica é necessario se definir um
estado |0) tal que

al0) =0, (2.25)

onde |0) é dito ser o estado de vacuo do sistema. Das relagdes explicitadas acima verifica-se

que os operadores a e a' quando aplicados nos autovetores de H satisfazem as seguintes

relagoes
a
In—1) = 7n ), (2.26)
1 i 2.27
n+1)= n), .
-+ 1) = — ) 227
E perceptivel também, da relacio (2.27), que
(af)”
In) = |0) . (2.28)




47

Esses estados sao ditos estados ntimero do oscilador bosonico e determinam a quantidade de

quanta de energia associada ao oscilador, sao ortonormais, ou seja,

e formam uma base do espago de Hilbert H, tal que
[4) =) Culn) (2.30)
n=0

sendo [¢)) € H.

2.2.1 Estado de Vacuo Térmico

Para introduzir a Dinamica de Campos Térmicos necessitamos inicialmente definir o
espaco vetorial H, obtido a partir do espaco de Hilbert H. Esse espaco “#il” é construido a
partir do estado de véacuo |f)> com a aplicacdo do operador de criacao a' obtido através das
regras de conjugacgao il aplicadas sobre os operadores que pertencem a O(H). A partir da

algebra definida pelas relagoes de comutagao (2.21) obtém-se
(aa' —ala) =1=1, (2.31)
e portanto leva as defini¢oes das relagoes
[a,a'] =1, [a,a] = [a',a']=0. (2.32)
O operador Hamiltoniano H deve satisfazer a seguinte equacio de autovalor
H ) = wn|f). (2.33)

A imposigdo que os autovalores sejam os mesmos da equagao (2.22) se deve ao fato de
pretende-se preservar a igualdade das médias térmicas estabelecidas pela equagao (2.4). Os

estados .
@)t s
n)=-—=—1,0). 2.34
iy = ) (234
sio também ortonormais, ou seja (1m|i) = 6,,,, ¢ formam uma base de H.

Definida a algebra associada ao espaco vetorial “til”, podemos agora definir o espaco du-

plicado H®H. A partir dos mapeamentos dados por (2.13) e (2.14) definimos os operadores

Al=d"®1, (2.35)
Al=1®al (2.36)
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e com as relagoes estabelecidas anteriormente, podemos escrever o estado |0(5)) como sendo

0(8)) = ! ie"ﬁw/zw 10,0) (2.37)

)
VZ) n!

onde usamos as equagoes de autovalores (2.22) e (2.33). Da condigdo de normalizagao

(0(B)|0(B)) = 1 obtém-se a funcao partigao igual a

ePw

Z2(B) = o7 (2.38)

onde usamos a identidade 1/(1 —z) =) 2" com 0 < z < 1.

2.2.2 Transformacao de Bogoliubov

O somatorio presente na equagao (2.37) é a expansao em série de uma fungao exponencial,

de tal modo que podemos escrever o estado |0(5)) como sendo

0(8)) = /T—n "4

onde n = e #. Esta relagio demonstra que o estado |0(3)) ¢ obtido do estado de vicuo
(naTAT)

0,0). (2.39)

duplicado ‘O,6> a partir da aplicacao de um operador F = e . Podemos reescrever
(2.39) de tal modo que o estado |0(3)) seja obtido do vacuo duplicado a partir de uma

operacao unitaria. Para isto vamos utilizar a identidade

ea(A—i—B) _

6tanh aBelog cosh a[A,B] etanh aA (2 40)

e fazer A = —AA, B = ATAT. Vamos também definir as funcdes

1 —_—
e~ w/2
o(8) = 7 Gones) (2.42)

V1 — e bBw

que sao condizentes com a relagao
W3(8) — v*(8) = cosh?(0(8)) — sinh(8(3)) = 1. (2.43)
O comutador entre os operadores A e B é dado por
[A,B] = —AA" — ATA. (2.44)
E considerando a = 6(3) na relagdo (2.40) podemos reescrever

|0(6)> _ e(tanh(G(ﬁ))ATfm)e(— log[cosh(G(ﬂ))](AAT-FATA))e(—tanh(G(ﬂ))AA) |07 ()> . (245)
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Esse relacao é factivel se lembrarmos que

6(— tanh(6(3))AA)

0,0) = [0,0), (2.46)

. (_ log[cosh(Q(ﬁ))](AAT—&-ATA))

0,0) = cosh™'(#(3)) |0, 0) . (2.47)
Considerando agora a (2.40) podemos reescrever (2.45) como

0(8)) = ' &

0,0) (2.48)

com G(3) =i (0(8)(AA — ATAT)). O operador U(B) = ¢! ) & conhecido como operador de

Bogoliubov, é unitario e descreve uma rotagao no espago de Hilbert duplicado H ® H.

2.2.3 Operadores Térmicos

Até o presente momento descrevemos a Dindmica de Campos Térmicos para um oscilador
quéntico bosonico, construimos o estado |0(3)) e demonstramos como obté-lo a partir de uma
transformacao de Bogoliubov no vacuo duplicado. Contudo, ainda nao fizemos uma discussao
mais detalhada sobre o significado fisico deste estado. Em verdade, a questao que se coloca
é saber como os operadores de aniquilacao A,A € O(Hgp), e os seus adjuntos, atuam em

|0()). Para esclarecer tal questionamento vamos definir um operador termalizado dado por
A(B) = U(B)ATT(5). (2.19)
Com o auxilio da identidade

exp (—iB) Aexp (iB) = A+ (—i) [B, A] + (_22)2 (B, [B,A]] +---. (2.50)

e das relagoes de comutacao apropriadas encontramos

A(8) = u(B)A — v(B)AT. (2.51)

Realizando um procedimento analogo definimos também o operador

A(B) = U(B)AU'(8) = u(B)A — v(B)AT. (2.52)
Verifica-se também que
A(B)|0(8)) = A(B)[0(8)) =0 (2.53)

onde usamos a unitariedade do operador de Bogoliubov U(B)UT(B) = UN(B)U(B) = 1 e
o fato de que A !0,()> = A

0,0) = 0. Essas relagdes demonstram quem o estado |0(j3)) se
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comporta como estado de vacuo para os operadores termalizados A(5) e A(S), o que viabiliza
a denominacao de estado de vacuo térmico. E possivel também determinar os operadores

auto-adjuntos termalizados dados por

AT(8) = U(B)ATU(B) = u(B)AT —v(B)A, (2.54)
AT(B) = U(B)ATU'(8) = u(B)AT —v(B)A (2.55)
Os operadores termalizados satisfazem as relagoes de comutacao
[A(3).41(8)] = |A®).AT(8)] =1 (2.56)
com todas as outras nulas. Percebemos também que
AY(B)10(8)) = U(B) [1,0) = [1,0;(8)) , (2.57)
AN(B)[0(B)) =U(B) |0,1) = [0,1;(8)) - (2.58)

Desta maneira podemos definir os estados niimero termalizados dados por

(AF(8))"(AT(8))™
vnlm!

Os estados |n,m; (5)) formam um conjunto completo e definem uma base ortonormal do

n, 103 (8)) = 0(8)), ¥V n,m=0. (2.59)

espaco de Hilbert Térmico Hy a uma temperatura 7= 3 '. Em outras palavras, o espaco
de Hilbert Térmico corresponde a uma transformacao de Bogoliubov no espaco duplicado
HeH.

Voltemos agora a questao levantada anteriormente, ou seja, qual o resultado da aplicagao
dos operadores A e A no estado de vécuo térmico |0((8)). Se multiplicarmos a equacéo (2.51)

por u(f) e (2.55) por v(f) e realizar a soma dessas equagdes encontramos

A = u(B)A(B) +v(B)AT(B) (2.60)

lembrando que u?(3) — v?(8) = 1. Analogamente podemos obter também os outros opera-

dores nao térmicos em funcao dos operadores térmicos, tais como

A = u(B)A(B) +v(B)AT(B), (2.61)
AT = u(B)AT(B) + v(B)A(B), (2.62)
AT = w(B)AT(B) + v(B)A(B). (2.63)

Com essas relagoes podemos verificar que o estado |0(f3)) nao ¢ um estado de vacuo para

os operadores A e A. A aplicacdo do operador A no estado |0(3)) adiciona um “quantum’”
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no grau de liberdade “#il” e destr6i um quantum no grau de liberdade standard do vacuo
duplicado. Em outras palavras, ele se comporta como operador de aniquilagao para os graus
de liberdade usuais da mecanica quantica e como operador de criagao para os graus de

liberdade ficticios introduzidos pela duplicagao do espaco de Hilbert imposta pela DCT.

2.3 Estados Termalizados de um Oscilador

Vamos agora analisar outros estados termalizados para um oscilador harmoénico quanti-
zado. Como dissemos anteriormente os estados (2.59) formam uma base do espago de Hilbert

Térmico Hr. Desta maneira podemos escrever um estado arbitrario

[(8) = Y Coum In, s (8)). (2.64)

n,m=0

Uma questao relevante neste contexto é sobre a realidade fisica destes estados. Sabemos da
mecanica quantica que estados de mistura sao descritos por matrizes densidade e assim po-
demos nos perguntar qual matriz densidade esta associada aos estados termalizados. Neste
sentido Khanna et. al. [36] apresentaram recentemente um desenvolvimento que possibilita
uma relagao direta entre estados termalizados e matrizes densidade, juntamente com uma
interpretacao fisica consistente. Vamos apresentar nesta secao um resumo deste desenvolvi-
mento.

Seja Hg C Hy um subespaco gerado pelos vetores |n,mg; (8)) com n =0,1,2,---. Este
subespago pode ser obtido se fixarmos m = mg. Vamos agora considerar uma transformacao

T :H — Hg, tal que

T(In)) = |n,mo; (8)) = U(B)(In) @ [mo)). (2.65)

Verificamos que 7 ¢ linear
T(a|n) +&[p)) = aln,mo; B) + & |p, mo; B) (2.66)
e que o produto interno se conserva
(p, mo; Bl n,mo; B) = (p| n) . (2.67)

Dessa forma dizemos que 7 ¢ um isomorfismo de H em Hg e portanto que H ¢ isomorfo a
Hp. O isomorfismo apresentado neste contexto esta baseado na estrutura matemaética entre

os espagos de Hilbert usual da Mecanica Quéantica H, que somente possui estados puros do
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sistema, e o subespago introduzido por Khanna et. al. [36] Hs que correspondem a estados
de mistura.

A existéncia deste isomorfismo corresponde a questao central do desenvolvimento apre-
sentado em [36] como veremos a seguir. Como essas relagdes sao validas para qualquer valor
de myg, podemos fazer mg = 0 sem perda de generalidade. Neste caso os estados de nimero

termalizados em Hg sao dados por

(AT(8))"
In(8)) = BV~ 0(5)) (2.68)

e um estado arbitrario é dado por
[0(B)) = Cun(B)) - (2.69)

Usando o fato de que A(3)]0(8)) = 0, juntamente com a relacdo (2.52) verificamos que

A0 = T3 AT 06)), (2.70)
E usando a relacao (2.54) podemos perceber
;
K1(8) 0(68)) = o 10(3)- .1)

Estes resultados demonstram que um estado nimero termalizado dado por (2.68) pode ser
obtido pela atuacdo dos operadores nao térmicos AT ponderados pela funcao u(3). Assim,

podemos escrever um estado arbitrario como

() = F(A, A% 8)[0(8)) , (2.72)
tal que
F(A, A" B) = f(a,a'; ) @ 1. (2.73)
Desta maneira o valor esperado de uma observavel @ = O x 1, para um estado arbitrario
|v(B)), é dado por
(O)ys = WB)IO(B) = (0(B)IF'(A,AT; B)OF(A, AT; 3) 0(5))
= Trlps [T(a,a’; B)Of(a,d’; B)]
= Tr[f(a,a'; B)psfi(a,a’; B)O]. (2.74)
A equacao (2.74) permite afirmar que o valor esperado de uma observavel O é equivalente

a média térmica de uma outra observavel dada por ff(a,a’; 3)Of(a,a’;3), ou é também

equivalente ao valor esperado da observavel O para um estado de mistura dado por

pu = [fla, a5 (8))psfM(a,a"; (B)). (2.75)
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Este resultado é fundamental para a associagdo da matriz densidade (2.75) ao estado arbi-
trario |¢(8)) dado por (2.72) realizado em [36]. Outras possibilidades de associar matrizes
densidade a estados termalizados obtidos pela atuacio de Af(3) no vacuo térmico |0(5))

foram desenvolvidas em [36], porém nao serdo tratadas nesta tese.

2.3.1 Estado Numero Termalizado

Um estado numero termalizado é dado por (2.68) e o operador de cria¢ao térmico pela

equagao (2.54), de tal modo que

[u(B)AT — v(B)A]"
vl

Considerando que A(8)|0(8)) = 0 e usando a relacio (2.52) encontramos que

v(p)
u(p)

Realizando entdao a aplicacdo sucessiva do operador de criacdo térmico AT(3) n vezes e

n(8)) = 10(8)) - (2.76)

Al0(B)) = ——==AT|0(B)) . (2.77)

considerando que [AT, A] = 0, obtemos

__ AT
n(8)) = a3 0(8)) , (2.78)

onde usamos a relagao u?(3) — v*(3) = 1. Desta maneira podemos identificar

P Gl
fla,a®; B) = NG (2.79)
e consequentemente
1 n n
o = o (2:50)

Usando a defini¢do de pg dada por (2.2) e usando a relagao de completude da base formada

pelos estados nimero |n) encontramos
_ in n
pn(ﬁ) - n‘[u(ﬁ)]% ZCL Ps |T> <7”| a

onde usamos as relagoes u*(3) = Z(8) = 1+mn(B), v}(8) = n(B), juntamente com

S ). (2.82)
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Usando a identidade

= (n —|— T) o n!
> - = Ao V<, (2.83)
r=0

verifica-se que o trago da matriz densidade (2.81) é igual a unidade, representando assim
um estado fisico acessivel a um oscilador harménico. Este estado foi proposto anteriormente
por Argaval e Tara [38] para descrever um modo do campo de radiagdo adicionado de n
fotons. Posteriormente propriedades nao-classicas foram estudadas por Baseia et. al. [39] e
recentemente sua correlagao com a Dindmica de Campos Térmicos foi realizada por Khanna
e colaboradores em [36], na perspectiva que apresentamos neste texto. O estado ntmero
termalizado (2.81), segundo Baseia [39], representa uma interpolagao entre o estado cadtico
dado pela matriz densidade ps; com um estado ntimero |n). Verifica-se que no limite de

temperatura nula 7' = 7' = 0, Png) — In)(n| e conjuntamente, no limite de [n) —

0), p n(g) 7 Pgs-

2.3.2 Estado arbitrario Termalizado

Em geral um estado arbitrario |¢)(3)) pode ser escrito na base de estados niimero terma-

lizados, tal como

Z -AI"10(8)) (2.84)

juntamente com a condi¢ao de normahzagao ano |Cp|> = 1. Desta maneira podemos

identificar que o operador f(a,a'; 3) é dado por

o0 C
=y ————al" (2.85)
a, .
o que resulta em uma matriz densidade da forma

Z a'"pga™. (2.86)

n,m= 0 ﬁ)]m+n

A unitariedade do trago da matriz Py(p) Pode ser verificada considerando que

Trla™pga™] = nlu(B)]*"Sm, (2.87)

que ¢ consequéncia direta do fato da matriz pg ser diagonal na base formada por estados ni-
mero. Este resultado demonstra que qualquer combinacao linear devidamente normalizada,
de estados em Hp esta associada a uma matriz densidade de traco unitario, correspondendo

consequentemente a um estado de mistura acessivel para um oscilador, incorporando efeitos
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térmicos. Diversos outros estados podem ser estudados a partir desta construcao e alguns
deles estao presentes nos capitulos 12 e 13 em [36] tais como estados coerentes, estados

nimeros deslocados e estados comprimidos, para citar alguns.

2.4 Consideracoes Finais

Neste capitulo fizemos uma breve revisao sobre a Dinamica de Campos Térmicos apre-
sentada por Takahashi e Umezawa [35]. Tomamos como exemplo um oscilador bosonico
quantico para construir o estado de vacuo térmico via uma transformacao de Bogoliubov no
vacuo duplicado e a partir disto apresentar o espaco de Hilbert Térmico. Posteriormente
fizemos também uma breve apresentagao dos desenvolvimentos recentemente apresentados
por Khanna e colaboradores [36], para a obtengao de matrizes densidades associadas a es-
tados termalizados de um subespaco Hg. Finalizamos com a andlise de um estado niimero
termalizado e um estado arbitrario descrito na base de Fock. E relevante ressaltar que outros
exemplos de estados termalizados, juntamente com algumas propriedades destes, podem ser
encontrados em [36], de tal modo que preferimos omitir outros exemplos a fim de nao alongar

este texto.
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Capitulo 3

Emaranhamento Quantico e Estados

Termalizados

Neste capitulo vamos apresentar um estudo sobre o efeito da temperatura no emaran-
hamento quéntico para estados bipartite termalizados. Para introduzir estes estados vamos
realizar inicialmente uma extensao baseada na revisao feita no capitulo anterior, conside-
rando inicialmente um sistema de N osciladores bosonicos. A DCT ¢ utilizada juntamente
com os desenvolvimentos apresentados nos capitulos 12 e 13 da referéncia [36]. Posterior-
mente vamos considerar como caso particular um sistema de dois osciladores e apresentar
dois estados bipartite emaranhados. Finalizaremos analisando o efeito da temperatura no

emaranhamento destes estados usando alguns critérios de identificacao de emaranhamento.

3.1 Dinamica de Campos Térmicos para N Osciladores

A Dinamica de Campos Térmicos foi revisada no capitulo precedente e como exemplo
estados termalizados de um oscilador bosonico foram discutidos. Vamos agora ao caso de
N osciladores quantizados. Sabemos que o espaco de Hilbert deste sistema é dado por
H = ®jv:1 H,; e o Hamiltoniano ¢ dado por

N
H= ZHJ" H; = wja}aj, (3.1)
j=1
onde H; e H; sao o espago de Hilbert e o Hamiltoniano do j—ésimo oscilador respectivamente.

Estamos usando a notacao
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para uma observavel arbitraria A; relacionada ao j—ésimo oscilador. Assim verificamos que

os operadores de aniquilagao e criagao satisfazem as seguintes relagoes de comutagao
[a;,al] =d6;;, Vi, j=1,2-- N. (3.3)
Os autovetores do Hamiltoniano (3.1) sao dados por
n) = |ng,ng, -, ny) = |n1) @--- @ |ny), (3.4)

onde |n;), Vj=1,2,---N sdo autovetores dos Hamiltonianos H;. Desta maneira podemos

escrever a equacao de autovalor para o Hamiltoniano H como sendo
Hn) = (Ei1+ -+ Ey) n), (3.5)

onde E; = njw;. A atuacao dos operadores de criagao e aniquilag¢ao nos estados niimero sao

dadas por
a}|n> = /n;+1|ng,---,n;+1,--- nyy, (3.6)
aj‘n> = \/n—j|n17'“7nj_17'”7nN>7 (37)
de modo que o estado de vacuo |0) = |0q,---,0y) é definido, tal que

a;[0)=0, Vj=1,2--- N (3.8)

De maneira semelhante a revisao feita no capitulo anterior, devemos introduzir o espago
ficticio H = ®§V:1 7:lj analogo a H, para a partir do espaco duplicado H ® H definir um
espago de Hilbert Térmico via uma transformagao de Bogoliubov. Neste caso o Hamiltoniano

“til” é dado por

N
H=> H; H;=wla, (3.9)
j=1
preservando a mesma frequéncia w;. Vamos também neste caso usar a notagao
Aj: 1R QAR ® Iy (3.10)

para uma observéavel arbitraria A;. Os operadores de aniquilacao e criagao "til" satisfazem

as relagoes de comutagao idénticas a (3.3)

@;,al] =0y, Vij=12-- N (3.11)
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O Hamiltoniano (3.9) deve satisfazer também uma equagao de autovalor dada por

H[h) = (B, + -+ Ey) |d) (3.12)

onde
) = |7y, g, -, Ay) = |7n) @+ @ |fiy) (3.13)
e sendo |n;), V j = 1,2,---N autovetores dos Hamiltonianos ij. Os autovalores F; =

njw; sao os mesmos da equacao (3.5) para a que igualdade entre as médias térmicas seja
preservada. A algebra dos operadores de criacao e aniquilacao "#l" também nos permite

encontrar que

usando mais uma vez o rotulo "#il" somente para diferenciar os graus de liberdade do espaco
duplicado. Finalizamos entao com a definicao do estado de véacuo ‘ﬁ> = |(~)1, e ,()N>, tal
que

a;/0)=0, Vj=12--- N. (3.16)

Vamos agora a discussao sobre o espaco de Hilbert Térmico para o caso de N osciladores.

3.1.1 Espaco de Hilbert Térmico para N Osciladores

Lembrando que o ponto de partida para a construcao do espaco de Hilbert Térmico Hrp
¢ a introdugao do vetor ciclico |0(5)) € Hr, tal que a média térmica de uma observével
arbitraria A; seja dada por

(Aj)s = (0(B) A;[0(5)), (3.17)
lembrando que A; = A; ® ij. Para o caso de N osciladores a matriz densidade de que

descreve um estado de equilibrio térmico no ensemble candnico é dada por

] N N
% = 705 O [Z —/H;| = Z— H [ Bual aj] . (3.18)
i=1 i=1
Considerando T'r[gs] = 1 encontramos
N
1
Z(B) = HZj(6>7 Z;(B) = T o bo; (3.19)
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Diante disto encontramos que a média térmica, via a mecanica quantica estatistica, ¢ dada

por
1 oo
A= 715 ZO (my| A [my) e~ Pwims (3.20)

Vamos denotar |m, m) = |m) ® |m) e assim escrever

= fm(B)|m, 1) (3.21)

onde » 00 o = >0 o 2o € fm(B) = fmi(B) - fmuy(B). Desta maneira a média

térmica calculada via o vetor ciclico (3.21) é igual a

O(B)4;10(8) = Y fa(B) fu(B) (n, [ A; [m, i)
= 1 fm, (B)* (my] Ay [my) (3.22)
0 que nos permite encontrar
(B) = il (3.23)
I 70 '

para que a igualdade entre as médias térmicas seja satisfeita. Com estas relagoes podemos

escrever o estado (3.21) como sendo
e 5“’]7”]/2

0(8)) = ® Z j2115)

N o] e—ﬁwjmj/Q(A;)m]' (A;)mj

:(jgl)z

o (M) Z;(P)

e utilizando novamente a identidade

0,5 | (324

ea(A-i—B) _ 6tanh aBelog cosh a[A,B] etanh aA
podemos reescrever
0(8)) = U(5)]0,0) = <® ij)) () = 4 (3.25)
j=1

onde G,(8) = i6,(6)(A,;A; —A;A}L) Novamente os parametros ;(3) sao definidos, para cada

um dos osciladores independentemente, pelas relacoes

1
efﬁwj/2

V1 — e Bws
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De maneira analoga ao caso de um oscilador podemos também determinar os operadores

termalizados

A;(B) = U(B)AUT(B) = u;(B)A; — v;(B)AL (3.28)
A;(8) = U(B)AU'(B) = u;(B)A; — v (B)A], (3.29)
Al(B) = UBATUT(B) = u;(B)AT — v;(B)A;, (3.30)
Al(B) = U(B)AJU' (8) = u;(B)A] — v;(B)A;, (3.31)
e os operadores nao termalizados
A; = u;(B)A;(8) +v;(B)AL(B), (3.32)
Aj = u;(B)A;(B) + v; (B)AJ(B), (3.33)
Al = u;(B)AL(B) + v;(B)A;(B), (3.34)
Al = u;(B)AL(8) +v;(8)4;(8), (3.35)

Desta maneira definimos os estados de Fock que geram o espaco de Hilbert Térmico Hr, a

partir da atuacao dos operadores de criacao térmicos

N T nj T mj
1 (8)) = | R [AF(B)]™ A (B)]

nj!mj!

0(8)) = U() [n, @), (3.36)

j=1

e assim um estado arbitrario é dado como sendo
[$(8)) =D Com In,1i; (8)) . (3.37)

3.1.2 Estados Termalizados para N Osciladores

A implementagao realizada por Khanna et. al. em [36] para a construgao de um subespago
Hpz C Hrp, que preserva um isomorfismo com o espaco de Hilbert usual da mecanica quantica
para um oscilador, pode ser estendida para o caso de N osciladores. Vamos entao definir um

subespaco ‘Hz fixando m = m, = 0, de tal maneira que os estados de Fock sejam dados por

|
=1 n;:

N at(ayin
[A(B)]™
n(8)) = <® =] 10(8)). (3.38)
Percebe-se também que a transformacao 7 : H — Hg, dada por

T(|m1, e 7mN>) = U(ﬁ) |m7 ﬁ10> ) (339)
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preserva o produto interno e é linear. Neste sentido podemos afirmar que o subespaco
H s é isomorfo ao espaco standard da mecanica quantica H para um sistema formado por N
osciladores, tal qual o caso discutido no capitulo anterior. Os estados (3.38) formam também

uma base do espago de Hilbert termalizado Hz e um estado arbitrario é portanto dado por

[p(8)) =Y Culn(B)). (3.40)

Procedendo da mesma maneira que para o estado de um oscilador podemos obter que um

estado arbitrario (3.40) pode ser escrito como

1W(B)) = F(A, AL -~ Ay, AL ) [0(B)) . (3.41)

Desta maneira a igualdade entre os valores esperados de uma observavel A, podemos iden-

tificar a matriz densidade
Oy(B) = f(Ab AJ{? e 7AN> A}L\[a ﬁ) 93 fT(Ala AJ{? T 7AN7 A;r\fv 6) (342)

associada ao estado arbitrario ¥(3) e o5 sendo a matriz densidade do estado de vacuo térmico
(3.18).

Nesta segao fizemos um extensao da DCT para um sistema formado de N osciladores.
Finalizamos apresentando um desenvolvimento equivalente ao apresentado em [36] para a
construcao de um subespago térmico, que nos permite relacionar estados termalizados e suas
respectivas matrizes densidade. Na proxima se¢ao vamos apresentar alguns estados emara-
nhados bipartite, construidos com base neste formalismo e verificar o efeito da temperatura

no emaranhamento destes estados.

3.2 Estados Termalizados Emaranhados Bipartite

Vamos agora desenvolver a analise de emaranhamento para um sistema formado de so-
mente dois osciladores. Os estados termalizados serao introduzidos via a formulagao da
Dinamica de Campos Térmicos conforme apresentado na segao anterior. O conceito de se-
parabilidade de um estado de mistura é dado pela definigao (2) apresentada no primeiro
capitulo desta tese. Vamos relembrar que um estado bipartite é separavel quando podem ser
escritos da seguinte forma

k
P = Zpi(pil ® pia)s (3.43)

=1
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com k > 1, Zf p; = 1 com p; nao-negativo e p;; e p;, as matrizes densidades dos dois os-
ciladores individualmente. Um estado que nao é separavel é dito ser emaranhado. Como
discutimos no primeiro capitulo a identificagao do emaranhamento via a defini¢ao nem sem-
pre é uma tarefa simples. Em geral usamos critérios ou quantificadores de emaranhamento
a fim de obter as informagoes sobre o emaranhamento do sistema. Nos exemplos que apre-
sentaremos a seguir, por se tratar de estados de mistura, vamos usar alguns identificadores
para verificar o comportamento do emaranhamento em estados de equilibrio térmico. Vamos

denotar os dois osciladores por A e B.

3.2.1 Superposicao de Estados de Numero

Vamos analisar uma superposi¢ao de estados nimero termalizados dada por

WJ(B»AB = \/ﬁ|07 176) + V 1 _p|170;/6>
= [VBBI(8) + V1=p A(B)] 10(8) (3.44)

Usando a definigao dos operadores (3.30) juntamente com

Ajoea) = 228 aijoes), (3.45)
ua(f)

3 vp(B) t

BI0(3)) = 223 B 10(3). (3.46)

que podem ser obtidas se lembrarmos que A(3)]0(5)) = B(8)]0(5)) = 0 com A(B) e B(p)
dados por (3.29), podemos obter o estado (3.44) como

[ VP g VI
|¢(6)>AB_ u3(ﬁ) B + UA(B) A |O<ﬂ)> (347)

Desta maneira percebemos que

wat bptg — VP gt V=P g
f(a,a',b,b"; ) UB(ﬁ)b+UA(5) , (3.48)

e assim a matriz densidade deste estado é dada por

p (1-p) p(1 —p)
= = blpsb+ alpga + ~Y—— (alpsb + bl pga) . 3.49
P = ) VB T B (o) 349
Verifica-se que Tr[py5] = 1, se lembrarmos que Tr[a’psza] = u% (), igualmente ao que foi

discutido no capitulo dois desta tese. E perceptivel também que no limite de temperatura
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nula (8 — oo0) nos temos pg — |0) (0] e ua(B) = up(B) = 1, o que nos leva a obter

+\/p(1_p) (|170> <O71|+|071> <170|)7 (350)

que é a matriz densidade de um estado puro dado por

|Y) =+/p|0,1) ++/1 —p]1,0). (3.51)

Outro limite relevante é quando fazemos as excitagoes de ambos os osciladores nulas. Neste
caso a matriz (3.49) passa a ser a matriz do estado caotico (térmico) de dois osciladores, ou
de dois modos da radiagao de corpo negro. Podemos entao interpretar o estado (3.44) como
uma interpolacao do estado de Bell (3.51) com o estado cadtico de dois osciladores.

Como discutido no capitulo primeiro o estado de Bell (3.51) é emaranhado para 0 <
p < 1 e maximamente emaranhado para p = 1/2. Como ele é um estado puro foi possivel
quantificar o grau de emaranhamento via a entropia de von Neumann. Contudo, o estado
(3.44) é um estado de mistura e conforme discutido anteriormente, a quantificacao do grau
de emaranhamento neste caso ainda consiste em um problema nao solucionado.

Diante disto vamos analisar o efeito da temperatura no emaranhamento deste estado
analisando um critério de identificagao de emaranhamento apresentado anteriormente, a

saber o critério de Shchukin e Vogel.

Critério de Shchukin e Vogel

A opgao para a utilizagao deste critério consiste no fato de que para um estado de Bell
a temperatura nula, o critério de Simon é nao conclusivo enquanto que Shchukin-Vogel
apresenta uma solucao satisfatoria. Essa diferenca de resultados se baseia no fato de que os
estados (3.44) nao sio estados Gaussianos'. Como ja dissemos anteriormente o critério do
Simon somente é uma condigao necesséria e suficiente para a identificacao de emaranhamento
em estados gaussianos.

O critério Shchukin-Vogel foi apresentado na segao (1.3.3), de tal modo que a reapre-

sentacao sera omitida. Vamos relembrar somente que a identificacao de emaranhamento

IEstados Gaussianos sao definidos como aqueles estados para os quais a funcdo caracteristica no espagco
de fase é Gaussiana.
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segundo este critério pode ser implementada via o determinante da matriz

1 (B)  (aBY)
S=| (B) (BB) (AB'B) |. (3.52)
(A'B) (A'B'B) (ATAB'B)

Segundo Shchukin-Vogel um estado é emaranhado quando Det(S) < 0.
Objetivando encontrar o Det(S) devemos inicialmente calcular os valores esperados que
descrevem os elementos da matriz. Considerando o sistema de dois osciladores que estamos

estudando temos que

AT =ua(B)AT(B) +va(B)A(B), (3.53)
B =up(8)B'(8) + vs(8)B(B) (3.54)
A =us(B)A(B) +va(B)AT(B), (3.55)
B =ugp(8)B(5) + vs(B8)B'(B). (3.56)

Assim os valores esperados nao nulos sao dados por

o = <A]B%T> = <ATIB3> =/p(1 = p)ua(B)up(p), (3.57)
ay = (BB') = p up(8) + vj(8), (3.58)
03 = (AAB'BY = (1 — p) A(BWA(0) + p ABNAE) + ABIBEB).  (3.59)

Desta maneira obtemos

1 0 o
S=1 0 a 0 |- (3.60)
a; 0 o3
e consequentemente
Det(S) = ar (as—aj). (3.61)
Para efeito dos célculos vamos considerar os osciladores idénticos wy = wp = w e em
equilibrio térmico, ou seja u?(8) = u%(8) = 1 +71(B) e v4(8) = v%(8) = n(B) onde
w0 = (3.62)

efo —1
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é a distribui¢ao de Bose-Einstein. Assim podemos encontrar 72.(p) como sendo valor critico
para que o estado deixe de ser emaranhado para os diversos valores de p. Da equagao (3.61)
percebemos que 7i.(p) ¢ obtido quando fazemos as = a?. Esta igualdade nos leva a uma

equacao de segundo grau dada por

22+ 1 =p(l—p), x:%. (3.63)

A variavel x é obviamente nao negativa, de tal modo que vamos analisar somente a raiz

positiva xy da equacao acima, resultando portanto em

Zo 1 1
(p) = : = —— 4+ /1 +4p(1 —p). .64
e (p) oo =gty +4p(1 - p) (3.64)

0.05[ . S /

~0.05[ N e /

~0.10} ~. e

~0.15}

Figura 3.1: Det(S) x p para uma superposi¢do de estados nimero termalizados. Linha
continua n(5) = 0.0, linha tracejada m(f) = 0.14, linha trago-pontilhada 7(5) = 0.22 e a
linha pontilhada 72(3) = 0.2612.

Na figura (3.1) encontram-se algumas curvas Det(S) x p considerando alguns valores
do parametro m(5) que depende da temperatura. Observamos que para temperatura nula
(m(B) = 0.0) o estado é completamente emaranhado para qualquer valor de 0 < p < 1.
Somente para os valores de p = 0 e p = 1 o estado torna-se nao emaranhado como ja era
esperado. Verificamos também que para temperaturas finitas é possivel existir emaranha-
mento até o valor limite de 7(f) = 0.2612. Este valor do fator de Bose-Einstein corresponde
a temperatura na qual o estado maximamente emaranhado (p = 1/2) deixa de ser emara-
nhado.

A figura (3.2) representa um contorno de 7i.(p) X p. Percebemos que o maior valor critico

do fator de Bose-Einstein é justamente para um valor de p = 0.5 (7. = 2612). Como discutido



66

no capitulo primeiro este estado a temperatura nula corresponde ao emaranhamento maximo,
como pode ser verificado na figura (1.3). Outra observagao importante neste caso é que na
figura (3.2) percebe-se o comportamento simétrico, ou seja se fizermos a substituigao de
p = 1 — ¢ o comportamento da temperatura critica do emaranhamento nao se altera como
era esperado.

n.(p)

025

020

005

0.2 04 0.6 0.8 1.0

Figura 3.2: Grafico de mi.(p) x p para a superposi¢ao de estados numero termalizados.

3.2.2 Estados Comprimidos Termalizados de Dois Osciladores

Outro estado relevante para o estudo de emaranhamento é o estado comprimido. No
capitulo introdutério demonstramos que este estado possui um emaranhamento crescente
proporcional ao fator de compressao, ver figura (1.4). Este estado foi proposto inicialmente
para a detecgao de ondas gravitacionais [40,41| e implementado experimentalmente [42] em
1985. Posteriormente diversas aplicacoes destes estados apareceram, tal como em espectros-
copia [43]. Vamos considerar um estado comprimido termalizado de dois osciladores dado

por

€(8)) = S(¢, B)[0(5)) , (3.65)

onde ( = rexp (ip) e

S(¢, B) = exp [CAT(B)B'(B) — C"A(B)B(S)] - (3.66)
Vamos usar novamente a identidade

604(A+B) _  tanhaB elog cosh a[A,B] etanh aA

e
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Fazendo A = —e A (B)B(3), B = ¢?AT(3)B(3) e @ = r nos obtemos

0 = g e tanlar ¢ AT(BBI(E)]003). (3.6)

Usando novamente a definigao dos operadores de criagao termalizados dada por (3.30) e as

relagoes (3.45) e (3.46) nos obtemos

1 €' tanh r
C(8)) = X Bun(d)

= ATBT0(B)) . 3.68
T | 0(3)) (3.68)
Desta maneira a funcdo f(a,a’,b,b'; 3) esta definida e podemos associar ao estado [((3)) a

matriz densidade

B 1 y e tanh r TJr> y (e‘ietanhr )
0 = oy ™ (e oo () 0

Assim o estado |(()) pode ser interpretado como uma interpolagao entre o estado de vacuo
comprimido de dois osciladores com o estado cadtico. Podemos verificar essa afirmacao
analisando os limites de interesses. Primeiramente o limite de temperatura nula (5_1 =0)

temos pg — |0) (0]. Quando fazemos o limite r — 0, obtemos p. 5y — pg pelo fato de que o

lim coshr =1 (3.70)
r—0

e
lim tanh r = 0. (3.71)
r—0

Outra observacao importante neste caso é que ambos os estados, o comprimido e o cadtico,
sao estados Gaussianos, de tal maneira que o estado (3.65) preserva a Gaussianidade. Neste
caso portanto podemos utilizar como identificador de emaranhamento o critério estabelecido
por Simon [20]. E salutar relembrar que o critério do Simon é baseado em uma desigualdade
construida a partir da matriz de variancia, cujos elementos sao obtidos a partir dos valores
esperados do anticomutador dos operadores A§; = §; — <§j>, sendo & = (qa pa 9B PB)-

Representando a matriz de variancia V em blocos de matrizes 2 X 2 temos

A C
V= : (3.72)
cT B

a desigualdade que deve ser satisfeita para que um estado seja nao emaranhado é

1

2
det A det B + G — | det <C|) — Tr [AJCIBJC"J] > = (det A + detB). (3.73)

B
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A desigualdade (3.73) é satisfeita para todo valor positivo da grandeza E definida por

1
~ 1 (det A + detB) . (3.74)

1 2

E =det AdetB + (é_l — | det(C]) — Tr [AJCIBJC"J]
Assim sendo, podemos afirmar que um estado é emaranhado quando E for negativo. Os
operadores Q e P que sao utilizados para se determinar os elementos da matriz de variancia,

sao dados por

1
R

P, = —z\/% (Ai - A}) : (3.76)

de tal forma que, o precisamos calcular em verdade sao os valores esperados de produtos

(Ai+ ), (3.75)

dos operadores AT, B, A e B. Realizados os calculos os elementos nao nulos da matriz de

variancia sao dados por

RV = Vg —w (ugw) cosh?(r) — %) (3.77)
W Vi = —Vyu = wua(B)uy(B) coshrsinhr cos ¢ (3.78)

Vi = Vay = —ita(B)us(8) coshrsinhrsin (3.79)
Vg = Vi —w (ug(ﬁ) cosh(r) — %) (3.80)

Para efeito de célculo vamos também neste caso considerar dois osciladores idénticos e
em equilibrio térmico. Assim devemos fazer wy = wp = w e consequentemente u%(f3) =
uh(B) = 1+7n(B) e v4(8) = vE(B) = n(B). Vamos também considerar ¢ = 0. Com essas

consideracoes nos obtemos

L0 L0
A=B= aq “ y C= (6%)] @ y (381)
0 w 0 —w
sendo
_ 2 1
a; = (1 +7n(B)) cosh™(r) — 3 (3.82)
ay = (1 +7n(B)) coshrsinhr. (3.83)

Desta maneira a igualdade (3.74) ¢ dada por

1 2 1
E(r,B) = aj + (Z — a%) — 20202 — 50@. (3.84)
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Realizando as devidas simplificagoes nos obtemos
E(r, 3) = cosh® (r) (A+7n(B)* =21 +n(B))*) + cosh? (r) (1 +7(3)) . (3.85)

Da equagao (3.85) verificamos claramente que E(r, #) > 0 para todo valor de 7(3) > 1, que
obtemos fazendo (1+7(3))* > 2(14+7(83))?. Ou seja, para uma temperatura tal que 7(3) < 1,

podemos encontrar estados comprimidos que possuem emaranhamento a temperatura finita.

al \

Figura 3.3: Grafico de E(r, ) x r para um estado comprimido termalizado para diferentes

valores de 7(/3): Linha continua 7(/5) = 0.0, linha tracejada 7(f) = 0.5 e linha pontilhada
n(pg) =0.7.

Na figura (3.3) encontram-se o comportamento de E(r, ) em fun¢ao do parametro de
compressao r do estado comprimido (3.65), para diversas temperaturas aonde 7(5) < 1.
Verificamos que para temperatura nula (7(8) = 0.0) o estado é emaranhado para qualquer
valor de r # 0. Para valores de temperatura nao nulas existe um valor critico para o
parametro de compressao aonde o estado passa a ser emaranhado, isto pode ser visto na
transigao de valores positivos para os negativos da funcao E(r, [3).

Na figura (3.4) demonstramos o comportamento de E(r, ) em fungao do parametro de
temperatura 7(f) do estado comprimido (3.65), para diversos valores de r. Verificamos que
para r = 0 o estado ndo possui nenhum emaranhamento para qualquer temperatura. Para
os outros valores percebemos que em baixas temperaturas o estado apresenta algum grau de
emaranhamento, a medida que a temperatura se eleva o estado deixa de ser emaranhado.
Esta temperatura critica é diferente para diversos valores de r, o que nos leva imediatamente

a se questionar qual a dependéncia de 7, com o parametro r. Se fizermos entao F(r, ) = 0
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E.8)
25F

Figura 3.4: Grafico de E(r, ) x7() para um estado comprimido termalizado para diferentes

valores de r: Linha continua r = 0.0, linha tracejada r = 0.4 e linha pontilhada r = 0.6.

encontramos uma equagao do segundo grau para uma variavel z = 1+7(5). A solugao desta

equacao nos permite encontrar

. (3.86)

ne(r)

1.0
0.8 -
0.6 -

0.4 -

Figura 3.5: Gréafico do valor de 7 (r) x r.

Este resultado concorda perfeitamente com a discussao anterior sobre o valor limite de

n(5), tal que
lim 72.(r) = 1. (3.87)

r—00

Na figura (3.5) nos demonstramos o comportamento de 72.(r), aonde o limite assinto-
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tico pode ser visualizado. O resultado relevante para este estado é o valor limite para o
parametro critico 7.(r). O fato de encontrarmos que para valores 7() > 1 nao é possivel
encontrar nenhum emaranhamento independentemente do valor do fator de compressao r
esta em acordo com o comportamento esperado, ou seja, que para altas temperaturas as
propriedades quanticas tendem a desaparecer, especificamente neste caso o desaparecimento

do emaranhamento.

3.3 Consideracoes Finais

Neste capitulo fizemos uma discussao sobre estados de equilibrio térmico de osciladores
bosonicos obtidos via a formulagao conhecida como Dinamica de Campos Térmicos. De-
monstramos que para temperaturas elevadas o emaranhamento tende a desaparecer para
dois estados estudados. Em ambos os casos verificou-se também que para temperaturas fi-
nitas baixas ainda se preserva algum grau de emaranhamento. Os valores criticos para estas

temperaturas também foram encontrados e analisados em ambos os casos.
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Capitulo 4

Estados Vestidos e Processos de

Termalizacao

Nesta segunda parte da tese iremos analisar a evolucao temporal do emaranhamento para
sistemas atomicos acoplados com um ambiente a temperatura finita. Estamos interessados
em perceber o efeito do processo de termalizagao em estados inicialmente emaranhados.
Processos de termalizagao ocorrem quando um sistema material interage com um ambiente
que se encontra a uma dada temperatura. Em geral, o estudo desses processos requer a
utilizagao de teoria de pertubacao, o que leva necessariamente a um tratamento aproximado.
Uma dificuldade natural para se implementar tratamentos analiticos nesses processos, se deve
ao carater nao linear das interagoes entre as particulas e o ambiente.

Um tratamento analitico para sistemas interagentes particula + campo confinados em
cavidades, foi proposto por Andion, Malbouisson e Matos Neto [44]. Neste trabalho os
autores consideram um modelo linear simplificado de interacao e aplicam coordenadas re-
normalizadas e estados vestidos. Esse modelo se apresenta como uma boa aproximacao de
um tratamento analitico nao perturbativo de sistemas acoplados.

Posteriormente Malbouisson et. al. [45, 46| estudaram os efeitos da temperatura em
sistemas confinados, usando o modelo apresentado por Andion et. al. [44]. Eles comprovaram
[45] que para o espago livre, ou seja para uma cavidade infinitamente grande (R — o0), a
configuragao final do sistema nao carrega nenhuma informagao do seu estado inicial. Eles
demonstraram também que para cavidades pequenas [46] alguma memoria da excitagao
inicial é preservada, diferenciando-o este comportamento do regime de espaco livre. Vamos

revisar neste capitulo estes estudos sobre processos de termalizacao para os dois regimes de
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cavidades. Esses resultados sao de fundamental importancia para analise do emaranhamento

em sistemas confinados que desenvolveremos no capitulo seguinte.

4.1 Osciladores Acoplados

O ponto de partida do trabalho de Andion et. al. é considerar um sistema com-
posto de osciladores harmonicos acoplados, confinados em uma cavidade esférica de raio
R. Eles consideram uma particula, que doravante chamaremos de atomo, em uma aproxi-
magao harmoénica, acoplada com um ambiente (campo), modelado como uma superposi¢ao
de osciladores harmonicos. A frequéncia de oscilagao livre da particula é denotada por wy
e wr, k=1,2,--- ,n sao as frequéncias dos n osciladores que modelam o ambiente. O

Hamiltoniano que descreve um sistema de n + 1 osciladores acoplados é

1 n n
H = 3 {pg +wody + Z (P + Wi‘];%)} - Z Crqoqk; (4.1)
k=1 k=1

onde ¢, sao as constantes de acoplamento. Do formalismo Hamiltoniano da  mecanica

classica, podemos obter as seguintes equagoes de movimento para os osciladores

n

Go(t) + wiqo(t) = ) cran(t), (4.2)

k=1
G (t) + wzqk(t) =cqo(t), k=1,2,--- n. (4.3)

As equagoes acima formam um sistema de n + 1 equagoes acopladas. Uma maneira de
solucionar este sistema de equagoes é utilizar uma transformacao de coordenadas, tal que
no novo sistema de coordenadas as equacoes de movimento sejam desacopladas. Pode-se

implementar essa transformagao via uma matriz ortonormal.

Definicao 4 Um matriz A € dita ser ortonormal se, e somente se ela satisfaz as sequintes
condicoes
AAT = ATA =1, (Ortogonalidade), (4.4)
AA* = A*A,  (Normalidade). (4.5)
E consequéncia direta da definigao acima que Y, AiA7 = 37" ALAL = 6, ;. Vamos entao
supor uma matriz ortonormal T = (¢7,), onde u,r = (0, {k}) com 0 referente a particula e

1 < k < n referente aos modos do campo, tal que

gu(t) =Y E.Qu(1), pu(t) =D trPu(t). (4.6)
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Se aplicarmos as transformagoes (4.6) nas equagoes de movimento (4.2) e (4.3), obtemos as

seguintes equacoes nas novas coordenadas

n

S{60, 1) + iR} =33 ati@u(b), (4.7)

r=0 r=0 k=1
S {B0u 0 + w0} = 3 atiQu(). (4.8)
r=0 r=0

Essas equagoes nos permitem escrever um conjunto de equacoes dadas por
> (@) + 02u1) =0, (4.9)
r=0

desde que as condi¢oes abaixo sejam satisfeitas

Q2 = thw? — cith, (4.10)
thQ2 = thwi — Y cuth. (4.11)
k=1

Para que a equagao (4.9) seja verdadeira devemos fazer

Qr(t) +22Q.(1) =0, Y0 <r<n, (4.12)

que sao equagoes desacopladas nas novas coordenadas. As equagoes acima podem ser obtidas

de um Hamiltoniano H = H(Q,, P,) diagonal
RS 2 212
H=3 ZO (P? + Q%Q?). (4.13)
Ou seja, aplicando as transformagoes (4.6) nas equagoes de movimento (4.2) e (4.3), obtemos
um conjunto de n + 1 equacoes desacopladas, que podem ser oriundas de um Hamiltoniano
diagonal. Nao obstante, os elementos da matriz de transformagao devem satisfazer as condi-

¢Oes impostas pelas equagoes (4.10) e (4.11) juntamente com a condigdo de ortonormalidade

i ity — i 1 = 8, (4.14)
r=0 r=0

E notério que da primeira condicio (4.10) podemos escrever

Ck
e — (4.15)
k (wi — Q2) 0

e usando (4.14) demonstra-se que

n ) -1/2

ro__ C

th = {1 +)° Ry 92)2} . (4.16)
=1
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Essas equagoes definem os elementos da matriz de transformagao, que dependem da constante
de acoplamento ¢, das frequéncias dos modos do campo w;, e das frequéncias dos modos
normais €2,.. Falta ainda encontrar uma relacao entre as frequéncias €2, e os parametros
conhecidos do sistema. Usando a segunda condigao (4.11), obtemos uma relagao entre essas
frequéncias dos modos normais de oscilagao com as outras grandezas envolvidas, que é dada

por
n

2
2 2 Z Ck

k=1

Agora estamos com trés equagoes que nos permitem solucionar o problema. Da equacao
(4.17) podemos, ao menos em principio, encontrar os frequéncias normalizadas 2,. Com
este resultado podemos obter ¢{, com a equagao (4.16) e por fim, o restante dos elementos de
matriz dados pela relagao (4.15).

A solugao do problema depende da forma de interacao entre a particula e os osciladores
que modelam o campo. Se verificarmos na equacao (4.17), a convergéncia da série depende
da constante de acoplamento c;. Se fizermos ¢, = nwj, com u < 1, a série converge e
as frequéncias wqy sao bem definidas. Mas como dissemos no inicio do capitulo, o modelo
considerado ¢é linear na interacao, de tal maneira que ¢, = nwy e nesta condicao, a série é
divergente no limite n — oo.

Uma maneira de solucionar esse problema ¢é se fizermos a seguinte mudanca de variadvel

£ = w? — Q2 no lado direito da equacio (4.17). Dessa maneira teremos
n 2,2 n 2
"Wy 2 < QT)
S =1 I+—=), (4.18)
R T Pl G

e assim podemos reescrever (4.17) como

n

_ 1
o= Q=00 ) (4.19)
k=1 k r
onde
w0 = wi —nn’. (4.20)

Dessa forma a divergéncia em wy é compensada pelo termo nn? na equacao acima, de tal
maneira que @ ¢ convergente no mesmo limite n — oo. Verifica-se também que se w2 > nn?,
todas as frequéncias dos modos normais sao positivas, significando que o sistema oscila
harmonicamente em todos os modos e portanto este é o regime de comportamento do sistema

que sera considerado.



76

Sabemos que o sistema se encontra confinado em uma cavidade esférica de raio R de

tal modo que as autofrequéncias dos modos do campo sao dadas por w;, = %, sendo
k=1,2--- 00. Estamos considerando o limite da intera¢ao particula + ambiente (n — o).

Vamos também definir uma constante g, com dimensao de frequéncia, associada a interacao

tal que g = 2—’7A2—w, com Aw = 7. A série da equagao (4.19) pode entdo ser reescrita como
sendo ,
= R & 1
Z - 7T202 Z (k? _ ug)’ (4'21)
k=1 k=1
onde fizemos u, = QT:CR. Considerando a identidade
= 1 11
—— = — | —= — —cot(mu,)|, 4.22
> 3 ) (42

chegamos a seguinte relagao

QR c W0’R Q,
= 1—— —_ 4.2
cot ( . ) RO ( wgc) + o (4.23)

Esta equagao nos permite encontrar o espectro das autofrequéncias dos modos normais de

oscilagao. Voltaremos a esse problema mais adiante.
Falta agora escrever os elementos da matriz T' em funcao grandezas com significado fisico
w e Q,. Para isso vamos considerar inicialmente os elementos ¢}, dados por (4.16). Usando

novamente a transformacao de variavel fi = w? — Q2, podemos obter

P 2
tr = 1+Z ) +) 5{ . (4.24)

k=1

O primeiro somatorio do lado direito da equagao acima resulta, usando a equagao (4.19), em

3 7’—2 (4.25)
k=1 Sk @
Vejamos agora o segundo somatoério. Usando a identidade
i _ —2+armcot (am) + a’7? csc® (am) | (4.26)
— a2 4a*

k=1

2

juntamente com a relagao trigonomeétrica csc? x = 1 + cot? z, e aplicando a equagio (4.23),

ap6s as manipulacoes matematicas devidas, obtemos

0 202
Z Ual 2192 {w2g2§23 + gnQ (Q2—w) + (92— 52)2} : (4.27)
k=1 r
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Dessa maneira podemos escrever entao

Q,
T ! , (4.28)
V(92— @22+ £(302 - 22) 4 m2g202
roo_ NWE r

Temos entao os elementos ¢}, da transformagdo descritos em funcdo da varidveis fisicas de
interesse, ou seja, das frequéncias dos modos normais €2,, da frequéncia renormalizada @,
das constantes 1 e g, que estao relacionadas ao regime de acoplamento como discutiremos
adiante.

A introducao da frequéncia renormalizada w é um procedimento equivalente a transforma-
¢ao do Hamiltoniano (4.1) para um Hamiltoniano renormalizado dado por H — H — %qug.

Este Hamiltoniano descreve um sistema de n + 1 osciladores acoplados sendo @ a frequéncia

renormalizada de oscilagao da particula.

4.2 Estados Vestidos

A quantizacao para este sistema é implementada partindo do Hamiltoniano em coorde-

nadas normais -

H = (P2 +9220Q7).
=0

N | —

T

Este Hamiltoniano descreve um sistema de osciladores desacoplados de tal modo que suas

autofungoes na representagao coordenada, usando a descri¢ao de Schrodinger, sao dadas por

B (@6 =] { e, (JQ_SQS)] [0 Someit (4:30)
s=0 s*

n

onde fizemos i = 1. As fungoes H,, sao polinomios de Hermite e I'° é a autofungao norma-

lizada do estado fundamental
0 = Ne 2 5o %7, (4.31)

Para introduzir os estados vestidos, Andion et. al. [44] utilizaram uma relagao entre polino-

mios de Hermite dada por!
Z [H az 'Hmz (xz)] — (ZZ}V(TZ) HN < Z;:l a/zzl;z/Q) ] (432)
mi+-+ms=N Li=1 m: : (Zi:l ai)

! Essa relacao pode ser encontrada no livro Higher Transcendextal Functions, volume II, pag. 196, Bate-
man, Harry and Erdelyi, Arthur. McGRAW-HUL BOOK COMPANY, INC. (1953).
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Desta relacao juntamente com as autofuncgoes independentes do tempo do Hamiltoniano
diagonal, nos podemos obter um tnico polinémio de Hermite fazendo transformacoes de

g = - r2 _
coordenadas. Se fizermos a, = ], na equagao (4.32) e considerando que ) (¢},)* = 1 obtemos

> H(tgl—):n!erT(\/QTQ» = %HN (Zj t;@@) . (4.33)

mi+--+ms=N Lr=1

A relag@o acima nos indica que podemos definir portanto, uma transformacao de coordenadas

e momenta, dada por

_ 9 ) 1 00 ) Pr
\/w_qu_;tu\/Q_er \/_@—Hp;;_ztu\/g—r7

r=1

(4.34)

valida para R arbitrario e com w, = (@,wy). Assim podemos definir uma funcao de onda,
nas novas coordenadas, considerando uma configuracao particular de que somente o oscilador

q,, encontra-se no N-ésimo estado excitado

Yo,0,..N,0,..(d) = NyHy (V@) To. (4.35)

Esses estados sao chamados estados vestidos e as novas coordenadas qL sao ditas coordenadas
renormalizadas.

Essas coordenadas sao novos objetos e nao devem ser confundidos com as coordenadas
livres g, ou com as coordenadas normais (),. Da mesma maneira que nao devemos confundir
os estados vestidos com os autoestados ¢ do Hamiltoniano diagonal H = H(Q,, P.). O
estado (4.35) representa uma colegao de estados normalizados com a condi¢ao de vinculo
>, m; = N. Podemos escrever portanto um estado mais geral, onde cada oscilador q/’J

encontra-se em um k,-ésimo estado excitado

Wik ke (0) = [ | [\/?Hk <@q@)] re. (4.36)

A autofunc¢ao do estado de vacuo é a mesma devido a definigao das coordenadas renormali-
zadas.

A questao central do problema dindmico é encontrar a evolucao temporal de uma de-
terminada grandeza fisica. Em mecanica quantica essa questao pode ser abordada de duas
maneiras. Pode-se encontrar a evolucao temporal do estado, hipdtese do tratamento de
Schrodinger, ou determinar a dindmica de uma observavel, visao de Heisenberg. Dentro
desse formalismo de estados vestidos é possivel, sem tratamento perturbativo, encontrar a

dinAmica dos operadores de criagao e aniquilagao vestidos [45,46].
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As coordenadas e os momenta vestidos estao associados a operadores renormalizados ¢’

e p/. De maneira andloga ao tratamento canénico de osciladores podemos definir

, 1 w

R

onde a;, ¢ o operador de aniquilagdo e seu conjugado complexo o de criagao. usando a trans-

(o + 1) oy = =iy 2 (o, ). (4.7

formacao (4.34) e a inversa de (4.6), podemos também escrever os operadores renormalizados

em func¢ao dos operadores livres

qlll = ZQMVQVv p;; = ZBHVqV’ (438)

onde
Uy = \/_Zt’“t’“\/_T, B = @Zt’“t’“ (4.39)

Obtemos diretamente da (4.37) o operador de aniquilagao renormahzado

/ wlz’/ ! Z /
=/ . 4.40
a, 5 i T@pﬂ (4.40)

Com essas transformacoes vamos analisar agora a evolugao temporal do operador de

aniquilacao renormalizado. Como sabemos da interpretagao de Heisenberg, a dindmica de
uma observavel é dada pela equacao de Liouville-von Neumann

d !/ . /

%au(t) =i[H,a,(t)] (4.41)

Vamos supor que o operador aL (t), escrito em fungao dos operadores livres, seja dado por

a0 = (Bl a + Bl (b)) . (4.42)

v=0
Considerando o Hamiltoniano renormalizado nas coordenadas livres
1 - n n
H = 3 {pg + @t + Z (py + wiqﬁ)} - Z ckqoqrk, (4.43)
k=1 k=1
calculamos o comutador da equagao (4.41). Fazendo a derivada temporal no operador de
aniquilagao (4.42), obtemos da equagao de Liouville-von Neumann as seguintes equagoes de

movimento
Lk(t)+wiB’ (t) = cxB(t), (4.44)

Bo(t) + @* Bl ( Z 1B, (t) (4.45)



80

As equagbes (4.44) e (4.45) sado anélogas as equagdes de movimento classicas obtidas para
as coordenadas de posigdo e momenta (4.2) e (4.3). Dessa maneira podemos usar a mesma
transformagao ortonormal de elementos ¢}, para desacoplar as equagoes acima. Se fizermos
B, (t) = >, t,C)(t), verificamos que os coeficientes C}(t) devem satisfazer equagoes de

osciladores harmonicos, de tal modo que

r r i€ T —id,
B, (t) =t (aye " +bre ") (4.46)
r=0
Os coeficientes a;f e b;f podem ser obtidos da condigao inicial (4.40), bastando somente
escreve-la em func¢ao dos operadores livres, e comparando com a equagao (4.42) em t = 0.

Apos as manipulagoes devidas obtemos

AR N 172
BMV(t)_Z 20

r=0 r

e, (4.47)

Assim aplicando (4.47) na equacao (4.42), e fazendo a transformagao dos operadores livres

para os operadores renormalizados obtemos

a;(t) = Z fw/(t)a:/ (4.48)

onde

Fur(t) =)ttt (4.49)

Da relagao (4.48) percebemos que a evolucao temporal é determinada por f,,(t), conse-
quentemente a partir dos parametros de interesse fisico do sistema. Podemos obter também
o operador de criacao renormalizado dependente do tempo, e consequentemente uma diver-
sidade de outros operadores de interesse. Por exemplo, a evolucao temporal do operador
namero renormalizado, foi utilizada em [45,46] para estudar estabilidade de atomos em cavi-
dade a temperatura finita. Esses resultados também podem ser encontrados em [36]. Dentro
no nosso proposito, esses resultados foram utilizados para calcularmos os valores esperados
de interesse, no intuito de analisar os critérios de emaranhamento apresentados no primeiro
capitulo como veremos adiante.

Antes de adentrar propriamente em processos de termalizacao, vamos considerar um es-
tado que foi objeto de estudo em [44]. Trata-se do estado vestido aonde a particula encontra-
se no seu primeiro estado excitado e os modos do campo no estado fundamental. Usando a

notagao de Dirac podemos escrever |['}). Neste trabalho, Andion et. al., demonstraram que
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a evolucao temporal deste estado é dada por
To(t)) = Z foult) [T4(0) (4.50)

Este resultado demonstra que os estados vestidos sao instaveis, a menos do estado funda-
mental. Outra constatagao importante deste fato é que os elementos f,,,(t) estao associados
as probabilidades de decaimento dos estados vestidos. Podemos interpretar por exemplo
que foo(t) representa a probabilidade do estado |T'}(0)) permanecer excitado no instante de
tempo t, enquanto fo,(t) a probabilidade de termos um decaimento do estado excitado da

particula, populando portanto o k-ésimo modo do campo com um foton.

4.3 Processos de Termalizacao

Vamos agora apresentar os desenvolvimentos sobre processos de termalizacao com base
nas referéncias [45,46]. Nestes trabalhos os autores estudam a evolugao temporal do valor

esperado do operador niimero para um estado

p=po® Py, (4.51)

onde pj, é um estado da particula e pQg o estado térmico do campo

ps = 25" exp [ Zwk (aga;C ) , (4.52)
sendo
N
Zy = HTr( —Bun(afl i+ >> (4.53)
k=1

a funcao particao. Considera-se aqui que o ambiente encontra-se em equilibrio térmico.
Com o resultado demonstrado anteriormente para a evolucao temporal do operador de

aniquilagao, ver equagao (4.48), podemos construir o operador ntimero dependente do tempo

i, (1) = af (D, (t) = > | fuw @) Pafa, + > fis(t) fu(t)a)a),. (4.54)
v=0 229N

Estamos interessados na evolugao temporal do niumero de ocupacao associado a particula.

Usando o estado (4.51) obtemos

no(t) = | foo(t) +Z|f0k (t)[*ng (4.55)
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onde n), = (ala}) e ,

n(8) = (alay) = Bor — 1

Como verificamos a dinamica do valor esperado do operador n{(t) é determinada pelos

(4.56)

elementos foo(t) e for(t). Estes resultados estdo em concordancia com o que foi apresentado
nas referéncias [45,46]. Contudo a maneira como foram expressos explicitamente os elementos
foo(t) e for(t) ndo sera mantida. Fizemos uma pequena corre¢ao neste tratamento a fim de
garantir a ortogonalidade destes elementos. Voltaremos mais adiante com essa discussao.

Da equagao (4.49) podemos escrever

foolt) = (t5)? exp (—i,t), (4.57)
r=0
for (%) ZtT wexp (—i2,t). (4.58)

Nossa contribui¢ao neste caso consiste em considerar que no instante inicial (t = 0), temos
foo(t =0) =1 e for(t =0) = 0. Podemos verificar estas relagoes a partir da ortogonalidade

dos elementos de matriz. Desta maneira podemos escrever

S, (4.59)

k=1
tn ==Y thth. (4.60)
I=1
Portanto podemos reescrever
foo(t) = exp (—iQdt) + Z 2 (exp (—iS4t) — exp (—iQ0t), (4.61)
=1
for(t) Z thtt (exp (—it) — exp (—iQqt). (4.62)

=1

As relagoes acima serao usadas para a analise das duas situacoes de interesse. A primeira esta
relacionada a uma cavidade pequena e posteriormente faremos uma discussao sobre cavidade

grande. Em ambos os casos vamos realizar as justificativas para essas modificagoes.

4.3.1 Cavidades Pequenas

O estudo de atomos acoplados com campos em cavidades finitas vem sendo estudado, con-

siderando diversos aspectos. Em particular, o efeito da temperatura na emissao espontanea
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de 4tomos confinados tem chamado especial atencao, principalmente pelo fato do decaimento
ser um dos fatores de desaparecimento de emaranhamento. Nessa secado vamos apresentar
os resultados obtidos em [46] que versam sobre estabilidade de atomos confinados sob efeito
de um campo térmico, juntamente com as alteragoes apresentadas anteriormente.

Por cavidade pequena entendemos uma cavidade de raio R finito tal que o tamanho
da cavidade nao deve ser grande o suficiente para termos um espectro continuo, ao mesmo
tempo que nao pode ser pequeno a ponto da distribuicao térmica de Bose-Einstein nao ser
mais valida. Postular que a distribuicao de Bose-Einstein é vélida nesse limite, se justifica
em algumas situacoes. Por exemplo, uma cavidade cujo raio é da ordem de 10=%m, ¢ 10*
vezes maior que um raio de Bohr. Assim, um atomo de hidrogénio percebe a cavidade
extremamente grande e o regime de acoplamento neste caso é fraco. Desta maneira podemos
considerar que os modos do campo encontram-se em uma distribuicao de Bose-Einstein.

Outra consideracao importante que devemos fazer é sobre a interpretacao fisica neste
limite. Como visto anteriormente, os operadores vestidos sao descritos em funcao dos opera-
dores livres pela equacao (4.38), onde os coeficientes «,, sao dados por (4.39). Isso significa
que para qualquer R finito, temos que todas as coordenadas ¢f, e {¢.} sdo vestidas e portanto
nao se pode separar nessa abordagem, o oscilador mecanico dos osciladores que descrevem
os modos do campo.

Vamos entao considerar um estado dado por (4.51) tal que o valor esperado do operador

nimero seja dado por
! _ 2/ 2/
no(t) = [foo(t)["ng + Z | for () [y
k=1

e foo(t) e for(t) dados por (4.61) e (4.62). Para efeito de calculo necessitamos dos valores dos
elementos de matrizes dados por (4.28) e (4.29), para os quais necessitamos dos valores das
frequéncias €2,.. Vamos relembrar que as autofrequéncias 2, dos modos normais de vibracao
obedecem a seguinte equagao

—9
cot (MQ’“) L (1 _ ) , (4.63)

g g  woLd 9°

onde introduzimos uma outra constante 6 = gR/mc. Vamos considerar a condigao

Sw?

de tal modo que o ultimo termo do lado direito da equagao (5.17) seja negativo. Esta condigao

¢ necesséria a fim de garantir a existéncia da primeira raiz €y da equagao (5.17). Podemos
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perceber o que acabamos de afirmar visualizando a figura (4.1), onde fizemos separadamente
as fungoes definidas no dois lados da equagao (5.17). Percebemos também que as frequéncias
Q) sao muito proximas das frequéncias wy,, que sao as assintotas nos graficos. Desta maneira

podemos escrever

Qk:%(k—irek), k=12, (4.65)
onde 0 < ¢, < 1 e satisfaz a equagao
Usando a condigao que ¢, < 1 nos podemos linearizar a equagao (4.66), de tal maneira que
encontramos )
€ = %. (4.67)

Ou seja, a definicao de ¢, dada acima nos permite encontrar aproximadamente todas as
frequéncias €, k=1,2,---.

6

ol

Figura 4.1: Grafico dos dois termos da equagao (4.23) para os seguintes parametros: g =

0.5, § =0.25 e w = 1.162. Linha continua: Y (£2,) = cot <%>. Linha tracejada: X(2,) =

2 g _ w2
wg_’_wéQT( 92>'

Fica entao faltando encontrar somente a frequéncia €2y, que pode ser obtida diretamente
da solugao da equacao (4.23). Para isto vamos considerar
Qomd
g

e realizar a expansao em série de Taylor da cotangente até o segundo termo, ou seja

<1 (4.68)

cot (x) ~ — — (4.69)

x
x 3
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Solucionando assim a equagao (5.17) com estas condigdes, obtemos

2
02 = o (1 - %5> . (4.70)

Resumindo, a equagao (4.70) é a solugao da primeira frequéncia €y e as equagoes (4.65) e
(4.67) permitem encontrar as outras frequéncias ., k = 1,2, -, e assim todo o espectro dos
modos normais esta definido. As outras frequéncias wy, sdo dadas por wy = gk/J considerando
as novas constantes g e 9.

Com todas essas informagoes podemos encontrar entdao os elementos &) e t} dados por

r s,

to — 5 )
V(92 - 222 4 £(302 — 02) + m2g202

r o nwk’ r

Os somatorios das equagdes (4.61) e (4.62) foram implementados numericamente. Uma
analise grafica para o valor esperado (4.55) pode ser realizada com a figura (4.2). Neste caso
verificamos que o comportamento da evolugao temporal do valor esperado n((t) apresenta
um comportamento oscilatério, o que nos permite afirmar que alguma memoria da excitagao
inicial é preservada.

No(t)

095
0.90
085
0.80

0.75F

0.70f

Figura 4.2: Comportamento de ny(t) xt para um estado tipo (4.51) considerando os seguintes

valores: ng = 1.0, w =0.67, ¢g=0.1, 6 =0.03 e 5 = 2.0.

4.3.2 Cavidades Grandes

Uma cavidade grande ¢é considerada quando tomamos o limite de R — oo, e assim

assumimos que Aw = AQ — 0. Neste caso [44] os elementos «,,,, dados por (4.39), s@o tais
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que
Q(/) - AOO(@Jg)Q(]a q; = (i, 1= 17 27 R (471)
onde /8
29027/ QdS2
Qoo — Aoo g \/_ / QQ — w2 g g2Q2 . (472)

Somente as coordenadas ¢, sdo vestidas enquanto as outras coordenadas ¢, sao idénticas as
coordenadas livres. Isso significa que os modos do campo vestidos sao os mesmos do campo
livre e nos permite também interpretar que a coordenada ¢, descreve um oscilador mecénico,
vestido pelo seu proprio campo. Este resultado também é relevante no estudo dos processos
de termalizacao como veremos adiante. Nao obstante, outra observacao importante é que
neste caso podemos associar diretamente nj(5) da equacao (4.55) a uma distribuicao de

Bose-Einstein

1

i (B) = nu(B) = 55— (4.73)

Essa associacao se torna obvia se lembrarmos que os modos vestidos sao os mesmos modos

livres do campo.

Assim, podemos entao passar para a analise da evolugao temporal do nimero de ocupagao

no(t) = [ foo(t) "’Z’fOk (t)Pny,

Devemos portanto analisar os coeficientes foo(t) e for(t) no limite de uma cavidade infinita-

mente grande. Usando a defini¢ao (4.61) temos que encontrar o seguinte limite

foo(t) = lim {eXp (—i0t) + Y (t))” [exp (—iCut) — exp (—iQot)]} : (4.74)

No limite considerado temos que £y — 0, que é perceptivel na figura (4.1), tal que exp (—i§2ot)
Outra relagao relevante neste limite é

lim n? lfizrgo 2gAQ =0, (4.75)

Aw—0

de tal maneira que podemos considerar somente dois termos do denominador da equacao
(4.28). O somatorio da equagao (4.74) é uma soma de Riemann de tal maneira que o calculo
do limite resulta naturalmente em uma integral de Riemann. Desta maneira obtemos no

limite de cavidade grande

foolt) = 1 + 2g /0 (32[8—%2()_2?22;2?2]2 dQ. (4.76)

— 1.
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Por conveniéncia matematica vamos escrever

foo(t) = Ci(t; @, g) + 151 (t; @, 9), (4.77)
onde
o > O?[cos () — 1]
Ci(t,w,g) =1+ 29/0 (O — 572 + rig22 <2, (4.78)
> 02 sin ()
N A
Sl<t7 w, g) 2g/0v (QQ _ @2)2 + 77_29292 dQ? ( 79)

A parte real de fyy pode ser resolvida usando o teorema dos residuos. Para isto vamos
analisar inicialmente a seguinte integral

; :/0°° ( a?[cos (at) — 1]

a2 — @2)2 + 7T2g2062

1 [ 2 exp (iat 1 [ 2
:-/ arexplial) —/ a da. (4.80)

2 o (Oé2 _ @2)2 + 7T2920(2 2 (QQ _ (DZ)Q + 7T292(12

o0

Usando a variavel z = o — w?, encontramos para o denominador

h(a) = (o? — @%)* + 12g*a?, (4.81)

uma equagao do segundo grau em z cujas raizes sao dadas por

2 9
r=—— +imgk, (4.82)

onde definimos )
K= - ”49 . (4.83)

Usando portanto a defini¢ao da variavel z, obtemos as seguintes raizes para o denominador

h(a)

aq :k—i-T, 062:—/{74—7, (484)
s s
a3 = K — Tg, dy = —RK — 7‘9 (485)

Usando entao «ay e ag, que sao as raizes que pertencem ao semi-eixo imaginério positivo,

obtemos via o teorema de Cauchy;,

Ci(t;@,g) = e ™42 | cos (kt) — % sin (kt)| . (4.86)

A parte imaginaria nao possui expressao analitica, contudo é possivel encontrar uma
solu¢ao numericamente. Nao obstante, para tempos suficientemente longos, isto é ¢ > %,

ela tende a um comportamento assintotico dado por [44]

_ 4g
Si(t;w,g) ~ S (4.87)
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Percebe-se deste resultado que lim;_,, foo(t) = 0, levando o niimero de ocupagao do estado
térmico a nao carregar mais informagao do estado inicial. Ou seja, o primeiro termo do lado
direito da equagao (4.55), tende a zero independente do valor de nj.

Nos resta agora encontrar o segundo termo do lado direito da igualdade (4.55), que
depende explicitamente da temperatura. O elemento for(t) no limite considerado é obtido

calculando o limite

fOWk (t) = lim

mﬁo{@g)i“’”i“’zm Oilexp (~ifhf) ”AQI}- (189

— 02 2 _ 52)2 2,20)2
P O (4 —@0?)? + gy
O limite acima nos leva novamente a uma integral de Riemann. Novamente por conveniéncia

matematica vamos escrever

Jowr (t) = wiv/ Bwy [Co(wi, 1@, g) + 152 (wi, 10, 9)] (4.89)
sendo
~ o 02[cos () — 1]

, _ (9,132

02<wk7 tu w, g) (29) /0 (w% _ Qg) [(QQ _ @2)2 + ﬂ_ggQQQ] dQJ (490)
o 02 sin (Qt)

SN (9)3/2

Sao(wp, t; 0, g) (29) /0 (7 — ) [( — o) & g2 Q. (4.91)

onde ja consideramos o limite da soma de Riemann. Novamente temos somente a evolucao
analitica para a fungao (4.90) e a fungao (4.91) é calculada numericamente. Vamos entao

considerar a seguinte integral

[~ a?[cos (at) — 1] N
J —/0 ( d

w2 — a?) [(0? — @?)? + m2g%a?]

_ l/m (“2 exp (iat) da—l/oo : o da. (4.92)

2 J_o (Wi —a?)h(a) 2 J_o (Wi—a?)h(a)

Neste caso as raizes do denominar (w? — o?)h(«) sdo dadas pelas equagoes (4.84) e (4.85),

juntamente com « = +wj. Aplicando novamente o teorema de Cauchy encontramos

(w? —w?) cos (kt) g (wi+w?)sin (ki)
C 0w, /9 —7gt/2 k _ k
2wk, @, 9) 9¢ (w? — w2+ m2g2w? 2k (w2 — w?)? + T2g%w}

X \/_{ Wgwk sinwd (W — @) } (4.93)

24+ m2gfw? (w2 —w?)? + T2gPw?

Com esses resultados verificamos que a soma em k da equagao (4.55) é também uma soma

de Riemann e que no limite considerado resulta em

= Alggozwk n,(8) [C3(wk,t,w,9) + S3(wi, t, @, 9)] Aw

_ / " duw? [C2(w, 1B, g) + S2(w, 1,3, 9)] L (8) (4.94)
0



89

Assim podemos escrever o nimero de ocupac¢ao em fun¢ao do tempo como sendo

np(t) = [Ci(t;w,9)+ Si(t;@,9)] ng

+ /oo dw w* [C3(w,t,w, g) + S5(w, t,w, )] n,(B). (4.95)
0

Figura 4.3: Comportamento para cavidade grande do valor esperado do operador ntimero
para um estado (4.51) em fungao do tempo para ng = 1.0, ¢ = 0.1, § = 1.5 e @ = 1.0 (linha
continua), w = 1.5 (linha tracejada). As linhas horizontais sao para n’'(f = 1.5, = 1.5) =~

0.12 (linha pontilhada) e n/(5 = 1.5, = 1.0) &~ 0.28 (linha ponto-tracejada).

Numericamente podemos obter um grafico para o comportamento de ny(t) dado por
(4.95). Este resultado encontra-se na figura (4.3). Percebemos que para t = 0, ny(t = 0) =
ng. Para valores de ¢ > 1 o nimero de ocupagao tende ao limite dado por ny(t) — nL(3).
Ou seja, o oscilador entra em equilibrio térmico com o reservatério e nao preserva nenhuma
memoria do estado inicial. As corregdes introduzidas para as fungoes foo(t) e for(t) foram
fundamentais para a diferenga encontrada entre a figura (4.3) e o resultado obtido em [45]
porém o comportamento do sistema para o limite assintotico em ¢ > 1 é o mesmo.

Vamos agora tecer alguns comentarios sobre essas solugoes. Na referéncia [45] os elemen-
tos foo(t) e for(t) foram construidos de maneira distinta a que foi apresentada nesta tese.

Os autores de [45] encontraram para C(t;@,g) e Co(wy, t; @, g) as seguintes integrais

> 02 cos (Ot)
T =2 Q 4.
Cl<t7 w? g) g/o (QQ _ @2)2 + 7T2g292d ) ( 96)
o 02 cos (02)
Cm Y — (9,)3/2
02(wk7 t;w, g) (29) A (wz — Qz) [(QQ — @2)2 + 7T292Q2] dS2. (497)

Essas expressoes foram obtidas sem a devida separagao entre a frequéncia () e as frequéncias

% na expressao (4.49). Isto resulta em um termo adicional nas séries que descrevem fyo(t)
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e fox(t), levando a uma inconsisténcia na passagem da soma de Riemann para a Integral de
Riemann. Para C(t;@, g) esta diferenga nao fica perceptivel pois a solugao da integral (4.96)
¢ idéntica a que obtemos usando (4.78). Esta coincidéncia acaba escondendo o equivoco
matemaético pois leva a resultados fisicos consistentes, quando usa-se somente foo(t). Contudo

quando usamos Cy(wg, t;w, g) isto ndo é mais verdade. A solugdo para a integral (4.97) é

dada por
_ — kt)  mg (w +wz)sin(k:t)
. gt/ (w? —w?) cos ( i
OQ(Wka 7("}79 \/ ge { k ) _I_T[.ngwk 2]6( 2)2 +7T292wi
ﬂgwk smwkt
oy [ e } | (4.98)

Percebemos da solucao acima, que para t = 0 temos

VI~ &)

(w2 _ w2)2 + 7T2g2w2 ’

Co(t =0) = (4.99)

Este resultado leva necessariamente a for(f = 0) # 0 e como ja discutimos anteriormente
este resultado ndo encontra-se em acordo com as condigdes de ortogonalidade dos f,(t).
Neste caso os resultados fisicos acabam sendo afetados de maneira relevante. Por exemplo,
nos processos de termalizacao apresentados anteriormente, sem a corre¢ao que fizemos, o
valor esperado do operador ntimero no instante inicial dependeria da temperatura, o que

fisicamente é uma configuracao inicial nao consistente.

4.4 Consideracoes Finais

Neste capitulo apresentamos um resumo sobre o formalismo de estados vestidos intro-
duzido por [44]. Desenvolvimentos recentes em processos de termalizagao [45,46] também
foram apresentados. Por fim apresentamos algumas modificacoes inéditas nestes tratamen-
tos, a fim de solucionar algumas incongruéncias. Verificamos que para sistemas confinados
em cavidade pequena, a excitacao inicial de um estado é preservada pela presenca da cavi-
dade. No a&mbito de uma cavidade grande (espago livre) encontramos que um estado excitado
decai exponencialmente, e para tempos longos nao carrega mais nenhuma informacao do seu
estado inicial. Esses aspectos distintos nas situagoes anteriormente citadas, sao de funda-
mental importancia para o estudo de emaranhamento em sistemas biatémicos confinados

como veremos no capitulo subsequente.
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Capitulo 5

Emaranhamento em Sistema Biatomico

Confinado em Cavidade

Nos capitulos precedentes apresentamos a base tedrica que vamos utilizar para analise
da dindmica de emaranhamento em um sistemas de dois 4tomos confinados. A compreensao
sobre emaranhamento em sistema biatémico é relevante por ser este um forte candidato a
implementagao dos g-bits em computagdo quantica [9]. Estudos sobre a existéncia de ema-
ranhamento para esses sistemas sobre efeito de temperatura também vem chamado a atencao
de diversos autores. Por exemplo, Nielsen [47] descobriu a existéncia de emaranhamento a
temperatura finita, para uma cadeia de g-bits de spin unidimensional. Verificou que quando
um campo magnético externo é utilizado, o grau de emaranhamento pode ser elevado até

uma dada temperatura critica.

5.1 Sistema Biatomico em Cavidade

Nosso sistema consiste de dois &tomos, confinados em uma cavidade esférica totalmente
refletora de raio R, acoplados com um ambiente modelado como uma superposicao de os-
ciladores harmonicos. Os atomos serao considerados em uma aproximacao harmoénica. O

Hamiltoniano do sistema é dado por

H =

N —

Ph +WAG s+ whap + Y (P + wid)
k=1

1 n
Y > (naqa + npa5)wrdr, (5.1)
k=1



92

onde n4 e np sao as constantes de acoplamento, os indices A e B referem-se aos atomos
e k ao campo. Note que os atomos nao interagem diretamente entre si mas apenas via o
acoplamento com o campo. Vamos assumir que os dois atomos estao acoplados da mesma

maneira com o ambiente, ou seja

na = N =1 = 29Aw (5.2)

onde ¢ é uma constante com dimensao de frequéncia responsavel pela mensuracao da forca
do acoplamento. A quantidade Aw = 7¢/R é o intervalo entre as frequéncias vizinhas dos
modos do campo wy = kAw = k7, lembrando que estamos considerando uma cavidade
esférica.

Esse Hamiltoniano descreve um sistema composto de dois atomos, em aproximacao
harménica, acoplados com o campo, descrito como uma superposicao de osciladores. Obje-
tivando utilizar o formalismo apresentado no capitulo precedente, aonde somente um atomo
encontrava-se acoplado com o ambiente, vamos realizar uma transformacgao de coordenadas

tal que
1 1

4 = E(%ﬁl +4qs); q- = E(QA —gg). (5.3)

A coordenada ¢, esta associada ao centro de massa dos dois osciladores e ¢_ descreve a

posicao relativa entre eles. Desta maneira podemos também obter as transformacoes inversas

1 1

e consequentemente os momenta associados aos atomos
- (p4+ +p-)
ba \/5 P+ p-),

pp = (py —p-). (5.5)

Sl

Considerando portanto as novas coordenadas ¢+ e 0s novos momenta p., juntamente com a
suposi¢ao de que estamos tratando de dtomos idénticos, ou seja wy = wp = wyp, podemos

reescrever o Hamiltoniano (5.1) como

H=H_ +H,, (5.6)

onde

1
Ho =3 [p2 +wid] (5.7)
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1

Hy =5 P} +wids + > (ph + wigh — g4 wiar) | - (5.8)
k=1

Quando realizamos esta transformacao encontramos um sistema equivalente no qual somente
o oscilador referente ao centro de massa se encontra acoplado com o ambiente. O oscilador
que se refere a coordenada relativa oscila livremente. Desta maneira podemos realizar sobre o
sistema (g, @ field) procedimento anélogo ao que revisamos no capitulo anterior e introduzir

os estados vestidos do sistema.

5.1.1 Estados Biatomicos Vestidos

Em relagao as coordenadas do centro de massa e relativa dos osciladores A e B o Hamil-

toniano do sistema é dado por

1 1 n
H =3 [P +wiil] +5 |Ph+wiad + ) (i +wiad — 2ngvwran) | (5.9)
k=1

Neste caso as equacgoes de movimento obtidas do formalismo Hamiltoniano sao

i)+ B (t) = O (5.10)
G () +wiar(t) = 0 wege(t), (5.11)
Qk(t) + wsz(t) = 77ka+(?5)> k= 17 27 ey, (5'12)

O sistema acima é composto de n + 2 equagoes de movimento das quais somente a equagao
(5.10) encontra-se desacoplada das demais. As n + 1 equagoes acopladas somente envolvem

as coordenadas ¢4 e qx, de tal modo que podemos realizar as transformagoes de coordenadas

Gu= Y 1Qr, Pu= > 1.0, (5.13)
r=0 r=0

para desacoplar as equagoes (5.11) e (5.12). Neste caso p = (+,{k}); k= 1,2,..,n. Os
subindices ;4 = + e u = k referem-se respectivamente ao oscilador do centro de massa ¢, e
aos modos harmonicos do campo. Ficamos entdo com um sistema de equagoes formado por

(5.10) juntamente com as n + 1 equagdes dadas por

QT(t) + Q?ﬂQT(t) = 07 r= +7 1727 s, N (514)

De maneira analoga ao que foi discutido no capitulo anterior, obtemos das condigoes impostas
pelas transformagoes (5.13) a frequéncia renormalizada

W = wi — dw® = lim (Wi — Nn?), (5.15)

N—o0
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os elementos de matriz

. 82y
th = - ,
\/(Qg —@0?)? 4+ T (302 — w?) + m2g?Q2
T . T’wk r
e a equagao )
50, O, g Sw
t = — 1- 5.17
CO( g ) 7T9+7r59r( 92)’ (5.17)

que descreve o espectro das autofrequéncias dos modos normais do sistema (¢, @ field). A
constante § = gR/mc foi também introduzida. A frequéncia renormalizada @ foi introduzida
a fim de retirar a divergéncia em wq para o sistema (¢, @ field). Contudo, para manter a
igualdade entre os atomos devemos fazer a frequéncia do oscilador referente a coordenada

relativa igual a @. Assim o Hamiltoniano (5.9) ¢ levado a

B R R
HfQ[p_erq_}Jr2

Pi @+ (0h +widi - 2?7q+wqu)] - (5.18)
k=1

As equagbes de movimento (5.14) do sistema (g @ field) nas coordenadas normais podem

ser obtidas de um Hamiltoniano diagonal para o qual

Bngnins. (@) =] [ L/%H,Hn (x/ﬂ_Qﬂ Iy (5.19)

sao autofuncoes. H,  sao os polinomios de Hermite e I'y é a autofuncao do estado funda-
mental normalizado. Usando a relagdo dos polinémios de Hermite dada por (4.33), vamos

definir para o sistema (¢, @ field) as coordenadas vestidas
Voud, =Y A/ 0Q,, (5.20)

onde q, = ¢, {q,} e w, = {®, wi}. Para essas novas coordenadas e fixando o tempo em
t = 0, vamos definir os estados vestidos |k, k1, Ko, -+ ) para o sistema (g @ field), que s@o

estados cuja representagao coordenada é dada pelas autofuncoes

Sesea ) =TT |y o (VG | To (5:21)

o

Para o oscilador (—) as coordenadas vestidas sdo as mesmas coordenadas livres, ou seja
¢~ = q_. Este resultado demonstra que os estados relacionados ao oscilador de posicao
relativa sao estéveis, ou seja nao evoluem no tempo. Diferentemente dos estados vestidos do
sistema centro de massa acoplado com o campo que sao instaveis e podem ser interpretados

da mesma maneira que os estados apresentados no capitulo quarto.
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5.2 Emaranhamento a Temperatura Nula

Nesta secao vamos apresentar os resultados obtidos para o emaranhamento de um estado
de superposicao tipo Bell para um sistema bipartite confinado, a temperatura nula. En-
tendemos por temperatura nula o fato do campo encontrar-se no estado de vacuo. Alguns
destes resultados foram publicados em [48].

O ponto de partida é considerar uma familia de estado de superposi¢ao dada por

[22(0)) = VE[TF ) + VT g

F((;‘)(o)> . (5.22)

O estado ‘F%_)> = |1,,0_,0q,--) representa um estado no qual o oscilador do centro de

massa vestido encontra-se no primeiro estado excitado e o de posicao relativa no estado

fundamental. De maneira analoga |I" (()Tf)> = [04,1_,0q,--) representa o estado no qual
somente o oscilador associado a posicao relativa encontra-se no primeiro estado excitado.
Lembrando que somente o oscilador do centro de massa encontra-se acoplado com o
campo, percebemos que ¢é ele o responsavel pela evolugao temporal do estado global. Em
outras palavras, o estado excitado do oscilador ¢’ é estavel, devido ao fato de néo carregar

informacao da interacao. Desta maneira podemos determinar, usando o resultado demons-

trado no capitulo anterior e com base na referéncia [44], que o estado ’\IIAB(t)> ¢ dado por

[wA5(0) = VE|T(0) + 1 — e

i), (5.23)
onde

|1+(t)’ O—;Oa 07 . > = f-‘r-‘r(t) |1+(0)7O—a 0,0, - >
+Zf+i(t)|0+70—;01a"-71i70i+17-">' (5.24)

F(+_)

Ou seja, o estado |y (t)> possui uma probabilidade f; (t) de permanecer com o oscilador

do centro de massa no primeiro estado excitado no instante de tempo ¢ e probabilidades f;(t)
de, no instante de tempo ¢, o oscilador ¢/, decair e popular o i-ésimo modo do campo com

um féton. Usando estes resultados, podemos escrever explicitamente a matriz densidade
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dependente do tempo para o estado (5.23)
o) = |WAP () (w(1)]
= ¢t m) (M|
+ (1= [rh) (ri)
+ VET =96 |t ) (Tl )|
+VET =9 T m) (1. (5.25)

A matriz densidade acima descreve um estado puro do sistema. Como estamos interessados

na evolugao temporal da parte que esta relacionada com os dois osciladores massivos, vamos
realizar a operacao de trago parcial sobre os modos do campo objetivando encontrar um
estado de mistura que descreva a parte de interesse do sistema. Assim calculando o trago

somente nos modos do campo temos

p(t) = D 6k ko [1(£),0-50,0,. . ) (14(£),0-50,0,. . [ky ko, )
ki

+ (1= &) (ky, kg, ... [04,1-;0,0,...) (04,1_;0,0,... |k, kg, ...)
+VE = &)e™ (ky, ky, ... |04,1-;0,0,...) (1,.(),0-;0,0, ... |k, kg, ...)
+VEL = Ee ™ (ky kg, ... |14(1),0-:0,0,...) (04,1_;0,0, ... |k, ks,...)]

e usando agora a equagao (5.24) finalmente obtemos

at) 0 0 0

oo e a0
olt) = 0 &) c@t) 0 | (526)

0 0 0O 0

onde

at) = (p)oro- =& (L—[fer (D)) (5.27)
b(t) = (P =1-& (5.28)
c(t) = (p)Tom =&lfes (O (5.29)
d(t) = (p)'y- = VEA =& [, (b); (5.30)
() = (P = VEQ—e L (t). (5.31)

A matriz reduzida possui trago igual a unidade

Trip(t)] = a(t) + b(t) + c(t) =1, (5.32)
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como se espera por razoes fisicas. E facil perceber também, verificando os elementos da
matriz (5.26), que a dindmica de emaranhamento sera definida pelo comportamento da
fungao f,,(t). O comportamento para esta fun¢ao nos regimes de cavidade grande e pequena,
foram discutidos anteriormente no capitulo quarto com base nas referéncias [45,46]. Vamos

relembrar os resultados de interesse.

Cavidade Pequena

No regime de cavidade pequena estamos considerando que o raio da cavidade é muito
menor que o comprimento coerente, ou seja R < mc/g, e que o espectro das autofrequéncias

sao discretos. Demonstramos anteriormente que podemos escrever f(t) como sendo

fia(t) = exp (—i€dyt) + Z (exp (—i§t) — exp (—i2,1). (5.33)
1=1
O elemento de matriz tl+ é dado por
Q
t = R , (5.34)
V(97— @2)2 + 2307 - 02) + 12207
as frequéncias €2; sao dadas por
g dg°l
Q== [=1,2,--- ; =— 5.35
l 5( +€l>7 s 4y ; 7 €l 92l2—52@2 ( )
e a frequéncia (), é igual a
w20
Q% =w’ (1 - ?) . (5.36)
Cavidade Grande
Para uma cavidade grande a quantidade f,(t) é dada por
fer(t) = Ci(t0,9) + 514w, 9), (5.37)
onde
Ot o, g) = e~ ™9t/ [cos (kt) — % sin (kt) (5.38)
¢ 2
e 0% sin (1)
t;0,g9) = —2 ds. 5.39
Sl( 7w7g) g/[) (Q2 _@2)2_'_71_292(22 ( )
O parametro x é dado por
T2g2
K=1]w?— 1 (5.40)

Como estamos considerando o regime de acoplamento fraco temos que x2 > 0.
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Impureza

Uma boa ilustragao da diferenca de comportamento nos regimes distintos das cavidades
consideradas ¢ via andlise do grau de impureza do estado (5.26). Defini-se como impureza

de um estado a grandeza

D(&t) = 1=Trp*(t) =26 (1= |far () (1= €+ & fer (D)) . (5.41)

Nas figuras (5.1) e (5.2) apresentamos os graficos do comportamento da impureza para
cavidade grande e pequena respectivamente, do estado (5.26). Perceba que para cavidade
grande o grau de impureza tende monotonicamente ao valor 2£(1 — &) quando ¢ — oo. Isso
se deve ao fato de que nesse limite |f} ()| — 0. Para cavidade pequena o grau de impureza

oscila com a dinAmica determinada pela oscilagao do |fi (¢)[*.

D)
05

0.4

03} !
02

0.1p

0.0 S T S S S S S S| t
0

Figura 5.1: Comportamento do grau de impureza como fun¢do do tempo para cavidade
grande fazendo w = 2.0 e ¢ = 0.1 (em unidades arbitrarias), fixando alguns valores de £: 0.5

(linha continua); 0.2 (linha tracejada); e 0.8 (linha pontilhada).

5.2.1 Desigualdade de Bell

E consenso que a violacdo das desigualdades de Bell é um bom identificador de emaranha-
mento quando se trata de estados puros. Em estados de mistura nem sempre é possivel obter
um resultado conclusivo quando alguma desigualdade de Bell nao for satisfeita. Neste caso

podemos afirmar que se ocorre a violagao entao se trata de um estado de mistura emaranhado,
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03r-

0.2 / \ /

0.1+

0.0 P . [ . . [ . . [ . | . . | . . P t
0

Figura 5.2: Comportamento do grau de impureza para cavidade pequena como funcao do
tempo, fazendo w = 0.67 e ¢ = 0.1 (em unidades arbitrarias)com § = 0.03, para alguns

valores de ¢: 0.2 (linha completa); 0.5 (linha tracejada); e 0.8 (linha pontilhada).

porém quando a desigualdade for satisfeita nada podemos afirmar sobre o emaranhamento
do estado. Nao obstante a isto, sabemos que a violagao de alguma desigualdade de Bell
possui um significado fisico relevante sobre aspectos nao-locais da mecéanica quantica. Dessa
maneira vamos iniciar a anélise do emaranhamento do estado (5.26) via essas desigualdades.

Como vimos no primeiro capitulo desta tese podemos escrever uma desigualdade de Bell

como

(07 0r) +(0T07) + (05 07) = (07 0;)[ < 2, (5.42)
onde os operadores O e O, 1,j = 1,2, possuem autovalores iguais a 1. Vamos definir
aqui OF = o1, Of = 03, O] = (01 +03) /V2 e Oy = (01 —03) /2, onde 7, e 05 sdo os

operadores de Pauli

01 1 0
01 = , 03 =
10 0 —1
Para a matriz densidade dada por (5.26), cada termo da relagao (5.42) é calculado fazendo
(OFO;) =Tr [(Of ® OF )p(t)]. Realizando esse calculos obtemos uma desigualdade de Bell

dada por

]2\/5 Re{d(t)} + V2 [a(t) — b(t) — ct)]| < 2,
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e usando (5.27) a (5.30), podemos substituir os termos na equagao acima e obter

V2 [2VET = R{e fra(0)}

+26(1 = |fir (P — 1] < 2. (5.43)

Assim podemos introduzir a fungao

DB(t) = [V2 [2VE(T = ) R{e ™ fra ()} + 2601 = s (0P) - 1]| - 2 (5.44)

de tal modo que a violagdo da desigualdade de Bell ocorre quando DB(t) > 0. Com as
relagoes acima podemos implementar os devidos gréaficos tanto para uma cavidade grande

quanto para pequena.

Cavidade Pequena

Na figura (5.3) encontra-se o grafico da funcao (5.44) para alguns parametros fixos.
Percebe-se que a violagao da desigualdade de Bell (DB(t) > 0) ocorre em alguns instantes
bem definidos. O fato de nao ocorrer a violagao da desigualdade em todo instante nao é
suficiente para dizermos que o emaranhamento deixa de existir quando a desigualdade nao
for violada.

DB(t)

o5l

.

Il

i y‘y’ﬂ o

-0.

o

-15 L

Figura 5.3: Grafico de DB(t) x t, para valores fixos de { = 0.5, ¢ =7, w0 =192e g =1.0

(em unidades arbitrarias), para um cavidade pequena com ¢ = 0.1.

O comportamento da relagdo (5.43) encontra-se na figura 5.4. Neste caso verificamos
também um comportamento oscilatorio na evolucao temporal. As regioes internas das curvas

fechadas, onde ocorre a violagao, aparecem e desaparecem a medida que o tempo (eixo
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vertical) avanga. Isto ocorre para todos os valores de ¢. Como dissemos anteriormente,
violagao da desigualdade de Bell nao é um bom indicador de emaranhamento para estados
de mistura [10]. Esse resultado ilustra bem essa afirmagdo. Aparentemente, o que ocorre
neste caso é o que chamamos de morte e ressurreicao do emaranhamento. Como veremos

adiante nao é este o caso.

12 - _— _— —

10 - —

Figura 5.4: Grafico no plano ¢ x t da desigualdade de Bell para valores fixos de & = 0.5,

w=1.92 e g =1.0 (em unidades arbitrarias), para um cavidade pequena com § = 0.1.

Cavidade Grande

Para cavidades grandes verificamos que para t > 1 a desigualdade (5.43) néo é violada
para nenhuma valor de £ e ¢. Este comportamento se deve ao fato de que |fi(f)] — 0
no limite ¢ — oo. A figura (5.5) ilustra a violagao da desigualdade de Bell para cavidades
grandes, considerando tempos pequenos. Verificamos que com o aumento do tempo as regioes

internas, onde ocorre violagao da desigualdade de Bell, tendem a diminuir.

5.2.2 Medidas de Emaranhamento

Nesta subsegao vamos discutir algumas medidas de emaranhamento para o estado (5.26).
Antes de discutirmos propriamente as medidas utilizadas, vamos fazer algumas considera-

¢oes. Primeiramente é salutar dizer que apesar de nao termos feito nenhuma restricao para
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.5: Gréafico do contorno no plano £ x ¢ mostrando a regiao onde ocorre violagao
da desigualdade de Bell para cavidade grande. A violagado ocorre na regiao interior das
curvas. Fizemos neste caso: ¢ = 0.01 (linha completa), 0.08 (linha tracejada) e 0.12 (linha

pontilhada), com w = 2.0 e g = 1.0 em unidades arbitrarias.

sistemas de dois niveis explicitamente, o estado considerado ¢ descrito por uma matriz re-
duzida 2 x 2. Isso nao seria verdade se tivéssemos utilizando por exemplo um estado no
qual os osciladores massivos estivessem no segundo estado excitado, e nao no primeiro como
adotamos. Esta tltima configuragao levaria a uma matriz densidade de ordem 3 x 3 o que

inviabilizaria a utilizagao das medidas do grau de emaranhamento que foram utilizadas.

Emaranhamento de Formacao

Conforme discutido na se¢ao (1.4.3) o emaranhamento de formagao ¢ obtido via a con-
corréncia de emaranhamento [31], que é dada a partir dos autovalores da matriz \/pp, onde

p=(0y®09)p* (03 ®03) € 0y é€ a matriz de Pauli

09 =
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Considerando a base {|04,0_),|0,1_),]14,0_),|1+,1_)}, nos encontramos

0 0 0 0
_ | 0 e di) 0
"o am b o (545)
0 0 0 at
0 0 0
o | O 2O ) | (5.45)

0 2c(t)d*(t) 2b(t)c(t)
0 0 0

o o o O

onde usamos o fato de que b(t)c(t) = |d(t)|?. Essa matriz somente possui um autovalor nio

nulo, que é A(t) = 4b(t)c(t). Dessa maneira a concorréncia ¢ dada por

O,(t) = 2/b(t)c(t)

— 2T =0 Ifs (0] (5.47)

O emaranhamento de formacao pode ser expresso como

E,=&(Cp) =h(1+,/1-¢2), (5.48)

lembrando que a funcao h é definida por

() = 5 [2 — logy () — (2 2)logy(2 — )]

Assim encontramos

Ey(t) =h (14 V1= 20 = §If+OF) (5.49)

Negatividade

Outra medida de emaranhamento citada anteriormente é a negatividade [33,34], definida
por

Ny =l6™ | -1 (5.50)

onde p’- é a matriz transposta parcial de um estado de mistura bipartite p e || - ||; denota a
operagao chamada de trago da norma. Essa operagao é definida como sendo ||p||; = Try/ppt,

que para operadores hermitianos é dada pela soma dos valores absolutos do seus autovalores.
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Como demonstrado na secao 1.4.4, a negatividade é a soma dos valores absolutos dos auto-
valores negativos da matriz parcialmente transposta. Como ja dissemos anteriormente, essa
medida é uma consequéncia direta do critério de Simon [20] para identificagdo de estados
separaveis.

A matriz parcialmente transposta do estado (5.26) é dada por

a(t) 0 0 dt)
S (1) = 0 b(t) O 0 (5.51)

0 0 ¢t) O

ds(t) 0 0 0

Os autovalores da matriz acima sao dados por

A(t) = b(t) (5.52)
Xo(t) = ¢(t) (5.53)
Ao(t) = (a(t +/a2(t) + 4|d(1)2 )/2 (5.54)
M) = (a(t NEOETTIOE ) /2 (5.55)

Como somente existe um tnico autovalor negativo (5.55), a negatividade é dada entdo por

N,(t) = 2 |\(1) \—\/a2 )+ 4|d(t)]? — a(t)
— @+ (4= 6 (O + S (O — E+ &l P (5.56)

E relevante mencionar que a negatividade e a concorréncia, para estados puros, sido sempre
iguais [34]. Contudo para estados de mistura [49] N, < C,.

Para a cavidade pequena o resultado da negatividade, da concorréncia e do emaran-
hamento de formacdo encontram-se na figura (5.6). E possivel verificar que neste caso, o
sistema permanece emaranhado para todo o tempo. As medidas apresentam um comporta-
mento oscilatério e nao se anulam. Esse resultado contradiz o que se observa na violacao
da desigualdade de Bell, como dito anteriormente. Em outras palavras, a temperatura nula,
nao existe morte sibita de emaranhamento, nos limites considerados. A permanéncia do
emaranhamento no regime de cavidades pequenas se deve a inibi¢ao da emissao espontanea,
realizada pela geometria da cavidade.

Para cavidades grandes verificamos um comportamento diferente. O emaranhamento

tende a desaparecer no limite de ¢t — o0o. Esse comportamento é denominado na literatura
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C(1), EoF(t), N(t)
1.0

0-67 L L L I L L L I L L L I L L L I L L L I L L L It
0

Figura 5.6: Negatividade (linha continua), Emaranhamento de formagao (linha tracejada) e
Concorréncia (linha pontilhada) para uma cavidade pequena considerando § = 0.03, @ = 0.67

eg=0.1.

C(t), EoF(t), N(t)
1.0

Figura 5.7: Negatividade (linha continua), Emaranhamento de formagao (linha tracejada) e

Concorréncia (linha pontilhada) para uma cavidade grande, considerando w = 2.0 e g = 0.1.

como decaimento assintético de emaranhamento. Esse comportamento é compreensivel de-
vido a emissao espontanea ocorrer no espaco livre. Esses resultados podem ser vistos na

figura (5.7).
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5.3 Emaranhamento a temperatura finita

Vamos agora analisar o emaranhamento de um estado sob efeito de temperatura. Con-
sideraremos um estado atomico tipo Bell, idéntico ao usado na secao anterior, a menos do
campo que serd definido em um estado de equilibrio térmico, ou seja, satisfazendo uma dis-
tribuicao de Bose-Einstein. Em outras palavras, estamos considerando em ¢ = 0, o seguinte

estado
P =i, i (557)

onde .
R g€ "k
Ps = D > i (5.58)
Tr[@),, e~k

é a matriz densidade que descreve um estado de equilibrio térmico do campo e
Py = [¥T) (|
= e ()
v oo (g
+VET =g i) (1|

+VET=ge Pl (Tt (5.50)

Nosso interesse é analisar o efeito da temperatura na dindmica de emaranhamento de
estados tipo Bell. Na situagao anterior onde consideramos um sistema a temperatura nula,
a construgao de uma matriz densidade reduzida 2 x 2 dependente do tempo foi construida
possibilitando que medidas de emaranhamento fossem implementadas.

Neste caso a evolugao temporal do estado (5.57) pode ser realizada através do Hamilto-
niano do sistema em funcao dos operadores de criacao e aniquilagao vestidos e calculando
a evolucao temporal segundo a equagao de Liouville-von Neumann. Este procedimento nos
levaria a uma matriz densidade reduzida de ordem superior a dois, pelo simples fato de que
probabilidades de absorc¢ao de fétons pelos atomos sao nao nulas para um intervalo de tempo
pequeno. Somente para tempos suficientemente longos essas probabilidades se anulam.

Realizando a evolugao temporal da matriz densidade incorreriamos em um problema
de quantificacdo de emaranhamento ainda nao resolvido, qual seja, o da quantificacao de
emaranhamento em estados de mistura com matrizes densidade de ordem superior a dois.
Isso se deve ao fato de que nestes casos a medida mais adequada é a entropia relativa

descrita na segdo (1.4.2). Essa medida contudo, ndo possui solugdo analitica para estados
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com dimensao superior a 2 x 2. Os procedimentos numéricos conhecidos valem para alguns
estados com dimensao finita e ainda assim carecem de grandes recursos computacionais.
Diante das dificuldades apresentadas para a implementagao das medidas do grau de
emaranhamento fizemos uma analise baseada em alguns critérios de separabilidade. Em
geral estes critérios sao oriundos de condigoes que estados separdveis devem necessariamente
satisfazer. Quando estas condigoes sao violadas o emaranhamento se caracteriza. Estas
condicoes sao obtidas dos valores esperados de observaveis fisicas e como visto anteriormente,
a evolucao temporal dos operadores de criagao e aniquilacao vestidos ¢ um problema resolvido

dentro deste formalismo.

5.3.1 Critério de Simon

Como discutido na segao (1.3.2) o critério de Simon [20] é baseado no critério de Peres-
Horodecki [17,18] da nao positividade da matriz parcialmente transposta, estendido para
sistemas continuos. Em verdade Simon demonstrou que a operacao de transposicao parcial
realiza uma reflexao especular no momento no espago de fase.

Simon obteve relagoes entre os elementos da matriz de variancia, que devem ser satisfei-
tas para todos os estados separdveis e que sao mais fortes que as relagoes de incerteza de
Heisenberg. A nao violagao dessas relacoes se configura condicao necesséria e suficiente para

estados gaussianos bipartite. Os elementos da matriz de variancia V sao dados por

Vo = 5 (188, A8} (5.60)

onde
A =4 - (&) (5.61)
e&=(@ pr G p2) comi,j = 1,---,4. Simon demonstrou que estados separdveis

bipartite devem satisfazer a seguinte desigualdade

?

v+§§2 > 0 (5.62)
onde
- J 0 0 1
Q= , J = . (5.63)
0 —J -1 0

Denotando a matriz de variancia em blocos de matrizes 2 x 2

A C
V= : (5.64)
cT B



podemos reescrever a relagao (5.62) como sendo

1 2
det Adet B + (Z — | det cy> —Tr[AJCIBJICTJ] >

e~ |

(det A+detB).
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(5.65)

Vamos entao utilizar a desigualdade (5.65) proposta por Simon, para analisar a dinAmica

de emaranhamento para o estado (5.57). Para isso devemos obter a dependéncia temporal

das médias térmicas dos operadores de posicao e momento. Sabemos que a evolucao temporal

de uma matriz densidade é dada por

p(t) = eIMAL 5 (G/MHL

Assim a média térmica dependente do tempo é dada por
(A) () = Tr[Ae=MIE p LI — Tr[A(t)p)
sendo
Alt) = 6(1'/5)1% A e(ﬂ'/h)m

onde usamos a propriedade ciclica do traco. Usando o Hamiltoniano

~

1
H=(p?+&*?) + QZ(anLQfo),

T

l\'JIH

as transformacoes
- R 1
\/;q-i- Z 3 Qra _, Z t,
e as relagoes de Baker-Campbell-Hausdorft

e"Be™* = B+ [A, B] + 1, (A, [A, B]] +

2! 3!

podemos demonstrar que

LA A A B+

(5.66)

(5.67)

(5.68)

(5.69)

(5.70)

(5.71)

(5.72)

(5.73)

(5.74)

(5.75)
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Com esses operadores obtemos os elementos nao nulos da matriz de variancia

Vo= V=2 (; - g) (5.76)
Vie= Vo= = [o(6,0) + h(t, ) (5.77)
Vi — % _ 5<1w—;5) Re [=(¢)] (5.78)
Vig = —Voz = /{(1 =€) Tm [2(1)] (5.79)

onde g(€, 1) = 1/2+ €| fr (OF, h(t, 8) = S | far (P ny(8), 2(8) = For (€9 | ny(8) =

1 — kme

T T 0 Wk = TR Com esses resultados podemos analisar a desigualdade proposta por

Simon (5.65) para identificacao de separabilidade. Os elementos da desigualdade (5.65) sao

dados por
DetA = (; - §)2 | (5.80)
DetB = (g(&,t) + h(t, B))°, (5.81)
DetC = €(1 - £)-(1), (55
TrAICIBICTI =261~ ) (5~ )60 + e AL OF. (589)

Dessa maneira podemos definir a func¢ao

2

Bt = (5 -€) 6.0+ 0 + (§ - 60— 1)

~261-9) (5~ €) b6, )+ e B o)

1]/3 2

- [(5 - s) +(g(Et) + h(t,ﬁ))2] , (5.84)
tal que quando FE(t,§; B) < 0, o estado é emaranhado. Analisando o limite de temperatura
nula (8 — o) temos h(t, 3) = 0 e neste caso Es(t,&;8 — o0) =0, Vt >0eVE € [0,1].
Ou seja, a desigualdade de Simon nao é violada em nenhum instante de tempo. Como o
estado (5.57) ndo é um estado Gaussiano nada podemos afirmar sobre o emaranhamento, a

partir deste resultado.

5.3.2 Critério de Shchukin-Vogel

O critério proposto por Simon nao é suficiente para analise do emaranhamento em um

estado tipo Bell. Uma outra maneira de olhar para esses estados é via o critério proposto
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por Shchukin e Vogel [23]. A proposta destes autores pode ser implementada para estados
nao gaussianos pelo fato de ser uma condi¢ao necessaria e suficiente de separabilidade para
qualquer estado de oscilador harménico.

Conforme o que foi discutido na se¢ao (1.3.3) podemos afirmar que um estado nao é

separavel utilizando o teorema (12), quando 3 N|Dy < 0, onde

L@ (@ () (b)

(@ (ata) () (albt) (a'h)
@ (@) (aat) <az§*> <az§>

Dy = <b> <ab> <aT13> <BT13> <132> L (5.85)
@) Gat) Gab) (o) (o)

Lembrando que esse critério é baseado na positividade dos menores principais de uma matriz,
como condi¢ao para que ela seja positiva definida. Dessa maneira, basta encontrarmos um
menor principal que seja negativo para concluirmos que a matriz nao é positiva definida.
Os proprios autores demonstram que para uma superposicao de estados coerentes, um
subdeterminante que demonstra o emaranhamento do estado é dado por
Lo ()
S=1 o (o) (abld) |. (5.86)
<aTb> <abTb> <aTabTb>
Esse mesmo subdeterminante pode ser utilizado para analisar o emaranhamento do estado
(5.57). Contudo vamos considerar o determinante da matriz S dependente do tempo, obtido
através das médias térmicas dependentes do tempo dos operadores de criagao e aniquilagao.
De maneira anédloga ao que discutimos na subsecao anterior podemos obter <aL> (t) e

<aﬁ> (t) através do valor esperado dos operadores
a,(t) =Y fuw(t)a, aji(t)=>_ f,(t)a]. (5.87)

Para o oscilador referente as coordenadas relativas vamos considerar as transformacoes

1 w
= ——(d + a'j) . g =~y = (a’_ - a’j) 5.88

de tal modo que o Hamiltoniano (5.7) pode ser escrito como sendo

1
H = (a’ia’_ + 5) . (5.89)
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Usando novamente as relagoes de Baker—-Campbell-Hausdorff (5.71) encontramos
a (t)=d_e ™ o) =dT e”. (5.90)

Com estes resultados encontramos a matriz S(t) dada por

1 0 a
Sty=1 0 (1-¢ 0 (5.91)
a* 0 n

onde

= VE(L =) fr1(t) exp[—i(o —w)t], (5.92)
(1-¢ Z|f+k 2 (B). (5.93)

O determinante da matriz S(t) ¢ dado por

det S(t) {ka ()* i (8) — §|f++(t)|2}- (5.94)

O estado é emaranhado quando detS(t) < 0. Observando a equacao (5.94) percebemos que

o estado (5.57) é emaranhado quando a quantidade
E(t,€,5) Z [Fer®F ni(8) = €] far (B (5.95)

nao for positiva. No limite 5 — oo, n}(8) — 0 e consequentemente det(S) = —&(1 —
€)? | f+4 (1)) Isso demonstra que para temperatura nula, a evolucao temporal de emaranha-
mento é determinada pela fungao |f, (¢)|?. Além disto, para quaisquer valores de 0 < £ < 1
teremos inicialmente um estado emaranhando. Esse resultado encontra-se em acordo com
todas as previsoes obtidas para o caso a temperatura nula [48]. Vejamos agora a analise

desses resultados para as duas cavidades consideradas.

Cavidade Pequena

Para cavidade pequena sabemos que a fungao f,(t), os elementos t}, as frequéncias €
e ), sao dados pelas equagoes (5.33-5.36). Somente nos resta entao explicitar os elementos

fax(t). Estas fungoes sao dados por

for(t) Z thtt Jexp (—it) — exp (—iQpt)] (5.96)
I=1
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e os elementos #! sao
9k
2 _ (20
wi — 4y

Com estas informagoes ¢é possivel calcular numericamente o valor da funcao E(¢,¢, 8). Na

th = (5.97)
figura (5.8) nos mostramos a evolugao temporal da funcao E(¢,&, §) para £ = 1/2 em diversos
valores de (3. Verificamos que o sistema permanece emaranhado para qualquer temperatura
no intervalo 0.1465 < < oco. Outra observacao importante é que para temperaturas tais
que B < 0.1465, existem intervalos no qual o sistema encontra-se emaranhado e em outros
o emaranhamento desaparece. Esse comportamento é o que se denomina na literatura como

morte e renascimento do emaranhamento.

Figura 5.8: Evolucao temporal de E(t) para o estado (5.57) em uma cavidade pequena com
d=0.03, g =0.1, @ =0.67e & =0.5. Fizemos § : 0.10 (linha pontilhada), 0.1465 (linha

trago-pontilhada), 0.3 (linha tracejada) e co (linha continua).

A morte e o renascimento do emaranhamento para uma cavidade pequena nao ocorre
entretanto para todas as temperaturas. Na figura (5.9) mostramos duas temperaturas para
as quais o estado encontra-se emaranhado no instante ¢ = 0 e rapidamente o emaranhamento
desaparece. Este fenomeno é chamado de morte stibita de emaranhamento. Verificamos que
quando 5 = 0.00315 a fungao E(t,&, f) tangencia o eixo horizontal em um instante 11.0 <
t' < 11.5 porém continua positiva. Assim podemos afirmar que para 0.00315 < 8 < 0.1465

ocorre o que denominamos de morte e renascimento de emaranhamento.

Cavidade Grande

Para o regime de cavidade grande vamos utilizar as mesmas consideragao tratadas na

secao (4.3.2). Relembrando estamos considerando R — oo juntamente com Aw = w¢/R — 0.
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Figura 5.9: Evolugao temporal de E(t) para o estado (5.57) em uma cavidade pequena com

d=0.03, g=0.1, w=0.67e £ =1/2. Fizemos 5 : 0.00315 (linha completa) e 0.001 (linha

tracejada).

Neste caso a fungao f,(t) é dada por
fr4(t) = Ci(t;0,9) + 51 (0, 9),

onde

o0 02 sin (Qt)
51( ,w79) 9/0 (QQ — wz)z + 729202

e a parte real é igual

Cy(t;,g) = e ™42 [cos (kt) — % sin (kt)| .

A funcao fo, (t) ¢ dada por

fowk(t) = WkvV AWk [02(wk7 t,(D,g) + ZSQ("dk?t)wag)] )

sendo a parte imaginaria

02 sin (Qt)

- — _(99)3/? /oo
So(wi, t;0, g) (29) o (wz — ) [(Q2 — @2)? + 72927

e a parte real igual a

(5.98)

(5.99)

(5.100)

(5.101)

dQ (5.102)

(w2 —w?) cos (kt) g (wi+ w?)sin (kt)

C t. = /2 —mgt/2 _ <7
2wk, 0, 9) 9¢ (w? — w2+ m2g2w? 2k (w2 —w?)? + T2g%wi

(wi —@?)

Tgwy Sin wyt
+ 2 — - p
g {(wi —w?)? + m2g%wi (Wi —w?)? + mlgPwi

} . (5.103)
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Tomando agora o limite considerado sobre a fun¢ao E(t, €&, 5) temos

E(t,¢8) = lim [Z|f+k<t>|2n;<@> — &)

Awkﬁo

’

- /OO dww? [C(w, t, @, g) + S5 (w,t,w,9)] n'(B)
0

— ¢[CH(t,w, g) + Si(t,w,9)] (5.104)

Com estes resultados podemos perceber claramente que quando ¢ = 0 temos Cy = S, =

S1=0e C} =1, resultando entdo em E(t,&, 8)|u=0) = —§ e consequentemente
Det(S) = —£(1 — €)% (5.105)

Ou seja, no instante inicial o sistema encontra-se emaranhado para qualquer valor de £ € ]0, 1]
independente da temperatura. O efeito térmico somente aparece para t > 0.

Com a equagao (5.104) podemos também através de computagdo numeérica encontrar
graficos para analise dos resultados. Na figura (5.10) nos mostramos o comportamento de
E(t) fazendo £ = 1/2, em diferentes temperaturas. E perceptivel que em todos os casos
o emaranhamento desaparece ao longo do tempo, contudo somente para temperatura nula
o decaimento ocorre quando t — oco. Este fenomeno é designado na literatura como de-
caimento assintotico de emaranhamento. Para todos os outros valores de temperatura o
emaranhamento desaparece para um tempo finito e esse comportamento é o que chamamos
de morte stibita de emaranhamento.

E(t)

01

02} ¢
-03f !

—04f;

-05

Figura 5.10: Grafico de E(t) x t considerando & = 1/2, g = 0.1, @w = 2.0 para cavidade
grande sendo  — oo (linha inteira), § = 1.2 (linha tracejada) e 5 = 0.9 (linha pontilhada).
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E perceptivel também que existe uma faixa de temperatura na qual ocorre algumas os-
cilagoes que caracterizam a morte e o renascimento do emaranhamento. Tomando como
base 8 = 1.2 observamos que o estado encontra-se sem emaranhamento em ¢ = 5, apresenta
algum emaranhamento em ¢t = 6 e posteriormente perde definitivamente qualquer grau de
emaranhamento. Associamos este comportamento a alguns fatores. Primeiro é salutar lem-
brar que estamos considerando um regime de acoplamento fraco entre o oscilador e o campo,
o que permite que por inércia o sistema continue excitado por um tempo consideravel.
Para temperaturas mais elevadas esse comportamento deixa de existir como podemos
perceber usando a figura (5.11). Fica claro neste grafico que o primeiro ponto de minimo
local da curva de E(t) ocorre em um valor positivo e o mesmo ocorre com todos os outros

pontos. Neste caso ocorre a morte sibita e o emaranhamento nao ocorre mais em nenhum

instante de tempo.

E(t)

of _

~

Figura 5.11: Grafico de E(t) x t considerando £ = 1/2, g = 0.1, @w = 2.0 para cavidade
grande, sendo = 0.175 (linha continua) e 5 = 0.08 (linha tracejada).

Este comportamento em um estado de Bell foi analisado em 2006 por Santos et. al. [50]
considerando um sistema bipartite interagindo com um ambiente markoviano. Eles demons-
traram que estados do tipo x |01) + y|10) para um sistema em contato com um ambiente
markoviano a temperatura nula o decaimento é sempre assintético. Um ano depois Almeida

et. al. [51] realizaram uma implementacao experimental destes estados comprovando as

predigoes tedricas de Santos.
Nosso resultado demonstra alguma semelhanga com os resultados apresentados em [50,51|

para o limite de temperatura nula. Para além disto, fizemos um estudo sobre o efeito da
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temperatura do ambiente em estados tipo Bell e verificamos os diferentes regimes possiveis

para o desaparecimento do emaranhamento.

5.4 Consideracoes Finais

Neste capitulo apresentamos alguns resultados sobre a dindmica de emaranhamento em
um sistema confinado. Considerando uma superposicao de estados atémicos, tipo Bell,
verificamos diferentes comportamentos do sistema para duas configuracoes de cavidades
distintas.

Quando tratamos o sistema a temperatura nula e considerando uma cavidade grande
verificamos que o emaranhamento do sistema desaparece assintoticamente no limite de ¢t —
oo. Para além disto apresentamos em [48] a dindmica de emaranhamento para o regime
de cavidade pequenas, demonstrando que a inibicao da emissao espontanea pela cavidade
preserva o emaranhamento.

A extensao do sistema considerando um ambiente a temperatura finita consiste em uma
observagao relevante no estudo de emaranhamento. Para temperaturas elevadas os com-
portamentos encontrados ja eram esperados, contudo para temperaturas nao nulas suficien-
temente pequenas encontramos alguns resultados interessantes, tais como a preservacao do
emaranhamento e o regimento de morte e ressurgimento do emaranhamento para um sistema

bipartite.
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Nesta tese realizamos um estudo sobre efeitos de temperatura em estados emaranha-
dos considerando duas situacoes distintas. Na primeira parte fizemos uma abordagem do
emaranhamento para estados em equilibrio térmico construidos via a Dindmica de Cam-
pos Térmicos para um sistema de dois osciladores bosonicos. Identificamos que as medidas
quantificadoras do grau de emaranhamento apresentadas na literatura nao sao factiveis nes-
tes casos. Desta maneira usamos alguns identificadores de separabilidade para verificar como
se comportam os estados emaranhados termalizados.

Para estes estados observamos que é possivel encontrar uma temperatura critica para a
qual o emaranhamento desaparece completamente. Estudamos dois estados que se diferen-
ciam pela sua Gaussianidade, o que é um fator relevante para a escolha do identificador de
separabilidade apropriado. Para um estado comprimido (Gaussiano) a temperatura critica
depende do fator de compressao e para um estado de superposicao tipo Bell (Nao-Gaussiano),
depende do parametro da superposicao. A temperatura limite pode ser obtida usando o valor
critico da distribuicao de Bose-Einstein. Nossos resultados encontram-se inéditos na litera-
tura e estao em fase de submissao. Apresentam também acordo com os resultados conhecidos
quando tomamos o limite de temperatura nula.

Na segunda parte analisamos um sistema de dois osciladores massivos confinados em uma
cavidade esférica, acoplados com um ambiente modelado como uma superposicao infinita de
osciladores harmonicos. Estudamos neste caso a evolucao temporal de identificadores e
quantificadores de emaranhamento para um estado de superposi¢ao tipo Bell. Verificamos
que em ambos os casos o aumento da temperatura proporciona um desaparecimento do

emaranhamento. Contudo este comportamento nao ocorre de maneira semelhante para todos
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0S €asos.

Verificamos que no caso da temperatura nula o emaranhamento somente desaparece
quando tomamos o limite de uma cavidade infinitamente grande, para qualquer valor de
raio finito o emaranhamento se preserva. Neste caso foi possivel utilizar quantificadores de
emaranhamento devido ao comportamento da matriz densidade reduzida.

Quando consideramos o ambiente a temperatura finita nao foi possivel encontrar uma
matriz densidade reduzida para a qual as medidas de emaranhamento pudessem ser utiliza-
das. Neste caso implementamos nossas observagoes a partir de um critério de separabilidade
adequado. Verificamos que tanto para cavidades finitas ou infinitamente grandes o emaran-
hamento desaparece para altas temperaturas. Para temperaturas suficientemente pequenas
os comportamentos se diferenciam.

Quando a cavidade é considerada infinitamente grande verificamos que para qualquer
temperatura finita ocorre o que chamamos de morte sibita de emaranhamento. Em alguns
casos pode ocorrer, em um intervalo de tempo finito, uma oscilacao entre a existéncia e nao
existéncia do emaranhamento.

Para uma cavidade de raio finito encontramos trés situagoes distintas. A existéncia de
emaranhamento em todo instante, que ocorre para temperaturas suficientemente baixas, um
processo de morte e ressurreicao de emaranhamento para temperaturas intermediarias e a
morte stubita de emaranhamento que ocorre para temperaturas suficientemente altas.

Como perspectiva para novos trabalhos dentro do contexto desta tese encontram-se vérias
questoes. Primeiramente o estudo de outros estados de interesse em computacao quantica
e metrologia quantica, efeito da temperatura sobre as correlagoes das desigualdades de Bell
e protocolos de teleportacao e criptografia quénticas sobre canais modelados por estados

termalizados sao alguns destes problemas.
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