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TUTO DE FÍSICA. III T́ıtulo.

NUMERO CDD



iii

TERMO DE APROVAÇÃO
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dedicação à minha jornada.





AGRADECIMENTOS

Ofereço meu profundo agradecimento à CAPES pelo apoio financeiro, ao Colegiado da
Pós Graduação e a todos os envolvidos pelo apoio, compreensão e incentivo. Presto o meu
agradecimento especial ao Professor J. David M. Vianna e à Professora Graça Martins
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O objeto clássico é localizado no espaço-tempo, enquanto o objeto

quântico não esta localizado no espaço-tempo. Este evolui num espaço

matemático-abstrato, governado pela álgebra dos operadores e não pela

álgebra dos números.
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RESUMO

A Mecânica Quântica Simplética Relativ́ıstica (RSQM) considera a álgebra não comu-
tativa de funções no espaço de fase Γ ≡ (q, p) e num espaço de Hilbert associado HΓ

para construir uma representação unitária da álgebra de Lie do Grupo de Poincaré. Em
consequência uma equação de Klein-Gordon e uma Equação de Dirac são obtidas em ter-
mos de variáveis no espaço de fase e a função de Wigner pode ser derivada diretamente
a partir de soluções destas equações. Nesta formulação os operadores Q̂ e P̂ são dados

por Q̂ = q∗ =
(
q + iℏ

2
∂
∂p

)
e P̂ = p∗ =

(
p− iℏ

2
∂
∂q

)
; consequentemente as soluções para

as equações de Klein-Gordon ou Dirac com potenciais requerem um tratamento especial;
para isto estendemos neste trabalho o método de Supersimetria na Mecânica Quântica
(SUSYQM) para RSQM: a Hierarquia de Hamiltonianos é gerada e soluções exatas são
obtidas para cada potencial. Tomando uma expressão geral para potencial vetor e poten-
cial escalar em termos de parâmetros apropriados nós analisamos o Oscilador Harmônico
de Dirac, um potencial tipo −A

Q
externo e um potencial que altera a massa. O espectro

de auto-valores, as correspondentes auto-funções (amplitudes de quase-probabilidade no
espaço de fase) e funções de Wigner são derivadas e discutidas.

Palavras-chave: Mecânica Quântica Simplética, Espaço de Fase, Supersimetria, Equação
de Dirac.
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ABSTRACT

Relativistic symplectic quantum mechanics (RSQM) considers a noncommutative algebra
of functions on a phase space Γ ≡ (q, p) and an associated Hilbert space HΓ to construct a
unitary representation of the Poincaré group Lie algebra. Then, Klein-Gordon and Dirac
equations are obtained in terms of phase space variables, and the Wigner function can be
derived directly from the solutions of these equations. In this formulation, the operators

Q̂ and P̂ are given by Q̂ = q∗ =
(
q + iℏ

2
∂
∂p

)
and P̂ = p∗ =

(
p− iℏ

2
∂
∂q

)
. Solutions for the

Klein-Gordon and Dirac equations with potentials require special treatment; for that, we
extend in this work the method of supersymmetric quantum mechanics (SUSYQM) to
RSQM. Using a hierarchy of Hamiltonians, we obtain exact solutions for some potentials.
By taking a general expression for vector and scalar potentials in terms of appropriate
parameters, we analyze a potential −A

Q
, the Dirac harmonic oscillator, and a potential

added to mass term. Spectra of eigenvalues, the correspondent eigenfunctions (quasi-
probability amplitude in phase space) and Wigner functions are derived and discussed.

Keywords: Sympletic Quantum Mechanics, Phase Space, Supersymmetry, Dirac Equa-
tion.
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Caṕıtulo 3—Grupos de Simetria e Mecânica Quântica Simplética. 11
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SUMÁRIO xvii
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Caṕıtulo

1
“. . . o menor desvio inicial da verdade é multiplicado mais de mil vezes . . . você descobrirá que o mı́nino

que você introduziu, por menor que seja, faz com que as maiores verdades da matemática sejam alteradas

- Aristóteles.”

INTRODUÇÃO.

1.1 INTRODUÇÃO

O estudo das simetrias de sistema f́ısico tem importância em F́ısica Clássica e Teoria
Quântica tanto na formulação relativ́ıstica como na não relativ́ıstica, contextos em que
aparece tanto em aplicações práticas como no desenvolvimento das teorias. Uma categoria
que busca ampliar nossa compreensão a respeito das interações básicas da natureza - forte,
fraca, eletromagnética e gravitacional - é a supersimetria. O conceito de supersimetria
apareceu inicialmente visando compreender a relação entre bósons e férmions e pode
ser um ingrediente necessário para um processo de unificação. Ele foi primeiramente
discutida por Gelfand e Likktman [1] em um trabalho sobre álgebra de Lie e o grupo de
Poincaré, tendo sido seguido posteriormente por Volker e Akslov [2] e Wess e Zumino [3]
na formulação da Teoria de Campos. Embora ainda não haja evidência experimental da
supersimetria, essa ideia tem sido aplicada como um modelo em vários ramos da F́ısica:
atômica, molecular, nuclear, estat́ıstica, e matéria condensada, por exemplo. Em um
sistema supersimétrico a supersimetria pode ser exata ou quebrada espontaneamente; se
ela for exata (não quebrada) ter-se-á, numa teoria unificada, uma degenerescência entre
os espectros de férmions e bósons. Um dos modelos mais simples da teoria quântica
supersimétrico foi examinado por Witten [4] e por Cooper e Friedman [5]. No modelo
de Witten para a supersimetria o Hamiltoniano do sistema quântico é designado por um
par de Hamiltonianos, ditos parceiros, H1 e H2, para o qual todos os ńıveis de energia,
exceto o estado fundamental, são duplamente degenerados.

As ideias da supersimetria têm trazido ao longo dos anos novos procedimentos para
a F́ısica [6]. Em particular tem sido observado que a supersimetria pode ser considerada
como um método de resolução da equação de Schroedinger para certa classe de potenciais
e com ela a equação de Dirac tem sido estudada sob vários aspectos [7–13] e mais recen-
temente analisada por [14–20]. Com este enfoque observa-se a importância do método

1



2 INTRODUÇÃO.

de hierarquias de Hamiltonianos que está relacionado com a fatoração introduzida por
Schroedinger [20] para resolver o problema do átomo de hidrogênio algebricamente, bem
como o valor do conceito de invariância na forma para potenciais parceiros introduzida
por Gendenshtein [21], [9], [22].

Tanto no que se refere à equação de Schroedinger quanto à equação de Dirac, os pro-
cedimentos adotados com base na supersimetria referem-se à teoria quântica usual, ou
seja, à denominada SUSY quanto-mecânica. Entretanto, além da formulação usual da
mecânica quântica há pelo menos dois outros procedimentos: O método das integrais de
trajetória proposto por Dirac e desenvolvido por Feynman [23] e a teoria quântica no
espaço de fase proposta por Wigner em 1932 [24] e que vem tendo uma série de desen-
volvimentos, sendo um deles o proposto por Oliveira et al [25] e denominado Mecânica
Quântica Simplética.

A Mecânica Quântica Simplética baseia-se nas álgebras de Lie do grupo de Galilei,
no caso não-relativ́ıstico, e do grupo de Poincaré no caso relativ́ıstico. Oliveira et al [25]
consideram a variedade espaço de fase Γ = (q1, q2, . . . , qn, p1, p2, . . . , pn) = (q, p) e funções
definidas sobre Γ. De acordo com a regra de correspondência de Weyl, há uma relação
entre operadores hermiteanos A sobre o espaço de Hilbert H e funções aw(q, p) sobre Γ.
Assim há uma aplicação Ω : A → aw(q, p) tal que à algebra associativa de operadores
defnidos em H corresponde uma algebra associativa (mas não comutativa) em Γ dada
por Ω : AB → aw(q, p) ∗ bw(q, p) onde o produto estrela ∗ é definido por;

aw(q, p) ∗ bw(q, p) = aw(q, p)e
iℏ
2 (
←−
∂ q
−→
∂ p−

←−
∂ p
−→
∂ q)bw(q, p) (1.1)

com as setas sobre os campos vetoriais ∂q e ∂p indicando que o dado campo vetorial atua
somente sobre a função à direita ou à esquerda. Usando então os operadores do tipo aw∗
Oliveira et al mostraram que os operadores

Q̂ = q∗ = q + iℏ
2
∂p, P̂ = p∗ = p− iℏ

2
∂q, (1.2)

K̂ = k∗ = mq ∗ −tp∗ = mQ̂− tP̂ , (1.3)
L̂i = ϵijkQ̂

jP̂ k = ϵijkq
j ∗ pk∗, (1.4)

Ĥ = h∗ = P̂ 2

2m
=

1

2m

3∑
j=1

(
pj −

iℏ
2
∂qj

)2

, (1.5)

satisfazem a álgebra de Lie do grupo de Galilei com uma extensão central caracterizada
por m. Além disso, Oliveira et al obtiveram um par de operadores multiplicativos comu-
tativos hermiteanos P̄ e Q̄ com autovetores |q, p⟩ que expandem um espaço de Hilbert
H ≡ {|ψ⟩} obtendo então as funções ψ(q, p) = ⟨q, p|ψ⟩ e uma equação de Schroedinger
no espaço de fase

Ĥ(Q̂, P̂ )ψ(q, p) = Eψ(q, p) (1.6)

onde

Ĥ(Q̂, P̂ ) =
P̂ 2

2m
+ V (Q̂) (P̂ = p∗, Q̂ = q∗). (1.7)



1.1 INTRODUÇÃO 3

As soluções de (1.6) são tais que possibilitam obter a função de Wigner fw(q, p) com

fw(q, p) = ψ(q, p) ∗ ψ†(q, p). (1.8)

Estendendo a formulação simplética para o caso relativ́ıstico, Amorim et al [26], consi-
derando o grupo de Poincaré, sua álgebra de Lie e os invariantes de Casimir, determinaram
a equação de Dirac no espaço de fase como

γµ
(
pµ −

iℏ
2
∂qµ

)
ϕ(q, p) = mc2ϕ(q, p), (1.9)

onde γµ (µ = 0, 1, 2, 3) são os geradores da álgebra de Clifford e mostraram que a função
de Wigner relativ́ısta é dada fw(q, p) = ϕ(q, p) ∗ ϕ†(q, p), com ϕ(q, p) solução de (1.9).

Os métodos de supersimetria embora tenham uma grande aplicação na formulação
usual da mecânica quântica, ainda não foram totalmente explorados na mecânica quântica
simplética, ou teoria quântica no espaço de fase, cuja ênfase é na determinação da função
de Wigner. Recentemente, Menezes et al [27] usaram a supersimetria para resolver a
equação de Schroedinger no espaço de fase, ou seja, a equação (1.6) mostrando ser posśıvel
introduzir geradores carga em termos do produto estrela e fatorar o hamiltoniano (1.7).
A equação de Dirac no espaço de fase, no entanto, ainda não recebeu o tratamento super-
simétrico; este é o objetivo do presente trabalho: considerando uma das representações
especiais dos γµ mostramos que é posśıvel fatorar, construir a hierarquia de Hamiltoni-
anos para a equação livre e com potenciais invariantes na forma, e obter o espectro de
autovalores e as correspondentes autofunções e funções de Wigner para esses casos.

A tese está dividida em 7 caṕıtulos e 2 apêndices. O segundo caṕıtulo é dedicado à
formulação de Wigner, constrúıda sobre o espaço de fase a partir do uso da Função de
Wigner, da transformação de Weyl e do Produto de Moyal. Com ela é posśıvel construir
uma distribuição de probabilidades para medir cada estado de energia dos sistemas, assim
como os valores de energia posśıveis.

O terceiro caṕıtulo estabelece uma revisão resumida de grupos de simetria de Lie, e
em particular dos grupos de Galilei e o de Poincaré, cuja álgebra deve ser satisfeita e
considerada no uso e determinação das equações dinâmicas.

O quarto caṕıtulo estabelece uma revisão preliminar dos desenvolvimentos da Super-
simetria (SUSY ) para mostrar como a partir de sua álgebra é posśıvel desenvolver um
método de Fatoração e Hierarquização de Hamiltonianos.

No quinto caṕıtulo exploramos o método de Fatoração e Hierarquização de Hamil-
tonianos e o aplicamos à equação de Dirac no espaço de fase. Com isto desenvolvemos
o método para encontrar os autovalores e autovetores da equação de Dirac para certos
potenciais, de maneira que no sexto caṕıtulo podemos aplicar a sistemática desenvolvida
em alguns sistemas f́ısicos relevantes.

O sexto caṕıtulo é dedicado a aplicação do que foi constrúıdo até então com respeito à
equação de Dirac no espaço de fase e analisamos os casos livre e interagentes do Oscilador
Harmônico de Dirac, de um potencial externo tipo −A

Q
e um potencial adicionado a

um termo de massa que pode ser interpretado como uma massa efetiva dependende da
posição.



4 INTRODUÇÃO.

No último caṕıtulo apresentamos conclusões e posśıveis perspectivas que se apresen-
tam a partir deste trabalho.

Nos apêndices apresentamos os cálculos necessários para o desenvolvimento do traba-
lho: no apêndice A realizamos passo a passo a fatoração e hierarquização dos hailtonianos
parceiros e no apêndice B temos a determinação do conjunto de autovetores, funções de
Wigner e das Densidades de Probabilidade para os casos escolhidos como aplicações.



Caṕıtulo

2
“Na f́ısica quântica, a abstração não é apenas um meio de descrever a realidade, mas uma parte consti-

tuinte da própria realidade.”

FORMULAÇÃO DE WIGNER.

2.1 INTRODUÇÃO.

Como cita Vianna [28], para a quantização de um sistema microscópico há pelo menos
três formulações: a primeira, de certa forma a padrão apresentada nos livros textos é
baseada no espaço de Hilbert e operadores que atuam nesse espaço; sua formulação deve-
se a Schroedinger [29], Heisenberg [30], Dirac [31], von Neumann [32], Jordan [33] e outros;
a segunda refere-se à formulação conhecida por integrais de trajetória desenvolvida por
Feynman [23], a partir de uma sugestão do Dirac [31] e a terceira é a formulação no
espaço de fase [34], também conhecida como quantização de Moyal, essa formulação
baseia-se na função quasi-distribuição de Wigner [24] e na lei de correspondência de Weyl
[35] entre operadores quânticos no espaço de Hilbert e c−funções no espaço de fase, um
desenvolvimento que conduz a uma estrutura matemática não comutativa dependente do
produto estrela. É essa formulação que resumiremos neste caṕıtulo.

2.2 A EQUAÇÃO DE LIOUVILLE-VON NEUMANN.

A dinâmica da Mecânica Quântica pode ser constrúıda a partir da equação de Schroe-
dinger iℏ ∂

∂t
|ψi(t)⟩ = Ĥ|ψi(t)⟩ em termos dos vetores de estado |ψi(t)⟩, ou a partir da

equação de Liouville-von Neumann iℏ ∂
∂t
ρ̂(t) =

[
Ĥ, ρ̂(t)

]
(−)

em função dos operadores de

densidade de probabilidade ρ̂(t).
A formulação da Mecânica Quântica no espaço de fase, proposta por Wigner [24],

pretende estabelecer uma conexão da Teoria Quântica com entes usuais da Mecânica
Estat́ıstica Clássica como por exemplo c-funções nas variáveis q e p.

A equação de Liouville é obtida considerando a equação de Schroedinger

iℏ
∂

∂t
|ψi(t)⟩ = Ĥ|ψi(t)⟩, (2.1)

5
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e aplicando a variação temporal do operador densidade de probabilidade ρ̂(t) ≡
∑

i,j ωij |ψi(t)⟩⟨ψj(t)|,
onde os valores ωij correspondem aos pesos estat́ıstico, o que nos dá

∂ρ̂(t)

∂t
= ωij

∂|ψi(t)⟩
∂t

⟨ψj(t)|+ ωij|ψi(t)⟩
∂⟨ψj(t)|
∂t

=
ωij

iℏ

{
Ĥ|ψi(t)⟩⟨ψj(t)| − |ψi(t)⟩⟨ψj(t)|Ĥ

}
=

1

iℏ

[
Ĥ, ρ̂(t)

]
(−)

. (2.2)

Mesmo existindo esta formulação em termos do operador densidade (matriz densi-
dade) Wigner propõe outra função de distribuição (quase-distribuição) de probabilidade
que pode ser constrúıda a partir do operador densidade de probabilidade do sistema; esta
é a função de Wigner que será apreciada na próxima secção.

2.2.1 Definição da Função de Wigner.

A função de Wigner é definida a partir de ρ̂ pelas expressões

fw(q, p) =

(
1

2πℏ

)3 ∫ +∞

−∞
dz
〈
q − z

2

∣∣∣ ρ̂ ∣∣∣q + z

2

〉
e

+ipz
ℏ , (2.3)

ou

fw(q, p) =

(
1

2πℏ

)3 ∫ +∞

−∞
dk

〈
p− k

2

∣∣∣∣ ρ̂ ∣∣∣∣p+ k

2

〉
e
−iqk

ℏ , (2.4)

o que corresponde por uma um integração imediata a

⟨q| ρ̂ |q⟩ =
∫
fw(q, p)dp = |ψ(q)|2 ,

⟨p| ρ̂ |p⟩ =
∫
fw(q, p)dq =

∣∣∣ψ̃(p)∣∣∣2 , (2.5)

e como consequência cumpre a um critério de normalização

1 =

∫
fw(q, p)dpdq. (2.6)

Por esta razão a função de Wigner pode em alguns casos ser interpretada como uma
função densidade de probabilidade definida em variáveis do espaço de fase, mesmo que
não seja propriamente uma distribuição por não ser positivo definida sempre.

Do que expressamos podemos reunir as seguintes propriedades importantes da função
de Wigner; são elas

1. |ψ(q)|2 = ⟨q|ρ̂|q⟩ = ρ(q) =
∫
fw(q, p)dp,

2.
∣∣∣ψ̃(p)∣∣∣2 = ⟨p|ρ̂|p⟩ = ρ(p) =

∫
fw(q, p)dp,

3.
∫ ∫

fw(q, p)dpdq = 1.
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A partir dai o que se requer é estabelecer uma maneira de relacionar os operado-
res quânticos usuais Â(q̂, p̂) definidos em termos de operadores coordenada e operadores
momentum com as funções aw(q, p) definidas sobre o espaço de fase

Γ ≡
(
q1, q2, . . . , qn, p1, p2, . . . , pn

)
. (2.7)

Para o valor esperado de um observável Â em termos de fw(q, p), Wigner obtém:

⟨Â⟩ = Tr
(
Âρ̂
)
=

∫
aw(q, p)fw(q, p)dqdp. (2.8)

Para tanto é proposto que as funções aw(q, p) sejam definidas da mesma maneira que
foi definida a função de Wigner o que veremos na próxima secção.

2.2.2 Equivalência de Operadores da Representação de Wigner.

Pelo que foi exposto na secção anterior a seguinte transformação para os observáveis
é proposta por Wigner [24]

aw(q, p) =

∫
dze

+ipz
ℏ

〈
q − z

2

∣∣∣ Â(q̂, p̂) ∣∣∣q + z

2

〉
, (2.9)

ou

aw(q, p) =

∫
dke

−iqk
ℏ

〈
p− k

2

∣∣∣∣ Â(q̂, p̂) ∣∣∣∣p+ k

2

〉
, (2.10)

o que garante a relação〈
Â
〉

= ⟨ψ| Â |ψ⟩ =
∫
dqdpaw(q, p)fw(q, p). (2.11)

A unicidade da expressão é justificada com a Transformada de Weyl [35], que estabe-
lece uma relação

Ωw : Â(q̂, p̂)→ A(q, p),

considerando:

Û(λ, µ) ≡ e
λq̂+µp̂

ℏ ,

Â(q̂, p̂) =
1

2πℏ

∫
A(q, p)e

i
ℏ [λ(q̂−q)+µ(p̂−p)]dλdµdqdp,

A(q, p) =
1

2πℏ

∫
Tr
[
U †(λ, µ)Â (q̂, p̂)

]
e−

i
ℏ [λ(q̂−q)+µ(p̂−p)]dλdµdqdp,

com A(q, p) observáveis clássicas e λ e µ parâmetros no intervalo (−∞,+∞).
Usando (2.9) e (2.10) tem-se as seguintes propriedades importantes dos operadores

Â(q̂, p̂)
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1. Â(q̂, p̂) = Â(p̂)→ aw(q, p) = aw(p),

2. Â(q̂, p̂) = Â(q̂)→ aw(q, p) = aw(q),

3. Â(q̂, p̂) = c→ aw(q, p) = c,

4. TrA = (2πℏ)−1
∫ ∫

dqdpaw(q, p),

5.
∫
dqaw(q, p) = (2πℏ)−1 ⟨p|Â|p⟩.

Resta estabelecer como as funções aw(q, p) operam entre si para que a transformada
de Weyl conserve a mesma estrutura algébrica definida com oa observáveis quânticos,
inclusive e principalmente a relação de incerteza. E isto é feito por meio do produto
estrela (∗), ou o produto de Moyal [34].

2.2.3 Produto Estrela ∗.

Uma vez estabelecido como construir os elementos aw(q, p) de maneira que a expressão〈
Â
〉
= ⟨ψ| Â |ψ⟩ =

∫
dqdpaw(q, p)fw(q, p) seja satisfeita, temos então a questão: para um

produto
(
ÂB̂
)
(q̂, p̂) ⇒ (ab)w (q, p), qual o produto que define a relação entre aw(q, p) e

bw(q, p)?
Usando a transformação de Weyl o tal produto é definido pelas seguintes relações

Ωw : Â(q̂, p̂)B̂(q̂, p̂) ≡ Ĉ(q̂, p̂)→ aw(q, p) ∗ bw(q, p) ≡ cw(q, p), (2.12)

ou seja,

Ωw : Â(q̂, p̂)B̂(q̂, p̂)→ aw(q, p)e
iℏ
2

(←−
∂
∂q

−→
∂
∂p
−
←−
∂
∂p

−→
∂
∂q

)
bw(q, p) = aw(q, p)e

iℏ
2
Λbw(q, p),

(2.13)

onde os termos com a seta a esquerda como o
←−
∂
∂q

atuam à esquerda, e os termos com a

seta a direita como o
−→
∂
∂p

atuam à direita, com Λ ≡
(←−

∂
∂q

−→
∂
∂p
−
←−
∂
∂p

−→
∂
∂q

)
.

Ele é conhecido como produto estrela (star) ou produto de Moyal e satisfaz às seguin-
tes propriedades

1. c ∗ f(q, p) = f(q, p) ∗ c = cf(q, p), c =constante.

2. f(q, p) ∗ g(q, p) = f(q + iℏ
2

−→
∂ p, p− iℏ

2

−→
∂ q)g(q, p) = f(q, p)g(q − iℏ

2

←−
∂ p, p+

iℏ
2

←−
∂ q).

3. [f(q, p) ∗ g(q, p)] ∗ h(q, p) = f(q, p) ∗ [g(q, p) ∗ h(q, p)].

4. f(q, p) ∗ g(q, p) ≡ f(q, p)e+
iℏΛ
2 g(q, p) ̸= g(q, p) ∗ f(q, p) = g(q, p)e−

iℏΛ
2 f(q, p).

5. [f(q, p) ∗ g(q, p)]† =
[
g†(q, p) ∗ f †(q, p)

]
.

6. f ∗ g =
(

1
πℏ

)2 ∫
dq′dq′′dp′dp′′f(q′, p′)g(q′′, p′′)e

−2i
ℏ [p(q′−q′′)+p′(q′′−q)+p′′(q−q′)].
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7.
∫
f(q, p) ∗ g(q, p)dqdp =

∫
f(q, p)g(q, p)dqdp.

Naturalmente, se os produtos usuais de operadores satisfazem à mesma álgebra que
as respectivas funções associadas com relação ao produto star, o mesmo deve ser válido
tanto para a álgebra definida por meio dos comutadores de operadores quanto para as
equações que estabeleçam combinações lineares dos operadores. Assim, pelo menos para
um subconjunto dos posśıveis observáveis, dada uma equação do tipo F̂ (Â, B̂, . . .) = 0

há uma equivalente dada em termos fw(aw, bw, . . .) = 0 e
[
Â, B̂

]
(−)

deve corresponder à

[aw(q, p), bw(q, p)](∗) = aw(q, p) ∗ bw(q, p)− bw(q, p) ∗ aw(q, p) que é o parênteses de Moyal.

Assim, é natural, usando o produto star (∗), definir entes Â ≡ aw(q, p)∗ ditos
operadores-estrela. Neste caso os operadores fundamentais de espaço e momentum fi-
cam dados como

Q̂j ≡ qj∗ = qje
iℏ
2

( ←−
∂

∂ql

−→
∂

∂pl
−
←−
∂

∂pl

−→
∂

∂ql

)
=
∑
m=0

(
1

m!

)(
iℏ
2

)m

∂mql qj∂
m
pl

=

= qj +
iℏ
2

∂

∂pj
, (2.14)

P̂j ≡ pj∗ = pje
iℏ
2

( ←−
∂

∂ql

−→
∂

∂pl
−
←−
∂

∂pl

−→
∂

∂xl

)
=
∑
m=0

(
1

m!

)(
−iℏ

2

)m

∂mpl pj∂
m
ql

=

= pj −
iℏ
2

∂

∂qj
, (2.15)

e qualquer outro operador definido no espaço de fase deve ser constrúıdo em termos destes
operadores fundamentais.

Da mesma forma, a correspondência da álgebra de Lie é obtida por meio da aplicação

Ωw :
[
Â(q̂, p̂), B̂(q̂, p̂)

]
(−)
→ [aw(q, p), bw(q, p)](∗) .

As relações fundamentais entre estes operadores fundamentais aplicados às funções
ψ(q, p) são dadas como segue

[
Q̂j, Q̂k

]
(−)

ψ(q, p) =
{
[qj, qk](−) + iℏ

[
∂qj , qk

]
(−) + iℏ [qj, ∂qk ](−) − ℏ2

[
∂qj , ∂qk

]
(−)

}
ψ(q, p) = 0,[

P̂j, P̂k

]
(−)

ψ(q, p) =
{
[pj, pk](−) − iℏ

[
∂pj , pk

]
(−) − iℏ [pj, ∂pk ](−) − ℏ2

[
∂pj , ∂pk

]
(−)

}
ψ(q, p) = 0,[

Q̂j, P̂k

]
(−)

ψ(q, p) =
{
[qj, pk](−) + iℏ

[
∂qj , pk

]
(−) − iℏ [qj, ∂pk ](−) + ℏ2

[
∂qj , ∂pk

]
(−)

}
ψ(q, p)

= iℏδjkψ(q, p).

e satisfazem à mesma álgebra já conhecida dos operadores; o mesmo acontece com respeito
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às funções qj e pj associadas aos operadores, ou seja,

[qj, qk](∗) = qje
iℏ
2

( ←−
∂

∂ql

−→
∂

∂pl
−
←−
∂

∂pl

−→
∂

∂ql

)
qk − qke

iℏ
2

( ←−
∂

∂ql

−→
∂

∂pl
−
←−
∂

∂pl

−→
∂

∂ql

)
qj

=
∑
m=0

(
1

m!

)(
iℏ
2

)m

∂mql qj∂
m
pl
qk −

∑
n=0

(
1

n!

)(
−iℏ

2

)n

∂nplqj∂
n
ql
qk = 0,

[pj, pk](∗) = pje
iℏ
2

( ←−
∂

∂ql

−→
∂

∂pl
−
←−
∂

∂pl

−→
∂

∂ql

)
pk − pke

iℏ
2

( ←−
∂

∂ql

−→
∂

∂pl
−
←−
∂

∂pl

−→
∂

∂ql

)
pj

=
∑
m=0

(
1

m!

)(
iℏ
2

)m

∂mql pj∂
m
pl
pk −

∑
n=0

(
1

n!

)(
−iℏ

2

)n

∂nplpj∂
n
ql
pk = 0,

[qj, pk](∗) = qje
iℏ
2

( ←−
∂

∂ql

−→
∂

∂pl
−
←−
∂

∂pl

−→
∂

∂ql

)
pk − pke

iℏ
2

( ←−
∂

∂ql

−→
∂

∂pl
−
←−
∂

∂pl

−→
∂

∂ql

)
qj

=
∑
m=0

(
1

m!

)(
iℏ
2

)m

∂mql qj∂
m
pl
pk −

∑
n=0

(
1

n!

)(
−iℏ

2

)n

∂nplpk∂
n
ql
qj = iℏδjk,

o que satisfaz as relações fundamentais, e da mesma maneira mantém tanto a álgebra
de Lie do grupo de Galilei quanto do grupo de Poincaré. E assim indica que com os
operadores estrela (star) é posśıvel realizar uma formulação da mecânica quântica, o que
discutiremos no caṕıtulo a seguir.



Caṕıtulo

3
GRUPOS DE SIMETRIA E MECÂNICA QUÂNTICA

SIMPLÉTICA.

3.1 INTRODUÇÃO.

O formalismo de Wigner induz a mesma álgebra de simetria das mecânicas conhecidas
tomando os operadores estrela, de maneira que é posśıvel desenvolver uma sistemática
para a construção de um novo formalismo para a mecânica quântica no espaço de fase, e
é isto que faremos aqui. Neste desenvolvimento seguiremos Oliveira et al [25] Amorim et
al [26].

Embora nosso interesse seja pela mecânica quântica relativ́ıstica e portanto covari-
ante com respeito ao grupo de Poincaré, por completeza, discutiremos também o grupo
de Galilei. Assim, o caṕıtulo conterá a álgebra de Lie desses dois grupos e sua repre-
sentação em um espaço de Hilbert definidos sobre uma variedade de espaço de fase Γ,
onde (q1, q2, . . . , qn, p1, p2, . . . , pn) são as coordenadas e momenta.

3.2 O GRUPO DE GALILEI E O GRUPO DE POINCARÉ.

3.2.1 Determinação do Grupo de Simetrias.

Dado um espaço vetorial V e um operador Â que atua sobre os vetores em um refe-
rencial pela equação Â|ψ⟩ = |ϕ⟩, passando para outro referencial tem-se Â′|ψ′⟩ = |ϕ′⟩o
que nos dá se |ψ′⟩ = Ŝ|ψ⟩ e |ϕ′⟩ = Ŝ|ϕ⟩.

Â′|ψ′⟩ = |ϕ′⟩,

Â′
(
Ŝ|ψ⟩

)
=

(
Ŝ|ϕ⟩

)
,

Ŝ−1Â′Ŝ|ψ⟩ = Ŝ−1Ŝ|ϕ⟩,
⇒ Ŝ−1Â′Ŝ = Â, (3.1)

que é a usual transformação de similaridade que relaciona o operador de um referencial
para outro.

11
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Se a transformação for infinitesimal (parâmetros ϵj << 1) então (3.1) pode ser escrita,
considerando que haja n geradores Gj como(

I + ϵjGj

)
A
(
I − ϵkGk

)
= A′(

A+ ϵjGjA
) (
I − ϵkGk

)
= A+ δA

A+ ϵjGjA− ϵkAGk − ϵjϵkGjAGk = A+ δA

ϵjGjA− ϵjAGj − ϵjϵkGjAGk = δA

ϵj [Gj, A] = δA (3.2)

usando a notação de soma sobre ı́ndices repetidos, com j, k = 1, 2, . . . , n e considerando
ϵj, ϵk << 1.

Se o operador Â estiver associado a uma operação de simetria do sistema, então a
transfomação (3.1) pode ser escrita como segue(

I + ϵjGj

) (
I + ϵlGl

) (
I − ϵkGk

)
= I ′ + ϵmG′m

I + ϵl
(
I + ϵjGj

)
Gl

(
I − ϵkGk

)
= I + ϵmG′m

ϵl
(
I + ϵjGj

)
Gl

(
I − ϵkGk

)
= ϵlG′l(

Gl + ϵj [Gj, Gl](−)

)
=

(
Gl + ϵqf lpqGp

)
⇒ [Gj, Gl](−) = f lpjGp (3.3)

dando origem à álgebra de Lie do grupo de simetria do sistema, com f lpj as constantes
de estrutura do grupo [36], [37], .

Os operadores, que comutam com os geradores Gj são os operadores de Casimir, ou
seja, se Ck for um desses operadores, tem-se

[Gj, Ck](−) = 0⇒ Ck ≡ ckI, (3.4)

sendo os valores ck usados para caracterizar a representação irredut́ıvel do grupo [37].

3.2.2 Grupo de Galilei.

Na teoria não relativ́ıstica as simetrias do espaço-tempo incluem rotações, desloca-
mentos e transformações entre sistemas de referência que se movem um em relação ao
outro com velocidade uniforme. O conjunto de todas essas transformações constitui o
grupo de Galilei. O efeito de uma tal transfomação é dada por

q⃗ ⇒ q⃗′ = Rq⃗ + a⃗+ v⃗ · t,
t ⇒ t′ = t+ b, (3.5)

onde R é uma transformação linear de rotação, aqui realizada por uma matriz 3 × 3
atuando sobre um vetor q⃗ a três componentes, a⃗ é um deslocamento espacial, v⃗ é o vetor
velocidade e b é o deslocamento no tempo. Das transformações (3.5) segue que uma
transformação de Galilei é caracterizada por dez parâmetros; em consequência há dez
geradores usualmente notados por:
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Jα ⇒ rotações em torno dos eixos α (α = 1, 2, 3), ou seja, os geradores da trans-
formação q⃗ ⇒ Rα (θα) q⃗.

Pα ⇒ deslocamentos ao longo dos eixos α (α = 1, 2, 3), ou seja, os geradores de
qα ⇒ qα + aα.

Kα ⇒ boosts ao longo dos eixos α (α = 1, 2, 3), ou seja, os geradores de qα ⇒ qα+vαt.
H ⇒ deslocamento no tempo, ou seja, o gerador de t⇒ t+ b.
Tem-se assim ao todo 10 geradores que, usando desenvolvimento similar a (3.3), cons-

tituem a álgebra de Lie do grupo e satisfazem para cada gerador das transformação as
relações

[Pi, Pj](−) = 0, [Pi, H](−) = 0, [Ji, H](−) = 0,

[Ki, Kj](−) = 0, [Ki, Pj](−) = imδij1, [Ki, H](−) = iPi,

[Ji, Jj](−) = iϵijkJk, [Ji, Kj](−) = iϵijkKk, [Ji, Pj](−) = iϵijkPk,

onde l, j, k = 1, 2, 3 e ϵljk é o śımbolo de Levi-Civita.
Oliveira et al [26] demonstraram que é posśıvel obter uma realização desta álgebra

de Lie por meio dos operadores star (∗); especificamente, sendo Qi (i = 1, 2, 3) e Pi

(i = 1, 2, 3) as coordenadas e momenta de um sistema tem-se

Q̂j ≡ qj∗ = qj +
iℏ
2

∂

∂pj
,

P̂j ≡ pj∗ = pj −
iℏ
2

∂

∂qj
,

K̂i ≡ ki∗ = mqi ∗ −tpi∗ = mQ̂i − tP̂i, (3.6)

Ĵi ≡ iϵijkQ̂jP̂k = iϵijkqjpk − i
ℏ
2
ϵijkpj

∂

∂qk
+ i

ℏ
2
ϵijkqj

∂

∂pk
+ i

ℏ2

4
ϵijk

∂2

∂qj∂pk
,

Ĥ ≡ hi∗ = iℏ
∂

∂t
,

e que o espaço natural para essa realização é o espaço de Hilbert construido pelos autokets
de dois operadores hermitianos multiplicativos Q̄ ≡ 2Q̂ e P̄ ≡ 2P̂ que obdecem à:

Q̄′l =
(
1− ivjK̂j

) (
2Q̄l

) (
1 + ivkK̂k

)
= 2Q̄l + vj

[
K̂j, Q̂l

]
(−)

= 2Q̄l + vlt,

P̄ ′l =
(
1− ivjK̂j

) (
2P̄l

) (
1 + ivkK̂k

)
= 2P̄l + vj

[
K̂j, P̂l

]
(−)

= 2P̄l + vlm,

(3.7)

ou seja, se transformam por Galilei como os operadores coordenada e momentum, o que
possibilita intruduzir os kets |q, p⟩ tais que

Q̄l|q, p⟩ = ql|q, p⟩,
P̄l|q, p⟩ = pl|q, p⟩, (3.8)

e dai obter nesta base {|q, p⟩} as funções ψ(q, p) = ⟨q, p|ψ⟩ e uma equação do tipo
Schroedinger no espaço de fase, i.e. h ∗ ψ(q, p) = Eψ(q, p). Tem-se, portanto, que

H(Q̂, P̂ )ψ(q, p) = Eψ(q, p) ⇒ H(q, p) ∗ ψ(q, p) = Eψ(q, p), (3.9)
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e

iℏ∂tψ(q, p, t) = H(q, p) ∗ ψ(q, p, t), (3.10)

com H(Q̂, P̂ ) = P̂ 2

2m
+ V (Q̂), o que resulta em:

iℏ∂tψ(q, t) =
(

P 2

2m
+ V (Q)

)
ψ(q, t) ⇒ iℏ∂tψ(q, p, t) =

(
p2

2m
+ V (q)

)
∗ ψ(q, p, t),(3.11)

ou seja,

iℏ∂tψ(q, p, t) =

(
p2

2m
+ V (q)

)
∗ ψ(q, p, t)

=

[
p2

2m
− ℏ2

8m

∂2

∂q2
− iℏp

2m

∂

∂q
+ V

(
q +

iℏ
2

∂

∂p

)]
ψ(q, p, t),

(3.12)

que é a expressão da equação de Schroedinger no espaço de fase com potenciais definidos
em função de derivadas ∂

∂p
, o que, por esta razão, exige a necessidade de métodos especiais

para o estudo da mesma.

3.2.3 Grupo de Poincaré.

Na teoria relativ́ıstica as simetrias do espaço-tempo incluem rotações, deslocamentos
e transformações entre sistemas de referência que se movem um em relação ao outro
no espaço de Minkoviski, um espaço tetradimensional com métrica pseudo-euclideana
(ηµµ = 1, 1, 1 − 1; ηµν = 0;µν = 1, 2, 3, 4). O conjunto de todas essas transformações
constitui o grupo de Poincaré. O efeito de uma tal transfomação é dada por

q⃗ ⇒ q⃗′ = Rq⃗ + a⃗, (3.13)

onde R é uma rotação, aqui realizada por uma matriz 4 × 4 atuando sobre um vetor
q⃗ a quatro componentes, a⃗ é um deslocamento espaço-temporal. Das transformações
(3.13) segue que uma transformação de Poincaré é caracterizada por dez parâmetros; em
consequência há dez geradores usualmente notados por:

Mαβ ⇒ rotações no plano α × β (α, β = 1, 2, 3, 4), ou seja, os geradores de q⃗ ⇒
Rαβ (θαβ) q⃗ (três rotações espaciais e três rotações espaço-temporais).

Pα ⇒ deslocamentos ao longo dos eixos α (α = 1, 2, 3, 4), ou seja, os geradores de
qα ⇒ qα + aα (três translações espaciais e uma temporal).

Esses 10 geradores constituem a álgebra de Lie do grupo e satisfazem as relações [38]

[Pρ, Pµ](−) = 0,

[Pρ,Mµν ](−) = i (ηµρPν − ηνρPµ) ,

[Mµν ,Mρσ](−) = i (ηµσMνρ + ηνρMµσ − ηµρMνσ − ηνσMµρ) .

(3.14)

Os invariantes de Casimir neste caso são os operadores I1 = P µPµ e I2 = W µWµ, com
Wµ = 1

2
ϵµνρσM

νρP σ, onde ϵµνρσ é o śımbolo de Levi-Civita.
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Amorim et al ([39]) demonstraram que uma das realizações desta álgebra de Lie é
por meio dos operadores estrela (star); especificamente sendo Qµ (µ = 1, 2, 3, 4) e Pµ

(µ = 1, 2, 3, 4) as coordenadas e momenta de um sistema tem-se

Q̂µ ≡ qµ∗ = qµ +
iℏ
2

∂

∂pµ
,

P̂µ ≡ pµ∗ = pµ −
iℏ
2

∂

∂qµ
,

M̂µν ≡ Q̂µP̂ν − Q̂νP̂µ = i (qµpν − qνpµ)−
iℏ
2

(
pµ∂

∂qν
− pν∂

∂qµ
− qµ∂

∂pν
+
qν∂

∂pµ

)
+

+
ℏ2

4

(
∂2

∂qµ∂pν
− ∂2

∂qν∂pµ

)
. (3.15)

3.3 EQUAÇÕES COVARIANTES.

Segundo Amorim et al, as equações covariantes no espaço de fase relativ́ıstico podem
ser determinadas usando os invariantes de Casimir. De fato, considerando I1 e (3.15),
tem-se

P µPµψ = pµ ∗ pµ ∗ ψ =

(
pµ − iℏ

2

∂

∂qµ

)(
pµ −

iℏ
2

∂

∂qµ

)
ψ = m2c4ψ,

=

[
pµpµ −

ℏ2

4

∂2

∂qµ∂qµ
− iℏ

2

(
pµ

∂

∂qµ
+ pµ

∂

∂qµ

)]
ψ = m2c4ψ, (3.16)

que pode ser interpretada como a equação de Klein-Gordon para campos escalares. Já
para a equação de Dirac, considerando a relação

γµPµψ = γµpµ ∗ ψ = γµ
(
pµ −

iℏ
2

∂

∂qµ

)
ψ = mc2ψ, (3.17)

e o fato que para essa equação ser reconhecida como equação de Dirac suas soluções devem
satisfazer a equação de Klein-Gordon no espaço de fase, tem-se multiplicando (3.17) à
esquerda por γνPν que

γν
(
pν −

iℏ
2

∂

∂qν

)
γµ
(
pµ −

iℏ
2

∂

∂qµ

)
ψ = m2c4ψ. (3.18)

Dáı, como o produto γνγµ pode ser escrito como a soma de uma parte simétrica e
outra antisimétrica segue que

γνγµPνPµ =
1

2
(γνγµ + γµγν)PνPµ, (3.19)

indicando que para ψ satisfazer a equação de Klein-Gordon no espaço de fase, deve-se ter

(γνγµ + γµγν) = {γνγµ} = 2ηµν , (3.20)

sendo {γνγµ} o anticomutador entre γν e γµ, ou seja, os elementos γµ de (3.17) devem
ser geradores da álgebra do Clifford, o que justifica a expressão (3.17), como equação de
Dirac no espaço de fase.





Caṕıtulo

4
FORMULAÇÃO DA SUPERSIMETRIA.

4.1 INTRODUÇÃO.

O conceito de supersimetria que busca relacionar estados fermiônicos e bosônicos em
Mecânica Quântica , ou seja, combinar estados de spin semi-inteiro e spin inteiro em
um único multipleto, tem sido um tema de maior interesse no desenvolvimento da Teoria
Quântica de Campos desde algum tempo [4] [38] . Neste contexto muitos dos modelos têm
a chamada supersimetria N−estendida , N = 2, onde N indica o número de geradores
fermiônicos.

Inicialmente, a supersimetria foi usada na Mecânica Quântica como um teste básico
para os métodos não-perturbativos de investigação sobre a quebra de simetrias na Teoria
de Campos [4]; entretanto, logo foi percebido que se tratava de um conceito importante
por si só. Na realidade, a Mecânica Quântica Supersimétrica (SUSY , sigla em inglês)
propiciou novos procedimentos em diferentes ramos da F́ısica podendo-se citar a F́ısica
Nuclear, a F́ısica Atômica, a Matéria Condensada e a F́ısica Estat́ıstica, aparecendo
nessas áreas como um método de resolução da equação de Schrodinger para certas classes
de potencial [40] É neste contexto que desenvolvemos a extensão da álgebra da Mecânica
Quântica Supersimétrica para a Mecânica Quântica Simpletica Relativ́ıstica considerando
a equação de Dirac nessa formulação e mostrando para o caso N = 2, uma realização
da álgebra supersimétrica em termos do produto estrela e soluções ψ(q, p) da equação
de Dirac simplética. Neste sentido ampliamos trabalhos anteriores [13-17] [41], [42],
que trataram da Mecânica Quântica Supersimétrica Não-Relativ́ıstica e Relativ́ıstica, da
Mecânica Quântica Simplética e da Mecânica Quântica Simplética Supersimétrica Não
Relativ́ıstica.

Neste caṕıtulo, apresentamos o essencial da Álgebra Supersimétrica na Mecânica
Quântica usual . Nesta apresentação seguiremos Rodrigues [16], Rodrigues [43] e Menezes
et al [41], considerando especificamente o modelo de Witten, a construção do espaço de
Hilbert na formulação supersimétrica e a quebra de supersimetria com a análise dos três
casos posśıveis.

17
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4.2 MODELO DE WITTEN:
CASO GERAL.

4.2.1 Mecânica Quântica Simplética e o Espaço de Hilbert Supersimétrico.

O caso geral da supersimetria é delimitado por Witten [4] na álgebra abaixo[
Da, Ĥss

]
(−)

= 0, [Da, Db](+) = 2Ĥss, (4.1)

onde os operadores Da (a = 1, 2, . . . , N) são os geradores das transformações de simetria
definidos num espaço de Hibert MN

C ⊗H, construido como um espaço produto sendo MC

o espaço de matrizes quadradas de ordem N e H o espaço de Hilbert a ser explicitado ;
denominaremos Da de operadores carga.

Na Mecânica Quântica Simplética tem-se para o superespaço de Hilbert MN
C ⊗H, a

definição

HΓ =MN
C ⊗H, (4.2)

sendo um elemento t́ıpico de HΓ

ψSS(q, p, t) =


ψ(1)(q, p, t)
ψ(2)(q, p, t)

...
ψ(N)(q, p, t)

 , (4.3)

onde cada elemento ψ(α)(q, p, t), α = 1, 2, . . . , N pertence ao espaço H; o produto escalar
em HΓ é definido como:

(
ψ(SS), ψ(SS)

)
Γ
=

∫
dqdp

N∑
n=1

[
ψ(n)∗(q, p, t) ∗ ψ(n)(q, p, t)

]
<∞. (4.4)

Neste contexto se notarmos por T̂ um operador de simetria, na supersimetria escreve-
se

T̂ (ξ) = ei
∑N

a ξaDa , (4.5)

onde ξα são variáveis de Grassmann; esse operador T̂ (ξ) é unitário e assim preserva o
produto escalar (4.4). Em consequência os geradores supersimétricos Da serão hermiti-
anos. Agora, as transformações desejadas são aquelas que não alteram a quantidade de
quanta num mesmo estado de energia, o que necessariamente implica na possibilidade de
criação e aniquilação simultânea de um quantum de energia, tal como uma troca de um
bóson por um férmion e vice-versa. Ou seja, operadores carga do tipo D̂+ ≡ F̂− ⊗ B̂+

(aniquilação de um férmion F̂− e criação de um bóson B̂+) ou D̂− ≡ F̂+⊗B̂− (aniquilação
de um bóson B̂− e criação de um férmion F̂+) são opções imediatas.
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4.2.2 Supersimetria Quebrada

Da álgebra da supersimetria reconhece-se que o Hamiltoniano será dado porHss = D̂2
α,

e como tal o estado fundamental do sistema f́ısico será o estado de menor energia. No
caso em que este estado é de energia nula teremos a denominada supersimetria exata ou
não quebrada dada pelas condições abaixo

T̂ (ξ)ψss(q, p) = ψss(q, p) =⇒ D̂αψ
ss(q, p) = 0 ⇐⇒ Ĥssψ

ss(q, p) = 0 . (4.6)

Vale salientar que uma condição assim não é satisfeita necessariamente, uma vez que
nem sempre o estado fundamental de sistemas f́ısicos corresponde a um estado de energia
nula.

A supersimetria será considerada quebrada se ao contrário satisfizer à condição abaixo

T̂ (ξ)ψss(q, p) ̸= ψss(q, p) =⇒ D̂αψ
ss(q, p) ̸= 0 ⇐⇒ Ĥssψ

ss(q, p) ̸= 0. (4.7)

4.2.3 Supersimetria com dois geradores: D̂1 e D̂2.

Dados D̂1 e D̂2 dois geradores de supersimetria, a álgebra é dada por[
Da, Ĥss

]
(−)

= 0, [Da, Db](+) = 2δabĤss; a, b = 1, 2. (4.8)

Esses geradores podem ser reescritos como D̂± ≡ 1√
2

(
D̂1 ± iD̂2

)
e assim as relações

acima ficam [
D±, Ĥss

]
(−)

= 0, [D−, D+](+) = Ĥss. (4.9)

Em particular consideremos o caso citado anteriormente de supersimetria quando
temos a aniquilação e criação simultânia de um quantum, ora aniquilando um férmion e
criando um bóson, ora o contrário.

Assim os operadores são definidos como D̂− ≡ F̂+⊗ B̂− e D̂+ ≡ F̂−⊗ B̂+. Definindo,
então, os operadores fermiônicos a partir das matrizes de Pauli dadas por

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
, (4.10)

temos os operadores

F̂+ ≡ 1
2
(σ1 − iσ2) , F̂− ≡ 1

2
(σ1 + iσ2) , (4.11)

e assim

F̂+ =

(
0 0
1 0

)
, F̂− =

(
0 1
0 0

)
, (4.12)

e como consequência os operadores D̂+ e D̂− ficam expressos como

D̂+ =

(
0 B̂+

0 0

)
e D̂− =

(
0 0

B̂− 0

)
. (4.13)
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Neste caso usando (4.9),

D̂−D̂+ + D̂+D̂− = Ĥss =

(
B̂+B̂− 0

0 B̂−B̂+

)
, (4.14)

e temos:(
B̂+B̂− 0

0 B̂−B̂+

)(
ψ−(q, p)
ψ+(q, p)

)
≡
(
Ĥ− 0

0 Ĥ+

)(
ψ−(q, p)
ψ+(q, p)

)
=

(
E−ψ

−(q, p)
E+ψ

+(q, p)

)
,

(4.15)

onde ψ− é dito ser o setor bosônico e ψ+ o setor fermiônico.
Devido a álgebra dos operadores bosônicos temos que[

B̂−, B̂+

]
(−)

= 1̂ ⇒ B̂−B̂+ = B̂+B̂− + 1̂, (4.16)

Ĥ+ = Ĥ− + 1̂,

a partir das definições

B̂−B̂+ ≡ Ĥ+ e B̂+B̂− ≡ Ĥ−. (4.17)

Decorre também desta álgebra que ψ
(+)
n−1(q, p) = ψ

(−)
n (q, p), ou seja, E

(−)
n = E

(+)
n−1.

Tendo a expressão paraHss, passemos à analise dos casos de simetria exata e quebrada.
No caso de simetria exata, tem-se

T̂ (ξ)ψss(q, p) = ψss(q, p) =⇒ D̂−ψss(q, p) = 0, D̂+ψss(q, p) = 0 ⇐⇒ Ĥssψss(q, p) = 0,

ou seja, a simetria exata reclama a investigação de dois casos, a saber

Caso 1 =⇒ B̂−ψ
−
0 (q, p) = 0 ⇐⇒ Ĥ−ψ

−
0 (q, p) = 0,

Caso 2 =⇒ B̂+ψ
+
0 (q, p) = 0 ⇐⇒ Ĥ+ψ

+
0 (q, p) = 0.

(4.18)

No caso de supersimetria quebrada, tem-se que

T̂ (ξ)ψss(q, p) ̸= ψss(q, p)⇒ D̂aψss(q, p) ̸= 0, (4.19)

ou seja

Caso 3 ⇒ Hssψss(q, p) ̸= 0. (4.20)

4.2.3.1 Casos 1 e 2 : Temos que{
Caso 1 B̂−ψ

−
0 (q, p) = 0 =⇒ B̂+B̂−ψ

−
0 (q, p) = Ĥ−ψ

−
0 (q, p) = 0,

Caso 2 B̂+ψ
+
0 (q, p) = 0 =⇒ B̂−B̂+ψ

+
0 (q, p) = Ĥ+ψ

+
0 (q, p) = 0.

(4.21)
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Essas expressões correspondem ao estado fundamental do Hamiltoniano Ĥ− ou Ĥ+

conforme o caso, e a energia neste estado é dada por E
(−)
0 = 0 ou E

(+)
0 = 0, respectiva-

mente, embora o mesmo estado não corresponda ao estado fundamental do Hamiltoniano
parceiro como podemos notar abaixo B̂+ψ

−
0 (q, p) =⇒ B̂−B̂+ψ

−
0 (q, p) = Ĥ+ψ

−
0 (q, p) =

(
Ĥ− + 1

)
ψ−0 (q, p) = +ψ−0 (q, p),

B̂−ψ
+
0 (q, p) =⇒ B̂+B̂−ψ

+
0 (q, p) = Ĥ−ψ

+
0 (q, p) =

(
Ĥ+ − 1

)
ψ+
0 (q, p) = −ψ+

0 (q, p),
(4.22)

na realidade, o estado fundamental de um Hamiltoniano é o primeiro estado excitado do
outro Hamiltoniano (o parceiro).

A partir desta álgebra os estados fundamentais ψ+
0 e ψ−0 , correspondem a estados de

máximo e mı́nimo respectivamente, de maneira que a construção de novos estados deve
ser feita a partir deles ora aumentando estados a partir do mı́nimo ψ−0 pela aplicação
sucessiva do operador B̂+, ora abaixando estados a partir do máximo ψ+

0 pela aplicação
sucessiva do operador B̂−, conforme o caso.

A relação entre os autoestados dos Hamiltonianos parceiros pode ser estabelecida
tomando um caso em que

Ĥ+ψn = E
(+)
n ψn, Ĥ−ψn = E

(−)
n ψn, (4.23)

com a álgebra e definições em (4.16), temos que

[H±, B+](−) = +B+ ; [H±, B−](−) = −B−, (4.24)

e dáı que

H± [B+ψn] =
(
E(S)

n + 1
)
[B+ψn] ; H± [B−ψn] =

(
E(S)

n − 1
)
[B−ψn] , (4.25)

ou seja, os operadores B+ e B− atuam de maneira similare sobre os estados dos Hamil-
tonianos parceiros H+ e H−.

De maneira geral temos que

H± [(B+)
n ψn] =

(
E(S)

n + n
)
[(B+)

n ψn] ; H± [(B−)
n ψn] =

(
E(S)

n − n
)
[(B−)

n ψn] ,

(4.26)

4.2.3.2 Caso 3 Temos que(
B̂+B̂− 0

0 B̂−B̂+

)(
ψ−n (q, p)
ψ+
n (q, p)

)
=

(
Ĥ− 0

0 Ĥ+

)(
ψ−n (q, p)
ψ+
n (q, p)

)
=

(
E−n ψ

−
n (q, p)

E+
n ψ

+
n (q, p)

)
,

(4.27)

onde

=⇒ B̂−ψ
−
n (q, p) ̸= 0 ⇐⇒ Ĥ−ψ

−
n (q, p) ̸= 0,

=⇒ B̂+ψ
+
n (q, p) ̸= 0 ⇐⇒ Ĥ+ψ

+
n (q, p) ̸= 0.

(4.28)
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Consideremos Ĥ−ψ
(−)
n (q, p) = E

(−)
n ψ

(−)
n (q, p) da equação (4.28) e apliquemos o opera-

dor B̂−; temos então Ĥ+

[
B̂−ψ

(−)
n (q, p)

]
= E

(−)
n

[
B̂−ψ

(−)
n (q, p)

]
, indicando que os vetores[

B̂−ψ
(−)
n (q, p)

]
são autovetores do hamiltoniano Ĥ+.

Deste desenvolvimento observa-se que os resultados dependem fundamentalmente da
fatoração de H e da álgebra dos operadores carga. Em consequência pode-se propor
um método para encontrar o espectro de auto-valores e o conjunto de auto-vetores de
operadores que possam ser fatorados e admitem a álgebra dos operadores carga da su-
persimetria.

Em suma, para uma álgebra com dois geradores carga supersimétricos foi adotada uma
operação de simetria que corresponde à troca de um quantum de férmion por um quantum
de bóson ou vice-versa. E em virtude disto o operador hamiltoniano pode ser escrito a
partir de operadores hamiltonianos parceiros, cada qual construido por um produto de
operadores bosônicos. Assim se for posśıvel reproduzir essa álgebra considerando alguma
equação de interresse, poderemos seguir o mesmo método. Particularmente, estamos
interessados na aplicação deste método para resolver a equação de Dirac na formulação
simplética da teoria quântica.
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5
FATORAÇÃO E HIERARQUIZAÇÃO DO

HAMILTONIANO DE DIRAC.

5.1 INTRODUÇÃO.

A importância da equação de Dirac na F́ısica é de reconhecimento unânime. Formu-
lada para acomodar os prinćıpios da mecânica quântica com a invariância relativ́ıstica sua
exploração ultrapasssou esses limites propiciando melhor entender o espectro do átomo
de hidrogênio, e a interação da radiação com a matéria, por exemplo. Assim ela vem
sendo estudada sob vários aspectos; em particular um dos domı́nios de interesse tem sido
seu estudo com a teoria quântica no espaço de fase [39]. Nesta tese, visando obter as
funções de Wigner para essa equação sujeita a potenciais, desenvolvemos o método da
supersimetria para aplicar na obtenção de suas soluções, considerando sua formulação
com a Mecânica Quântica Simplética.

Para isto, neste caṕıtulo, na secção 5.2 apresentamos de forma resumida o processo
de fatoração e hierarquização via supersimetria com a condição de invariância da forma
para os potenciais parceiros e na secção 5.3 mostramos como realizar este processo com
a equação de Dirac (3.17) sujeita a diferentes potenciais.

5.2 FATORAÇÃO E HIERARQUIZAÇÃO DE HAMILTONIANOS:
A INVARIÂNCIA NA FORMA

Como foi exposto no caṕıtulo 4, usando os superoperadores carga D̂− e D̂+, dados
por (4.13), o Hamiltoniano supersimétrico é escrito como

Hss = D̂−D̂+ + D̂+D̂− =

(
B̂+B̂− 0

0 B̂−B̂+

)
=

(
Ĥ− 0

0 Ĥ+

)
, (5.1)

sendo Ĥ− e Ĥ+ os Hamiltonianos parceiros. Os Hamiltonianos Ĥ− e Ĥ+ dependem de
potenciais parceiros V−(x) e V+(x), respectivamente. Esses potenciais, em geral, são
invariantes na forma e diferem somente em parâmetros ai dos quais dependem. Nessas

23
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condições pode-se escrever com Gendenshtein [21] que se V−(x, a1) for qualquer potencial

ajustado de forma que a energia do estado fundamental de seu Hamiltoniano E
(−)
0 seja

nula, seu potencial parceiro V+(x, a1) deve satisfazer a condição

V+(x, a1) = V−(x, a2) +R(a2) , a2 = f(a1), (5.2)

onde a1 é um conjunto de parâmetros, a2 é uma função dos parâmetros a1 e R(a2) é um
termo complementar independente da variável x. Segue, então, que B̂+ e B̂− também
dependem desses parâmetros, guardando uma relação do tipo[

B̂−(a), B̂+(a)
]
(−)

= R(a), (5.3)

já que ao definir esses operadores para fatorar o Hamiltoniano inicial, eles dependem do
superpotencial que tem relação direta com V±(x). Assim, na primeira etapa tem-se

Ĥ+ = Ĥ− +R, (5.4)

e repetindo-se o processo de fatoração com a condição de invariância na forma para os
potenciais parceiros tem-se

V+(x, an) = V−(x, an) +
n−1∑
i=1

R(ai), (5.5)

onde an = f (n−1)(a1) com f (n−1) significando que a função f é aplicada (n−1) vezes. Em
consequência obtém-se uma hierarquia de Hamiltonianos dada por

H
(n)
+ = H

(n+1)
− +R(n+1), (5.6)

com energias E
(n)
m+1 = E

(n+1)
m para algum auto-estado m dos Hamiltonianos parceiros

exceto para o estado fundamental.
Para a aplicação do método acima resumido um dos pontos importantes é a deter-

minação dos potenciais nos Hamiltonianos parceiros Ĥ+ e Ĥ− para a partir dáı construir
a hierarquia dos Hamiltonianos; é este processo que iremos, pela primeira vez, mostrar
como construir para a equação de Dirac no espaço de fase com potenciais.

5.3 FATORAÇÃO DA EQUAÇÃO DE DIRAC
NO ESPAÇO DE FASE.

5.3.1 Fatoração.

Consideremos a equação de Dirac (3.17) sujeita a um potencial vetor Vµ(q∗) e um
potencial escalar Vs(q∗). Então temos:

{γµ [pµ ∗+Vµ (qµ∗)] + Vs (qµ∗)}Ψ(q, p) = m ∗Ψ(q, p),{
γµ
[
pµ −

i

2

∂

∂qµ
+ Vµ

(
qµ +

i

2

∂

∂pµ

)]
+ Vs

(
qµ +

i

2

∂

∂pµ

)}
Ψ(q, p) = mΨ(q, p),

(5.7)
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onde usamos as expressões (4.6) para p∗ e q∗, e consideramos ℏ = c = 1.
Aplicando a transformação

Ψ ≡ e−2ipαq
α

ψ α = 0, 1, 2, 3; (5.8)

temos que{
γµ
[
pµ −

i

2

∂

∂qµ
+ Vµ

(
qµ +

i

2

∂

∂pµ

)]
+ Vs

(
qµ +

i

2

∂

∂pµ

)}
e−2ipαq

α

ψ = me−2ipαq
α

ψ.

e aplicando agora e2ipαq
α
a esquerda segue que:

e+2ipαqα
{
γµ
[
pµ −

i

2

∂

∂qµ
+ Vµ

(
qµ +

i

2

∂

∂pµ

)]
+ Vs

(
qµ +

i

2

∂

∂pµ

)}
e−2ipαq

α

ψ = mψ,

como

e+2ipαqα
(
pµ −

i

2

∂

∂qµ

)
e−2ipαq

α

=

(
− i
2

∂

∂qµ

)
(5.9)

temos

−iγ
µ

2

∂ψ

∂qµ
+ e+2ipαqα

{
γµVµ

(
qµ +

i

2

∂

∂pµ

)
+ Vs

(
qµ +

i

2

∂

∂pµ

)}
e−2ipαq

α

ψ = mψ.

(5.10)

Usando a propriedade(
q +

i

2

∂

∂p

)n

= e+2ipαqα
(
2q +

i

2

∂

∂p

)n

e−2ipαq
α

, (5.11)

para qualquer potencial V
(
q + i

2
∂
∂p

)
segue que

V

(
q +

i

2

∂

∂p

)
= e+2ipαqαV

(
2q +

i

2

∂

∂p

)
e−2ipαq

α

(5.12)

e temos que

e2ipαq
α

Vµ

(
qµ +

i

2

∂

∂pµ

)
e−2ipαq

α

= Vµ

(
2qµ +

i

2

2∂

∂pµ

)
e2ipαq

α

Vs

(
qµ +

i

2

∂

∂pµ

)
e−2ipαq

α ≡ Vs

(
2qµ +

i

2

2∂

∂pµ

)
. (5.13)

Temos entâo{
γµ
[
− i
2

∂

∂qµ
+ Vµ

(
2qµ +

i

2

∂

∂pµ

)]
+ Vs

(
2qµ +

i

2

∂

∂pµ

)}
ψ = mψ.

(5.14)
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Fazendo a mudança de variável seguinte(
2qµ +

i

2

∂

∂pµ

)
≡ ηµ, (5.15)

e observando que:

∂

∂qµ
=

∂ηµ
∂qµ

∂

∂ηµ
= 2

∂

∂ηµ
, (5.16)

temos de (5.14) {
γµ
[
−i ∂
∂ηµ

+ Vµ (ηµ)

]
+ Vs (ηµ)

}
ψ = mψ (5.17)

que multiplicado por γ0 dá{
−iγ0γµ ∂

∂ηµ
+ γ0γµVµ (ηµ) + γ0Vs (ηµ)

}
ψ = mγ0ψ, (5.18)

ou ainda{
−i ∂
∂η0
− iγ0γj ∂

∂ηj
+ V0 (ηµ) + γ0γjVj (ηµ) + γ0Vs (ηµ)

}
ψ = mγ0ψ.

(5.19)

E reescrevendo a equação (5.19) sob a forma que vamos usá-la, alterando o ı́ndice
µ = 0, 1, 2, 3 para os ı́ndice 0 e j = 1, 2, 3, ou seja,

−i ∂
∂η0

ψ =

{
iγ0γj

∂

∂ηj
− V0 (ηµ)− γ0γjVj (ηµ)− γ0Vs (ηµ) +mγ0

}
ψ,

(5.20)

podemos escolher uma representação especial para as matrizes de Dirac. Com efeito
sendo

ρ1 =

(
0 1
1 0

)
, ρ2 =

(
0 −i
i 0

)
, ρ3 =

(
1 0
0 −1

)
, (5.21)

temos de (5.20)

i
∂

∂η0
ψ =

{
(ρ1 ⊗ σj)

[
−i ∂
∂ηj

+ ΓlAl
j (η)

]
+ (ρ3 ⊗ 1) [m+ Vs (η)] + (1⊗ 1)Vr (η)

}
ψ

(5.22)

que, como i ∂
∂η0
ψ = Eψ,{

(ρ1 ⊗ σj)

[
−i ∂
∂ηj

+ ΓlAl
j (η)

]
+ (ρ3 ⊗ 1) [m+ Vs (η)] + (1⊗ 1) (Vr(r)− E)

}
ψ(η, p) = 0,

(5.23)
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onde σj é dado por (4.10), os potenciais Vj ≡ ΓlAl
j (compreende-se soma em l, l =

1, 2, 3, . . . com j = 1, 2, 3) correspondem a algum tipo de potencial vetor e V0 ≡ Vr

corresponde a algum tipo de potencial escalar , Γl é a matriz real

(
Γl
11 Γl

12

Γl
21 Γl

22

)
e Al

j são

funções de η, assim como Vr e Vs. O potencial Vs corresponde a mais uma possibilidade
pensando em tornar o método o mais geral posśıvel, e é justificada como uma interação
que altera a massa efetiva, por exemplo.

Assumindo que o espinor solução de (5.23) pode ser escrito como

ψ ≡
(
ψA

ψB

)
≡
(

iG
η
ϕ

F
η
(σ⃗ · η⃗)ϕ

)
,

e simplificando chegamos a{[
∂G

∂η
+
kG

η
− iσjΓl

11A
l
jG(σ⃗ · η⃗)

]
−
[
E +m+ Vs − Vr + σjΓl

12A
l
j

]
F

}
ϕ = 0,{[

∂F

∂η
− kF

η
+ iσjΓl

22A
l
jF (σ⃗ · η⃗)

]
+
[
E −m− Vs − Vr − σjΓl

21A
l
j

]
G

}
ϕ = 0.

Na expressão do espinor, σ⃗ = (σ1, σ2, σ3), η⃗ = (η1, η2, η3) e estamos adotando, formal-
mente como Li e Lu [44] coordenadas esféricas (η, θ, φ) para expressar o ente η⃗.

Considerando o ente

Φ =

(
G
F

)
,

a equação de Dirac acima pode ser reescrita como[
d

dη
+ λ0 + Λ⃗ · ρ⃗− W⃗ · ρ⃗

]
Φ = 0, (5.24)

onde, adotando que Γl
11 = νΓl

22 e Γl
21 = βΓl

12, com ν, β ≡ ±1, definimos

λ0 ≡
i (1− ν)

2
σjΓl

11A
l
j(σ⃗ · η⃗),

Λ⃗ · ρ⃗ ≡
[
Vs −

1 + β

2
σjΓl

12A
l
j

]
ρ1 + i

[
Vr −

1− β
2

σjΓl
12A

l
j

]
ρ2

+

[
k

η
+
i (1 + ν)

2
σjΓl

11A
l
j(σ⃗ · η⃗)

]
ρ3,

W⃗ · ρ⃗ ≡ mρ1 + iEρ2 + 0ρ3, (5.25)

ou seja W⃗ = (m, iE, 0) e Λ⃗ = (Λ1,Λ2,Λ3), com

Λ1 = Vs −
1 + β

2
σjΓl

12A
l
j,

Λ2 = i

(
Vr −

1− β
2

σjΓl
12A

l
j

)
,

Λ3 =
k

η
+
i (1 + ν)

2
σjΓl

11A
l
j(σ⃗ · η⃗). (5.26)
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Aplicando uma transformação de Similaridade tal que S−1
(
Λ⃗ · ρ⃗

)
S = λρ3, onde

λ ≡
√
Λ2

3 + Λ+Λ−, com Λ± ≡ (Λ1 ± iΛ2), a equação (5.24) torna-se:[
d

dη
+ λ0 + λρ3 − W⃗ ′ · ρ⃗

]
Φ = 0, (5.27)

com W⃗ ′ · ρ⃗ = S−1
(
W⃗ · ρ⃗

)
S = W ′

1ρ1 + W ′
2ρ2 + W ′

3ρ3, ou usando W ′
+ ≡ W ′

1 + iW ′
2,

W ′
− ≡ W ′

1 − iW ′
2, ρ+ ≡

ρ1+iρ2
2

, ρ− ≡ ρ1−iρ2
2

, temos que W⃗ ′ · ρ⃗ = W ′
+ρ− +W ′

−ρ+ +W ′
3ρ3

(vide Apêndice A para os cálculos).

A equação (5.27), usando que W ′
3 = W⃗ ·Λ⃗

λ
(vide Apêndice A), possibilita definir os

operadores

A+ ≡ +
(

d
dη

+ λ0

)
+ λ− W⃗ ·Λ⃗

λ
, A− ≡ −

(
d
dη

+ λ0

)
+ λ− W⃗ ·Λ⃗

λ
, (5.28)

que satisfazem às relações

A+G = +Ŵ ′
−F, A−F = −Ŵ ′

+G. (5.29)

Segue então que

A−A+G = −Ŵ ′
−Ŵ

′
+G; A+A−F = −Ŵ ′

−Ŵ
′
+F, (5.30)

ou definindo H+ ≡ A−A+ e H− ≡ A+A− temos

H+G = E+G; H−F = E−F, (5.31)

onde E+ e E− são os autovalores dos Hamiltonianos parceiros que são os mesmos exceto
para o estado fundamental. Chamaremos F e G autovetores de H− e H+, respectiva-
mente.

Dos operadores A− e A+ obtemos para os Hamiltonianos parceiros

H+ = A−A+ = − d2

dη2
− d

dη

(
λ+ λ0 −

Λ⃗ · W⃗
λ

)
+

(
λ− Λ⃗ · W⃗

λ

)2

− 2λ0
d

dη
− λ20,

H− = A+A− = − d2

dη2
+

d

dη

(
λ− λ0 −

Λ⃗ · W⃗
λ

)
+

(
λ− Λ⃗ · W⃗

λ

)2

− 2λ0
d

dη
− λ20,

(5.32)

e

[A−, A+](−) = −2 d
dη

(
λ− Λ⃗ · W⃗

λ

)
, (5.33)
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E assim:

H−F = E−F,

H+F =

{
E− − 2

d

dη

(
λ− Λ⃗ · W⃗

λ

)}
F , (5.34)

e

H+G = E+G,

H−G =

{
E+ + 2

d

dη

(
λ− Λ⃗ · W⃗

λ

)}
G. (5.35)

Das relações (5.34) e (5.35) observa-se que os Hamiltonianos parceiros aplicados ao
mesmo autovetor correspondem a autovalores diferentes; o mesmo ocorre para (A±)

n F
e (A±)

nG, n = 1, 2, . . . como pode-se notar facilmente por aplicações sucessivas; para F ,
por exemplo, temos usando o prinćıpio da indução infinita.

H+ (A+F ) = E+ (A+F ) ,

H+ [(A+)
pF ] = Ep

+ [(A+)
pF ] ⇒ H−α

[
(A+)

p+1F
]
= Ep

+

[
(A+)

p+1F
]
,

H+

[
(A+)

p+1F
]

=

{
Ep

α − 2
d

dη

(
λ− Λ⃗ · W⃗

λ

)}[
(A+)

p+1F
]
.

(5.36)

Resultado similar ocorre paraG, considerandoH−(A−G). Depreende-se dessa equações
que este método só conduz a uma Hierarquia de Hamiltonianos para potenciais que de-
pendam de λ, sendo independente de λ0. Assim nossos potenciais escolhidos para a
aplicação serão aqueles em que λ0 seja nulo.

O estado fundamental para o operador H+ é determinado por

H+Φ = 0 ⇒ A+Φ = 0. (5.37)

Assim temos de (5.28) que[
+
d

dη
+ λ−W ′

3

]
Φ = 0 ⇒ dΦ

dη
= − [λ−W ′

3] Φ,∫
dΦ

Φ
= −

∫
[λ−W ′

3] dη ⇒ Φ = Φ0e
−

∫
[λ−W ′3]dη; (5.38)

paraH− teremos o resultado similar Φ = Φ0e
+

∫
[λ−W ′3]dη; a partir do qual pode-se construir

todo o conjunto de autofunções e espectro de autovalores dos Hamiltonianos considerando
aqueles três casos abordados no caṕıtulo precedente.
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5.3.2 Álgebra dos Hamiltonianos.

A teoria desenvolvida na secção anterior foi construida considerando a possibilidade
de interação com três tipos de potenciais distintos dados em A⃗(η) ≡ Γl(σj)A⃗l, Vs(η) e
Vr(η); é a partir destes que determinamos os parâmetros Λj e λ0; em resumo temos com
β = ±1, a depender do tipo de potencial, os parâmetros:

λ0 ≡
i (1− ν)

2
σjΓl

11A
l
j(σ⃗ · η̂),

Λ⃗ · ρ⃗ ≡
[
Vs −

1 + β

2
σjΓl

12A
l
j

]
ρ1 + i

[
Vr −

1− β
2

σjΓl
12A

l
j

]
ρ2

+

[
k

η
+
i (1 + ν)

2
σjΓl

11A
l
j(σ⃗ · η̂)

]
ρ3,

λ2 ≡
[
Vs −

1 + β

2
σjΓl

12A
l
j

]2
−
[
Vr −

1− β
2

σjΓl
12A

l
j

]2
+

[
k

η
+
i (1 + ν)

2
σjΓl

11A
l
j(σ⃗ · η̂)

]2
,

W⃗ · Λ⃗ = mΛ1 + iEΛ2 ≡ −
mZ1 + iEZ2

η
,

onde Z1 = ηΛ1 e Z2 = ηΛ2, a equação de Dirac como[
d

dη
+ λρ3 − W⃗ ′ · ρ⃗

]
Φ̂ = 0, (5.39)

e os operadores

A+ ≡ + d
dη

+ λ− W⃗ ·Λ⃗
λ
, A− ≡ − d

dη
+ λ− W⃗ ·Λ⃗

λ
. . (5.40)

Fazendo a mudança de variável λ ≡ a
η
, onde o parâmetro a pode ou não ser uma

constante, a depender do tipo de potencial, temos os Hamiltonianos parceiros.

H+ = A−A+ = − d2

dη2
− d

dη

(
λ− Λ⃗ · W⃗

λ

)
+

(
λ− Λ⃗ · W⃗

λ

)2

,

= − d2

dη2
− d

dη

(
a

η
− (mZ1 + iEZ2)

a

)
+

(
a

η
− (mZ1 + iEZ2)

a

)2

,

ou seja,

H+(a) = − d2

dη2
− 2 (mZ1 + iEZ2)

η
+
a (a+ 1)

η2

−
[
1

η
+
mZ1 + iEZ2

a2

]
da

dη
+

[
mZ1 + iEZ2

a

]2
≡ H1(a), (5.41)
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e

H− = A+A− = − d2

dη2
+

d

dη

(
λ− Λ⃗ · W⃗

λ

)
,+

(
λ− Λ⃗ · W⃗

λ

)2

,

= − d2

dη2
+

d

dη

(
a

η
− (mZ1 + iEZ2)

a

)
+

(
a

η
− (mZ1 + iEZ2)

a

)2

,

i. e,

H−(a) = − d2

dη2
− 2 (mZ1 + iEZ2)

η
+
a (a− 1)

η2

+

[
1

η
+
mZ1 + iEZ2

a2

]
da

dη
+

[
mZ1 + iEZ2

a

]2
≡ H0(a). (5.42)

Comparando (5.41) e (5.42) obtemos, usando a condição de invariância na forma, que
a hierarquia dos hamiltonianos a partir do parâmetro a é dada por

H+(a) ≡ H−(a+ 1) +R(a+ 1), (5.43)

com

R(a+ 1) = −
[
2

η
+
mZ1 + iEZ2

a2
+
mZ1 + iEZ2

(a+ 1)2

]
da

dη

+

[
mZ1 + iEZ2

a

]2
−
[
mZ1 + iEZ2

(a+ 1)

]2
,

e por iterações sucessivas

Hn(a) ≡ H0(a+ n) +
n∑

j=1

R(a+ j), (5.44)

o que pode ser reescrito com a introdução de novos operadores B+(a) ≡ A+(a)e
− ∂

∂a que
reproduzem como mostrado por [16] os mesmos autovalores, ou seja, os Hamiltonianos
parceiros podem ser representados por meio de

B−(a)B+(a) = B+(a)B−(a) +R(a+ 1). (5.45)

Assim o comutador entre os operadores B+(a) e B−(a) fica

[B−(a), B+(a)](−) = R(a+ 1), (5.46)

e a partir deles temos definida a àlgebra dada por

[A+(a)A−(a), (B+)
n (a)](−) =

n∑
i=1

R(a+ i) (B+)
n (a), (5.47)
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que permite obter a energia para todo o conjunto dos autovetores (B+)
n ψ(a).

Dado que os operadores Hamiltonianos estão relacionados por meio de (5.44), assu-
mindo que o estado fundamental é dado por H0ψ0 = 0, temos que:

Hn(a) = Hn−1(a+ 1) +R(a+ 1),

= Hn−2(a+ 2) +R(a+ 1) +R(a+ 2),

= Hn−3(a+ 3) +R(a+ 1) +R(a+ 2) +R(a+ 3),
...

Hn(a) = H0(a+ n) +
n∑

j=1

R(a+ j), (5.48)

que aplicado sobre o estado fundamental nos dá

Hn(a)ψ0 = H0(a+ n)ψ0 +
n∑

j=1

R(a+ j)ψ0 =
n∑

j=1

R(a+ j)ψ0 = Enψ0.

(5.49)

A energia total em (5.49) é o autovalor do Hamiltoniano H− (a) ≡ A+(a)A−(a), dado
por

E(n) =
n∑

i=1

R(a+ i). (5.50)

Adotando que as soluções da equação de Dirac no espaço de fase sejam do tipo
ϕ(η, p) ≡ ξ(η)C(p), e desta forma com variáveis separáveis, tomamos C(p) ≡ e−2ipb0

tal como pode ser visto em [44], onde b0 é uma constante a determinar, e temos que os
operador ξ(η) atua sobre C(p) de maneira que

ηnC(p) = (r − b0)nC(p), (5.51)

e assim ϕ(η, p) ≡ ϕ(r, p) em cada expressão definida em η, que passa a ser expressa em r.
Agora os autovalores de energia destes Hamiltonianos Hierarquizados estão relacio-

nados aos autovalores de energia da equação de Dirac por meio de (A.19), sendo dado
por

n∑
i=1

R(a0 + i) =

(
1

2λ

)2 {[
m2 − E2

] [
(λ+ Λ3)

2 +
(
λ2 − Λ2

3

)2
+ 2λ2 − 2Λ2

3

]
+

− 2 [mΛ1 + iEΛ2]
2} , (5.52)

que nos oferece uma equação em E a ser resolvida em cada caso com o uso das expressões
de W ′

− e W ′
+ na equação (A.19) (vide Apêndice).
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Neste caṕıtulo realizamos a aplicação da MQRSS resolvendo a Equação de Dirac nos
casos em que o sistema está submetido a alguns potenciais exemplares.

A álgebra da supersimetria estabelece que H+ ≡ A+A− e H− ≡ A−A+, tem-se à
relação de comutação [B−(a), B+(a)](−) = R(a) e H+(a) = H−(a + 1) + R(a + 1); com

essas relações determina-se o espectro de autovalores dado por E
(m+1)
n = E

(m)
n+1, e tem-se:

En−1 ≡ E
(1)
n−1 = E

(n)
0 , n = 1, 2, 3, . . . (6.1)

Agora como os operadores bosônicos correspondem à criação ou aniquilação de um
quantum de energia, temos que os estados de energia no espaço de fase são dados pela
aplicação sucessiva de operadores de criação ao estado fundamental do hamiltoniano mais
baixo da hierarquia corrigido por um fator de normalização. Assim temos

ψn(q, p) ≡ ψ(1)
n (q, p) =

1√
Nn−1

B̂+
(1) . . .

1√
N1

B̂+
(n)ψ

(n+1)
0 (q, p). (6.2)

A partir destes vetores de estado construimos as funções de Wigner que nos oferecem
a distribuição de frequências mensuráveis com os quais podemos testar os resultados a
serem obtidos.

6.1 FUNÇÃO DE WIGNER E OPERADORES BOSÔNICOS EM GERAL.

Uma das caracteŕısticas principais da Mecânica Quântica Simplética é que a função
de Wigner pode ser obtida diretamente das equações de Schroedinger (no caso não re-
lativ́ıstico) e de Dirac (no caso realtiv́ıstico), considerando o produto estrela entre suas

soluções. Assim no presente caso, temos que, com B+ =
(
+ ∂

∂η
+ λ− W⃗ ·Λ⃗

λ

)
e−

∂
∂a , a função

de Wigner é dada por

fW (q, p) =

[
1√
Nn−1

B̂+
(1) . . .

1√
N1

B̂+
(n)ψ

(n+1)
0 (q, p)

]
⋆

⋆

[
1√
Nn−1

B̂+
(1) . . .

1√
N1

B̂+
(n)ψ

(n+1)
0 (q, p)

]∗
. (6.3)

33
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6.2 EQUAÇÃO DE DIRAC
PARA PARTÍCULA LIVRE.

6.2.1 Equação de Dirac no espaço de fase.

A equação de Dirac para o elétron no espaço de fase livre de interações é dada por{(
ρ3 ⊗ σj

) [
−i ∂
∂ηj

]
+ (ρ3 ⊗ 1)m− (1⊗ 1)E

}
Ψ = 0, (6.4)

que corresponde por (5.29) às equações

A+F = −W ′
+G; A−G = +W ′

−F, (6.5)

com os operadores definidos por (5.28) da seguinte maneira

A+ = + d
dη

+ a
η
; A− = − d

dη
+ a

η
, (6.6)

onde λ está subsituido por a
η
com a = k onde k é o autovalor do operador K referente ao

momento angular. A equação (6.4) trata de uma part́ıcula livre.
Os Hamiltonianos parceiros são dados por

A−A+ = − d2

dη2
+

a

η2
+

(
a

η

)2

,

H+ = − d2

dη2
+
a (a+ 1)

η2
, (6.7)

e

A+A− = − d2

dη2
− a

η2
+

(
a

η

)2

,

H− = − d2

dη2
+
a (a− 1)

η2
, (6.8)

com

H+ (a) ≡ H− (a+ 1) +R (a+ 1) , (6.9)

o que resulta, por comparação de (6.8) e (6.9) em

R (a+ j) = 0. (6.10)

6.2.2 Autovalores dos Hamiltonianos.

O espectro de autovalores dos hamiltonianos são dados considerando as expressões (5.50)
e (5.52), por

E
(n)
0 =

n∑
j=1

R(a+ j) = 0 =
[
m2 − E2

]
, (6.11)

cuja solução é dada por

E = m. (6.12)

Na relação (6.12) podemos observar que o resultado está de acordo com o esperado.
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6.2.3 Autovetores dos Hamiltonianos.

Os autovetores do estado são dados considerando (5.38) por Φ(n)
0 =

√
N (0)η−αanC(p),

e o conjunto de autovetores a partir deste fica dado por

ϕ
(v)
0 (η, p) =

√
N (v)

n∑
q=0

S(n)
q η−(q+αan)C(p), (6.13)

com N (v) a constante de normalização e

S(v)
q =

v∑
q=0

q∏
j=1

[a0 + v − j + 1 + α (j − q)] , (6.14)

conforme mostramos no Apêndice B.

6.2.4 Funções de Wigner.

Usando a expressão (1.8) e a (5.38) calculamos as funções de Wigner no Apêndice B
e obtivemos (vide Apêndice B para os cálculos).

f (n)
w (r, p) =

e+
2i
ℏ {p(r−b0)}

∑2
j=0

(
2
j

)
b2−j0

[
(2r−b0)j+1−2(n+αkn)−(−b0)j+1−2(n+αkn)

2(n+αkn)+j+1

]
∑1

j=0

[
2(b0)3−2(n+αkn)

2j+1−2(n+αkn)

] .

(6.15)

Então pelas as propriedade da função de Wigner obtemos a densidade de probabilidade
por

∫
fw(q, p)dp = ρ(q), assim como a condição de normalização por

∫ ∫
fw(q, p)dpdq ≡ 1.

Temos assim a densidade de probabilidade explicitamente por

ρ(r) =

∑2
j=0

(
2
j

)
b2−j0

[
(2r−b0)j+1−2(n+αkn)

j+1−2(n+αkn)
− (−b0)j+1−2(n+αkn)

j+1−2(n+αkn)

] [
sin( 2

ℏ [π(r−b0)])
2
ℏ (r−b0)

]
∑1

j=0

[
2(b0)3−2(n+αkn)

2j+1−2(n+αkn)

] .

(6.16)

6.3 EQUAÇÃO DE DIRAC
SOB POTENCIAL TIPO −A2

r
EXTERNO.

6.3.1 Equação de Dirac no espaço de fase.

A equação de Dirac para o elétron no espaço de fase sob um potêncial do tipo −A2

η
,

que corresponde a uma interação colombiana, é dada por{(
ρ3 ⊗ σj

) [
−i ∂
∂ηj

]
+ (ρ3 ⊗ 1)m+ (1⊗ 1)

[
−A2

η
− E

]}
Ψ = 0, (6.17)
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que corresponde por (5.29) às equações

A+F = −W ′
+G; A−G = +W ′

−F, (6.18)

com os operadores definidos por (5.28) da seguinte maneira

A+ = + d
dη

+ a
η
− EA2

a
; A− = − d

dη
+ a

η
− EA2

a
, (6.19)

onde λ está subsituido por a
η
com a =

√
k2 − A2

2 onde k é o autovalor do operador

K referente ao momento angular. A equação (6.17) trata de uma part́ıcula sujeita a
um potencial onde A2 é relativo à interação radial que corresponde a uma interação
colombiana.

Os Hamiltonianos parceiros são dados por

A−A+ = − d2

dη2
+

a

η2
+

(
a

η
+
EA2

a

)2

H+ = − d2

dη2
+

2 (EA2)

η
+
a (a+ 1)

η2
+

(
EA2

a

)2

,

e

A+A− = − d2

dη2
− a

η2
+

(
a

η
+
EA2

a

)2

H− = − d2

dη2
+

2 (EA2)

η
+
a (a− 1)

η2
+

(
EA2

a

)2

,

com

H+ (a) ≡ H− (a+ 1) +R (a+ 1) , (6.20)

o que resulta em

R (a+ j) =

(
EnA2

a+ j

)2

−
(

EnA2

a+ j − 1

)2

.

6.3.2 Autovalores dos Hamiltonianos.

O espectro de autovalores dos hamiltonianos é dado considerando as expressões (5.50)
e (5.52) por

E
(n)
0 =

n∑
j=1

R(a+ j) =
n∑

j=1

[(
EnA2

a+ j

)2

−
(

EnA2

a+ j − 1

)2
]
=

=

(
EnA2

a0 + n

)2

−
(
EnA2

a0

)2

,

=

(
1

2(a0 + n)

)2 {[
m2 − E2

n

] [
(a0 + n+ k)2 + A4

2 + 2A2
2

]
− 2 [EnA2]

2} ,
En = m

√√√√√ (a0 + n+ k)2 + A4
2 + 2A2

2

8A2
2 −

(
2A2

a0

)2
+ (a0 + n+ k)2 + A4

2

, (6.21)
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onde En são os autovalores da equaçâo de Dirac, e os E
(n)
0 são os autovalores dos Hamil-

tonianios parceiros.

6.3.3 Autovetores dos Hamiltonianos.

Os autovetores do estado fundamental é dado considerando (5.38) por

Φ
(n)
0 =

√
N (0)η−αane−α(

EA2
an

)ηC(p), (6.22)

e o conjunto de autovetores a partir deste fica dado por

ϕ
(n)
0 (η, p) =

√
N (n)

n∑
q=0

S(n)
q η−(q+αan)e

−α
(

EA2
a0+n

)
η
C(p), (6.23)

assumindo que

S(n)
q =

arranjos∑
c=1

{
n1−q1∏
d1=o1

(
EnA2

a0 + n− d1 + 1

) q1∏
j=n1−q1+1

[a0 + n− j1 + 1 + α (j1 − q1)] . . .

. . .

nf−qf∏
df=of

(
EnA2

a0 + n− df + 1

) qf∏
j=nf−qf+1

[a0 + n− jf + 1 + α (jf − qf )]


(c)

(6.24)

conforme mostramos no Apêndice B.

6.3.4 Funções de Wigner.

Usando a expressão (1.8) e a (5.38) calculamos as funções de Wigner no Apêndice B
obtivemos (vide Apêndice B para os cálculos).

f (n)
w (r, p) = N (n)

(π
2

) n∑
q,s=0

S(n)
q,s e

+ 2i
ℏ {p(r−b0)}

2∑
j=0

(
2
j

)
b2−j0


j−(q+s+2αan)∑

x=1

(−1)x−1

(2Ω)x∏x−1
l=0 [(1− δl,0) [j − (q + s+ 2αan)]− l + 1]

[
u[j−(q+s+2αan)]−x+1e2Ωu

]2r−b0
−b0

+

+
(−1)x

(2Ω)x

j−(q+s+2αan)−1∏
l=0

[(1− δl,0) [j − (q + s+ 2αan)]− l + 1]

[
e2Ωu

Ω

]2r−b0
−b0


(6.25)

onde Ω ≡ mA1−iEA2

a
, e u]ba = b− a.

Então pelas as propriedade da função de Wigner obtemos a densidade de probabilidade
por

∫
fw(q, p)dp = ρ(q), assim como a condição de normalização por

∫ ∫
fw(q, p)dpdq ≡ 1.



38 APLICAÇÕES.

Temos assim a densidade de probabilidade explicitamente por

ρ(r) = N (n)
(π
2

) n∑
q,s=0

S(n)
q,s

2∑
j=0

(
2
j

)
b2−j0

[
sin
(
2
ℏ [π (r − b0)]

)
2
ℏ (r − b0)

]
j−(q+s+2αan)∑

x=1

(−1)x−1

(2Ω)x∏x−1
l=0 [(1− δl,0) [j − (q + s+ 2αan)]− l + 1]

[
u[j−(q+s+2αan)]−x+1e2Ωu

]2r−b0
−b0

+

+
(−1)x

(2Ω)x

j−(q+s+2αan)−1∏
l=0

[(1− δl,0) [j − (q + s+ 2αan)]− l + 1]

[
e2Ωu

Ω

]2r−b0
−b0

 .

(6.26)

6.4 OSCILADOR HARMÔNICO DE DIRAC
TIPO A⃗(η⃗) = −imω2η⃗ (ρ3 ⊗ 1).

6.4.1 Introdução.

A investigação do oscilador harmônico de Dirac [45], com o nosso desenvolvimento
pode ser feito aplicando um potencial vetor acrescido às componentes dos momenta dado
por A⃗(η⃗) = −imω2η⃗ (ρ3 ⊗ 1), ou seja{

(ρ3 ⊗ σj)
[
−i ∂
∂ηj
− imω2η (ρ3 ⊗ 1) (σ⃗ · η̂)

]
+ (ρ3 ⊗ 1)m− (1⊗ 1)E

}
Ψ = 0. (6.27)

que corresponde por (5.29) às equações

A+F = −W ′
+G; A−G = +W ′

−F, (6.28)

com os operadores definidos por (5.28) da seguinte maneira

A+ = + d
dη

+ a
η
− Emω2η3

2a
; A− = − d

dη
+ a

η
− Emω2η3

2a
, (6.29)

onde λ está subsituido por a
η
com a = k+mω2η2 (σ⃗ · η̂). O autovalor do operador K, que

se refere ao momento angular, e a interação externa tipo oscilador harmônico entra como
um termo de momentum, ao contrário da secção precedente onde o potencial entra como
como uma interação externa .

Os Hamiltonianos parceiros abaixo, que possuem o mesmo conjunto de autovalores e
autovetores exceto para o estado fundamental são

H+(a) = − d2

dη2
+
a (a+ 1)

η2
− mω2 (σ⃗ · η̂)

η
, (6.30)

e

H−(a) = − d2

dη2
+
a (a− 1)

η2
+
mω2 (σ⃗ · η̂)

η
,

(6.31)
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com

H+ (a) ≡ H− (a+ 1) +R (a+ 1) , (6.32)

o que resulta em

R(a+ 1) =
2mω2 (σ⃗ · η̂)

η
. (6.33)

6.4.1.1 Autovalores dos Hamiltonianos.
O espectro de autovalores dos hamiltonianos é dado considerando as expressões (5.50)

e (5.52) por

E
(n)
0 =

n∑
i=1

R(a0 + i) =
2nmω2 (σ⃗ · η̂)

η
=

[
m2 − E2

n

]
, (6.34)

cuja solução fica

En = m

√
1− 2nω2 (σ⃗ · η̂)

mη
, (6.35)

onde E ′(n) são os autovalores da equaçâo de Dirac, e os En são os autovalores dos Hamil-
tonianios parceiros.

Usando (5.38) temos que

E ′(n) = m

√
1− 2nω2

m (2r − b0)
. (6.36)

6.4.1.2 Autovetores dos Estados Fundamentais.
Os estados fundamentais do Hamiltoniano são dados por meio das equação (5.38), i.e.

Ψα
0 (η, p) = N

[
e−α

∫
[ kη+mω2η(σ⃗·η̂)]dη

]
C(p) = N

[
η−αke+mω2 η2

2
(σ⃗·η̂)

]
C(p). e o conjunto dos

autovetores é dado por

ϕ
(v)
0 (η, p) =

√
N v

n∑
q=0

S(v)
q ηn−2q−αk0e−αmω2

0(σ⃗·η̂)
η2

2 C(p) (6.37)

com N (v) a constante de normalização e

S(v)
q =

arranjos∑
c=1

{[
mω2

0 (σ⃗ · η̂)
]v1−q1 q1∏

j1=v1−q1+1

[k0 + v − j1 + 1 + α (t+ j1 − v1 + q1)] . . .

. . .
[
mω2

0 (σ⃗ · η̂)
]vf−qf ab∏

jf=vf−qf+1

[k0 + v − jf + 1 + α (t+ jf − vf + qf )]


(c)

(6.38)

conforme mostramos no Apêndice B.
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6.4.1.3 Funções de Wigner.
Usando a expressão (1.8) e a (5.38) calculamos as funções de Wigner no Apêndice B

obtivemos (vide Apêndice B para os cálculos).

f (n)
w (r, p) = N (n)

(π
2

) n∑
q,s=0

S(n)
q,s e

+ 2i
ℏ {p(r−b0)}

2∑
j=0

(
2
j

)
b2−j0

∫ 2r−b0

−b0
un−2q−αkn+je2Ωu2

du

= N (n)
(π
2

) n∑
q,s=0

S(n)
q,s e

+ 2i
ℏ {p(r−b0)}

2∑
j=0

(
2
j

)
b2−j0


n−(q+s)+αkn+

j
2∑

x=1

(−1)x−1

(2Ω)x∏x−1
l=0 [(1− δl,0) [2n− 2(q + s) + 2αkn + j]− 2l + 1]

[
u[2n−2(q+s)+2αkn+j]−2x+1eΩu2

]2r−b0
−b0

+

+
(−1)x

(2Ω)x

v−1∏
l=0

[(1− δl,0) [2n− 2(q + s) + 2αkn + j]− 2l + 1]

√√√√[πeΩu2

Ω

]2(2r−b0)2
2b20

×
×

(
1− δ2n−2(q+s)+2αkn+j,0

)
+ δ2n−2(q+s)+2αkn+j,0

√√√√[πeΩu2

Ω

]2(2r−b0)2
2b20

 (6.39)

onde Ω ≡ −αmω2
0(σ⃗·η̂)
2

, e u]ba = b− a.
Temos assim a densidade de probabilidade explicitamente por

ρ(r) = N (n)
(π
2

) n∑
q,s=0

S(n)
q,s

2∑
j=0

(
2
j

)
b2−j0

[
sin
(
2
ℏ [π (r − b0)]

)
2
ℏ (r − b0)

]
n−(q+s)+αkn+

j
2∑

x=1

(−1)x−1

(2Ω)x∏x−1
l=0 [(1− δl,0) [2n− 2(q + s) + 2αkn + j]− 2l + 1]

[
u[2n−2(q+s)+2αkn+j]−2x+1eΩu2

]2r−b0
−b0

+

+
(−1)x

(2Ω)x

v−1∏
l=0

[(1− δl,0) [2n− 2(q + s) + 2αkn + j]− 2l + 1]

√√√√[πeΩu2

Ω

]2(2r−b0)2
2b20

×
×

(
1− δ2n−2(q+s)+2αkn+j,0

)
+ δ2n−2(q+s)+2αkn+j,0

√√√√[πeΩu2

Ω

]2(2r−b0)2
2b20

 .

(6.40)

6.5 PARTÍCULA SOB UM POTENCIAL QUE ALTERA A MASSA.

6.5.1 Equação de Dirac no espaço de fase.

A equação de Dirac para o elétron no espaço de fase sob um potencial do tipo −A1

η
,

que corresponde a alteração da massa, é dada por{(
ρ3 ⊗ σj

) [
−i ∂
∂η

]
+ (ρ3 ⊗ 1)

[
m− A1

η

]
+ (1⊗ 1) [−E]

}
Ψ = 0, (6.41)
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que corresponde por (5.29) às equações

A+Φ− = −W ′
+Φ+; A−Φ+ = +W ′

−Φ−, (6.42)

com os operadores definidos por (5.28) da seguinte maneira

A+ = + d
dη

+ a
η
− mA1

a
; A− = − d

dη
+ a

η
− mA1

a
, (6.43)

a partir da definção de a =
√
A2

1 + k2. Trata-se de uma interação radial que corresponde
a uma alteração de massa, e o autovalor do operador K, que se refere ao momento angular.

Os Hamiltonianos parceiros são dados por

A−A+ = − d2

dη2
+

a

η2
+

(
a

η
+
mA1

a

)2

,

H+ = − d2

dη2
+

2 (mA1)

η
+
a (a+ 1)

η2
+

(
mA1

a

)2

,

e

A+A− = − d2

dη2
− a

η2
+

(
a

η
+
mA1

a

)2

,

H− = − d2

dη2
+

2 (mA1)

η
+
a (a− 1)

η2
+

(
mA1

a

)2

,

com

H+ (a) ≡ H− (a+ 1) +R (a+ 1) , (6.44)

que resulta em

R (a+ j) =

(
mA1

a+ j

)2

−
(

mA1

a+ j − 1

)2

.

6.5.2 Autovalores dos Hamiltonianos.

O espectro de autovalores dos hamiltonianos são dados considerando as expressões
(5.50) e (5.52), por

E
(n)
0 =

n∑
j=1

R(a+ j) =
n∑

j=1

[(
mA1

a+ j

)2

−
(

mA1

a+ j − 1

)2
]
=

=

(
mA1

a0 + n

)2

−
(
mA1

a0

)2

=

(
1

2(a0 + n)

)2 {[
m2 − E2

] [
(a0 + n+ k)2 +

(
(a0 + n)2 − k2

)2
+ 2(a0 + n)2 − 2k2

]
+

− 2 [mA1]
2} ,
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cuja solução é dada por

E = m

√√√√1− A2
1

{
3a20 − 2 (a0 + n)2

2a20 (a0 + n)
[
(a0 + n+ k)2 + A4

1 + 2A2
1

]}, (6.45)

com A1 = 0, temos E = m.

6.5.3 Autovetores dos Hamiltonianos.

Os autovetores do estado são dados considerando (5.38) por Φ(n)
0 =

√
N (0)η−αane−α(

mA1
an

)ηC(p),
e o conjunto de autovetores a partir deste fica dado por

ϕ
(v)
0 (η, p) =

√
N (v)

n∑
q=0

S(v)
q η−(q+αan)e

−α
(

mA1
a0+n

)
η
C(p), (6.46)

com N (v) a constante de normalização e

S(v)
q =

arranjos∑
c=1

{
v1−q1∏
d1=o1

(
mA1

a0 + v − d1 + 1

) q1∏
j=v1−q1+1

[a0 + v − j1 + 1 + α (j1 − q1)] . . .

. . .

nf−qf∏
df=of

(
mA1

a0 + v − df + 1

) qf∏
j=nf−qf+1

[a0 + v − jf + 1 + α (jf − qf )]


(c)

. (6.47)

6.5.4 Funções de Wigner.

Usando a expressão (1.8) e a (5.38) calculamos as funções de Wigner no Apêndice B
e obtivemos (vide Apêndice B para os cálculos).

f (n)
w (r, p) = N (n)

(π
2

) n∑
q,s=0

S(n)
q,s e

+ 2i
ℏ {p(r−b0)}

2∑
j=0

(
2
j

)
b2−j0


j−(q+s+2αan)∑

x=1

(−1)x−1

(2Ω)x∏x−1
l=0 [(1− δl,0) [j − (q + s+ 2αan)]− l + 1]

[
u[j−(q+s+2αan)]−x+1e2Ωu

]2r−b0
−b0

+

+
(−1)x

(2Ω)x

j−(q+s+2αan)−1∏
l=0

[(1− δl,0) [j − (q + s+ 2αan)]− l + 1]

[
e2Ωu

Ω

]2r−b0
−b0

 .

(6.48)

Então pelas as propriedade da função de Wigner obtemos a densidade de probabilidade
por

∫
fw(q, p)dp = ρ(q), assim como a condição de normalização por

∫ ∫
fw(q, p)dpdq ≡ 1
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Temos assim a densidade de probabilidade explicitamente por

ρ(r) = N (n)
(π
2

) n∑
q,s=0

S(n)
q,s

2∑
j=0

(
2
j

)
b2−j0

[
sin
(
2
ℏ [π (r − b0)]

)
2
ℏ (r − b0)

]
j−(q+s+2αan)∑

x=1

(−1)x−1

(2Ω)x∏x−1
l=0 [(1− δl,0) [j − (q + s+ 2αan)]− l + 1]

[
u[j−(q+s+2αan)]−x+1e2Ωu

]2r−b0
−b0

+

+
(−1)x

(2Ω)x

j−(q+s+2αan)−1∏
l=0

[(1− δl,0) [j − (q + s+ 2αan)]− l + 1]

[
e2Ωu

Ω

]2r−b0
−b0

 .

(6.49)





Caṕıtulo

7
CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS.

A teoria quântica no espaço de fase foi proposta por Wigner [24]; esta formulação,
também conhecida como quantização de Moyal, baseia-se na função quasi-distribuição
de Wigner fw(q, p), na aplicação Ω de Weyl que associa operadores quânticos Â, B̂ a
c-funções aw(q, p) e bw(q, p), respectivamente, definidas sobre o espaço de fase Γ ≡ (q, p)
e leva ao produto estrela (∗) tal que se tem

Ω : ÂB̂ ⇒ aw(q, p) ∗ bw(q, p) = aw(q, p)e
iℏ
2 (
←−
∂ q
−→
∂ p−

←−
∂ p
−→
∂ q)bw(q, p). (7.1)

Desde os trabalhos originais de Wigner e Weyl esforços foram realizados a fim de
desenvolver essa formulação quântica. Um desses desenvolvimentos foi realizado por
Oliveira et al [25] que usaram os operadores aw∗ para obter uma representação unitária
da álgebra de Lie do grupo de Galilei considerando o espaço de Hilbert HΓ de funções de
quadrado integrável ψ(qi, pi), i =, 1, 2, . . . , n definidas sobre Γ e compat́ıvel com o produto
estrela. Nesta representação os operadores fundamentais P̂ e Q̂ são obtidos como

P̂ψ(q, p) = p ∗ ψ(q, p) =
(
p− iℏ

2
∂q

)
ψ(q, p),

Q̂ψ(q, p) = q ∗ ψ(q, p) =
(
q +

iℏ
2
∂p

)
ψ(q, p), (7.2)

e o gerador das translações temporais h conduz a uma equação do tipo Schroedinger no
espaço de fase, a saber

Ĥψ(q, p) = h ∗ ψ(q, p) = Eψ(q, p), (7.3)

onde h∗ depende de p∗ e q∗, sendo a interpretação f́ısica obtida por intermédio da função
de Wigner construida com as soluções de (7.3), i. e.

fw(q, p) = ψ(q, p) ∗ ψ†(q, p). (7.4)
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A generalização relativ́ıstica dessa formulação denominada de Mecânica Quântica Sim-
plética foi realizada por Amorim et al [39] que partindo do grupo de Poincaré, considera-
ram sua álgebra de Lie, funções ϕ(q, p) sobre o espaço de fase Γ = (qµ, pµ), µ = 0, 1, 2, 3,

e com os operadores coordenada Q̂µ e momentum P̂µ dados por

P̂µϕ(q, p) = pµ ∗ ϕ(q, p) =
(
pµ −

iℏ
2
∂qµ

)
ϕ(q, p),

Q̂µϕ(q, p) = qµ ∗ ϕ(q, p) =
(
qµ +

iℏ
2
∂pµ

)
ϕ(q, p), (7.5)

obtiveram equações relativ́ısticas; em particular determinaram a equação de Dirac no
espaço de fase como

γµ
(
pµ −

iℏ
2

∂

∂qµ

)
ϕ(q, p) = mϕ(q, p), (7.6)

sendo, como no caso não relativ́ıstico, a interpretação f́ısica obtida via função de Wigner,
ou seja

fw(q, p) = ϕ(q, p) ∗ ϕ†(q, p). (7.7)

A equação (7.6) na presença de potenciais vetor e escalar torna-se

γµ
[
pµ −

iℏ
2

∂

∂qµ
+ Vµ

(
qµ − iℏ

2

∂

∂pµ

)]
ϕ(q, p) =

[
m+ Vs

(
qµ − iℏ

2

∂

∂pµ

)]
ϕ(q, p), (7.8)

e obter sua solução é um dos problemas centrais dessa formulação relativ́ıstica devido
a presença da coordenada Qµ ser um operador que envolve a derivada. Neste trabalho
nós consideramos este problema para alguns tipos de potencial usando, pela primeira
vez, o método supersimétrico aplicado à equação (7.8). Partindo então dessa equação
utilizamos a fatoração, a condição de invariância na forma, construimos os Hamiltonianos
parceiros, obtivemos o espectro de autovalores e o conjunto de autofunções para com
elas obter, de forma inédita, as correspondentes funções de Wigner. Especificamente
resolvemos e analisamos os casos livre e interagentes do Oscilador Harmônico de Dirac,
de um potencial externo tipo −A

Q
e um potencial adicionado a um termo de massa que

pode ser interpretado como uma massa efetiva dependende da posição.
Considerando que o método aqui desenvolvido é geral, o mesmo pode ser aplicado

a outros potenciais em conjunto ou separados, o que como existe uma grande demanda
para analisar tipos de potenciais de interesse em f́ısica de alta energia é esta uma das
perspectivas. Neste contexto podem citar potenciais-modelo que explorem o confinamento
quark [46] e os átomos exóticos [47], por exemplo.

Estender o presente desenvolvimento a outras equações relativ́ısticas no espaço de
fase, tais como Klein-Gordon e Weyl também constitui parte de projeto posterior.



Apêndice

A
SOBRE A FATORAÇÃO DO HAMILTONIANO.

A.1 FATORAÇÃO DA EQUAÇÃO DE DIRAC
NO ESPAÇO DE FASE.

A.1.1 Fatoração.

Neste apêndice nos baseamos em Rodrigues [16] e generalizamos o método proposto.
Neste sentido consideramos a equação de Dirac incluindo potenciais de maneira a torná-la
a mais geral posśıvel no espaço de fase o que resulta na seguinte equação{

(ρ1 ⊗ σj)

[
−i ∂
∂ηj

+ ΓlAl
j (η)

]
+ (ρ3 ⊗ 1) [m+ Vs (η)] + (1⊗ 1)Vr (η)

}
ψ(η, p) = 0

O termo σjpj, usando a notação de soma sobre ı́ndices repetidos, pode ser reescrito
usando a propriedades que seguem das matrizes de Pauli

(σ⃗ · a⃗)(σ⃗ · b⃗) = a⃗ · b⃗+ iσ⃗ ·
(
a⃗× b⃗

)
(σ⃗ · η⃗)2 = η⃗2 (A.1)

tomando um vetor η⃗ definido como o raio vetor no espaço de fase, temos assim

σ⃗ · p⃗ =
(σ⃗ · η⃗)(σ⃗ · η⃗)

η2
(σ⃗ · p⃗)

=
(σ⃗ · η⃗)
η2

{η⃗ · p⃗+ iσ⃗ · (η⃗ × p⃗)}

= (σ⃗ · η̂)

[
η̂ · (−i∇) + iσ⃗ · L⃗

η

]
Assumindo ainda que o vetor solução pode ser escrito como algo do tipo

Ψ ≡
(
ψA

ψB

)
≡
(

iG
η
φ

F
η
(σ⃗ · η⃗)φ

)
47



48 SOBRE A FATORAÇÃO DO HAMILTONIANO.

onde F e G são funções a determinar, temos então que

ρ1 ⊗ (σ⃗ · p⃗)Ψ = ρ1 ⊗ (σ⃗ · η̂)
[
−i ∂
∂η

+
i (K − 1)

η

]
Ψ = 0

= − i
η
ρ1 ⊗ (σ⃗ · η̂)

[
η
∂

∂η
+ 1−K

]
Ψ = 0

onde usamos que K ≡ 1 + σ⃗ · L⃗, e sabendo que (σ⃗ · η̂)φ = φ e K̂φ = −kφ [com

k = ±
(
j − 1

2

)
], assim como

[
(σ⃗ · η̂),−i ∂

∂η

]
(−)

= 0 e
[
(σ⃗ · η̂), 1 + σ⃗ · L⃗

]
(+)

= 0 podemos

reescrever este termo.
Propondo uma solução geral do tipo f(η,p)

η
(σ⃗ · η̂)nφ, onde o F e G correspondem a

funções do tipo f(η, p), e a presença ou não do termo (σ⃗ · η̂) é dada en função de atribuir
valores diferentes para um expoente n em (σ⃗ · η̂)n.

temos

(σ⃗ · p⃗)
(
f(η, p)

η
(σ⃗ · η̂)nφ

)
= − i

η
(σ⃗ · η̂)

[
η
∂

∂η
+ 1−K

](
f(η, p)

η
(σ⃗ · r̂)nφ

)
(σ⃗ · p⃗)

(
f(η, p)

η
(σ⃗ · η̂)nφ

)
= − i

η
(σ⃗ · η̂)

[
∂f

∂η
− fK

η

]
(σ⃗ · η̂)nφ

que se restrige a duas possibilidades

(σ⃗ · p⃗)
(
f(η, p)

η
(σ⃗ · η̂)φ

)
= − i

η
(σ⃗ · η̂)

[
∂f

∂r
− fK

η

]
(σ⃗ · η̂)φ

= − i
η

[
∂f

∂η
− kf

η

]
ϕ

(σ⃗ · p⃗)
(
f(η, p)

η
φ

)
= − i

η
(σ⃗ · η̂)

[
∂f

∂η
− fK

η

]
φ

= − i
η

[
∂f

∂η
+
kf

η

]
(σ⃗ · η̂)φ

= − i
η

[
∂f

∂η
+
kf

η

]
φ

Temos assim o seguinte sistemas de equações em função do vetor Ψ.

σj

(
−i ∂
∂ηj

)
ψa − [E +m+ Vs(η)− Vr(η)]ψb + σjΓl

11A
l
j(η)ψA + σjΓl

12A
l
j(η)ψB = 0

σj

(
−i ∂
∂ηj

)
ψb − [E −m− Vs(η)− Vr(η)]ψa + σjΓl

21A
l
j(η)ψA + σjΓl

22A
l
j(η)ψB = 0

e assim temos que{[
1

η

[
∂G

∂η
+
kG

η

]
(σ⃗ · η⃗)−

[
E +m+ Vs(η)− Vr(η)− σjΓl

12A
l
j

] F
η

]
(σ⃗ · η̂) + iσjΓl

11A
l
j

G

η

}
φ = 0{

− i
η

[
∂F

∂η
− kF

η

]
− i
[
E −m− Vs(η)− Vr(η)− σjΓl

21A
l
j

] G
η
+ σjΓl

22A
l
j

F

η
(σ⃗ · η̂)

}
φ = 0
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simplificando temos{[
∂G

∂η
+
kG

η
− iσjΓl

11A
l
jG(σ⃗ · η̂)

]
−
[
E +m+ Vs − Vr + σjΓl

12A
l
j

]
F

}
φ = 0{[

∂F

∂η
− kF

η
+ iσjΓl

22A
l
jF (σ⃗ · η̂)

]
+
[
E −m− Vs − Vr − σjΓl

21A
l
j

]
G

}
φ = 0

Tomando o vetor

Φ =

(
Gφ
Fφ

)
e assumindo que para qualquer uma das matrizes da álgebra das matrizes Γl, temos que
Γl
11 = νΓl

22 e temos Γl
12 = βΓl

21, onde ν, β ≡ ±1, e com isto ficamos com a seguinte
equação {[

∂

∂η
+
i (1 + ν)

2
σjΓl

11A
l
j(σ⃗ · η⃗)

]
+ ρ3

[
k

η
+
i (1− ν)

2
σjΓl

11A
l
j(σ⃗ · r⃗)

]
+

−iρ2
[
E − Vr +

1− β
2

σjΓl
12A

l
j

]
− ρ1

[
m+ Vs +

1 + β

2
σjΓl

12A
l
j

]}
Φ = 0

Adotando

Λ⃗ · ρ⃗ = − ρ1

[
Vs(η) +

1 + β

2
σjΓl

12A
l
j

]
+ iρ2

[
Vr(η)−

1− β
2

σjΓl
12A

l
j

]
+

+ ρ3

[
k

η
+
i (1− ν)

2
σjΓl

11A
l
j(σ⃗ · η⃗)

]
(A.2)

λ0 ≡ i(1+ν)
2

σjΓl
11A

l
j(σ⃗ · η⃗) e W⃗ · ρ⃗ = mρ1+iEρ2+0ρ3, a equação de Dirac pode ser reescrita

desta maneira [
d

dη
+ λ0 + Λ⃗ · ρ⃗− W⃗ · ρ⃗

]
Φ̂ = 0 (A.3)

Aplicando uma transformação de Similaridade tal que S−1ΛS = λρ3, onde λ2 =
Λ3 + Λ+Λ− onde definimos Λ+ ≡ Λ1 + iΛ2 e Λ− ≡ Λ1 − iΛ2, a equação fica[

d

dη
+ λ0 + λρ3 − W⃗ ′ · ρ⃗

]
Φ̂ = 0 (A.4)

faremos isto na sequência.

A.2 TRANSFORMAÇÃO DE SIMILARIDADE NO CASO GERAL.

Propondo uma expressão geral para uma transformação de similaridade com quatro
constantes arbitrárias, e uma inversa definida em termos de quatro constantes a determi-
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nar, aplicamos a definição de inversas, ou seja

S ≡
(

c da
cb d

)
(A.5)(

M N
P Q

)(
c da
cb d

)
=

(
1 0
0 1

)
(A.6)

d (N +Ma) = 0 =⇒ N = −Ma (A.7)
c (P +Qb) = 0 =⇒ P = −Qb (A.8)
cM (1− ab) = 1 ; dQ (1− ab) = 1 (A.9)

M ≡ d ; Q ≡ c (A.10)

S−1 ≡
(

d −da
−cb c

)
; cd (1− ab) = 1 (A.11)

e obtemos uma expressão para a matriz de transformação e sua inversa bem como relações
entre as constantes.

A.2.1 Transformando ρ3 no caso geral.

Usando estas expressões temos que a trasformação da matriz de Pauli ρ3 é dada por(
d −da
−cb c

)(
1 0
0 −1

)(
c da
cb d

)
=

(
d da
−cb −c

)(
c da
cb d

)
=

(
cd (1 + ab) 2ad2

−2bc2 −cd (1 + ab)

)
= cd (1 + ab) ρ3 + 2

(
0 ad2

−bc2 0

)
A.2.2 Transformando (ρ1)N=1,M=1 e (ρ2)N=−i,M=−1 no caso geral.

Fazendo o mesmo com as outras matrizes de Pauli temos definidas como a matriz ρ1
para os valores de N = 1 e M = 1, e a matriz ρ2 quando N = −i e M = −1, temos então

N

(
d −da
−cb c

)(
0 1
M 0

)(
c da
cb d

)
= N

(
−adM d
cM −cb

)(
c da
cb d

)
= N

(
cd (b− aM) d2 (1− a2M)
c2 (M − b2) −cd (b− aM)

)
= Ncd (b− aM) ρ3 +N

(
0 d2 (1− a2M)

c2 (M − b2) 0

)

A.2.3 Transformando Λ⃗ · ρ⃗ no caso geral.

Por fim a transfomação do termo Λ⃗ · ρ⃗ usando todos os resultados anteriores é dado
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por

S−1
(
Λ⃗ · ρ⃗

)
S = cd [Λ3 (1 + ab) + Λ1 (b− a)− iΛ2 (b+ a)] ρ3 +

+

(
0 2ad2Λ3 + Λ1d

2 (1− a2)− iΛ2d
2 (1 + a2)

−2bc2Λ3 + Λ1c
2 (1− b2) + iΛ2c

2 (1 + b2) 0

)
=

=
Λ3 (1 + ab) + bΛ− − aΛ+

1− ab
ρ3 +

(
0 d2 [2aΛ3 + Λ− − Λ+a

2]
c2 [−2bΛ3 + Λ+ − Λ−b

2] 0

)

A.2.4 Exigindo que o segundo termo da expressão seja nulo.

Como a transformação que estamos usando é totalmente arbitrária podemos aplicar
algumas restrições e adotar uma transformação conveniente; desta maneira, de forma a
eliminar o último termo do da expressão anterior exigimos que as expressões que nele
figuram sejam nulos e determinamos a partir disto os valores das constantes a e b, como
segue abaixo; em a temos

a2 − 2Λ3

Λ+

a− Λ−
Λ+

≡ 0 (A.12)

a =
1

Λ+

(
+Λ3 ±

√
Λ2

3 + Λ−Λ+

)
=

α

Λ+

(λ+ αΛ3) =
1

Λ+

(Λ3 + αλ) ; (A.13)

em b temos

b2 +
2Λ3

Λ−
b− Λ+

Λ−
≡ 0 (A.14)

b =
1

Λ−

(
−Λ3 ±

√
Λ2

3 + Λ−Λ+

)
=

β

Λ−
(λ− βΛ3) = −

1

Λ−
(Λ3 − βλ) (A.15)

onde usamos constantes α ≡ ±1 e β ≡ ±1, de maneira que α2 = β2 = 1.
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Como consequência

ab =
(Λ3 − βλ) (Λ3 + αλ)

(Λ3 − λ) (Λ3 + λ)
̸= 1 ⇒ α ̸= β

b = − 1

Λ−
(Λ3 + αλ)

−Λ−b = +Λ+a ≡ −Λ+Λ−
γ

= (Λ3 + αλ)

γ =
(Λ3 + λ) (Λ3 − λ)

(Λ3 + αλ)
= (Λ3 − αλ)

Λ−b− Λ+a = −2 (Λ3 + αλ)

a ≡ −Λ−
γ

b ≡ +
Λ+

γ

ab ≡ Λ2
3 − λ2

γ2
=

Λ2
3 − λ2

(Λ3 − αλ)2
=

(Λ3 + αλ)

(Λ3 − αλ)

1± ab =
(Λ3 − αλ± Λ3 ± αλ)

(Λ3 − αλ)
(A.16)

e aplicando os resultados obtidos temos que

Λ⃗ ·
(
S−1ρ⃗S

)
=

Λ3
2Λ3

Λ3−αλ − 2 (Λ3 + αλ)
−2αλ
Λ3−αλ

ρ3 =
2Λ2

3 − 2Λ2
3 + 2λ2

−2αλ
ρ3 = −

λ

α
ρ3

⇒ (α ≡ −1)→ S−1ΛS = λρ3 (A.17)

conforme desejávamos.

A.2.5 Transformando W⃗ · ρ⃗.

A transfomação do termo W⃗ · ρ⃗ usando a mesma transformação de similaridade, e
lembrando que W3 = 0 nos leva a novos termos W ′ transformados.

W⃗ ′ · ρ⃗ =
(W3 (1 + ab) + bW− − aW+)ρ3

1− ab
+

(
0 d2 [2aW3 +W− −W+a

2]
−c2 [2bW3 +W+ −W−b2] 0

)
(A.18)
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W ′
3 =

2W3Λ3 + Λ+W− + Λ−W+

2λ
=

Λ+W− + Λ−W+

2λ

W ′
+ = +d2

[
2aW3 +W− −W+a

2
]
= +d2

[
W− −

W+Λ
2
−

λ+ Λ3

]
W ′
− = −c2

[
2bW3 +W+ −W−b2

]
= −c2

[
W+ −

W−Λ
2
+

λ+ Λ3

]
W ′

+W
′
− = −

(
λ+ Λ3

2λ

)2 [
2aW3 +W− −W+a

2
] [
2bW3 +W+ −W−b2

]
= −

(
1

2λ

)2 {
W−W+

[
(λ+ Λ3)

2 +
(
λ2 − Λ2

3

)2]−W 2
+Λ

2
− −W 2

−Λ
2
+

}
= −

(
1

2λ

)2

W−W+

[
(λ+ Λ3)

2 +
(
λ2 − Λ2

3

)2
+ 2λ2 − 2Λ2

3

]
+W

′2
3

−W ′
+W

′
− =

(
1

2λ

)2 {[
M2 − E2

] [
(λ+ Λ3)

2 +
(
λ2 − Λ2

3

)2
+ 2λ2 − 2Λ2

3

]
− 2 [MΛ1 + iEΛ2]

2
}

e a equação de Dirac fica reescrita por meio da definição dos termos como esta dada a
seguir em função dos espinores F e G

A+ ≡ +
(

d
dη

+ λ0

)
+ λ− W⃗ ·Λ⃗

λ
A− ≡ −

(
d
dη

+ λ0

)
+ λ− W⃗ ·Λ⃗

λ

A+G = +Ŵ−F A−F = −Ŵ+G
(A.19)

com os quais são construidos os Hamiltonianos parceiros abaixo, que possuem o mesmo
conjunto de autovalores e autovetores exceto pelos extremos (máximo ou mı́nimo).

A−A+G = −Ŵ−Ŵ+G; A+A−F = −Ŵ−Ŵ+F
H+G = E+G; H−F = E−F

(A.20)





Apêndice

B

FUNÇÔES DE WIGNER.

Neste apêndice apresentamos a resolução dos sistemas f́ısicos em que aplicamos o
método por nós desenvolvido; sua importância é evidente e a opção de expor os resultados
no Apêndice visa evitar o acúmulo de cálculos espećıficos no corpo da Tese.

B.1 CONJUNTO DE AUTOVETORES
DOS ESTADOS FUNDAMENTAIS.

Adotando os estados fundamentais dos Hamiltonianos Φ−α,n0 = e
−α

∫ ( (a0+n)
η
− (K⃗·Λ⃗)η

(a0+n)

)
dη

e os operadores B+
n (a) = A+

n (a)e
− ∂

∂a e B−n (a) = e+
∂
∂aA−n (a), onde

A+ ≡ + d
dη

+
(

(a0+n)
η
− (K⃗·Λ⃗)η

(a0+n)

)
A− ≡ − d

dη
+
(

(an+n)
η
− (K⃗·Λ⃗)η

(a0+n)

)
(B.1)
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temos que o conjunto de autovetores será dado por ϕ
(n)
0 (η, p) = B+

n (a)ϕ
(0)
0

ϕ
(n)
0 = e

+α
∫ ( (a0+n)

η
− (K⃗·Λ⃗)η

(a0+n)

)
dη

ϕ
(n)
1 =

{
α
d

dη
+

(
(a0 + n)

η
− (K⃗ · Λ⃗)η

(a0 + n)

)}
e−

∂
∂a e

+α
∫ ( (a0+n+1)

η
− (K⃗·Λ⃗)η

(a0+n+1)

)
dη

=

{
α
d

dη
+

(
(a0 + n)

η
− (K⃗ · Λ⃗)η

(a0 + n)

)}
e
+α

∫ ( (a0+n)
η
− (K⃗·Λ⃗)η

(a0+n)

)
dη

= 2

(
(a0 + n)

η
− (K⃗ · Λ⃗)η

(a0 + n)

)
e
+α

∫ ( (a0+n)
η
− (K⃗·Λ⃗)η

(a0+n)

)
dη

ϕ
(n−1)
2 (r, p) =

{
α
d

dη
+

(
(a0 + n− 1)

η
− (K⃗ · Λ⃗)η

(a0 + n− 1)

)}
e−

∂
∂a ×

× 2

(
(a0 + n)

η
− (K⃗ · Λ⃗)η

(a0 + n)

)
e
+α

∫ ( (a0+n)
η
− (K⃗·Λ⃗)η

(a0+n)

)
dη

=

{
α
d

dη
+

(
(a0 + n− 1)

η
− (K⃗ · Λ⃗)η

(a0 + n− 1)

)}
×

× 2

(
(a0 + n− 1)

η
− (K⃗ · Λ⃗)η

(a0 + n− 1)

)
e
+α

∫ ( (a0+n−1)
η

− (K⃗·Λ⃗)η
(a0+n−1)

)
dη

=

{
2α

d

dη

(
(a0 + n− 1)

η
− (K⃗ · Λ⃗)η

(a0 + n− 1)

)
+ 2

(
(a0 + n− 1)

η
− (K⃗ · Λ⃗)η

(a0 + n− 1)

)}
×

× 2

(
(a0 + n− 1)

η
− (K⃗ · Λ⃗)η

(a0 + n− 1)

)
e
+α

∫ ( (a0+n−1)
η

− (K⃗·Λ⃗)η
(a0+n−1)

)
dη

(B.2)

e dáı seguem os outros estados ϕ
(n)
k (η, p) a menos de uma constante de normalização por

meio da seguinte relação de recursividade definida em termos de uma função f (n)(η) a
determinar.

⇒

{
α
d

dr
+

(
(a0 + n)

η
− (K⃗ · Λ⃗)η

(a0 + n)

)}n

e
+α

∫ ( (a0+n)
η
− (K⃗·Λ⃗)η

(a0+n)

)
dη ≡

≡ f (n)(η)e
+α

∫ ( (a0+n)
η
− (K⃗·Λ⃗)η

(a0+n)

)
dη

(B.3)
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e como consequência

f (n)(η)e
+α

∫ ( (a0+n)
η
− (K⃗·Λ⃗)η

(a0+n)

)
dη

=

=

{
α
d

dη
+

(
(a0 + n)

η
− (K⃗ · Λ⃗)η

(a0 + n)

)}(
f (n−1)(η)e

+α
∫ ( (a0+n)

η
− (K⃗·Λ⃗)η

(a0+n)

)
dη

)
=

=

{
2

(
(a0 + n)

η
− (K⃗ · Λ⃗)η

(a0 + n)

)
f (n−1)(η) + α

df (n−1)

dη

}
e
+α

∫ ( (a0+n)
η
− (K⃗·Λ⃗)η

(a0+n)

)
dη

(B.4)

e assim

f (0)(η) = 1

f (1)(η) = 2

(
(a0 + n)

η
− (K⃗ · Λ⃗)η

(a0 + n)

)
...

f (n)(η) =

[
2

(
(a0 + n)

η
− (K⃗ · Λ⃗)η

(a0 + n)

)]
f (n−1)(η) + α

df (n−1)(η)

dη
(B.5)

Propondo uma solução polinomial do tipo f (n)(η) =
∑
An

t η
t com A0

t ≡ δt,0 satis-

fazendo ao caso f (0)(η) = 1, e assumindo que o termo 2
(

(a0+n)
η
− (K⃗·Λ⃗)η

(a0+n)

)
é do tipo

Fnη
−y +G

(0)
n +G

(x)
n η+x, temos que

∑
An

t η
t =

[
Ftη

−y +G(0)
n +G

(x)
t η+x

]∑
An−1

t ηt + α
d

dη

∑
An−1

t ηt

An
t = FnA

n−1
t+y +G(0)

n An−1
t +G(x)

n An−1
t−x + α (t+ 1)An−1

t+1 (B.6)

onde para os sistemas que nos interessam tem-se

Livre −A
Q

OHD

Fn 2 (k0 + n) 2 (a0 + n) 2 (k0 + n)

G
(0)
n 2

(
mA1−EA2

a0+n

)
G

(x)
n 2mω2

0 (σ⃗ · η̂)

Com y = 1 temos todos os casos em estudo, e An
t fica

An
t = [Fn + α (t+ 1)]An−1

t+1 +G(0)
n An−1

t +G(x)
n An−1

t−x (B.7)

com o qual construimos a expressão geral de f (n) (η), assumindo que
∑

f nf = n,
∑

f qf =
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q e
∑

f sf = s, como segue

f (n)(η) =
∑
t

An
t η

t =
n∑

s=0

s∑
q=0

arranjos∑
c=1

{
n1−s1∏
d1=oc

G
(0)
n−d1+1

s1−q1∏
l1=n1−s1+1

G
(x)
n−l1+1×

×
q1∏

j1=s1−q1+1

[Fn−j+1 + α (t+ j − (s1 − q1)x)] . . .
nf−sf∏
d=o

G
(0)
n−d+1

sf−qf∏
l=n1−sf+1

G
(x)
n−l+1 ×

×
q∏

jf=sf−qf+1

[Fn−j+1 + α (t+ j − (sf − qf )x)]


(c)

ηx(s−q)−q (B.8)

onde os arranjos dizem respeito à ordem em que as funções aparecem na expressão;
teŕıamos, por exemplo, para n = 3 arranjos como [G

(0)
2 G

(0)
1 δ0,t], [G

(x)
2 G

(x)
1 δ0,t−2x], [G

(0)
2 G

(x)
1 δ0,t−x],

[G
(x)
2 G

(0)
1 δ0,t−x] entre outros arranjos. Cada escolha dos termos e cada ordem em que os

termos aparecem configura uma arranjo diferente, e todos eles são somados na expressão.
Definindo

H(n)
q,s ≡

arranjos∑
c=1

{
n1−s1∏
d1=oc

G
(0)
n−d1+1

s1−q1∏
l1=n1−s1+1

G
(x)
n−l1+1×

×
q1∏

j1=s1−q1+1

[Fn−j+1 + α (t+ j − (s1 − q1)x)] . . .
nf−sf∏
d=o

G
(0)
n−d+1

of−qf∏
l=n1−of+1

G
(x)
n−l+1 ×

×
q∏

jf=sf−qf+1

[Fn−j+1 + α (t+ j − (sf − qf )x)]


(c)

(B.9)

temos

f (n)(η) =
n∑

s=0

s∑
q=0

H(n)
q,s η

x(s−q)−q (B.10)

Segue que a solução no espaço de fase para cada sistema f́ısico é dada por

ϕ
(n)
0 (η, p) ≡ f (n)(η)e

−α
∫ (Fn

η
+G

(0)
n +G

(x)
n ηx

)
dη
C(p)

= f (n)(η)η−αFne
−α

(
G

(0)
n η+G

(x)
n

ηx+1

x+1

)
C(p)

=
n∑

s=0

s∑
q=0

H(n)
q,s η

x(s−q)−q−αFne
−α

(
G

(0)
n η+G

(x)
n

ηx+1

x+1

)
C(p) (B.11)

onde toda a dependência dos momenta fica numa função C(p). Assumiremos C(p) ≡ ei(p⃗·η⃗)√
2π

a partir daqui.
Assim, temos as soluções gerais de cada sistema que nos interessa as quais apresenta-

remos a seguir.
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B.1.1 Part́ıcula Livre.

Nesta seção e nas seções B.1.2 e B.1.3, para simplificar a notação notaremos H
(n)
0,0 por

H
(n)
0 e H

(n)
q,0 por H

(n)
q . Assim para a part́ıcula livre temos que o conjunto de vetoresé dado

por

H
(n)
0 =

n∏
j=1

[k0 + n− j + 1 + α (j − n)] (B.12)

ϕ
(n)
0 (η, p) =

√
ÑnH

(n)
0 η−n(1+α)−αk0C(p)

=

√
Ñn

n∏
j=1

[k0 + n− j + 1 + α (j − n)] η−n(1+α)−αk0C(p) (B.13)

B.1.2 Sob um potencial do tipo −A
Q

externo.

Para esse caso temos que o conjunto de vetores é definido por uma redução de dois
ı́ndices de soma a um só por só figurarem só duas das três expressões do caso geral, dado
por

H(n)
q =

arranjos∑
c=1

{
n1−q1∏
d1=o1

(
2(mA1 + iEA2)

a0 + n− d1 + 1

) q1∏
j=n1−q1+1

[a0 + n− j1 + 1 + α (j1 − q1)] . . .

. . .

nf−qf∏
df=of

(
2(mA1 + iEA2)

a0 + n− df + 1

) qf∏
j=nf−qf+1

[a0 + n− jf + 1 + α (jf − qf )]


(c)

(B.14)

ϕ
(n)
0 (η, p) =

√
N (n)

n∑
q=0

H(n)
q η−(q+αan)e

−α
(

(mA1+iEA2)
a0+n

)
η
C(p) (B.15)

B.1.3 Oscilador Harmônico de Dirac.

E para o Oscilador Harmônico de Dirac temos que o conjunto de vetores é definido
por uma redução de dois ı́ndices de soma a um só por só figurarem só duas das três
expressões do caso geral, dado por

H(n)
q =

arranjos∑
c=1

{[
2mω2

0 (σ⃗ · η̂)
]n1−q1

q1∏
j1=n1−q1+1

[k0 + n− j1 + 1 + α (t+ j1 − n1 + q1)] . . .

. . .
[
2mω2

0 (σ⃗ · η̂)
]nf−qf

ab∏
jf=nf−qf+1

[k0 + n− jf + 1 + α (t+ jf − nf + qf )]


(c)

(B.16)

ϕ
(n)
0 (η, p) =

√
Nn

n∑
q=0

H(n)
q ηn−2q−αk0e−αmω2

0(σ⃗·η̂)
η2

2 C(p) (B.17)



60 FUNÇÔES DE WIGNER.

B.2 FUNÇÕES DE WIGNER.

Nesta seção vamos começar desenvolvendo o produto das vetores de estado não nor-
malizados obtidos anteriormente e que nos serão úteis para calcular as funções de Wigner
f
(n)
w (r, p). Assim, temos

ϕ
(n)∗
0 (η′, p′)ϕ

(n)
0 (η′′, p′′) =

(
f (n)(η′)

)∗ (
f (n)(η′′)

)(
η′αFneαGn

η′x+1

x+1 C(p′)

)∗(
η′′αFneαGn

η′′x+1

x+1 C(p′′)

)
(
f (n)(η)

)∗ (
f (n)(η)

)
=

n∑
s=0

s∑
q=0

n∑
s′=0

s′∑
q′=0

H(n)
q,sH

(n)
q′,s′η

x(s+s′)−(x+1)(q+q′)

ϕ
(n)∗
0 (η′, p′)ϕ

(n)
0 (η′′, p′′) =

n∑
s=0

s∑
q=0

n∑
s′=0

s′∑
q′=0

H(n)
q,sH

(n)
q′,s′η

′xs−(x+1)q−αF ∗nη′′xs
′−(x+1)q′−αFn ×

× e
−α

(
G∗n

η′x+1

x+1
+Gn

η′′x+1

x+1

)
C∗(p′)C(p′′) (B.18)

E considerando C(p) ≡ ei
pb0
ℏ , temos então

ϕ
(n)∗
0 (r′, p′)ϕ

(n)
0 (r′′, p′′) =

n∑
s=0

s∑
q=0

n∑
s′=0

s′∑
q′=0

H(n)
q,sH

(n)
q′,s′ ×

× (2r′ − b0)xs−(x+1)q−αF ∗n (2r′′ − b0)xs
′−(x+1)q′−αFn ×

× e
−α

(
G∗n

(2r′−b0)
x+1

x+1
+Gn

(2r′′−b0)
x+1

x+1

)
e

ib0(p
′′−p′)
ℏ (B.19)

Com esses resusltados podemos obter as funções de Wigner usando a propriedade 6
do produto estrela indicada na seção 2.2.3 do Caṕıtulo 2, ou seja, o que para uma função
geral ψ (r, p) nos dá

f (n)
w (r, p) = ψ∗(r, p) ∗ ψ(r, p) =

=

(
1

πℏ

)2 ∫ +∞

−∞
dr′dr′′dp′dp′′ψ∗(r′, p′)ψ(r′′, p′′)e

−2i
ℏ [p(r′−r′′)+p′(r′′−r)+p′′(r−r′)]

(B.20)

Considerando as definições de a ≡ xs−(x+1)q−αF ∗n e l ≡ xs′−(x+1)q′−αFn é posśıvel
escrever as funções de Wigner em termos de integrais do tipo gal0 (r, p) dadas abaixo como
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uma soma f
(n)
w (r, p) =

∑
alQ

(n)
al · g

(al)
0 (r, p) onde Q

(n)
al são constantes

gal0 (r, p) =

(
1

πℏ

)2 ∫
dr′dp′h(r′)h(r′′)

[
(2r′ − b0)a eΩ

∗(2r′−b0)x+1
]
dr′′dp′′ ×

×
[
(2r′′ − b0)l eΩ(2r′′−b0)x+1

]
e−

2i
ℏ {p(r

′−r′′)+p′(r′′−r−r′+b0)+p′′(r−r′+r′′−b0)}

gal0 (r, p) =

(
1

πℏ

)2 ∫
dr′h(r′)

[
(2r′ − b0)a eΩ

∗(2r′−b0)x+1
] πℏ sin [π (r′′ − r − r′ + b0)]

π (r′′ − r − r′ + b0)
×

×
∫
dr′′h(r′′)

[
(2r′′ − b0)l eΩ(2r′′−b0)x+1

] πℏ sin [π (r − r′ + r′′ − b0)]
π (r − r′ + r′′ − b0)

e−
2i
ℏ {p(r

′−r′′)}

gal0 (r, p) =

(
1

πℏ

)
e+

2i
ℏ {p(r−b0)}

∫
dr′h(r′)

[
(2r′ − b0)a eΩ

∗(2r′−b0)x+1
]
×

×
[
(2f(r′)− b0)l eΩ(2f(r′)−b0)x+1

] πℏ sin [π (2b0 − 2r)]

(2b0 − 2r)

g
(al)
0 (r, p) = e+

2i
ℏ {p(r−b0)}

∫
dr′h(r′)

[
(2r′ − b0)a+l

e(Ω
∗+Ω)(2r′−b0)x+1

]
(B.21)

onde os termos h(r′) dependem da dimensão D ao escolher coordenadas polares (1D →
h(r′) = 1; 2D → h(r′) = 2π; 3D → h(r′) = 4π) e tomamos u ≡ 2r − b0 ⇒ r = u+b0

2
⇒

dr = du
2
, para fazermos a substituição de variável, obtendo

g
(al)
0 (r, p) = e+

2i
ℏ {p(r−b0)}

∫
dr′h0r

′z
[
(2r′ − b0)a+l

e(Ω
∗+Ω)(2r′−b0)x+1

]
g
(al)
0 (r, p) = h0e

+ 2i
ℏ {p(r−b0)}

(
1

2

)z+1 ∫
du′ (u′ + b0)

z
[
u′a+le(Ω

∗+Ω)u′x+1
]

g
(al)
0 (q, p) = h0e

+ 2i
ℏ {p(r−b0)}

(
1

2

)z+1 z∑
j=0

(
z
j

)
bz−j0

∫ 2r−b0

−b0
du′
[
u′a+l+je(Ω

∗+Ω)u′x+1
]

Reunindo os resultados acima as funções de Wigner podem ser escritas como

f (n)
w (r, p) =

n∑
q,s=0

H(n)
q,s h0

(
1

2

)z+1 z∑
j=0

(
z
j

)
bz−j0 e+

2i
ℏ [p(r−b0)]

∫ 2r−b0

−b0
du′
[
u′a+l+je(Ω

∗+Ω)u′x+1
]

≡ K(r)e[+
2i
ℏ p(r−b0)] (B.22)

onde definimos de maneira auxiliar uma função exclusiva de r dada por K(r) de maneira
a facilitar o desenvolvimento dos resultados.
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Por meio delas temos que a função densidade de probabilidade fica

ρ(r) =

∫ +π

−π
fw(r, p)dp =

∫ +π

−π
K(r)e+

2i
ℏ [p(r−b0)]dp =

[
K(r)e+

2i
ℏ [p(r−b0)]

+2i
ℏ (r − b0)

]+π

−π

= K(r)

[
sin
(
2
ℏ [π (r − b0)]

)
2
ℏ (r − b0)

]

=
n∑

q,s=0

H(n)
q,s h0

(
1

2

)z+1 z∑
j=0

(
z
j

)
bz−j0

∫ 2r−b0

−b0
du′
[
u′a+l+je2(Ωu′x+1)

] [sin (2ℏ [π (r − b0)])
2
ℏ (r − b0)

]
(B.23)

A constante de normalização é notada por N (n) e definida por

1 ≡ N (n)

∫ ∞
0

ρ(r)dr = N (n)

∫ ∞
0

[
K(r) sin

(
2
ℏπ(r − b0)

)
2
ℏ(r − b0)

]
dr = N (n)K(b0)

(
N (n)

)−1 ≡ K(b0) =
n∑

q,s=0

H(n)
q,s h0

(
1

2

)z+1 z∑
j=0

(
z
j

)
bz−j0

∫ +b0

−b0
du′
[
u′a+l+je2(Ωu′x+1)

]
(B.24)

Nas seções a seguir, B.2.1, B.2.2 e B.2.3, apresentaremos as funções de Wigner e as
densidades de probabilidade por nós obtidas para os casos de interesse: a part́ıcula de
Dirac livre, a part́ıcula de Dirac sujeita a um potencial do tipo−A

Q
e o oscilador harmônico

de Dirac.

B.2.1 Part́ıcula Livre.

No caso da part́ıcula de Dirac livre temos

g
(−n−αkn,−n−αkn)
0 =

(π
2

)
e+

2i
ℏ {p(r−b0)}

2∑
j=0

(
2
j

)
b2−j0

∫ 2r−b0

−b0
du′u′j−2(n+αkn)

=
(π
2

)
e+

2i
ℏ {p(r−b0)}

2∑
j=0

(
2
j

)
b2−j0

[
(2r − b0)j+1−2(n+αkn) − (−b0)j+1−2(n+αkn)

j + 1− 2(n+ αkn)

]
(
N (n)

)−1 ≡ 1∑
j=0

[
2(b0)

3−2(n+αkn)

2j + 1− 2(n+ αkn)

]
(B.25)

e como consequência a função de Wigner é dada por

f (n)
w (r, p) =

e+
2i
ℏ {p(r−b0)}

∑2
j=0

(
2
j

)
b2−j0

[
(2r−b0)j+1−2(n+αkn)−(−b0)j+1−2(n+αkn)

2(n+αkn)+j+1

]
∑1

j=0

[
2(b0)3−2(n+αkn)

2j+1−2(n+αkn)

]
(B.26)
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Então segue que a função densidade de probabilidade é

ρ(r) =

∑2
j=0

(
2
j

)
b2−j0

[
(2r−b0)j+1−2(n+αkn)

j+1−2(n+αkn)
− (−b0)j+1−2(n+αkn)

j+1−2(n+αkn)

] [
sin( 2

ℏ [π(r−b0)])
2
ℏ (r−b0)

]
∑1

j=0

[
2(b0)3−2(n+αkn)

2j+1−2(n+αkn)

]
(B.27)

B.2.2 Sob um potencial do tipo −A
Q

externo.

Neste caso, definindo Ω ≡ mA1−iEA2

a
temos

g
−(q+2αan),−(s+2αan)
0 =

(π
2

)
e+

2i
ℏ {p(r−b0)}

2∑
j=0

(
2
j

)
b2−j0

∫ 2r−b0

−b0
du′
[
u′j−(q+s+2αan)e2Ωu′

]
N (n) ≡ 1(

π
2

)∑n
q,s=0 S

(n)
q,s

∑2
j=0

(
2
j

)
b2−j0

∫ +b0
−b0 du

′ [u′j−(q+s+2αan)e2Ωu′ ]

(B.28)

e sabendo que

⇒
∫ 2r−b0

−b0
uweΩudu =

w∑
x=1

(−1)x−1

Ωx

x−1∏
l=0

[(1− δl,0)w − l + 1]
[
uw−x+1eΩu

]2r−b0
−b0

+

+
(−1)x

Ωx

w−1∏
l=0

[(1− δl,0)w − l + 1]

[
eΩu

Ω

]2r−b0
−b0

(B.29)

temos como consequência a função de Wigner é dada por

f (n)
w (r, p) = N (n)

(π
2

) n∑
q,s=0

S(n)
q,s e

+ 2i
ℏ {p(r−b0)}

2∑
j=0

(
2
j

)
b2−j0


j−(q+s+2αan)∑

x=1

(−1)x−1

(2Ω)x∏x−1
l=0 [(1− δl,0) [j − (q + s+ 2αan)]− l + 1]

[
u[j−(q+s+2αan)]−x+1e2Ωu

]2r−b0
−b0

+

+
(−1)x

(2Ω)x

j−(q+s+2αan)−1∏
l=0

[(1− δl,0) [j − (q + s+ 2αan)]− l + 1]

[
e2Ωu

Ω

]2r−b0
−b0


(B.30)
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sendo o correspondente densidade de probabilidade dada por

ρ(r) = N (n)
(π
2

) n∑
q,s=0

S(n)
q,s

2∑
j=0

(
2
j

)
b2−j0

[
sin
(
2
ℏ [π (r − b0)]

)
2
ℏ (r − b0)

]
j−(q+s+2αan)∑

x=1

(−1)x−1

(2Ω)x∏x−1
l=0 [(1− δl,0) [j − (q + s+ 2αan)]− l + 1]

[
u[j−(q+s+2αan)]−x+1e2Ωu

]2r−b0
−b0

+

+
(−1)x

(2Ω)x

j−(q+s+2αan)−1∏
l=0

[(1− δl,0) [j − (q + s+ 2αan)]− l + 1]

[
e2Ωu

Ω

]2r−b0
−b0


(B.31)

B.2.3 Oscilador Harmônico de Dirac.

No caso do Oscilador Harmônico de Dirac, com Ω =
mω2

0(σ⃗·η̂)
2

, temos

g
(al)
0 (q, p) =

(π
2

)
e+

2i
ℏ {p(r−b0)}

2∑
j=0

(
2
j

)
b2−j0

∫ 2r−b0

−b0
du′
[
u′2n−2(q+s)−2αkn+je2(Ωu′2)

]
(
N (n)

)−1 ≡
(π
2

) n∑
q,s=0

H(n)
q,s

2∑
j=0

(
2
j

)
b2−j0


n−(q+s)−αkn+ j

2∑
x=1

(−1)x−1

(2Ω)x∏x−1
l=0 [(1− δl,0) [2n− 2(q + s)− 2αkn + j]− 2l + 1]

[
u[2n−2(q+s)−2αkn+j]−2x+1eΩu2

]2r−b0
−b0

+

+
(−1)x

(2Ω)x

v−1∏
l=0

[(1− δl,0) [2n− 2(q + s)− 2αkn + j]− 2l + 1]

√√√√[πeΩu2

Ω

]2(2r−b0)2
2b20

×
×

(
1− δ2n−2(q+s)−2αkn+j,0

)
+ δ2n−2(q+s)−2αkn+j,0

√√√√[πeΩu2

Ω

]2(2r−b0)2
2b20

 (B.32)

E usando que

⇒
∫ 2r−b0

−b0
uweΩu2

du = (1− δw,0)

w
2∑

x=1

(−1)x−1

(2Ω)x

x−1∏
l=0

[(1− δl,0)w − 2l + 1]
[
uw−2x+1eΩu2

]2r−b0
−b0

+

+

{
(1− δw,0)

(−1)x

(2Ω)x

v−1∏
l=0

[(1− δl,0)w − 2l + 1] + δw,0

}√√√√[πeΩu2

Ω

]2(2r−b0)2
2b20

(B.33)
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obtemos que a função de Wigner é

f (n)
w (r, p) = N (n)

(π
2

) n∑
q,s=0

S(n)
q,s e

+ 2i
ℏ {p(r−b0)}

2∑
j=0

(
2
j

)
b2−j0


n−(q+s)−αkn+ j

2∑
x=1

(−1)x−1

(2Ω)x∏x−1
l=0 [(1− δl,0) [2n− 2(q + s)− 2αkn + j]− 2l + 1]

[
u[2n−2(q+s)−2αkn+j]−2x+1eΩu2

]2r−b0
−b0

+

+
(−1)x

(2Ω)x

v−1∏
l=0

[(1− δl,0) [2n− 2(q + s)− 2αkn + j]− 2l + 1]

√√√√[πeΩu2

Ω

]2(2r−b0)2
2b20

×
×

(
1− δ2n−2(q+s)−2αkn+j,0

)
+ δ2n−2(q+s)−2αkn+j,0

√√√√[πeΩu2

Ω

]2(2r−b0)2
2b20

 (B.34)

e que a correspondente função densidade de probabilidade é

ρ(r) = N (n)
(π
2

) n∑
q,s=0

S(n)
q,s

2∑
j=0

(
2
j

)
b2−j0

[
sin
(
2
ℏ [π (r − b0)]

)
2
ℏ (r − b0)

]
n−(q+s)−αkn+ j

2∑
x=1

(−1)x−1

(2Ω)x∏x−1
l=0 [(1− δl,0) [2n− 2(q + s)− 2αkn + j]− 2l + 1]

[
u[2n−2(q+s)−2αkn+j]−2x+1eΩu2

]2r−b0
−b0

+

+
(−1)x

(2Ω)x

v−1∏
l=0

[(1− δl,0) [2n− 2(q + s)− 2αkn + j]− 2l + 1]

√√√√[πeΩu2

Ω

]2(2r−b0)2
2b20

(B.35)





REFERÊNCIAS
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