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Resumo

Os mésons pesados desempenham um papel importante na compreensão da matéria
fortemente interagente. Espera-se que os quarkonia (como os charmonia e bottomonia)
que sobreviveram à fase plasma de quarks e glúons sofram colisões com outras partículas
que compõem a matéria hadrônica. Neste trabalho, apresentamos um estudo sobre as
interações do méson ϒ com um meio hadrônico. As interações méson-méson são descritas
por uma lagrangiana efetiva que se baseia numa teoria de perturbação quiral estendida
para a simetria SU(4), que permitem obter as amplitudes de canais acopladas unitarizadas
projetadas em onda-s. A simetria é explicitamente quebrada para SU(3) por supressão
das interações conduzidas por mésons constituído por quark b. Calculamos as seções
de choque para espalhamento por mésons pseudo-escalares e vetoriais, bem como seus
processos inversos. Mantendo a validade desta abordagem atual na faixa de baixa energia
CM, os canais mais relevantes são avaliados.

Palavras-chave: Interações mésons-mésons, teoria de perturbação quiral, mésons
constituídos por quark b.





Abstract

Heavy mesons play an important role to understand the properties of strongly inte-
racting matter. Quarkonia that survived after the quark-gluon plasma phase are expected
to collide with other particles that constitute hadronic matter. In this work, we present
a study on the interactions of the ϒ meson with a hadronic medium. The meson-meson
interactions are described by an effective Lagrangian that is based on SU(4) symmetry,
within the framework of unitarized coupled channels projected onto s-waves. The sym-
metry is explicitly broken to SU(3) by suppression of the interactions driven by bottomed
mesons. We calculate the cross sections for ϒ scattering by light pseudoscalar and vector
mesons, as well as their inverse processes. The most relevant channels are evaluated and
a comparison of the findings with existing literature is performed.

Keywords: Meson-meson interactions, chiral perturbation theory, quark b mesons.
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Capítulo 1

Introdução

Experimentos recentes de colisão de íons pesados (LHC, FAIR ou NICA [1, 2]) gera-
ram uma era próspera na física de partículas e nuclear. Medições que pareciam difíceis
de serem realizadas duas ou três décadas atrás agora podem ser feitas com precisão sem
precedentes. Entre eles, provou-se que aqueles relacionados a hádrons pesados desem-
penham um papel essencial. Esses estados são de particular interesse, pois carregam
quarks pesados produzidos por glúons nos estágios iniciais das colisões. Percebendo que
o meio hadrônico não é quente o suficiente para excitar os pares de quarks pesados, os
hádrons pesados são objetos relevantes para entender a evolução da matéria partônica, em
contraste com os hádrons leves, que podem ser produzidos no meio térmico em estágios
posteriores.

Assim sendo, os hádrons pesados demonstram ter um papel pertinente para analisar as
propriedades da fase de plasma de quarks e glúons (QGP) produzida na colisão. Durante a
fase QGP sugeriu-se a supressão da multiplicidade dos quarkonia 1 devido ao mecanismo
de blindagem da interação cc̄ [3]. Vários trabalhos na literatura evidenciaram a supressão
de quarkonium nos experimentos [4–6] De fato, experimentos de alta energia realizados
no LHC, envolvendo a produção desse estado, confirmaram o quanto a QGP é complexa
e rica em informações [7].

Outros mecanismos também foram propostos para explicar a diminuição da multipli-
cidade de quarkonia. Um delas se baseia no fato de que os quarkonia que sobreviveram
à QGP, tendem a interagir com outras partículas que também foram geradas no meio.
Sendo assim, as interações inelásticas dos quarkonia com o meio hadrônico circundante

1Estado ligado de um quark pesado Q e o seu respectivo anti-quark pesado Q̄, no caso, cc̄ para o char-
monium e bb̄ para o bottomonium, sendo J/ψ e ϒ seus estados fundamentais, respectivamente.
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formado, gerado após o resfriamento da QGP, pode ter significância na análise da abun-
dância dos quarkonia [8–11].

Nesse sentido, uma grande quantidade de esforço foi dedicada para estimar as intera-
ções de charmonia com hádrons leves (envolvendo principalmente mésons π e ρ) usando
diferentes abordagens [10–13]. A maioria dessas análises explora as reações J/ψπ com
resultados razoáveis e pode ser classificada do seguinte modo: interações baseadas em
lagrangianas efetivas [10, 11] e estrutura de modelo de quarks constituinte [12, 13].

Em contraposto ao charmonium J/ψ, interações envolvendo o bottomonium ϒ com
um meio hadrônico, é um tema pouco explorado na literatura. Dessa forma acreditamos
que ainda há espaço suficiente para outras contribuições sobre esse assunto. Dentre os
trabalhos que abrangem os bottomonia, a maioria utiliza uma abordagem de lagrangiana
quiral com simetria SU(4), porém para a obtenção das seções de choque, fazem uso de
fatores de forma que são dependentes dos valores de corte [14].

Nesta dissertação, contribuiremos em cálculos sobre as interações de ϒ com um meio
hadrônico circundante. Consideramos o meio composto pelos mésons pseudoscalares e os
vetoriais mais leves, com o objetivo de calcular as seções de choque para o espalhamento
de ϒX e seus processos inversos, em que X representa os mesons pseudoscalares (π, K e
η) e mésons vetoriais (ρ, K∗ e ω), a partir da abordagem de amplitudes de canal acoplado
unitarizadas projetadas em onda-s [10, 15–18], analisando a magnitude das seções de
choque unitarizadas dos diferentes canais.

Este trabalho está estruturado da seguinte maneira: No capítulo 2, faremos um breve
resumo sobre o Modelo Padrão da física de partículas. No capítulo 3 apresentaremos a
Teoria de Campos Efetivas, a fim de descrever a lagrangiana efetiva em teoria de pertu-
bação quiral, com a simetria apropriada. No capítulo 4 discutiremos o formalismo para
o método de unitarização juntamente com os resultados, apresentados na seção 4.5 para
a interação do bottomonium ϒ com o meio hadronico. Resumimos as conclusões e pers-
pectivas futuras no capítulo 5 . Algumas tabelas e cáculos relevantes são apresentados
nos Apêndices A, B, C e D .



Capítulo 2

O Modelo Padrão da física de partículas

O Modelo Padrão da física de partículas, foi construído a partir de um conjunto de
ideias teóricas no intuito de explicar como os blocos básicos da matéria interagem com
a presença das forças fundamentais conhecidas até o momento, não incluindo a interação
gravitacional. O modelo busca descrever os constituintes fundamentais da natureza, in-
cluindo as partículas elementares e suas interações, que são descritas pela troca de bósons
mediadores das interações, comprovando os dados experimentais atuais [19].

Neste capítulo discutiremos sobre as partículas elementares (quarks e léptons) junta-
mente com seus mediadores das interações na seção 2.1 e, na seção 2.2 iremos apresentar
uma estrutura constituída por quarks, no caso, os hádrons, com foco em bottomonium que
será o interesse principal desta dissertação.

2.1 As partículas elementares e suas interações

O Modelo Padrão da física de partículas é o principal modelo teórico capaz de descre-
ver as leis da natureza abrangendo os constituintes fundamentais do universo, as partículas
elementares, e suas interações, são elas: as interações forte, fraca e eletromagnética. A
figura (2.1) demonstra as interações entre as partículas fundamentais no Modelo Padrão.
Toda matéria é composta por espécies de partículas elementares; os férmions, compostos
por seis léptons e seis quarks; os bósons, que são chamadas de partículas mediadoras. Es-
tas partículas interagem entre si através das quatro interações fundamentais da natureza,
onde, cada interação é dada por uma teoria física e mediada pela troca de partículas medi-
doras, e para cada tipo de quark e lépton existem suas respectivas antipartículas [20–22].
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Este esquema pode ser visto na Figura (2.2)

Figura 2.1: Interação das partículas elementares no modelo padrão

Fonte: [23]

Figura 2.2: Modelo Padrão da física de partículas

Fonte: [24]
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2.1.1 Os quarks

Os números quânticos capazes de distinguir os tipos de quarks conhecidos são cha-
mados números quânticos de sabor, sendo eles: up (u), down (d), strange (s), charm (c),
bottom (b) e top (t), classificados do mais leve ao mais pesado, respectivamente. Estas
partículas possuem suas respectivas antipartículas definidas por ū, d̄, s̄, c̄, b̄ e t̄.

Considerando os quarks e antiquarks em um sistema físico é possível definir os nú-
meros quânticos Nu, Nd , S (estranheza), B (beleza), C (charme) e T (top), associados aos
seis sabores de quarks, onde denotamos que q e q̄ refere-se aos quarks e antiquarks leves
(u, ū, d, d̄, s e s̄); Q e Q̄ refere-se aos quarks e antiquarks pesados (b, b̄, c, c̄, t e t̄); e, N(q)

e N(q̄) é referente aos numeros de quarks e antiquarks. Sendo assim, temos,

Nu = N(u)−N(ū); (2.1)

Nd = N(d)−N(d̄); (2.2)

S≡−Ns ≡−[N(s)−N(s̄)]; (2.3)

B≡−Nb ≡−[N(b)−N(b̄)]; (2.4)

C ≡Nc ≡ [N(c)−N(c̄)]; (2.5)

T ≡Nt ≡ [N(t]−N(t̄)]. (2.6)

As cargas elétricas dos quarks podem ser definidas a partir dos sabores obtidos pelas
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Equações (2.1) a (2.5), então,

Qel =
2
3
[Nu +Nc +Nt ]−

1
3
[Nd +Ns +Nb]

=
2
3
[Nu +C+T ]− 1

3
[Nd−S−B]. (2.7)

Os números quânticos internos, assim chamados por não estarem associados com mo-
vimento ou com as propriedades espaciais das funções de estado, são conservados na
interação forte e, seus valores correspondem as partículas dos quarks, assim como seus
valores opostos correspondem aos valores das antipartículas.

Nos primórdios dos estudos da física notou-se que a força nuclear não depende da
carga e, que prótons e nêutrons são similares, nas circuntâncias dadas pela interação nu-
clear forte, seus potenciais de interação são aproximadamentes os mesmos 1, portanto,
atualmente consideramos que prótons e nêutrons são estados de uma entidade comum,
denominada núcleon, definido por uma simetria chamada isospin forte I. Tal simetria
pode ser aplicada aos quarks, que compõem os prótons e nêutrons, u e d. Logo, podemos
definir I por:

I ≡ (I3)max, (2.8)

onde I3, a terceira componente do isospin é dada por:

I3 =
1
2
[Nu−Nd], (2.9)

Nu e Nd foram definidos pelas Equações (2.1) e (2.2) respectivamente.

Os quarks podem ser divididos em três famílias denotadas por (u, d), (c, s), (t, b),

1Considerando na idealidade, desconsiderando a carga do próton, Heisenberg [25] notou que não é
possível distinguir prótons e nêutrons do ponto de vista da interação forte
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onde os quarks u, c e t possuem carga +2
3 e os quarks d, s e b possuem carga −1

3 , seus
respectivos antiquarks possuem carga de mesmo valor, porém de sinais opostos.

Por fim, podemos definir todas as informações referentes aos quarks na tabela 2.1.

Tabela 2.1: Números Quânticos dos Quarks.

Nome Símbolo Massa Q I B S C B̃ T

Down d md ≈ 4,8 MeV -1/3 1/2 1/3 0 0 0 0
Up u mu ≈ 2,4 MeV +2/3 1/2 1/3 0 0 0 0

Strange s ms ≈ 104 GeV -1/3 0 1/3 -1 0 0 0
Charmed c mc ≈ 1,27 MeV +2/3 0 1/3 0 1 0 0
Bottom b mb ≈ 4,2 GeV -1/3 0 1/3 0 0 -1 0

Top t mt ≈ 172 Gev +2/3 0 1/3 0 0 0 1

Fonte: [22]

2.1.2 Os léptons

Os léptons são divididos em três famílias (gerações), são eles: a primeira geração é
representada pelo elétron, e−, e seu neutrino νe; o múon, µ−, e seu neutrino νµ represen-
tam a segunda geração, por fim, a terceira geração é dada pelo tau, τ, e seu neutrino ντ. O
elétron, o múon e o tau possuem carga−1, seus respectivos neutrinos possuem carga nula,
além disso, cada família de lépton possuem suas respectivas antipartículas, o anti-elétron
(pósitron), e+; o antimúon, µ+; e o antitau, τ+, com carga elétrica +1, suas respectivas
antipartículas, ν̄e; ν̄µ e; ν̄τ, possuem carga nula.

Os léptons carregados interagem através da força eletromagnética e força fraca, os
léptons neutros são observados por interação fraca, tornando sua detecção com nível de
dificuldade elevado. Estes léptons podem ser classificados com base em suas cargas elé-
tricas, Qel , e seus números quânticos, conhecidos por números leptônicos, são eles, o
número eletrônico, Le; o número muônico, Lµ; e o número tauônico, Lτ. O número ele-
trônico é definido, para qualquer estado, por
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Le ≡ [N(e−)−N(e+)]+ [N(νe)−N(ν̄e)], (2.10)

onde N(e−), N(e+), N(νe), N(ν̄e) são, respectivamente, o número de elétrons, o número
de pósitrons, o número de neutrinos do elétron e o número de antineutrinos do elétron.
Para estados de uma única partícula temos, Le = 1 para N(e−) e N(νe); Le = −1 para
N(e+) e N(e+) e, Le = 0 para todas as outras partículas.

Para definir o número muônico e tauônico, temos,

Lµ ≡ [N(µ−)−N(µ+)]+ [N(νµ)−N(ν̄µ)], (2.11)

e

Lτ ≡ [N(τ−)−N(τ+)]+ [N(ντ)−N(ν̄τ)]. (2.12)

Tratando-se quarks e léptons sabe-se que cada nova geração tende a ser mais pesada
que as anteriores, assim, toda matéria visível no planeta é constituída a partir da primeira
geração, partículas estáveis, de partículas de matéria (quarks up, quarks down e elétrons),
pois todas as partículas de segunda e terceira gerações são instáveis e acabam por decair
tornando-se partículas de primeira geração.

2.1.3 Os mediadores das interações e o Bóson de Higgs

As interações fundamentais são mediadas pelos bósons, que são: os fótons, γ (para
a força eletromagnética), onde este não contém massa e possui spin 1; W± e Z (para as
interações fracas), partículas massivas de spin 1; os glúons, g (para as interações fortes),
onde este também não possui massa e possui spin 1; e, os grávitons, G (para a interação
gravitacional), que ainda são hipotéticos mas teriam spin 2. Estes quatro grupos consti-
tuem os bósons de calibre. Além destes, existe ainda o bóson de Higgs (H0), um bóson
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escalar de spin 0 responsável por atribuir massa às demais partículas do modelo.

Para cada interação fundamental existe um tipo de carga. A carga da interação forte
(escala subatômica), conhecida por carga de cor, existe em três tipos: vermelha, verde e
azul. Os quarks são os únicos férmions a participarem da interação forte pois carregam
carga de cor. Os férmions, possuem isospin fraco e interagem por força nuclear fraca (es-
cala subatômica). O elétron, o múon, o tau e os quarks possuem carga eletrica e interagem
eletromagneticamente (longo alcance) entre si. Os neutrinos não carga de cor ou elétrica,
logo, interagem via força nuclear fraca.

Os Hádrons, estados ligados de quarks, interagem por força nuclear forte que podem
ser classificados em mésons (estados ligados de um par quark-antiquark) e bárions (esta-
dos ligados de três quarks ou três antiquarks) e, são chamadas partículas "sem cor"ou de
cor branca. Na proxima seção iremos tratar mais afundo sobre a estrutura hadrônica.

2.2 Os Hádrons

Os hádrons, interpretados incialmente por Gell-Mann e Zweig, por volta dos anos
60, foram classificados por um número menor de partículas constituintes, denominadas
quarks. Dentro desta estrutura foram definidos os bárions, estados ligados de três quarks,
que são partículas de spin semi inteiro (1/2 ou 3/2); os antibárions, suas antipartículas; e
os mésons formados por um par quark-antiquark. Os quarks se combinam formando os
hádrons, partículas sem cor (cor branca) e de carga elétrica nula.

Tratando-se dos mésons qq̄, como dito anteriormente, suas antipartículas, no caso,
os antiquarks, possuem cores correspondentes ás suas partículas, os quarks. No caso dos
bárions, os três quarks possuem cores diferentes, com isso eles possuem funções de estado
antissimétrica no espaço das cores. Nas duas situações o resultado é um objeto incolor,
ou seja, de cor global neutra.

Os hádrons mais bem estabelecidos no Modelo Padrão são os bárions e mésons. O
próton p e o nêutron n são bárions constituídos por quarks uud e udd, assim como suas
respectivas anti partículas, o antipróton, p̄, e o antinêutron, n̄, que são compostos pelos
antiquarks ūūd̄ e ūd̄d̄, respectivamente. Quanto aos píons π+ e π− são mésons compostos
pelos pares de quark-antiquark ud̄ e ūd, respectivamente.
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Os mésons K, ou mésons estranhos, são constituídos por um quark s e um antiquark
ou, um antiquark s̄ e um quark mais leve; os mésons D, conhecidos por mésons char-
mosos, são cosntituídos por um quark c e um antiquark, ou um antiquark c̄ e um quark
leve. Por fim, os mésons B, mésons bottom, contém um quark b e um antiquark ou um
antiquark b̄ e um quark leve.

Os mésons podem ser rotulados pelos seus número quânticos, que são definidos por
IG(JPC), onde I é a projeção do isospin; J é o momento angular total (J = L+ S); P é a
P-paridade (P = (−1)L+1); C é a conjugação de carga (C = (−1)L+S); e G é a G-paridade
(G = (−1)L+S+I). De forma mais clara, temos nas Tabelas (2.2) e (2.3) alguns mésons
convencionais com o conteúdo de seus quarks de valência, suas massas aproximadas e os
números quânticos J, P e C.
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Tabela 2.2: Algumas propriedades dos mésons pseudoescalares.

Nome da partícula Símbolo Conteúdo Massa de repouso IG JPC

quarkiônico (MeV)

Píon π+ ud 139.571 1− 0−

π− du 139.571 1− 0−

π0 uu ou dd 134.977 1− 0−+

Káon K+ us 493.677 1/2 0−

K− su 493.677 1/2 0−

K0 ds 497.611 1/2 0−

Méson D D+ cd 1869.65 1/2 0−

D− dc 1869.65 1/2 0−

D0 cu 1864.83 1/2 0−

Méson D estranho D+
s cs 1968.34 0 0−

D−s sc 1968.34 0 0−

Méson eta-c ηc cc 2983.9 0+ 0−+

Méson B B+ ub 5279.32 1/2 0−

B− bu 5279.32 1/2 0−

B0 db 5279.63 1/2 0−

Méson B estranho B0
s sb 5366.89 0 0−

Méson B charmoso B+
c cb 6274.9 0 0−

B−c bc 6274.9 0 0−

Méson eta-b ηb bb 9399.0 0+ 0−+

Fonte: [26]
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Tabela 2.3: Algumas propriedades dos mésons vetoriais.

Nome da partícula Símbolo Conteúdo Massa de repouso IG JPC

quarkiônico (MeV)

Méson rho carregado ρ+ ud 775.26 1+ 1−−

ρ− du 775.26 1+ 1−−

Méson rho neutro ρ0 uu ou dd 775.49† 1+ 1−−

Méson ômega ω uu ou dd 782.65 0− 1−−

Káon K∗+ us 891.76 1/2 1−

K∗− su 891.76 1/2 1−

K∗0 su 895.55 1/2 1−

Méson phi φ ss 1019.461 0− 1−−

Méson D D∗+ cd 2010.26 1/2 1−

D∗− dc 2010.26 1/2 1−

D∗0 cu 2006.85 1/2 1−

Méson D estranho D∗+s cs 2112.2 0 1−

D∗−s sc 2112.2 0 1−

J/Psi J/ψ cc 3096.900 0− 1−−

Méson B B∗+ ub 5324.65 1/2 1−

B∗− bu 5324.65 1/2 1−

B∗0 db 5325.2†† 1/2 1−

Méson B estranho B∗0s sb 5415.4 0 1−

Méson B charmoso B∗+c cb – 0 1−

B∗−c bc – 0 1−

Méson upsilon ϒ bb 9460.30 0− 1−−

Fonte: [26], † [27], †† [28]

Como mostrado na tabela 2.1, os quarks podem ser agrupados em quarks leves (u,
d e s) e os quarks pesados (c, t e b), no qual um estado mesônico é constituído por um
quark pesado e seu correspondente antiquark pesado denominado de quarkonium, que
por sua vez pode ser dividido em charmonium e bottomonium. O "toponium"é um estado
impossível de ocorrer pois não sofre hadronização, pois, o tempo de vida do quark top é
inferior ao tempo necessário para que haja recombinação. Em nossos estudos, apenas o
bottomonium é de interesse.
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Dentre os mésons listados na tabela 2.3, um deles chama a atenção por ser constituído
de um quark e seu correspondente antiquark de mesmo sabor, o ϒ (bb̄). O bottomonium
é constituido por um estado ligado de um bottom e um anti bottom (bb̄), cujo estado
fundamental é o ϒ. A primeira constatação do ϒ se deu no ano de 1977 no ATLAS no
LHC [29], o número de propriedades do bottomonium é bem descrito pelo modelo de
quarks. Na tabela 2.4 estão apresentados alguns estados possíveis.

Tabela 2.4: Família de bottomonium

Méson Quark Constituinte Massa (MeV)) JPC

ϒ(1S) b̄b 9460 1−−

ϒ(2S) b̄b 10023 1−−

ϒ(3S) b̄b 10355 1−−

ϒ(4S) b̄b 10579 1−−

ϒ(5S) b̄b 10876 1−−

hb(1P) b̄b 9899 1+−

hb(2P) b̄b 10259 1+−

Fonte: [20]

O objetivo desta dissertação é baseado na interação do estado fundamental do bot-
tomonium, ou seja, o ϒ com o meio hadronico, para tal, iremos apresentar no próximo
capítulo o substrato matemático necessário.
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Capítulo 3

Teorias de campos efetivas

Uma teoria de campos efetiva se baseia numa aproximação de baixa energia de uma
teoria mais fundamental, onde esta aproximação é válida para as energias consideradas
pequenas quando comparadas com alguma escala. Normalmente a maioria dos sistemas
possuem várias escalas características, mas podemos considerar uma escala de cada vez.
Portanto, uma teoria de campos efetiva tem como princípio que não é preciso conhecer
detalhes da teoria fundamental a energias elevadas se o objetivo é encontrar uma descrição
útil da física no domínio de energia de interesse [30].

As teorias de campos efetivas devem acatar as simetrias da teoria fundamental e, si-
multaneamente, definir outras simetrias indispensáveis na construção da teoria física de
interesse, na escala de energia do sistema físico investigado, sendo assim, dependendo da
escala típica do sistema e das energias trocadas pelos graus de liberdades dinâmicos, si-
metrias indispensáveis, que não são simetrias da teoria fundamental, podem surgir. Neste
trabalho, o interesse é voltado para a dinâmica dos mésons contendo quarks b e, além da
simetria quiral, as simetrias de spin e de sabor dos quarks pesados devem ser incluídas a
fim de construir uma teoria consistente com a física que queremos tratar [31, 32]

A fim de elaborar uma teoria de campo consistente no setor dos mésons pesados ire-
mos explanar neste capítulo as ideias teóricas básicas para o estudo dos hádrons pesados,
começando, na seção 3.1, discutindo a teoria cromodinâmica quântica (QCD - Quantum
Chromo Dynamics) descrevendo a dinâmica dos quarks e glúons, constituintes fundamen-
tais dos hádrons.
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3.1 A Cromodinâmica Quântica em Baixas Energias

A teoria quântica de campos, denominada de cromodinâmica quântica (QCD) é tida
como a teoria fundamental das interações fortes. Por conta da liberdade assintótica a
teoria de perturbações pode ser aplicada a distâncias curtas e, suas presunções resultantes
do uso da técnica de perturbação explicaram fenômenos com grandes transferências de
momento [33]. Apesar disso, no domínio de baixas energias, ocorre o confinamento de
cor dos graus de liberdade fundamentais da QCD, ou seja, o confinamento dos quarks
e dos glúons, tornando difícil realizar uma análise completa da dinâmica da QCD em
termos dos graus de liberdade fundamentais.

Devido à dificuldade, alternativas foram propostas para tentar analisar os estados as-
sintóticos hadrônicos viabilizando o surgimento de possibilidades no cenário não pertur-
bativo da teoria. Por exemplo, o método proposto por Shifman, Vainshtein e Zakharov
que consiste no cálculo de funções de correlação de operadores locais onde cada operador
é construído usando campos de quarks e/ou glúons, a fim de obter os mesmos números
quânticos do hádron que representam. Este método é baseado no princípio de dualidade,
que define que um hádron pode ser descrito de forma equivalente em termos de graus de
liberdade da QCD ou em termos de graus de liberdade fenomenológicos, dependendo do
caso [34]. O método da QCD na rede (LQCD - Lattice QCD), possui a ideia de formular
a QCD em uma rede de pontos no espaço e no tempo, ou seja, quando o tamanho da
rede é infinitamente grande e seus pontos infinitesimalmente próximos uns dos outros,
recupera-se a QCD no espaço e tempo contínuos [30–34].

Outro método de presunção das propriedades dos hádrons é o questionamento através
das teorias de campos efetivas, pois essas teorias devem respeitar as simetrias da teoria
fundamental e determinar outras simetrias que sejam indispensáveis para construção da
teoria física de interesse no limite de energia do sistema físico investigado [30, 35], que é
a opção que iremos explorar neste trabalho.

Em caso de energias baixas, uma simplificação da dinâmica da interação forte é rea-
lizada, onde abaixo da região de ressonância (E < 1 GeV), o espectro hadrônico contém
apenas um octeto de partículas pseudoscalares muito leves (π, η e K), cujas interações
podem ser entendidas com considerações de simetria global. Com o uso de simetria glo-
bal ocorreu o desenvolvimento de um poderoso arsenal teórico, a Teoria de Perturbação
Quiral (ChPT - Chiral Perturbation Theory), proposta por Weinberg [36] e elaborada por
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Gasser e Leutwyler [37], a fim de analisar as implicações em baixas energias das simetrias
da QCD [21, 32, 33].

3.2 Simetria Quiral

Analisando as propriedades da QCD em baixas energias para os quarks leves e consi-
derando o limite de massa nula (limite quiral) m1→ 0 para os quarks u, d e s é possível
reescrever a Lagrangiana da QCD como:

L0
QCD =

3

∑
c,c′=1

4

∑
α,α′=1

∑
l=u,d,s

q̄α,l,cγ
µ
α,α′D

cc′
µ qα′,l,c′−

1
4

GaµνGµν
a

= ∑
l=u,d,s

q̄liγµDµqt−
1
4

GaµνGµν
a . (3.1)

onde, Gµν é o quadrado do tensor de calibre não-abeliano, Com PR = 1+γ5
2 e PL = 1−γ5

2

sendo os os operadores de projeção right e left, respectivamente, obtemos os férmions
quirais

qRl = PRqt , qLl = PLql. (3.2)

Sendo assim, a lagrangiana no limite quiral é dada por

L0
QCD =

3

∑
c,c′=1

4

∑
α,α′=1

∑
l=u,d,s

(iq̄R,α,l,cγ
µ
α,α′D

cc′
µ qR,α′,l,c′+ iq̄L,α,l,cγ

µ
α,α′D

cc′
µ qL,α′,l,c′)

− 1
4

Ga
µνGµν

a

= ∑
l=u,d,s

(q̄R,li��DqR,l + q̄L,li��DqL,l)−
1
4

Ga
µνGµν

a . (3.3)
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Sabe-se que L0
QCD é invariante mediante as transformações de simetria quiral por conta

da independência de sabor da derivada covariante. Logo, G = SU(N f )L× SU(N f )R dos
quarks left e right no espaço de sabores

qL
G−→ gLqL = exp

−i
N2

f−1

∑
a=1

ΘLa
λa

2

qL

qR
G−→ gRqR = exp

−i
N2

f−1

∑
a=1

ΘRa
λa

2

qR, (3.4)

onde a letra q denota os quarks de sabores leves (u,des) e os seus espinores de Dirac
respectivos e, gL ∈ SU(N f )L e gR ∈ SU(N f )R. É possível observar que as matrizes de
Gell-Mann, λa, atuam no espaço dos sabores.

A partir deste momento iremos nos referir á invariância de L0
QCD em SU(N f )L ×

SU(N f )R, quando N f = 2 ou 3, como simetrial quiral.

As correntes de Noether, considerando N f = 3, associadas ao grupo quiral G são

Jµ
La = q̄Lγ

µ λa

2
qL, Jµ

Ra = q̄Rγ
µ λa

2
qR (a = 1,2, ...,8). (3.5)

As cargas de Noether correspondentes a essas correntes são

QLa =
∫

d3xJ0
La(x), QRa =

∫
d3xJ0

Ra(x). (3.6)

satisfazendo a seguinte relação de comutação

[QXa,QY b] = iδXY fabcQXc, (X ,Y = L,R; a,b,c = 1,2, ...,8). (3.7)
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Sabe-se que a invariância da L0
QCD em uma transformação de simetria global G =

SU(N f )L× SU(N f )R implica que o hamiltoniano da QCD no limite quiral, H0
QCD, exiba

tal simetria globaL. Os operadores de carga de Noether são independentes do tempo, eles
comutam com o hamiltoniano quiral, quando as correntes de simetria conservadas, então,

[QXa,H0
QCD] = 0, (X = L,R). (3.8)

Das considerações de simetria que envolvem o H0
QCD espera-se que os hádrons, cons-

truídos a partir das representações irredutíveis do grupo G, se organizassem de forma
aproximada em multipletos degenerados, no entanto, a simetria quiral no setor de quarks
leves (u,d,s) não é vista no espectro hadrônico, então, para resolver esta situação em vez
das correntes quirais definidas na Equação 3.6, utilizaremos as correntes Jµ

Va e Jµ
Aa como

combinações lineares das correntes quirais, assim,

Jµ
Va = Jµ

Ra + Jµ
La = q̄γ

µ λa

2
q,

Jµ
Aa = Jµ

Ra− Jµ
La = q̄γ

µ
γ5

λa

2
q. (3.9)

Tais combinações se tranformam como correntes vetoriais e axiais, sob a operação de
paridade P, respectivamente,

P : Jµ
Va(t,~x)→ Jµ,Va(t,−~x),

P : Jµ
Aa(t,~x)→−Jµ,Aa(t,−~x) (3.10)

Sendo assim, embora bem classificados em representações de SU(3)V , os hádrons não
podem ser bem representados pelas representações de SU(3)A pois não existem multiple-
tes degenerados com paridade oposta e, o octeto dos mésons pseudoescalares é muito
mais leve do que todos os outros estados hadrônicos.

A fim de concordar com o fato experimental, o estado de vácuo da teoria não deve
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ser simétrico sob o grupo quiral G. Portanto, a quebra espontânea de simetria SU(3)L×
SU(3)R→ SU(3)V=L+R e, de acordo com o teorema de Goldstone [46,50], um octeto de
bósons pseudoscalares, sem massa, aparece na teoria, mais especificamente, considerando
uma corrente de Noether, Q, e assumindo a existência de um operador, por exemplo O,
tal que

〈0|[Q,O]|0〉 6= 0, (3.11)

isto é possível apenas se Q|0〉 6= 0. O teorema de Goldstone então afirma que existe um
estado sem massa, |G〉, tal que

〈0|J0|G〉〈G|O|0〉 6= 0. (3.12)

Dada a existencia de oito geradores axiais, responsáveis pela quebra espontânea da si-
metria quiral, QAa =QRa−QLa, devem haver oito bósons de Goldstone pseudoscalares,|Ga〉,
sendo possível identificar com oito estados hadrônicos mais leves (π+ , π− , π0 , η , K+

, K− , K0 e K̄0) pois suas pequenas massas geradas pela matriz de massa de quarks, que
quebra explicitamente a simetria quiral da lagrangiana da QCD. Os operadores Oa cor-
respondentes devem ser operadores pseudoscalares. As possibilidades mais simples são
Oa = q̄γ5λaq, que atendem a

〈0|[QAa, q̄γ5λbq]|0〉 = −1
2
〈0|q̄{λa,λb}q|0〉 = −2

3
δab〈0|q̄q|0〉. (3.13)

Então, o condensado de quarks é dado por

〈0|ūu|0〉= 〈0|d̄d|0〉= 〈0|s̄s|0〉 6= 0, (3.14)

podendo ser descrito como o parâmetro natural da quebra espontânea da simetria qui-
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ral. Então, é possível notar que a simetria quiral é espontaneamente quebrada pelo valor
esperado do operador bilinear para F 6= 0

〈0|q̄RaqLb|0〉= δabBF2
0 (3.15)

onde F0 é a ordem dominante da constante de decaimento do píon, fπ, ou, simplesmente,
f e os índices a e b são os índices dos sabores dos quarks leves u, d e s.

O resultado esperado, diferente de zero, do estado de vácuo do operador q̄q, no limite
quiral, é uma condição suficiente para a quebra espontânea de simetria quiral da QCD em
temperatura nula. Com o aumento de temperatura, em última instância, a uma transição
de fase para o regime em que a simetria quiral é restaurada.

3.3 Lagrangiana Efetiva Quiral

Os bósons de Goldstone dos mésons pseudoescalares acarretam fortes vínculos em
suas interações podendo serem analisadas de forma mais simples com base em uma la-
grangiana efetiva. Sabedno que existe uma diferença de massa separando o octeto pseu-
doescalar do resto do espectro hadrônico, torna-se possível construir uma teoria efetiva
contendo apenas os modos de Goldstone. Partiremos do princípio da quebra espontânea
da simetria quiral (SCSB - Spontaneous Chiral Symmetry Breaking), ou seja,

G≡ SU(3)L×SU(3)R
SCSB−−−→ H ≡ SU(3)V . (3.16)

Estes bósons podem ser representados por uma matriz unitária especial 3× 3. Note
que Σ (P) ≡ L̃R̃†, em que R̃ ∈ SU(3)L e P é o campo assoiado aos campos dos bósons
de Goldstone. Assim, Σ se transforma perante uma transformação do grupo SU(3)L×
SU(3)R, como,
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Σ→ LΣR†. (3.17)

Portanto, temos,

Σ(P)≡ L̃(P)R̃†(P), Σ(P)
G=SU(3)L×SU(3)R−−−−−−−−−−−→ LΣR†, (3.18)

em que,

Σ(P) = exp
(

2iP
f

)
, (3.19)

assim,

P =


1√
2
π0 + 1√

6
η π+ K+

π− − 1√
2
π0 + 1√

6
η K0

K− K̄0 − 2√
6
η

 . (3.20)

Esta parametrização é apropriada para os campos de Goldstone. Observe que Σ(P)

se transforma linearmente sob grupo quiral como mostrado na Equação (3.18), porém a
transformação induzida nos campos dos bósons de Goldstone, representados na Equação
(3.20), é não-linear. Logo, a lagrangiana efetiva a construir, da forma menos complexa,
sendo invariante sob uma simetria global SU(3)L×SU(3)R é,

Leff =
f 2

8
Tr
(

∂
µ
Σ∂µΣ

†
)
. (3.21)

Então, ao expandir Σ(P), em uma série de potencias em P, é possível obter os termos
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cinéticos dos campos dos pseudo-bósons e um conjunto crescente de termos de interação
envolvendo produtos entre os campos. As interações entre os pseudo-bósons de Golds-
tone podem ser previstas em termos de um único acoplamento ( f ) fixando o coeficiente
global f 2/8 na Equação (3.21), pois sabe-se que todos os termos cinéticos devem estar
devidamente normalizados.

A fim de representar corretamente o espectro físico, a simetrial quiral, por não ser uma
simetria exata da QCD, deve ser querada introduzindo os termos de massa dos quarks,
desta forma, temos,:

Lm =−q̄Rm̂qL− q̄Lm̂qR, m̂ =

mu 0 0
0 md 0
0 0 ms

 . (3.22)

A lagrangiana na Equação (3.22) se transforma como um membro da representação
(3L,3∗R⊕ 3∗L,3R). Partindo do pressuposto que m̂ é apenas uma matriz constante e não
se transforme jutno com os campos de quarks, a lagrangiana Lm será invariante se m̂ se
transformar, sob a ação do grupo quiral, evitando assim, as consequencias da equação
(3.22) em (3.21), logo,

m̂
G=SU(3)L×SU(3)R−−−−−−−−−−−→ Lm̂R†. (3.23)

Assim, uma lagrangiana efetiva geral, invariante sob as Equações (3.18) e (3.23), é
dada por:

f 2B0

8
Tr(m̂Σ

† +Σm̂†), (3.24)

onde B0 é uma constante para cálculo das massas dos bósons de Goldstone. Apli-
cando este termo na Equação (3.21) determinamos as massas dos bósons de Goldstone
identificando os termos de segunda ordem nos campos em Lm, assim, temos:
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Lm =−B0

2
Tr(M2m̂). (3.25)

A partir da Equação (3.21) é possível saber o procedimento de interação entre os cam-
pos dos bósons de Goldstone, porém, é melhor introduzir mais campos em conssonância
com outros tipos de hádrons que estejam associados com o espectro. Para realizar a intro-
dução dos acoplamentos dos novos campos com os bósons de Goldtone iremos introduzir
a simetria global da lagrangiana efetiva para uma simetria local e inserir na lagrangiana
da QCD os campos externos υµ (vetorial), aµ (axial), s (escalar) e p (pseudoescalar) des-
crevendo os princípios que auxiliam na construção da lagrangiana efetiva que tenha uma
simetria local de G = SU(3)L×SU(3)R. A matriz Σ se transforma em:

Σ(x)
SU(3)L×SU(3)R−−−−−−−−−→ Σ

′(x) = L(x)Σ(x)R†(x), (3.26)

onde L(x) e R(x) são as matrizes do grupo SU(3) dependentes do ponto do espaço-tempo,
ou seja,

L(x) = exp

(
−i

8

∑
a=1

ΘLa(x)
λa

2

)
,

R(x) = exp

(
−i

8

∑
a=1

ΘRa(x)
λa

2

)
. (3.27)

Como nas teorias de calibre é preciso campos externos lµ(x) ≡ 1/2[V µ(x)+Aµ(x)] e
rµ(x) ≡ 1/2[V µ(x)−Aµ(x)] correspondentes aos parâmetros ΘLa(x) e ΘRa(x) de L(x) e
R(x), respectivamente.

A derivada covariante DµA, para qualquer objeto A que se transforme como Σ(x), é
dada por,
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DµA≡ ∂µA− ilµA+ iArµ. (3.28)

Os campos externos lµ e rµ se transformam sob uma modificação da simetria local do
grupo G = SU(3)L×SU(3)R da seguinte maneira,

lµ
SU(3)L×SU(3)R−−−−−−−−−→ l′µ = LlµL† + iL∂µL† = LlµL†− i∂µLL†,

rµ
SU(3)L×SU(3)R−−−−−−−−−→ R′µ = RrµR† + iR∂µR† = RrµR†− i∂µRR† (3.29)

A derivada covariante de A se transforma sob simetrial local do grupo G, logo,

DµA G−→ L(DµA)R†. (3.30)

A fim de dotar os campos rµ e lµ de dinâmica, inserimos os tensores

FRµν ≡ ∂µrν−∂νrµ− i[rµ,rν], (3.31)

FLµν ≡ ∂µlν−∂νlµ− i[lµ, lν], (3.32)

de forma que,

Tr(FLµν) = Tr(FRµν) = 0 (3.33)

Por fim, de acordo a convenção de Gasser e Leutwyler, inserimos a combinação linear
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χ = 2B0(s+ ip) que parametriza a quebra explícita dee simetrial quiral de forma que a
lagrangiana efetiva quiral geral, invariante local sob ação do grupo G é dada por:

L2 =
f 2

8
Tr[DµΣ(Dµ

Σ)†]+
f 2

8
Tr(χΣ

† +Σχ
†). (3.34)

Devido a exigência de que os termos cinéticos estejam normalizados fixa o coeficiente
global f 2/8 no primeiro termo da Equação (3.34) e, o segundo termo quebra explicita-
mente a simetria quiral, pois χ é um termo de massa.

No próximo capítulo, iremos generalizar a lagrangiana quiral da Equação (3.34) para
tratar de sabores mais pesados, fazendo as modificações devidas.



Capítulo 4

Método de unitarização para a
interação do bottomonium

Nos últimos anos, várias colaborações experimentais relataram a observação de esta-
dos de quarkonium, tanto no espectros de charmonium como de bottomoium, tendo como
partícula fundamental o J/ψ e ϒ, respectivamente. As primeiras detecções do J/ψ foi em
1974 [38], e o ϒ em 1977 [29]. Os estados de quarkonia são de grande importância por
serem constituídos por quarks pesados que produzidos nos instantes iniciais da colisão
de íons pesados. Portanto, elas vão ter um tempo de vida maior, frente as demais parti-
culas mais leves, permitido que carreguem por mais tempo informações que se passaram
durante a QGP.

Assim, contribuiremos com cálculos para as interações de ϒ com o meio hadrônico
circundante. Consideramos o meio composto pelos mésons pseudoscalares mais leves
(π,K,η) e os mésons vetoriais mais leves (ρ,K∗,ω), a fim de calcularmos as seções de
choque para o espalhamento ϒX e seus processos inversos, sendo X os mésons pseudoses-
calares e os mésons vetoriais, utilizando da estrutura de amplitudes unitarizadas de canais
acoplados projetadas em onda-s [10, 15, 17, 18, 39].

Este capítulo será estruturado da seguinte forma: na seção 4.1 explicitaremos a La-
grangiana Efetiva da teoria, em seguida, na seção 4.2 será mostrado as amplitudes em
canais acoplados para os processos permitidos. Na seção 4.3 são projetadas as amplitudes
em onda-s obtidas na seção 4.2. Na seção 4.4 será apresentada as seções de choque para
amplitudes em canais acoplados unitarizados, por fim, na seção 4.5, será apresentado os
resultados para os espalhamentos permitidos.
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4.1 Lagrangiana Efetiva

Para estudar os processos envolvendo o ϒ, é necessário prover de uma lagrangiana efe-
tiva. No Capítulo (3) foi apresentado o substrato matemático para determina-la. Na seção
(3.3) obtemos a Equação (3.34) representando a lagrangiana efetiva quiral eue apartir de
agora, iremos generalizar para tratar de sabores pesados. No cenário sem decaimentos
fracos, a simetria de isospin SU(2) é aproximada (md ≈ mu). Entrentato, uma simetria
considerando mais sabores é inexata devido à diferença nas escalas de massa, assim qual-
quer modelo que adote uma simetria SU(N f ), com N f superior a 2, necessitará de um
mecanismo de quebra. Como nosso interesse neste estudo se concentra em estados bot-
tomonium, consideramos uma simetria do tipo SU(4) e adicionaremos mecanismos de
quebra explicita no formalismo. Assim, a lagrangiana efetiva que representa a interação
entre quatro corpos, gerada da expansão da Equação (3.34), usada no presente estudo, é
baseada em teoria de perturbação quiral de ordem mais baixa estendida para a simetria
SU(4) [10, 16, 18], dada por:

Lint =−
1

4 f 2 Tr( jµJµ)−
1

4 f 2 Tr(J µJµ), (4.1)

onde Tr(· · ·) denota o traço sobre os índices de sabores. Os termos Jµ e J µ são definidos
por:

Jµ = [P,∂µP], (4.2)

J µ = [V ν,∂µVν], (4.3)

sendo, (4.2) e (4.3) as correntes pseudoescalar e vetorial, respectivamente, com P e V

dados por:

P =
15

∑
i=1

ϕi√
2

λi, (4.4)
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Vν =
15

∑
i=1

υνi√
2

λi, (4.5)

que são as matrizes 4× 4, com ϕi e υνi, compostos por 15-plets, com campos pseudo-
escalares e vetoriais, respectivamente e, λi são as matrizes de Gell-Mann para o SU(4)
(listadas no Apêndice (A)). Portanto,

P =


π0
√

2
+ η√

6
+ ηb√

12
π+ K+ B̄0

π− − π0
√

2
+ η√

6
+ ηb√

12
K0 B−

K− K0 −2 η√
6
+ ηb√

12
B−s

B0 B+ B+
s −

√
3

2 ηb

 , (4.6)

Vν =


ρ0
√

2
+ ω√

6
+ ϒ√

12
ρ+ K∗+ ¯B∗0

ρ− − ρ0
√

2
+ ω√

6
+ ϒ√

12
K∗0 B∗−

K∗− ¯K∗0 −2 ω√
6
+ ϒ√

12
B∗−s

B∗0 B∗+ B∗+s −
√

3
2 ϒ


µ

. (4.7)

O parâmetro f da Equação (4.1) é a constante de decaimento do méson, que no caso
do SU (3) é a constante de decaimento do píon. No entanto, f 2, que aparecerá nas am-
plitudes, deve ser substituído1 por

√
f para cada vértice de méson, com

√
fπ para mésons

leves e
√

fB para os mésons pesados.

A fim de analisarmos a lagrangiana, iremos abrir explicitamente a Equação (4.1) em
termo das componentes e aplicando as Equações (4.2) e (4.3), logo,

LPPVV =− 1
4 f 2 Tr( jµJµ) =−

1
4 f 2 Tr([∂µP,P][∂µV,V ]), (4.8)

1Pelo fato da constante de decaimento do méson-B ser maior, fB = 196 MeV. Por isso é substituido o
fator f 2 por

√
fπ no vértice para cada perna do méson leve e

√
fB para cada parte pesada.
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LVVVV =− 1
4 f 2 Tr(J µJµ) =−

1
4 f 2 Tr([∂µV,V ][∂µV,V ]). (4.9)

Substituindo as Equações (4.4) e (4.5),

LPPVV =− 1
4 f 2 Tr

([
∂

µ
∑

i

ϕi√
2

λi,∑
j

ϕ j√
2

λ j

][
∂µ ∑

k

υνk√
2

λk,∑
l

υνl√
2

λl

])

=− 1
4 f 2

1
4 ∑
{i, j,k,l}

(∂µ
ϕi)ϕ j(∂µυνk)υ

ν

l Tr([λi,λ j][λk,λl]), (4.10)

LVVVV =− 1
4 f 2 Tr([∂µ

∑
i

υρi√
2

λi,∑
j

υ
ρ

j√
2

λ j][∂µ ∑
k

υνk√
2

λk,∑
l

υν

l√
2

λl])

=− 1
4 f 2

1
4 ∑
{i, j,k,l}

(∂µ
υρi)υρ j(∂µυνk)υ

ν

l Tr([λi,λ j][λk,λl]). (4.11)

Utilizando as propriedades das Matrizes de Gell-Mann do SU(4) [40]:

[
λa

2
,
λb

2

]
= i fabc

λc

2
; a,b,c = 1,2, ...,15. (4.12)

Tr(λaλb) = 2δab; a,b = 1,2, ...,15. (4.13)

onde fabc é a constante de estrutura da álgebra, que estão listadas na Tabela (A.1). Então,

LPPVV =
1

2 f 2 ∑
{i, j,k,l,m}

(∂µ
ϕi)ϕ j(∂µυν j)υ

ν

l fi jm fklm, (4.14)
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LVVVV =
1

2 f 2 ∑
{i, j,k,l,m}

(∂µ
υρi)υ

ρ

j (∂µυνk)υ
ν

l fi jm fklm. (4.15)

As Equações (4.14) e (4.15), tratam-se de interação do tipo quatro corpos, que per-
mitem os casos VV → VV , V P→ V P e VV → PP, pois nosso interesse principal é a
interação de bottomonium ϒ com os mésons pseudoescalares P e vetoriais V mais leves.
Portanto, na próxima seção vamos computar as amplitudes de espalhamento associadas
aos relevantes processos.

4.2 Amplitudes em canais acoplados

A partir de agora, vamos calcular as amplitudes em canais acoplados, onde os aco-
plamentos dados pela lagrangiana efetiva na Equação (4.1), ou como foi explicitada nas
Equações (4.14) e (4.15), permitem os seguintes processos envolvendo o bottomonium ϒ

nos estados iniciais:

(1)ϒ(pa)V (pb)→V (pc)V (pd),

(2)ϒ(pa)P(pb)→ P(pc)V (pd),

(3)ϒ(pa)V (pb)→ P(pc)P(pd), (4.16)

onde P e V , nos estados iniciais e finais, são os mésons pseudoscalares e vetoriais; pi

denota o momento da partícula i; as partículas a e b representam os mésons do estado
inicial e as partículas c e d para os mésons do estado final.

Portanto, considerando um processo em que o estado de entrada seja |υaυb〉 e o estado
de saÍda |υcυd〉, para este caso, existem três canais possíveis representados pelas correntes
S = JabJcd , T = JacJbd e U = JadJbc. No primeiro canal,

S = 2
1

2 f 2 ε(a)• ε(b)ε(c)• ε(d) fabm fcdm(pa− pb)(pd− pc), (4.17)
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sendo ε(i) o vetor de polarização do campo vetorial υνi, devido a simetria de troca
(S = JabJcd ou S = JcdJab), foi adicionado um fator 2. O termo (pa− pb)(pd − pc) da
Equação(4.17), pode ser reescrito em função das variáveis de Mandelstam,

s = (pa + pb)
2, , (4.18)

t = (pa− pc)
2, (4.19)

u = (pa + pd)
2. (4.20)

Assim,

(pa− pb)(pd− pc) = [pa− (pc + pd− pa)](pd− pc)

= 2pa(pd− pc)− p2
d + p2

c

= 2pa(pd− pc)− p2
d + p2

c + p2
d− p2

a

= (pa− pc)
2− (pa− pd)

2.

= t−u (4.21)

De modo que a Equação (4.17) fica

S =
1
f 2 ε(a)• ε(b)ε(c)• ε(d) fabm fcdm(t−u). (4.22)

Para o próximo canal,

T = 2
1

2 f 2 ε(a)• ε(c)ε(b)• ε(d) facm fbdm(pa + pc)(pb + pc)

=
1
f 2 ε(a)• ε(c)ε(b)• ε(d) facm fbdm(s−u). (4.23)

Por fim, o último canal,
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U = 2
1

2 f 2 ε(a)• ε(d)ε(b)• ε(c) fadm fbcm(pa + pd)(pb + pd)

=
1
f 2 ε(a)• ε(d)ε(b)• ε(c) fadm fbcm(s− t). (4.24)

Somando os canais das Equações (4.20), (4.21), (4.22), obtemos:

〈υcυd|L |υaυb〉=
1
f 2 ε(a)• ε(b)ε(c)• ε(d) fabm fcdm(t−u)

+
1
f 2 ε(a)• ε(c)ε(b)• ε(d) facm fbdm(s−u)

+
1
f 2 ε(a)• ε(d)ε(b)• ε(c) fadm fbcm(s− t). (4.25)

Analisando outra situação, temos o estado de entrada |υaϕb〉 e o estado de saída,
|υcϕd〉. Neste caso haverá somente a corrente T = JacJbd =

1
2 f 2 ε(a)•ε(c) facm fbdm(s−u),

sendo que não teremos o fator 2 da simetria de troca, logo:

〈υcϕd|L |υaϕb〉=
1

2 f 2 ε(a)• ε(c) facm fbdm(s−u). (4.26)

Para o último caso de interesse, analisaremos o estado de entrada |υaυb〉 e o estado de
saída |ϕcϕd〉. De forma análoga ao caso anterior haverá apenas um tipo de corrente S =

JabJcd = 1
2 f 2 ε(a)• ε(b) fabm fcdm(t−u), que também não terá o fator 2 de troca, portanto,

〈ϕcϕd|L |υaυb〉=
1

2 f 2 ε(a)• ε(b) fabm fcdm(t−u). (4.27)

Assim, as amplitudes invariantes dada pela lagrangiana efetiva na Equação (4.1), para
processos do tipo VV → VV , será dado pela Equação (4.25); para processos V P→ V P

será dado pela Equação (4.26) e, VV → PP pela Equação (4.27). Redefinindo essas equa-
ções por:
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VV →VV

M1;i j(s, t,u) =
ζ
(s)
i j

f 2 (t−u)εa • εbε
∗
c • ε

∗
d

+
ζ
(t)
i j

f 2 (s−u)εa • ε
∗
cεb • ε

∗
d

+
ζ
(u)
i j

f 2 (s− t)εa • ε
∗
dεb • ε

∗
c . (4.28)

V P→V P

M2;i j(s, t,u) =
ξi j

2 f 2 (s−u)εa • ε
∗
c . (4.29)

VV → PP

M3;i j(s, t,u) =
χi j

2 f 2 (t−u)εa • εb. (4.30)

Nas Equações (4.28), (4.29) e (4.30), os rótulos i e j referem-se aos canais inicial e
final, reinterando que s, t e u são para as variáveis de Mandelstam, e εa,b,c,d ao vetor de
polarização, relacionado à respectiva partícula de vetor a,b,c,d. Para essas redefinições,
os coeficientes ζi j, ξi j e χi j irão depender dos canais inicial e final de cada processo e
estão disponíveis no Apêndice (C) em uma base de isospin.

Para os processos listados em (4.16) será necessário que tenham conservação dos
números quânticos (IG(JPC)) para os pares de mésons de entrada e saída.

Através dos canais envolvendo pares de mésons vetoriais, demonstrado na Equação
(4.28), é necessário distinguir os valores permitidos de spin 0, 1 ou 2, e para tal, utilizamos
projetores de spin [15, 16, 18], que será detalhado na subseção a seguir.
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4.2.1 Projetores de Spin

As interações dadas pelas Equações (4.22) e (4.23) será do tipo corrente-corrente, e
cada um dos canais é associado a uma composição específica dos vetores de polarização.
Então para o caso VV →VV , por generalidade, temos:

S ∼ PS = ε(a)• ε(b)ε(c)• ε(d), (4.31)

T ∼ PT = ε(a)• ε(c)ε(b)• ε(d), (4.32)

U ∼ PU = ε(a)• ε(d)ε(b)• ε(c). (4.33)

Para esta representação, existe uma mistura nas componentes de spin total possíveis.
Este problema pode ser resolvido decompondo os vetores de polarização de cada par de
mésons vetoriais de entrada/saída nas seguintes representações: escalar (S = 0), tensor
antissimétrico (S = 1) e tensor simétrico (S = 2), da seguinte forma,

ε
(a)
i ε

(b)
j =

S=0︷ ︸︸ ︷
δi j

3
ε
(a)
k ε

(b)
k +

S=1︷ ︸︸ ︷
1
2

(
ε
(a)
i ε

(b)
j − ε

(a)
j ε

(b)
i

)
+

S=2︷ ︸︸ ︷
1
2

(
ε
(a)
i ε

(b)
j + ε

(a)
j ε

(b)
i

)
−

δi j

3
ε
(a)
k ε

(b)
k .

(4.34)

Assim, um processo com spin total S = 0 deverá ser proporcional a:

A(S=0) =

[
δi j

3
ε
(a)
k ε

(b)
k

][
δi j

3
ε
(c)
k ε

(d)
k

]
=

1
3

ε(a)• ε(b)ε(c)• ε(d) (4.35)

=
PS
3
. (4.36)

De forma similar, o caso S = 1, temos:
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AS=1 =

[
1
2

(
ε
(a)
i ε

(b)
j − ε

(a)
j ε

(b)
i

)][1
2

(
ε
(c)
i ε

(d)
j − ε

(c)
j ε

(d)
i

)]
=

ε(a)• ε(c)ε(b)• ε(d)− ε(a)• ε(d)ε(b)• ε(c)
2

=
PT −PU

2
. (4.37)

Por fim, para o caso S = 2, temos:

AS=2 =

[
1
2

(
ε
(a)
i ε

(b)
j − ε

(a)
j ε

(b)
i

)
−

δi j

3
ε
(a)
k ε

(b)
k

][
1
2

(
ε
(c)
i ε

(d)
j − ε

(c)
j ε

(d)
i

)
−

δi j

3
ε
(c)
k ε

(d)
k

]
=

1
2
(ε(a)• ε(c)ε(b)• ε(d)− ε(a)• ε(d)ε(b)• ε(c))− 1

3
ε(a)• ε(b)ε(c)• ε(d)

=
PT −PU

2
+

PS
3
. (4.38)

Com estas informações seremos capazes de determinar as amplitudes para cada spin
total. Suponhamos que em determinado processo a amplitude encontrada é do tipo

A = αPS +βPT + γPU . (4.39)

podemos reescrever a Equação (4.39) em termo da decomposição de spin dada pelas
Equações (4.36), (4.37) e (4.38), sendo assim, temos:

A = (3α+β+ γ)A(S=0)+(β− γ)A(S=1)+(β+ γ)A(S=2). (4.40)

Desta forma, os coeficientes na amplitude dependem do momento angular total. Os
processos VV → PP dado pela Equação (4.30), terá apenas a contribuição de δi j

3 ε
(a)
k ε

(b)
k .
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4.3 Amplitudes unitarizadas projetadas na onda-s

Nesta seção, vamos determinar as amplitudes em canais acoplados unitarizados em
onda-s. As amplitudes na Seção (4.2), no caso, as Equações (4.28), (4.29) e (4.30), foram
obtidas em ordem mais baixa de perturbação quiral, ou seja, nível árvore. Essas ampli-
tudes têm um comportamento descontrolado das seções de choque, em alguns casos, a
medida que aumenta a escala de energia. Para corrigir este problema, é necessário intro-
duzir um mecanismo de controle. A maioria dos cálculos encontrados na literatura para
algumas reações de nosso interesse faz uso de fatores de forma com diferentes formas
funcionais e valores de corte [10, 11, 41–50], que não será o foco desta dissertação.

Outra alternativa para controlar o comportamento em altas energia, que é o nosso
objetivo, é a aplicação do método de unitarização nas amplitudes dos canais acoplados.
A validade do teorema óptico é garantido e aprimora a faixa de aplicabilidade do modelo
efetivo e descreve adequadamente ressonâncias hadrônicas e espalhamento méson-méson.

Na literatura, vários procedimentos de unitarização foram utilizados para obter uma
matriz de espalhamento que preenche a unitariedade exata em canais acoplados [51–53],
no nosso caso, a unitarização será dada através da equação de Bethe-Salpeter, que retoma
a série diagramática, cujo o núcleo é a projeção da onda-s das Equações (4.28), (4.29)
ou (4.30), e pode ser visto esquematicamente como a soma dos processos mostrados na
Figura 4.1. Desta forma, a amplitude unitarizada, [10, 15, 17, 18, 39, 53–56]

T (s) =
V (s)

1+V (s)G(s)
, (4.41)

onde esta é uma equação matricial2. V (s) é a amplitude de espalhamento projetada pela
onda-s, que é dada por:

Vr:i j(s) =
1
2

∫ 1

−1
d(cosθ)Mr:i j(s, t(s,cosθ),u(s,cosθ)), (4.42)

2O denominador da Equação (4.41) permitem que os loops gerem mésons virtuais que se acoplem aos
estados permitidos, assim possibilitando obter amplitudes não nulas em contraposto ao nível de árvore.
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com r = 1,2,3 e G(s) da Equação (4.41) são as integrais do loop de dois mésons. No caso
de dois mésons pseudoescalares (PP), é dado por:

GPP(s) = i
∫ d4q

(2π)4
1

(q2−m2
1 + iε)[(P−q)2−m2

2 + iε]
. (4.43)

onde P2 = s e m1 e m2 são as massas dos mésons pseudoscalares. Aplicamos a regulari-
zação dimensional, esta integral é reescrita,

GPP(s) =
1

16π2

{
a(µ)+ ln

m2
1

µ2 +
m2

2−m2
1 + s

2s
ln

m2
2

m2
1

+
p√
s
[ln(s− (m2

1−m2
2)+2p

√
s)

+ ln(s+(m2
1−m2

2)+2p
√

s)

− ln(s− (m2
1−m2

2)−2p
√

s)

− ln(s+(m2
1−m2

2)−2p
√

s)−2πi]}. (4.44)

sendo µ a escala de energia da regularização dimensional. Alterações na escala são reab-
sorvidas na constante de subtração a(µ), para que os resultados permaneçam independen-
tes da escala. Na Equação (4.45), p denota o tri-momento do méson vetorial ou pseudos-
calar no centro de massa, e é dado por

p =
1

2
√

s

√
[s− (m1 +m2)2][s− (m1−m2)2] (4.45)

Agora, para a integral que envolve dois mésons, um méson pseudoscalar e um méson
vetorial (PV ) e dois mésons vetoriais (VV ), podem serem escritas em termos de GPP(s)

[15–17], portando,

GV P(s) =
(

1+
p2

3M2
1

)
GPP(s), (4.46)
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GVV (s) =
(

1+
p2

3M2
1

)(
1+

p2

3M2
2

)
GPP(s). (4.47)

onde M1 e M2 são as massas dos mésons vetoriais no loop. Note que as massas que
aparecem em GPP(s) nas Equações (4.46) e (4.47), devem ser substituídos pelas massas
de acordo com cada caso.

Figura 4.1: Diagramas de Feynman representando a equação de Bethe-Salpeter para as
amplitudes de espalhamento. Cada loop (bolha) indica uma integral G de loop de dois
mésons.

Para maiores detalhes as Equações (4.43), (4.46) e (4.47), estão deduzidas no Apên-
dice B.

4.4 Seção de Choque para amplitudes em canais acopla-
dos unitarizados

Uma vez obtidas as amplitudes em canais acoplado unitarizados, vamos concluir de-
finindo a seção de choque na média sobre os spins e isospins, dos processos discutidos na
Seção (4.2), que em relação no referencial de centro de massa dado por:

σ(s) =
χ

32πs

−−

∑
isospin

∣∣∣∣ p f

pi

∣∣∣∣ |T (s)|2. (4.48)
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onde s é a variável de Mandelstam definida na Equação (4.18), p f e pi são os momen-
tos das partículas, T (s) são as amplitudes em canais acoplados unitarizados definido na
Equação(4.41) e o χ é uma constante cujo valor depende do momento angular total do
canal (ver Tabela 4.1).

Tabela 4.1: Valores dos coeficientes χ para cada reação.

Reações χ

PP→ PP,V P→V P 2
PP→VV 6
VV → PP 2/3
VV →VV ;S = 0 2/9
VV →VV ;S = 1 2/3
VV →VV ;S = 2 10/9

Na próxima seção, usamos o formalismo desenvolvido neste capítulo, para calcular as
seções de choque das reações envolvendo o bottomonium ϒ interagindo com os mésons
mais leves, para os casos permitidos, onde discutiremos os resultados.

4.5 Resultados

Agora vamos analisar as seções de choque para o espalhamento elástico e inelàstico
de ϒ por mésons pseudoescalares e vetoriais, usando o a estrutura de amplitudes de canal
acoplado unitarizadas obtidas nas seções anteriores. Iremos concentrar nos canais consti-
tuidos por ϒX , onde X são os mésons associados aos campos introduzidos nas matrizes P

e V citadas nas Equações (4.6) e (4.7), ou seja, os mésons π,K,η,ρ,K∗,ω.

Nesse contexto, é necessário leva em conta os números quântico IG(JPC), charme
(C) e estranheza (S) de cada canal. Na Tabela 4.2 é apresentado o conteúdo do canal
em cada setor, determinado pela análise dos pares de mésons com os mesmos números
quânticos e com possíveis transições entre eles. Logo, a decomposição desses canais,
envolvendo mésons leves e pesados, nos permite obter os coeficientes ξi j,χi j e ζi j, dados
nas Equações (4.28), (4.29) e (4.30).

Como mencionado na Seção (4.1), foi adotado uma simetria que abragem mais sabo-
res (no caso SU(4)), que não é uma simetria exata. Por isso, é necessário quebrá-la de
maneira apropriada. Isso é feito com fatores que correspondem γ =−( mL

mH
)2 para mésons-
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Tabela 4.2: Conteúdo do canal em cada setor. É mostrado apenas canais relevantes para
processos de onda S.

IG(JPC) C = S = 0

0+(0++),0−(1+−),0+(2++) ϒϒ,ωϒ,ωω,ρρ,B∗s B̄∗s
0−(1+−) πρ,ηω,ηϒ,ηbω,KK̄∗−c;c.

ηbϒ,BB̄∗−c.c.,BsB̄∗s+c.c.
1−(0++) ρω,K∗K̄∗,ηπ, K̄K,

ρϒ,B∗B̄∗,ηbπ, B̄B
1+(1+−),1−(2++) ρϒ,ρω,K∗K̄∗,B∗B̄∗

1+(1+−) πω,ηρ,KK̄∗+c.c.,
πϒ,ηbρ,BB̄∗+c.c.

IG(JPC) C = 0,S = 1
1
2(0

+) Kη,Kπ,K∗ω,K
∗ρ,

Kηb,BsB̄,K∗ϒ,B∗s B̄∗
1
2(1

+), 1
2(2

+) K∗ϒ,K∗ω, K∗ρ,B∗s B̄∗
1
2(1

+) πK∗,ηK∗,Kρ,Kω,
ηbK∗,ϒK, B̄B∗s , B̄∗Bs

B e ψ =−1
3 +

4
3

(
( mL

m′H

)2
para bottomonium. Usaremos mL = 800 MeV, mH = 5000 MeV

e m′H = 9000 MeV, de acordo com trabalhos anteriores [14–16, 57].

Empregamos nos cálculos os seguintes valores para as massas: mπ = 138.04 MeV,
mK = 494.99 MeV, mη = 548.00 MeV, mB = 5279.42 MeV, mBs = 5308.59 MeV, mηb =

9399.00 MeV, mρ = 775.34 MeV, mK∗ = 893.02 MeV, mω = 782.65 MeV, mB∗ = 5324.83
MeV, mBs

∗ = 5355.08 MeV e mϒ = 9460.30 MeV; Para as constantes de decaimento:
fπ = 93 MeV e fB = 196 MeV. Fixamos os parâmetros livres na função loop na Equação
(4.43): ajustando a escala µ = 1500 MeV , a constante de subtração a(µ) é ajustada para
os casos: para aL(µ) =−2.79 utilizados nos canais que envolvem apenas mésons leves e
aH(µ) =−3.56 para o caso que envolvem mésons pesados [10, 14, 15, 17, 57, 58].

A seguir, apresentaremos e discutiremos as seções de choque para as interações ϒ−
méson em relação ao conteúdo do canal em cada setor. Para os processos analisados, serão
levados em conta a conservação do número quântico IG(JPC) para as transições. Come-
çamos pelas reações envolvendo o canal ϒπ (1+(1+−)). De acordo com a Tabela 4.2, os
estados finais permitidos são ϒπ→ ϒπ, ρηb, (B̄∗B+c.c.)/

√
2, ωπ, (K̄∗K+c.c.)/

√
2, ρη.

Na Figura 4.2, não foi aplicado o método de unitarização, ou seja, as amplitudes estão em
nível árvore. Portanto, para o espalhamento ϒπ a única reação que gerou seção de choque
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não nula é (B̄∗B+ c.c.)/
√

2, no entanto, apresenta uma comportamento descontrolado
a medida que a energia

√
s aumenta (comprovando a teoria citada na Seção 4.3). Uma

vez que a amplitude é unitarizada, os loops de mésons geram seções de choque diferen-
tes de zero para todas as reações (ver Figura 4.3), com um comportamento semelhante:
elas atingem um pico logo após o respectivo limiar e diminuem rápida ou lentamente à
medida que a energia

√
s aumenta, dependendo da reação. Além disso, pode-se obser-

var que os processos mais relevantes são aqueles cujo estado final carrega quarks b. As
contribuições com os estados finais ϒπ, ρηb, (B̄∗B− c.c.)/

√
2 podem ser consideradas

aproximadamente com a mesma ordem de grandeza na faixa de energia em considera-
ção. Por outro lado, são maiores que as seções de choque para os estados finais ωπ, ρη,
(K̄∗K + c.c.)/

√
2, em cerca de um fator 108, o que justifica a negligência dessas últimas

reações para fins práticos.

Nas Figuras 4.4, 4.5, 4.6, 4.7 e 4.8, também são plotadas as seções de choque para
espalhamentos de ϒK, ϒη, ϒρ, ϒK∗ e ϒω nos estados finais permitidos. A análise destes
gráficos nos permite inferir o seguinte:

Υ π
ρ ηb
(B

*
B+cc)/ 2

ω π

(K
*
K+cc)/ 2

ρ η

10 11 12 13 14

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

s (GeV)

σ
(m
b)

Figura 4.2: Seção de choque para o espalhamento ϒπ nos estados finais permitidos como
uma função da energia CM

√
s: Uso de amplitude em nível de árvore.
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Figura 4.3: Seção de choque para o espalhamento ϒπ nos estados finais permitidos como
uma função da energia CM

√
s: Uso de amplitudes em canais acoplados unitarizados.
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Figura 4.4: Seção de choque para o espalhamento ϒK nos estados finais permitidos como
uma função da energia CM

√
s: Uso de amplitudes unitarizados.
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Figura 4.5: Seção de choque para o espalhamento ϒη nos estados finais permitidos como
uma função da energia CM

√
s: Uso de amplitudes unitarizados.
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Figura 4.6: Seção de choque para o espalhamento ϒρ nos estados finais permitidos como
uma função da energia CM

√
s: Uso de amplitudes unitarizados.
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Figura 4.7: Seção de choque para o espalhamento ϒK∗ nos estados finais permitidos como
uma função da energia CM

√
s: Uso de amplitudes unitarizados.
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Figura 4.8: Seção de choque para o espalhamento ϒω nos estados finais permitidos como
uma função da energia CM

√
s: Uso de amplitudes unitarizados.
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Figura 4.9: Seções de choque em função da energia do centro de massa
√

s para es-
palhamentos ϒX em todos os estados finais permitidos, onde X denotam os mésons
π,K,η,ρ,K∗,ω.
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Figura 4.10: Seções de choque em função da energia do centro de massa
√

s para es-
palhamento ϒX em todos os estados iniciais permitidos, onde X denotam os mésons
π,K,η,ρ,K∗,ω (reações inversas da Figura (4.9).

• Na ordem de perturbação quiral mais baixa, ou seja, nível de árvore, apenas as
reações com mésons contendo quark b nos estados finais têm seções de choque
com resultados relevantes, com um comportamento descontrolado com energia

√
s.

• As amplitudes de canais acoplados unitarizadas através do loop do méson geram
seções de choque que não são geradas a nível de árvore, que por sua vez, têm suas
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magnitudes controladas, com um pico logo após o limiar e uma diminuição com o
aumento da energia

√
s.

• As contribuições mais relevantes são reações com os estados finais contendo mé-
sons contendo quark b, enquanto as outras têm uma magnitude muito pequena e são
altamente suprimidas à medida que a energia aumenta. Precisamente, os processos
mais relevantes são os elásticos, ϒX → ϒX , bem como os inelásticos ϒX → ηbY .

• No caso de espalhamento ϒω, o estado final ρρ não aparece no gráfico, pois os
loops de mésons não geram combinações permitidas para este canal.

• Empregamos a lagrangiana de ordem mais baixa na expansão quiral, com suas con-
tribuições projetadas na onda-s. Nesse sentido, ondas parciais mais altas domi-
nariam a seção de choque com maiores energias de CM acima do limite, o que
modificaria a diminuição mais rápida das seções de choque.

Além disso, devemos acrescentar alguns comentários sobre a grande supressão da
magnitude para os processos VV → PP. Devido à natureza dessa interação, a única ma-
neira de obter uma reação desse tipo é através do canal S, como mostrado na Equação
(4.27), que é proporcional ao termo (t− u). Em particular, se o canal for zero, como no
espalhamento ϒω, as reações VV → PP são proibidas. No entanto, no caso ϒρ e ϒK∗ não
têm todos os canais S sendo nulos. Observe que na onda-s, (t−u) e (m2

1−m2
2)(M

2
1−M2

2),
onde mi são as massas das partículas de entrada e Mi as massas das partículas de saída.
Consequentemente, quando as partículas de entrada ou saída têm massas próximas o canal
S fica altamente suprimido.

Todos os resultados apresentados podem ser resumidos na Figura 4.9, onde foram
estimadas as seções de choque do ϒ com cada méson, resultando em todos os canais
possíveis. Finalmente, na Figura 4.10 são mostradas as seções de choque para reações
inversas discutidas na Figura 4.9, isto é, todos os canais permitidos gerando ϒ-(mésons
pseudoescalares ou vetoriais). Observamos que as seções de choque para processos dire-
tos e inversos podem ser consideradas aproximadamente da mesma ordem de grandeza:
elas estão entre 10−3 e 1 mbarn na faixa de 10 GeV <

√
s < 13 GeV e são suprimidas com

altas energias.

Portanto, os resultados relatados nesta seção, permitem avaliar as interações mais re-
levantes entre o bottomonium ϒ e o meio hadrônico, composto pelos mésons mais leves, e
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serão úteis para a determinação da evolução da abundância de ϒ em colisões de alta ener-
gia, mesmo quanto à correspondência entre outros procedimentos. Na próxima seção,
iremos apresentar as conclusões dessa dissertação.
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Conclusão

Neste trabalho avaliamos as interações de ϒ com um meio hadrônico, considerando o
meio composto por mésons pseudoscalares (π,K,η) e mésons vetoriais (ρ,K∗,ω). Cal-
culamos as seções de choque para o espalhamento ϒ por mésons leves, bem como seus
processos inversos. No âmbito das amplitudes em canal acoplado unitarizadas, analisa-
mos as magnitudes das seções de choque que são permitidas para os diferentes canais.

A aplicação da unitarização nas amplitudes em canal acoplado, através dos loops de
mésons, geraram seções de choque não nulas, que por sua vez são controladas, inclusive
as reações de mésons constituídos por quark b nos estados finais (que possuem seção
de choque descontrolada com amplitudes no nível árvores). Além disso, a partir dos
resultados, podemos inferir que as reações com o estado final de mésons constituídos por
quark b sendo as contribuições mais relevantes para as seções de choque, enquanto as
outras têm uma magnitude muito pequena e são altamente suprimidas à medida que a
energia aumenta. Outra característica é a contribuição insignificante dos processos VV →
PP, tanto nos loops mesônicos quanto nos estados finais.

No que se diz respeito às estimativas das seções de choque para ϒ com cada méson,
resultando em todos os canais possíveis, eles sugerem que os espalhamentos ϒP→ Todos

têm magnitudes maiores do que aquelas com mésons vetoriais, no caso ϒV → Todos, na
maior faixa de energia do centro de massa

√
s.

É relevante observar as limitações do tratamento das amplitudes. Como foi empregada
a Lagrangiana de ordem mais baixa na expansão quiral, com suas contribuições projetadas
em onda-s, em princípio, a investigação da faixa de baixa energia perto do limiar é válida
apesar de existirem resultados relatados na literatura cujo comportamento de alta energia
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é qualitativamente semelhante ao nosso.

A fim de melhorar os resultados obtidos, será necessário realizar estudos mais apri-
morados para realizar uma comparação mais precisa com as previsões feitas por outros
modelos fenomenológicos. A análise de ondas parciais mais altas, em especial, modifica-
ria a diminuição das seções de choque em energias maiores tornando-se conveniente na
determinação da evolução da abundância de ϒ em colisões de alta energia.
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Apêndice A

Geradores do SU(4)

O grupo SU (4) é representado como

SU(4) = {A = matrizes 4x4 | A†A = 1, det(A) = 1}. (A.1)

Os geradores são matrizes Hermitiana, análogos às matrizes de Pauli do SU(2) e às
matrizes Gell-Mann do SU(3), que são [40]:

λ1 =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 λ2 =


0 −i 0 0
i 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 λ3 =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



λ4 =


0 0 1 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0

 λ5 =


0 0 −i 0
0 0 0 0
i 0 0 0
0 0 0 0

 λ6 =


0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 0



λ7 =


0 0 0 0
0 0 −i 0
0 i 0 0
0 0 0 0

 λ8 =
1√
3


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −2 0
0 0 0 0

 λ9 =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
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λ10 =


0 0 0 −i

0 0 0 0
0 0 0 0
i 0 0 0

 λ11 =


0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 1 0 0

 λ12 =


0 0 0 0
0 0 0 −i

0 0 0 0
0 i 0 0



λ13 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 λ14 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −i

0 0 i 0

 λ15 =
1√
6


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −3



As matrizes λa são ortogonais e satisfazem,

Tr(λaλb) = 2δab; a,b = 1,2, ...15. (A.2)

Essas matrizes obedecem à relação de comutação,

[
λa

2
,
λb

2

]
= i fabc

λc

2
; a,b,c = 1,2, ...,15, (A.3)

onde [ ] representa a relação de comutação. Para SU(4), fabc é indicado pela constante de
estrutura. As constantes de estrutura são completamente antissimétricas sob a permutação
de quaisquer dos índices que satisfaçam a < b < c, logo fabc são apresentados na Tabela
(A.1).



59

Tabela A.1: Constante de estrutura fabc para SU(4)

a b c fabc

1 2 3 1
1 4 7 1

2

1 5 6 −1
2

2 4 6 1
2

2 5 7 1
2

3 4 5 1
2

3 6 7 −1
2

4 5 8
√

3
2

6 7 8
√

3
2

1 9 12 1
2

1 10 11 −1
2

2 9 11 1
2

2 10 12 1
2

3 9 10 1
2

3 11 12 −1
2

4 9 14 1
2

4 10 13 −1
2

5 9 13 1
2

5 10 14 1
2

6 11 14 1
2

6 12 13 −1
2

7 11 13 1
2

7 12 14 1
2

8 9 10 1
2
√

3

8 11 12 1
2
√

3

8 13 14 − 1
2
√

3

9 10 15 1
2
√

3

11 12 15 1
2
√

3

13 14 15 1
2
√

3
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Apêndice B

Cálculo de GPP, GPV e GVV

Aqui iremos detalhar a obtenção das Equações (4.43), (4.46) e (4.47), ou seja, as con-
tribuições para o caso GPP (dois mésons pseudoscalares), GPV (um méson pseudoscalar e
um méson vetorial) e GVV (dois mésons vetoriais), que serão dadas nas seções seguintes.

B.1 Caso GPP

A bolha com duas linhas pseudoscalares,

GPP(s) = i
∫ d4q

(2π)4
1

(q2−m2
1 + i0+)[(P−q)2−m2

2 + i0+]
, (B.1)

sendo s = P2 e, m1 e m2, as massas das partículas, podemos utilizar a parametrização de
Feynman reduzindo a

GPP(s) = i
∫ d4q

(2π)4

∫ 1

0
dz

1
[q2−m2

1 = i0++(P2−2P ·q−m2
2 +m2

1)z]
2
. (B.2)

Fazendo um deslocamento em mum momento interno (q→ q+Pz) levando a q2 =

2P ·qz→ q2−P2z2 temos,
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GPP(s) = i
∫ d4q

(2π)4

∫ 1

0
dz

1
[q2 +P2z(1− z)−m2

2z−m2
1(1− z)+ i0+]2

, (B.3)

Integrando como uma regularização dimensional (D = 4−2ε),

GPP(s) =−
∫ 1

0
dz

Γ(2− D
2 )

(4π)
D
2

[
m2

2z+m2
1(1− z)−P2z(1− z)

µ2

]D
2−2

, (B.4)

(B.5)

onde µ é uma escala de massa. Salientando a dimensionalidade temos,

GPP(s) =−
∫ 1

0
dz

Γ(ε)

(4π)2

[
m2

2z+m2
1(1− z)−P2z(1− z)

4πµ2

]−ε

=− 1
(4π)2

(
1
ε
− γ

)
+

1
(4π)2

∫ 1

0
dz log

[
m2

2z+m2
1(1− z)−P2z(1− z)

4πµ2

]
.

(B.6)

A fim de calcular a integral do logarítimo iremos reorganizar a seguinte expressão,

∫ 1

0
dz log

[
m2

2z+m2
1(1− z)−P2z(1− z)

4πµ2

]
(B.7)

=
∫ 1

0
dz log

[(
P2

4πµ2

)(
z2 + z

(
m2

2−m2
1−P2

P2

)
+

m2
1

P2

)]

=
∫ 1

0
dz log

[(
s

4πµ2

)
(z− z−)(z− z+)

]
. (B.8)
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Sendo,

z±=
s−∆

2s
±

√
λ(s,m2

1,m
2
2)

2s
, (B.9)

∆ = m2
2−m2

1, (B.10)

λ(a,b,c) = a2 +b2 + c2−2(ab+ac+bc), (B.11)

a integração no logarítmo se torna
∫ 1

0 dz ln(z− a) = −1+ a ln −a
1−a + ln(1− a). Substi-

tuindo, temos:

∫ 1

0
dz log[(z− z−)(z− z+)] =−2+ log

[
s+∆+

√
λ

2s

]
+ log

[
s+∆−

√
λ

2s

]
+

+

(
s−∆−

√
λ

2s

)
ln

[
−s+∆+

√
λ

s+∆+
√

λ

]
+

(
s−∆+

√
λ

2s

)
ln

[
−s+∆−

√
λ

s+∆−
√

λ

]
.

(B.12)

Unindo os logarítimos e utilizando λ = (δ− s)2−4sm2
1 = (δ+ s)2−4sm2

2, temos,

∫ 1

0
dz log[(z− z−)(z− z+)] =−2+ log

[
(s+∆)2−λ

4s2

]
+

(
s−∆

2s

)
ln
[
(∆− s)2−λ

(∆+ s)2−λ

]

+

√
λ

2s

[
ln

(
−s+∆−

√
λ

s+∆−
√

λ

)
− ln

(
−s+∆+

√
λ

s+∆+
√

λ

)]
,

(B.13)

∫ 1

0
dz log[(z− z−)(z− z+)] =−2+ ln

[m1m2

s

]
− ∆

2s
ln
[

m2
1

m2
2

]
+
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+

√
λ

2s

[
ln

(
−s+∆−

√
λ

s+∆−
√

λ

)
− ln

(
−s+∆+

√
λ

s+∆+
√

λ

)]
.

(B.14)

Então, retornando para GPP(s),

GPP(s) =−
1

(4π)2

(
1
ε
−λ+2

)
+

1
(4π)2 ln

(
m1m2

4πµ2

)
− 1

(4π)2
∆

2s
ln
[

m2
1

m2
2

]

+
1

(4π)2
∆

2s

[
ln

(
−s+∆−

√
λ

s+∆−
√

λ

)
− ln

(
−s+∆+

√
λ

s+∆+
√

λ

)]
. (B.15)

Sendo que, a componente independente da variável de Mandelstam s, referente ás
massas m1 e m2 e, da escala µ, é divergente. Logo, considerando uma constante α, obtida
de forma fenomenologica por comparação a um experimento, nota-se que as constantes
α e µ são relacionadas, então, é escolhido de forma arbitrária o valor de uma delas e
define-se a outra com um experimento.

Região Intervalo λ

(I) s < (m1−m2)
2 λ > 0

(II) (m1−m2)
2 ≤ s < (m1−m2)

2 λ < 0
(III) s≥ (m1−m2)

2 λ > 0

Analisando a região de validade do logaritmo através da raiz quadrada da função de
Kallen λ(s,m2

1,m
2
2) obtemos as três regiões distintas. Logo, a fim de viabilizar a análise

será adotado δ > 0, sendo que o procedimento para δ < 0 é similar.

Na região (II) é necessário realizar uma nova divisão. A parte (IIa) é

(m1−m2)
2 ≤ s < δ = (m2

2−m2
1) (B.16)
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e, na parte (IIb),

δ = (m2
2−m2

2)< s < (m1 +m2)
2 (B.17)

Esta análise tem o propósito de verificar o sinal da componente real do logarítimo
a fim de avaliar a fase associada. Para os casos positivos não existe fase, para o casos
negativos adiciona-se uma fase e±iπ.

Sinal das componentes (I) (II)s < δ (II)s > δ (III)

δ− s−
√

λ + + - -
δ− s+

√
λ + + - -

δ+ s−
√

λ + + + +
δ+ s+

√
λ + + + +

Logo, para cada região, temos,

(I)

√
λ

2s

[
ln

(
−s+δ−

√
λ

s+δ−
√

λ

)
− ln

(
−s+δ+

√
λ

s+δ+
√

λ

)]
,

(IIa)

√
|λ|
s

[
arctan

√
|λ|

s−δ
+ arctan

√
|λ|

s+δ

]
,

(IIb)

√
|λ|
s

[
arctan

√
|λ|

s−δ
+ arctan

√
|λ|

s+δ
+π

]
,

(III)

√
λ

2s

[
ln

(
s−δ+

√
λ

s+δ−
√

λ

)
− ln

(
s−δ−

√
λ

s+δ+
√

λ

)
−2iπ

]

B.2 Caso GPV

Para o caso de um méson pseudoescalar e um méson vetorial (PV ), a expressão para
a bolha com uma linha vetorial e uma linha escalar é
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Para o caso PV

GPV (s) = i
∫ d4q

(2π)4

−gµν + qµqν

M2

q2−M2 + i0+
1

(P−q)2−m2 + i0+
, (B.18)

Sendo M a massa do méson vetorial e m a massa do méson pseudoscalar. Utilizaremos
a aproximação de que somente as componentes espaciais do vetor de polarização serão
relevantes, assim,

−gµν +
qµqν

M2 ≈ δi j +
qiq j

M2 . (B.19)

Além disto, também é utilizado que somente a momento “on-shell” será relevante e,
que a componente “off-shell” não introduz nenhuma contribuição relevante [53],

δi j +
qiq j

M2 ≈ δi j

(
1+

~q2
on

3M2

)
. (B.20)

O momento “on-shell” ~q2
on =

λ(s,M2,m2)
4s sendo λ a função de Kallen ou, por conveni-

ência, p = 1
2
√

s

√
[s− (m1 +m2)2][s− (m1−m2)2]. Com estas considerações, a bolha se

torna simplesmente,

GPV (s) =
(

1+
λ(s,M2,m2)

12M2s

)
GPP(s). (B.21)

Ou

GPV (s) =
(

1+
p2

3M2
1

)
GPP(s). (B.22)
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B.3 Caso GVV

Para o caso de dois mésons vetoriais (VV), tem a peculiaridade de ter três possibili-
dades distintas de spin total (S = 0,1,2) associadas ao vértice:

AS=0
abcd =

1
3

ε
(a) · ε(b)ε(c) · ε(d),

AS=1
abcd =

1
2

[
ε
(a) · ε(c)ε(b) · ε(d)− ε

(a) · ε(d)ε(b) · ε(c)
]
,

AS=2
abcd =

1
2

[
ε
(a) · ε(c)ε(b) · ε(d)+ ε

(a) · ε(d)ε(b) · ε(c)
]
− 1

3
ε
(a) · ε(b)ε(c) · ε(d). (B.23)

A correção de uma única bolha terá a composição Aab12A12cd , para cada um destes
caso isto resultarem,

AS=0
ab12AS=0

12cd = AS=0
abcd

1
3

ε
(1)
µ ε

(1)
µ′ ε

(2)µ
ε
(2)µ′,

AS=1
ab12AS=0

12cd =
1
2

[
ε
(a)µ

ε
(c)µ′

ε
(b)
ν ε

(d)
ν′ varepsilon(a)µε

(d)µ′
ε
(b)
ν ε

(c)
ν′

]
ε
(1)
µ ε

(1)
µ′ ε

(2)ν
ε
(2)ν′. (B.24)

O fator 1
3 será compensado pela repetição de índices em ε

(1)
µ ε

(1)
µ′ ε(2)µε(2)µ

′
. O resultado

básico é que a composição de cada caso leva a um fator extra

ε
(1)
µ ε

(1)
µ′ ε

(2)ν
ε
(2)ν′ =

(
−gµµ′+

qµqµ′

m2
1

)(
−gνν′+

(P−q)ν(P−q)ν′

m2
2

)
, (B.25)

que é simplesmente o numerador da bolha vetorial. Assim,

GVV (s) = i
∫ d4q

(2π)4

−gµµ′+ qµqµ′

m2
1

q2−M2 + i0+
−gνν′+ (P−q)ν(P−q)ν′

m2
1

(P−q)2−m2
2 + i0+

, (B.26)
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Sendo m1 e m2 as massa dos mésons vetoriais.

Utilizaremos exatamente as mesmas aproximações do caso PV [59], deste modo,

GVV (s) =
(

1+
λ(s,m2

1,m
2
2)

12m2
1s

)(
1+

λ(s,m2
1,m

2
2)

12m2
2s

)
GPP(s), (B.27)

GVV (s) =
(

1+
p2

3M2
1

)(
1+

p2

3M2
2

)
GPP(s). (B.28)



Apêndice C

Coeficientes ζi j, ξi j e χi j

Através das Equações (4.28), (4.29) e (4.30) foram citados os coeficientes ζi j, ξi j e χi j

que são gerados devido a decomposição dos canais envolvendo mésons leves e pesados
que nos permite obtê-las. Nesta seção iremos resumir os valores que eles devem assumir
com a escolha de uma base de isospin apropriada de acordo com o tipo de processo (VV→
VV , V P→V P, VV → PP). Onde foi denotado,

γ =

(
mL

mH

)2

, (C.1)

ψ =−1
3
+

4
3

(
mL

m′H

)2

, (C.2)

onde os valores destas massas, mL, mH e m′H , estão citadas na seção Resultados.

C.1 VV →VV e VV → PP

Como é descrito na Equação (4.28), no caso, processos do tipo VV → VV que cons-
tam os coeficientes ζ

(s)
i j , ζ

(t)
i j e ζ

(u)
i j ) têm seus valores apresentados nas tabelas seguintes.

Para processos VV → PP os coeficientes são obtidos apenas pela substitução do par ve-
torial no estado final de VV →VV pelo respectivo par pseuscalar PP em base SU(4) (por
exemplo, ϒρ por ηbπ). Portanto, os coeficientes χi j, são iguais a ζ

(s)
i j , ou seja, os primeiros

coeficientes das tabelas a seguir.
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C = S = 0, IG(JPC) = 1+(1+−),1−(2++); Iz =+1

Canal ϒρ ωρ K̄∗K∗ B̄∗B∗

ϒρ 0,0,0 0,0,0 0,0,0 0,−γ√
3
, −γ√

3

ωρ 0,0,0 0,0,0 0,−
√

3√
8

,−
√

3√
8

0, −γ

2
√

6
, −γ

2
√

6

K̄∗K∗ 0,0,0 0,−
√

3√
8

, −
√

3√
8

1
2 , 1

2 ,0 −1
4 , γ

8 ,3γ

8

B̄∗B∗ 0,−γ√
3
,−γ√

3
0, −γ

2
√

6
, −γ

2
√

6
−1
4 , γ

8 , 3γ

8
1
4 , (2ψ+1)

8 , (2ψ−1)
8

C = S = 0, IG(JPC) = 1+(1+−),1−(2++); Iz = 0

Canal ϒρ ωρ K̄∗K∗ B̄∗B∗

ϒρ 0,0,0 0,0,0 0,0,0 0,−γ√
3
, −γ√

3

ωρ 0,0,0 0,0,0 0,−
√

3√
8

,−
√

3√
8

0, −γ

2
√

6
, −γ

2
√

6

K̄∗K∗ 0,0,0 0,−
√

3√
8

, −
√

3√
8

1
4 , 1

4 ,0 0, γ

4 , γ

4

B̄∗B∗ 0,−γ√
3
,−γ√

3
0, −γ

2
√

6
, −γ

2
√

6
0, γ

4 , γ

4 0, ψ

4 , ψ

4

C = S = 0, IG(JPC) = 1+(1+−),1−(2++); Iz =−1

Canal ϒρ ωρ K̄∗K∗ B̄∗B∗

ϒρ 0,0,0 0,0,0 0,0,0 0,−γ√
3
, −γ√

3

ωρ 0,0,0 0,0,0 0,−
√

3√
8

,−
√

3√
8

0, −γ

2
√

6
, −γ

2
√

6

K̄∗K∗ 0,0,0 0,−
√

3√
8

, −
√

3√
8

1
2 , 1

2 ,0 −1
2 ,0, γ

2

B̄∗B∗ 0,−γ√
3
,−γ√

3
0, −γ

2
√

6
, −γ

2
√

6
−1
2 ,0, γ

2
1
2 , ψ

2 , 0

C = S = 0, IG(JPC) = 0+(0++),0−(1+−),0+(2++)

Canal ϒϒ ϒω ωω ρρ B̄∗s B∗s
ϒϒ 0,0,0 0,0,0 0,0,0 0,0,0 0,2γ

3 ,2γ

3

ϒω 0,0,0 0,0,0 0,0,0 0,0,0 0,−
√

2γ

3 ,−
√

2γ

3

ωω 0,0,0 0,0,0 0,0,0 0,0,0 0, γ

3 , γ

3

ρρ 0,0,0 0,0,0 0,0,0 0,2,2 0,0,0

B̄∗s B∗s 0,2γ

3 , 2γ

3 0,−
√

2γ

3 ,−
√

2γ

3 0, γ

3 , γ

3 0,0,0 0, (ψ+1)
4 , (ψ+1)

4
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C = S = 0, IG(JPC) = 1/2(0+),1/2(1+),1/2(2+); Iz =+1/2

Canal ϒK∗ ωK∗ ρK∗ B̄∗B∗s
ϒK∗ 0,0,0 0,0,0 0,0,0 0, γ√

3
, γ√

3

ωK∗ 0,0,0 3
4 ,0,−3

4
−1
4 ,0,1

4

√
3
8 , γ

2
√

6
, −γ√

6

ρK∗ 0,0,0 −1
4 ,0,1

4
1

12 ,−1
3 ,− 5

12
−1

2
√

6
, −γ

2
√

6
,0

B̄∗B∗s 0, γ√
3
, γ√

3

√
3
8 , γ

2
√

6
, −γ√

6
−1

2
√

6
, −γ

2
√

6
,0 1

2 , ψ

2 , 0

C = S = 0, IG(JPC) = 1/2(0+),1/2(1+),1/2(2+); Iz =−1/2

Canal ϒK∗ ωK∗ ρK∗ B̄∗B∗s
ϒK∗ 0,0,0 0,0,0 0,0,0 0, γ√

3
, γ√

3

ωK∗ 0,0,0 3
4 ,0,−3

4
3
4 ,0,−3

4

√
3
8 , γ

2
√

6
, −γ√

6

ρK∗ 0,0,0 3
4 ,0,−3

4
3
4 ,1,1

4

√
3√
8
,
√

3γ√
8

,0

B̄∗B∗s 0, γ√
3
, γ√

3

√
3
8 , γ

2
√

6
, −γ√

6

√
3√
8
,
√

3γ√
8

,0 1
2 , ψ

2 , 0

C.2 V P→V P (S = 1)

C = S = 0, IG(JPC) = 0−(1+−)

Canal ϒηb ϒη ωηb ωη ρπ K̄∗K− c.c. B̄∗B− c.c. B̄∗s Bs + c.c.

ϒηb 0 0 0 0 0 0 4γ

3

√
8γ

3

ϒη 0 0 0 0 0 0
√

2γ

3
−2γ

3

ωηb 0 0 0 0 0 0
√

2γ

3
−2γ

3

ωη 0 0 0 0 0 −3
2

γ

6

√
2γ

3

ρπ 0 0 0 0 2
√

3
2

−
√

3γ

2 0

K̄∗K− c.c. 0 0 0 −3
2

√
3

2
3
2

−γ

2
−γ√

2

B̄∗B− c.c. 4γ

3

√
2γ

3

√
2γ

3
γ

6
−
√

3γ

2
−γ

2
(ψ+2)

2
1√
2

B̄∗s Bs + c.c.
√

8γ

3
−2γ

3
−2γ

3

√
2γ

3 0 −γ√
2

1√
2

(ψ+1)
2
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C = S = 0, IG(JPC) = 1+(1+−)

Canal ϒπ ωπ ρηb ρη K̄∗K + c.c. B̄∗B− c.c.

ϒπ 0 0 0 0 0 −
√

2
3γ

ωπ 0 0 0 0 −
√

3
2 − γ

2
√

3

ρηb 0 0 0 0 0 −
√

2
3γ

ρη 0 0 0 0 −
√

3
2 − γ

2
√

3

K̄∗K + c.c. 0 −
√

3
2 0 −

√
3

2
1
2

γ

2

B̄∗B+ c.c. −
√

2
3γ − γ

2
√

3
−
√

2
3γ − γ

2
√

3
γ

2
ψ

2

C = 0, S = 1, IG(JPC) = 1/2(1+)

Canal ϒK ωK K∗ηb K∗η ρK K∗π B̄∗Bs B̄B∗s
ϒK 0 0 0 0 0 0 γ√

3
γ√
3

ωK 0 0 0 −3
4 0 3

4
γ

2
√

6
−γ√

6

K∗ηc 0 0 0 0 0 0 γ√
3

γ√
3

K∗η 0 −3
4 0 0 3

4 0 −γ√
6

γ

2
√

6

ρK 0 0 0 3
4 1 1

4
−
√

3γ√
8

0

K∗π 0 3
4 0 0 1

4 1 0 −
√

3γ√
8

B̄∗Bs
γ√
3

γ

2
√

6
γ√
3

−γ√
6

−
√

3γ√
8

0 Ψ

2 0

B̄B∗s
γ√
3

−γ√
6

γ√
3

γ

2
√

6
0 −

√
3γ√
8

0 ψ

2



Apêndice D

Seção de choque

A seção de choque é utilizada para se medir espalhamentos, como a colisão de partí-
culas alfa em uma folha de ouro com um único núcleo. Neste caso, a seção de choque é
dada por [21]

σ =
número de partículas espalhadas

tempo xdensidade do feixe x velocidade do feixe︸ ︷︷ ︸
Φ

=
1
T

1
Φ

N, (D.1)

onde T é o tempo do experimento, Φ é o fluxo do feixe das partículas incidentes e N é o
número de partículas espalhadas.

A seção de choque diferencial, dσ

dω
, distingue o número de partículas espalhadas num

determinado ângulo sólido dω.

Tratando-se da mecânica quântica, a seção de choque diferencial pode ser definida da
seguinte forma

dσ =
1
T

1
Φ

dP, (D.2)

em que Φ é o fluxo normalizado como se houvesse apenas uma partícula emitida, e P é a
probabilidade quântica do espalhamento.
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As quantidades dσ e dP são diferenciais nas variáveis cinemáticas, como os ângu-
los e as energias do estado final das partículas. O número diferencial de espalhamentos
medidos em um experimento de colisão é dado por:

dN = Lxdσ, (D.3)

onde L é a luminosidade.

Ao relacionar a equação para a seção de choque diferencial com os elementos da
matriz-S, de uma perspectiva operacional, sabe-se que é impossível colidir mais de duas
partículas de cada vez, portanto, vamos analisar os elementos da matriz-S em que |i〉 é um
estado de duas partículas. O interesse concentra-se apenas na seção de choque diferencial
para os processos do tipo 2 partículas→ n partículas:

p1 + p2→ k1 + k2 + ...+ kn, ou p1 + p2→{k j}. (D.4)

No referencial de repouso de uma das partículas que colidem, o fluxo é a magnitude
da velocidade da partícula de incidente dividida pelo volume total: Φ = |~v|/V . Em um
referencial distinto, tal como no referencial do centro de massa, os feixes de partículas
vêm de ambos os lados, e o fluxo é então determinado pela diferença entre as velocidades
das partículas. Logo, Φ = |~v1−~v2|/V . Então,

dσ =
V
T

1
|~v1−~v2|

dP, (D.5)

a probabilidade diferencial normalizada pode ser dada por

dP =
|〈 f |S|i〉|2

〈i|i〉〈 f | f 〉
dΠ, (D.6)
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em que dΠ é o número diferencial de partículas no estado final, dN f , no intervalo de
momento (~p j, ~p j +d3 p j). Isto é

dΠ = ∏
j

V
(2π)3 d3 p j. (D.7)

Os termos 〈 f | f 〉 e 〈i|i〉 no denominador da Equação (D.6) partem do princípio de que
estados de uma partícula, definidos num tempo fixo, não podem ser normalizados para
〈 f | f 〉= 〈i|i〉= 1 . Um ajuste desse tipo não seria um invariante de Lorentz.

Sabemos que

a†
k |0〉=

1√
2wk
|k〉, (D.8)

e [ap,a†
q] = (2π)3δ3(~p−~q). Então

〈p|p〉= 2wp

〈
0
∣∣∣[apa†

q]+a†
p

∣∣∣0〉= (2π)3(2wp)δ
3(0), (D.9)

onde ap|0〉= 0.

Sabendo que δ3(0) trata-se de uma quantidade infinita, podendo ser regulada se colo-
car o sistema dentro de uma caixa de volume finito, δ3(0) pode ser definida por

(2π)3
δ

3(p) =
∫

d3xei~p,~x, (D.10)

então,
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δ
3(0) =

1
(2π)3

∫
d3x =

V
(2π)3 , (D.11)

do mesmo modo

δ
4(0) =

TV
(2π)4 , (D.12)

onde T é o tempo total de ocorrência do processo. No caso de um processo de colisão
entre duas partículas, adota T como infinito. Logo, 〈p|p〉 é

〈p|p〉= 2wpV = 2EpV, (D.13)

e, usando |i〉= |p1〉|p2〉 e | f 〉= ∏ j(2E jV ), temos que,

〈i|i〉= (2E1V )(2E2V ), 〈 f | f 〉= ∏
j
(2E jV ). (D.14)

É possível notar que todos esses fatores V não constarão ao final após arealizar as
manipulações.

Retornando para o elemento da matriz 〈 f |S|i〉 no numerador da Equação (D.6), em
uma teoria livre, onde não há interações, a matriz-S é simplesmente a matriz identidade,
pois normalmente os elementos de matriz-S são calculados de forma perturbativa. Assim,
temos que,

S = 1+ iT , (D.15)
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em que T é a chamada matriz de transferência e descreve os desvios da teoria livre, con-
servando energia e momento, onde T é zero sempre que a energia e o momento do estado
final e inicial são diferentes.

Sendo assim, considerando estado de multipartículas, ou seja, os estados |i〉, de ma-
neira análoga para o | f 〉, são produtos diretos dos auto-estados do quadrimomento total
e, considerando um vetor |ψi〉 contendo todas as características restantes do estado de
multipartículas, tais como as massas, o momento espacial e os números quânticos de cada
partícula neste estado de multipartículas, temos:

|i〉=
∣∣∣p(i)tot

〉
⊗|ψi〉. (D.16)

Sabendo que a matriz T , conserva o quadrimomento total, atuando como o operador
identidade no espaço dos auto-estados do quadrimomento total ela pode ser escrita como
o produto direto. Sendo assim,

T = 1⊗M . (D.17)

onde os elementos da matriz-T entre os estados inicial e final são

〈
p( f )

tot |1| p
( f )
tot

〉
〈ψ f |M |ψi〉= (2π)4

δ
4(pi− p f )〈ψ f |M |ψi〉= (2π)4

δ
4(pi− p f )M f i.

(D.18)

Denotando T como

T = (2π)4
δ

4 (
∑ p

)
M . (D.19)

onde, δ4(∑ p) representa a forma abreviada de δ4
(

∑ pµ
i −∑ pµ

f

)
, em que pµ

i são os qua-
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drimomentos das partículas no estado inicial e pµ
f são os quadrimomentos das partículas

no estado final.

Como a parte de interesse é calcular a parte não trivial da matriz-S, M , em teoria
quântica dos campos, referir-se a “elementos de matriz” geralmente significa referir-se a
〈 f |M |i〉. Assim, temos

〈 f |S−1|i〉= i(2π)4
δ

4 (
∑ p

)
〈 f |M |i〉. (D.20)

Ao realizar a integração, as funções δ são multiplicadas, ou seja, utilizar apenas uma
delas é suficientemente eficaz para impor a condição desejada. Sendo assim, a função δ

remanescente sempre será distinta de zero e formalmente infinita, mas como o tempo e os
volumes foram tomados como finitos, pois o sistema se encontra em uma caixa temporal
e espacial, encontramos δ4(0) = TV

(2π)4 .

Para | f 〉 6= |i〉 temos

|〈 f |S|i〉|2 = δ
4(0)δ4(∑ p)(2π)8|〈 f |M |i〉|2

= δ
4(∑ p)TV (2π)4|M |2, (D.21)

em que a Equação (D.12) foi usada e fizemos |〈 f |M |i〉|2 ≡ |M |2. Então

dP =
δ4(∑ p)TV (2π)4

(2E1V )(2E2V )

1
Π j(2E jV )

|M |2 ∏
j

V
(2π)3 d3 p j

=
T
V

1
(2E1V )(2E2V )

|M |2dΠLIPS, (D.22)

em que
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dΠLIPS ≡ ∏
estados finais j

d3 p j

(2π)3
1

2Ep j
(2π)4

δ
4(∑ p), (D.23)

é chamado de espaço de fase invariante de Lorentz (LIPS). A expressão final para a seção
de choque diferencial do espalhamento de duas partículas é

dσ =
1

(2E1V )(2E2V )|~v1~v2|
|M |2dΠLIPS. (D.24)
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