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Resumo

In this thesis we investigate a Friedmann cosmology with interaction in the dark

sector, in which de vacuum term decays linearly with the Hubble parameter, with

a concomitant matter production at late times. We show that, from a qualitative

point of view, such a cosmology is in accordance with the standard, spatially flat

ΛCDM model. We then present a perturbative analysis of the model, including

perturbations in the vacuum term and entropic perturbations. The obtained matter

power spectrum leads to a relative matter density in accordance with the background

tests of the model.

Prof. Dr. Saulo Carneiro de Souza Silva
Dissertation Committee Chair





Resumo

Neste trabalho estudamos uma cosmologia de Friedmann no contexto de um mode-

lo com interação entre energia escura e matéria escura, no qual o termo de vácuo decai

linearmente com o parâmetro de Hubble, com conseqüente produção de matéria.

Mostramos que tal cosmologia, no nível da base, está em acordo qualitativo com o

modelo ΛCDM. Apresentamos uma análise perturbativa para o modelo de interação,

incluindo perturbações no termo de vácuo e perturbações entrópicas, mostrando que

condições iniciais adiabáticas podem ser usadas para a construção do espectro de

potência da matéria. O valor obtido para a densidade relativa de matéria concorda

com aquele encontrado em uma análise combinada de supernovas tipo Ia, oscilações

acústicas bariônicas e a posição do primeiro pico do espectro de anisotropias da radia-

ção cósmica de fundo.
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Capítulo 1

Introdução

A relação distância-luminosidade de supernovas com altos redshifts proporciona

evidências diretas de que nosso universo está em expansão acelerada na presente época

[1, 2, 3]. Para explicar teoricamente tal aceleração no contexto da Relatividade Geral,

um termo cosmológico com pressão negativa, conhecido também como energia escura

[4] e normalmente associado ao vácuo [5, 6, 7], é reintroduzido nas equações de Eins-

tein. Além disso, pequenas flutuações de temperatura na radiação cósmica de fundo

dão fortes evidências de que vivemos num universo espacialmente plano. Acredita-se

que a constante cosmológica dirige a expansão acelerada, com aproximadamente 70%

da composição total do universo espacialmente plano, que uma matéria escura sem

pressão contribua com 25% e que os 5% restantes está na forma de matéria bariônica

também sem pressão. O cenário cosmológico no qual as duas componentes dominantes

evoluem separadamente é conhecido como o modelo padrão da cosmologia ou modelo

ΛCDM (constante cosmológica + matéria escura fria), e tal modelo é consistente com

os testes observacionais.

Este cenário, entretanto, apresenta problemas do ponto de vista teórico quando

associamos a constante cosmológica à densidade de energia do vácuo, ρΛ = Λ/8πG. O

problema, conhecido como "problema da constante cosmológica", é que as estimativas

da densidade de energia do vácuo obtidas pela teoria quântica de campos indicam
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um valor muito alto quando comparado com o observado [7]. Um outro problema,

conhecido como "problema da coincidência cósmica", está em compreender porque a

densidade da energia escura hoje é tão próxima da densidade da matéria escura. Uma

proposta para aliviar tais problemas, que será abordada neste trabalho, é supor que o

termo cosmológico não é uma constante e sim uma quantidade dinâmica, dependente

das coordenadas, que decai com a expansão do universo desde um alto valor inicial até

o pequeno valor hoje observado. Para que a conservação covariante da energia total

seja assegurada é necessário que o termo cosmológico dependente das coordenandas

esteja acoplado à matéria. Num universo homogêneo e isotrópico tal quantidade

dinâmica é uma função apenas do tempo. Várias propostas para a evolução do termo

cosmológico são de fato encontradas na literatura [8]-[12].

Neste trabalho investigamos uma cosmologia de Friedmann com uma lei particular

para o decaimento do termo de vácuo, proporcional ao parâmetro de Hubble [13, 14],

válida para tempos tardios e obtida fenomenologicamente com diferentes argumentos.

Tal ansatz leva a um cenário cosmológico em acordo qualitativo com o modelo ΛCDM,

com uma fase inicial dominada por radiação seguida por uma fase dominada pela

matéria, longa o bastante para dar conta das grandes estruturas hoje formadas no

universo. O modelo apresenta também, no limite assintótico, uma fase dominada por

constante cosmológica, ou seja, no limite de tempos longos tende para o universo de

de Sitter [15]. A diferença com relação ao modelo padrão, no background, é que a lei

de conservação covariante do momento e da energia, que está contida nas equações

de Einstein, leva a um processo de produção de matéria às custas do decaimento da

densidade de energia do vácuo. Ou seja, as componentes do setor escuro possuem

uma interação e não são separadamente conservadas.

Do ponto de vista quantitativo, uma análise combinada de supernovas tipo Ia,

oscilações acústicas bariônicas (BAO) e a posição do primeiro pico das flutuações de

temperatura na radiação cósmica de fundo (CMB) [16, 17] leva a uma boa concordân-

cia com respeito aos parâmetros cosmológicos. Um outro teste importante é o estudo
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das pequenas flutuações na densidade de matéria em torno do universo homogêneo e

sua comparação com o espectro de potência observado.

Esta tese está organizada da seguinte forma. No capítulo 2, realizamos uma re-

visão das equações de Friedmann e das características qualitativas do modelo ΛCDM.

Depois, apresentamos as soluções de base do modelo com densidade do vácuo propor-

cianal ao parâmetro de Hubble e suas principais características.

No capítulo 3, analisamos a evolução das pequenas perturbações na densidade de

matéria não-relativística na fase dominada por matéria. Usamos a teoria newtoni-

ana das perturbações, e supomos que a energia escura é estritamente homogênea no

universo perturbado.

No capítulo 4, revisamos a teoria relativística das perturbações lineares, apresen-

tando as transformações de gauge, algumas quantidades invariantes e as equações de

Einstein nos gauges síncrono, longitudinal (ou newtoniano) e comóvel.

No capítulo 5, apresentamos uma análise perturbativa do modelo com interação no

setor escuro, incluindo perturbações no termo cosmológico, perturbações entrópicas e

o stress anisotrópico. Finalmente, o capítulo 6 apresenta as conclusões e comentários

finais.
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Capítulo 2

O modelo cosmológico

Neste capítulo vamos investigar as soluções das equações de Einstein para um

modelo específico de interação energia escura-matéria escura num universo com cur-

vatura espacial nula, homogêneo e isotrópico, preenchido com um fluido perfeito. A

densidade da energia escura que será investigada neste texto possui dependência linear

com o parâmetro de Hubble. Nós mostramos que a lei de conservação covariante do

momento e da energia, que está contida nas equações de Einstein, leva a um processo

de produção de matéria às custas do decaimento da densidade de energia do vácuo.

As soluções obtidas mostram que o modelo está em acordo com recentes medidas do

parâmetro de desaceleração e da idade do universo. Além disso, as características

do modelo de Einsten-de Sitter e da fase completamente dominada pela radiação são

recuperadas quando tomamos o limite de tempos pequenos. O modelo apresenta tam-

bém, no limite assintótico, uma fase dominada por constante cosmológica, ou seja,

no limite de tempos longos tende para o universo de de Sitter [15].

2.1 Equações de Friedmann

O ponto de partida é escrever a equação que relaciona as componentes do tensor

de Einstein Gµν , que descreve a geometria do espaço-tempo, com a energia contida
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no universo, representada pelo tensor momento-energia Tµν ,

Rµν − 1

2
gµνR + Λ0gµν = Tµν . (2.1)

Aqui, Rµν é o tensor de Ricci, R o escalar de Ricci, gµν o tensor métrico [24]-[26], Λ0

é a constante cosmológica introduzida por Einstein e vamos adotar 8πG = 1 e c = 1.

Sabemos que as observações de supernovas tipo Ia (SNe Ia) proporcionam ev-

idências diretas de uma expansão acelerada na presente época, precedida por uma

expansão desacelerada [1, 4]. Tal expansão acelerada é atribuída a uma componente

de energia com pressão negativa, conhecida como energia escura. Um candidato

plausível para esta energia com pressão negativa é a constante cosmológica de Ein-

stein, Λ0, que aparece nas equações acima e que é normalmente associada com a

energia do vácuo. Entretanto, um importante problema teórico é que predições da

teoria quântica de campos para a densidade de energia do vácuo conduzem a um valor

muito alto quando comparado com a densidade hoje observada [5, 7]. Para abordar

este problema, conhecido como problema da constante cosmológica, acrescentamos

ao lado direito de (2.1) o tensor momento-energia do vácuo, T
(v)
µν = ρvgµν , definindo

a energia efetiva do vácuo como Λ = ρv − Λ0 = ρΛ, tal que a equação (2.1) tome a

forma

Rµν − 1

2
gµνR = Tµν + Λgµν . (2.2)

No espaço-tempo de Minkowisk, onde os cálculos da teoria quântica de campos

são realizados, o tensor momento-energia efetivo do vácuo na equação (2.2) é igual a

zero, sendo ρv cancelado pela constante cosmológica Λ0. Por outro lado, se o cálculo

for feito no espaço em expansão, o lado esquerdo das equações de Einstein não será

nulo, e esperamos, após a subtração da constante cosmológica Λ0, uma densidade de

energia efetiva do vácuo dependente da curvatura. Assim, num universo homogêneo

e isotrópico preenchido com vácuo e matéria, o termo cosmológico Λ será uma função

do tempo. Desta forma, o problema da constante cosmológica pode ser aliviado se

propusermos um termo cosmológico decaindo com a expansão do universo, desde um
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valor inicialmemte alto até o pequeno valor hoje observado.

Tomando a derivada covariante de (2.2), com Tµν representando o tensor momento-

energia da matéria, encontramos a lei de conservação covariante

T µ
ν;µ = −Λ;ν = −Λ,ν , (2.3)

onde Λ,ν é a derivada ordinária de Λ, mostrando que um termo cosmológico depen-

dente das coordenadas está sempre necessariamente acoplado à matéria.

Vamos agora escrever as equações de Einstein para a métrica de Friedmann-

Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) com curvatura espacial nula. Num sistema de

coordenadas cartesiano, tal métrica pode ser escrita como

ds2 = dt2 − a(t)2(dx2 + dy2 + dz2), (2.4)

onde a(t) é o fator de escala, e as componentes do tensor métrico são g00 = 1, g0i = 0

e gij = −a(t)2δij. Com ela é fácil verificar que as únicas conexões não nulas, obtidas

via

Γσ
µλ =

1

2
gνσ

(
∂gµν

∂xλ
+

∂gλν

∂xµ
− ∂gµλ

∂xν

)
, (2.5)

são

Γ0
ij = aȧδij, (2.6)

Γi
0j =

ȧ

a
δi

j, (2.7)

onde δi
j é o símbolo de Kronecker, com componentes iguais a 1 se i = j e nulas em

caso contrário.

No lado direito das equações de Einstein, introduzimos um fluido perfeito expresso

pelo tensor momento-energia

T µ
ν = (ρ + p)uµuν − pδµ

ν , (2.8)

onde ρ é a densidade de matéria e p a pressão, uµ é a 4-velocidade do fluido, cujas

componentes em coordenadas comóveis são u0 = u0 = 1 e ui = ui = 0. Desta forma,
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as componentes do tensor momento-energia ficam dadas por

T 0
0 = ρ , T i

j = −pδi
j , T i

0 = T 0
i = 0. (2.9)

As equações de movimento do fluido estão contidas na lei de conservação covariante

(2.3), que pode ser escrita na forma

T µ
ν;µ = ∂µT

µ
ν − Γλ

νµT
µ
λ + Γµ

µλT
λ
ν = −∂νΛ. (2.10)

Daí seguem, respectivamente, as equações para as componentes ν = 0 e ν = i,

T µ
0;µ = ∂µT

µ
0 − Γλ

0µT
µ
λ + Γµ

µλT
λ
0 = −Λ̇, (2.11)

T µ
i;µ = ∂µT

µ
i − Γλ

iµT
µ
λ + Γµ

µλT
λ
i = −∂iΛ, (2.12)

onde o ponto representa a derivada com relação ao tempo cosmológico. Usando (2.6),

(2.7) e (2.9), chegamos nas equações de balanço de energia e momento,

ρ̇ + 3
ȧ

a
(ρ + p) = −Λ̇, (2.13)

T µ
i;µ = −∂iΛ = 0. (2.14)

Devemos ressaltar que estas equações de balanço energia-momento independem da

introdução da constante de curvatura k = ±1 na métrica de FLRW. A segunda das

equações acima mostra que, em um universo espacialmente homogêneo e isotrópico

não há transferência de momento, logo o termo cosmológico pode apenas ser função

do tempo, como seria de esperar. A primeira equação, conhecida como equação da

continuidade, mostra por sua vez que o decaimento de um termo cosmológico depen-

dente do tempo leva a produção de matéria. Ela contém quatro funções desconhecidas,

ρ(t), Λ(t), p(t) e a(t), que podem ser reduzidas a duas, bastando para isso inferir uma

equação de estado para a matéria e um ansatz para o decaimento de Λ.

Precisamos, portanto, de mais uma equação, que, juntamente com a equação

da continuidade, a equação de estado da matéria e a lei de decaimento do termo
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cosmológico, descreva completamente a evolução do fator de escala a(t) e da densidade

de matéria ρ(t). Tomemos então as equações de Einstein na forma

Rµν = Sµν − 1

2
gµνS, (2.15)

onde S é o traço do tensor momento-energia total do fluido cósmico, definido como

Sµν = Tµν + Λgµν , onde Λgµν é o tensor momento-energia do vácuo, o qual possui

densidade de energia ρΛ = Λ e pressão negativa pΛ = −ρΛ. As componentes de Sµν e

o seu traço são respectivamente dadas por

S00 = ρT , Sij = a(t)2pT δij, S = ρT − 3pT , (2.16)

com

ρT = ρ + ρΛ, (2.17)

pT = p + pΛ. (2.18)

Para a métrica de FLRW, as componentes tempo-tempo e espaço-espaço do tensor

de Ricci são escritas, respectivamente, como

R00 = −∂0Γ
j
0j − Γj

0iΓ
i
0j = −3

ä

a
, (2.19)

Rkk = ∂0Γ
0
kk + Γ0

kkΓ
j
0j − Γ0

kjΓ
j
k0 − Γi

k0Γ
0
ki = äa + 2ȧ2, (2.20)

onde usamos

Rµα =
∂Γλ

µα

∂xλ
− ∂Γλ

µλ

∂xα
+ Γλ

µαΓσ
λσ − Γσ

µλΓ
λ
ασ. (2.21)

Com ajuda das expressões acima, as componentes tempo-tempo e espaço-espaço das

equações de Einstein são dadas por

−3
ä

a
=

1

2
(ρT + 3pT ), (2.22)

3
ä

a
+ 6

ȧ2

a2
=

3

2
(ρT − pT ), (2.23)

e, combinando-as, obtemos finalmente a equação que nos faltava, chamada equação

de Friedmann,

ρT = 3H2, (2.24)
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onde H = ȧ/a é o parâmetro de Hubble, que mede a taxa de expansão do universo e

é estimado hoje em H0 ≈ 70 km.s−1.Mpc−1. Seu inverso H−1 nos dá uma escala de

tempo cosmológica.

Dado H podemos definir a densidade crítica como

ρc = 3H2. (2.25)

A razão entre a densidade de energia total e a densidade crítica é chamada de

parâmetro densidade de energia total,

ΩT ≡ ρT

ρc

, (2.26)

que é igual a 1 para o universo espacialmente plano. A equação (2.22), escrita como

ä

a
= −1

6
(ρT + 3pT ), (2.27)

é conhecida como equação da aceleração. Note que, se ä é positivo, a expansão do uni-

verso é acelerada, e se ä é negativo a expansão é desacelerada. A equação inclui a den-

sidade de energia total e a pressão total do fluido que preenche o universo. Dividindo

ambos os membros pelo quadrado do parâmetro de Hubble, podemos escrevê-la na

forma

− ä

aH2
=

1

2

[
1

3H2

]
(ρT + 3pT ). (2.28)

O termo entre colchetes é justamente o inverso da densidade de energia crítica, e,

usando uma equação de estado do tipo pT = ωρT , chegamos a

q =
1

2
ΩT (1 + 3ω), (2.29)

onde q ≡ −äa/ȧ2 = −ä/aH2 é o parâmetro de desaceleração.

Uma informação importante sobre o fator de escala a(t) é obtida através da obser-

vação dos deslocamentos nas freqüências da luz emitida por objetos muito distantes.

Estes deslocamentos nos dizem qual era o fator de escala na época em que a luz foi

emitida. Definimos o desvio para o vermelho (ou redshift, no jargão corrente) como

z =
λ0 − λ1

λ1

, (2.30)
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onde λ1 é o comprimento de onda medido no instante t1 da emissão do sinal luminoso,

e λ0 é o comprimento de onda medido no instante t0 da recepção.

Para obter a relação entre o redshift e o fator de escala, consideremos o ponto

de emissão do sinal como sendo (r, θ, φ) e nos coloquemos como observadores na

origem das coordenadas, (0, 0, 0). O elemento de intervalo para a propagação do sinal

luminoso é nulo, e sua trajetória se dá radialmente, com θ e φ constantes. Fazendo

ds = 0 e dθ = dφ = 0 na métrica de FLRW, obtemos a equação de movimento

dr = ± dt

a(t)
, (2.31)

onde o sinal positivo corresponde a uma frente de onda que parte da origem das

coordenadas, e o sinal negativo a uma frente de onda que chega à origem. Neste último

caso, integrando (2.31) entre os tempos de emissão t1 e recepção t0, encontramos

r =

∫ t0

t1

dt

a(t)
. (2.32)

Considerando agora uma segunda frente de onda emitida logo após a primeira, no

instante t1 + δt1, e observada no instante t0 + δt0, chegamos a

r =

∫ t0+δt0

t1+δt1

dt

a(t)
. (2.33)

Comparando as equações (2.32) e (2.33), obtemos
∫ t0

t1

dt

a(t)
=

∫ t0+δt0

t1+δt1

dt

a(t)
. (2.34)

Se subtrairmos a integral ∫ t0

t1+δt1

dt

a(t)
(2.35)

de ambos os lados da equação (2.34) e notarmos que durante os intervalos de tempo

entre as emissões ou recepções das duas frentes de onda consecutivas o fator de escala

não se altera significativamente, obtemos a relação

δt1
a(t1)

=
δt0

a(t0)
. (2.36)
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O comprimento de onda observado λ0 está relacionado ao comprimento de onda

emitido λ1 através da expressão
λ1

λ0

=
δt1
δt0

. (2.37)

Então, usando a definição (2.30) e as expressões (2.36) e (2.37), encontramos que o

redshift z da luz emitida por uma fonte distante está relacionado com o fator de escala

a(t1) na época da emissão através da equação

z =
a(t0)

a(t1)
− 1. (2.38)

Se a(t1) cresce (universo em expansão) nota-se que λ0 é maior que λ1 e, observando

o espectro da luz emitida por galáxias distantes, veremos todos as linhas deslocadas

para o vermelho.

2.2 O Modelo ΛCDM Espacialmente Plano

Nesta seção consideramos uma fase do universo espacialmente plano contendo

constante cosmológica e matéria escura, com parâmetros de densidade de energia

respectivamente dados por ΩΛ ≈ 0, 7 e Ωm ≈ 0, 3. Este é o chamado modelo ΛCDM,

ou modelo padrão da cosmologia.

A equação de Friedmann (2.24) nos leva à expressão

ρm = 3

(
ȧ

a

)2

− Λ, (2.39)

com ρT = ρm + Λ. Por outro lado, a equação da continuidade (2.13) nos mostra que,

para Λ constante, a evolução da densidade de matéria ρm é dada por

ρm = Ba−3. (2.40)

onde B é uma constante positiva. Usando esta lei de evolução na expressão (2.39),

obtemos uma equação diferencial não-linear para a evolução do fator de escala,

3ȧ2 =
B

a
+ Λa2, (2.41)
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cuja solução é dada por

a(t) =

(
B

2Λ

) 1
3 [

cosh(
√

3Λt)− 1
] 1

3
, (2.42)

onde B é uma constante positiva de integração. Tomando uma série de potência na

forma cosh(
√

3Λt) = 1 + 3Λt2

2
+ (3Λ)2t4

8
+ . . ., a equação (2.42) torna-se

a(t) =

(
B

2Λ

) 1
3
[
3Λt2

2
+

(3Λ)2t4

8
+ . . .

] 1
3

, (2.43)

e, no limite Λ → 0, encontramos a lei de evolução do fator de escala do universo de

Einstein-de Sitter,

a(t) ∝ t
2
3 . (2.44)

Por outro lado, escrevendo a equação (2.42) na forma

a(t) =

(
B

2Λ

) 1
3

[
e(
√

3Λ)t + e−(
√

3Λ)t

2
− 1

] 1
3

(2.45)

e tomando o limite t → ∞, encontramos a solução para o universo dominado por

constante cosmológica,

a(t) ∝ eH0t. (2.46)

Com ajuda da expressão (2.42), deduzimos que o parâmetro de Hubble e a densi-

dade de matéria são respectivamente dados por

H(t) =
α

3

sinh αt

cosh αt− 1
, (2.47)

ρm(t) =
2α2

3
(cosh αt− 1)−1, (2.48)

onde α ≡ √
3Λ. Portanto, a razão entre a densidade de matéria e a densidade crítica

é

Ωm≡ρm

ρc

=
ρm

3H2
= 2

(cosh αt− 1)

sinh2 αt
. (2.49)

De posse da identidade cosh2 αt − sinh2 αt = 1, podemos reescrever a expressão

(2.49) como

cosh αt =
2

Ωm

− 1. (2.50)
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Usando este resultado e, novamente, a identidade acima em (2.47), o parâmetro de

Hubble pode ser expresso como função do parâmetro densidade de matéria,

H =
α

3

1

(1− Ωm)
1
2

. (2.51)

Isolando o tempo na equação (2.50) e multiplicando pela expressão acima, obtemos

a idade do universo em termos do parâmetro densidade de matéria,

H0t0 =
1

3(1− Ωm,0)
1
2

cosh−1

(
2

Ωm,0

− 1

)
, (2.52)

onde o índice 0 indica que estamos tomando os valores atuais para os parâmetros

de Hubble e de densidade de matéria. Então, conhecendo a quantidade de matéria

escura existente em nosso universo, podemos estimar a sua idade. No modelo ΛCDM

com Ωm,0 ≈ 0, 3, obtemos H0t0 ≈ 0, 96, o que corresponde, tomando H0 = 70

km.s−1.Mpc−1, a aproximadamente 13, 5 bilhões de anos.

É útil também escrever a idade do universo como função do redshift e do parâmetro

densidade de matéria. Escrevendo a relação entre o redshift e o fator de escala, dada

por (2.38), na forma

a(t) =
a0

z + 1
, (2.53)

onde a0 é o fator de escala atual, e usando-a na equação (2.42), encontramos facilmente

a expressão

t =
1

α
cosh−1

[
2

3
α2

(
a0

3

B

)
1

(z + 1)3
+ 1

]
. (2.54)

Sabendo que o parâmetro de densidade de matéria atual é dado pela razão Ωm,0 =

ρm,0/3H0
2 e que ρm,0 = B/a0

3, encontramos uma das constantes que aparece nos

colchetes da equação acima,
a0

3

B
=

1

3H0
2Ω0

. (2.55)

A equação (2.51), por sua vez, permite obter o valor de α em termos dos valores

atuais de H e Ω,

α = 3H0(1− Ωm,0)
1
2 . (2.56)
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Substituindo (2.55) e (2.56) em (2.54), chegamos à idade do universo em termos de

H0, Ωm,0 e z,

t =
1

3H0(1− Ωm,0)
1
2

cosh−1

[
2

(
1− Ωm,0

Ωm,0

)
1

(z + 1)3
+ 1

]
. (2.57)

Com esta equação podemos estimar qual era a idade do universo quando um certo

objeto com redshift z emitiu a luz que hoje observamos. Note que para o tempo

presente (z = 0), a equação acima se reduz à expressão para a idade atual do universo.

Com a ajuda de (2.42) e (2.50) podemos deduzir o parâmetro de desaceleração

q = −äa/ȧ2. Ele é dado por

q =
3

2
Ωm − 1. (2.58)

Podemos também escrevê-lo em função de z. Usando (2.50) em (2.42), o fator de

escala é posto na forma

a =

(
B

2Λ

) 1
3
[
2− 2Ωm

Ωm

] 1
3

. (2.59)

O fator de escala atual a0 é obtido tomando-se o valor para o parâmetro densidade

de matéria Ωm,0 medido hoje, de modo que

a0 =

(
B

2Λ

) 1
3
[
2− 2Ωm,0

Ωm,0

] 1
3

. (2.60)

Substituindo as duas expressões acima na relação (2.53), encontramos a equação que

relaciona o parâmetro densidade de matéria medido em uma época qualquer com o

redshift z e o parâmetro densidade medido hoje,

Ωm =
Ωm,0(z + 1)3

1− Ωm,0 + Ωm,0(z + 1)3
. (2.61)

Então, o fator de desaceleração (2.58) toma a forma

q(z) =
3

2

[
Ωm,0(z + 1)3

1− Ωm,0 + Ωm,0(z + 1)3

]
− 1. (2.62)

Observe que para o tempo presente, z = 0, e para Ωm,0 ≈ 0, 3, o universo possui

uma expansão acelerada, com q0 ≈ −0, 55. Com a expressão acima nós podemos
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calcular o redshift para o qual q = 0, isto é, quando a expansão muda da fase desace-

lerada para a fase acelerada. Igualando a zero o lado esquerdo da equação (2.62), o

redshift de transição é dado por

zT =

(
2

Ωm,0

− 2

) 1
3

− 1. (2.63)

Usando Ωm,0 ≈ 0, 3, encontramos zT ≈ 0, 67, correspondendo a tT ≈ 7, 28 Ganos de

acordo com a expressão (2.57), onde usamos H0 = 70 km.s−1.Mpc−1.

Portanto, no modelo ΛCDM espacialmente plano (k = 0), na etapa em que a

contribuição da radiação para a densidade de energia total é desprezível, o universo

evolui em duas etapas distintas: uma fase dominada por matéria, numa expansão

desacelerada, com a(t) ∝ t2/3; e uma fase dominada por constante cosmológica, que

tende assintoticamente para o universo de de Sitter, com expansão acelerada a(t) ∝
eHt. O parâmetro da idade atual do universo é dada por H0t0 ≈ 0, 96, e sua expansão

se dá de forma acelerada na presente época. A transição da fase desacelerada para a

acelerada ocorre numa época correspondente a 7, 28 bilhões de anos.

2.3 Modelo com Λ proporcional a H

Agora passaremos a investigar as características de um modelo cosmológico de

Friedmann no qual o termo cosmológico é proporcional ao parâmetro de Hubble.

Procederemos a uma análise comparativa entre as soluções encontradas e o cenário

padrão de evolução do universo.

O ansatz investigado é [13, 14]

ρΛ(t) = Λ(t) = σH(t), (2.64)

onde σ é uma constante positiva.

Como vimos na seção anterior, as equações de Einstein no contexto de um universo

espacialmente plano, homogêneo e isotrópico, são dadas por

ρ = 3H2 − Λ, (2.65)
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ρ̇ + 3H(ρ + p) = −Λ̇, (2.66)

onde p e ρ são a pressão e a densidade de matéria, respectivamente. A componente

de matéria é descrita pela equação de estado

p = (γ − 1)ρ. (2.67)

Para bárions e matéria escura, o parâmetro de estado assume o valor γ = 1, enquanto

para radiação (p = ρ/3) temos γ = 4/3.

Derivando a equação (2.65) com respeito ao tempo cosmológico e substituindo em

seguida a equação da continuidade (2.66), obtemos

2Ḣ = −(ρ + p). (2.68)

Após introduzir a equação de estado (2.67), a densidade de energia (2.65) e a forma

funcional para a densidade de energia do vácuo (2.64), encontramos a equação difer-

encial que descreve a evolução temporal do parâmetro de Hubble,

2Ḣ + 3γH2 − γσH = 0. (2.69)

Uma simples integração nos conduz à solução geral

t =
2

γσ
ln

∣∣∣∣
H

H − σ/3

∣∣∣∣ + K. (2.70)

Uma escolha natural da constante de integração, para que tenhamos a origem dos

tempos quando H → ∞ ou a = 0, é K = 0. Dessa forma, a solução acima pode ser

separada em duas,

H(t) =
σ/3

1 + exp(−σγt/2)
, (2.71)

H(t) =
σ/3

1− exp(−σγt/2)
. (2.72)

A primeira delas corresponde à condição 3H −σ < 0, e a segunda satisfaz a condição

3H − σ ≥ 0.
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Vamos primeiro analisar a solução (2.71). Integrando-a novamente com relação

ao tempo cosmológico, encontramos

a(t) = C[1 + exp(σγt/2)]
2
3γ , (2.73)

onde C é uma constante de integração.

Para a época dominada por radiação, γ = 4/3, a equação acima é escrita como

a(t) = C[1 + exp(2σt/3)]1/2. (2.74)

Tomando o limite de tempos pequenos, σt ¿ 1, esta expressão se reduz a

a(t) ≈ C (2 + 2σt/3)1/2. (2.75)

Por outro lado, para a fase de matéria temos γ = 1, e o fator de escala assume a

forma

a(t) = C [1 + exp(σt/2)]2/3 , (2.76)

de modo que para tempos pequenos (se comparados com o tempo presente) pode ser

aproximado por

a(t) ≈ C(2 + σt/2)2/3. (2.77)

Portanto, notamos claramente que a dependência do fator de escala na época da

radiação, (2.75), e na época dominada por matéria, (2.77), não reproduz o cenário da

cosmologia padrão, que deveria conter apenas o segundo termo de cada expressão.

Um outro problema que pode ser notado é que a equação (2.65), escrita na forma

ρ = (3H − σ)H, (2.78)

sempre nos dá uma densidade de energia da matéria negativa, pois, para essa solução,

3H−σ < 0 e estamos supondo que há expansão, ou seja, que o parâmetro de Hubble

é sempre positivo.
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Por outro lado, com a ajuda de (2.17), (2.18) e (2.67), pomos facilmente a equação

da aceleração (2.27) na forma

ä

a
= −ρ

6
(3γ − 2) +

Λ

3
, (2.79)

com 3γ−2 > 0 e Λ > 0, e vemos claramente que, como ρ < 0, a expansão do universo

se mantém acelerada em toda a sua história, tendendo assintoticamente para de Sitter

quando ρ → 0. Este resultado entra em contradição com as recentes observações de

supernovas tipo Ia, que indicam uma fase desacelerada seguida de uma acelerada.

Por todas essas razões, a solução (2.71) não nos interessa.

Consideremos então a solução (2.72). Integrando-a com relação ao tempo, obtemos

o fator de escala

a(t) = C[exp(σγt/2)− 1]
2
3γ , (2.80)

onde C é uma constante de integração.

Por outro lado, com ajuda de (2.72), as expressões (2.64) e (2.65) nos permitem

obter, respectivamente, o termo cosmológico Λ e a densidade de energia ρ como

funções do tempo,

Λ =
σ2/3

1− exp(−σγt/2)
, (2.81)

ρ =
σ2

3

exp(−σγt/2)

[1− exp(−σγt/2]2
. (2.82)

A expressão (2.80) pode ser reescrita como

exp(−σγt/2) =
C3γ/2

C3γ/2 + a3γ/2
. (2.83)

Substituindo-a em (2.81) e (2.82), é possível escrever, respectivamente, o termo cos-

mológico e a densidade de energia como funções do fator de escala,

Λ =
σ2

3

[
1 +

(
C

a

)3γ/2
]

, (2.84)

ρ =
σ2

3

(
C

a

)3γ/2
[
1 +

(
C

a

)3γ/2
]

. (2.85)
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Somando as equações acima, obtemos

ρ + Λ =
σ2

3

[
1 +

(
C

a

)3γ/2
]2

. (2.86)

É interessante notar que, para a fase dominada por matéria (γ = 1), encontramos

uma densidade de energia total dada por

ρm + Λ =
σ2

3

[
1 +

σ2C3/2

3a3/2

]2

, (2.87)

cuja dependência com o fator de escala é a mesma da densidade de energia de um gás

de Chaplygin generalizado, com equação de estado

pch = −
√

3

3
σρ

1/2
ch . (2.88)

2.3.1 Fase de radiação

Se a densidade de energia do universo é dominada por matéria relativística e

radiação, o parâmetro de estado é γ = 4/3, e o fator de escala é dado por

a(t) = [exp(2σt/3)− 1]1/2, (2.89)

que no limite de tempos pequenos, isto é, σt ¿ 1, assume a forma

a(t) ≈ (2C2σt/3)1/2. (2.90)

Por outro lado, as densidades de energia do vácuo e da radiação tornam-se respecti-

vamente

Λ =
σ2

3
+

σ2C2

3a2
, (2.91)

ρr =
σ2C2

3a2
+

σ2C4

3a4
. (2.92)

Tomando-se o limite a → 0, notamos que o segundo termo no membro direito de

ambas as expressões acima domina sobre o primeiro, de modo que podemos escrever

Λ ≈ σ2C2

3a2
, (2.93)
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ρr ≈
σ2C4

3a4
, (2.94)

ou ainda, com ajuda de (2.90),

Λ ≈ σ

2t
, (2.95)

ρr ≈
3

4t2
. (2.96)

Então, para tempos pequenos o fator de escala e a densidade de energia da ra-

diação, dados por (2.90) e (2.94), possuem a mesma dependência funcional que no

modelo padrão espacialmente plano dominado por radiação. Usando nosso ansatz

para a densidade de energia do vácuo em (2.95), encontramos que a idade do uni-

verso na época dominada por radiação é dada por Ht = 1/2. Notemos também que,

neste limite, quando somamos (2.95) e (2.96) para encontrar a densidade de energia

total ρtotal = ρr + Λ, a densidade da energia escura ou do vácuo é subdominante

com relação à densidade de energia da radiação, ρtotal ≈ ρr ≈ 3/4t2, mostrando que

na fase de radiação a produção de matéria devido ao decaimento da energia escura

com a expansão é desprezível. Outra forma de ver isto é notar que o termo adicional

em (2.92) é devido ao processo de produção de matéria decorrente do decaimento da

densidade de energia escura. Assim, no limite de tempos pequenos, este termo não

apresenta contribuição alguma para os processos físicos que ocorrem nessa época.

2.3.2 Fase de matéria

Vamos agora considerar a fase dominada por matéria. Nesta etapa da expansão

a pressão é nula e o parâmetro de estado assume o valor γ = 1. Assim, o fator de

escala (2.80) possui a forma

a(t) = C[exp(σt/2)− 1]
2
3 , (2.97)

onde a constante de integração C não é a mesma que aparece nas equações da fase

de radiação.
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As densidades de energia da matéria e do vácuo ficam escritas, respectivamente,

como

ρm =
σ2C3

3a3
+

σ2C3/2

3a3/2
, (2.98)

Λ =
σ2

3
+

σ2C3/2

3a3/2
. (2.99)

Note que o primeiro termo de (2.98) corresponde à dependência usual da densidade de

energia da matéria no caso de Λ constante, e para tempos pequenos domina sobre o

segundo termo. Este último, por sua vez, está relacionado com a produção de matéria

às custas do decaimento da densidade de energia do vácuo, pois, como já discutimos,

a conservação do tensor momento-energia total leva à equação de continuidade

ρ̇m + 3Hρm = −Λ̇ (2.100)

(onde fizemos pm = 0), na qual −Λ̇ pode ser interpretado como uma fonte.

Para fins de comparação com os resultados do modelo ΛCDM, será conveniente

expressar as quantidades observadas em termos do parâmetro densidade de energia

da matéria Ωm, definido como

Ωm ≡ ρm

ρc

=
ρm

3H2
= exp(−σt/2). (2.101)

O fator de escala (2.97) nos permite escrever a relação

exp(σt/2) =
( a

C

)3/2

+ 1 =
1

Ωm

, (2.102)

de forma que o parâmetro densidade de matéria observado hoje, Ωm,0, é obtido

tomando-se o fator de escala atual a0, ou seja,

(a0

C

)3/2

=
1

Ωm,0

− 1. (2.103)

O parâmetro de desaceleração q ≡ −äa/ȧ2 toma a forma

q =
3

2

[
1

(a/C)3/2 + 1

]
− 1, (2.104)
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onde usamos (2.102) e a expressão para o fator de escala (2.97). Com ajuda da relação

entre o fator de escala e o redshift, z = a0/a− 1, e da relação (2.103), nós facilmente

o reescrevemos em termos do parâmetro densidade de matéria atual e de z,

q(z) =
3

2

[
Ωm,0(z + 1)3/2

1− Ωm,0 + Ωm,0(z + 1)3/2

]
− 1. (2.105)

Observemos que para o tempo presente (z = 0), temos

q0 =
3

2
Ωm,0 − 1, (2.106)

a mesma expressão do modelo ΛCDM. Notemos também que a expansão do universo

é atualmente acelerada para qualquer valor de Ωm,0 menor que 2/3. Por outro lado,

fazendo q(z) = 0 na equação (2.105), o redshift de transição zT para o qual o universo

deixa de ser desacelerado para ser acelerado é dado por

zT =

(
2

Ωm,0

− 2

)2/3

− 1 ' 1, 8. (2.107)

onde usamos Ωm,0 = 0, 3.

Vamos agora obter o parâmetro da idade do universo neste modelo. Usando

(2.103) em (2.102), encontramos o tempo cosmológico e o parâmetro densidade de

matéria expressos em termos do redshift z = a0/a − 1 e do parâmetro densidade de

matéria atual Ωm,0,

t =
2

σ
ln

[
1− Ωm,0

Ωm,0(z + 1)3/2
+ 1

]
, (2.108)

Ωm(z) =
Ωm,0(z + 1)3/2

1− Ωm,0 + Ωm,0(z + 1)3/2
. (2.109)

O parâmetro de Hubble (2.72), com γ = 1, juntamente com (2.101), nos permite

obter o valor de σ, dado por

σ = 3H0(1− Ωm,0). (2.110)

Substituindo-o em (2.108), a idade do universo para um redshift qualquer torna-se

t(z) =
2

3H0(1− Ωm,0)
ln

[
1− Ωm,0

Ωm,0(z + 1)3/2
+ 1

]
. (2.111)
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Para z = 0 o parâmetro da idade atual é

H0t0 =
2 ln(Ωm,0)

3(Ωm,0 − 1)
, (2.112)

e usando o valor Ωm,0 = 0, 3 para a densidade de matéria encontramos H0t0 ' 1, 15

que está em acordo com as estimativas do parâmetro da idade atual [18].

Tomando o limite de tempos pequenos (se comparados com o tempo atual), pode-

mos aproximar o fator de escala pela expressão

a(t) ≈ C(σt/2)
2
3 , (2.113)

e verificamos que a dependência temporal é a mesma encontrada para o universo

contendo apenas matéria. Nesse limite, o parâmetro de densidade é Ωm = 1, e os

parâmetros de desacelaração e de idade são, respectivamente, q = 1/2 e Ht ≈ 2/3, os

mesmos do modelo de Einstein-de Sitter. Portanto, a fase de radiação do modelo é

seguida por uma época dominada pela matéria, com expansão desacelerada, fato que

permite a formação de estruturas tais como galáxias e aglomerados.

No limite de tempos longos, isto é, σt À 1 e a →∞, as equações (2.97), (2.98) e

(2.99) tornam-se

a ≈ eHt, (2.114)

ρm ≈ 0, (2.115)

Λ ≈ σ2

3
, (2.116)

com H = σ/3 =
√

Λ/3, como pode ser verificado com ajuda de (2.72) e (2.64).

Neste limite encontramos um universo acelerado, com q = −1. Estes resultados são

característicos de um universo de de Sitter.

Podemos expressar o parâmetro de Hubble como função do redshift z = a0/a− 1,

usando-se na equação de Friedmann 3H2 = ρm + Λ as expressões (2.87), (2.102),

(2.109) e (2.110), o que nos leva a

H(z) = H0

[
1− Ωm0 + Ωm0(z + 1)3/2

]
. (2.117)
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Com esta expressão foi feita uma análise da relação distância-redshift para supernovas

tipo Ia obtendo-se bons ajustes para os parâmetros livres H0 e Ωm,0 do modelo [16].

Vimos nesta seção que a introdução do ansats Λ = σH nas equações de Einstein

leva a um cenário da expansão do universo que está em acordo com a cosmologia

padrão, isto é, uma fase inicial dominada por radiação, seguida por uma fase dominada

por matéria e por uma fase de expansão acelerada para tempos tardios. Usando-se o

parâmetro da densidade de matéria atual igual a Ωm,0 = 0, 3, estimamos o parâmetro

da idade atual que está em acordo com os limites impostos pelas observações. Verifi-

camos também que a produção de matéria presente no modelo é desprezível na fase

dominada pela radiação e, portanto, não afeta os processos físicos que ocorreram na

época da nucleossíntese primordial.
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Capítulo 3

Perturbações newtonianas

Neste capítulo iremos analisar, no contexto newtoniano, o crescimento de peque-

nas perturbações na densidade de matéria devido a instabilidades gravitacionais, as

quais originam as diferentes estruturas hoje observadas. Em particular, analisaremos

os efeitos da produção de matéria associada ao decaimento do termo cosmológico,

importante para tempos tardios, com a suposição de que o mesmo seja estritamente

homogêneo [19, 20]. Isto equivale a negligenciar os efeitos de pressão existentes nas

equações que descrevem a dinâmica dos fluidos. Veremos que tal suposição implica em

uma supressão no espectro de potência da matéria em tempos tardios. Um tratamento

relativístico, desenvolvido nos capítulos subseqüentes, incluirá também perturbações

no termo cosmológico.

3.1 A equação de Arcuri-Waga

A grandeza que vamos usar para descrever o crescimento das perturbações é o

contraste de densidade, definido como

δ(r, t) ≡ δρ

ρ0

=
ρ(r, t)− ρ0(t)

ρ0(t)
, (3.1)
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o qual caracteriza a variação relativa da densidade de matéria em torno de um dado

ponto, no qual localizamos a origem de nosso sistema de coordenadas. Desde que as

flutuações sejam pequenas (δ ¿ 1), sua evolução pode ser tratada no regime linear.

Considerando o universo preenchido com um fluido não relativístico, as equações

newtonianas que descrevem sua dinâmica são a equação de Euler (ou equação de

conservação do momento), a equação da continuidade e a equação de Poisson do

campo gravitacional [21] e [24],

v̇ + (v · ∇)v = g, (3.2)

ρ̇ +∇ · (ρv) = Ψ, (3.3)

∇ · g = −4πGρ + Λ, (3.4)

respectivamente. Aqui as derivadas são parciais, com o ponto representando derivada

com relação ao tempo cosmológico, v é a velocidade do fluido, ρ é sua densidade, g é o

campo gravitacional, e Ψ = −Λ̇ é o termo fonte devido à transferência de energia entre

vácuo e matéria. Notemos que a introdução do termo cosmológico não afeta a equação

de Euler, pois vamos supor que as partículas produzidas devido ao seu decaimento

possuem a mesma velocidade do fluido, caso contrário um termo adicional deve ser

incluído [19]. Além disso, estamos desconsiderando os efeitos dissipativos devido à

viscosidade ou condutividade térmica do fluido.

Podemos introduzir agora pequenas perturbações na densidade de matéria, na

velocidade e no campo gravitacional,

ρ = ρ̄ + δρ(r, t), (3.5)

v = v̄ + δv(r, t), (3.6)

g = ḡ + δg(r, t). (3.7)

Aqui, ρ̄, v̄ e ḡ são soluções de ordem zero, com a velocidade de recessão v̄ dada pela

lei de Hubble

v̄ = Hr, (3.8)
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onde H é o parâmetro de Hubble e r é a distância própria à origem. Estamos supondo

ainda que não temos flutuações na densidade de energia do vácuo, o que significa

também dizer que a criação de partículas se dá de maneira estritamente uniforme.

As equações de Euler, da continuidade e do campo gravitacional, após o uso de

(3.5)-(3.8), são reescritas como

˙δv + H(r · ∇)δv + H(δv · ∇)r = δg, (3.9)

δ̇ρ + ρ̄(∇ · δv) + (v̄ · ∇)δρ + 3Hδρ = 0, (3.10)

∇ · δg = −4πGδρ. (3.11)

Para obter as equações acima nós desprezamos os termos de segunda ordem, pois

estamos no regime linear, e fizemos uso das equações de base

˙̄ρ +∇ · (ρ̄v̄) = Ψ, (3.12)

˙̄v + (v̄ · ∇) v̄ = ḡ, (3.13)

∇ · ḡ = −4πGρ̄ + Λ. (3.14)

Como as equações perturbadas são espacialmente homogêneas, nós esperamos

encontrar soluções do tipo onda plana, cuja dependência espacial é dada por

δρ(r, t) = δρk(t)e
ik·r/a, (3.15)

δv(r, t) = δvk(t)e
ik·r/a, (3.16)

δg(r, t) = δgk(t)e
ik·r/a. (3.17)

O termo 1/a aparece na exponencial porque o comprimento de onda físico aumenta

com a expansão do universo. Usando estas soluções nas equações (3.9)-(3.11), obtemos

agora equações diferenciais ordinárias acopladas para cada vetor de onda comóvel,

˙δvk + Hδvk = δgk, (3.18)
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˙δρk + 3Hδρk +
iρ̄k · δvk

a
= 0, (3.19)

ik · δgk

a
= −4πGρ̄δk. (3.20)

Lembrando da definição do contraste de densidade, δρk = ρ̄δk, e derivando-o com

relação ao tempo, encontramos

˙δρk = ρ̄δ̇k + (Ψ− 3Hρ̄)δk, (3.21)

onde usamos a equação (3.12). Substituindo a expressão acima em (3.19), obtemos

δ̇k = −Ψ

ρ̄
δk − ik · δvk

a
. (3.22)

Derivando esta última com respeito ao tempo, e com ajuda das equações (3.22), (3.20)

e (3.18), finalmente obtemos a equação de Arcuri-Waga [19],

δ̈k +

(
2H +

Ψ

ρ̄

)
δ̇k +

[
2H

Ψ

ρ̄
+

d

dt

(
Ψ

ρ̄

)
− 4πGρ̄

]
δk = 0. (3.23)

O termo 2Hδ̇k é algumas vezes chamado de termo de fricção, pois atua no sentido

de diminuir o crescimento das perturbações. O termo 4πGρ̄δk é devido à interação

gravitacional responsável pelo crescimento das flutuações de densidade, e os termos

(Ψ/ρ̄)δ̇k, 2H(Ψ/ρ̄)δk e (Ψ/ρ̄). δk estão associados à produção de matéria. Usando um

sistema de unidades em que 8πG = 1, a equação acima se torna

δ̈k +

(
2H +

Ψ

ρ̄

)
δ̇k +

[
2H

Ψ

ρ̄
+

d

dt

(
Ψ

ρ̄

)
− ρ̄

2

]
δk = 0. (3.24)

Notemos que, se Ψ = 0, a equação de evolução para o contraste de densidade

assume a forma conhecida

δ̈k + 2Hδ̇k − 3ΩmH2

2
δk = 0, (3.25)

onde usamos a definição do parâmetro densidade de energia, Ωm = ρ̄/3H2. Num

universo espacialmente plano dominado por matéria (universo de Einstein-de Sitter)

temos Ωm = 1 e Ht = 2/3, e a equação (3.25) assume a forma

δ̈k +
4

3t
δ̇k − 2

3t2
δk = 0. (3.26)
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Sua solução geral é dada pela soma de dois modos, um crescente e o outro decrescente,

δk(t) = C1t
2/3 +

C2

t
, (3.27)

onde C1 e C2 são constantes de integração que podem ser obtidas a partir das

condições iniciais para o contraste de densidade δk(t). Vamos escolher C2 = 0, pois

no limite t → 0 o modo C2t
−1 cresce indefinidamente. Assim, as perturbações de

densidade no universo de Einstein-de Sitter crescem com o tempo de acordo com a

lei

δk(t) ∝ t2/3 ∝ a(t). (3.28)

3.2 Evolução das perturbações no caso Λ ∝ H

Estamos particularmente interessados em verificar a viabilidade do modelo com

termo cosmológico variável, proporcional ao parâmetro de Hubble [15], com conseqüente

produção de matéria, como descrito no capítulo anterior.

Nesse contexto, a razão entre o termo fonte, associado à transferência de energia

entre o vácuo e a matéria, e a densidade de energia da mesma é constante. De fato,

usando as equações (2.81) e (2.82), temos

Ψ

ρ̄
= −Λ̇

ρ̄
=

σ

2
. (3.29)

Assim, reescrevemos a equação de evolução do contraste de densidade na forma

δ̈k +

[
1

2
+

2

3(1− e−σt/2)

]
δ̇k +

σ2

3

[
1

1− e−σt/2
− e−σt/2

(1− e−σt/2)2

]
δk = 0, (3.30)

onde usamos o parâmetro de Hubble (2.72), com γ = 1. Notemos que, tomando o

limite de tempos pequenos, com exp(−σt/2) ≈ 1− σt/2, recuperamos a equação de

evolução do contraste do universo de Einstein-de Sitter.

Para integrar a equação acima podemos fazer uma mudança de variáveis de t para

x, com x = exp(−σt/2), o que nos leva a

3x2(x− 1)2∂2δk

∂x2
+ 4x(x− 1)

∂δk

∂x
− 2(3x− 2)δk = 0. (3.31)
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A solução geral desta equação diferencial é dada por

δk =
x

(x− 1)1/3

[
D1(x− 1)−2/3 + D2x

1/3 +
2

3
D2(x− 1)−2/3β(x, 1/3, 2/3)

]
, (3.32)

onde D1 e D2 são constantes de integração e β(x, p, q) é a função beta incompleta,

definida por

β(x, p, q) =

∫ x

0

yp−1(1− y)q−1dy. (3.33)

Como a equação de evolução do contraste se reduz, no limite de tempos pequenos,

à equação do modelo Einstein-de Sitter, esperamos que nesse mesmo limite a solução

acima se comporte da mesma forma que a solução (3.27). Para verificá-lo, é preciso

antes expandir a função β em uma série de Laurent em torno do ponto x = 1,

correspondente a t = 0. Fazendo tal expansão, podemos aproximá-la pela expressão

β(x, 1/3, 2/3) ≈ β(1, 1/3, 2/3)− 3

2
(x− 1)2/3 +

2

5
(x− 1)5/3. (3.34)

Dessa forma, no limite de tempos pequenos a solução geral (3.32) se reduz a

δk(t) ≈ −2

[
D1 +

2

3
D2β(1, 1/3, 2/3)

]
1

σt
− 161/3

15
D2 (σt)2/3, (3.35)

a qual de fato apresenta a dependência temporal esperada.

Como no caso de Einstein-de Sitter, estamos interessados apenas no modo cres-

cente. Portanto, devemos fazer o termo entre colchetes igual a zero, ou seja, devemos

tomar

D1 = −2

3
D2β(1, 1/3, 2/3). (3.36)

Com isso, obtemos a solução particular

δk

D2

=
2x

3

[
β(1, 1/3, 2/3)− β(x, 1/3, 2/3)

1− x

]
− x4/3

(1− x)1/3
. (3.37)

Podemos também, com ajuda de (2.101) e (2.109), expressar a solução acima como

função do redshift, fazendo

x = Ωm(z) =
Ωm,0(1 + z)3/2

1− Ωm,0 + Ωm,0(1 + z)3/2
. (3.38)
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Figura 3.1: O contraste de densidade como função do fator de escala. A curva superior

corresponde ao modelo Einstein-de Sitter, a intermediária ao modelo padrão e a inferior ao modelo

com interação.

Ou ainda, com ajuda da definição do redshift, 1 + z = 1/a (onde fizemos a0 = 1),

expressá-la como função do fator de escala.

As figuras 3.1 e 3.2 apresentam a evolução do contraste de matéria em função

do fator de escala e do redshift, respectivamente. Nelas traçamos também as curvas

correspondentes ao modelo Einstein-de Sitter e ao modelo padrão ΛCDM. Para o

modelo padrão tomamos Ωm,0 = 0.27, enquanto que para o modelo em estudo us-

amos Ωm,0 = 0.32. Como condição inicial, utilizada para determinar a constante de

integração D2, usamos a anisotropia observada na radiação cósmica de fundo, ou seja,

δ ≈ 10−5 para z ≈ 1100.

Vemos que para tempos pequenos nossa solução coincide com a de Einstein-de Sit-

ter, como discutido acima. No entanto, para tempos tardios há uma clara supressão

do contraste, o qual atinge seu máximo pouco antes do tempo atual (z ≈ 0.6), de-

crescendo monotonamente a partir de então. Tal supressão leva a um valor atual cerca

de 1/3 do previsto pelo modelo padrão, o que poderia se constituir, de um ponto de

vista observacional, em uma séria limitação do modelo.

Notemos que essa supressão é uma conseqüência natural da hipótese de que Λ e,

portanto, a produção de matéria são estritamente homogêneos, hipótese utilizada na
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Figura 3.2: O contraste de densidade como função do redshift. A curva superior representa o

modelo Einstein-de Sitter, a intermediária o modelo padrão e a inferior o modelo com interação.

dedução de nossa equação de evolução do contraste.

A suposição de que Λ não é perturbado é uma hipótese ad hoc, simplificadora de

nossa análise, porém sem justificativa a priori. Num contexto em que há interação

entre o vácuo e a matéria, a possibilidade de perturbação do primeiro não pode ser

descartada. Nesse caso, como a pressão associada ao vácuo é não nula, uma análise

consistente e definitiva requer um tratamento relativístico das perturbações. Além

disso, o tratamento newtoniano descrito acima também não é suficiente para descrever

os efeitos da radiação na formação das estruturas, já que os termos de pressão estão

ausentes. Podemos realizar modificações apropriadas nas equações da dinâmica dos

fluidos para introduzir tais termos de modo consistente com o tratamento relativístico.

Isto não será feito aqui, e devotaremos os próximos capítulos à análise relativística

para o crescimento das perturbações da densidade de matéria.
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Capítulo 4

Perturbações relativísticas

No capítulo anterior, vimos as perturbações gravitacionais lineares na teoria new-

toniana e estudamos os efeitos da produção homogênea de matéria, devido ao de-

caimento da densidade de energia escura, sobre o contraste de densidade da matéria

escura. Entretanto, a teoria newtoniana somente se aplica a escalas que não excedam

o raio de Hubble. Devido a essa limitação, temos que realizar um tratamento mais

completo e geral que permita tratar componentes relativísticas e não-relativísticas

em todas as escalas. Este tratamento leva em conta as equações de Einstein da

Relatividade Geral, que serão expandidas perturbativamente em torno do universo

homogêneo, ou universo da base. O problema que surge ao expandir até primeira

ordem de aproximação as equações de Einsten é que não existe um sistema de co-

ordenadas privilegiado para descrever as perturbações, ao contrário do que acontece

num universo homogêneo e isotrópico. Esta liberdade residual na escolha do sis-

tema de coordenadas, ou liberdade do gauge (termo que será usado para distinguir

das transformações de coordenadas realizadas no universo da base), leva ao apare-

cimento de modos espúrios nas quantidades perturbadas, que são devidos apenas ao

sistema de coordenadas usado. Para resolver o problema do gauge, precisamos es-

crever quantidades tais como os elementos da métrica, a densidade de matéria, campo

de velocidades etc como quantidades invariantes. Faremos isto na primeira seção, e
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na seguinte encontraremos o conjunto de equações de Einstein que descrevem as pe-

quenas flutuações em torno do universo de FLRW para três gauges: o gauge síncrono,

o gauge longitudial e o gauge comóvel.

4.1 Transformações de coordenadas e invariantes de

gauge

Iniciamos com uma pequena perturbação em torno da métrica da base, com a qual

o elemento de linha fica representado por

ds2 = (gµν
(b) + δgµν)dxµdxν =

= a(η)2[−(1 + 2φ)dη2 + 2B,idηdxi + (1− 2ψ)δijdxidxj + 2E,ijdxidxj]. (4.1)

Aqui, a(η) é o fator de escala em função do tempo conforme, dt = a(η)dη, a vír-

gula representa derivada ordinária no espaço 3-dimensional e somente quantidades

escalares são introduzidas na métrica δgµν .

Agora, nós temos um espaço-tempo da base definido pela métrica gµν
(b) e um

espaço-tempo perturbado definido pelas funções escalares φ, ψ, B e E. Escolhemos

dois sistemas de coordenadas xµ e x̃µ neste espaço-tempo perturbado. Portanto, a

perturbação da métrica ao se passar do espaço-tempo da base para o primeiro sistema

de coordenadas do espaço-tempo perturbado é

δgµν(x) = gµν(x)− gµν
(b)(x). (4.2)

De forma semelhante, para o segundo sistema de coordenadas temos

δ̃gµν(x̃) = g̃µν(x̃)− gµν
(b)(x̃). (4.3)

A transformação δgµν(x) → δ̃gµν(x̃) é chamada uma transformação de gauge [28]-

[30], associada à mudança de coordenadas

x̃µ = xµ + ξµ, (4.4)
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em que ξµ é um 4-vetor infinitesimal, isto é

η̃ = η + ξ0(η, xi), x̃i = xi + ∂iξ(η, xi) + ξi(η, xi), (4.5)

onde ξ0 determina hipersuperfícies com η constante, enquanto que ∂iξ e ξi determinam

os sistemas de coordenadas nestas hipersuperfícies, sendo o último um 3-vetor com

divergência nula.

Por outro lado, sob uma mudança das coordenadas o tensor métrico se transforma

segundo a lei

g̃µν(x̃) =
∂xα

∂x̃µ

∂xβ

∂x̃ν
gαβ(x), (4.6)

onde x ≡ (η, xi). Tomando as derivadas parciais de (4.4) e pondo-as na lei acima,

obtemos em primeira ordem de aproximação a expressão

g̃µν(x̃) ≈ gµν(x)− ξβ
,ν(x)gµβ − ξα

,µ(x)gνα. (4.7)

Expandindo a métrica da base gµν
(b)(x̃) em torno do ponto x, encontramos a relação

gµν
(b)(x̃) ≈ gµν

(b)(x) + g(b)
µν,α(x)ξα, (4.8)

que, usada junto com (4.2) e (4.3) na expressão (4.7), nos leva à lei de transformação

δg̃µν(x̃) = δgµν(x)− gµα
(b)ξα

,ν − gνα
(b)ξα

,µ − gµν,α
(b)ξα. (4.9)

O tensor momento-energia se transforma da mesma maneira, bastando fazer a

substituição gµν → Tµν . Com ajuda da relação ξµ = gµνξ
ν , é fácil escrever o resultado

acima em termos covariantes,

δg̃µν(x) = δgµν(x)− (ξµ;ν + ξν;µ), (4.10)

onde

ξµ;ν + ξν;µ = ∂νξµ + ∂µξν − 2Γλ
µνξλ. (4.11)

Agora, é direto verificar que, sob a transformação (4.5), as funções escalares φ, ψ,

B e E definidas no elemento de linha (4.1) são levadas nas novas funções

φ̃ = φ−Hξ0 − ξ0′ , (4.12)
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ψ̃ = ψ +Hξ0, (4.13)

Ẽ = E − ξ, (4.14)

B̃ = B + ξ0 − ξ
′
, (4.15)

onde usamos (4.10),H = a
′
/a, e a linha representa derivada com relação ao tempo

conforme. Note que as perturbações escalares da métrica dependem apenas das duas

funções ξ0 e ξ, e desta forma podemos eliminar via combinação linear duas das quatro

funções φ, ψ, B e E para construir grandezas que são invariantes de gauge. A

combinação mais simples leva aos potenciais de Bardeen [23]

ΦB = φ +H(B − E
′
) + (B − E

′
)
′
, (4.16)

ΨB = ψ −H(B − E
′
), (4.17)

que são, evidentemente, quantidades invariantes de gauge sob as transformações

(4.12)-(4.15). Isto significa que, se ΦB e ΨB assumem um determinado valor num

sistema de coordenadas, eles terão o mesmo valor em qualquer outro sistema.

A densidade de energia e a pressão se transfomam como

δ̃ρ = δρ− ρ
′
ξ0, (4.18)

δ̃p = δp− p
′
ξ0, (4.19)

e dependem apenas da escolha da coordenada temporal que define a hipersuperfície

com η constante. O potencial velocidade δui ≡ ∂iv se transforma como

ṽ = v + ξ
′
, (4.20)

e depende somente da escolha de ξ.

Como as quantidades obtidas dependem apenas de ξ0 e ξ, podemos escolher o

gauge para fixar o sistema de coordenadas. Nesta tese, vamos rever três gauges -

o síncrono, o longitudinal (ou newtoniano) e o comóvel - e escrever as equações de

Einstein correspondentes.
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(i) Gauge Síncrono

O gauge síncrono corresponde a fazer a escolha δg0µ = 0, ou seja, φ̃ = 0 e B̃ = 0.

Neste gauge não conseguimos fixar unicamente o sistema de coordenadas definidos

por ξ0 e ξ, e modos espúrios estarão presentes nas soluções das equações de Einstein.

Além disso, não é possível construir quantidades invariantes de gauge.

(ii) Gauge Longitudinal ou Newtoniano

O gauge longitudinal fica definido pela escolha B̃ = 0 e Ẽ = 0 em (4.15) e (4.14), o

que fixa completamente o sistema de coordenadas ξ0 e ξ. Nessas condições, as funções

escalares da métrica e a densidade de energia se transformam como

φ̃ = φ +H(B − E
′
) + (B − E

′
)
′
, (4.21)

ψ̃ = ψ −H(B − E
′
), (4.22)

δ̃ρ = δρ + ρ
′
(B − E

′
). (4.23)

Notemos que as funções escalares da métrica no gauge longitudinal coincidem com os

potenciais invariantes de Bardeen e, portanto, estas quantidades são invariantes de

gauge.

(iii) Gauge Comóvel

O gauge comóvel (ortogonal) fica definido ao se fazer a escolha ṽ = 0 e B̃ = 0 em

(4.20) e (4.15). Desta forma, as perturbações se transformam como

φ̃ = φ +H(B + v) + (B + v)
′
, (4.24)

ψ̃ = ψ −H(B + v), (4.25)

Ẽ
′
= E

′
+ v, (4.26)

δ̃ρ = δρ + ρ
′
(v + B). (4.27)

Notemos que os potenciais de Bardeen coincidem com as funções φ̃ e ψ̃ quando E
′
=

−v, o que implica em Ẽ
′
= 0.



38

4.2 Equações de Einstein

Agora, apresentamos as equações que governam a evolução das perturbações em

três gauges: o síncrono, onde as quantidades que surgem não são invariantes de gauge;

o longitudinal (ou newtoniano) e o comóvel.

4.2.1 Equações no gauge síncrono

Neste gauge a métrica será dada por

ds2 = dt2 − a(t)2(δij + δgij)dxidxj, (4.28)

onde δij é o tensor de Kronecher, δgij é uma pequena perturbação na parte espacial da

métrica da base, e escrevemos as equações em tempo cosmológico. O procedimento

para se chegar às equações de Einstein [24] para o universo com pequenas inomo-

geneidades será o de encontrar as perturbações nas componentes do tensor de Ricci

(2.21) e nos símbolos de Christoffel (2.5), as quais estão contidas no lado esquerdo

das equações de Einstein, enquanto no lado direito das equações encontraremos as

perturbações nas componentes do tensor momento-energia Tµν .

Uma pequena perturbação no tensor métrico gµν , levando-o a gµν + δgµν , onde

δgµν é uma quantidade muito pequena, nos permite obter, em primeira ordem de

aproximação em δgµν , a perturbação correspondente no tensor de Ricci,

δRµν = ∂λδΓ
λ
µν − ∂νδΓ

λ
µλ + δΓλ

µνΓ
γ
λγ + δΓγ

γλΓ
λ
µν − δΓλ

µγΓ
γ
νλ − δΓγ

νλΓ
λ
µγ. (4.29)

Os símbolos de Christoffel, por sua vez, ficam

δΓλ
µν =

1

2
δgλρ [∂νgρµ + ∂µgρν − ∂ρgµν + ∂νδgρµ + ∂µδgρν − ∂ρδgµν ] , (4.30)

o que, com ajuda da relação

δgµρgρν = −gµρδgρν , (4.31)
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pode ser posto na forma

δΓλ
µν = gλρ

[
1

2
(∂νδgρµ + ∂µδgρν − ∂ρδgµν)− δgρσΓσ

µν

]
. (4.32)

Como já sabemos, as equações de Einstein são satisfeitas pelo tensor momento-

energia Tµν e a métrica do campo gravitacional gµν não perturbados, e as soluções

obtidas para a métrica de FLRW com curvatura espacial nula constituem as nossas

soluções de base. Com o campo gravitacional e o tensor momento-energia perturba-

dos, isto é, gµν + δgµν e Tµν + δTµν , das equações de Einstein obtemos

δRµν = δTµν − 1

2
δgµνT − 1

2
gµνδT, (4.33)

onde T = T λ
λ é o traço do tensor momento-energia. Este obedece à lei de conservação

covariante

δ(T µν
;µ) = 0. (4.34)

Nós vamos daqui por diante mudar a notação e considerar uma perturbação na

qual a métrica é alterada para gµν + hµν , com a condição, característica do gauge

síncrono, de que

h̃µ0 = 0. (4.35)

Substituindo nas equações de Einstein perturbadas δgµν por hµν (estamos omitindo o

til), as componentes de (4.32), para a métrica não perturbada de FLRW e o sistema

de coordenadas escolhido, são dadas por

δΓi
jk = − 1

2a2

[
∂hij

∂xk
+

∂hik

∂xj
− ∂hjk

∂xi

]
, (4.36)

δΓ0
jk = −1

2

∂hjk

∂t
, (4.37)

δΓi
0j =

1

2a2

[
2ȧ

a
hij − ∂hij

∂t

]
, (4.38)

δΓ0
0i = δΓi

00 = δΓ0
00 = 0, (4.39)
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onde fizemos uso da relação gλµgλν = δµ
ν para obter a componente contravariante

do tensor métrico. Lembramos que os índices latinos representam as coordenadas

espaciais, o índice 0 a coordenada temporal com c = 1, e a(t) é o fator de escala.

Com ajuda destes resultados, a perturbação na componente temporal do tensor

de Ricci (ver (4.29)) torna-se

δR00 = −∂δΓk
0k

∂t
− 2ȧ

a
δΓi

0i =
1

2a2

[
ḧkk − 2ȧ

a
ḣkk + 2

(
ȧ2

a2
− ä

a

)
hkk

]
. (4.40)

Definindo h = hkk/a
2, é possível escrevê-la como

δR00 =
ḧ

2
+

ȧ

a
ḣ. (4.41)

No que diz respeito ao lado direito das equações de Einstein, vamos introduzir o

tensor momento-energia total, expresso como

T µν =
∑

α

T µν
α =

∑
α

[(ρα + pα)uµ
αuν

α − pαgµν ], (4.42)

onde o índice α representa cada componente do fluido cósmico. As componentes de

T µ
ν são as seguintes:

T 0
0 =

∑
α

ρα ≡ ρ, (4.43)

T k
j = −

∑
α

pαgk
j ≡ −pgk

j , (4.44)

T k
0 = T 0

k = 0. (4.45)

A perturbação correspondente possui a forma

δT µν =
∑

α

[(δρα + δpα)uµ
αuν

α + (ρα + pα)δuµ
αuν

α+

+ (ρα + pα)uµ
αδuν

α − δpαgµν − pαδgµν ]. (4.46)

Perturbando a relação gµρgρν = δµ
ν , podemos escrever a perturbação no tensor

métrico nas componentes contravariantes,

δgµα = −hµα. (4.47)
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Por outro lado, da relação uµuν = gµνuνuµ = 1, verificamos que, com a escolha do

gauge síncrono (hµ0 = 0) e com u0 6= 0 e g00 6= 0, a componente temporal da 4-

velocidade não contribui para a perturbação no tensor momento-energia neste gauge,

ou seja,

δu0 = δu0 = 0. (4.48)

De posse desses resultados, encontramos as componentes

δT 00 =
∑

α

δρα, (4.49)

δT 0i =
∑

α

(ρα + pα)δui
α, (4.50)

δT ij =
∑

α

(pαhij − δpαgij). (4.51)

As componentes covariantes são obtidas através da relação

Tµν = gµρgνσT
ρσ. (4.52)

Perturbando-a encontramos

δT00 = δT 00 =
∑

α

δρα, (4.53)

δT0i =
∑

α

(ρα + pα)δuiα, (4.54)

δTij = −
∑

α

(pαhij − δpαgij). (4.55)

Da relação δT = δ(gρσT
ρσ), e com ajuda dos resultados acima, encontramos o

traço da perturbação do tensor momento-energia,

δT = δρ− 3δp. (4.56)

Então, a componente temporal da equação (4.33), usando-se (4.56), (4.53) e (4.41),

nos dá uma equação diferencial de segunda ordem que relaciona a métrica h com as

flutuações na densidade total e na pressão total,

ḧ + 2Hḣ =
∑

α

(δρα + 3δpα). (4.57)
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O passo seguinte é encontrar as perturbações na lei de conservação T µν
;µ = 0, o

que nos proporciona equações independentes que serão adicionadas à equação acima.

Temos

δ(T µν
;µ) = ∂µδT

µν + δΓµ
µλT

λν + Γµ
µλδT

λν + δΓν
µλT

µλ + Γν
µλδT

µλ = 0. (4.58)

Para a componente ν = 0, encontramos a equação de balanço da energia

∂(δT 00)

∂t
+ ∂iδT

i0 + δΓi
i0T

00 + Γi
i0δT

00 + δΓ0
ijT

ij + Γ0
ijδT

ij = 0, (4.59)

equivalente a

∑
α

[ ˙δρα + (ρα + pα)(θα − ḣ

2
) + 3

ȧ

a
(δρα + δpα)] = 0, (4.60)

onde θ ≡ ∂iδu
i.

Por outro lado, para a componente ν = j, correspondente à equação de balanço

do momento, encontramos

∂(δT 0j)

∂t
+∂iδT

ij+δΓi
ikT

kj+Γi
i0δT

0j+δΓj
ikT

ik+Γj
0iδT

0i+Γj
ikδT

ik+Γj
i0δT

i0 = 0, (4.61)

que pode ser posta, após alguma álgebra, na forma

∑
α

[(ρα + pα)θ̇α + 5H(ρα + pα)θα + (ρ̇α + ṗα)θα − k2

a2
δpα] = 0. (4.62)

Então, o conjunto de equações no gauge síncrono que dá a evolução das flutuações

na densidade de energia, na métrica e na velocidade são (4.62), (4.60) e (4.57). Estas

equações são representadas no espaço de Fourier, onde k é o vetor de onda comóvel,

o que significa que cada perturbação representada por uma transformada de Fourier

evolui independente uma da outra enquanto as flutuações são lineares.

4.2.2 Equações no gauge longitudinal

Neste gauge e no próximo, nós somente apresentamos as equações invariantes de

gauge que descrevem as pequenas flutuações, já que o procedimento para se chegar a
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tais equações é similar ao apresentado na seção anterior. O elemento de linha é dado

por

ds2 = a(η̃)2[−(1 + 2φ̃)d̃η
2
+ (1− 2ψ̃)δij d̃x

i
d̃x

j
]. (4.63)

Notemos que a função φ̃ pode ser identificada, no limite newtoniano, com o potencial

gravitacional newtoniano.

Das equações de Einstein encontramos

ψ̃ − φ̃ = a2π̃, (4.64)

3H(ψ̃
′
+Hφ̃) + k2ψ̃ = −a2

2
δ̃ρ, (4.65)

ψ̃
′′

+ 2Hψ̃
′
+Hφ̃

′
+ (2H′

+H2)φ̃ =
a2

2
(δ̃p− 2

3
k2π̃), (4.66)

ψ̃
′
+Hφ̃ = −a2

2
(ρ + p)ṽ, (4.67)

onde introduzimos o stress anisotrópico π̃ no tensor momento-energia [27]-[29], não-

nulo no caso de componentes relativísticas, e a linha representa derivada com relação

ao tempo conforme. As quantidades que entram no lado direito das equações são

manifestamente invariantes de gauge, já que no lado esquerdo as funções escalares da

métrica são os próprios potenciais de Bardeen.

Da equação de conservação do momento-energia encontramos

δ̃ρ
′
+ 3H(δ̃ρ + δ̃p)− 3ψ̃

′
(ρ + p)− k2(ρ + p)ṽ = 0, (4.68)

[(ρ + p)ṽ]
′
+ δ̃p− 2

3
k2π̃ + (ρ + p)(φ̃ + 4Hṽ) = 0. (4.69)

4.2.3 Equações no gauge comóvel

Agora escrevemos as equações invariantes neste gauge particular, onde ṽ = 0 e

B̃ = 0. As equações de Einstein ficam dadas por

Ẽ
′′

+ 2HẼ
′
+ ψ̃ − φ̃ = a2π̃, (4.70)
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ψ̃
′
+Hφ̃ = 0, (4.71)

3H(ψ̃
′
+Hφ̃) + k2ψ̃ + k2HẼ

′
= −a2

2
δ̃ρ, (4.72)

ψ̃
′′

+ 2Hψ̃
′
+Hφ̃

′
+ (2H′

+H2)φ̃ =
a2

2
(δ̃p− 2

3
k2π̃), (4.73)

e identificamos as funções escalares da métrica com os potenciais de Bardeen quando

Ẽ
′
= 0. Nestas condições, as equações são manifestamente invariantes de gauge.

Da conservação do momento e energia podemos obter, no gauge comóvel, as

equações de balanço momento-energia,

δ̃ρ
′
+ 3H(δ̃ρ + δ̃p)− (ρ + p)(3ψ̃

′
+ k2Ẽ

′
) = 0, (4.74)

δ̃p− 2

3
k2π̃ + (ρ + p)φ̃ = 0. (4.75)

Neste capítulo, expandimos perturbativamente as equações de Einstein e encon-

tramos um conjunto de equações acopladas que descrevem, em primeira ordem de

aproximação, as pequenas flutuações em torno do universo homogêneo e isotrópico

em três gauges. Estas equações serão usadas no próximo capítulo para obter o espec-

tro de potência da matéria observada.



45

Capítulo 5

Perturbações no modelo com

interação

No capítulo anterior, obtivemos um conjunto de equações de Einstein que des-

crevem as pequenas flutuações em torno do universo homogêneo e isotrópico, de

forma a dar conta da formação das estruturas em larga escala hoje observadas. Tais

equações serão numericamente integradas a fim de construir o espectro de potência

de massa para o modelo com interação. Vimos da análise newtoniana das pequenas

flutuações que, para tempos tardios, onde a densidade da energia escura é importante,

ocorre uma supressão na evolução do contraste de densidade de matéria com relação

ao contraste obtido no modelo ΛCDM. Tal supressão, associada à hipótese de que a

energia escura se distribui uniformemente no universo inomogêneo, se manifestará no

espectro de potência. Isso sugere que tal hipótese deve ser relaxada e uma análise mais

completa deve ser realizada para incluir possíveis perturbações do termo cosmológico.

Isto é razoável, pois perturbações na matéria escura podem induzir perturbações no

termo de vácuo, já que ambos estão interagindo. Veremos também que tal análise

necessita incluir perturbações não-adiabáticas, mas que, no entanto, condições iniciais

adiabáticas podem ser usadas para a construção do espectro.
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5.1 O espectro de potência

Para descrever a distribuição de matéria no universo, definimos o espectro de

potência de matéria P (k). Como sabemos, as perturbações podem ser representadas

no espaço de Fourier como uma superposição de ondas planas. Sendo assim, uma

pequena flutuação da densidade de matéria δ(~r, t) em torno de um dado ponto, origem

do sistema de coordenadas, pode ser expresso por

δ(~r, t) =
V

(2π)3

∫
δk(t)e

−i~k·~rd3k, (5.1)

onde V é um determinado volume. Cada modo de Fourier δk(t) no volume escolhido

pode ser obtido através da integral

δk(t) =
1

V

∫
δ(~r)ei~k·~rd3r. (5.2)

Agora, se escolhemos um outro volume V
′ , as flutuações da densidade de matéria

continuam sendo representadas por uma transformada de Fourier, mas com coefi-

cientes δk(t) diferentes. Isto significa que se idealizamos o universo como um número

infinito de tais volumes, os coeficientes δk(t) variam em amplitude e fase de uma região

para outra. Como δk(t) varia de região para região, o valor médio da perturbação

δ(~r, t) será nulo, pois teremos regiões ligeiramente mais densas que outras e vice-versa.

Entretanto, como a média do quadrado da perturbação não é nula, podemos definir

a variância

〈δ2(~r, t)〉 =
1

2π2

∫ ∞

0

P (k)k2dk, (5.3)

onde a média do quadrado da amplitude das componentes de Fourier define o espectro

de potência [21, 30]

P (k) = 〈δ2
k〉, (5.4)

onde considera-se que a média é independente da direção do vetor de onda e as fases

dos modos não são correlacionadas.
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Para construir o espectro de potência observado é necessário integrar as equações

de Einstein partindo de um espectro de potência primordial. Um espectro primor-

dial adequado para a formação das estruturas observadas tem sua origem no cenário

inflacionário. A fim de explicar como modos que hoje parecem não estar conectados

causalmente possuem aproximadamente a mesma temperatura, a inflação prediz que

tais modos estiveram em contato causal no universo primordial e foram jogados para

fora do horizonte de Hubble comóvel durante uma expansão acelerada. As condições

iniciais foram produzidas por flutuações quânticas ainda quando estes modos estavam

dentro do horizonte. A amplitude das perturbações permanece congelada durante a

expansão inflacionária, passando a evoluir somente após a sua reentrada no horizonte.

O espectro primordial para o potencial gravitacional φ oriundo da época de in-

flação é [31]

〈φ2〉 ∝ H2

k3
, (5.5)

onde o parâmetro de Hubble é dado no instante de saída do horizonte. O espectro

de potência primordial para a densidade de matéria, correspondente a esse espectro

invariante de escala, é

P (k) = 〈δ2
k〉 ∝ k, (5.6)

e será usado como condição inicial para a construção do espectro de potência hoje

observado.

Como dissemos, inicialmente todos os modos que estão fora do horizonte possuem

suas amplitudes constantes, com comprimento de onda muito maior que a distância

de Hubble, k ¿ aH/c. Após a reentrada no horizonte, as perturbações passam a

evoluir e seu crescimento depende da época da evolução, se dominada por radiação

(a ¿ aeq) ou por matéria (a À aeq). Para a matéria escura, por exemplo, na fase de

radiação o crescimento da contraste de densidade é logarítmico, enquanto que na fase

dominada por matéria δ cresce como uma potência do tempo. Em outras palavras,

modos que entram no horizonte na época dominada por radiação possuem evolução

diferente dos modos que entram na época dominada por matéria.
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Então, a forma do espectro de potência depende principalmente do momento de

equilíbrio entre radiação e matéria, dado pela igualdade dos parâmetros de densidade

da radiação e da matéria ΩR = Ωm. Para o modelo ΛCDM, onde

ΩR =
ΩR0

a4
= ΩR0(1 + z)4, (5.7)

Ωm =
Ωm0

a3
= Ωm0(1 + z)3, (5.8)

o redshift de equilíbrio é dada por

zeq =
Ωm0

ΩR0

− 1. (5.9)

Por outro lado, o momento em que as perturbações entram no horizonte ocorre

quando

k =
a

dH

, dH =
c

H
=

c a

ȧ
, (5.10)

onde dH é o raio de Hubble, dado por

dH =
c

H0

{
Ωm0(1 + z)3 + ΩR0(1 + z)4 + ΩΛ0

}−1/2

. (5.11)

Desta forma,

[(1 + z)k lH0]
2 = Ωm0(1 + z)3 + ΩR0(1 + z)4 + ΩΛ0, (5.12)

onde lH0 é o raio de Hubble hoje, lH0 = c/H0 = 3000h−1 Mpc (1 Mpc ' 3, 26 × 106

anos-luz ' 3, 08× 1024 cm). Substituindo em z a expressão para o zeq, encontramos

o número de onda correspondente ao momento de equilíbrio radiação-matéria,

keq =

√
2

ΩR0

Ωm0

lH0

. (5.13)

Para o modelo que estudamos nesta tese, com o decaimento do vácuo especificado

pelo ansatz Λ = σH, é importante notar que a expressão para o parâmetro de Hubble

(2.117) vale somente para tempos tardios, quando a radiação é desprezível. Uma

expressão aproximada, que também inclua radiação, pode ser obtida simplesmente
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somando a densidade de radiação, que se conserva separadamente, à densidade total

na equação de Friedmann 3H2 = ρ. Sendo assim, o raio de Hubble fica determinado

por
[
k lH0 (1 + z)

]2

=
1

Ωm0 + ΩΛ0

[
ΩΛ0 + Ωm0(1 + z)3/2

]2

+ ΩR0(1 + z)4. (5.14)

Sendo ΩR0 da ordem de 10−5, podemos fazer Ωm0 + ΩΛ0 ≈ 1. A menos deste fator

no denominador, ao tomarmos o limite de altos redshifts, quando o termo de vácuo é

desprezível, o termo entre colchetes no lado direito da expressão acima toma a forma

Ωm(z) = Ω2
m0(1+z)3. Isto indica que para termos a mesma densidade de matéria hoje

é preciso que a densidade de matéria para altos redshifts seja menor, e vice-versa, o

que resulta do processo de produção de matéria. Dito isso, o zeq para o modelo com

interação fica determinado por

zeq =
Ω2

m0

ΩR0

− 1, (5.15)

enquanto que o número de onda no equilíbrio fica deslocado para grandes escalas

(pequenos k’s),

keq =

√
2

ΩR0

Ω2
m0

lH0

, (5.16)

quando comparado com o modelo ΛCDM. Este resultado mostra que o espectro de

potência para o modelo com interação aparecerá deslocado para pequenos k’s quando

comparado com o espectro do modelo ΛCDM, o que originará uma perda de potência

além daquela obtida da análise newtoniana.

5.2 Termo cosmológico homogêneo (δΛ = 0)

Dadas as condições iniciais geradas pelo mecanismo inflacionário, podemos cons-

truir o espectro de potência da matéria para testar o modelo cosmológico apresentado

nesta tese, integrando numericamente as equações de Einstein desde um redshift z

para o qual o espectro primordial é invariante de escala, δ ∝
√

k, até hoje (z = 0).
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O passo inicial será escrever, no gauge síncrono, as equações de Einstein e as

equações de balanço momento-energia para um fluido contendo radiação que se con-

serva separadamente e matéria e energia escuras que interagem entre si:

ḧ + 2Hḣ =
∑

α

(δρα + 3δpα), (5.17)

∑
α

[(ρα + pα)θ̇α + 5H(ρα + pα)θα + (ρ̇α + ṗα)θα − k2

a2
δpα] = 0, (5.18)

∑
α

[ ˙δρα + (ρα + pα)(θα − ḣ

2
) + 3

ȧ

a
(δρα + δpα)] = 0. (5.19)

Aqui relembramos que o índice α representa uma determinada componente do fluido.

Fazendo isso, com a hipótese de que o termo de vácuo é estritamente homogêneo,

(δΛ = 0), encontramos o conjunto de equações acopladas

ḧ + 2
ȧ

a
ḣ = ρmδm + 2ρRδR, (5.20)

δ̇m − Λ̇

ρm

δm =
ḣ

2
, (5.21)

δ̇R +
4

3

{
v

a
− ḣ

2

}
= 0, (5.22)

v̇ =
k2

4a
δR, (5.23)

onde

δpR =
1

3
δρR, (5.24)

δpm = 0. (5.25)

Estamos desprezando o stress anisotrópico da radiação, δm e δR são o contraste de

densidade para matéria escura e radiação, respectivamente, e v = aθ é a velocidade

peculiar da radiação. Para Λ̇ = 0, as equações acima se reduzem às do ΛCDM.

Podemos eliminar a variável ḣ na primeira equação usando a (5.21). Depois de

dividir todos os termos por H2
0 , introduzimos nas equações o redshift z = a0/a − 1
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como nova variável, fazendo ainda a0 = 1. Então, as equações para o modelo tornam-

se:

δ′′m−
{

Ω′
Λ

Ωm

+
g1[z]

f1[z]

1

(1 + z)2

}
δ′m+

{
g1[z]

f1[z]

Ω′
Λ

Ωm

1

(1 + z)2
− Ω′′

Λ

Ωm

+
Ω′

mΩ′
Λ

Ω2
m

}
δm =

3

2

1

f1[z](1 + z)4

{
Ωmδm + 2ΩRδR

}
, (5.26)

δ′R −
4

3

{
v

(1 + z)
√

f1[z]
+ δ′m −

Ω′
Λ

Ωm

δm

}
= 0, (5.27)

v′ = −
(

k lH0

2

)2
δR

(1 + z)
√

f1[z]
, (5.28)

onde a linha sobre as variáveis representa derivada com relação a z, e lH0 = c/H0 =

3000h−1 Mpc é o raio de Hubble estimado hoje. As funções Ωi ≡ ρi/3H
2
0 , f1[z] e g1[z]

são as soluções de base do modelo, dadas por

f1[z] = ȧ2 =
1

(ΩΛ0 + Ωm0)(1 + z)2

{
ΩΛ0 + Ωm0(1 + z)3/2

}2

+ (1 + z)2ΩR0, (5.29)

g1[z] = ä = −(1 + z)2

2
f ′1[z], (5.30)

Ωm(z) =
ΩΛ0Ωm0

ΩΛ0 + Ωm0

{
Ωm0

ΩΛ0

(1 + z)3 + (1 + z)
3
2

}
, (5.31)

ΩΛ(z) =
Ω2

Λ0

ΩΛ0 + Ωm0

{
1 +

Ωm0

ΩΛ0

(1 + z)
3
2

}
. (5.32)

Para obter o espectro de potência precisamente, seria necessário fazer uma análise

mais completa, integrando o sistema completo das equações de Einstein-Boltzmann

[31]. No caso do ΛCDM, isso é feito com ajuda da função transferência BBKS [32],

Pm(k) = |δm(k)|2 = AT (k)
g2(Ωm0)

g2(ΩT )
k, (5.33)

onde A é uma constante de normalização, T (k) é dado por

T (k) =
ln(1 + 2.34q)

2.34q

[
1 + 3.89q + (16.1q)2 + (5.64q)3 + (6.71q)4

]− 1
4

, (5.34)

q =
k

hΓ
Mpc−1, Γ = Ωdm0he

−Ωb0− Ωb0
Ωdm0 , (5.35)
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e Ωm0, Ωdm0, Ωb0 e ΩT são, respectivamente, os parâmetros de densidade atuais da

matéria sem pressão (bariônica + escura), matéria escura, bárions e energia total. A

função g(Ω) é dada por

g(Ω) =
5

2
Ω

[
Ω

4
7 − ΩΛ0+

(
1 +

Ω

2

)(
1 +

ΩΛ0

70

)]−1

. (5.36)

No entanto, pode-se obter uma versão simplificada da função transferência inte-

grando numericamente as equações acopladas para o modelo ΛCDM

δ′′m −
g[z]

f [z]

δ′m
1 + z

=
3

2f [z]

{
Ωm0(1 + z)δm + 2ΩR0(1 + z)2δR

}
, (5.37)

δ′R −
4

3

{
v√
f [z]

+ δ′m

}
= 0, (5.38)

v′ = −
(

k lH0

2

)2
δR√
f [z]

, (5.39)

desde um redshift z = 1012, quando o espectro primordial é suposto ser invariante de

escala, δm, δR ∝
√

k, até hoje. As funções da base f [z] and g[z] são agora dadas por

f [z] =
ȧ2

a2
= Ωm0(1 + z)3 + ΩR0(1 + z)4 + ΩΛ0, (5.40)

g[z] =
ä

a
= −1

2
Ωm0(1 + z)3 − ΩR0(1 + z)4 + ΩΛ0. (5.41)

Apresentamos nas Figuras 5.1 e 5.2 o espectro de potência de matéria oriundo da

análise numérica exata do modelo ΛCDM, obtido com ajuda da função transferência

(curva azul), a correspondente análise aproximada (em vermelho) e a análise apro-

ximada para o modelo com interação (em violeta) [20]. Os dados observacionais são

obtidos do projeto 2dFGRS [33], que cobre a faixa de escalas 0.01Mpc−1 < kh−1 <

0.185Mpc−1. Para o modelo com interação, na Figura 5.1 usamos para a densidade de

matéria atual Ωm0 = 0, 36, o valor de concordância obtido de uma análise combinada

de supernovas tipo Ia, oscilações acústicas bariônicas e da posição do primeiro pico

do espectro da CMB [17]. Vemos que temos perda de potência no espectro quando

comparado com o modelo padrão. Isto se deve a dois efeitos: o deslocamento do

espectro para pequenos k’s e a supressão de potência devido à produção homogênea
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Figura 5.1: O espectro de potência de matéria dado pela função transferência BBKS (curva

azul), a análise numérica aproximada usada para o modelo ΛCDM (curva vermelha) e para o

modelo com interação (curva violeta). Os dados são obtidos do projeto 2dFGRS [33]. Usamos

Ωm0 = 0.36 para o modelo com interação e Ωm0 = 0.27 para o ΛCDM.

de matéria. Entretanto, podemos deslocar o espectro para a direita se aumentarmos o

valor do parâmetro densidade de matéria atual para, por exemplo, Ωm0 = 0.48, como

mostra a Figura 5.2. Dessa forma, não chegamos a um bom acordo com o espectro

observado quando usamos a suposição de um termo de vácuo estritamente homogêneo,

a menos que o valor de Ωm0 seja sensivelmente maior que o parâmetro densidade

de matéria do modelo ΛCDM. Nas próximas seções, vamos relaxar a hipótese de

um termo de vácuo estritamente homogêneo e realizar uma análise relativística mais

completa, incluindo perturbações na densidade de energia escura.
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Figura 5.2: O espectro de potência de matéria dado pela função transferência BBKS (curva

azul), a análise numérica aproximada usada para o modelo ΛCDM (curva vermelha) e para o

modelo com interação (curva violeta). Os dados são obtidos do projeto 2dFGRS [33]. Usamos

Ωm0 = 0.48 para o modelo com interação e Ωm0 = 0.27 para o ΛCDM.

5.3 Perturbando Λ no gauge síncrono

Para incluirmos nas equações de Einstein as perturbações no termo de vácuo,

primeiro devemos escrevê-lo numa forma covariante. Uma possibilidade é tomar a

derivada covariante da 4-velocidade do fluido,

uµ
;σ ≡

∂uµ

∂xσ
+ Γµ

σνu
ν , (5.42)

e, usando a métrica de FLRW, expressar o termo de vácuo, dado pelo ansatz Λ = σH,

como

Λ =
σ

3
uν

;ν , (5.43)

onde os observadores são comóveis e uν
;ν é a divergência covariante da 4-velocidade.
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Desta forma podemos perturbar esse ansatz, o que nos leva a

δΛ =
∂δuν

∂xν
+ δΓν

ναuα + Γν
ναδuα. (5.44)

No gauge síncrono, usando as componentes dos símbolos de Christoffel perturbados

(4.36), (4.37), (4.39) e δu0 = 0, encontramos um ansatz para o termo cosmológico

perturbado,

δΛ =
σ

3

(
θ − ḣ

2

)
, (5.45)

onde θ = ∂iδu
i e a perturbação da métrica h = hkk/a

2.

O próximo passo é escrever as equações de Einstein usando novamente o gauge

síncrono. Além da radiação - que se conserva separadamente - e das componentes

interagentes (termo de vácuo + matéria escura), vamos introduzir bárions, que tam-

bém se conservam separadamente. Isso torna a análise numérica mais precisa, mas,

como veremos, não mudará de forma significativa o espectro de potência correspon-

dente.

Então, o conjunto de equações de Einstein acopladas escritas no gauge síncrono

fica

ḧ + 2Hḣ = ρdmδdm + ρbδb + 2ρRδR − 2ΛδΛ, (5.46)

δ̇R +
4

3

(
vR

a
− ḣ

2

)
= 0, (5.47)

v̇R =
k2

4a
δR, (5.48)

δ̇dm − Λ̇

ρdm

δdm +
vdm

a
− ḣ

2
= − Λ̇

ρdm

δΛ − Λ

ρdm

δ̇Λ, (5.49)

v̇dm +

(
ρ̇dm

ρdm

+ 4H

)
vdm = − k2Λ

aρdm

δΛ, (5.50)

δ̇b =
ḣ

2
. (5.51)

Nestas equações k é o número de onda; ρdm e ρb são as densidades de energia para

a matéria escura e os bárions, respectivamente; vdm = a θ e vR são as velocidades
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peculiares da matéria escura e radiação, respectivamente. A velocidade peculiar dos

bárions desacopla e tende a zero, não contribuindo para as inomogeneidades.

Podemos eliminar a métrica h das equações acima usando δ̇b = ḣ/2, introduzir

o ansatz (5.45) e eliminar vdm. Feito isso, realizamos uma mudança na variável

independente, do parâmetro de tempo cosmológico H0t para o fator de escala a(t),

com a0 = 1. Assim, encontramos o sistema de equações

δ′′b +

(
g

f 2
+

2

a

)
δ′b =

3

2f 2
(2ΩRδR + Ωbδb + Ωmδm − 2ΩΛδΛ) , (5.52)

δ′R +
4

3

(
vR

af
− δ′b

)
= 0, (5.53)

v′R −
k2

4af
δR = 0, (5.54)

δ′m −
1

1 + r

(
r′ − 3r

a

)
δm = −

[
1

1 + r

(
r′ − 3r

a

)
+

3

a

]
δΛ − rδ′Λ, (5.55)

δ′Λ +

{
f ′

f
+

[
1 + 4r

(1 + r)a
− r′

1 + r

]
+

k2r

3af 2

}
δΛ =

=
a

3

{
δ′′b +

[
f ′

f
+

2 + 5r

(1 + r)a
− r′

1 + r

]
δ′b

}
, (5.56)

onde a linha sobre as quantidades representa agora derivada com relação ao fator de

escala a, e não mais derivada com relação ao redshift z como na seção anterior. Aqui

estamos usando as definições

ΩR =
ΩR0

a4
, (5.57)

Ωb =
Ωb0

a3
, (5.58)

Ωdm =
1

a3

(
Ωdm0 − ΩΛ0 + Ω2

Λ0

)
+

1

a3/2

(
ΩΛ0 − Ω2

Λ0

)
, (5.59)

ΩΛ = Ω2
Λ0 +

1

a3/2

(
ΩΛ0 − Ω2

Λ0

)
, (5.60)

r =
ΩΛ

Ωdm

, (5.61)

g = a

(
−ΩR − Ωb

2
− Ωdm

2
+ ΩΛ

)
, (5.62)
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f = a (ΩR + Ωb + Ωdm + ΩΛ)1/2 , (5.63)

que são nossas soluções de base.

Notemos que ao escrever as equações perturbadas estamos fazendo uma suposição:

as partículas que são produzidas devido ao decaimento do termo de vácuo possuem a

mesma velocidade do fluido pré-existente, formado pelas componentes matéria escura

e energia escura, isto é, θ = θdm. Por outro lado, nas soluções de base tomamos

Ωb0 + Ωdm0 + ΩΛ0 = 1, já que ΩR0 ≈ 8, 4× 10−5 é desprezível quando comparado com

os demais parâmetros de densidade atuais.

O sistema de equações acopladas obtida deve ser integrado desde redshifts muito

altos - da ordem por exemplo de z = 1012, de modo que as perturbações apresentem

espectros invariantes de escala - até o presente momento, quando z = 0. Nesta seção

consideraremos que as perturbações no termo de vácuo possuem um espectro inicial

invariante de escala, com mesma amplitude das perturbações da matéria, ou seja,

δΛ ∝ δdm ∝
√

k.1 O espectro obtido será normalizado com ajuda da função trans-

ferência BBKS. Quatro combinações possíveis serão consideradas a fim de analisar

a concordância do modelo com o espectro observado: com ou sem perturbação no

termo de vácuo, com ou sem inclusão de bárions.

A figura 5.3 mostra os espectros de potência com o melhor ajuste para o modelo

ΛCDM, para o caso em que o termo de vácuo não é perturbado e para o caso em

que é perturbado quando os bárions não são incluídos, o que significa fazer Ωb0 = 0

nas equações de evolução das pequenas flutuações. Nas figuras 5.4 e 5.5 mostramos

também as correspondentes funções de distribuição de probabilidade (PDF), definidas

por

F = A exp(−χ2/2), (5.64)
1A condição inicial δΛ = 0 também foi utilizada, mas sem alteração significativa em nossos

resultados.



58

-1.6 -1.4 -1.2 -1.0

3.6

3.8

4.0

4.2

Dados 2dFGRS

Figura 5.3: Melhores ajustes para o modelo ΛCDM (linha contínua), para o modelo

com interação sem perturbações em Λ (linha tracejada) e com perturbações em Λ

(linha ponto-tracejada), quando os bárions são excluídos.

onde A é uma constante de normalização. O χ2 estatístico na exponencial é dado por

χ2 =
∑

i

(Po
i − P t

i

σi

)2

, (5.65)

onde Po
i é o dado observacional para o i-ésimo valor de k, σi á barra de erro observa-

cional e P t
i é o correspondente valor teórico.

δΛ 6= 0, Ωb0 = 0 δΛ = 0, Ωb0 = 0 δΛ 6= 0, Ωb0 = 0.04 δΛ = 0, Ωb0 = 0.04
χ2

r 0.31 0.35 0.31 0.35
Ωdm0 0.96 0.55 0.86 0.49
ΩΛ0 0.04 0.45 0.10 0.47

Fazemos o mesmo nas figuras 5.6, 5.7 e 5.8, mas agora incluimos bárions com

Ωb0 = 0, 044. Como é evidente, a introdução de perturbações no termo cosmológico

da forma como é feita aqui piora os nossos resultados [34], sendo preciso uma grande

quantidade de matéria escura para ajustar o espectro de potência com o do modelo

ΛCDM. A tabela acima mostra os melhores ajustes para as quatro combinações.



59

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

WL0

P
D

F

Figura 5.4: Função de distribuição de probabilidade (PDF) do parâmetro de

densidade da energia escura quando o termo cosmológico não é perturbado para o

caso em que os bárions são excluídos.
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Figura 5.5: Função de distribuição de probabilidade (PDF) do parâmetro de

densidade da energia escura quando o termo cosmológico é perturbado para o caso

em que os bárions são excluídos.
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Figura 5.6: Melhores ajustes para o modelo ΛCDM (linha contínua), para o modelo

com interação sem perturbações em Λ (linha tracejada) e com perturbações em Λ

(linha ponto-tracejada), quando os bárions são incluídos.
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Figura 5.7: Função de distribuição de probabilidade (PDF) do parâmetro de

densidade da energia escura quando o termo cosmológico não é perturbado para o

caso em que os bárions são incluídos.
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Figura 5.8: Função de distribuição de probabilidade (PDF) do parâmetro de

densidade da energia escura quando o termo cosmológico é perturbado para o caso

em que os bárions são incluídos.

Vale ressaltar que não conseguimos integrar as equações desde redshifts muito

altos, e o espectro foi construído integrando-as desde z = 1100 (redshift de último

espalhamento), utilizando-se como condições iniciais o espectro do ΛCDM neste red-

shift. Uma possível origem para a dificuldade de integração das equações desde red-

shits muito altos é a utilização do gauge síncrono, pois modos espúrios podem estar

presentes em escalas maiores que o horizonte.

5.4 Não-adiabaticidade

Podemos evidenciar o termo de interação entre as componentes do setor escuro na

equação da continuidade da seguinte forma: da equação de Friedmann 3H2 = ρm+ρΛ

e da equação da continuidade ρ̇m + 3Hρm = −ρΛ, encontra-se

Ḣ = −1

2
ρm, (5.66)
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e, usando o ansatz da base Λ = σH, chegamos às equações de balanço de energia

para as componentes matéria escura e energia escura,

ρ̇m + 3Hρm =
σ

2
ρm = Q, (5.67)

ρ̇Λ = −σ

2
ρm = −Q, (5.68)

onde o ponto representa derivada com respeito ao tempo cosmológico. Aqui, Q é a

taxa de transferência de energia do termo de vácuo para a matéria escura.

Agora vamos escrever a equação de conservação covariante do tensor momento-

energia para cada componente na forma

(T µν ;µ)m = Qν , (5.69)

(T µν ;µ)Λ = −Qν . (5.70)

O termo de interação covariante Qν pode ser decomposto com relação à 4-velocidade

total uµ do fluido [29],

Qµ = Quµ + Q̄µ, uµQ̄µ = 0, (5.71)

onde Q é a taxa de transferência de energia e Q̄µ é a taxa de transferência de momento.

Perturbando o termo de interação acima, usando o gauge síncrono, onde δu0 =

0 = δu0 e h00 = 0 = h0i, e um sistema de observadores comóveis (uµ = (1, 0)),

encontramos as componentes

δQ0 = δQ, (5.72)

δQi = δuiQ + δQ̄i. (5.73)

As equações (5.108) e (5.70) perturbadas até a primeira ordem de aproximação

no gauge síncrono são dadas por

˙δρα + (ρα + pα)θα − (ρα + pα)
ḣ

2
+ 3H(δρα + δpα) = ±δQ, (5.74)

(ρα + pα)θ̇α + 5H(ρα + pα)θα + (ρ̇α + ṗα)θα +
1

a2
∇2δpα = ±(θQ + δQ̄i

,i). (5.75)
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A primeira equação para a α-ésima componente (que pode ser matéria escura ou

energia escura) é obtida tomando-se ν = 0, a segunda ν = i.

Para a matéria escura (pm = 0 = δpm) temos

˙δρm +

(
θm − ḣ

2

)
ρm + 3Hδρm = δQ, (5.76)

ρm
˙θm + 2Hρmθm + Qθm = Qθ + δQ̄i

,i. (5.77)

Similarmente, para a energia escura com equação de estado px = −ρx obtemos

˙δρΛ + 3H(δρΛ + δpΛ) = −δQ, (5.78)

∇2δpΛ

a2
= −(Qθ + δQ̄i

,i). (5.79)

A fim de determinar os termos de interação δQ e δQ̄i que entram no membro

direito das equações acima, precisamos de uma forma covariante para o termo de

acoplamento Qµ que seja válida no universo inomogêneo e se reduza à forma da base

para a métrica de FLRW. Vamos tomar o ansatz

Qµ =
σ

2
uµ

mT ν
ν(m), (5.80)

onde T ν
ν(m) é o traço do tensor momento-energia da matéria escura, uµ

m é a 4-velocidade

da matétria escura, e na base Qµ = (σ
2
ρm, 0). Perturbando o ansatz acima e usando

δT ν
ν = δρm, encontramos as componentes

δQ0 =
σ

2
δρm, (5.81)

δQi = Qδui
m. (5.82)

Comparando-as com as componentes (5.72) e (5.73) encontramos

δQ =
σ

2
δρm, (5.83)

¯δQi = Q(δui
m − δui). (5.84)
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Observemos que, substituindo (5.84) nos membros direitos das expressões (5.79) e

(5.77), a 4-velocidade total θ é eliminada, o que significa dizer que não há transferência

de momento no nível perturbativo neste formalismo, já que fazer δui = δui
m nos leva

aos mesmos resultados. Então, com os termos de acoplamento já determinados, as

equações (5.76)-(5.79) tornam-se

˙δm =
ḣ

2
− θm, (5.85)

θ̇m + 2Hθm = 0, (5.86)

δ̇Λ +

(
ρ̇Λ

ρΛ

+ 3H

)
δΛ + 3H

δpΛ

ρΛ

= −σ

2

ρm

ρΛ

δm, (5.87)

k2

a2
δpΛ =

σ

2
θm, (5.88)

onde usamos a definição δ = δρ/ρ do contraste de densidade.

A solução da equação (5.86) é θm = ca−2 e decai com o fator de escala. Podemos

escolher a constante c tomando como condição inicial θm(a0 = 1) = c = 0, e desta

forma a perturbação na velocidade da matéria escura não contribui para o crescimento

das pequenas flutuações na densidade de energia. Assim, a equação (5.85) nos dá a

relação entre a métrica e o contraste de densidade da matéria escura,

δ̇m =
ḣ

2
, (5.89)

enquanto a (5.88) nos diz que a perturbação na pressão da componente de energia

escura é igual a zero neste formalismo. Isso significa que, se há perturbações na

componente de energia escura, as mesmas não são adiabáticas. Por outro lado, como a

quantidade θm não é um invariante de gauge, pois no gauge síncrono não conseguimos

construir quantidades invariantes [35], é possível que ao fazê-la igual a zero estejamos

negligenciando algum termo físico na velocidade (θfisico + θespurio = ca−2). Este pro-

blema nos motiva a escolher gauges onde as quantidades construídas são invariantes,

como é o caso do gauge longitudinal e do gauge comóvel.
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5.5 Perturbações entrópicas

Como as componentes do setor escuro possuem interação, perturbações entrópicas

devem ser incluídas. Consideremos o caso em que a pressão do sistema é uma função

das densidades de energia ρ e entropia s. Uma perturbação na pressão leva à expressão

δp =
∂p

∂ρ
δρ +

∂p

∂s
δs, (5.90)

que pode ser posta na forma

δpnad = δp− c2
aδρ, (5.91)

onde introduzimos a velocidade sonora adiabática

c2
a ≡

∂p

∂ρ
=

ṗ

ρ̇
(5.92)

e identificamos a perturbação na pressão não adiabática (entrópica) como

δpnad ≡ ∂p

∂s
δs. (5.93)

Portanto, se a diferença δp − c2
aδρ for zero, temos perturbações adiabáticas, caso

contrário, o sistema é entrópico. Vemos então que o único grau de liberdade adiabático

é a densidade de energia, qualquer outro grau de liberdade poderá contribuir para as

perturbações entrópicas.

Em geral, a perturbação entrópica pode ser separada em duas partes [29]:

δpnad = δpint + δprel. (5.94)

A primeira é devida a uma perturbação intrínseca em cada componente do fluido,

associada à sua estrutura interna, e a segunda parte é uma perturbação entrópica

relativa entre as componentes interagentes.

Uma forma invariante de gauge para a perturbação intrínseca pode ser encontrada

partindo-se da definição da velocidade sonora efetiva de cada componente, c2
sα, como

a velocidade de propagação das flutuações de pressão no sistema de repouso [36, 37],

c2
sα =

δpα

δρα

|repouso. (5.95)
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Passando para um sistema qualquer obtemos

δpα = c2
aαδρα + δpint,α = c2

sαδρα + (c2
sα − c2

aα)[3H(ρα + pα)−Qα]
θα

k2
, (5.96)

onde c2
aα é a velocidade sonora adiabática, k é o vetor de onda e θα é a velocidade

peculiar.

A perturbação entrópica relativa é uma quantidade invariante de gauge dada por

[27, 29, 40]

δprel =
∑

α

(c2
aα − c2

a)δρα, (5.97)

onde a velocidade sonora adiabática total é uma média ponderada das velocidades

sonoras adiabáticas de cada componente em interação,

c2
a =

∑
α

ρ̇α

ρ̇
c2
aα. (5.98)

Combinando as duas útimas expressões acima, para uma interação entre matéria

escura e energia escura, encontramos a perturbação entrópica relativa

δprel,Λm =
ρ̇mρ̇Λ

3Hρ̇
(c2

aΛ − c2
am)SΛm, (5.99)

SΛm = 3H

(
δρΛ

ρ̇Λ

− δρm

ρ̇m

)
. (5.100)

5.6 Perturbando Λ no gauge comóvel

Lembramos da seção 5.3 que, ao introduzir perturbações no termo de vácuo usando

o ansatz ρΛ ∝ uν
;ν , surgia um problema: não conseguíamos integrar as equações desde

z muito altos. Associamos tal dificuldade à utilização do gauge síncrono. Agora,

sem nos determos em todos os detalhes técnicos, iremos apresentar uma equação de

evolução para o contraste de matéria obtida de uma análise manifestamente invariante

de gauge, a qual explora apenas o setor escuro [76].

Como vimos, a equação de balanço da energia para as componentes escuras são

ρ̇m + 3Hρm = Q, (5.101)
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ρ̇Λ = −Q, (5.102)

com o ansatz covariante

pΛ = −ρΛ = −σ

3
Θ, (5.103)

onde Q é a taxa de transferência de energia e Θ = uν
;ν é o escalar de expansão, cuja

evolução é governada pela equação de Raychaudhuri

Θ̇ +
1

3
Θ2 − u̇a

;a + 4πGρM − 8πG

3
σΘ = 0. (5.104)

A equação de estado (5.103) é semelhante a um modelo com um fluido viscoso de coe-

ficiente ζ = σ/3 (ver [57]) e cuja dinâmica de base coincide com um gás de Chaplygin

com equação de estado p = −A/ρα, com α = −1/2, conforme veremos na seção 5.7.

Para cada componente escura temos

(T µν ;µ)m = Qν , (5.105)

(T µν ;µ)Λ = −Qν , (5.106)

com

Qµ = Quµ + Q̄µ, uµQ̄µ = 0, (5.107)

e

(T µν ;µ)m + (T µν ;µ)Λ = T µν ;µ. (5.108)

As equações de balanço energia-momento para cada componente são, respectiva-

mente,

−uµT
µν
α ;ν = ρα,γu

γ + Θα (ρα + pα) = ±uγQ
γ, (5.109)

hγ
αµT

µν
α ;ν = (ρα + pα) u̇γ + pα,µh

γµ
α = ±hγ

αµQ
µ, (5.110)

onde α pode ser matéria ou termo de vácuo. Aqui, uνh
µν = 0, hµν = gµν +uµuν e ρ̇α =

ρα,γu
γ. Para determinar os termos de interação, se faz uma análise de consistência

entre o balanço da energia total e da energia da matéria (perturbados), encontrando-se

Q = −σ

3
Θ̇, δQ = −σ

3
˙δΘ. (5.111)
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Fazendo o mesmo para o balanço do momento total e do momento da matéria, obtêm-

se

δQ̄0 = 0 , δQ̄i =
σ

3

[
δΘ,i + δuiΘ̇

]
. (5.112)

Uma combinação das equações de balanço momento-energia e da equação de Ray-

chaudhuri perturbadas nos permite obter uma equação diferencial de segunda ordem

para o contraste de matéria,

δ′′cm + g(a)δ′cm + f(a)δc
m = 0, (5.113)

onde introduzimos a quantidade invariante de gauge

δc
m =

δρm

ρm

+
ρ̇m

ρm

v, (5.114)

v é o potencial velocidade (em tempo cosmológico), a linha representa derivada com

relação ao fator de escala e c significa comóvel.

As funções de base são

g(a) =
1

a

[
3

2
+ 8πG

σ

H
− L

K
+

σH

3ρm

k2

a2H2

]
, (5.115)

f(a) = − 1

a2

[(
3

2
− 4πGσ

H

)
K +

8πGσ

3H

(
L

K
− 2− 4πGσ

3H
− σH

3ρm

k2

a2H2

)]
, (5.116)

onde (não estamos fazendo 8πG = 1)

K = 1 +
σH

3ρm

(
1− 4πGσ

3H
− σH

3ρm

k2

a2H2

)
, (5.117)

L =
K̇

H
=

4πGσ

3H
+

(
4πGσ

3H

)2
σH

ρm

+

(
σH

3ρm

)2 (
8πG

σ

H
− 4

) k2

a2H2
, (5.118)

com σ = 3H0ΩΛ0 = 3H0(1− Ωm,0).

Para δc
Λ encontramos a expressão

δΛ =
2ρ̇Λ

3ρmρΛK
(aHδ′m + H0ΩΛ0δm) (5.119)

(onde omitimos o índice c).
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Vale ressaltar que supusemos c2
s = −1, ou seja, que a energia escura apresenta

perturbação entrópica intrínseca desprezível. Além disso, é possível mostrar que

condições iniciais adiabáticas podem ser usadas em altos redshifts, como veremos na

subseção 5.6.1.

5.6.1 O potencial gravitacional

Considere o elemento de linha com todas as perturbações escalares

ds2 = a(η)2[−(1 + 2φ)dη2 + 2B,idηdxi + (1− 2ψ)δijdxidxj + 2E,ijdxidxj]. (5.120)

Os potenciais de Bardeen são definidos como

ΦB = φ +H(B − E
′
) + (B − E

′
)
′
, (5.121)

ΨB = ψ −H(B − E
′
). (5.122)

Por outro lado, no gauge comóvel as funções escalares da métrica e a densidade

de energia se transformam como

φ̃ = φ +H(B + v) + (B + v)
′
, (5.123)

ψ̃ = ψ −H(B + v), (5.124)

Ẽ
′
= E

′
+ v, (5.125)

δ̃ρ = δρ + ρ
′
(v + B), (5.126)

onde a linha agora representa derivada com relação ao tempo conforme. Notemos que

os potenciais de Bardeen coincidem com as funções φ̃ e ψ̃ quando E
′

= −v, o que

implica em Ẽ
′
= 0. Notemos também que, para B = 0, temos δ̃ρ = δρc.

Da conservação do momento e energia podemos obter, no gauge comóvel, as

equações de balanço momento-energia para componentes com interação,

δ̃ρ
′

α + 3H(δ̃ρα + δ̃pα)− (ρα + pα)(3ψ̃
′
+ k2Ẽ

′
) = aQαφ̃ + a ˜δQα, (5.127)
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δ̃pα −
2

3
k2π̃ + (ρα + pα)φ̃ = aQαv + aδ̃qα, (5.128)

onde

Qm = −QΛ =
σ

2
ρm, (5.129)

˜δQm = − ˜δQΛ =
σ

2
δ̃ρm, (5.130)

δ̃qm = −δ̃qΛ = Qm(ṽm − v), (5.131)

e π̃ é o stress anisotrópico. Estes termos de acoplamento são equivalentes a (5.111) e

(5.112), com
σ

3
δΘ,i = Qδu

(m)
i − 2

3
π,i, (5.132)

e δui = a∂iv.

Das equações de Einstein temos

Ẽ
′′

+ 2HẼ
′
+ ψ̃ − φ̃ = a2π̃, (5.133)

ψ̃
′
+Hφ̃ = 0, (5.134)

3H(ψ̃
′
+Hφ̃) + k2ψ̃ + k2HẼ

′
= −a2

2
δ̃ρ. (5.135)

Combinando as duas últimas equações encontra-se

k2ψ̃ = −a2

2
(δ̃ρ +

2k2H
a2

Ẽ
′
), (5.136)

e, no caso em que Ẽ
′
= 0, identificamos

k2ΨB = −a2

2
δ̃ρ. (5.137)

Esse potencial fica portanto determinado pela perturbação na energia total.

Da equação (5.128) para a componente da energia escura, com pΛ = −ρΛ e c2
s =

−1, encontra-se

π̃ = −3δ̃ρΛ

2k2
, (5.138)

onde fizemos ṽm = 0 na (5.131) (pois estamos no gauge comóvel). Finalmente, usando

este resultado em (5.133) com Ẽ
′
= 0, encontramos o outro potencial de Bardeen,

k2ΦB = −a2

2
(δ̃ρm − 2δ̃ρΛ), (5.139)

o qual pode ser identificado com o potencial gravitacional newtoniano.
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Figura 5.9: A razão δ2
Λ/δ2

m em função de k, para Ωm0 = 0, 3.

5.6.2 Quantificando δΛ e a não-adiabaticidade

Na integração da equação (5.113) usamos condições iniciais adiabáticas, tomando

o espectro primordial invariante de escala δm ∝
√

k para z ∼ 1012. Nesta análise não

consideramos a presença de bárions nem radiação. A ausência dos bárions pode ser

considerada uma boa aproximação, já que eles representam apenas 5% do conteúdo

energético total. Por outro lado, a inclusão de radiação pode afetar os modos com

pequenos comprimentos de onda, aqueles que entram mais cedo no horizonte.

Como sabemos, o espectro de potência observado refere-se à matéria bariônica

luminosa. No modelo ΛCDM a distribuição dos bárions é aproximadamente determi-

nada pela distribuição da matéria escura, cujo espectro de potência é dado por δ2
m. No

entanto, no presente modelo a distribuição dos bárions - se tratados como partículas

de prova - é determinada pelo potencial gravitacional ΦB, o qual resulta das pertur-

bações na matéria escura e no termo cosmológico. Em outras palavras, o espectro

de potência dos bárions fica aproximadamente determinado pelo poço de potencial

resultante produzido pelo setor escuro. É somente no caso de δρΛ ser desprezível que

podemos identificar δm com o espectro observado.

Mostramos na figura 5.5 a razão δ2
Λ/δ2

m em função de k, obtida através das
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equações (5.119) e (5.113) com Ωm0 = 0, 3. Vemos que ela é desprezível. Variando

Ωm0, pudemos verificar que essa razão é tanto maior quanto maior a densidade de

matéria. No entanto, mesmo para Ωm0 ≈ 1, obtemos uma razão menor que 5%.

Notamos também que a perturbação na componente de energia escura é tanto maior

quanto maior o comprimento de onda, o que sugere que Λ só é perturbado em escalas

muito grandes.

Dessa forma, a análise feita na seção 5.2, com δρΛ = 0, pode ser considerada

uma boa aproximação. O que implica que um bom ajuste do espectro observado só é

mesmo possível com uma densidade relativa de matéria da ordem de 0, 48, alta quando

comparada ao valor de concordância do ΛCDM. O acordo entre este resultado e outros

testes observacionais no contexto do presente modelo será discutido no capítulo de

conclusões.

Contudo, não podemos aqui estabelecer uma conclusão definitiva a esse respeito,

pois a presente análise não inclui os efeitos da matéria bariônica nem, especialmente,

os da radiação. Além disso, lembremos que a perturbação entrópica relativa não foi

considerada na seção 5.2, e que sua contribuição não é nula. De fato, fazendo δρΛ = 0

em (5.99), obtemos
δprel

δρm

=
ρ̇Λ

ρ̇
=

σ

6H
=

H0ΩΛ0

2H
. (5.140)

Dessa forma, a não-adiabaticidade do modelo cresce com o tempo, e seu valor máximo

é dado por ΩΛ0/2. Usando Ωm0 ≈ 0, 48, obtemos um limite superior para a não-

adiabaticidade da ordem de 25%. Por outro lado, substituindo (2.117) em (5.140)

temos
δprel

δρm

=
ΩΛ0/2

ΩΛ0 + Ωm0(1 + z)3/2
. (5.141)

Integrando esta última expressão entre z = 0 e z = 5 (redshift abaixo do qual o

decaimento do vácuo começa a ter importância - ver figura 3.2), obtemos uma não-

adiabaticidade média da ordem de 8%.
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5.7 Perturbando Λ no gauge longitudinal

Agora vamos incluir nas equações de evolução das perturbações a contribuição

dos bárions e da radiação, os quais supomos se conservar independentemente. Nos

propomos usar o gauge longitudinal, no qual as quantidades são invariantes. A métrica

com perturbações escalares é dada por

ds2 = a2(η)[−(1 + 2φ)dη2 + (1− 2ψ)δijdxidxj], (5.142)

onde η é o tempo conforme. A 4-velocidade na base, no sistema de referência comóvel,

é dada por uµ = (a−1, 0), e a 4-velocidade perturbada é dada por δuµ = a−1(−φ, ∂iv)

e δuµ = a(−φ, ∂iv), onde v ≡ δv é o potencial da velocidade perturbada.

Perturbando o termo de interação (5.107), obtemos as componentes

δQ0 = −a(δQ + Qφ), (5.143)

δQi = a∂i(Qv + δq). (5.144)

Para cada componente α, as equações de balanço de energia-momento perturbados

são

δρ
′
α + 3H(δρα + δpα)− 3(ρα + pα)ψ

′ − k2(ρα + pα)vα = aQαφ + aδQα, (5.145)

[(ρα + pα)vα]
′
+ 4H(ρα + pα)vα + (ρα + pα)φ + δpα − 2

3
k2πα = aQαv + aδqα, (5.146)

onde H = a
′
/a, a linha representa derivada com respeito ao tempo conforme e πα é

o stress anisotrópico de uma determinada componente relativística.

As componentes da perturbação do termo de interação covariante Qµ = −σ
2
uµ

mT ν
ν(m)

ficam dadas por

δQ0 = −a(Qφ +
σ

2
δρm), (5.147)

δQi = aQ∂ivm, (5.148)

e, comparando-as com (5.143) e (5.144), obtemos

δQ =
σ

2
δρm, (5.149)
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δq = Q(vm − v), (5.150)

onde δq = δqm = −δqΛ e δQ = δQm = −δQΛ.

Com isto, as equações de balanço de energia e momento perturbados para matéria

escura e energia escura ficam determinadas por

δ
′
m − k2vm − 3ψ

′
= a

σ

2
φ, (5.151)

v
′
m +Hvm = −φ, (5.152)

δ
′
Λ +

(
ρ
′
Λ

ρΛ

+ 3H
)

δΛ + 3HδpΛ

ρΛ

= −aσ

2

ρm

ρΛ

(φ + δm), (5.153)

δpΛ = −aσ

2
ρmvm +

2

3
k2πΛ = δpad,Λ + δpint,Λ. (5.154)

A perturbação intrínseca da energia escura fica determinada pela última equação

acima, e não precisamos fazer nenhuma escolha referente à velocidade sonora efetiva

c2
s ou à velocidade da energia escura vΛ.

Por sua vez, as componentes 0-0 e i-j das equações de Einstein perturbadas, para

o setor escuro, são dadas por

3H(ψ
′
+Hφ) + k2ψ = −a2

2
(δρm + δρΛ), (5.155)

ψ
′′

+ 2Hψ
′
+Hφ

′
+ (2H′

+H2)φ =
a2

2
(δpΛ − 2

3
k2πΛ). (5.156)

Com isso, o conjunto final de equações escritas no gauge longitudinal, incluindo

bárions e radiação conservados separadamente, fica dado por

ȧδ
′
m −

k2

a
vm − 3ȧψ

′
=

σ

2
φ, (5.157)

ȧv
′
m + Hvm = −φ

a
, (5.158)

ȧδ
′
Λ + ȧ

ρ
′
Λ

ρΛ

δΛ = −σ

2

ρm

ρΛ

(φ + δm), (5.159)

ρΛδΛ =
aσ

2
ρmvm − 2

3
k2π, (5.160)
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ȧδ
′
b −

k2

a
vb − 3ȧψ

′
= 0, (5.161)

ȧv
′
b + Hvb = −φ

a
, (5.162)

ȧδ
′
R −

4

3a
k2vR = 4ȧψ

′
, (5.163)

ȧv
′
R +

1

4a
vR = −φ

a
, (5.164)

ψ − φ = a2π, (5.165)

3H(ȧψ
′
+ Hφ) +

k2

a2
ψ = −3

2
(Ωmδm + ΩΛδΛ + ΩRδR + Ωbδb), (5.166)

onde a linha sobre as quantidades agora representa derivada com relação ao fator de

escala, e as soluções de base são dadas por

ΩR =
ΩR0

a4
, (5.167)

Ωb =
Ωb0

a3
, (5.168)

Ωm =
1

a3
(Ωm0 − ΩΛ0 + Ω2

Λ0) +
1

a3/2
(ΩΛ0 − Ω2

Λ0), (5.169)

ΩΛ = Ω2
Λ0 +

1

a3/2
(ΩΛ0 − Ω2

Λ0), (5.170)

σ = 3ΩΛ0, (5.171)

f(a) = ȧ = a(ΩR + Ωb + Ωm + ΩΛ)1/2, (5.172)

g(a) = ä = a(−ΩR − Ωb

2
− Ωm

2
+ ΩΛ). (5.173)

A integração numérica destas equações e a construção do espectro de potência

correspondente ainda é um problema em aberto.

5.7.1 Condições iniciais adiabáticas

No limite de tempos pequenos, η ¿ 1, as soluções de base acima ficam aproxi-

madas por

a(η) ' Cη2, (5.174)
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H(η) ' 2

η
, (5.175)

ρm(η) ' 12

C2η6
, (5.176)

ρΛ(η) ' 2σ

Cη3
, (5.177)

η =
3

C
t1/3, (5.178)

onde C é uma constante de integração. Então, a equação (5.156) toma a forma

φ
′′

+
6

η
φ
′
=

σ

2
C3η6vm, (5.179)

onde usamos (5.154) e desprezamos o stress anisotrópico neste limite, fazendo φ = ψ.

O termo no membro direito da equação acima é subdominante para tempos pequenos

com relação aos dois termos no membro esquerdo. Logo,

φ
′′

+
6

η
φ
′ ' 0. (5.180)

A solução desta equação diferencial é

φ(η) = C1 +
C2

η5
, (5.181)

onde C1 e C2 são constantes de integração.

Por outro lado, usando as soluções da base em (5.155) encontramos

6

η
φ
′
+

12

η2
φ + k2φ = − 6

η2
δm − σCηδΛ. (5.182)

O segundo termo do lado direiro pode ser desprezado com relação a todos os outros,

e usando a solução para φ chegamos a

δm(η) ' −1

6
(kη)2

(
C1 +

C2

η5

)
+

(
3C2

η5
− 2C1

)
. (5.183)

Considerendo apenas modos dentro do horizonte, kη À 1, encontramos a solução

para o contraste de densidade de matéria do universo de Einstein-de Sitter,

δm(η) = C3η
2 + C4η

−3, (5.184)
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na qual reteremos apenas o modo crescente.

Nesta aproximação, a equação (5.153) se reduz a

δ
′
Λ +

3

η
δΛ ' −3

η
(δm + φ), (5.185)

e, após usarmos φ = C1 e δm = C3η
2 (soluções do universo dominado por matéria),

encontramos

δ
′
Λ +

3

η
δΛ ' −3C1

η
, (5.186)

cuja solução é

δΛ =
A

η3
− φ, (5.187)

onde A é uma constante de integração que escolhemos igual a zero. Desta forma,

δΛ = −φ, (5.188)

e podemos usá-la como condição inicial adiabática para o contraste de densidade da

energia escura.

Até aqui, a análise perturbativa do modelo com termo de vácuo proporcional ao

parâmetro de Hubble foi realizada usando-se três gauges distintos. As duas primeiras

análises descritas nesta tese foram realizadas dentro do gauge síncrono em dois casos:

1) sem perturbar o termo de vácuo integramos as equações de Einstein desde z

muito alto com espectro primordial invariante de escala até z=0 e encontramos que

o melhor ajuste para o espectro de potência de matéria ocorre para o parâmetro

densidade de matéria atual Ωm0 ≈ 0, 48;

2) ao perturbar o termo de vácuo necessitamos de um parâmetro densidade de

matéria atual muito alto para ajustar o espectro de potência de matéria que foi con-

struído integrando-se as equações de Einstein desde o redshift do último espalhamento

(z=1000), com as condicções iniciais dadas pelo espectro do modelo ΛCDM, até o

presente (z=0). Como citado neste texto, é possível que tal resultado negativo está

associado a utilização do gauge síncrono, o que nos motivou a mudar de formalismo.
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Em seguida, para simplificar a análise nos restringimos apenas a investigar a

dinâmica perturbativa do setor escuro (energia escura+matéria escura), encontrando

uma única equação diferencial de segunda ordem para o contraste de densidade de

matéria (5.113) e uma expressão que determina o contraste de densidade da energia

escura em termos da matéria escura e sua primeira derivada (5.119), quantidades

estas definidas no gauge comóvel. O principal resultado obtido é que as perturbações

na energia escura podem ser desprezadas, com respeito às perturbações na matéria

escura, sobre todas as escalas observáveis. Isto indica que a análise descrita em 1)

pode ser considerada como uma boa aproximação e que o espectro de potência de

matéria é consistente com o valor Ωm0 ≈ 0, 48. Mostramos também que o modelo

é não adiabático e que condições iniciais adiabáticas podem ser usadas. Por fim,

uma possibilidade de acoplamento do setor escuro surge quando escolhemos o 4-

vetor covariante Qµ ∝ uµ
mT ν

ν(m), mas a integração das equações obtidas no gauge

longitudinal fica como trabalho futuro.

5.8 O modelo como um gás de Chaplygin

Podemos explorar o modelo apresentado nesta tese tratando a interação entre

as componentes escuras como manifestação de uma única substância, como sugerido

pelas equações (2.87) e (2.88).

De fato, consideremos um gás de Chaplylgin com equação de estado2

pch = −Aρ
1/2
ch , (5.189)

onde

A ≡
√

3

3
σ. (5.190)

2No gás de Chaplygin [47, 48], o fluido cósmico é descrito pela equação de estado p = −A/ρα,
onde ρ e p são, respectivamente, a densidade de energia e a pressão do fluido no sistema de referência
comóvel, com ρ>0.
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Das equações de Friedmann, 3H2 = ρch, e da continuidade, ρ̇ch + 3H(ρch + pch) = 0,

encontramos a equação de evolução para o parâmetro de Hubble,

2Ḣ + 3H2 − σH = 0. (5.191)

Esta é a mesma equação de evolução obtida para o modelo com acoplamento entre

matéria escura e energia escura,

ρ̇m + 3Hρm =
σ

2
ρm = Q, (5.192)

ρ̇Λ = −σ

2
ρm = −Q, (5.193)

ρΛ = σH, (5.194)

com

σ = 3H0(1− Ωm,0). (5.195)

A solução da equação diferencial (5.191) é

H(t) =
σ/3

1− exp(−σt/2)
, (5.196)

e o fator de escala fica determinado por

a(t) = C[exp(σt/2)− 1]2/3, (5.197)

onde C é uma constante de integração. Com ajuda destas soluções e da equação de

Friedmann, obtemos facilmente a densidade de energia do gás de Chaplygin,

ρch(a) = A2

[
1 +

(
C

a

)3/2
]2

. (5.198)

A constante de integração pode ser obtida escolhendo-se o fator de escala atual igual

à unidade (a0 = 1), isto é,

C3/2 =
ρ

1/2
ch,0 − A

A
, (5.199)

tal que

ρch(a) =

(
A +

ρ
1/2
ch,0 − A

a3/2

)2

. (5.200)



80

Vamos considerar aqui um universo composto de radiação e gás de Chaplygin na

base. Desta forma, podemos escrever

ρ
1/2
ch,0 = H0

√
3Ωch,0 '

√
3, (5.201)

onde fizemos H0 = 1 e tomamos Ωch,0 ' 1, pois ΩR,0 ∼ 10−5. O parâmetro de estado

e a velocidade sonora adiabática para o gás de Chaplygin são dados por

ωch(a) =
pch

ρch

= − Aa3/2

(
√

3− A) + Aa3/2
, (5.202)

c2
a,ch =

p
′

ρ′
=

1

2
ωch(a), (5.203)

onde a linha representa derivada com relação ao fator de escala.

Assim, podemos obter

H =
ȧ

a
= (Ωch + ΩR)1/2, (5.204)

ä

a
= −1

2
[(1 + 3ωch)Ωch + 2ΩR], (5.205)

ΩR =
ΩR,0

a4
, (5.206)

Ωch =
1

3
[A + (

√
3− A)/a3/2]2. (5.207)

Modelos com gás de Chaplygin adiabático apresentam instabilidades e oscilações

no espectro de potência. Porém, em [51] mostra-se, no gauge síncrono, que a inclusão e

uma escolha conveniente da perturbação entrópica intrínseca reduzem essas instabili-

dades. Aqui, além da perturbação entrópica intrínseca iremos supor que o stress

anisotrópico π do gás é não nulo.

As equações de Einstein perturbadas no gauge comóvel são

ψ − φ = a2π, (5.208)

ψ
′
+Hφ = 0, (5.209)

3H(ψ
′
+Hφ) + k2ψ = −a2

2
δρ, (5.210)



81

ψ
′′

+ 2Hψ
′
+Hφ

′
+ (2H′

+H2)φ =
a2

2
(δp− 2

3
k2π), (5.211)

onde as funções da métrica φ e ψ são os próprios potenciais de Bardeen (ver o capítulo

4), a linha representa derivada com relação ao tempo conforme, e H = a
′
/a. Usando

(5.208), (5.209) e sua derivada em (5.211), e passando de tempo conforme para fator

de escala, encontramos uma equação diferencial de primeira ordem para o potencial

ψ,

(ȧ2 − äa +
k2

3
)
dψ

da
+

k2

3a
ψ =

a

2
δpch, (5.212)

juntamente com

φ = −a
dψ

da
, (5.213)

δch = − 2k2

3a2Ωch

ψ. (5.214)

A perturbação entrópica intrínseca do gás de Chaplygin, invariante de gauge [27],

é dada por

δpint ≡ p
′
ch

(
δpch

p
′
ch

− δρch

ρ
′
ch

)
= δpch − 1

2
ωchδρch =

(
c2
s −

1

2
ωch

)
δρch, (5.215)

onde definimos a velocidade sonora efetiva no sistema de repouso do fluido como

c2
s = δpch/δρch. Uma escolha conveniente desta velocidade - um novo parâmetro

livre do modelo - corresponde a uma determinada escolha da perturbação entrópica

intrínseca.

O conjunto final de equações perturbadas pode então ser escrito como

(ȧ2 − äa +
k2

3
)
dψ

da
+ (

1

3
+ c2

s)
k2

a
ψ = 0, (5.216)

δch = − 2k2

3a2Ωch

ψ, (5.217)

φ = −a
dψ

da
. (5.218)

Sua integração, com A e cs como parâmetros livres, permite, em princípio, a obtenção

do espectro de potência para k2φ e δch.
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Capítulo 6

Conclusão

O decaimento do termo cosmológico com a expansão do universo é uma proposta

teórica para aliviar o problema da constante cosmológica, conciliando o alto valor

previsto pela teoria quântica de campos com o pequeno valor hoje observado. Uma

cosmologia com Λ ∝ H leva a um cenário de interação entre as componentes do setor

escuro em acordo qualitativo com os limites impostos pelas observações. No que

diz respeito aos testes da base, uma análise combinada de supernovas tipo Ia, BAO

e primeiro pico da CMB tem proporcionado uma boa concordância para os únicos

parâmetros livres do modelo, H0 e Ωm0. Um passo importante para avaliar o modelo

de interação frente ao modelo padrão da cosmologia é realizar um estudo abrangente

das pequenas flutuações na densidade de energia em torno do universo homogêneo,

já que as grandes estruturas hoje observadas, tais como galáxias e aglomerados de

galáxias, se formaram a partir do crescimento gravitacional de pequenas flutuações

no universo primordial.

Inicialmente nos propusemos avaliar tais flutuações com a hipótese de estrita ho-

mogeneidade do termo cosmológico, e como resultado encontramos uma supressão

de potência no espectro de matéria quando comparado com o espectro do modelo

padrão. Contudo, uma perturbação no termo cosmológico, devido a sua interação

com a matéria escura, não podia ser desprezada a priori. Além disso, as perturbações
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entrópicas eram um ingrediente a ser levado em conta, o qual se mostrou indispen-

sável para a avaliação da importância das perturbações em Λ. Mostramos que a não

adiabaticidade do modelo é desprezível para altos redshifts e que condições iniciais

adiabáticas podem ser usadas. Avaliando apenas o setor escuro, num formalismo ma-

nifestamente invariante de gauge, mostramos que as perturbações na energia escura

são na verdade desprezíveis no intervalo de comprimentos de onda observados.

Desse modo, o espectro de potência obtido com δΛ = 0 [20] pode ser considerado

um boa aproximação, o que implica que um bom ajuste corresponde a uma alta

densidade relativa de matéria, Ωm0 ≈ 0, 48, se comparada com o valor de concordân-

cia do ΛCDM. O importante, contudo, é comparar esse resultado com outros testes

observacionais no contexto do presente modelo, em particular os testes clássicos de

background. Uma anterior análise combinada de supernovas Ia, oscilações acústicas

bariônicas e a posição do primeiro pico do espectro da radiação cósmica de fundo

[17, 16] levou a um valor de concordância para Ωm0 em torno de 0.36, quando se

utilizava o Legacy Survey de supernovas, e um valor mais alto com o Gold Sample.

O melhor valor encontrado para o parâmetro de Hubble atual foi h ≈ 0.7, valor uti-

lizado na presente análise. No entanto, uma atualização desta análise combinada,

utilizando-se os mais recentes conjuntos de supernovas Ia (Union Compilation, Con-

stitution Sample e SDSS) [72, 73], está levando a um valor de concordância para Ωm0

entre 0.38 e 0.51, dependendo do conjunto de supernovas utilizado e da forma como

as oscilações acústicas bariônicas são incluídas na análise [74, 75].

É interessante notar que esse valor para o parâmetro de densidade de matéria faz

com que o modelo em estudo seja indistinguível do ΛCDM em altos redshifts. Como

vimos, a densidade de matéria em altos redshifts difere da do modelo padrão por um

fator Ωm0, o mesmo ocorrendo para o redshift de igualdade entre radiação e matéria

(ver (5.9) e (5.15)). Como 0, 52 = 0, 25, essas duas grandezas ficam aproximadamente

coincidentes nos dois modelos. Por outro lado, calculando o parâmetro de idade e o

redshift de transição do modelo em estudo, através de (2.112) e (2.107), obtemos os
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mesmos valores que no ΛCDM com Ωm0 ≈ 0, 3, ou seja, t0H0 ≈ 0.94 e zT ≈ 0.67.

Finalmente, mostramos também que é possível tratar o modelo de interação como

um gás de Chaplygin cujas soluções são as mesmas na base. Um tratamento pertur-

bativo foi realizado no gauge comóvel, e uma escolha específica para a perturbação

entrópica intrínseca do gás pode aliviar oscilações e instabilidades que surgem no caso

adiabático.
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