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Resumo
Neste trabalho apresentamos um estudo sobre o potencial de Yukawa na formulação da
Teoria Quântica no Espaço de Fase e a determinação da Função de Wigner. Com esses
objetivos consideramos o sistema formado por uma partícula sujeita a esse potencial
e diferentes procedimentos. Inicialmente, com a Teoria Quântica usual e as soluções
aproximadas obtidas por Garavelli e Oliveira e por Hamzavi et al. determinamos as
correspondentes Funções de Wigner seguindo o processo baseado na transformação proposta
por Wigner. Na sequência, com a Mecânica Quântica Simplética (MQS), analisamos o
mesmo sistema usando a Equação de Schrödinger no Espaço de Fase (ESEF) característica
da MQS e a correspondente Função de Wigner dela obtida, em duas situações: (i) no caso
tridimensional, para comparar com os resultados obtidos na primeira parte, empregamos
na resolução da ESEF o método de Nikiforov-Uvarov para resolver equações diferenciais, e
o produto estrela para determinar a Função de Wigner; (ii) no caso bidimensional, devido
à falta de resultados na literatura com o potencial de Yukawa, para comparar com o caso
do potencial de Coulomb, o usamos aproximado por uma expansão até termos de terceira
ordem no fator de atenuação µ, a transformação de Levi-Civita e a teoria de perturbação
no Espaço de Fase. Em todos os casos o fator de não-classicalidade é determinado em
função da atenuação e seu comportamento analisado na região do valor crítico µc.

Palavras-chave: Potencial de Yukawa. Função de Wigner. Mecânica Quântica Simplética.
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Abstract
In this work we present a study on Yukawa’s potential in the formulation of the Quantum
Theory in Phase Space and the determination of the Wigner Function. With these aims, we
consider the system formed by a particle subject to this potential and different procedures.
Initially, with the usual Quantum Theory and the approximate solutions obtained by
Garavelli and Oliveira and by Hamzavi et al. we determine the corresponding Wigner
Functions following the process based on the transformation proposed by Wigner. Next,
with Symplectic Quantum Mechanics (SQM), we analyze the system using the Schrödinger
Equation in Phase Space (SEPS) characteristic of SQM and the corresponding Wigner
Function obtained from it, in two situations: (i) in the three-dimensional case, to compare
with the results obtained in the first part, we use the Nikiforov-Uvarov (NU) method
to solve differential equations and the star product to determine the Wigner Function;
(ii) in the two-dimensional case, due to the lack of results in the literature with this
potential , to compare with the case of the Coulomb potential we use the Yukawa potential
approximated by an expansion to third order terms in the attenuation factor µ, the
Levi-Civita transformation and the phase space perturbation theory. In all cases, the
non-classicality factor is determined as a function of attenuation and its behavior analyzed
in the region of critical value µc.

Keywords: Yukawa Potential. Wigner’s Function. Sympletic Quantum Mechanics.
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1 Introdução

Existem diferentes formulações da Teoria Quântica; são exemplos, o formalismo das
integrais de trajetória de Feynman [4,5], utilizado nas teorias de calibre e física de altas
energias, e o formalismo normalmente apresentado nos livros texto [2, 6, 7], desenvolvido
por Schrödinger, Heisenberg, Dirac, von Neumann [8], de largo uso em processos não
relativísticos. Uma outra abordagem menos explorada é a quantização no espaço de fase
baseada na função quasi-distribuição de Wigner [9] e na regra de quantização de Weyl [10],
que trataremos neste trabalho.

O formalismo da Mecânica Quântica no Espaço de Fase (MQEF) é utilizado em
diferentes áreas [11] como óptica e informação quântica, física da matéria condensada,
eletrônica quântica e outras. Ele surge nos trabalhos de Wigner, em 1932, numa tentativa
de correção da estatística quântica, e foi desenvolvida por Moyal [12], Groenewold [13],
e vários outros autores [14–22]. A protagonista desta formulação é a função de Wigner
W (q, p, t), obtida através da aplicação da transformação de Wigner-Weyl e que obedece a
equação de Liouville-von Neumann. Essa função é real mas, em contraste com a densidade
de probabilidade ρ usual, pode apresentar valores negativos e, por isso, não representa
uma distribuição de probabilidades; contudo, essas informações podem ser obtidas através
das integrais ρ(q; t) =

∫
dpW (q, p, t) e ρ(p; t) =

∫
dqW (q, p, t) [23, 24].

Sabe-se, da literatura, que os valores negativos de W (q, p, t) evidenciam carac-
terísticas de sistemas quânticos como estados de superposição, caoticidade [25–28] e
emaranhamento [29,30], podendo ser utilizados como um parâmetro [31] para a compreen-
são do fenômeno de decoerência [32]. Além disso,W (q, p, t) pode ser medida em laboratório
através de técnicas de tomografia quântica [1, 29,33–39] e utilizada na caracterização de
estados de sistemas fotônicos de interesse na área de óptica e informação quântica.

Na formulação da MQEF os observáveis físicos representados por operadores no
espaço de Hilbert H, digamos Â, possuem correspondência única com funções reais aw(q, p)
no espaço de fase Γ, tal que se tem Ωw : A → aw(q, p) pelo mapeamento de Weyl. Este
desenvolvimento induz uma álgebra associativa, mas não comutativa baseada no produto
estrela, que influenciou o desenvolvimento da geometria não comutativa estudada por
diferentes autores [40–48], e é dada por:

aw ? bw = aw(q, p) exp
i~

2

←−∂
∂q

−→
∂

∂p
−
←−
∂

∂p

−→
∂

∂q

 bw(q, p). (1.1)

com aw e bw funções sobre o espaço de fase e as setas indicando a qual função a derivada é
aplicada.

Muitos esforços foram empregados no desenvolvimento da Mecânica Quântica no
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Espaço de Fase. No caso não relativístico, utilizando representações unitárias do grupo de
Galilei, Oliveira et al. [49,50] desenvolveram uma abordagem no espaço de fase munido por
uma estrutura simplética e o produto de Weyl, denominada Mecânica Quântica Simplética
(MQS). Esse formalismo auto-contido permite a obtenção da função de Wigner do sistema
diretamente de uma Equação de Schrödinger no Espaço de Fase (ESEF), e foi aplicado no
estudo de diferentes sistemas físicos [51–56]. No caso relativístico, através de representações
unitárias do grupo de Poincaré e do produto de Weyl, Amorim et al. [57–60] desenvolveram
uma abordagem relativística aplicada à Teoria de Campos, que também foi aplicada no
estudo de diferentes sistemas [61,62].

Um dos aspectos da MQS é que a solução da ESEF não é imediata para potenciais do
tipo 1

r
já que, nessa formulação, os operadores x̂i e p̂i são x̂i = xi+i~∂pi/2 e p̂i = pi−i~∂xi/2.

Em trabalhos recentes Campos et al. [63–65] obtiveram a função de Wigner para o átomo
de hidrogênio em duas e três dimensões utilizando a Mecânica Quântica Simplética e as
transformações de Levi-Civita e Kustaanheimo-Stiefel [66]; seguindo esse desenvolvimento,
Paiva et al. [67] estudaram o efeito Zeeman no espaço de fase e analisaram a classicalidade
do mesmo sistema.

Um método útil para determinar solução de equações diferenciais de segunda ordem,
como a equação de Schrödinger, é proposto por Nikiforov e Uravov [68]. Diferente da
expansão em séries de potências, esse método permite a obtenção direta da fórmula de
Rodrigues da solução procurada. Uma grande vantagem desse desenvolvimento é que
permite parametrizar a equação de Schrödinger [69], possibilitando encontrar diretamente
a solução para diferentes potenciais físicos de interesse [69,70]. Esse método vem sendo
utilizado na literatura no contexto da mecânica quântica na formulação usual [71–76]. No
presente trabalho nós o usaremos na solução da ESEF.

Um potencial físico de interesse em diferentes áreas da física é o proposto inicial-
mente por Yukawa [77] no contexto da física nuclear e de altas energias, e empregado em
diferentes outras áreas. Na física da matéria condensada e física dos plasmas, por exemplo,
onde também é conhecido por potencial de Debye e Hückel [78], é utilizado como boa
aproximação para descrever a blindagem do potencial coulombiano sentido por íons imersos
num plasma; na física do estado sólido é conhecido como potencial de Thomas-Fermi, ou
potencial de Coulomb blindado, e é utilizado na descrição aproximada de íons em um
metal, considerando o modelo da nuvem eletrônica e descrevendo os elétrons como um
gás [79]; em trabalhos na área de física atômica e molecular [80–84] é aplicado no estudo
de sistemas confinados. Sua expressão é:

V (~r) = −Ae
−µr

r
, (1.2)

em que A é uma constante, que nos modelos de Debye-Hückel e Thomas-Fermi toma a
forma A = −e2, sendo e a carga do elétron, e µ a atenuação do potencial.
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Uma característica importante deste potencial surge ao analisarmos suas soluções.
Por exemplo, o número de estados ligados de (1.2) está diretamente relacionado ao valor
da atenuação µ [85–87] e torna-se zero a partir de um determinado valor crítico µc; em
particular, para o estado fundamental de uma partícula de massa m, seu valor mais preciso
encontrado na literatura [88], em função de A e m, é dado por:

µc

Am
= 1, 1906122105(5) (1.3)

que, em unidades atômicas, isto é, com A = 1 e m = 1, resulta em

µc = 1, 1906122105(5). (1.4)

Apesar da vasta aplicabilidade, não se tem obtido soluções exatas da equação de
Schrödinger para este potencial [89]. Neste cenário, muitos métodos aproximados numéricos
e analíticos têm sido desenvolvidos [88, 90–95]; dentre estes, podemos citar o método
iterativo proposto por Garavelli e Oliveira [96], que fornece uma solução analítica para o
estado fundamental com boa aproximação inclusive para valores da atenuação próximos
ao valor crítico, e o procedimento proposto por Hamzavi et al. [76], baseado na aplicação
do método Nikiforov-Uravov, e que fornece uma solução analítica aproximada [97, 98] com
momento angular arbitrário, apresentando bons resultados especialmente para valores de
µ� 1.

No contexto do espaço de fase, a ausência de resultados envolvendo o potencial
de Yukawa ainda é maior, havendo carência de função de Wigner para esse potencial:
em um dos poucos trabalhos encontrados, Stanek [99] obteve uma função de Wigner do
potencial de Hulthén aplicando a transformada de Wigner-Weyl numa solução analítica
aproximada [100] da equação de Schrödinger usual.

No presente trabalho exploramos o potencial de Yukawa em duas e três dimensões
dentro do formalismo no espaço de fase via formalismo de Wigner e via Mecânica Quântica
Simplética. Apresentamos a função de Wigner em função do parâmetro de blindagem
para uma partícula sob a ação do potencial de Yukawa tridimensional partindo da solução
analítica na formulação usual e também resolvemos diretamente a ESEF com uso da
Mecânica Quântica Simplética. Além disto, calculamos o indicador de não-classicalidade do
estado fundamental mostrando que há um comportamento assintótico quando o parâmetro
de blindagem tende ao valor crítico.

Este trabalho está dividido em nove capítulos, sendo o primeiro a introdução. Nos
capítulos iniciais são apresentadas partes essenciais da teoria e dos métodos utilizados
no trabalho. Do segundo ao quinto capítulo são apresentados a Mecânica Quântica no
Espaço de Fase (MQEF) com formalismo de Weyl-Wigner, as ideias básicas da Mecânica
Quântica Simplética (MQS), o método Nikiforov-Uvarov (NU) e o estudo do potencial de
Yukawa na formulação usual da Mecânica Quântica. No Capítulo 6 obtivemos a função de
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Wigner para o estado fundamental de uma partícula submetida ao potencial de Yukawa
utilizando o formalismo de Wigner da MQEF e uma solução analítica aproximada da
formulação usual. No Capítulo 7 solucionamos a Equação de Schrödinger no Espaço de Fase
usando a Mecânica Quântica Simplética para uma partícula no espaço físico 3-dimensional
submetida ao potencial de Yukawa. No Capítulo 8 desenvolvemos, via Mecânica Quântica
Simplética, a função de Wigner para o estado fundamental de uma partícula sob o potencial
de Yukawa bidimensional usando a expansão aproximada desse potencial e a transformação
de Levi-Civita. O Capítulo 9 contém nossas conclusões e perspectivas.
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2 A Mecânica Quântica no Espaço de Fase:
Função de Wigner e o Produto Estrela

O formalismo da mecânica quântica no espaço de fase é uma alternativa à formulação
de Schrödinger para quantizar sistemas, e é utilizada em diferentes áreas [11] como óptica
e informação quântica, física da matéria condensada, eletrônica quântica e outras. Neste
capítulo apresentaremos uma revisão da formulação da Mecânica Quântica no Espaço de
Fase com base nas referências [8–10,12,13,31,40,49,50,58,101–107]

2.1 Formulação estatística
A formulação da mecânica estatística funciona em diferentes cenários. Para compre-

ender melhor as motivações que levaram à formulação de Wigner da Mecânica Quântica no
Espaço de Fase, nesta seção apresentaremos os formalismos estatísticos clássico e quântico
de modo a evidenciar o papel do espaço de fase e a importância da função e do operador
densidade.

2.1.1 O ensemble clássico

Na teoria estatística clássica o microestado de um sistema, num instante t, é
representado por seus valores de posição e momento através de um ponto (qi, pi) no
espaço de fase, onde i = 1, 2, . . . , 3N . Para um sistema com N partículas num espaço
tridimensional, tem-se 3N coordenadas espaciais q1, q2, ..., q3N , e 3N coordenadas relativas
aos momentos p1, p2, ..., p3N , totalizando 6N dimensões.

Para outros instantes de tempo, a dinâmica do sistema é governada pelas equações
de Hamilton

q̇i = ∂H(qi,pi)
∂pi

ṗi = −∂H(qi,pi)
∂qi

 i = 1, 2, . . . , 3N, (2.1)

em que H(qi, pi) é a função hamiltoniana do sistema. Em particular, se o sistema possuir
uma energia bem determinada E, o movimento do ponto no espaço de fase estará restrito
à hipersuperfície

H(qi, pi) = E. (2.2)

Ao considerar uma coleção de sistemas idênticos, isto é, um ensemble, o resultado
é uma coleção de pontos que se movem nas regiões permitidas do espaço de fase. Esta
distribuição de pontos é descrita pela função densidade ρ(q, p; t), que simboliza a maneira
como todos os componentes do ensemble estão distribuídos sobre todos os microestados
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possíveis em diferentes instantes de tempo. Num instante t, o número de pontos dentro do
hipervolume d3Nqd3Np é dado por ρ(q, p; t)d3Nqd3Np. Para uma grandeza física A(q, p), a
média sobre o ensemble pode ser obtida através de

〈A〉 =
∫
A(q, p)ρ(q, p; t)d3Nqd3Np∫

ρ(q, p; t)d3Nqd3Np
. (2.3)

A evolução temporal da função densidade, no ensemble clássico, é descrita pela
equação de Liouville

∂ρ

∂t
= {H, ρ}, (2.4)

em que as chaves {·, ·} representam os parênteses de Poisson. Para sistemas em equilíbrio
a função densidade não depende explicitamente do tempo, e a equação (2.4) admite como
solução mais geral uma função do hamiltoniano

ρ(q, p) = ρ[H(q, p)]. (2.5)

Uma solução possível da equação (2.5) é ρ(q, p) constante, e todos os microestados
são igualmente prováveis. Esta solução define o ensemble microcanônico da estatística
clássica, ideal para sistemas fechados. Outra forma natural de expressar a função densidade
é através do fator de Boltzman

ρ(q, p) ∝ exp[−H(q, p)/kT ], (2.6)

que define o ensemble canônico, ideal para sistemas que trocam energia. Este fator também
surge na definição de outros ensembles estatísticos e significa que estados com menores
energias são muito mais prováveis em sistemas estacionários.

2.1.2 O ensemble quântico

Em sistemas quânticos uma descrição estatística análoga à de um sistema clássico
torna-se problemática uma vez que as partículas de um mesmo tipo são indistinguíveis.
Além disto, pelo princípio de incerteza de Heisenberg, é impossível determinar com precisão
posição e momento simultaneamente, dificultando a descrição no espaço de fase. Contudo,
uma formulação estatística quântica foi desenvolvida por von Neumann em 1927 [8, 103]
com base nos estados quânticos |ψ(i)〉 oriundos da formulação de Schrödinger, que obedecem
a (com i = 1, 2, . . . )

i~
∂

∂t
|ψ(i)〉 = Ĥ|ψ(i)〉. (2.7)

No caso mais geral, uma coleção de cópias virtuais de sistemas quânticos, ou um
ensemble quântico, é composto por diferentes estados |ψ(i)〉. Neste caso, diz-se que se
trata de um ensemble misto. O máximo de informação que se pode ter deste sistema é a
probabilidade ωi de estar no estado |ψ(i)〉.

|ψ〉 =
∑
i

ωi|ψ(i)〉 (2.8)
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em que, devido à característica probabilística de ωi, deve-se ter

ωi ≥ 0 e
∑
i

ωi = 1. (2.9)

Cada estado |ψ(i)〉 pode ser representado em termos de uma base completa {|φn〉}
no espaço de Hilbert, através de uma combinação linear dos elementos que a compõe. Esta
base obedecerá à relação de completude

∑
n

|φn〉〈φn| = 1. (2.10)

O valor esperado de um observável físico Â, num estado |ψ(i)〉 na mecânica quântica,
é obtido através de

〈Â〉(i) = 〈ψ(i)|Â|ψ(i)〉 (2.11)

e, tomando-se diversas medidas sobre um estado misto, o valor mais provável será a média
sobre o ensemble, definida por

〈Â〉 =
∑
i

ωi〈Â〉(i) =
∑
i

ωi〈ψ(i)|Â|ψ(i)〉. (2.12)

A equação (2.12) pode ser escrita em termos da base {|φn〉} através das relações de
completeza (2.10),

〈Â〉 =
∑
i

ωi
∑
n

∑
m

〈ψ(i)|φn〉〈φn|Â|φm〉〈φm|ψ(i)〉

=
∑
n

∑
m

〈φm|
(∑

i

ωi|ψ(i)〉〈ψ(i)|
)
|φn〉〈φn|Â|φm〉. (2.13)

A relação (2.13) nos inspira a definir o operador densidade ρ̂ para um estado misto
na forma:

ρ̂ =
∑
i

ωi|ψ(i)〉〈ψ(i)|. (2.14)

Com ρ̂, a relação (2.13) pode ser representada, em termos dos elementos de matriz
ρmn = 〈φm|ρ̂|φn〉 e Anm = 〈φn|Â|φm〉, como:

〈Â〉 =
∑
n

∑
m

ρmnAnm = Tr(ρ̂Â). (2.15)

Esta relação permite determinar o valor esperado de qualquer observável num sistema
quântico. Duas propriedades muito importantes do operador densidade são:

ρ̂† = ρ̂ (hermiticidade) (2.16)

e
Tr(ρ̂) = 1 (normalização). (2.17)
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Outra questão importante a se determinar é a evolução temporal do operador densidade.
Partindo de sua definição (2.14), derivando parcialmente com relação ao tempo em ambos
os lados e multiplicando por i~, obtém-se:

i~
∂

∂t
ρ̂ =

∑
i

[(
i~∂t|ψ(i)〉

)
〈ψ(i)|+ |ψ(i)〉

(
〈ψ(i)|i~∂t

)]
=
∑
i

[(
Ĥ|ψ(i)〉

)
〈ψ(i)|+ |ψ(i)〉

(
−〈ψ(i)|Ĥ

)]
= Ĥρ̂− ρ̂Ĥ,

originando a equação de Liouville-von Neumann:

i~
∂

∂t
ρ̂ = [Ĥ, ρ̂], (2.18)

em que os colchetes representam o comutador entre operadores, enquanto na equação de
Liouville as chaves representam os parênteses de Poisson. A relação (2.18) é o análogo
quântico da equação de Liouville clássica (2.4).

Nos casos em que o hamiltoniano independe do tempo, esta equação é solucionada
em termos do operador densidade independente do tempo ρ̂, e a solução possui a forma:

ρ̂(t) = e−iĤt/~ρ̂(0)eiĤt/~ = Û(t)ρ̂(0)Û(t)†, (2.19)

em que o operador unitário Û(t) = e−iĤt/~ representa o operador de evolução temporal.

2.2 A função de Wigner
Buscando fazer correções na estatística quântica sem abandonar a ideia do espaço

de fase, Wigner introduziu em 1932 [9] uma função de distribuição definida como uma
transformação de Fourier envolvendo autofunções da equação de Schrödinger. Para um
ensemble simples, representado pela função de estado na representação das posições ψ(q),
a função de Wigner é dada por:

W (q, p) =
( 1
π~

)n ∫
dy ψ∗(q + y)ψ(q − y)e2ip·y/~ (2.20)

em que, na notação, os entes q, y e p são definidos como:

q ≡ (q1, q2, . . . , qn), y ≡ (y1, y2, . . . , yn), p ≡ (p1, p2, . . . , pn),

dy ≡ dy1dy2 . . . dyn,

p · y ≡ p1y1 + p2y2 + · · ·+ pnyn.

No caso de um ensemble simples, representado pela função de estado na representa-
ção dos momenta φ(p), a função de Wigner pode ser obtida de forma análoga a (2.20) [21],
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numa expressão onde a exponencial possuirá sinal negativo e a posição surge como a
coordenada conjugada da transformação, ou seja:

W (q, p) =
( 1
π~

)n ∫
dy φ∗(p+ y)φ(p− y)e−2iq·y/~. (2.21)

Para um ensemble misto, a função de Wigner total é composta pela soma das
funções de Wigner Wi(q, p) associadas aos estados simples ψi(q), ponderadas pelo peso
estatístico ωi:

W (q, p) =
∑
i

ωiWi(q, p), (2.22)

o que permite escrever, de forma geral, em termos do operador densidade ρ̂, que pode ser
simples ou misto:

W (q, p) =
( 1
π~

)n ∫
dy 〈q + y|ρ̂|q − y〉e2ip·y/~, (2.23)

e de forma análoga para estados na representação dos momentos:

W (q, p) =
( 1
π~

)n ∫
dy 〈p+ y|ρ̂|p− y〉e−2iq·y/~. (2.24)

Diferentemente da função densidade, esta distribuição não representa uma probabi-
lidade pois pode assumir valores negativos. De fato, sejam Wα e Wβ as funções de Wigner
associadas aos estados |ψα〉 e |ψβ〉, respectivamente. O produto interno entre estes estados
será

|〈ψα|ψβ〉|2 =
∫
dqdpWα(q, p; t)Wβ(q, p; t) ≥ 0. (2.25)

A única forma dessa desigualdade ser nula é se alguma das funções de Wigner adquirir
valores nulos ou negativos no domínio de integração. Nota-se que essa desigualdade não
impede que a função seja totalmente positiva. Na verdade, os valores negativos estão
associados à não classicalidade do sistema, o que será discutido na subseção 2.8.2.

Distribuições desses tipos são denominadas distribuições quasiprobabilidade e são
muito utilizadas no estudo de sistemas quânticos no espaço de fase. A função de Wigner foi
a primeira proposta mas, posteriormente, surgiram outras como as funções de Husimi [108]
e de Glauber–Sudarshan [103].

Muitas informações do sistema podem ser obtidas da função de Wigner. Além disto,
com essa formulação faz-se uma conexão com o formalismo clássico permitindo estudar,
de forma direta, os limites de classicalidade da teoria. A seção seguinte mostrará algumas
propriedades dessa função.

2.3 Propriedades da função de Wigner
Propriedade 2.3.1. A integral da função de Wigner, nas coordenadas de posição q, resulta
na densidade de probabilidade de encontrar a partícula numa região entre p e p+ dp, ou
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seja: ∫
dqW (q, p) = 〈p|ρ̂|p〉 = |φ(p)|2. (2.26)

Demonstração. Partindo da definição da função de Wigner com o autoestado na representa-
ção dos momenta, isto é (2.24), e realizando a integração na posição, obtém-se diretamente
o resultado através da função delta no formato integral e da propriedade de filtragem:∫

dqW (q, p) =
∫
dq
( 1
π~

)n ∫
dy 〈p+ y|ρ̂|p− y〉e−2iq·y/~

=
∫
dy 〈p+ y|ρ̂|p− y〉

[( 1
π~

)n ∫
dqe−2iq·y/~

]
=
∫
dy 〈p+ y|ρ̂|p− y〉δ(y)

= 〈p|ρ̂|p〉 = |φ(p)|2.

Vimos que a função de Wigner não representa diretamente uma probabilidade
devido aos valores negativos que pode assumir. Contudo, através da integração na posição
é possível resgatar informação probabilística do sistema na representação dos momenta.

Propriedade 2.3.2. A integral da função de Wigner, nas coordenadas de posição p,
resulta na densidade de probabilidade de encontrar a partícula numa região entre q e q+dq:

∫
dpW (q, p) = 〈q|ρ̂|q〉 = |ψ(q)|2. (2.27)

Demonstração. De forma análoga à propriedade anterior, i.e., partindo da definição da
função de Wigner com o autoestado na representação das posições, isto é (2.23), e realizando
a integração nos momenta, obtém-se diretamente o resultado através da função delta no
formato integral e da propriedade de filtragem:∫

dpW (q, p) =
∫
dp

( 1
π~

)n ∫
dy 〈q + y|ρ̂|q − y〉e2ip·y/~

=
∫
dy 〈q + y|ρ̂|q − y〉

[( 1
π~

)n ∫
dpe2ip·y/~

]
=
∫
dy 〈q + y|ρ̂|q − y〉δ(y)

= 〈q|ρ̂|q〉 = |ψ(p)|2.

Mais uma vez, a função de Wigner não representa diretamente uma probabilidade
devido aos valores negativos que pode assumir. Contudo, através da integração nos momenta
é possível resgatar informação probabilística do sistema na representação das posições.
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Propriedade 2.3.3. A função de Wigner é normalizada.∫
dqdpW (q, p) = Tr(ρ̂) = 1. (2.28)

Demonstração. A demonstração dessa propriedade é feita realizando a integração direta.
Para isso, aproveitaremos os resultados da propriedade 2.3.2, ou seja,∫

dpdpW (q, p) =
∫
dq
∫
dpW (q, p)

=
∫
dq〈q|ρ̂|q〉 = Tr(ρ̂),

e por (2.17) temos o resultado (2.28).

Como o traço independe da representação, o mesmo resultado teria sido obtido
realizando primeiramente a integração nas posições e utilizando a propriedade 2.3.1.

Propriedade 2.3.4. A função de Wigner para estados puros normalizáveis é limitada por
valores máximo e mínimo.

|W (q, p)| ≤ 1
π~

(2.29)

Demonstração. Para demonstrar essa propriedade, utilizaremos a definição da função de
Wigner para estados puros. Da relação (2.20),

W (q, p) =
( 1
π~

) ∫ +∞

−∞
dy ψ∗(q + y)ψ(q − y)e2ip·y/~,

observamos que ela pode ser reescrita como o produto interno entre duas funções normali-
zadas

η1(y) = ψ(q − y)e2ip·y/~ e η2(y) = ψ(q + y)

associadas aos estados |η1〉 e |η2〉. Desta forma, tem-se:

W (q, p) =
( 1
π~

) ∫
dy η∗1(y)η2(y) =

( 1
π~

)
〈η1|η2〉.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, o produto interno entre dois vetores obedece à
relação

|〈η1|η2〉| ≤ 1. (2.30)

Aplicando o módulo na definição da função de Wigner, obtemos a desigualdade procurada,
como queríamos demonstrar.

|W (q, p)| ≤ 1
π~
. (2.31)
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2.4 Representação de operadores no espaço de fase
Na formulação usual da mecânica quântica os observáveis físicos são representados

por operadores hermitianos que atuam sobre vetores no espaço de Hilbert H, cujo autovalor
real está associado ao valor da grandeza que pode ser medido no laboratório. Em geral,
o operador quantizado depende das coordenadas e momenta, q̂ e p̂. Seja o observável
Â = Â(q̂, p̂) atuando num estado |ψ〉. O valor esperado desta grandeza física é obtido
através da relação

〈Â〉 = 〈ψ|Â|ψ〉. (2.32)

Na formulação da mecânica quântica no espaço de fase cada operador Â(q̂, p̂),
atuando no espaço de Hilbert H, possui um único correspondente c-número aw(q, p), no
espaço de fase Γ, relacionados pela transformação W [aw] : aw → Â, chamada mapeamento
de Weyl [10,12,101]

W [aw] = Â(q̂, p̂) := 1
(2π)2

∫∫∫∫
dσdτdqdp aw(q, p)eiσ(q̂−q)+iτ(p̂−p). (2.33)

Através do mapeamento é possível quantizar a função clássica do observável aw(q, p)
seguindo a regra de quantização de Weyl, proposta em 1927 pelo matemático alemão Weyl
na obra intitulada “Teoria de grupos e mecânica quântica” [10]. Neste trabalho, anterior
ao de Wigner, Weyl propõe uma estruturação do formalismo usual utilizando a teoria de
grupos. O mapeamento surge com o objetivo de simetrizar as teorias quântica e clássica.

A transformação de Weyl é inversível e sua inversa é dada por [102]

W−1[Â] = aw(q, p) =
∫
dy 〈q + y|Â(q̂, p̂)|q − y〉e2ipy/~. (2.34)

A inversa também é denominada transformação de Wigner, pela semelhança com a definição
(2.23), e permite encontrar a função c-número no espaço de fase associada ao operador
q-número no espaço de Hilbert. Neste cenário, a função proposta por Wigner está inserida
no formalismo de Weyl e corresponde ao operador densidade quântico transformado pela
regra de quantização (2.33).

Estas transformações também são citadas na literatura [101, 103] como trans-
formação de Wigner-Weyl. Elas são úteis no desenvolvimento da mecânica quântica na
representação de Wigner proposta por Moyal [12] e Gronewood [13], de forma independente,
com o objetivo de obter a mecânica quântica como uma teoria estatística no espaço de
fase e com operadores c-números. Neste contexto o valor médio do observável Â pode ser
calculado com base no correspondente aw(q, p) e na função de Wigner W (q, p) do sistema,
através da integral:

〈Â〉 =
∫
dqdp aw(q, p)W (q, p) = Tr(ρ̂Â). (2.35)

Com uso da transformação inversa (2.34), pode-se demonstrar outras propriedades
dos operadores na representação de Wigner [40,49,50,58]:
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1. Se Â = constante, então aw(q, p) = Â;

2. Se Â = Â(q̂), então aw(q, p) = A(q) mantendo a mesma forma funcional;

3. Se Â = Â(p̂), então aw(q, p) = A(p) mantendo a mesma forma funcional;

4.
∫
dqdp aw(q, p) = Tr(Â);

5.
∫
dq aw(q, p) = 〈p|Â|p〉;

6.
∫
dp aw(q, p) = 〈q|Â|q〉.

2.5 O produto estrela
Como vimos na seção anterior, o mapeamento de Weyl conecta cada operador

q-número do espaço de Hilbert a uma função c-número no espaço de fase. Ao aplicar a
transformação sobre o produto de operadores, surge uma importante propriedade nesta
formulação. Sejam os operadores Â, B̂ associados às funções aw e bw, respectivamente,
e o operador Ĉ = ÂB̂, associado à função cw. Aplicando a transformação (2.33) sobre o
operador Ĉ e utilizando as relações de Baker-Campbell-Hausdorff pode-se mostar que [102]:

cw(q, p) = aw(q, p) exp
i~

2

←−∂
∂q

−→
∂

∂p
−
←−
∂

∂p

−→
∂

∂q

 bw(q, p). (2.36)

onde as setas indicam sobre qual função o operador deve atuar e estamos considerando
um espaço de fase bidimensional.

Este produto de operadores é definido como o produto de Weyl, ou produto estrela,
representado como:

cw(q, p) = aw(q, p) ? bw(q, p), (2.37)

onde o símbolo ? foi introduzido por Groenwold [13]. Note que o mapeamento do produto de
operadores do espaço de Hilbert leva a uma relação especial entre as funções correspondentes
no espaço de fase, ou seja, como uma deformação que depende de todas as ordens do
termo ~, e é introduzida pelo operador diferencial

? := exp
(
i~
2
←→Λ
)
, (2.38)

com ←→Λ definido como:
←→Λ =

←−
∂

∂q

−→
∂

∂p
−
←−
∂

∂p

−→
∂

∂q
, (2.39)

Este operador bi-diferencial define uma estrutura não comutativa que será discutida no
Capítulo 3.
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A expressão (2.36) pode ser generalizada para funções num espaço de fase 2N
dimensional [104]. Sejam duas funções f(~q, ~p) e g(~q, ~p) ∈ C∞

(
R2N

)
, o produto estrela será

dado por:
f ? g = fe

i~
2
∑N

j=1(
←−
∂ qj
−→
∂ pj−

←−
∂ pj
−→
∂ qj)g. (2.40)

2.5.1 Propriedades do produto estrela

O produto estrela possui algumas propriedades que serão mostradas nesta subseção.
Para as demonstrações, é válido observar que a exponencial pode ser expandida em
potências de ~ de modo que o produto estrela entre duas funções f(q, p) e g(q, p) ∈ C∞ (R2).
Colocando ∂q := ∂

∂q
e ∂p := ∂

∂p
, a equação (2.40) pode ser escrito como:

f(q, p) ? g(q, p) = f(q, p)
[ ∞∑
n=0

1
n!

(
i~
2

)n (←−
∂q
−→
∂p −

←−
∂p
−→
∂q
)n]

g(q, p)

=
∞∑
n=0

n∑
m=0

(
i~
2

)n (−1)m
m!(n−m)!

(
∂mp ∂

n−m
q f

) (
∂n−mp ∂mq g

)
,

(2.41)

e será útil na verificação das propriedades a seguir.

Propriedade 2.5.1. Seja f(q, p) uma função no espaço de fase, e seja c ∈ C. O produto
estrela comuta quando aplicado a uma constante, isto é:

c ? f(q, p) = f(q, p) ? c = cf(q, p) (2.42)

Demonstração. Esta propriedade pode ser verificada diretamente da expansão do produto
estrela (2.41). De fato, note que

c ? f(q, p) = c

[
1 +

∞∑
n=1

1
n!

(
i~
2

)n (←−
∂q
−→
∂p −

←−
∂p
−→
∂q
)n]

f(q, p). (2.43)

Quando os operadores forem aplicados no lado esquerdo da equação todos os termos do
somatório serão anulados, restando apenas o termo unitário, e a expressão terá como
resultado cf(q, p). O mesmo pode ser feito para f(q, p) ? c, e encontraremos resultado
igual.

Propriedade 2.5.2. O produto estrela não é comutativo. Sejam f(q, p) e g(q, p) duas
funções no espaço de fase, tem-se que:

f(q, p) ? g(q, p) 6= g(q, p) ? f(q, p). (2.44)

Demonstração. Essa é uma propriedade básica em geometrias não-comutativas. Ela decorre
da mudança de sinal da exponencial ao alterar a ordem das funções. De fato, veja que

f(q, p) ? g(q, p) = f(q, p)e+ i~
←→
Λ

2 g(q, p) = g(q, p)e− i~
←→
Λ

2 f(q, p) 6= g(q, p) ? f(q, p). (2.45)
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Propriedade 2.5.3. O produto estrela no limite clássico ~→ 0, corresponde a:

f(q, p) ? g(q, p) = fg + i~
2 {f, g}+O

(
~2
)
, ~→ 0. (2.46)

Demonstração. Este resultado surge da expansão (2.41), em que o parêntese de Poisson é
dado por

{f, g} := ∂f

∂q

∂g

∂p
− ∂g

∂q

∂f

∂p
. (2.47)

Diz-se que o produto estrela representa uma deformação do produto clássico,
dependente do termo quântico ~. Além disto, tomemos os casos particulares f(q, p) = q e
g(q, p) = p. Observe que

q ? p− p ? q =
(
q + i~

2 ∂p
)
p−

(
p− i~

2 ∂q
)
q

=
(
qp+ i~

2

)
−
(
pq − i~

2

)
= i~.

(2.48)

Esta regra de comutação corresponde à também obtida no formalismo usual da
mecânica quântica para os operadores no espaço de Hilbert P̂ = −i~∂q, Q̂ = q, isto é:

[Q̂, P̂ ] = Q̂P̂ − P̂ Q̂ = i~. (2.49)

Propriedade 2.5.4. O produto estrela quando aplicado a funções do espaço de fase as
transforma em operadores, isto é

f(q, p)?g(q, p) = f

(
q + i~

2
−→
∂p , p−

i~
2
−→
∂q

)
g(q, p) = f(q, p)g

(
q − i~

2
←−
∂p , p+ i~

2
←−
∂q

)
(2.50)

Demonstração. Para verificar esta propriedade, considere os operadores a = −→∂ p e b = −→∂ q.
Com isto, a expressão (2.36) pode ser escrita na forma

f(q, p) ? g(q, p) = f(q, p) exp
{
i~
2
(
a
←−
∂q − b

←−
∂p
)}

g(q, p). (2.51)

Sabendo que o operador de translação espacial promove um deslocamento no argumento
da função, ou seja, exp(a∂x)f(x) = f(x+ a), então de (2.36) temos

f(q, p) ? g(q, p) = f

(
q + i~

2 a, p−
i~
2 b
)
g(q, p) = f

(
q + i~

2
−→
∂p , p−

i~
2
−→
∂q

)
g(q, p). (2.52)

De modo análogo, definindo a =←−∂ p e b =←−∂ q, pode-se demonstrar a segunda igualdade.

Esta propriedade permite definir operadores no espaço de fase. Seja um observável
no espaço de fase representado pela função f(q, p); o operador no espaço de fase associado
a ela pode ser representado por

f̂ := f(q, p) ? . (2.53)
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Propriedade 2.5.5. A conjugação complexa inverte a ordem do produto estrela.

(f ? g)† = g† ? f † (2.54)

Demonstração. Esta propriedade pode ser verificada pela mudança de sinal provocada
pela mudança na ordem das funções. Note que

(f(q, p) ? g(q, p))† =
f(q, p) exp

+i~
←→Λ
2

 g(q, p)
†

=
g(q, p) exp

−i~
←→Λ
2

 f(q, p)
†

= g†(q, p) exp

+i~
←→Λ
2

 f(q, p)†

= g†(q, p) ? f †(q, p).

(2.55)

Propriedade 2.5.6. O produto estrela é associativo. Isto é, sejam as funções f, g, h ∈
C∞(R2), temos

(f(q, p) ? g(q, p)) ? h(q, p) = f(q, p) ? (g(q, p) ? h(q, p)). (2.56)

Demonstração. Este resultado segue da propriedade 2.5.4. Como os operadores diferenciais
envolvidos são associativos, podemos escrever

(f(q, p) ? g(q, p)) ? h(q, p) =
{
f

(
q + i~

2
~∂p, p−

i~
2
−→
∂q

)
g(q, p)

}
h

(
q − i~

2
←−
∂p , p+ i~

2
←−
∂q

)

= f

(
q + i~

2
~∂p, p−

i~
2
−→
∂q

){
g(q, p)h

(
q − i~

2
←−
∂p , p+ i~

2
←−
∂q

)}
= f(q, p) ? (g(q, p) ? h(q, p)).

(2.57)

Propriedade 2.5.7. O produto estrela possui uma forma integral dada por

f(q, p) ? g(q, p) =
( 1
π~

)2 ∫
dq′dp′dq′′dp′′ exp

(2%i
~

)
f (q′, p′) g (q′′, p′′) , (2.58)

em que a função %(q, p, q′, p′, q′′, p′′) é representada por

% := det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
q p 1
q′ p′ 1
q′′ p′′ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = q (p′ − p′′) + p (q′′ − q′) + (q′p′′ − p′q′′) . (2.59)
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Demonstração. Supondo que as funções f(q, p) e g(q, p) sejam bem comportadas e a
integral (2.58) convirja, esta propriedade pode ser verificada notando que

f(q, p) =
∫
dq′dp′f (q′, p′) δ (q′ − q) δ (p′ − p) . (2.60)

Utilizando a forma integral da delta de Dirac,

δ (q′ − q) = 1
2π~

∫
du e−iu(q′−q)/~

δ (p′ − p) = 1
2π~

∫
dv e−iv(p′−p)/~

(2.61)

e substituindo as equações (2.61) na (2.60), encontramos

f(q, p) =
( 1
π~

)2 ∫
dq′dp′dudvf (q′, p′) exp

{
− i
~

[u(q′ − q) + v(p′ − p)]
}
. (2.62)

Da propriedade 2.5.4 do operador estrela, o produto pode ser expresso na forma

f(q, p) ? g(q, p) = f

(
q + i~

2
−→
∂p , p−

i~
2
−→
∂q

)
g(q, p)

=
∫
dq′dp′dudvf (q′, p′) e{−

i
~ [u(q′−q)+v(p′−p)]}e{

1
2 [v∂q−u∂p]}g(q, p).

(2.63)

Lembrando que
e

1
2 (v∂q−u∂p)g(q, p) = g

(
q + v

2 , p−
u

2

)
, (2.64)

e fazendo a transformação de variáveis

q′′ = q + v

2 e p′′ = p− u

2 , (2.65)

obtém-se a relação

f(q, p) ? g(q, p) =
( 1

2π~

)2
4
∫
dq′dp′dq′′dp′′f (q′, p′) e− 2i

~ [(q′′−q)(p′−p)−(p′′−p)(q′−q)]g (q′′, p′′) ,
(2.66)

que pode ser reorganizada e expressa finalmente como

f(q, p) ? g(q, p) = 1
(π~)2

∫
e

2oi
~ f (q′, p′) g (q′′, p′′) dq′dp′dq′′dp′′. (2.67)

Nela, a função %(q, p, q′, p′, q′′, p′′) é representada pelo termo (2.59).

Propriedade 2.5.8. A integral do produto estrela no espaço de fase. Sejam duas funções
f(q, p) e g(q, p) ∈ C∞ (R2); é válido que:∫

dqdp f(q, p) ? g(q, p) =
∫
dqdp g(q, p) ? f(q, p) =

∫
dqdp f(q, p)g(q, p). (2.68)

Demonstração. A importância desta propriedade está na possibilidade de usar o produto
usual de funções em lugar do produto estrela ao efetuar a integral. Ela é válida quando as
funções envolvidas são bem comportadas, anulando-se nos limites tendendo ao infinito,
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e a integral converge. Esta propriedade é consequência da forma integral do produto
estrela, apresentada na propriedade 2.5.7. Reordenando os termos da função %, de forma a
simplificar os cálculos, é possível escrever o produto estrela como∫

dqdp f(q, p) ? g(q, p) =
( 1
π~

)2 ∫
dqdpdq′dp′dq′′dp′′f (q′, p′) g (q′′, p′′)

× exp
{−2i

~
[p(q′ − q′′) + p′(q′′ − q) + p′′(q − q′)]

}
.

(2.69)

A exponencial do primeiro termo dentro dos colchetes representa uma delta de Dirac no
seu formato integral. Veja que

1
π~

∫
dp exp

[
−2i
h
p (q′ − q′′)

]
= 1

2π~

∫
dp exp

[
− i
h
p (q′ − q′′)

]
= δ (q′ − q′′) . (2.70)

Desta forma, aplicando a propriedade usual da distribuição delta de Dirac, a expressão se
torna ∫

dqdp f(q, p) ? g(q, p) =
( 1
π~

) ∫
dqdp′dq′′dp′′f (q′′, p′) g (q′′, p′′)

× exp
{−2i

~
[p′(q′′ − q) + p′′(q − q′′)]

}
,

(2.71)

cujos termos entre colchetes podem ser reagrupados como∫
dqdp f(q, p) ? g(q, p) =

( 1
π~

) ∫
dqdp′dq′′dp′′f (q′′, p′) g (q′′, p′′)

× exp
{−2i

~
[q(p′′ − p′) + (p′q′′ − p′′q′′)]

}
.

(2.72)

Mais uma vez, identificando a delta de Dirac na forma integral

1
π~

∫
dq exp

[
−2i
h
q (p′′ − p′)

]
= 1

2π~

∫
dp exp

[
− i
h
q (p′′ − p′)

]
= δ (p′′ − p′) , (2.73)

e aplicando a propriedade usual, encontra-se:∫
dqdp f(q, p) ? g(q, p) =

∫
dq′′dp′ f(q′′, p′)g(q′′, p′). (2.74)

Como as variáveis q′′ e p′ são mudas, pode-se fazer a transformação q′′ → q e p′ → p e
obtém-se finalmente o resultado esperado.

2.6 Evolução temporal da função de Wigner
Vimos, em seções anteriores, como se dá a evolução temporal da função densidade

na estatística clássica e na quântica. No formalismo do espaço de fase, o análogo é a função
de Wigner, que carrega todas as informações do sistema. Nesta seção apresentaremos a
evolução temporal da função de Wigner de duas formas distintas: a primeira, desenvolvida
originalmente por Wigner em 1932, e a segunda utilizando a estrutura do produto estrela.
Em ambos os casos será apresentada uma conexão com a equação de Liouville, apontando
o limite clássico da teoria.
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2.6.1 Via expansão de Taylor

Ao propor a função de quasiprobabilidade em 1932, Wigner analisou a evolução
temporal da sua função. Partindo da equação de Schrödinger dependente do tempo, sabe-se
que a função de estado e sua conjugada evoluem de acordo com as relações:

i~
∂

∂t
ψ(q) = −

n∑
k=1

~2

2mk

∂2

∂q2
k

ψ(q) + V (q)ψ(q) (2.75)

e
i~
∂

∂t
ψ∗(q) =

n∑
k=1

~2

2mk

∂2

∂q2
k

ψ∗(q)− V (q)ψ∗(q). (2.76)

Derivando parcialmente com relação ao tempo a definição (2.20) e usando as
equações (2.75) e (2.76), após um desenvolvimento que inclui a expansão de Taylor do
potencial, obtém-se a equação [9, 56]

∂W

∂t
= −

n∑
k

pk
mk

∂W

∂qk
+

∞∑
λ1...λn=1

(
~
2i

)λ1+...+λn−1 1
λ1! · · ·λn!

∂λ1+...+λnV (q)
∂qλ1

1 · · · ∂qλnn
∂λ1+...+λnW

∂pλ1
1 · · · ∂pλnn

.

(2.77)

Analisaremos a relação desta equação de evolução temporal com a equação de
Liouville clássica (2.4). Para o caso unidimensional, onde n = 1, pode ser escrita como:

∂W

∂t
= − p

m

∂W

∂q
+ 2i

~

∞∑
λ=1

(
~
2i

)λ 1
λ!
∂λV (q)
∂qλ

∂λW

∂pλ

= − p

m

∂W

∂q
+ ∂V (q)

∂q

∂W

∂p
+ 1

3

(
~
2i

)2
∂3V (q)
∂q3

∂3W

∂p3 + . . .

(2.78)

Observa-se que, se o hamiltoniano do sistema for independente do tempo e for composto
por um potencial cujas derivadas superiores à segunda ordem forem nulas, a equação de
Liouville clássica é recuperada. Com efeito, considerando o hamiltoniano estacionário

H(q, p) = p2

2m + V (q), (2.79)

com o potencial do tipo oscilador:

V (q) = a+ bq + cq2, (2.80)

deve-se observar que as derivadas do hamiltoniano e do potencial serão:
∂H

∂p
= p

m
,

∂H

∂q
= ∂V

∂q
,

∂kV

∂qk
= 0 (k ≥ 3),

e assim a equação (2.78) pode ser reescrita na forma:
∂W

∂t
= −∂H

∂p

∂W

∂q
+ ∂H

∂q

∂W

∂p

= {H,W},
(2.81)

em que as chaves {·, ·} representam os parênteses de Poisson. Nota-se a semelhança dessa
relação com a equação de Liouville clássica (2.4). Contudo, a função de Wigner não está
diretamente associada à probabilidade.
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2.6.2 Via transformação de Wigner-Weyl

A evolução temporal da função de Wigner pode ser obtida de outra forma, onde
a conexão com a teoria clássica surge no limite clássico ~→ 0. Partindo da equação de
Liouville-von Neumann (2.18):

i~
∂

∂t
ρ̂ = Ĥρ̂− Ĥρ̂

e aplicando em ambos os lados a transformação de Wigner-Weyl na forma (2.23), com o
operador

(π~)−1
∫
dy 〈q + y| · |q − y〉 e

2ipy
~ , (2.82)

obtém-se a relação:

i~
∂

∂t

[
(π~)−1

∫
dy 〈q + y|ρ̂|q − y〉 e

2ipy
~

]
= (π~)−1

∫
dy
〈
q + y|Ĥρ̂|q − y

〉
e

2ipy
~

− (π~)−1
∫
dy
〈
q + y|Ĥρ̂|q − y

〉
e

2ipy
~

(2.83)

o que leva, da definição do produto estrela (2.36), a

i~
∂W (q, p; t)

∂t
= hw(q, p; t) ? W (q, p; t)−W (q, p; t) ? hw(q, p; t). (2.84)

Utilizando os parênteses de Moyal, definidos como:

{a, b}M = 1
i~

(a ? b− b ? a), (2.85)

a evolução temporal adquire uma forma muito semelhante à equação de Liouville clássica,
com os parênteses de Moyal substituindo os parênteses de Poisson, e a função de Wigner
no lugar da função densidade:

∂W (q, p; t)
∂t

= {hw,W}M . (2.86)

Analisaremos agora o limite clássico mostrando que, quando ~→ 0, recupera-se a
equação de Liouville clássica (2.4). Observa-se que, utilizando a identidade:

e
i~
2
←→
Λ − e−

i~
2
←→
Λ = 2i sin

(
~
2
←→Λ
)
,

o parêntese de Moyal pode ser escrito na forma:

{f(q, p), g(q, p)}M = 2
~
f(q, p) sin

[
~
2
←→Λ
]
g(q, p), (2.87)

e a equação de evolução temporal se torna:

∂W (q, p; t)
∂t

= 2
~
hw(q, p; t) sin

[
~
2
←→Λ
]
W (q, p; t). (2.88)
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No limite ~→ 0, a função seno pode ser aproximada pelo seu argumento, i.e.,

sin
[
~
2
←→Λ
]
≈ ~

2
←→Λ = ~

2

←−∂
∂q

−→
∂

∂p
−
←−
∂

∂p

−→
∂

∂q

 , (2.89)

onde notamos que a função de Wigner obedecerá a lei de evolução temporal da equação
clássica (2.4), com o hamiltoniano transformado hw no lugar da função hamiltoniana, ou
seja:

∂W (q, p; t)
∂t

= ∂hw
∂q

∂W

∂p
− ∂hw

∂p

∂W

∂q
= {hw,W} (2.90)

e, ainda,
q̇ = ∂hw

∂p
e ṗ = −∂hw

∂q
. (2.91)

2.7 Equação de autovalor da função de Wigner
Até aqui vimos que os operadores da mecânica quântica no espaço de Hilbert,

no contexto da formulação usual, correspondem a funções no espaço de fase através do
mapeamento de Weyl. Além disto, o mapeamento do operador densidade leva à função de
Wigner, que contém as informações do sistema.

Observando a evolução temporal da função de Wigner, via transformação de
Wigner-Weyl, nota-se que a estrutura algébrica é de certa forma preservada, com uso do
produto não comutativo e os parênteses de Moyal. Com efeito, obtém-se no espaço de
fase uma equação de evolução temporal (vide 2.90) semelhante à equação de Liouville-von
Neumann, que governa a evolução temporal da matriz densidade.

Isto leva a pensar na existência de uma equação de autovalores no espaço de fase,
com estrutura semelhante à equação de Schödinger independente do tempo

Ĥ(Q̂, P̂ )|q〉 = E|q〉 (2.92)

que, no espaço de fase, seria dada por

hw(q, p) ? W (q, p) = W (q, p) ? hw(q, p) = EW (q, p). (2.93)

De fato, tal expressão existe e nesta seção iremos demonstrar a sua validade.
Considere o hamiltoniano na forma

Ĥ(Q̂, P̂ ) = 1
2mP̂ 2 + V (Q̂), (2.94)

e suponha que W (q, p) seja a função de Wigner associada ao autoestado ψ(q) do hamilto-
niano Ĥ. Desta forma, ela será dada pela definição (2.20) que, de forma equivalente para
uma dimensão, pode ser escrita como:

W (q, p) = 1
2π~

∫
dz exp

(
ip

~
z
)
ψ†
(
q + z

2

)
ψ
(
q − z

2

)
. (2.95)
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Tomando o produto estrela do hamiltoniano transformado pelo mapeamento de Wigner-
Weyl, tem-se

hw(q, p) ? W (q, p) = 1
2π~

∫
dz

 1
2m

(
p− i~

2 ∂q
)2

+ V

(
q + i~

2 ∂p
)

× exp
(
ip

~
z
)
ψ†
(
q + z

2

)
ψ
(
q − z

2

)
.

(2.96)

Expandindo o termo quadrático entre parênteses e realizando integrações por partes em p,
é possível reagrupar o resultado na forma

hw(q, p) ? W (q, p) = 1
2π~

∫
dz

[
1

2m

(
∂z −

1
2∂q

)2
+ V

(
q + i~

2 ∂p
)]

× exp
(
ip

~
z
)
ψ†
(
q + z

2

)
ψ
(
q − z

2

)
.

(2.97)

Observa-se que, ao atuar os operadores entre parênteses sobre a autofunção conjugada ψ†,
o termo é anulado, uma vez que(

∂z −
1
2∂q

)
ψ†
(
q + z

2

)
= 1

2 ψ̇
†
(
q + z

2

)
− 1

2 ψ̇
†
(
q + z

2

)
= 0, (2.98)

cuja notação ponto representa a derivada com relação ao argumento. Desta forma, ψ†

comuta com os operadores e pode ser posta do lado esquerdo da expressão. Além disto, a
equação de Schödinger independente do tempo na representação das coordenadas pode ser
reescrita na forma[

− ~2

2m

(
∂z −

1
2∂q

)2
+ V

(
q − z

2

)]
ψ
(
q − z

2

)
= Eψ

(
q − z

2

)
, (2.99)

onde foi preciso fazer a transformação de coordenadas q → q − z
2 . Com isto, a (2.97) se

torna

hw(q, p) ? W (q, p) = E
{ 1

2π~

∫
dz exp

(
ip

~
z
)
ψ†
(
q + z

2

)
ψ
(
q − z

2

)}
= EW (q, p),

(2.100)
como queríamos demonstrar.

Percebemos que a função de Wigner W (q, p), associada a um autoestado ψ(q),
deverá obedecer a uma equação de Schrödinger com estrutura algébrica semelhante à da
formulação usual mas regida pelo produto estrela, e operadores representados por funções
no espaço de fase. Esta equação de certa forma permite a obtenção da função de Wigner.
No Capítulo 3 será apresentada uma formulação da mecânica quântica no espaço de fase
autocontida (no sentido que não usa explicitamente a transformação de Wigner-Weyl)
onde a obtenção desta relação surge naturalmente.

2.8 Utilização da função de Wigner
A descrição da mecânica quântica, via formalismo no espaço de fase, possui aplicação

em diferentes áreas [11], como óptica e informação quântica, física da matéria condensada,
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eletrônica quântica e outras. Nesta seção apresentaremos algumas passagens que evidenciam
a importância da função de Wigner neste formalismo.

2.8.1 O oscilador harmônico no espaço de fase

O oscilador harmônico é um sistema de grande interesse na física pois pode, por
exemplo, ser utilizado para muitos sistemas físicos sob ação de uma força restauradora
próximo a um ponto de equilíbrio estável, como aproximação de segunda ordem numa
abordagem perturbativa. Neste cenário, conhecer a função de Wigner desse sistema permite
compreender aproximadamente vários outros sistemas. Nesta subseção encontraremos a
função de Wigner desse sistema a partir da transformada de Fourier da solução obtida
via formalismo de Schrödinger; esse resultado teórico será comparado com o obtido
experimentalmente na próxima seção.

O hamiltoniano clássico do oscilador harmônico unidimensional, de massa m e
frequência ω, é dado por:

H(x, p) = p2

2m + 1
2mω

2x2. (2.101)

Na formulação de Schrödinger, usando a representação das coordenadas, posição e mo-
mentum adquirem as formas:

x̂→ x; p̂→ −i~ ∂
∂x
, (2.102)

e a equação a ser resolvida, para encontrar a função de estado ψ(x), torna-se:[
− ~2

2m
d2

dx2 + 1
2mω

2x2
]
ψ(x) = Eψ(x). (2.103)

A solução da equação (2.103) é bem conhecida na literatura e pode ser encontrada
de diferentes formas [109, 110] sendo em uma delas através do método de expansão em
série de potências. Outra forma possível de resolvê-la é através do formalismo algébrico
proposto por Dirac, que também será utilizado no Capítulo 8. Há, entretanto, outras
possibilidades; no presente trabalho esta equação será resolvida no Capítulo 4, usando o
método Nikiforov-Uravov. A solução, em termos dos polinômios de Hermite, é:

ψn(x) =
√

1
2nn!

(
κ2

π

)1/4

exp
(
−1

2(κx)2
)
Hn (κx) , (2.104)

em que
κ =

√
mω

~
. (2.105)

Utilizando essa solução na transformada de Wigner (2.20) para uma dimensão:

W (x, p) = 1
π~

∫
dy ψ∗(x+ y)ψ(x− y)e+ i

~2py,
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obtemos a relação:

Wn(x, p) = 1
π~

1
2nn!

e−(κx)2

√
π

∫
dξ exp

[
−ξ2 − i

~
2p ξ
κ

]
Hn(κx+ ξ)Hn(κx− ξ), (2.106)

onde definimos a constante ξ = κy. Completando quadrados no expoente do integrando,

−ξ2 − 2ξ
(
ip

~κ

)
−
(
ip

~κ

)2
−
(
p

~κ

)
=
(
ξ + ip

~κ

)2
−
(
p

~κ

)2
, (2.107)

e definindo a transformação de coordenadas

η = ξ + ip

~κ
, (2.108)

podemos escrever (2.106) como:

Wn(x, p) = 1
π~

1
2nn!

e
−
(

(κx)2+( p
~κ)2

)
√
π

∫
dη e−η

2
Hn(η + z1)Hn(−η − z2), (2.109)

com as variáveis z1 e z2 dadas por:

z1 = κx− ip

~κ
z2 = −κx− ip

~κ
. (2.110)

Através da identidade de simetria dos polinômios de Hermite

Hn(−x) = (−1)nHn(x), (2.111)

da relação integral entre os polinômios de Hermite e os polinômios de Laguerre [103]∫
dη e−η

2
Hn(η + z1)Hn(η + z2) = 2nn!

√
πLn(−2z1z2) (2.112)

e observando que:

z1z2 =
(
κx− ip

~κ

)(
−κx− ip

~κ

)
= −

((
p

~κ

)2
+ (κx)2

)

= − 2
~ω

(
p2

2m + 1
2mω

2x2
)

= − 2
~ω

H(x, p). (2.113)

podemos finalmente escrever a função de Wigner para o oscilador harmônico unidimensional

Wn(x, p) = (−1)n
π~

e−
2
~ωH(x,p)Ln

( 4
~ω

H(x, p)
)
. (2.114)

Os gráficos 1 das figuras 1, 2, 3 e 4 mostram a comparação entre a função de estado
na formulação usual e sua respectiva função de Wigner para o estado fundamental e os três
1 Nos gráficos a seguir, leia-se vírgula onde houver ponto. O mesmo ocorre para os demais gráficos

apresentados no presente trabalho.
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primeiros estados excitados do oscilador harmônico. É possível constatar que a densidade
de probabilidade |ψi(x)| é sempre positiva, enquanto que a função de Wigner apresenta
valores positivos e negativos.
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Figura 1 – Comparação entre a função de estado do oscilador, seu módulo quadrado e sua
correspondente função de Wigner para n = 0.
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Figura 2 – Comparação entre a função de estado do oscilador, seu módulo quadrado e sua
correspondente função de Wigner para n = 1.
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Figura 3 – Comparação entre a função de estado do oscilador, seu módulo quadrado e sua
correspondente função de Wigner para n = 2.
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Figura 4 – Comparação entre a função de estado do oscilador, seu módulo quadrado e sua
correspondente função de Wigner para n = 3.

A função de Wigner pode ser medida em laboratório através de técnicas de tomo-
grafia quântica [29, 33–39], podendo ser utilizada na caracterização do estado de sistemas
fotônicos estudados na área de óptica e informação quântica. Como exemplo, a Figura 5
apresenta a função de Wigner do oscilador, obtida experimentalmente por Leibfried et
al. [1] através de experimentos com íons 9Be+ aprisionados em cavidade. Observa-se a
concordância com o resultado obtido teoricamente, na Figura 2c.

Figura 5 – Função de Wigner para o oscilador no primeiro estado excitado obtida experi-
mentalmente por Leibfried et al. [1].

2.8.2 Indicador de não-classicalidade

Como vimos, a função proposta por Wigner como correção da estatística quântica
traz muitas informações de probabilidade, mas não pode ser considerada uma verdadeira
distribuição de probabilidade por poder assumir valores negativos, no geral. De fato,
Hudson [111] mostrou que ela representará uma probabilidade verdadeira quando ψ for
uma exponencial de um polinômio quadrático, como pode ser verificado na Figura 1c,
referente ao estado fundamental do oscilador harmônico.
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Devido a suas características, a função de Wigner permite boa visualização de
correlações e interferências quânticas no espaço de fase. Sabe-se, da literatura, que os valores
negativos de W (q, p, t) evidenciam características de sistemas quânticos como estados de
superposição, caoticidade [25–28] e emaranhamento em sistemas quânticos [29,30]. Quanto
mais negativa a função de Wigner, mais não-clássico será o sistema [112].

Para estados superpostos, encontram-se na literatura estudos baseados nesta pro-
priedade [105–107]. Em especial, Kenfack e Zyczkowski [31] propuseram um indicador de
não-classicalidade baseado no volume da região negativa da função de Wigner. Seja Wψ a
função de Wigner associada a um estado ψ; o índice de não-classicalidade η(ψ) será dado
por

η(ψ) =
∫∫

dqdp [|Wψ(q, p)| −Wψ(q, p)] . (2.115)

No caso em que a função de Wigner é normalizada, esta relação também pode ser
representada como

η(ψ) =
∫∫

dqdp |Wψ(q, p)| − 1. (2.116)

Este indicador de não-classicalidade também tem sido utilizado no estudo de
sistemas quânticos que apresentam caoticidade. De fato, Kowalewska-Kudłaszyk et al. [113],
baseando-se no indicador η(ψ), propuseram um indicador de caos quântico em sistemas e
obtiveram êxito no estudo. Em trabalhos recentes Paiva [67,112], ao estudar os análogos
quânticos no espaço de fase de sistemas clássicos caóticos, verificou que o valor do índice
de não-classicalidade cresce com o aumento da energia do sistema. No presente trabalho
nós o utilizaremos para estudar as funções de Wigner do potencial de Yukawa.
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3 A Mecânica Quântica Simplética

A Mecânica Quântica Simplética é uma formulação da Mecânica Quântica não
relativística no espaço de fase, construída sobre uma representação do grupo de Galilei. Esse
formalismo é autocontido, sendo possível a obtenção da função de Wigner do sistema, bem
como o estudo da dinâmica de um sistema de interesse, sem passar pelo formalismo usual
isto é, sem resolver a equação de Schrödinger ou a equação de Liouville-von Neumann.
Neste capítulo apresentaremos as principais ideias deste formalismo baseando-nos no
trabalho de Oliveira et al. [50] e outras referências presentes na literatura [49,53–56,58].

3.1 Espaço de Hilbert e a estrutura simplética
Seja Q uma variedade diferenciável n-dimensional; cada ponto de Q é especificado

por um ponto q = (q1, q2, ..., qn). O espaço cotangente T*Q terá pontos denotados por1

(q, p) = (q1, q2, ..., qn, p1, p2, ..., pn),

e pode ser munido da estrutura simplética introduzindo a 2-forma

ω = dq ∧ dp =
n∑
i=1

dqi ∧ dpi, (3.1)

chamada forma simplética. Consideremos o operador bi-diferencial que atua nas funções
de classe C∞ em T*Q, dado por

Λ =
←−
∂

∂q

−→
∂

∂p
−
←−
∂

∂p

−→
∂

∂q
, (3.2)

que, quando aplicado em duas funções f(q, p) e g(q, p), resulta em:

ω(f∧, g∧) = f ∧ g = {f, g}, (3.3)

onde {f, g} é o parêntesis de Poisson, e f e g são campos vetoriais dados por:

hΛ = Xh = ∂h

∂p

∂

∂q
− ∂h

∂q

∂

∂p
. (3.4)

O espaço T*Q, munido com esta estrutura simplética, é chamado espaço de fase e será
denotado por Γ.

Pode-se construir uma estrutura do tipo espaço de Hilbert sobre Γ. Para isto,
consideremos o conjunto de funções complexas φ(q, p) de quadrado integrável, isto é,∫

Γ
dqdp φ†(q, p)φ(q, p) <∞. (3.5)

1 Por simplicidade de notação usaremos pi em lugar de pi, i=1,2,. . . ,n.
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que é uma forma bilinear. Escrevendo φ(q, p) = 〈q, p|φ〉 tem-se que, como 〈q, p|φ〉 é de
quadrado integrável, ela pode ser normalizada, isto é,

〈φ|φ〉 =
∫
dqdp 〈φ|q, p〉〈q, p|φ〉 = 1 (3.6)

em que 〈φ| é o vetor dual de |φ〉 e podemos adotar a relação de completeza [50,54]∫
dqdp|q, p〉〈q, p| = 1. (3.7)

O subespaço das funções complexas de quadrado integrável, que obedecem as
relações (3.5) e (3.6), é definido como espaço de Hilbert Simplético e será denotado por
HΓ.

3.2 A representação do grupo de Galilei no espaço de fase
Na seção anterior foi construída a estrutura do espaço de fase. Nesta seção apresen-

taremos o grupo de Galilei, que surge das simetrias da natureza e é utilizado na construção
da dinâmica não relativística. Em especial, estudaremos sua representação no espaço de
fase.

3.2.1 As simetrias do espaço-tempo

As leis da natureza devem ser invariantes sob certas simetrias do espaço-tempo
incluindo rotações, translações e transformações entre referenciais que se movem, em
relação ao outro, com velocidade uniforme [2]. O conjunto de transformações no R3, que
mantém tal invariância para velocidades muito menores que a velocidade da luz, compõe
o chamado grupo de Galilei G. Tais transformações possuem a forma:

~x→ ~x′ = R~x+ ~a+ ~vt (3.8)

t→ t′ = t+ s, (3.9)

em que R representa a rotação (geralmente representada por matrizes 3x3), ~a é a translação
espacial, ~v é a velocidade do sistema de referência que está em movimento, e s é a translação
temporal.

Cada elemento τ = τ(R,~a,~v, s) do grupo compreende um conjunto de 10 parâmetros
que caracteriza uma transformação, sendo três para a rotação (ângulos de Euler), três
para a velocidade ~v, três para a translação espacial e um para a translação temporal.

Na mecânica quântica usual cada elemento τ está relacionado a um operador U(t),
que deve ser unitário (ou antiunitário) para que o produto interno seja preservado. Desta
forma, um vetor de estado |ψ〉 e um operador Â transformam-se como:

|ψ〉 → |ψ′〉 = U(τ)|ψ〉 (3.10)

Â→ Â = U(τ)ÂU−1(τ). (3.11)
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Sendo G um grupo de Lie, uma transformação finita pode ser construída conside-
rando variações infinitesimais de seus parâmetros, uma vez que uma transformação finita
pode ser considerada como a composição de um grande número de pequenas transforma-
ções. Neste caso, o operador unitário que representa G em um espaço vetorial pode ser
expresso como um produto de exponenciais:

U(τ) =
10∏
i=1

eiSµKµ , (3.12)

em que Sµ corresponde ao µ-ésimo parâmetro do grupo, e Kµ é o seu gerador hermitiano
associado.

O grupo de Galilei possui 10 geradores associados a transformações como listado
na tabela abaixo, onde o índice j assume os valores 1, 2 e 3.

Gerador Descrição Transformação no R3 Operador unitário

Ĵj Rotação em torno do eixo j ~x→ Rj(θj)~x e−iθj Ĵj

P̂j Translação espacial ao longo do eixo j xj → xj + aj e−iαj P̂j

Ĝj Velocidade do referencial ao longo do eixo j xj → xj + vjt eivjĜj

Ĥ Translação temporal t→ t+ s eisĤ

Tabela 1 – Geradores das transformações infinitesimais de G [2].

As relações de comutação entre tais geradores definem a álgebra de Lie do grupo,
cujas constantes de estrutura são características independentes de representação. Na
realidade, tem-se que a álgebra de Lie do grupo de Galilei é dada por:[

Ĵi, Ĵj
]

= εijkĴk
[
Ĵi, Ĥ

]
= 0

[
Ĝi, Ĥ

]
= P̂i[

Ĵi, Ĝj

]
= εijkĜk

[
Ĝi, Ĝj

]
= 0

[
Ĵi, Ĵj

]
= 0[

Ĵi, P̂j
]

= εijkP̂k
[
Ĝi, P̂j

]
= mδij1

[
P̂i, Ĥ

]
= 0,

(3.13)

onde εijk é o símbolo de Levi-Civita.

Existem diferentes representações para tais geradores. De fato, pode-se construir a
mecânica quântica usual partindo das relações da Tabela 1 e utilizando os invariantes de
Casimir:

I1 = H −
~P 2

2m (3.14)

e
I2 =

(
~J − 1

m
~K × ~P

)2
(3.15)

em que ~P 2 = P 2
1 + P 2

2 + P 2
3 , ~L2 = L2

1 + L2
2 + L2

3 e ~K2 = K2
1 +K2

2 +K2
3 .

A formulação de Schrödinger na representação das coordenadas pode, por exemplo,
ser obtida [49] com as representações:

P̂iψ(q) = −i~∂ψ(q)
∂qi

e Q̂iψ(q) = qiψ(q) (3.16)
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enquanto que, na representação dos momentos,

P̂iφ(p) = piφ(p) e Q̂iφ(p) = i~
∂φ(p)
∂pi

. (3.17)

3.2.2 Representação no espaço de fase

Dentre as representações possíveis para os geradores de G há aquela que conduz
à MQS, ou seja, uma representação no espaço de Hilbert HΓ. Para isto, constrói-se uma
transformação unitária U : HΓ → HΓ de modo a manter 〈φi|φi〉 dado por (3.6) invariante. E
considerando o operador Λ definido em (3.2), utiliza-se o mapeamento e i~2 Λ = ? : Γ×Γ→ Γ
baseado no produto estrela ou produto de Weyl,

f ? g = f(q, p) exp
[
i~
2
(←−
∂q
−→
∂p −

←−
∂p
−→
∂q
)]
g(q, p). (3.18)

para obter-se operadores f?. Segue então que, sendo pi e qi pertencentes a Γ temos os
operadores:

P̂i := pi? = pi1−
i~
2 ∂qi (3.19)

Q̂i := qi? = qi1 + i~
2 ∂pi , (3.20)

e construindo demais operadores como:

Ĝi := gi? = (mqi − tpi)? = mQ̂i − tP̂i (3.21)

Ĵi :=
∑
j,k

εijkQ̂jP̂k

=
∑
j,k

(
εijkqjpk −

i~
2 εijkqj

∂

∂qk
+ i~

2 εijkpj
∂

∂pk
+ ~2

4 εijk
∂2

∂qj∂pk

)
(3.22)

Ĥ := P̂ 2

2m = 1
2m(P̂ 2

1 + P̂ 2
2 + P̂ 2

3 )

= 1
2m

(p1 −
i~
2

∂

∂q1

)2

+
(
p2 −

i~
2

∂

∂q2

)2

+
(
p3 −

i~
2

∂

∂q3

)2
 . (3.23)

Calculando as relações de comutação entre os operadores (3.19-3.23) [49,58] mostra-
se que satisfazem as relações de comutação (3.13), e portanto obedecem a álgebra de Lie
do grupo de Galilei. Tal representação constitui a base da MQS.

Até então tais operadores não possuem significado físico associado. Mas, observando
a transformação dos operadores P̂ e Q̂, com a transformação gerada pelo boost Ĝ, nota-se
que:

e−
i
~v·ĜQ̂je

i
~v·Ĝ = Q̂j + vjt (3.24)

e−
i
~v·ĜP̂je

i
~v·Ĝ = P̂j +mvj (3.25)
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e, além disto, obedecem as relações de comutação de Heisenberg:

[Q̂i, P̂j] = i~δij, [Q̂i, Q̂j] = 0, [P̂i, P̂j] = 0. (3.26)

Assim, Q̂ e P̂ podem ser considerados como observáveis físicos de posição e momento,
respectivamente, uma vez que se transformam como tal sob a ação do boost. Como
consequência, os geradores Ĵi são interpretados como operadores de momento angular, e
Ĥ é o operador Hamiltoniano.

Os invariantes de Casimir, que comutam com todos os demais geradores desta
álgebra, são:

I1 = Ĥ − P̂ 2

2m, I2 = Ĵ − 1
m
Ĝ× P̂ , (3.27)

em que o momento angular Ĵ pode incluir o grau de liberdade de spin, ou seja, ~J = ~L+ ~S.

Dadas as definições e interpretações da representação dos geradores do grupo de
Galilei no espaço de fase, veremos que é possível construir uma base para HΓ. Para isto, é
possível escrever as equações (3.19) e (3.20):

Q̂j = 1
2(Q̄j + i~∂pj) e P̂j = 1

2(P̄j + i~∂qj), (3.28)

onde os operadores Q̄j e P̄j foram definidos como:

Q̄j = 2qj1 e P̄j = 2pj1 (3.29)

e, quando submetidos à ação do boost, se transformam como posição e momento. De fato,

e−
i
~v·ĜQ̄je

i
~v·Ĝ = Q̄j + vjt (3.30)

e
e−

i
~v·ĜP̄je

i
~v·Ĝ = ~Pj +mvj. (3.31)

Contudo, tais operadores não obedecem as relações de comutação de Heisenberg, uma vez
que

[Qi, Pj] = 0, (3.32)

o que impede de considerá-los como observáveis quânticos associados à posição e ao
momento. Por outro lado, podemos utilizá-los para construir uma base {|q, p〉}, de modo
que q e p sejam autovalores que satisfazem simultaneamente a:

Q̄j|q, p〉 = qj|q, p〉 e P̄j|q, p〉 = pj|q, p〉, (3.33)

onde
〈q, p|q′, p′〉 = δ(q − q′)δ(p− p′), (3.34)

valendo a relação de completeza ∫
dqdp |q, p〉〈q, p| = 1. (3.35)
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Com isto, para um vetor de estado qualquer |ψ〉 pertencente a HΓ, podemos escrever:

ψ(q, p) = 〈q, p|ψ〉, ψ†(q, p) = (〈q, p|ψ〉)† = 〈ψ|q, p〉. (3.36)

Em síntese, vimos que se pode construir uma mecânica quântica em HΓ através de
representação do grupo de Galilei por operadores-estrela obtidos de funções pertencentes a
Γ e o produto estrela (?). Os autovalores dos operadores Q̄ e P̄ , que não são os observáveis
posição e momento mas se transformam como tais, geram uma base sobre Γ, permitindo
representar um estado |ψ〉 de HΓ. Contudo, a interpretação de tal estado não se dá como
na mecânica quântica usual, em termos da densidade de probabilidade; sua interpretação
será discutida quando fizermos a conexão da MQS com o formalismo de Wigner.

3.3 A dinâmica de funções e observáveis
Na seção anterior foi visto um caminho para a construção de um formalismo

da mecânica quântica no espaço de fase através da definição de operadores estrela que
obedecem à álgebra de Lie do grupo de Galilei. Nesta seção veremos como se dá a evolução
temporal de observáveis, vetores de estado e dos elementos da matriz densidade.

3.3.1 Variação temporal de observáveis

Utilizando a base construída com os autovetores simultâneos dos operadores Q̄ e
P̄ , desenvolvida na seção anterior, podemos projetar vetores de estado em HΓ. Seja |α〉
um vetor de estado; quando projetado sobre {|q, p〉}, encontramos funções nas variáveis q
e p, ou seja:

ψα(q, p) = 〈q, p|α〉. (3.37)

Utilizando a relação de completeza dada pela eq. (3.35), temos para os kets |α〉 e |β〉 em
HΓ:

〈α|β〉 = 〈α|
(∫

dqdp |q, p〉〈q, p|
)
|β〉 =

∫
dqdp φ†α(q, p)φβ(q, p) (3.38)

onde
φ†α(q, p) = 〈q, p|α〉† = 〈α|q, p〉 e φβ(q, p) = 〈q, p|β〉 (3.39)

Utilizando-se a propriedade 2.5.8 do produto estrela, com relação a integrais em Γ, é
possível reescrever a expressão (3.38), como:

〈α|β〉 =
∫
dqdp φ†α(q, p) ? φβ(q, p). (3.40)

Seja Â um observável, portanto operador auto-adjunto; então, quando aplicado em
|α〉, tem-se

〈q, p|Â|α〉 =
∫
dq′dp′〈q, p|Â|q′, p′〉〈q′, p′|α〉. (3.41)
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Assumindo o elemento de matriz na forma

〈q, p|Â|q′, p′〉 = Â(q, p)δ(q − q′)δ(p− p′), (3.42)

é imediato que
〈q, p|Â|α〉 = Â(q, p)φα(q, p). (3.43)

O operador-estrela Â(q, p) é, por construção, associado a uma função a(q, p) pertencente a
Γ, através do produto estrela

Â(q, p) = a(q, p) ? . (3.44)

O valor esperado de um observável para um estado |α〉, será:

〈Â〉α = 〈α|Â|α〉 =
∫
dq′dp′dq′′dp′′〈α|q′, p′〉〈q′, p′|Â|q′′, p′′〉〈q′′, p′′|α〉, (3.45)

em que foi utilizada duplamente a relação de completeza e, novamente, a propriedade 2.5.8
do produto estrela.

Buscaremos analisar a evolução temporal. Na seção anterior vimos que Ĥ = h(q, p)?
é a representação do gerador de evolução temporal. Dessa forma, de acordo com a expressão
(3.11), podemos escrever

Â(t) = e
it
~ ĤÂe

−it
~ Ĥ (3.46)

que, quando derivada parcialmente em t, fornece:

i~
∂

∂t
Â(t) = Â(t)Ĥ − ĤÂ(t) =

[
Â(t), Ĥ

]
(3.47)

que é a equação de movimento de Heisenberg.

Ao substituir a expressão (3.46) em (3.45), é possível obter um outra representação
para a expressão do valor esperado. Antes, definamos a exponencial estrela [49]

e
it
~ h(q,p)
? := 1 +

(
it

~

)
h(q, p) + 1

2!

(
it

~

)2
h ? h+ 1

3!

(
it

~

)3
h ? h ? h+ . . . (3.48)

Dessa forma, o valor esperado de Â será:

〈Â(t)〉α =
∫
dqdpψ†α(q, p) ? e

it
~ h
? ? Â ? e

− it~ h
? ? ψα(q, p). (3.49)

Considerando por (3.10) as funções de estado com dependência no tempo, como:

Ψα(q, p; t) := e
−it
~ h ? ψα(q, p) (3.50)

Ψ†α(q, p; t) := ψ†α(q, p) ? e it~ h, (3.51)

o valor esperado do operador adquire a forma:

〈Â(t)〉α =
∫
dqdpΨ†α(q, p; t) ? Â ?Ψα(q, p; t) (3.52)

=
∫
dqdpΨ†α(q, p; t)ÂΨα(q, p; t),

onde o operador agora é fixo num instante de tempo e a função de estado muda com o
tempo, como na descrição de Schrödinger.
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3.3.2 A equação de Schrödinger no espaço de fase

Também é possível obter uma expressão para a evolução temporal das funções Ψα

que, por definição, são dependentes do tempo. Diferenciando a equação (3.50) com relação
ao tempo, obtemos:

∂tΨα(q, p; t) = − i
~
h(q, p) ? e

−it
~ h ? ψα(q, p) (3.53)

= − i
~
h(q, p) ?Ψα(q, p; t) (3.54)

e, portanto, com Ĥ = h(q, p)?

i~∂tΨα(q, p; t) = ĤΨα(q, p; t) (3.55)

determina a evolução temporal dos vetores de estado. Essa equação é denominada equação
de Schrödinger no Espaço de Fase (ESEF).

Assim como na mecânica quântica usual, é possível encontrar uma equação para a
solução independente do tempo através do método de separação de variáveis. Com efeito,
no caso em que

Ψα(q, p; t) = ψα(q, p) ? φ(t) = ψ(q, p)φ(t), (3.56)

uma vez que ? não atua em t, temos a relação

Ĥψα(q, p) = h(q, p) ? ψα(q, p) = Eψα(q, p), (3.57)

com E sendo um autovalor do hamiltoniano. Essa relação é denominada equação de
Schrödinger independente do tempo no espaço de fase. Na maioria dos casos de interesse,
a equação a ser resolvida primeiramente é essa, cuja solução está associada à função
dependente do tempo, por:

Ψα(q, p; t) = ψα(q, p)e i~ tE. (3.58)

Tais sistemas descritos pela equação independente do tempo possuem potencial
de interação do tipo V (Q̂) = v(q?). Para uma partícula de massa m, movendo-se sob a
influência de um potencial desse tipo, o operador hamiltoniano Ĥ é representado por:

Ĥ = H(Q̂, P̂ ) = 1
2mP̂ 2 + V (Q̂) = 1

2m(p?)2 + V (q?). (3.59)

3.3.3 O operador densidade

Uma outra grandeza cuja evolução temporal em Γ é interessante é a matriz
densidade, definida pelo operador:

ρ̂ = |Ψ〉〈Ψ|, (3.60)
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para o caso de um estado puro. Em termos da base {|q, p〉}, os elementos de matriz desse
operador podem ser escritos como:

ρ(q, q′, p, p′; t) = 〈q, p; t|Ψ〉〈Ψ|q′, p′; t〉 = Ψ(q, p; t)Ψ†(q, p; t), (3.61)

onde os elementos diagonais, em especial, são:

ρ(q, p; t) = Ψ(q, p; t)Ψ†(q, p; t). (3.62)

Associado a ρ é possível introduzir um operador ρ estrela dado por

ρ̂(q, p; t) = Ψ(q, p; t) ?Ψ†(q, p; t) ? . (3.63)

Usando (3.50), (3.51) e diferenciando parcialmente essa expressão ρ̂ com relação ao tempo,
tem-se:

i~∂tρ̂ = (i~∂tΨ) ?Ψ† + Ψ ? (i~∂tΨ†) ? . (3.64)

De acordo com a expressão (3.55) e seu complexo conjugado, isto é:

i~∂tΨ = h ?Ψ (3.65)

−i~∂tΨ† = Ψ† ? h, (3.66)

podemos escrever a equação (3.64) como:

i~∂tρ̂ = h ? (Ψ ?Ψ†?)− (Ψ ?Ψ†) ? h? (3.67)

= Ĥρ̂− ρ̂Ĥ. (3.68)

Portanto, o operador estrela ρ̂ satisfaz a equação de Liouville-von Neumman, ou seja:

i~∂tρ̂ =
[
Ĥ, ρ̂

]
, (3.69)

que é semelhante à equação de evolução temporal da função de Wigner.

3.4 Conexão com o formalismo de Wigner
A equação de evolução temporal do operador-estrela ρ̂ possibilita relacionar a MQS

e o formalismo de Wigner. De fato, tal relação é estabelecida a partir da expressão

f(q, p; t) = Ψ(q, p; t) ?Ψ†(q, p; t), (3.70)

em que a função f(q, p; t), como mostraremos nesta seção, satisfaz as mesmas propriedades
da função de Wigner apresentadas na seção 2.3. Para tal, primeiramente verifica-se se
f(q, p; t) é real. Com efeito,

f †(q, p; t) =
[
Ψ(q, p; t) ?Ψ†(q, p; t)

]†
= Ψ(q, p; t) ?Ψ†(q, p; t) = f(q, p; t), (3.71)
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assim como ocorre para a função de Wigner. Além disto, f(q, p; t) também obedece a
condição de normalização, pois∫

dqdp f(q, p; t) =
∫
dqdpΨ(q, p; t) ?Ψ†(q, p; t) =

∫
dqdp|Ψ(q, p; t)|2 = 1. (3.72)

Além disto, a equação (3.52) do valor esperado de um observável, juntamente com
a definição de operador estrela (3.44) e as propriedades do produto estrela, nos dão:

〈Â(t)〉 =
∫
dqdpΨ†α(q, p; t)ÂΨα(q, p; t) (3.73)

=
∫
dqdp a(q, p)

(
Ψ(q, p; t) ?Ψ†(q, p; t)

)
=
∫
dqdp a(q, p)f(q, p; t) (3.74)

que é igual à equação (2.35), no caso dependente do tempo. Tomando o caso específico
dos operadores posição e momento Q̂ e P̂ , respectivamente, teremos

〈Q̂(t)〉 =
∫
dqdp qf(q, p; t) (3.75)

〈P̂ (t)〉 =
∫
dqdp pf(q, p; t). (3.76)

Por outro lado, a teoria de probabilidades permite representar o valor esperado de um
operador Â, como:

〈Â〉 =
∫
dµ aσ(µ), (3.77)

onde σ(µ) representa a densidade de probabilidade associada à medida do observável Â,
para um certo valor da grandeza no intervalo de integração. Isso implica, por (3.75) e
(3.76), que as densidades de probabilidade associadas às medidas de posição e momento
são, respectivamente,

σ(q) =
∫
dpΨ ?Ψ† =

∫
dp f(q, p; t) (3.78)

σ(p) =
∫
dqΨ ?Ψ† =

∫
dq f(q, p; t) (3.79)

Esse resultado indica que na MQS a função de estado Ψ não possui a propriedade do
quadrado do módulo ser igual à densidade de probabilidade associada à posição ou
momento, porém a integral da função f a terá; por esse motivo a função de estado Ψ
também é denominada quasi-amplitude de probabilidade.

A evolução temporal de f pode ser obtida aplicando à eq. (3.70) o operador ∂t e
usando (3.65) e (3.66), o que resulta em

∂f(q, p; t)
∂t

= {h, f}M , (3.80)

onde { , }M é o parêntesis de Moyal e indica consistência com a dinâmica da função de
Wigner.

Por fim, uma importante propriedade é encontrada ao multiplicar a ESEF indepen-
dente do tempo por ?ψ†α(q, p) à direita, resultando na equação de autovalor

Ĥ ? (ψ ? ψ†) = E(ψ ? ψ†) ⇒ Ĥ ? f = E ? f, (3.81)
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também obedecida pela função de Wigner. Essa relação evidencia que apesar de f ser
real, obedece à mesma equação de ψ, levando a concluir que a busca por soluções reais
para a ESEF independente do tempo pode conduzir a soluções em termos das funções de
Wigner.
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4 O Método Nikiforov–Uvarov (NU)

A solução de equações diferenciais é uma prática rotineira no estudo de problemas
físicos. Nesse contexto, o conhecimento de diferentes métodos para executar essa tarefa
tende a facilitar os trabalhos; dentre os métodos conhecidos, destaca-se o proposto por
Nikiforov e Uvarov [68]. Diferente do método de expansão em séries de potências, este
método permite a obtenção direta da fórmula de Rodrigues [3, 114] da solução procurada.
Além disto, este desenvolvimento permite determinar a solução de uma forma paramétrica
da equação de Schödinger que pode ser utilizada para diferentes potenciais, bastando
identificar os termos e comparar com o resultado obtido. Neste capítulo apresentaremos
uma revisão deste método, baseando-nos principalmente nas referências [3, 68–70].

4.1 A equação hipergeométrica generalizada
O método Nikiforov-Uravov (NU) é baseado na solução de equações diferenciais

hipergeométricas de segunda ordem, que são equações do tipo
d2ψ(s)
ds2 + τ̃(s)

σ(s)
dψ(s)
ds

+ σ̃(s)
σ2(s)ψ(s) = 0, (4.1)

em que σ(s) e σ̃(s) são polinômios de, no máximo, segundo grau, τ̃(s) de no máximo
primeiro grau e ψ(s) é uma função polinomial do tipo hipergeométrico; os coeficientes de
σ, σ̃ e τ̃ são complexos, em geral.

O ponto de partida do método é propor uma solução ψ na forma

ψ(s) = φ(s)y(s), (4.2)

de modo a simplificar a eq. (4.1). Usando ψ na forma (4.2) e utilizando de agora em diante,
por simplicidade, a notação de Lagrange para derivadas, tem-se

ψ′(s) = φ′(s)y(s) + φ(s)y′(s)

ψ′′(s) = φ′′(s)y(s) + 2φ′(s)y′(s) + φ(s)y′′(s)

que, substituindo na equação (4.1) e dividindo por φ(s), resulta na equação para a função
y(s)

y′′(s) + y′(s)
(

2φ
′(s)
φ(s) + τ̃(s)

σ(s)

)
+ y(s)

(
φ′′(s)
φ(s) + φ′(s)

φ(s)
τ̃(s)
σ(s) + σ̃(s)

σ2(s)

)
= 0. (4.3)

Para tornar a equação (4.3) mais familiar, pode-se escrever o coeficiente de y′(s)
como a razão entre dois polinômios, assim como ocorre na equação (4.1), ou seja,

2φ
′(s)
φ(s) + τ̃(s)

σ(s) = τ(s)
σ(s) (4.4)
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em que τ(s) é um polinômio de grau máximo um, assim como τ̃(s). Esta equação é mais
útil na forma

φ′(s)
φ(s) = π(s)

σ(s) (4.5)

onde o polinômio π(s)
π(s) = 1

2[τ(s)− τ̃(s)] (4.6)

também possui grau máximo um.

Usando estas definições agora no coeficiente de y(s), e notando que é válida e
identidade

φ′′(s)
φ(s) =

(
φ′(s)
φ(s)

)′
+
(
φ′(s)
φ(s)

)2

=
(
π(s)
σ(s)

)′
+
(
π(s)
σ(s)

)2

a equação (4.3) toma a forma

y′′(s) + τ(s)
σ(s)y

′(s) + σ̄(s)
σ2(s)y(s) = 0, (4.7)

onde foram definidas as funções

τ(s) = τ̃(s) + 2π(s) (4.8)

σ̄(s) = σ̃(s) + π2(s) + π(s)[τ̃(s)− σ′(s)] + π′(s)σ(s). (4.9)

As funções τ(s) e σ̄(s) são polinômios de grau máximo um e dois, respectivamente.
Consequentemente, a equação (4.7) tem a mesma forma funcional de (4.1). O processo
procura assim, com a substituição (4.2), manter a forma da equação diferencial com φ(s)
obedecendo a eq. (4.5) para uma função arbitrária π(s)

Se o polinômio σ̄(s) em (4.7) for divisível por σ(s), isto é,

σ̄(s) = λσ(s) (4.10)

em que λ é uma constante, a equação (4.7) é transformada na equação do tipo hipergeo-
métrica

σ(s)y′′(s) + τ(s)y′(s) + λy(s) = 0, (4.11)

cujas soluções são chamadas funções do tipo hipergeométricas. Desta forma, é natural que
a equação (4.1) deja denominada equação hipergeométrica generalizada.

Para determinar o polinômio π(s) e a constante λ, reescreve-se (4.10), isto é:

σ̄(s) = λσ(s) −→ π2(s) + π(s)[τ̃(s)− σ′(s)] + σ̃(s) + kσ(s) = 0 (4.12)

em que a constante k foi definida como

k = λ− π′(s). (4.13)
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A solução para a equação (4.12), supondo k conhecido, será

π(s) = σ′(s)− τ̃(s)
2 ±

√√√√(σ′(s)− τ̃(s)
2

)2

− σ̃(s) + kσ(s). (4.14)

Como π(s) é um polinômio, a expressão dentro da raiz deve ser o quadrado de um
polinômio; isto só será possível se o discriminante da equação quadrática for zero, isto é, o
radicando deverá ser uma equação quadrática de raiz com multiplicidade dois. Impondo
esta condição é possível determinar os valores da constante k resolvendo-se uma equação
quadrática e obtendo-se até dois valores distintos.

Após determinar k, obtém-se π(s) através de (4.14) e também φ(s), τ(s) e λ através
de (4.5), (4.8) e (4.13), respectivamente. Observa-se que haverá quatro possibilidades para
π(s): duas para k+ e duas para k−. Contudo, nem todas as formas resultarão em soluções
fisicamente aceitáveis; o critério para escolha será discutido nas seções seguintes.

Notemos que nesta seção a equação hipergeométrica generalizada (4.1) foi transfor-
mada numa equação do tipo hipergeométrica mais simples, dada por (4.11), através da
transformação (4.2). Na próxima seção serão investigadas as propriedades das soluções de
(4.11).

4.2 A fórmula de Rodrigues
Um procedimento comum para generalizar as soluções de (4.11) é mostrar que

todas as derivadas de funções hipergeométricas também são funções hipergeométricas. De
fato, diferenciando (4.11), obtém-se

σ′(s)y′′(s) + σ(s)y′′′(s) + τ ′(s)y′(s) + τ(s)y′′(s) + λy′(s) = 0.

Considerando v1(s) = y′(s), encontra-se a equação

σ(s)v′′1(s) + τ1(s)v′1(s) + µ1v1(s) = 0, (4.15)

que também é uma equação do tipo hipergeométrica, uma vez que

τ1(s) = τ(s) + σ′(s)

µ1 = λ+ τ ′(s),

onde τ1(s) possui grau máximo um, e µ1 é uma constante e, portanto, independe de s.
Diferenciando novamente a equação (4.11) e usando v2(s) = y′′(s) como uma representação
para a segunda derivada de y(s), obtém-se

σ(s)v′′2(s) + τ2(s)v′2(s) + µ2v2(s) = 0, (4.16)
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que também é uma equação do tipo hipergeométrica, uma vez que

τ2(s) = τ1(s) + σ′(s) = τ(s) + 2σ′(s)

µ2 = µ1 + τ ′1(s) = λ+ 2τ ′(s) + σ′′(s).

Seguindo o mesmo raciocínio, só que derivando (4.11) n vezes e tomando vn(s) = y(n)(s),
em que y(n)(s) representa a n-ésima derivada de y(s) em função de s, encontra-se

σ(s)v′′n(s) + τn(s)v′n(s) + µnvn(s) = 0, (4.17)

onde não é difícil mostrar, por indução, que

τn(s) = τ(s) + nσ′(s) (4.18)

µn = λ+ nτ ′(s) + n(n− 1)
2 σ′′(s). (4.19)

Esta propriedade permite construir uma família de soluções particulares de (4.11)
correspondentes a um dado λ. Tomando µn = 0, a equação (4.19) torna-se

λ = λn = −nτ ′(s)− n(n− 1)
2 σ′′(s), (n = 0, 1, 2, . . . ), (4.20)

e tem-se a solução particular vn(s) = constante. Isto implica em um polinômio de grau n
para a solução y(s) = yn(s)1; tal solução é chamada de polinômio hipergeométrico [68]. Os
polinômios yn(s) são as soluções mais simples de (4.11).

Para encontrar explicitamente os polinômios yn(s), multiplica-se as equações (4.11)
e (4.17) por funções peso apropriadas ρ(s) e ρn(s), de modo a ser possível escrevê-las na
forma

(σρy′)′ + λρy = 0 (4.21)

(σρny′n)′ + µnρnvn = 0. (4.22)

Para isto, é necessário que ρ(s) e ρn(s) satisfaçam as relações

(σρ)′ = τρ (4.23)

(σρn)′ = τnρn. (4.24)

Agora, usando a forma explícita de τn(s) é possível estabelecer a conexão entre
ρn(s) e ρ0(s) ≡ ρ(s). De fato, usando (4.24) e (4.18), vem

(σρn)′
ρn

= τ + nσ′ = (σρ)′
ρ

de onde encontra-se
ρ′n
ρn

= ρ′

ρ
+ nσ′

1 Note que yn(s) representa a n-ésima solução da família, que está atrelada ao índice n.
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e, consequentemente, verifica-se que

ρn(s) = σn(s)ρ(s). (4.25)

Desta forma, sendo σρn = ρn+1 e v′n(s) = vn+1(s), é possível reescrever (4.22) como

ρnvn = − 1
µn

(ρn+1vn+1)′,

e tomando um m < n, obteremos sucessivamente

ρmvm =
(
− 1
µm

)
(ρm+1vm+1)′

=
(
− 1
µm+1

)(
− 1
µn

)
(ρm+2vm+2)′′

= . . .

= (−1)m−n
µmµm+1 . . . µn− 1(ρnvn)(n−m)

= Am
An

(ρnvn)(n−m)

(4.26)

em que, por simplicidade, foi definida a constante

An = (−1)n
n−1∏
k=0

µk, A0 = 1. (4.27)

Para obter a forma explícita dos polinômios hipergeométricos basta notar que, se
y(s) é um polinômio de grau n, isto é, y(s) = yn(s), então

vm(s) = y(m)
m (s), vn(s) = yn(s) = constante

e obtém-se, de (4.26) a seguinte expressão para y(m)
n (s):

y(m)
n (s) = Amn

ρm(s)Bn[ρn(s)](n−m), (4.28)

em que
Amn = Am|λ=λn , Bn = 1

Ann
y(n)
n (s), (4.29)

e deve-se lembrar que A depende de µn e, portanto, é dependente do parâmetro λ, o que
justifica a notação utilizada. Não obstante, yn(s) está associado a um λn, sendo preciso
acrescentar o índice n para justificar isto.

Em particular, quando m = 0, teremos a representação explícita dos polinômios
hipergeométricos do tipo

yn(s) = Bn

ρ(s) [σn(s)ρ(s)](n), (n = 0, 1, 2., . . . ). (4.30)
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Consequentemente, as soluções da equação hipergeométrica (4.11) são definidas pela
relação (4.30), a menos de uma constante de normalização Bn. Estas soluções correspondem
aos valores µn = 0, isto é,

λ = λn = −nτ ′(s)− n(n− 1)
2 σ′′(s), (n = 0, 1, 2, . . . ). (4.31)

A expressão (4.30) é chamada Fórmula de Rodrigues e foi estabelecida em 1814
por Rodrigues [115] para os polinômios introduzidos por Legendre em 1714, para os quais
σ(s) = 1− s2 e ρ(s) = 1.

A tabela (2) reúne alguns polinômios ortogonais relevantes e as funções σ(s) e ρ(s)
a eles associadas presentes na literatura [3].

Nome Símbolo Bn σ(x) ρ(x) Intervalo de ortogonalidade

Hermite Hn(x) (−1)n 1 e−x2 −∞ < x < +∞

Laguerre Ln(x) (−1)n e−x e−x2 0 ≤ x < +∞

Laguerre associada Lαn(x) 1
n! xαe−x x 0 ≤ x < +∞

Jacobi P
(α,β)
n (x) (−1)n

2nn! 1− x2 (1− x)α(1 + x)β −1 ≤ x ≤ 1

Tabela 2 – Polinômios ortogonais presentes na literatura [3].

A constante Bn poderia ser arbitrária mas é escolhida, como indicado na Tabela 2
por razões históricas. Ela pode ser determinada por meio da relação de ortogonalidade a
qual é dada para cada um dos polinômios:∫

ϕn(z)ϕm(z)ρ(z) dz = D2
nδnm (4.32)

em que δnm é o delta de Kronecker, que assume valor 1 caso m = n, valor zero quando
m 6= n, e Dn é a norma do polinômio.

Os polinômios de Jacobi carecem maior atenção pois aparecem na última seção
deste capítulo e também na resolução do problema tratado neste trabalho. Eles possuem
como casos especiais os polinômios de Legendre, Chebyshev e Genbauer [3, 68].

4.3 Aplicação do método: o oscilador harmônico unidimensional
Nesta seção será demonstrada a aplicação do método NU para resolver a equação

de Schrödinger (ES) não relativística, na formulação usual da mecânica quântica. A
título de demonstração da aplicação do método, será utilizado o potencial do oscilador
harmônico unidimensional. O resultado em termos dos autovalores de energia e autofunções
é bem estabelecido na literatura, motivo pelo qual escolhemos este sistema para elucidar a
aplicação do método.
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4.3.1 Resumo do procedimento

Considerando que o método NU envolve várias etapas, é interessante apresentarmos
um roteiro. Seguiremos o proposto por Berkdenin [70], que segue os passos seguintes:

1. Reduzir a equação de Schrödinger à equação do formato (4.1);

2. Comparar a equação obtida com (4.1) para determinar os polinômios τ̃(s), σ(s) e
σ̃(s). Nesta etapa é interessante propor simplificações na equação utilizando algumas
mudanças de variável;

3. Utilizar os polinômios determinados na etapa anterior para compor a função π(s)
dada pela equação (4.14);

4. Igualar o discriminante da função quadrática a zero, obtendo-se duas raízes reais
para a equação quadrática de k, isto é, k±;

5. Substituir estes valores na expressão do passo 3 encontrando-se quatro possibilidades
para π(s), duas para k+ e duas para k−;

6. Utilizar a expressão para π(s) que forneça uma função τ(s), dada por (4.6) com
derivada negativa. Deve-se utilizar o valor de k associada a ela nos demais cálculos,
pois levará a uma solução fisicamente correta;

7. Comparar a equação (4.13) com a equação (4.31), isto é, fazer λ = λn. Desta forma
obtém-se uma equação que fornecerá os autovalores de energia;

8. Utilizando σ(s) e π(s) na equação (4.5), obter a forma funcional de φ(s);

9. Encontrar a função ρ(s) através da relação (4.21) para obter o polinômio hipergeo-
métrico yn(s) através da fórmula de Rodrigues (4.30);

10. Combinar as funções φ(s) e yn(s) para formar a solução final ψ(s).

Esses passos podem ser sintetizados em um fluxograma, o que apresentaremos na
Figura 6 juntamente com as expressões mais importantes do processo.

4.3.2 Aplicação ao oscilador harmônico unidimensional

Como exposto anteriormente, a título de exemplo da aplicação do método, nesta
seção apresentaremos a resolução da equação de Schrödinger com o desenvolvimento de
Nikiforov e Uravov [68] usando uma partícula de massa m sujeita a um potencial do tipo
oscilador harmônico. Consideremos a equação[

− ~2

2m
d2

dx2 + 1
2mω

2x2
]
ψ(x) = Eψ(x). (4.33)
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Como primeiro passo iremos escrever esta equação na forma da equação hipergeométrica
generalizada. Para isto, é conveniente definir as variáveis

α =
√

~
mω

, E = ~ωε, x = αs. (4.34)

Com isto, a solução ψ(x)→ ψ(s) e a equação (4.33) tomam a forma mais simples

d2ψ(s)
ds2 + (2ε− s2)ψ(s) = 0. (4.35)

Comparando com a equação hipergeométrica generalizada (4.1), obtemos

τ̃(s) = 0, σ(s) = 1, σ̃(s) = 2ε− s2. (4.36)

De acordo com o passo 3, determinaremos primeiramente a função π(s). Usando a
relação (4.14)

π(s) = σ′(s)− τ̃(s)
2 ±

√√√√(σ′(s)− τ̃(s)
2

)2

− σ̃(s) + kσ(s)

obtemos, com os valores de (4.36):

π±(s) = ±
√
s2 + (k − 2ε). (4.37)

O valor da constante k é obtido impondo que o discriminante da equação quadrática
no radicando seja nulo, para que π(s) seja um polinômio de grau máximo um. Esta condição
implica

k = 2ε. (4.38)

Usando (4.38) em (4.37), obteremos duas possibilidades, que são π±(s) = ±s;
escolheremos a que gerar uma função τ(s), dada pela equação (4.8)

τ(s) = τ̃(s) + 2π(s),

com derivada negativa. Neste caso, utilizaremos

π(s) = −s, (4.39)

que fornecerá
τ(s) = −2s (4.40)

e, de fato, tem-se τ ′(s) = −2 < 0, como queríamos.

Os autovalores de energia são obtidos comparando as equações (4.13) e (4.31),
usando (4.36), (4.37), (4.38) e (4.40), isto é,

λ = λn −→ k + π′(s) = −nτ ′(s)− n(n− 1)
2 σ′′(s). (4.41)
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Desta forma, recordando a definição (4.34), obtemos de forma clara e direta o espectro

En = ~ω
(
n+ 1

2

)
, (n = 0, 1, 2, . . . ). (4.42)

Para obter as autofunções deveremos encontrar as funções φ(s) e ρ(s). A função
φ(s) é obtida através da equação (4.5), ou seja:

φ′(s)
φ(s) = π(s)

σ(s) ⇒ φ′(s)
φ(s) = −s

e, integrando esta equação diferencial separável, obtemos a solução

φ(s) = exp
(
−s

2

2

)
. (4.43)

A função ρ(s) é obtida através da relação (4.23), isto é,

(σρ)′ = τρ ⇒ ρ′

ρ
= τ − σ′

σ
= −2s.

Integrando essa equação diferencial assim como no passo anterior, chegamos a

ρ(s) = e−s
2
. (4.44)

Em consequência, a função yn(s), dada por (4.30), será

yn(s) = Bne
s2 d

2

dsn
(e−s2). (4.45)

Comparando (4.45) com os polinômios da Tabela 2, podemos concluir que se trata dos
polinômios de HermiteHn(s). Usando a função φ obtida e lembrando que ψn(s) = ψ(s)yn(s),
obteremos a solução

ψn(s) = Cne
− s

2
2 Hn(s), x = αs, α =

√
~
mω

. (4.46)

Podemos ainda utilizar as propriedades de ortogonalidade deste polinômio para
encontrar a constante de normalização Cn, com base na propriedade da função ψ(s) ser de
quadrado integrável, isto é, ∫

ψ∗n(x)ψn(x) dx = 1, (4.47)

cujo resultado será

Cn =
√

1
2nn!

1
α
√
π

(4.48)

e a solução final adquire a forma

ψn(x) =
√

1
2nn!

(
mω

π~

)1/4
exp

(
−mωx

2

2~

)
Hn

(√
mω

~
x
)
. (4.49)

Como se nota, com o uso do método NU o processo de solução da ES é direto e
abre a possibilidade de aplicação à equação de Schrödinger para qualquer potencial. Tal
procedimento será abordado na seção seguinte.
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4.4 Forma paramétrica da Equação de Schrödinger

O método NU se mostra direto e efetivo para resolver analiticamente equações
diferenciais do tipo (4.1). Isto se torna útil sobretudo nos problemas de mecânica quân-
tica, onde tem-se como objetivo solucionar a equação de Schrödinger não relativística
independente do tempo, na formulação usual:

Ĥ|ψ〉 = E|ψ〉, (4.50)

em que o operador Hamiltoniano Ĥ é

Ĥ = p̂

2m + V (x̂) (4.51)

e na representação das coordenadas, os operadores posição e momentum assumem as
formas:

x̂ = x e p̂ = −i~ ∂
∂x
. (4.52)

Na seção anterior foi demonstrado como aplicar o método NU para o caso em que o
potencial V (x) assume a forma

V (x̂) = 1
2mω

2x2. (4.53)

O método, no entanto, de acordo com Teczam e Sever [69], pode ser aplicado para
diferentes potenciais desde que se consiga escrever a ES na forma geral[

d2

ds2 + α1 − α2s

s(1− α3s)
d

ds
+ −ξ1s

2 + ξ2s− ξ3

[s(s− α3)]2

]
ψ(s) = 0 (4.54)

em que αi e ξi são constantes reais; é o que apresentaremos a seguir buscando obter uma
solução da equação (4.54), em termos das constantes αi e ξi. Para isto seguiremos os passos
do roteiro 4.3.1.

Comparando (4.54) com a equação (4.1), obtemos

τ̃(s) = α1 − α2s σ(s) = s(1− α3s) σ̃(s) = −ξ1s
2 + ξ2s− ξ3, (4.55)

e com isto, a função π(s) toma a forma

π(s) = (1− 2α3s)− (α1 − α2s)
2

±

√√√√[(1− 2α3s)− (α1 − α2s)
2

]2

+ (−ξ1s2 + ξ2s− ξ3) + ks(1− α3s)

= α4 + α5s±
√

(α6 − kα3)s2 + (α7 + k)s+ α8, (4.56)
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em que definimos as constantes:

α4 = 1
2(1− α1)

α5 = 1
2(α2 − 2α3)

α6 = α2
5 + ξ1

α7 = 2α4α5 − ξ2

α8 = α2
4 + ξ3.

(4.57)

O radicando da equação (4.56) precisa ser o quadrado de um polinômio de grau um,
para que a função π seja um polinômio de grau máximo um. Para isto, o discriminante da
equação quadrática em s precisa ser nulo. Com esta condição, podemos obter os valores
para a constante k. Partindo de:

∆ = (α7 + k)2 − 4α8(α6 − kα3)

= k2 + 2(α7 + 2α8α3)k + (α2
7 − 4α6α8) = 0,

essa equação implica em dois valores para k

k± = −(α7 + 2α8α3)± 2√α8α9, (4.58)

onde foi definida a constante:

α9 = α3α7 + α2
3α8 + α6. (4.59)

Cada um destes valores fornecerá duas possibilidades para π(s), totalizando 4
formas distintas. De fato, as possibilidades serão:

π(s) = α4 + α5s±

(α9 − α3
√
α8)s+√α8, se k+ = −(α7 + 2α8α3) + 2√α8α9

(α9 + α3
√
α8)s−√α8, se k− = −(α7 + 2α8α3)− 2√α8α9.

(4.60)

Pelo passo 6 do roteiro, deve-se escolher a função π(s) que gera uma função τ(s),
dada pela relação (4.8)

τ(s) = τ̃(s) + 2π(s),

cuja derivada deve ser negativa, para que a solução seja fisicamente válida.

Tomando o valor de k−, isto é,

k = k− = −(α7 + 2α3α8)− 2√α8α9, (4.61)

a função π(s) terá a foma:

π(s) = π−(s) = α4 + α5s− [(√α9 + α3
√
α8)s−√α8]. (4.62)
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E neste caso, a função τ(s) será:

τ(s) = α1 + 2α4 − (α2 − 2α5)s− 2[(√α9 + α3
√
α8)s−√α8], (4.63)

podendo-se notar que, de fato,

τ ′(s) = −(α2 − 2α5)− 2(√α9 + α3
√
α8)

= −2α3 − 2(√α9 + α3
√
α8) < 0.

(4.64)

Os autovalores são obtidos comparando as equações (4.13) e (4.31), o que resulta
na relação

k + π′(s) = −2nτ(s)− n(n− 1)
2 σ′′(s).

Usando (4.55), (4.61), (4.62) e (4.63), encontra-se:

α2n−(2n+1)α5 +(2n+1)(√α9 +α3
√
α8)+n(n−1)α3 +α7 +2α3α8 +2√α8α9 = 0, (4.65)

que fornecerá o espectro de energia do sistema, ou seja, os autovalores do problema.

Para encontrar as autofunções associadas é necessário determinar as funções φ(s) e
ρ(s). Primeiramente determinaremos a função ρ(s). Usando a relação (4.23),

ρ′

ρ
= α1 + 2α4 − (α2 − 2α5)s− 2[(√α9 + α3

√
α8)s−√α8]− (1− 2α3s)

s(1− α3s)

resulta numa equação diferencial ordinária do tipo separável. Integrando-a,∫ dρ(s)
ρ(s) =

∫ (
α10 − 1

s
+ α10α3 − α11 + α3

1− α3s

)
ds

obteremos a função
ρ(s) = sα10−1(1− α3s)

α11
α3
−α10−1 (4.66)

que, quando utilizada na fórmula de Rodrigues (4.30), nos dá:

yn(s) = Bn

sα10−1(1− α3s)
α11
α3
−α10−1

dn

dsn

[
s2(1− α3s)nsα10−1(1− α3s)

α11
α3
−α10−1

]

= Bn

(4α3)n [1− (1− 2α3s)]−(α10−1)[1 + (1− 2α3s)]
−
(
α11
α3
−α10−1

)

× dn

dsn

{
[1− (1− 2α3s)]n+(α10−1)[1 + (1− 2α3s)]

n+
(
α11
α3
−α10−1

)}
.

(4.67)

Comparando (4.67) com a fórmula de Rodrigues dos polinômios de Jacobi, presente na
Tabela 2,

P (α,β)
n (z) = (−1)n

2nn! (1− z)−α(1 + z)−β d
n

dzn

[
(1− z)n+α(1 + z)n+β

]
podemos escrever, a menos de uma constante, a função yn(s) como:

yn(s) = P

(
α10−1,α11

α3
−α10−1

)
n (1− 2α3s), (4.68)
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onde introduzimos as constantes:

α10 = α1 + 2α4 + 2√α8

α11 = α2 − 2α5 + 2(√α9 + α3
√
α8).

(4.69)

A função φ(s) é obtida com uso de (4.5), ou seja

φ′

φ
= π(s)
σ(s) =

α4 + α5s−
[
(√α9 + α3

√
α8)s−√α8

]
s(1− α3s)

que também resulta numa equação diferencial ordinária do tipo separável. Integrando-a,
ou seja: ∫ dφ(s)

φ(s) =
∫ (

α12

s
+ α12α3 + α13

1− α3s

)
ds,

obteremos a função
φ(s) = sα12(1− α3s)−α12−

α13
α3 , (4.70)

em que definimos as constantes

α12 = α4 +√α8

α13 = α5 − (√α9 + α3
√
α8).

(4.71)

Lembrando que ψn(s) = φ(s)yn(s), a solução final será

ψn(s) = sα12(1− α3s)−α12−
α13
α3 P

(
α10−1,α11

α3
−α10−1

)
n (1− 2α3s). (4.72)

Em alguns problemas é possível que α3 seja nulo. Neste caso, teríamos um problema
na solução encontrada anteriormente, uma vez que ela aparece no denominador. Realizando
todo desenvolvimento da equação (4.54) com esta consideração, e comparando com o
resultado anterior é possível mostrar que:

lim
α3→0

P

(
α10−1,α11

α3
−α10−1

)
n (1− 2α3s) = Lα10−1

n (α11s) (4.73)

em que Lαn(s) são os polinômios de Laguerre (ver Tabela 2). Além disto, mostra-se que:

lim
α3→0

(1− α3s)−α12−
α13
α3 = eα13s. (4.74)

Notemos, concluindo, que a depender do sinal das constantes αi e ξi, nem sempre
a inequação (4.64) será verdadeira. Neste caso deve-se utilizar o outro valor possível para
k, ou seja,

k = k+ = −(α7 + 2α3α8) + 2√α8α9 (4.75)

e a solução final será

ψn(s) = sα
∗
12(1− α3s)−α

∗
12−

α∗13
α3 P

(
α∗10−1,

α∗11
α3
−α∗10−1

)
n (1− 2α3s), (4.76)
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associada aos autovalores de energia encontrados através de:

α2n−2nα5 +(2n+1)(√α9−α3
√
α8)+n(n−1)α3 +α7 +2α3α8−2√α8α9 +α5 = 0, (4.77)

onde as constantes neste caso são definidas como:

α∗10 = α1 + 2α4 − 2√α8

α∗11 = α2 − 2α5 + 2(√α9 − α3
√
α8)

α∗12 = α4 −
√
α8

α∗13 = α5 − (√α9 − α3
√
α8).

(4.78)

O método Nikiforov-Uvarov tem recentemente recebido renovado interesse na busca
de soluções da equação de Schrödinger e algumas aplicações podem ser encontradas na
referência [69]; no presente trabalho nós o utilizaremos na resolução da ES com o potencial
de Yukawa.



4.4. Forma paramétrica da Equação de Schrödinger 55

O método NU

Escrever a equação no formato

d2ψ(s)
ds2 + τ̃(s)

σ(s)
dψ(s)
ds

+ σ̃(s)
σ2(s)ψ(s) = 0

Extrair, por comparação, os polinômios
τ̃(s), σ̃(s) e σ(s).

Montar a fórmula

π(s) = σ′(s)− τ̃(s)
2 ±

√√√√(σ′(s)− τ̃(s)
2

)2

− σ̃(s) + kσ(s)

Igualar o determinante do radicando a zero,
obtendo o(s) valor(es) associado(s) a k.

Substituir o valor de k na expressão de π(s),
obtendo um possível resultado,

e usá-lo para gerar a o polinômio τ(s)
τ(s) = τ̃(s) + 2π(s)

dτ(s)
ds

< 0

Guardar os polinômios τ(s), π(s)
e o valor da constante k associada.

Obter os autovalores

k + π′(s) = −nτ ′(s)− n(n− 1)
2 σ′′(s)

Obter as funções

φ′(s)
φ(s) = π(s)

σ(s)
ρ′

ρ
= τ − σ′

σ

A solução será

ψ(s) = φ(s)yn(s), onde yn(s) = Bn

ρ(s) [σn(s)ρ(s)](n)

Fim

Não

Sim

Autovalores Autofunções

Figura 6 – Fluxograma para aplicação do método Nikiforov-Uvarov (NU).
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5 O Potencial de Yukawa no formalismo de
Schrödinger

O estudo do potencial de Yukawa é de interesse em diferentes áreas da física;
existem na literatura diversos trabalhos, no âmbito da formulação usual da mecânica
quântica. Devido à impossibilidade de obter soluções exatas dessa equação para o potencial
de Yukawa, muitos procedimentos buscam obter as soluções da equação de Schrödinger
através de métodos numéricos, computacionais e analíticos. Um procedimento analítico
recursivo foi proposto por Garavelli e Oliveira [96], onde obtém-se a solução da ES na
formulação usual para o estado de mais baixa energia. Outro procedimento analítico
aproximado foi proposto por Hamzavi et al. [76], através da aplicação do método Nikiforov-
Uravov. Neste capítulo apresentaremos alguns resultados e características presentes na
literatura acerca do potencial de Yukawa, e mostraremos sistematicamente os métodos
propostos por Garavelli e Oliveira e por Hamzavi et al.

5.1 O Potencial de Yukawa

O potencial de Yukawa, também conhecido como potencial de Debye-Hückel,
potencial de Coulomb atenuado e potencial de Thomas-Fermi, é utilizado em várias
áreas da física, descrevendo interações entre partículas carregadas. Sua forma funcional
é representada por (5.1), em que A é uma constante, µ é a atenuação e 1/µ é o alcance
da interação e esses parâmetros são descritos de acordo com a área de estudo. No caso
em que a atenuação é zero, o potencial é reduzido ao potencial Coulombiano e, por este
motivo, o potencial de Yukawa também é chamado de potencial Coulombiano blindado1.

V (~r) = −Ae
−µr

r
(5.1)

Na física de partículas, esse potencial foi primeiramente introduzido por Yukawa [77]
em 1935, ao estudar interações entre núcleons e o processo de decaimento beta. Esse
potencial representa a força de interação entre as partículas elementares que, por observação,
seria de curto alcance. Nesta proposta, a constante A é escrita como A = ±g2, que deve
ser ajustada com os experimentos, assim como a atenuação µ.

Na física da matéria condensada e física dos plasmas esse potencial é conhecido
como de Debye-Hückel [78], e é utilizado como boa aproximação para descrever a blindagem
do potencial coulombiano sentido por íons imersos num plasma. A constante A surge da
1 Do inglês, “Screened Coulomb Potential”.
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Figura 7 – O potencial de Yukawa com A = 1 e diferentes valores para a atenuação µ.

interação coulombiana e é representado por A = −e2. Neste caso, a atenuação µ está
associada ao comprimento de Debye λD, representado pela equação (5.2), e depende da
temperatura dos elétrons T , da carga elementar e, da permissividade do vácuo ε0, da
densidade de elétrons N e da constante de Boltzman kB, isto é

µ = λ =
(
ε0kBT

Ne2

)1/2

. (5.2)

Na física do estado sólido é conhecido como potencial de Thomas-Fermi, ou po-
tencial de Coulomb blindado. É utilizado na descrição aproximada de íons em um metal,
considerando o modelo da nuvem eletrônica e descrevendo os elétrons como um gás [79]. A
constante A também surge da interação coulombiana, e é dada por A = −e2. A atenuação
µ é chamada parâmetro de Thomas-Fermi, e é representada de diferentes formas a depender
do problema estudado [96]. Uma dessas formas [80], por exemplo, depende da temperatura
de Fermi Tf , ou seja:

µ =
(

6πe2N

kBTf

)1/2

. (5.3)

5.2 A estabilidade das soluções e a atenuação crítica µc
As soluções da equação de Schrödinger para o potencial de Yukawa dependem do

fator de atenuação, estando o número de estados ligados diretamente relacionado ao valor
de µ [88].

Quando µ = 0, o caso é reduzido ao potencial de Coulomb e uma partícula sujeita
a esse potencial admite infinitos estados estacionários. De fato, a solução da equação de
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Schödinger para o potencial Coulombiano, grande trunfo da mecânica ondulatória, admite
infinitas soluções estacionárias atreladas aos números quânticos n, l e m.

Contudo, nem todos potenciais possuem infinitos estados estacionários. Jost e Pais
mostraram, em 1951 [85], que a equação de Schrödinger para um elétron de massa m,
sujeito ao potencial central V (r), não possui estados ligados se a integral I obedecer à
desigualdade

I = 2m
∫ ∞

0
r|V (r)|dr < 1, (5.4)

em que a constante multiplicativa 2m foi adicionada para concordar com nossas unidades.
Por outro lado, Bargmann [86] generalizou este resultado em 1952 mostrando que o número
de estados estacionários nl, associado ao momento angular l, obedecerá à inequação

(2l + 1)nl < I. (5.5)

Uma inequação ainda mais geral foi obtida por Schwinger em 1960 [87] ao estudar o
problema da estabilidade das soluções da equação de Schrödinger para um dado potencial.

Realizando a integração (5.4) para o potencial de Yukawa, não é difícil mostrar
que a desigualdade (5.5) implica na relação

(2l + 1)nl <
2mA
µ

(5.6)

e, em particular, não há soluções estacionárias (nl = 0) quando

µ > 2mA. (5.7)

Para outros valores positivos de µ o número de estados ligados é reduzido e, para
valores acima de um valor crítico µc, não há soluções de estados ligados. Utilizando métodos
perturbativos considerando correções de até quinta ordem e métodos variacionais, Edwards
et al. [88] obtiveram, em 2017, que o valor mais preciso atualmente para a atenuação
crítica µc é

µc

Am
= 1, 1906122105(5), (5.8)

o que, para A = 1 e m = 1, nos dá

µc = 1, 1906122105(5). (5.9)

5.3 Soluções aproximadas
Apesar da vasta aplicabilidade, é impossível obter soluções exatas da equação de

Schrödinger para o potencial de Yukawa [89]. Neste cenário, muitos métodos aproximados
numéricos e analíticos foram desenvolvidos. Além disto, formas aproximadas do potencial
de Yukawa, que permitissem o desenvolvimento de cálculos com certa precisão, foram
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propostas; dentre elas, o potencial de Hulthén [97] é bem utilizado na literatura e ele será
mostrado com mais detalhes na subseção 5.3.2.

Alguns destes métodos partem da aplicação do princípio variacional sobre funções
exponenciais do tipo hidrogenoide conhecidas. Em 1962, Harris [90] aplicou o princípio
variacional sobre as soluções hidrogenoides 1s, 2s e 3s, obtendo bons resultados aproximados.
Em 1994, Gomes et al. [89] utilizaram o método LCAO com uma base de 26 funções para
determinação do estado fundamental de um sistema sob o potencial de Yukawa, em função
de µ; este procedimento permitiu determinar, dentre outras coisas, o valor crítico µc até a
oitava casa decimal de precisão. Garavelli e Oliveira [96], em 1991, aplicaram o método
variacional considerando uma solução analítica aproximada que se assemelha à solução
coulombiana fundamental 1s do átomo de hidrogênio, adicionada a uma contribuição do
mesmo tipo dependente de um parâmetro. Através do método variacional Edwards et
al. [88] obtiveram o valor de µc mais preciso encontrado até então, como comentado na
seção anterior.

O método de perturbação também é empregado na obtenção de soluções aproxi-
madas. Em 2006, Gönül [91] propôs uma metodologia de resolução baseada na teoria de
perturbação considerando a expansão de Taylor do potencial de Yukawa e obteve valores
de energia para os estados fundamental e excitados muito próximos de valores encontrados
na literatura. Dutt et al. [92] aplicaram a teoria de perturbação sobre o potencial de
Hulthén, obtendo valores de energia precisos para pequenos valores de µ.

Outros métodos buscam compreender as características do potencial de Yukawa
através de soluções numéricas. Rogers et al. [93] buscaram integrar a equação de Schrodinger
através do método de diferenças finitas; com isto foi possível estudar, dentre outras coisas,
o espectro de energia e o número de estados ligados, obtendo um valor aproximado para
µc. Li et al. [94] estudaram o comportamento crítico aplicando os métodos Runge-Kutta e
Monte Carlo para solução da equação diferencial.

Em 2021, Napsuciale e Rodríguez [95] investigaram o potencial de Yukawa utilizando
supersimetria, propondo uma solução analítica obtida através de um procedimento que
envolve expansão de Padé dos super potenciais.

Não menos importante, soluções analíticas aproximadas também são encontradas
na literatura. Através de um método iterativo Garavelli e Oliveira [96] obtiveram, em
1991, uma função analítica para o potencial de Yukawa em três dimensões em função
do parâmetro de blindagem µ (com l = 0) que descreve razoavelmente bem o sistema,
inclusive para valores de µ próximos ao valor crítico. Além disto, determinaram um valor
µc aproximado e a forma funcional da energia E(µ).

Através do método Nikiforov-Uravov (NU), Hamzavi et al. [76] obtiveram uma
solução analítica aproximada para o potencial de Hulthén com momento angular arbi-
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trário. Os valores de energia obtidos são próximos de resultados presentes na literatura
especialmente para baixos valores de µ� 1.

As duas metodologias supracitadas serão desenvolvidas com mais detalhes nas
próximas subseções. Elas serão utilizadas em nossas propostas no contexto da mecânica
quântica no espaço de fase.

5.3.1 A solução analítica via método iterativo

Buscando obter uma solução analítica para a equação de Schrödinger com o
potencial de Yukawa, na formulação usual da mecânica quântica, Garavelli e Oliveira [96]
propuseram um procedimento iterativo capaz de fornecer uma solução analítica aproximada.
Ilustraremos o desenvolvimento proposto pelos autores, que será útil em nossa descrição
no contexto da mecânica quântica no espaço de fase, no Capítulo 6.

Partindo da equação de Schrödinger para uma partícula de massa m na representa-
ção das coordenadas (5.10),

− h2

2m∇
2ψ(~r) + V (~r)ψ(~r) = Eψ(~r) (5.10)

é possível, através de uma transformada de Fourier, obter a equação análoga na represen-
tação do momentum [116–118]

φ(~p) = 2m
~p2 − 2E

∫
ṽ
(
~p′
)
φ
(
~p− ~p′

)
d3~p′ (5.11)

onde ṽ(p′) é o potencial transformado e φ(p) é a função de estado na representação dos
momenta.

O processo iterativo é iniciado tendo como ponto de partida a função hidrogenoide,
correspondente a µ = 0, que possui simetria esférica, ou seja,

ψ(r) = Ne−αr, (5.12)

com N sendo uma constante de normalização e α associado à carga nuclear efetiva. A
transformação de Fourier deste estado é dada por

φ0(p) = A0

(p2 + α2
0)2 , (5.13)

em que o índice A1 é uma constante, e α0 foi definido como

α0 =
√
−2E0, (5.14)

o que leva a acreditar na dependência da energia Ek em αk, para todas as ordens de
iteração. Portanto, define-se que

Ek = −1
2α

2
k. (5.15)
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Substituindo a função de partida (5.13) no lado direito da equação (5.11), e
utilizando o potencial (5.1), encontra-se como resultado o estado

φ1(p) = B1

(p2 + α2
1) (p2 + γ2

1) , (5.16)

com γ1 = α1 + µ. Realizando uma nova iteração, os próximos resultados dependerão da
função arco-tangente, que pode ser aproximada por seu argumento em muitos casos de
interesse. Com esta aproximação, é possível encontrar a relação de recorrência

φk(p) = Bk

(p2 + α2
k) (p2 + γ2

k)
, (5.17)

com o parâmetro γk dado por:

γ2
k = (γk−1 + µ) (αk−1 + µ) . (5.18)

Observa-se que para um número suficientemente grande de iterações, i.e. k →∞,
estas relações de recorrência convergem para valores finitos. Desta forma, tomando o limite
αk → α e γk → γ, a solução converge para a forma analítica:

φ(p) = B

(p2 + α2) (p2 + γ2) , (5.19)

e os parâmetros α e γ convergem para

γ =
{
µ+ α + [(µ+ α)(5µ+ α)]1/2

}
/2 (5.20)

α = −γ
{

1 + 4(α + γ)
(γ − α)2 ln

(
(2α + µ)(2γ + µ)

(α + γ + µ)2

)}
. (5.21)

Nota-se que γ e α dependem unicamente de µ e, da relação (5.15), a energia também
dependerá unicamente da atenuação, i.e., E = E(µ); o valor crítico µc é obtido no limite
E → 0. Os gráficos de α(µ), γ(µ) e E(µ) são mostrados na Figura 8.
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Figura 8 – Gráfico dos parâmetros iterativos e da energia: (a) α(µ) e γ(µ); (b) E(µ).



5.3. Soluções aproximadas 63

Através de uma transformação de Fourier, a solução (5.19) pode ser escrita na
representação das coordenadas na forma abaixo, onde λ = γ − α é o parâmetro de
blindagem, ou seja,

ψ(r) = e−αr − e−γr

(γ − α)r = e−αr
(

1− e−λr
λr

)
, (5.22)

e a expressão da energia é

Ek = −1
2

[
−γ

{
1 + 4(α + γ)

(γ − α)2 ln
(

(2α + µ)(2γ + µ)
(α + γ + µ)2

)}]2

. (5.23)

A função blindada (5.22) corresponde ao estado hidrogenoide atenuado por uma
função dependente do parâmetro λ, que guarda informações da blindagem causada pela
presença do potencial. A função hidrogenoide (5.13) possui polos em p = ±iα0, onde α0

está associada à carga nuclear efetiva. O estado fundamental de uma partícula sob efeito
do potencial de Yukawa, ou potencial de Coulomb blindado, possui polos em p = ±iα e
em p = ±iγ, surgindo de uma carga γ. Diniz et al. [80,81] argumentam que γ, denominada
carga dual, reflete uma quebra de simetria de cargas. Como esperado, para λr � 1, que
ocorre no limite γ → α, a função se comporta como uma hidrogenoide.

Este método foi generalizado por Penna et al. para estados excitados [82]. Esses
autores também analisaram a aproximação utilizada no procedimento, mostrando ser
quase indistinguíveis as funções com arco-tangente e com o argumento, na aproximação
utilizada por Garavelli e Oliveira [96].

O processo foi estendido por Santos, Martins e Vianna [83, 84] para sistemas
confinados por potencial do tipo Yukawa considerando o átomo de hélio e íons com dois
elétrons. Através da solução analítica da equação de Schrödinger para tal sistema os autores
obtiveram valores para a energia fundamental e atenuação crítica µc, que concordam com
valores obtidos por outros métodos presentes na literatura, para vários sistemas com dois
elétrons.

5.3.2 Solução via método Nikiforov-Uravov

Buscando solucionar analiticamente a equação de Schrödinger para um momento
angular arbitrário, no contexto da formulação usual da mecânica quântica, Hamzavi et al.
aplicaram o método Nikiforov-Uravov, descrito no Capítulo 4, à equação de Schödinger
com o potencial de Yukawa aproximado pelo potencial de Hulthén [97,98]. Nesta subseção
apresentaremos o desenvolvimento dos autores, que será útil na descrição utilizada por
nós no contexto da mecânica quântica no espaço de fase no Capítulo 7.

A equação de Schrödinger para uma partícula, sob a influência de um potencial do
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tipo Yukawa, é dada por: [
P̂ 2

2m + V (r)
]
ψ(r, θ, ϕ) = Eψ(r, θ, ϕ) (5.24)

onde, na representação usual das coordenadas, o operador momentum é dado por P̂ =
−i~
−→
∇ e o operador posição é dado por r̂ = r. Utilizando coordenadas esféricas e o método

de separação de variáveis, essa equação pode ser representada numa parte angular e outra
parte radial. Considerando uma solução separável no formato ψ(r, θ, ϕ) = R(r)

r
Ylm(θ, ϕ), a

equação obedecida pela parte radial será[
d2

dr2 + 2m
(
E + V0

e−ar

r

)
− l(l + 1)

r2

]
Rnl(r) = 0. (5.25)

Para solucionar a equação (5.25) podemos usar a aproximação do potencial de Hulthen [97]
presente na literatura [119], que é válida para µr � 1,

1
r2 ≈ 4µ2 e−2µr

(1− e−2µr)2 . (5.26)

Com isto, o termo radial do potencial de Yukawa é escrito como
1
r
≈ 2µ e−µr

(1− e−2µr) (5.27)

e, assim, V (r) em (5.24) toma a forma também conhecida como potencial de Hulthén, ou
seja:

V (r) = −2µA e−2µr

(1− e−2µr) , (5.28)

com Vo de (5.25) dado por −2µA.

Nota-se que a aproximação realizada em (5.28) é razoável dentro do limite citado,
de acordo com o gráfico da Figura 9. Ela será fundamental para a obtenção de um resultado
analítico para o problema.

Figura 9 – O potencial de Yukawa e o potencial de Hulthén, com A =
√

2 e µ = 0, 05A.
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A equação radial (5.25) aproximada pode, então, ser escrita na forma:

∂2Rnl(r)
∂r2 +

[
2m
~2

(
E + 2µA e−2µr

(1− e−2µr)

)
− `(`+ 1)4µ2 e−2µr

(1− e−2µr)2

]
Rnl(r) = 0. (5.29)

Para simplificar essa equação, definiremos a constante positiva definida ε = −2mE, e uma
coordenada s = s(r) dada por

s = e−2µr, (5.30)

o que nos dá a equação (5.29) nesta nova variável como

d2

ds2Rnl(s)+
(1− s)
s(1− s)

d

ds
Rnl(s; ~p)+

1
s2(1− s)2

[
−ε

4µ2~2 + mA

µ~2 s(1− s)− `(`+ 1)s
]
Rnl(s) = 0.

(5.31)

Nota-se que essa equação diferencial possui o formato da equação paramétrica de
Schrödinger (4.54), apresentada no Capítulo 4, isso é:[

d2

ds2 + α1 − α2s

s (1− α3s)
d

ds
+ −ξ1s

2 + ξ2s− ξ3

[s (1− α3s)]2

]
ψn(s) = 0 (5.32)

que, de acordo com o método Nikiforov-Uravov, possui solução geral dada por (4.72), ou
seja:

ψ(s) = sα12 (1− α3s)−α12−
α13
α3 P

(
α10−1,α11

α3
−α10−1

)
n (1− 2α3s) , (5.33)

em que P (α,β)
n são os polinômios de Jacobi, e os coeficientes são dados por

α2n− (2n+ 1)α5 + (2n+ 1) (√α9 + α3
√
α8)

+ n(n− 1)α3 + α7 + 2α3α8 + 2√α8α9 = 0
(5.34)

α4 = 1
2 (1− α1) , α5 = 1

2 (α2 − 2α3)

α6 = α2
5 + ξ1, α7 = 2α4α5 − ξ2

α8 = α2
4 + ξ3, α9 = α3α7 + α2

3α8 + α6

α10 = α1 + 2α4 + 2√α8

α11 = α2 − 2α5 + 2 (√α9 + α3
√
α8)

α12 = α4 +√α8, α13 = α5 − (√α9 + α3
√
α8) .

(5.35)

Observando a equação (5.31) e comparando com (5.32), identificamos os coeficientes

α1 = 1, ξ1 = mA

a
+ ε

4a2

α2 = 1, ξ2 = 2ε
4a2 + mA

a
− l(l + 1)

α3 = 1, ξ3 = ε

4a2 .

(5.36)
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Usando as relações (5.35), obtemos os demais coeficientes:

α4 = 0, α5 = −1
2

α6 = 1
4 + mA

µ~2 + ε

4µ2~2

α7 = − 2ε
4µ2~2 −

mA

µ~2 + `(`+ 1)

α8 = ε

4µ2~2 , α9 =
(
`+ 1

2

)2

α10 = 1 + 2
√

ε

4µ2~2 , α11 = 2`+ 3 + 2
√

ε

4µ2~2

α12 =
√

ε

4µ2~2 , α13 = −
(
`+ 1 +

√
ε

4µ2~2

)
.

(5.37)

Com os resultados (5.37) e a equação (5.34), encontramos os autovalores de energia

Enl = −µ
2~2

2m

[
mA
µ~2 − (n+ `+ 1)2

]2
(n+ `+ 1)2 , (5.38)

com a restrição física n+ `+ 1 ≤
√

mA
µ
. Além disto, as autofunções correspondentes Rnl(s)

serão dadas por

Rnl(r) = Ne−
√
εr
(
1− e−2µr

)`+1
P

(
2

√
ε

4µ2 ,2`+1−

√
ε

4µ2

)
n

(
1− 2e−2µr

)
, (5.39)

onde foi utilizada a definição (5.30), e os resultados (5.35) e (5.36) na expressão (5.33).

Portanto, a solução analítica da equação (5.25), com a aproximação do potencial
de Hulthén, será:

ψnl(r, θ, ϕ) = N
1
r
e−
√
εr
(
1− e−2µr

)`+1
P

(
2

√
ε

4µ2 ,2`+1−

√
ε

4µ2

)
n

(
1− 2e−2µr

)
Ylm(θ, ϕ),

(5.40)
com os autovalores de energia determinados por (5.38).
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6 O Potencial de Yukawa no formalismo de
Wigner

No capítulo anterior foram apresentados resultados do potencial de Yukawa presen-
tes na literatura no contexto da formulação usual da mecânica quântica. Neste capítulo
iremos estudar esse potencial numa concepção da mecânica quântica no espaço de fase.
Para isto, utilizaremos a transformação de Wigner no resultado analítico de Garavelli e
Oliveira. A função normalizada e gráficos para diferentes valores da atenuação µ serão
apresentados. Além disso, através do cômputo do índice de não-classicalidade do sistema
em função da atenuação, será mostrado o comportamento desse índice no limite em que µ
tende ao valor crítico.

6.1 A função de Wigner do estado fundamental
Obteremos a função de Wigner do estado fundamental de uma partícula sob o

potencial de Yukawa através da solução analítica aproximada da equação de Schrödinger
discutida na seção anterior. Assim, usaremos a definição da função de Wigner (2.24), e
utilizaremos o estado fundamental na representação dos momenta (5.19).

Sabe-se que a função de Wigner de um estado puro ψ(~r) ou φ(~p) pode ser calculada,
respectivamente, por:

W (~r, ~p) = 1
(π~)3

∫
ψ∗(~r + ~s)ψ(~r − ~s)e 2i

~ ~p·~sd3~s (6.1)

W (~r, ~p) = 1
(π~)3

∫
φ∗(~p+ ~s)φ(~p− ~s)e− 2i

~ ~r·~sd3~s. (6.2)

Considerando a função do estado fundamental na representação dos momenta (5.19), com
uma constante de normalização B, teremos

φ(~p) = B

(p2 + α2) (p2 + γ2) (6.3)

que, substituída na relação (6.2) e utilizando coordenadas esféricas com o vetor ~p alinhado
com o eixo z, sem perda de generalidade, obteremos a integral

W (~r, ~p) = B2

(π~)3

∫ ∞
0

∫ π

0

∫ 2π

0

exp
(
−2i

~ rs cos(θ)
)
s2sen(θ) dϕ dθ ds

(α2 + (p− s)2) (α2 + (p+ s)2) (γ2 + (p− s)2) (γ2 + (p+ s)2)
(6.4)

que, após efetuar as integrações nas variáveis ϕ e θ, assume a forma

W (~r, ~p) = 2B2

(π~)2J (6.5)
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onde a integral J é dada por

J =
∫ ∞

0

s sin
(

2rs
~

)
ds

r (α2 + (p− s)2) (α2 + (p+ s)2) (γ2 + (p− s)2) (γ2 + (p+ s)2) . (6.6)

Para determinar J , utilizaremos técnicas de análise complexa; mais especificamente,
o teorema de resíduos [3, 114]. Sabendo que é válida a identidade

ei
2rs
~ = cos

(2rs
~

)
+ i sen

(2rs
~

)
,

definiremos a função complexa

f(z) = z

r (α2 + (p− z)2) (α2 + (p+ z)2) (γ2 + (p− z)2) (γ2 + (p+ z)2) , (6.7)

e convenientemente escolheremos o contorno representado na Figura 10,

Re(z)

Im(z)

ΓR

R−R

Figura 10 – Contorno utilizado na resolução da integral de resíduos.

de forma que a integral no caminho fechado pode ser escrita como∮
f(z) exp

(
i
2rz
~

)
dz =

∫ R

−R
f(x) cos

(2rx
~

)
dx+ i

∫ R

−R
f(x) sin

(2rx
~

)
dx+

∫
ΓR
f(z) dz

(6.8)
em que ΓR é a semicircunferência de raio R orientada no sentido anti-horário.

No limite em que R→∞, a integral na semi-circunferência se anulará, de acordo
com o lema de Jordan [3], uma vez que |f(z)| ≤M/Rk na parametrização z = Reiθ, onde
M é uma constante arbitrária e deve-se ter k > 1. Neste problema temos k = 7, atendendo
às condições do lema. A relação (6.8) pode então ser escrita como:

K =
∮
f(z) exp

(
i
2rz
~

)
dz =

∫ ∞
−∞

f(x) cos
(2rx

~

)
dx+ i

∫ ∞
−∞

f(x) sin
(2rx

~

)
dx, (6.9)

de modo que a integral J será a metade da parte complexa de K, pois o integrando de J
é par e está sendo integrado em apenas metade do domínio. Logo,

J = 1
2 Im(K). (6.10)
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Por outro lado, a integral no contorno fechado pode ser calculada com o teorema
de resíduos, ou seja,

∮
f(z) exp

(
i
2rz
~

)
dz = 2πi

∑
i

Res(f(z), zi) (6.11)

onde os polos zi são internos ao contorno de integração.

A função f(z) possui oito polos simples, nos pontos

zα±± = ±p± α e zγ±± = ±p± γ (6.12)

dos quais apenas os polos zα±+ e zγ±+ são internos ao contorno. Calculando os resíduos para
estes valores de z, e simplificando o resultado, obtemos

K =
∮
f(z) exp

(
i
2rz
~

)
dz = 2iπ

− ie−
2ir(p−iγ)

~

8γpr (γ2 − α2) (α2 − γ2 + 4p2 − 4iγp)

+ ie
2ir(p+iγ)

~

8γpr (γ2 − α2) (α2 − γ2 + 4p2 + 4iγp) (6.13)

− ie−
2ir(p−iα)

~

8αpr (α2 − γ2) (−α2 + γ2 + 4p2 − 4iαp)

+ ie
2ir(p+iα)

~

8αpr (α2 − γ2) (−α2 + γ2 + 4p2 + 4iαp)

 .

Comparando (6.10) com (6.13) determina-se J . Utilizando esse valor em (6.5) é
possível determinar a função de Wigner W (~r, ~p); antes, ajustaremos a constante A de
modo a normalizar esta função, i.e.,

∫
W (~r, ~p) d3r d3p = 1, (6.14)

o que implica definirmos

B = 4
√
αγ(α + γ)3 (6.15)

e, portanto, das expressões (6.5), (6.10), (6.13), (6.14) e (6.15) teremos finalmente a função
de Wigner referente ao estado fundamental normalizada, dada por:
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W (~r, ~p;µ) = 1
(4π)2

32αγ(α + γ)3

π~2

− α2e−
2γr
~ sin

(
2pr
~

)
4γpr (γ2 − α2)

(
(α2 − γ2 + 4p2)2 + 16γ2p2

)
+

αe−
2αr
~ sin

(
2pr
~

)
4pr (α2 − γ2)

(
(−α2 + γ2 + 4p2)2 + 16α2p2

)
+

γe−
2γr
~ sin

(
2pr
~

)
4pr (γ2 − α2)

(
(α2 − γ2 + 4p2)2 + 16γ2p2

)
−

pe−
2γr
~ sin

(
2pr
~

)
γr (γ2 − α2)

(
(α2 − γ2 + 4p2)2 + 16γ2p2

)
−

pe−
2αr
~ sin

(
2pr
~

)
αr (α2 − γ2)

(
(−α2 + γ2 + 4p2)2 + 16α2p2

)
−

γ2e−
2αr
~ sin

(
2pr
~

)
4αpr (α2 − γ2)

(
(−α2 + γ2 + 4p2)2 + 16α2p2

)
+

e−
2γr
~ cos

(
2pr
~

)
r (γ2 − α2)

(
(α2 − γ2 + 4p2)2 + 16γ2p2

)
+

e−
2αr
~ cos

(
2pr
~

)
r (α2 − γ2)

(
(−α2 + γ2 + 4p2)2 + 16α2p2

)
 ,

(6.16)

em que r =
√
x2 + y2 + z2 e p =

√
p2
x + p2

y + p2
z. Nota-se que a função de Wigner possui

dependência direta com a atenuação, uma vez que os parâmetros α e β possuem dependência
em µ.

6.2 Gráficos da função de Wigner

Uma forma de analisar a função de Wigner é através do seu gráfico. Contudo, a
função (6.16) depende originalmente de um parâmetro, µ, e seis coordenadas, sendo três
espaciais e três de momenta. Para que seja possível representar num gráfico 3D, há duas
possibilidades: plotar em função das coordenadas radiais r e p ou considerar quatro das
seis variáveis constantes. Nas subseções a seguir serão apresentados os gráficos em ambos
os formatos.

6.2.1 Função de Wigner em função de x e px
Como explicado na seção 6.2, para representar graficamente a função de Wigner

(6.16), que originalmente depende de seis variáveis e um parâmetro, uma das formas é
considerar as coordenadas y, z, px e py constantes, e variar apenas as coordenadas x, px e
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o parâmetro µ. Neste caso, as variáveis r e p, se tornarão

r =
√
x2 + y2 + z2 =

√
x2 + C1

p =
√
p2
x + p2

y + p2
z =

√
p2
x + C2,

(6.17)

em que C1 e C2 são constantes reais. Os gráficos nas Figuras 11-15 foram obtidos conside-
rando y = z = py = pz = 1 e ~ = 1.

Observa-se que a função de Wigner apresenta valores negativos para µ = 0, 01 e
a região negativa cresce com o aumento de µ. O mapa apresentado na parte inferior dos
gráficos explicita este fato.

µ = 0.01
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Figura 11 – Função de Wigner normalizada do estado fundamental do potencial de Yukawa
para µ=0,01.
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µ = 0.30
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Figura 12 – Função de Wigner normalizada do estado fundamental do potencial de Yukawa
para µ=0,30.

µ = 0.60
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Figura 13 – Função de Wigner normalizada do estado fundamental do potencial de Yukawa
para µ=0,60.
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µ = 0.90
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Figura 14 – Função de Wigner normalizada do estado fundamental do potencial de Yukawa
para µ=0,90.

µ = 1.14
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Figura 15 – Função de Wigner normalizada do estado fundamental do potencial de Yukawa
para µ=1,14.

6.2.2 Função de Wigner em função dos parâmetros radiais

Outra representação para (6.16) a ser observada é em termos das coordenadas
radiais; ela será útil na análise de classicalidade do sistema. Observa-se que, na equação
(6.16), a dependência da função de Wigner está nas coordenadas radiais. Contudo, é
de interesse avaliar os gráficos das quasidistribuições radiais na forma r2p2W (r, p), que
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surgirão nas integrais com coordenadas esféricas no espaço de fase. Os gráficos nas Figuras
16-20 foram obtidos nessas condições e com ~ = 1.

Observa-se que a função de Wigner apresenta valores negativos para µ = 0, 01 e a
região negativa cresce com o aumento de µ, assim como observado na seção anterior. O
mapa apresentado na parte inferior dos gráficos explicita este fato.
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Figura 16 – Função r2p2W (r, p;µ) do estado fundamental do potencial de Yukawa para
µ=0,01, em função das coordenadas radiais.
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Figura 17 – Função r2p2W (r, p;µ) do estado fundamental do potencial de Yukawa para
µ=0,30, em função das coordenadas radiais.



6.2. Gráficos da função de Wigner 75

x10
-2

x10
-2

 0
 1

 2
 3

 4
 5

r
 0

 1

 2

 3

 4

 5

p

-6
-5
-4
-3
-2
-1
 0
 1
 2
 3

r2
p

2
W

(r
,p

)

-6
-5
-4
-3
-2
-1
 0
 1
 2
 3

µ = 0.60

Figura 18 – Função r2p2W (r, p;µ) do estado fundamental do potencial de Yukawa para
µ=0,60, em função das coordenadas radiais.
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Figura 19 – Função r2p2W (r, p;µ) do estado fundamental do potencial de Yukawa para
µ=0,90, em função das coordenadas radiais.
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Figura 20 – Função r2p2W (r, p;µ) do estado fundamental do potencial de Yukawa para
µ=1,14, em função das coordenadas radiais.

6.3 Análise de classicalidade do sistema
Tendo determinado a Função de Wigner, uma informação de interesse a se extrair

dessa distribuição de quasi-probabilidade é a não-classicalidade do sistema. O indicador
de classicalidade η, como apresentado na subseção 2.8.2, é definido por

η =
∫
dqdp |W (q, p)| −

∫
dqdpW (q, p), (6.18)

sendo a integral avaliada em todo espaço de fase. No caso do sistema estudado, teremos
três variáveis de posição e três variáveis de momentum. Como a função possui simetria
radial, essas integrais podem ser reduzidas a integrais duplas em r e em p, ou seja:

I1 =
∫
dqdp |W (q, p)|

=
∫ 2π

0

∫ π

0

∫ ∞
0

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ ∞
0
|W (q, p)|r2drdθrdφrp

2dpdθpdφp

= (4π)2
∫ ∞

0

∫ ∞
0

dr dp r2p2|W (q, p)|.

(6.19)

e, de forma análoga,

I2 =
∫
dqdpW (q, p)

= (4π)2
∫ ∞

0

∫ ∞
0

dr dp r2p2|W (q, p)|.
(6.20)

Devido ao formato da função r2p2|W (q, p)| [ver eq. (6.16)], faz-se necessário a
utilização de métodos numéricos para o cômputo da integral dupla, o que será descrito na
subseção 6.3.1.
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No que se refere à expressão (6.18) o significado físico é que quanto maior o valor
de η(µ), mais características quânticas o sistema apresenta. Sabe-se da literatura que os
valores negativos evidenciam o caráter quântico de estados de superposição, caoticidade
em sistemas quânticos e emaranhamento. Quanto mais negativa a função de Wigner, mais
não-clássico será o sistema.

6.3.1 Descrição dos cálculos

Para realizar a integração utilizamos um método de análise numérica chamado
Segunda Regra de Simpson (SRS) [120, 121] (também conhecido como Regra dos 3/8).
Este método aproxima numericamente a integral definida de uma função por uma soma
de valores da função calculados em pontos do intervalo de integração.

Seja uma função f(x) que se busca saber a integral definida no intervalo [a, b].
Subdividindo este intervalo em n subintervalos de igual comprimento h = (b − a)/n, o
valor aproximado pode ser determinado através da expressão [120]∫ b

a
f(x)dx ≈ 3h

8 [f (x0) + 3f (x1) + 3f (x2) + 2f (x3) + 3f (x4) + 3f (x5)

+2f (x6) + · · ·+ 3f (xn−2) + 3f (xn−1) + f (xn)]

= 3h
8

f (x0) + 3
n−1∑
i 6=3k

f (xi) + 2
n/3−1∑
j=1

f (x3j) + f (xn)
 .

(6.21)

Quanto maior o número de subintervalos utilizados na aproximação, melhor o resultado;
contudo, o custo computacional também aumenta consideravelmente. O erro máximo da
aproximação pela Segunda Regra de Simpson composta para integrais simples, pode ser
estimado através da relação [121]

ε1 = −h
4

80(b− a) max
ξ∈[a,b]

f (4)(ξ), (6.22)

ou seja, o erro máximo dependerá do valor máximo da quarta derivada da função no
domínio de integração f (4)(ξ).

No caso de integrais duplas o método é adaptado da seguinte maneira: seja a função
de duas variáveis f(x, y), e A = [a, b] × [c, d] uma região em R2; a integral dupla pode
então ser aproximada por∫ b

a

∫ d

c
f(x, y)dxdy =

∫ b

a

[∫ d

c
f(x, y)dy

]
dx =

∫ b

a
G(x, y)dx, (6.23)

em que a integral G(x, y) é dada por:

G(x, y) =
∫ d

c
f(x, y)dy, (6.24)

e usa-se a aproximação (6.21) na (6.24) e na (6.23), para as variáveis y e x, respectivamente.
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Subdividindo o intervalo [a, b] em n subintervalos de igual comprimento h =
(b − a)/n, e o intervalo [c, d] em m subintervalos de igual comprimento k = (d − c)/m,
o erro máximo da Segunda Regra de Simpson composta para integrais duplas pode ser
estimado através da expressão [120]:

ε2 = −(b− a)(d− c)
80

[
h4 max

ξ∈A

∂4f

∂x4 (ξ) + k4 max
ξ∈A

∂4f

∂y4 (ξ)
]
. (6.25)

Nós escolhemos este método por ser de simples implementação e fornecer resultados
precisos com custo computacional não muito elevado. Como resultado, pudemos calcular
o indicador de não-classicalidade para diferentes valores de µ e que será apresentado na
subseção 6.3.2.

6.3.2 Resultados numéricos

Para implementação computacional do método Segunda Regra de Simpson (SRS)
usamos a linguagem C + + por sua alta velocidade e desempenho. Escrevemos um código
computacional para obter o indicador de não-classicalidade em função do parâmetro µ. Os
resultados são apresentados nesta seção.

Os cálculos foram realizados com os parâmetros apresentados na Tabela 3. Além
destes, em todos os cálculos realizados consideramos ~ = 1. Os resultados obtidos foram bem
precisos. Com efeito, a Figura 21 mostra o resultado da integral de normalização σ(µ) =
(4π)2 ∫∞

0
∫∞

0 dr dp r2p2W (q, p) cujo valor analítico exato é 1, calculado numericamente
pelo método SRS. Observa-se que o erro máximo cometido na aproximação, neste caso, é
na ordem de 0,002.

Posição (r) Momentum (p)
Início 0 0
Fim 10 100
Nro. de divisões 999 6666
Passo na grade 0,01 0,15

Tabela 3 – Parâmetros utilizados no cálculo numérico da integral.
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Figura 21 – Integral numérica da função de Wigner normalizada.

O gráfico da função η(µ) é apresentado na Figura 22. Nota-se que no limite µ→ 0,
a função η(µ) é diferente de zero. O volume da região negativa da função de Wigner neste
limite indica que, segundo esta aproximação, o potencial coulombiano já apresenta não-
classicalidade, e seu indicador de classicalidade é diferente de zero. Além disto, observa-se
um comportamento assintótico para µ→ µc.

 0

 50

 100

 150

 200

 250

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1  1.2

µ
c

η
(µ

)

µ

Indicador de não−classicalidade

Figura 22 – Indicador de não classicalidade do sistema submetido ao potencial de Yukawa,
obtido através do cálculo numérico das integrais (6.19) e (6.20), com W (r, p)
dada por (6.16).

Os valores do gráfico da Figura 22 permitem determinar uma forma empírica para
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a função η(µ) através de regressão não linear usando o método dos mínimos quadrados.
Devido ao comportamento assintótico, podemos propor, por exemplo, a função hiperbólica
generalizada

y(x) = A− B

(1 + Cx)1/D (6.26)

que depende dos parâmetros de ajuste A, B, C e D; os dados do ajuste que obtivemos
são apresentados na Tabela 4. Observa-se que o coeficiente de determinação R2 (COD)
e o coeficiente de determinação ajustado (Adj. R2), que leva em consideração o número
de parâmetros de ajuste, apresentam valores muito bons, estando muito próximos de 1;
o coeficiente χ2 reduzido, relacionado à variância dos pontos ajustados, está próximo de
0, indicando que a função ajustada descreve bem o conjunto [122]. Além disto, os erros
associados a cada parâmetro da regressão também são baixos, indicando que os resultados
estão precisos.

Equação y(x) = A - B/(1 + C*x)**(1/D)
A 5,37832 ± 0,04475
B -0,80684 ± 0,01573
C -0,60517 ± 0,0022
D 0,20922 ± 0,00214
χ2 Reduzido 0,0343
R2 (COD) 0,99998
Adj. R2 0,99998

Tabela 4 – Parâmetros da expressão (6.26).

Seguindo a relação empírica, existe um valor µ = ξ onde o índice de não-classicalidade
diverge, tendendo a infinito; com objetivo de investigar a relação deste ponto com a ate-
nuação crítica µ, determinamos esse valor. A Figura 23 apresenta a função (6.26) e sua
assíntota em µ = ξ ± δξ em que, pela expressão (6.26),

ξ = −1/C e δξ =
∣∣∣∣∣ ∂ξ∂C

∣∣∣∣∣
C′=C

δC. (6.27)

Com efeito, obtivemos
ξ = 1, 652± 0, 006. (6.28)

É possível que uma solução exata apresente assíntota em µc, por ser o ponto crítico
do sistema. É válido lembrar que a função de Wigner obtida é baseada numa solução
analítica aproximada da equação de Schrödinger. A discrepância entre ξ e µc pode estar
relacionada com a aproximação utilizada.

A Figura 24 apresenta os valores com os erros estimados pela relação (6.25). Estes
valores podem ser vistos com mais detalhes na Tabela 5.
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µ I2 =
∫
drdpW (r, p) εI2 I1 =

∫
drdp |W (r, p)| εI1

0,010000 1,000002 -0,010890 6,236817 -0,062865
0,100000 1,000002 -0,010836 6,362605 -0,017028
0,200000 1,000001 -0,010746 6,734542 -0,670237
0,400000 0,999995 -0,010533 8,415469 -0,016543
0,500000 0,999989 -0,010435 10,015079 -0,016383
0,600000 0,999979 -0,010354 12,559679 -0,016246
0,700000 0,999962 -0,010301 16,819175 -0,670284
0,800000 0,999929 -0,010306 24,508817 -0,021076
0,900000 0,999857 -0,010497 39,795219 -0,021136
1,000000 0,999689 -0,011570 73,694064 -0,336584
1,140000 0,998937 -0,020577 222,010684 -1,015827

Tabela 5 – Valores das integrais numéricas e seus erros associados.
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7 Descrição tridimensional via separação de
variáveis

Neste capítulo resolveremos a Equação de Schrödinger no espaço de fase para uma
partícula no R3 submetida ao potencial de Yukawa usando a Mecânica Quântica Simplética.
Para isto, nos baseamos em procedimentos utilizados para o problema coulombiano [46,47],
definindo uma transformação que torna a equação no espaço de fase semelhante à equação
usual. Supondo uma solução separável, resolvemos a equação radial aplicando o método
NU, tendo como base o trabalho de Hamzavi et al. [76] e apresentamos a solução geral. É
proposta uma solução particular, onde fazemos uma conexão com a solução no formalismo
usual na representação das posições apresentada no Capítulo 5.

7.1 A Equação de Schrödinger no espaço de fase
Na Mecânica Quântica Simplética o estado do sistema |ψ〉 pode ser representado

em termos dos autokets |Γ(q, p)〉, de forma que

〈Γ(q, p)|ψ〉 = ψ(q, p) (7.1)

em que a representação dos operadores Q̂ e P̂ , nesta formulação, é [50]

P̂ = p− i~
2 ∂q (7.2)

Q̂ = q + i~
2 ∂p. (7.3)

Os estados independentes do tempo são encontrados resolvendo a Equação de
Schrödinger no Espaço de Fase (ESEF) dada por

h(q, p) ? ψ(q, p) = Eψ(q, p) (7.4)

em que ? é o produto estrela,

? = exp
[
i~
2
(←−
∂q
−→
∂p −

←−
∂p
−→
∂q
)]

(7.5)

e h(q, p) é o hamiltoniano no espaço de fase, obtido do hamiltoniano clássico

h(q, p) = ~p2

2M + V (q) (7.6)

com uso de (7.2) e (7.3).
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No problema em questão, teremos o potencial de Yukawa, também conhecido como
potencial de Debye-Hückel:

V (r) = −Ae
−µr

r
. (7.7)

Generalizando para três dimensões, a equação independente do tempo será, de
(7.4), (7.5) e (7.6), [

~p2

2m + V (~r)
]
ψ = Eψ, (7.8)

onde E < 0 e a posição e momento, em coordenadas retangulares, podem ser escritos
como

~r = xî+ yĵ + zk̂ (7.9)

e
~p = pxî+ py ĵ + pzk̂. (7.10)

Então, tem-se
~p2 = p2

x + p2
y + p2

z. (7.11)

Na formulação da MQS, os operadores de posição e momentum xi e pi são repre-
sentados por

x→ X̂ ′ = x+ i~
2 ∂px

y → Ŷ ′ = y + i~
2 ∂py

z → Ẑ ′ = z + i~
2 ∂pz

px → P̂ ′x = px −
i~
2 ∂x

py → P̂ ′y = py −
i~
2 ∂y

pz → P̂ ′z = pz −
i~
2 ∂z.

Então a eq. (7.8) se torna[ 1
2m(P̂ 2

x + P̂ 2
y + P̂ 2

z ) + V (X̂, Ŷ , Ẑ)
]
ψ(~r, ~p) = Eψ(~r, ~p). (7.12)

Pode-se mostrar [55,56] que são válidas as identidades:(
qj + i~

2 ∂pj
)n

= exp
[
−2iqjpj

~

] (
2qj + i~

2 ∂pj
)n

exp
[2iqjpj

~

]
(7.13)(

pj −
i~
2 ∂pj

)n
= exp

[
−2iqjpj

~

] (
−i~2 ∂qj

)n
exp

[2iqjpj
~

]
(7.14)

V (X̂, Ŷ , Ẑ) = exp
[
−2i

~
~r · ~p

]
V (X, Y, Z) exp

[2i
~
~r · ~p

]
(7.15)
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onde qj = x, y, z, pj = px, py, pz e as variáveis X, Y e Z são dadas por:

X = 2x+ i~
2 ∂px , Y = 2y + i~

2 ∂py , Z = 2z + i~
2 ∂pz . (7.16)

Assim, a eq. (7.12) se torna

exp
[
−2i

~
~r · ~p

] 1
2m

(−i~2 ∂x
)2

+
(
−i~2 ∂y

)2

+
(
−i~2 ∂z

)2
+ V (X, Y, Z)


· exp

[2i
~
~r · ~p

]
ψ(~r, ~p) = Eψ(~r, ~p).

(7.17)

Definindo a transformação

Ω(X, Y, Z; ~p) = exp
[
−2i

~
~r · ~p

]
ψ(~r, ~p), (7.18)

pode-se reescrever a eq. (7.17) num formato semelhante à equação de Schrödinger na
formulação usual da mecânica quântica, que passa a ter a forma− ~2

2m

(
∂2

∂X2 + ∂2

∂Y 2 + ∂2

∂Z2

)2

+ V (X, Y, Z)
Ω(X, Y, Z; ~p) = EΩ(X, Y, Z; ~p), (7.19)

onde deve-se notar que X,Y e Z são operadores diferenciais e não comutam com ~p.
Para indicar isto, no nosso desenvolvimento, X,Y e Z sempre serão escritos antes de ~p.
Trataremos X, Y e Z como variáveis e, após encontrar a solução, resgataremos o caráter
de operador. Além disto, como consequência das transformações, temos

∂x = ∂

∂x
= ∂X

∂x

∂

∂X
= ∂

∂x

(
2x+ i~

2 ∂px
)

∂

∂X
= 2 ∂

∂X

∂y = ∂

∂y
= ∂Y

∂y

∂

∂Y
= ∂

∂x

(
2y + i~

2 ∂py
)

∂

∂Y
= 2 ∂

∂Y

∂z = ∂

∂z
= ∂Z

∂z

∂

∂Z
= ∂

∂z

(
2z + i~

2 ∂pz
)

∂

∂Z
= 2 ∂

∂Z
.

Para resolver (7.19), utilizaremos o método da separação de variáveis. Lembrando
que a transformação de coordenadas cartesianas para coordenadas esféricas é dada por

x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ e z = r cos θ (7.20)

e o laplaciano associado, neste caso, será

∇2 = 1
r2

∂

∂r2

(
r2 ∂

∂r

)
+ 1
r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+ 1
r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2 .

Adaptaremos nossas coordenadas canônicas X, Y , Z e ~P , no espaço de fase, as escrevendo
como

X = R sin Θ cos Φ Y = R sin Θ sin Φ Z = R cos Θ
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A eq. (7.19), então, se torna

{
− ~2

2m

[
1
R2

∂

∂R

(
R2 ∂

∂R

)
+ 1
R2 sin Θ

∂

∂Θ

(
sin Θ ∂

∂Θ

)

+ 1
R2 sin2 Θ

∂2

∂Φ2

]
+ V (R,Θ,Φ)

}
Ω(R,Θ,Φ; ~p) = EΩ(R,Θ,Φ; ~p).

(7.21)

Buscando soluções separáveis para tal equação, consideraremos uma solução na
forma

Ω(R,Θ,Φ; ~p) = u(R; ~p)
R

χ(Θ,Φ; ~p) (7.22)

que, substituída em (7.21), resulta em duas equações separadas

∂2u(R; ~p)
∂R2 +

[
2M
~2 (E − V (R))− l(l + 1)

R2

]
u(R; ~p) = 0 (7.23)

e

1
sin Θ

∂

∂Θ

(
sin Θ∂χ(Θ,Φ; ~p)

∂Θ

)
+ 1

sin2 Θ
∂2χ(Θ,Φ; ~p)

∂Φ2 + `(`+ 1)χ(Θ,Φ; ~p) = 0, (7.24)

cuja constante de separação foi escolhida por conveniência como `(`+ 1). Lembremos que
R, Θ e Φ são operadores e, portanto, não necessariamente comutam com ~p. Na nossa
notação, os manteremos sempre à direita de ~p. A solução de ambas equações será discutida
nas seções seguintes.

7.1.1 A solução da equação angular

Para solucionar a equação (7.24) podemos propor uma solução separável do tipo

χ(Θ,Φ; ~p) = v(Θ; ~p)w(Φ; ~p). (7.25)

Com isto, obtemos as equações{
1

sin Θ
∂

∂Θ

(
sin Θ ∂

∂Θ

)
+
[
`(`+ 1)− m

sin2 Θ

]}
v(Θ; ~p) = 0 (7.26)

(
∂2

∂Φ2 +m

)
w(Φ; ~p) = 0. (7.27)

Propondo uma transformação para a coordenada ξ = cos Θ e buscando, para a
equação (7.26), uma solução expandida em série de potências de ξ,

v(Θ; ~p) =
∞∑
i=0

ξiCi(p), (7.28)

encontra-se a solução
v`m(Θ; ~p) = N`mP

m
` (cos Θ)C ′(p), (7.29)
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em que Pm
` são os polinômios associados de Legendre [114], N`m é uma constante de

normalização e C ′(~p) é uma função arbitrária que obedece a condição
∫
p

d~p
∣∣∣∣∣ dj
dpjC

′(~p)
∣∣∣∣∣ <∞. (7.30)

Procedendo de forma semelhante para solucionar a equação (7.27), obtém-se como
solução a função

wm(Φ; ~p) = Nm exp(imΦ)C ′′(~p), (7.31)

onde Nm é uma constante de normalização e C ′′(~p) é uma função que também deverá
obedecer a condição ∫

p
d~p
∣∣∣∣∣ dj
dpjC

′′(~p)
∣∣∣∣∣ <∞. (7.32)

A equação (7.24), como se sabe, é recorrente na mecânica quântica e define as
funções especiais denominadas harmônicos esféricos. Sua solução é bem estabelecida na
literatura [3, 114] e, em termos da nossa notação (sem incluir as funções de p), é escrita
como:

χ`m(Θ,Φ; ~p) = Am` P
m
` (cos Θ)eimΦ (7.33)

onde a constante de normalização Am` tem a forma

Am` =

√√√√(2`+ 1)
4π

(`−m)!
(`+m)! , ` = 0, 1, 2, ..., m = 0,±1,±2, ..., (7.34)

e Pm
` representa os polinômios especiais de Legendre.

7.1.2 A solução da equação radial

Para solucionar a equação radial utilizaremos um procedimento semelhante ao
adotado por Hamzavi et al. [76], no contexto do formalismo usual da mecânica quântica,
buscando uma solução analítica aproximada para o potencial de Yukawa. Neste cenário,
utilizando o método Nikiforov-Uravov, que foi discutido no Capítulo 4, e a aproximação
do potencial de Hulthén, mostraremos os passos sistemáticos para obtenção do resultado.

Para solucionar a equação (7.23) é conveniente utilizarmos a aproximação do
potencial de Hulthén, que é válida para µr � 1. Nesta aproximação considera-se

1
R2 ≈ 4µ2 e−2µR

(1− e−2µR)2 . (7.35)

Com isto, o termo radial do potencial de Yukawa é escrito como

1
R
≈ 2µ e−µR

(1− e−2µR) (7.36)
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e, por fim, o potencial toma a forma

V (R) = −2µA e−2µR

(1− e−2µR) . (7.37)

A equação radial (7.23) aproximada pode então ser escrita como

∂2u(R; ~p)
∂R2 +

[
2M
~2

(
E + 2µA e−2µR

(1− e−2µR)

)
− `(`+ 1)4µ2 e−2µR

(1− e−2µR)2

]
u(R; ~p) = 0 (7.38)

e, para simplificá-la, definiremos a constante positiva definida ε = −2mE e uma coordenada
S = S(R), dada por:

S = e−2µR. (7.39)

A equação para esta nova variável toma a forma

d2

dS2u(S; ~p)+ (1− S)
S(1− S)

d

dS
u(S; ~p)+ 1

S2(1− S)2

[
−ε

4µ2~2 + MA

µ~2 S(1− S)− `(`+ 1)S
]
u(S; ~p) = 0.

(7.40)

Note que a equação possui o formato da equação de Schrödinger paramétrica, cuja
solução foi discutida na seção 4.4, ou seja, tem a forma[

d2

ds2 + α1 − α2s

s (1− α3s)
d

ds
+ −ξ1s

2 + ξ2s− ξ3

[s (1− α3s)]2

]
ψn(s) = 0 (7.41)

que, de acordo com o método Nikiforov-Uravov, possui solução geral

ψ(s) = sα12 (1− α3s)−α12−
α13
α3 P

(
α10−1,α11

α3
−α10−1

)
n (1− 2α3s) , (7.42)

em que P (α,β)
n são os polinômios de Jacobi, e os coeficientes são dados por:

α2n− (2n+ 1)α5 + (2n+ 1) (√α9 + α3
√
α8)

+ n(n− 1)α3 + α7 + 2α3α8 + 2√α8α9 = 0
(7.43)

α4 = 1
2 (1− α1) , α5 = 1

2 (α2 − 2α3)

α6 = α2
5 + ξ1, α7 = 2α4α5 − ξ2

α8 = α2
4 + ξ3, α9 = α3α7 + α2

3α8 + α6

α10 = α1 + 2α4 + 2√α8

α11 = α2 − 2α5 + 2 (√α9 + α3
√
α8)

α12 = α4 +√α8, α13 = α5 − (√α9 + α3
√
α8) .

(7.44)

Observando a equação (7.40) e comparando com (7.41), identificamos os coeficientes

α1 = 1, ξ1 = MA

a
+ ε

4a2

α2 = 1, ξ2 = 2ε
4a2 + MA

a
− l(l + 1)

α3 = 1, ξ3 = ε

4a2 .

(7.45)
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Usando as relações (5.35), obtemos os demais coeficientes

α4 = 0, α5 = −1
2

α6 = 1
4 + MA

µ~2 + ε

4µ2~2

α7 = − 2ε
4µ2~2 −

MA

µ~2 + `(`+ 1)

α8 = ε

4µ2~2 , α9 =
(
`+ 1

2

)2

α10 = 1 + 2
√

ε

4µ2~2 , α11 = 2`+ 3 + 2
√

ε

4µ2~2

α12 =
√

ε

4µ2~2 , α13 = −
(
`+ 1 +

√
ε

4µ2~2

)
.

(7.46)

Com os resultados (7.46) e a equação (7.43), encontramos que os autovalores de
energia são:

Enl = −µ
2~2

2M

[
MA
µ~2 − (n+ `+ 1)2

]2
(n+ `+ 1)2 , (7.47)

com a restrição física n+ `+ 1 ≤
√

MA
µ
. Além disto, suas autofunções unl(R; ~p) serão dadas

por

unl(R; ~p) = Ne−
√
εR
(
1− e−2µR

)`+1
P

(
2

√
ε

4µ2 ,2`+1−

√
ε

4µ2

)
n

(
1− 2e−2µR

)
C(~p), (7.48)

onde foi utilizada a definição (7.39), e os resultados (7.44) e (7.45) na expressão geral
(7.42). A função C(~p) também deve obedecer a relação

∫
p

d~p
∣∣∣∣∣ dj
dpjC(~p)

∣∣∣∣∣ <∞. (7.49)

7.1.3 A solução geral

Reunindo a transformação (7.25) e as soluções (7.29), (7.31) e (7.48), encontra-
mos finalmente a função de quasi-amplitude para a ESEF com o potencial de Yukawa
aproximado por (7.37), ou seja:

Ψnlm(~r; ~p) = exp
(
−2i

~
~r · ~p

) 1
R
Nn` e

−
√
εR
(
1− e−2µR

)l+1
P

(
2

√
ε

4µ2 ,2l+1−

√
ε

4µ2

)
n

(
1− 2e−2µR

)
C(~p)

·N`m P
m
` (cos Θ)C ′(~p) ·Nm exp(imΦ)C ′′(~p) (7.50)

em que Nn`, N`m e Nm são constantes de normalização, e as C(~p), C ′(~p) e C ′′(~p) são funções
arbitrárias do momento, que obedecem as condições (7.30), (7.32) e (7.49), respectivamente.
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7.2 Uma solução particular
A solução (7.50), no geral, pode ter dependências muito complicadas entre ~r e ~p,

não podendo separar as partes. Uma escolha conveniente para as funções do momento
pode ser assumida de modo que consigamos separá-las. Um exemplo é o seguinte:

C(~p) = (2π)− 3
2 exp

(2i
~
~r0 · ~p

)
(7.51)

C ′(~p) = C ′′(~p) = 1 (7.52)

em que ~r0 = x0î+ y0ĵ + z0k̂ é composto pelos autovalores do operador posição. De fato, a
eq. (7.51) não obedece à condição imposta anteriormente em todo o espaço, mas pode-se
escolher uma região arbitrariamente grande mas finita de forma que a integral (7.49)
convirja.

Usando (7.52) segue que

v`m(Θ; ~p) = N`mP
m
` (cos Θ)C ′(p) = N`mP

m
` (cos Θ) (7.53)

wm(Φ; ~p) = Nm exp(imΦ)C ′′(~p) = Nm exp(imΦ). (7.54)

Por outro lado, da (7.51), através da expansão em potências de X, Y e Z, que foram
definidos em (7.16), utilizando a propriedade(

x+ i~
2

∂

∂px

)i (
y + i~

2
∂

∂py

)j (
z + i~

2
∂

∂pz

)k
C(p) = (x− x0)i (y − y0)j (z − z0)k C(p)

(7.55)
obtém-se a solução da parte radial

unl(R; ~p) = Ne−
√
ε|~r−~r0|

(
1− e−2µ|~r−~r0|

)`+1

· P

(
2

√
ε

4µ2 ,2`+1−

√
ε

4µ2

)
n

(
1− 2e−2µ|~r−~r0|

)
(2π)− 3

2 exp
(2i
~
~r0 · ~p

)
, (7.56)

de modo que a solução particular do problema, para as funções C(~p) escolhidas, se torna:

Ψnlm(~r; ~p) = exp
(
−2i

~
~r · ~p

) 1
|~r − ~r0|

Nn` e
−
√
ε|~r−~r0|

(
1− e−2µ|~r−~r0|

)`+1

· P

(
2

√
ε

4µ2 ,2`+1−

√
ε

4µ2

)
n

(
1− 2e−2µ|~r−~r0|

)
Y`m(Θ,Φ)(2π)− 3

2 exp
(2i
~
~r0 · ~p

)
,

(7.57)

em que Y`m(Θ,Φ) = N`m P
m
` (cos Θ) exp(imΦ) são os harmônicos esféricos. Note que, exceto

pelo fator de fase exp
(
−2i

~ ~r · ~p
)
, posição e momento estão completamente separados nesta

solução particular. Além disto, ~r e ~p são vetores no espaço de fase, diferentemente da
variável-operador R, definida em termos de derivadas (7.16), e está presente na solução
geral (7.50).
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7.3 Conexão com o formalismo usual
Como mostramos no Capítulo 5 é possível obter, dentro da formulação usual

da Mecânica Quântica, soluções aproximadas para o potencial de Yukawa, no mínimo
por dois processos: um, usando o potencial de Yukawa exato e procurando uma solução
aproximada da equação de Schrödinger por um processo iterativo; outro considerando
a aproximação do potencial de Hulthén (5.26) para o potencial de Yukawa e usando o
método Nikiforov-Uvarov para determinar os autovalores e as autofunções da equação
de Schrödinger. No presente capítulo consideramos a Mecânica Quântica Simplética e a
correspondente Equação de Schrödinger no Espaço de Fase e determinamos sua solução
para o potencial de Yukawa aproximado pela equação (5.26). Desta forma é interessante
comparar esse resultado com aqueles do Capítulo 5, o que apresentaremos nas seções a
seguir; especificamente comparamos as energias, as funções de estado e discutimos a função
de Wigner.

7.3.1 Os valores de energia

Comparando a equação (7.47) com a (5.38), observa-se que a energia em função de
µ, obtida no presente capítulo utilizando o formalismo do espaço de fase, possui a mesma
forma funcional que a encontrada por Hamzavi et al. obtida utilizando o formalismo
usual e o método Nikiforov-Uravov, como apresentado na subseção 5.3.2 do Capítulo 5;
compararemos, então, esta com os valores de Garavelli e Oliveira. A Figura 25 apresenta os
valores da energia em unidades atômicas (7.47) do estado fundamental (l = 0) em função
do parâmetro µ. Para isto utilizou-se ~ = A = m = 1.
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Figura 25 – Valores da energia para o estado fundamental de uma partícula sujeita ao
potencial de Yukawa em função de µ.
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Note que ambas aproximações possuem comportamentos próximos para pequenos
valores da atenuação, e a discrepância entre elas aumenta com o crescimento de µ. Consi-
derando a energia obtida através do processo iterativo de Garavelli e Oliveira obtém-se
um bom valor crítico µc. Nosso resultado, como o de Hamzavi et al., prevê µc = 1. De
fato, a aproximação do potencial de Hulthén é válida para µr � 1.

7.3.2 As funções de estado e os parâmetros

As autofunções no espaço de Hilbert podem ser obtidas através de projeções do tipo
Fourier da função de quasi-probabilidade [41,42,44,46]. Para o caso tridimensional [47],

ψnlm(~r) =
∫
d3p exp

(
i
~r · ~p

2

)
Ψnlm(~r, ~p) (7.58)

φnlm(~p) =
∫
d3p exp

(
−i~r · ~p2

)
Ψnlm(~r, ~p) (7.59)

Ao projetar a função de quasi-probabilidade da solução particular (7.57), obtemos
uma única correspondente no espaço de Hilbert. Para a autofunção na representação das
posições, tem-se

ψnlm(~r) = An`
1
r
e−
√
εr
(
1− e−2µr

)`+1

· P

(
2

√
ε

4µ2 ,2`+1−

√
ε

4µ2

)
n

(
1− 2e−2µr

)
Y`m(Θ,Φ)

(7.60)

em que An` é uma constante de normalização. Além disto, a autofunção na representação
dos momenta se tornará

φnlm(~p) =
∫
d3r exp (−i~r · ~p)An`

1
r
e−
√
εr
(
1− e−2µr

)`+1

· P

(
2

√
ε

4µ2 ,2`+1−

√
ε

4µ2

)
n

(
1− 2e−2µr

)
Y`m(Θ,Φ)

(7.61)

onde foi usada a identidade∫ ∞
−∞

dpη
1

2π exp (iη0pη) = lim
L→∞

∫ L/2

−L/2
dpη

1
L

exp
( i2πjpη

L

)
= δj,0 (7.62)

com η = x, y, z e j = 0,±1,±2, . . . . A função (7.60) é semelhante à obtida por Hamzavi
et al. em sua abordagem na formulação usual, e está claro que (7.61) é a transformada de
Fourier desta função.

Para o estado fundamental, desprezando a constante de normalização, a autofunção
da posição (7.60) toma a forma

ψ000(~r) = e−
√
εr

(
1− e−2µr

r

)
(7.63)
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que, a menos de constantes multiplicativas, é semelhante à solução (5.22) proposta por
Garavelli e Oliveira através de processos iterativos.

Na solução de Garavelli e Oliveira a carga nuclear efetiva α e a carga dual γ
dependem da atenuação µ mas são obtidas através de relações de recorrência. Na solução
(7.63) surgem termos equivalentes com dependência explícita em µ. De fato, sendo α∗(µ)
e γ∗(µ) estes termos, obtemos por comparação:

α∗(µ) =
√
ε =

√
−2mE00 = mA

~
− µ

γ∗(µ) =
√
ε+ 2µ = mA

~
+ µ.

(7.64)

Podemos “plotar” estes resultados e comparar com os valores obtidos por Garavelli
e Oliveira através do método iterativo. O gráfico da Figura 26 apresenta este resultado,
onde foi considerado A = m = ~ = 1, sem perda de generalidade. As linhas tracejadas são
os resultados iterativos e as linhas contínuas representam as funções α∗(µ) e γ∗(µ)
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Figura 26 – A carga efetiva e a carga dual em função da atenuação µ.

Percebe-se que a aproximação concorda perfeitamente para fracas blindagens, i.e.,
pequenos valores de µ. Para fortes blindagens observa-se o aparecimento de diferença entre
os resultados. De fato, as funções aproximadas foram obtidas com uma aproximação do
potencial que é válida para µ� 1.

7.3.3 A função de Wigner

A solução particular (7.57), obtida pela abordagem da separação de variáveis, traz
vantagens e desvantagens. Veremos que a função de Wigner derivada dela não é útil do
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ponto de vista da MQS, mas possui conexão direta com as soluções do formalismo usual
apresentadas no Capítulo 5.

A quasi-amplitude de probabilidade encontrada na seção 7.2 não é diretamente
útil para estudar as propriedades do sistema, na visão da Mecânica Quântica Simplética,
sendo necessário, então, obter a função de Wigner através da relação (3.70).

Wnlm(~r, ~p) = Ψnlm ?Ψ†nlm

Buscaremos a função de Wigner associada ao estado fundamental Ψ000(~x, ~p),
baseando-nos na solução particular (7.57). Em consequência da equação (7.57), desprezando
as constantes multiplicativas e com n = l = m = 0, temos

Ψ000(~r, ~p) = exp
(
−2i

~
(~r − ~r0) · ~p

) 1
|~r − ~r0|

e−
√
ε|~r−~r0|

(
1− e−2µ|~r−~r0|

)
, (7.65)

onde foi possível trabalhar com a última exponencial devido à ausência das variáveis Θ e
Φ, para l = m = 0. A função de Wigner associada será, então:

W000(~r, ~p) = 1
|~r − ~r0|

e−
√
ε|~r−~r0|

(
1− e−2µ|~r−~r0|

)
. (7.66)

Note que a função de Wigner não possui dependência nas coordenadas de momento.
A escolha particular das funções dos momenta (7.51) e (7.52) conduz a uma função de
Wigner “patológica”, do ponto de vista da MQS, no sentido de ser independente de p. A
escolha não é única e pode existir uma função que consiga fornecer uma solução separável
apesar da dificuldade que surgirá devido aos operadores diferenciais R, Θ e Φ.

Com a solução encontrada através do método de separação de variáveis mostramos
que é possível recuperar os resultados da formulação usual, mas a dependência arbitrária
em funções dos momenta fornece uma função de Wigner que independe explicitamente de p.
Torna-se necessário explorar outros caminhos para contornar estes problemas. No capítulo
seguinte buscaremos soluções aproximadas através de transformação de coordenadas e
métodos perturbativos no espaço de fase.
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8 Descrição bidimensional via transformação
de coordenadas

Neste capítulo mostraremos o desenvolvimento da equação de Schrödinger (ES) no
espaço de fase, para uma partícula sujeita ao potencial de Yukawa, usando a Mecânica
Quântica Simplética. Consideramos o problema descrito no plano, i.e., o estado da partícula
dependerá de quatro variáveis, sendo duas para posição e duas para o momentum; para
isto, aproximamos o potencial de Yukawa, usando termos iniciais da expansão em série
de potências. Utilizando então a transformação de Levi-Civita, resolvemos o problema
empregando operadores de criação e destruição e teoria de perturbação no espaço de fase;
determinamos assim os autoestados e os autovalores associados, bem como a função de
Wigner e, com base nesta, calculamos o indicador de não classicalidade para o estado
fundamental em função da atenuação µ.

8.1 O potencial aproximado

Assim como discutido no capítulo anterior, faz-se necessário a utilização de uma
aproximação para o potencial de Yukawa. Expandindo a parte exponencial em série de
potências em torno de r = 0, em que r =

√
x2 + y2 é a distância da partícula até a origem

do sistema de coordenadas, temos

V (r) = −A
r
e−µr = −A

r

∞∑
n=0

(−µr)n
n! . (8.1)

Quanto mais termos da expansão da parte exponencial utilizarmos, menor será a
discrepância entre o potencial aproximado e o original. Observando a imagem na Figura 27,
e considerando os potenciais aproximados via expansão de Taylor até a terceira ordem
notamos que, para pequenos valores de µ, melhor é a descrição, e quanto menor o valor
da posição r menos discrepante será a aproximação com respeito ao potencial original.
De modo geral, os primeiros termos fornecem boa descrição do potencial para valores de
µr � 1; por este motivo, neste capítulo analisaremos os resultados comparando termos
até a terceira ordem, isto é:

V (r) ≈ −A
r

(
1− 1

1!µr + 1
2!µ

2r2 − 1
3!µ

3r3
)
. (8.2)
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−3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

 0

 0.5

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3

V
(r

)

r

µ = 2.00

Yukawa

Ordem 0

Ordem 1

Ordem 2

Ordem 3

(d) µ = 2.0

Figura 27 – Comparando o potencial de Yukawa aproximado via expansão de Taylor com
termos até a terceira ordem para diferentes valores de µ.

8.2 A transformação de Levi-Civita

A transformação de Levi-Civita [123, 124] consiste em aplicar o problema de R2

em um espaço C, parametrizado pelas variáveis complexas w e z, através do mapeamento
conforme [125]:

w = z2

2 . (8.3)

Essa transformação possui generalizações para espaços de dimensões maiores. O
mapeamento de R3 em C2 = H, conjunto dos quatérnions, é denominado transformação
de Kustaanheimo-Stifel, que é útil para solucionar problemas no espaço tridimensional
[64,65,126,127]. O mapeamento do R5 em C4 = H2 é citado em referências de Mecânica
Supersimétrica [125] e denomina-se transformação de Hurwitz, ou transformação de
Kustaanheimo-Stifel generalizada.

Sejam as variáveis complexas w = q1 + iq2 e z = u1 + iu2; através do mapeamento
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(8.3) obtém-se a transformação hiperbólica A : R2 → R2, como:

q1 = u2
1 − u2

2
2 (8.4)

q2 = u1u2, (8.5)

onde nota-se que os pontos (u1, u2) e (−u1,−u2) levam ao mesmo ponto (q1, q2) e, portanto,
A não é bijetora. Isso implica numa condição para a solução da equação de Schrödinger
no espaço transformado, ou seja, ela deve obedecer a ψ(u1, u2) = ψ(−u1,−u2). A transfor-
mação “inversa” (excluindo-se a origem do domínio e do contradomínio), obtida de (8.4) e
(8.5), é dada por [128]:

u1 = ±
√
q1 + r (8.6)

u2 = q2

u1
. (8.7)

onde r =
√
q2

1 + q2
2.

É conveniente adotar uma notação matricial para explorar as propriedades desta
transformação; sejam as matrizes:

q :=
 q1

q2

 , A(u) :=
 u1 −u2

u2 u1

 , u :=
 u1

u2

 (8.8)

que permitem reescrever as equações (8.4) e (8.5), como:

q = 1
2A(u)u. (8.9)

De (8.9) verifica-se diretamente, com t significando transposta, que

qtq = utAt(u)A(u)u ⇒ q2
1 + q2

2 =
(
u2

1 + u2
2

2

)2

(8.10)

e, portanto, a coordenada radial pode ser escrita na forma

r =
√
q2

1 + q2
2 = u2

1 + u2
2

2 . (8.11)

Em termos de diferenciais, sejam as matrizes

dq :=
 dq1

dq2

 , du :=
 du1

du2

 , ∂

∂q
:=
 ∂

∂q1
∂
∂q2

 , ∂

∂u
:=
 ∂

∂u1
∂
∂u2

 . (8.12)

Diferenciando as equações (8.4) e (8.5), temos

dq = A(u)du (8.13)

e, portando, a matriz A(u) também é a matriz Jacobiana da transformação. Além disto,
utilizando a regra da cadeia, encontra-se a relação entre as derivadas parciais ∂

∂u
e ∂
∂q
, isto

é,
∂

∂u
= At(u) ∂

∂q
, (8.14)
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em que o índice t, como dito acima, representa a matriz transposta.

Sejam pi e Pi os momentos conjugados às coordenadas qi e ui, respectivamente.
Em notação matricial, temos:

p :=
 p1

p2

 e P :=
 P1

P2

 (8.15)

que se transformam como [128–131]

P = At(u)p, (8.16)

relação que pode ser invertida, fornecendo a equação

p = 1
r
A(u)P. (8.17)

Além disto, fazendo a transposta da relação (8.16) e aplicando o produto com ela mesma,
obtemos:

P tP = ptAAtp ⇒ p2
1 + p2

2 = P 2
1 + P 2

2
u2

1 + u2
2
. (8.18)

Para estudar o efeito da transformação no espaço de fase, é necessário verificar
a canonicidade da transformação que está diretamente ligada à invariância do produto
estrela no espaço transformado. Calculando os parênteses de Poisson fundamentais nas
novas coordenadas, obtém-se:

{ui, uj} = 0, {Pi, Pj} = 0, {ui, Pj} = δij, (8.19)

evidenciando a canonicidade. Além disto, tem-se:
←−
∂q ·
−→
∂p −

←−
∂p ·
−→
∂q =←−∂u ·

−→
∂P −

←−
∂P ·
−→
∂u, (8.20)

que mantém invariante o produto estrela, apresentado na equação (2.36).

8.3 O Hamiltoniano clássico transformado
Para resolver o problema de uma partícula de massa m sob o potencial de Yukawa,

no formalismo da Mecânica Quântica Simplética, é necessário primeiramente estabelecer o
hamiltoniano clássico do sistema. O hamiltoniano clássico bidimensional, com o potencial
aproximado (8.2), é dado por:

Hc(q1, p1, q2, p2) = 1
2m

(
p2

1 + p2
2

)
− A

r

(
1− 1

1!µr + 1
2!µ

2r2 − 1
3!µ

3r3
)
, (8.21)

onde r = (q2
1 + q2

2) 1
2 . Quantizando (8.21) via MQS, através da utilização dos operadores

estrela, obtém-se:

H(q̂, p̂) = Hc? = 1
2m

(p1 −
i~
2

∂

∂q1

)2

+
(
p2 −

i~
2

∂

∂q2

)2
+ V (q1?, q2?). (8.22)
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Como se pode notar, o potencial possui uma dependência com as posições, de
difícil desenvolvimento, devido à presença de derivadas nos momenta. Para contornar esse
problema, utilizaremos a transformação de Levi-Civita, apresentada na seção anterior.
Com efeito, das equações (8.10) e (8.18), o hamiltoniano clássico no espaço transformado
será dado por:

Hc(u1, P1, u2, P2) = 1
2m

(
P 2

1 + P 2
2

u2
1 + u2

2

)
− 2A
u2

1 + u2
2

[
1− 1

1!µ
(
u2

1 + u2
2

2

)

+ 1
2!µ

2
(
u2

1 + u2
2

2

)2

− 1
3!µ

3
(
u2

1 + u2
2

2

)3
 . (8.23)

Considerando uma hipersuperfície de energia E, i.e., Hc = E, obtém-se a relação:

1
2m

(
P 2

1 + P 2
2

)
−ε

(
u2

1 + u2
2

)
− 2A

2!

(
µ

2

)2 (
u2

1 + u2
2

)2
+ 2A

3!

(
µ

2

)3 (
u2

1 + u2
2

)3
−k = 0, (8.24)

onde definimos as constantes
ε = E − Aµ (8.25)

e
k = 2A. (8.26)

É a partir da equação (8.24) que faremos a resolução do problema. De fato, usando a
quantização via MQS nas coordenadas clássicas u1, u2 e momenta P1 e P2 teremos, de
(8.24):

Ĥψn1,n2(u1, P1, u2, P2) = kψn1,n2(u1, P1, u2, P2), (8.27)

onde o hamiltoniano Ĥ pode ser separado em duas partes, ou seja,

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ1, (8.28)

com Ĥ0 e Ĥ1 considerados hamiltoniano não perturbado e a perturbação, respectivamente,
e dados por:

Ĥ0 = 1
2m

(
P̂ 2

1 + P̂ 2
2

)
− ε

(
û2

1 + û2
2

)
, (8.29)

Ĥ1 = −2A
2!

(
µ

2

)2 (
û2

1 + û2
2

)2
+ 2A

3!

(
µ

2

)3 (
û2

1 + û2
2

)3
, (8.30)

sendo
P̂i = Pi? = Pi −

i~
2 ∂ui e ûi = ui? = ui + i~

2 ∂Pi . (8.31)

Observa-se que Ĥ0, o hamiltoniano não perturbado, possui o mesmo formato do ha-
miltoniano de um oscilador isotrópico bidimensional com frequência angular ω =

√
−2ε/m,

o que nos possibilita adaptá-lo para este caso. Na MQS, em especial, o hamiltoniano (8.29)
aparece na solução do átomo de hidrogênio bidimensional [63–65] sendo resolvido de forma
analítica, e em trabalhos recentes [67] de forma algébrica.
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Para resolver a equação (8.27), consideraremos soluções escritas na forma:

ψn1,n2(u1, P1, u2, P2) = φ1
n1(u1, P1)φ2

n2(u2, P2) (8.32)

em que, na nossa notação, o índice superior nas funções refere-se à dependência apenas
nas coordenadas ui e Pi (i = 1, 2).

Visando utilizar o formalismo algébrico, definiremos os operadores estrela de criação
e aniquilação, ou seja:

âi =
√
W

2~ ûi + i

√
1

2W~
P̂i (8.33)

â†i =
√
W

2~ ûi − i
√

1
2W~

P̂i, (8.34)

que obedecem as propriedades: [
âi, â

†
j

]
= δij,

âiφ
i
ni

= √niφni−1, (8.35)

â†iφ
i
ni

=
√
ni + 1φni+1,

sendo [·, ·] o comutador, e
W =

√
−2mε. (8.36)

Os operadores estrela de posição e momento, em termos dos operadores de criação e
destruição, podem ser obtidos de (8.33) e (8.34) resultando em,

ûi =
√

~
2W

(
âi + â†i

)
(8.37)

P̂i = −i
√
W~

2
(
âi − â†i

)
, (8.38)

onde i = 1, 2.

Com isto, os hamiltonianos (8.29) e (8.30) podem ser expressos na forma:

Ĥ0 = W~
m

(
â†1â1 + â†2â2 + 1

)
(8.39)

Ĥ1 = −A2!

(
µ

2

)2
(

~
2W

)2 [(
â1 + â†1

)2
+
(
â2 + â†2

)2
]2

+ A

3!

(
µ

2

)3
(

~
2W

)3 [(
â1 + â†1

)2
+
(
â2 + â†2

)2
]3
. (8.40)

8.4 Aproximação via teoria de perturbação no espaço de fase
Determinaremos nesta seção, inicialmente a solução da equação de Schrödinger no

espaço de fase associada ao hamiltoniano não perturbado (8.39). Com os autovalores e
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autovetores obtidos, aplicaremos a teoria de perturbação no espaço de fase para encontrar as
soluções aproximadas de primeira ordem para o estado fundamental. Aplicando o produto
estrela determinaremos a função de Wigner e calcularemos o índice de não-classicalidade
em função de µ.

8.4.1 A solução não perturbada

Consideremos a equação

Ĥ0ψ
(0)
n1n2(u1, P1, u2, P2) = k(0)ψ(0)

n1n2(u1, P1, u2, P2). (8.41)

A equação não perturbada (8.41), com Ĥ0 dado por (8.39), é de um oscilador
isotrópico bidimensional e possui solução conhecida. Na realidade, ela corresponde à
equação de Schrödinger no espaço de fase para o átomo de hidrogênio no caso bidimensional,
após o uso da transformação de Levi-Civita [63].

No formalismo algébrico seus autovalores são facilmente determinados. Com efeito,
utilizando o hamiltoniano em termos dos operadores de criação e aniquilação e notando
que, decorrente das propriedades (8.35), é válida a relação

â†i âiψ
(0)
n1,n2 = niψ

(0)
n1,n2 , (8.42)

tem-se imediatamente da eq. (8.41) o resultado

k(0)
n1,n2 = W~

m
(n1 + n2 + 1), (8.43)

onde m é a massa da partícula sujeita ao potencial.

Utilizando as definições (8.25), (8.26) e (8.36), obtemos o espectro de energia em
função da atenuação como

E(0)
n1,n2(µ) = − 2mA2

~2(n1 + n2 + 1)2 + Aµ, (8.44)

que corresponde ao espectro do hidrogênio bidimensional, adicionado a um termo linear
da expansão de Taylor do potencial, ou seja, os valores de energia aparecem transladados
do valor Aµ.

Nota-se ser importante fazer uma consideração sobre os valores físicos de n1 e n2:
ao realizar a transformação de coordenadas, o problema descrito pelo hamiltoniano não
perturbado, referente ao átomo de hidrogênio, se relaciona com o problema do oscilador
bidimensional. Das soluções da equação de Schrödinger para o oscilador unidimensional
(ver subseção 2.8.1), sendo φk(x) o autoestado associado ao autovalor k, a simetria das
soluções permite escrever

φk(−x) = (−1)kφk(x).
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Da mesma forma, as soluções de (8.41) obedecem a relação

ψ(0)
n1,n2(−u) = (−1)n1+n2ψ(0)

n1,n2(u).

Como, pela transformação de Levi-Civita (8.4) os pontos (u1, u2) e (−u1,−u2) levam ao
mesmo ponto (q1, q2), segue que esta condição de contorno implica que os autovalores n1 e
n2 associados ao espectro (8.44) estarão relacionados a um n tal que

2n = n1 + n2. (8.45)

Um fato a observar é que, no limite µ → 0, o potencial de Yukawa torna-se
coulombiano e sabe-se que a energia para o estado fundamental do átomo de hidrogênio
para o potencial coulombiano em unidades atômicas (e = m = ~ = c = a0 = 1) é de −2
hartrees [132], resultado que concorda com estudos analíticos sobre o átomo de hidrogênio
em duas dimensões, na formulação usual da mecânica quântica. De fato, Yang et al.
obtiveram o espectro

En = − Z2

2
(
n+ 1

2

)2
mee

4

~2 , n = 0, 1, 2, . . . (8.46)

que concorda com nosso resultado no limite proposto, tomando A = Ze2 e 2n = n1 + n2.

Para determinar a função de quasi-probabilidade não perturbada, utilizaremos a
propriedade:

âiφ
i
0 = 0, i = 1, 2 (8.47)

para φi0 a autofunção de mais baixa energia.

Da definição (8.33), segue que√W
2~ ûi + i

√
1

2W~
P̂i

φi0 = 0, (8.48)

e utilizando as expressões dos operadores ûi e P̂i, obtemos a equação√W
2~

(
ui + i~

2 ∂Pi
)

+ i

√
1

2W~

(
Pi −

i~
2 ∂ui

)φi0 = 0. (8.49)

Para que esta igualdade seja válida, tanto a parte real quanto a parte imaginária devem
ser nulas. Para isto, a função φi0 deve obedecer as relações(

ui + ~
2W ∂ui

)
φi0 = 0, e (8.50)(

Pi + W~
2 ∂Pi

)
φi0 = 0. (8.51)
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A solução geral normalizada será, portanto,

φi0(ui, Pi) =
( 2
π~

) 1
2

exp
[
−W

~

(
u2
i +

(
Pi
W

)2)]
, (8.52)

e, como as soluções buscadas são da forma como proposta na eq. (8.32), segue que a
solução da eq. (8.41) normalizada será o produto, ou seja,

ψ
(0)
0,0 = 2

π~
exp

[
−W

~

(
(u2

1 + u2
2) +

(
P1

W

)2
+
(
P2

W

)2)]
(8.53)

= 2
π~

exp
[
− 2m
~W

(
H1 +H2

)]
, (8.54)

onde H i é o hamiltoniano clássico do oscilador na i-ésima coordenada, isto é

H i = 1
2mP 2

i − εu2
i . (8.55)

Com o método de operadores de criação e aniquilação o estado ψn1,n2 , para ni 6= 0,
pode ser construído através de aplicações sucessivas dos operadores de criação sobre o
estado de mais baixa energia ψ(0)

0,0; outra forma é resolver analiticamente a equação

H0 ? ψ
(0)
n1,n2 = 0, (8.56)

obtendo-se em ambos os casos a solução, a menos de uma constante de normalização, dada
por [49,50,54,58,63–65,67]:

ψ(0)
n1,n2 ∼ (−1)n1+n2 exp

(
− 2m
~W

(H1 +H2)
)
Ln1

(
− 4m
~W

H1

)
Ln2

(
− 4m
~W

H2

)
(8.57)

onde Lni
(
− 4m

~WH1
)
é o polinômio de Laguerre.

8.4.2 Aproximação de primeira ordem

Da teoria de perturbação no espaço de fase [49], a correção de primeira ordem nos
autovalores pode ser obtida com a integral

∆k(1)
n1,n2 =

∫
du1dP1du2dP2 ψ

(0)
n1,n2Ĥ1ψ

∗(0)
n1,n2 . (8.58)

Para resolver esta integral utilizaremos as propriedades dos operadores de criação
e aniquilação (8.35) e a ortonormalidade das autofunções, i.e.,∫

dq1dp1dq2dp2 ψ
(0)
n1,n2ψ

∗(0)
m1,m2 = δn1,m1δn2,m2 . (8.59)

Primeiramente podemos observar que, de∫
du1dP1du2dP2 ψ

(0)
n1,n2

[(
â1 + â†1

)2
+
(
â2 + â†2

)2
]2
ψ∗(0)
n1,n2 = ∆1, (8.60)
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expandindo o termo quadrático e realizando as aplicações sucessivas dos operadores de
criação e aniquilação, que não comutam, encontra-se o resultado:

∆1 = n2
2 + 2n2n1 + 2n2(n1 + 1) + 2(n2 + 1)n1 + 2(n2 + 1)(n1 + 1) + (n2 − 1)n2

+ 2(n2 + 1)n2 + (n2 + 1)2 + (n2 + 1)(n2 + 2) + n2
1 + (n1 + 1)2 + (n1 − 1)n1

+ 2n1(n1 + 1) + (n1 + 1)(n1 + 2)

(8.61)

que, após algumas simplificações, pode ser escrito como

∆1 = 2(4 + 3n2
2 + 5n1 + 3n2

1 + n2(5 + 4n1)). (8.62)

Procedendo do mesmo modo, o termo cúbico nos dá:
∫
du1dP1du2dP2 ψ

(0)
n1,n2

[(
â1 + â†1

)2
+
(
â2 + â†2

)2
]3
ψ∗(0)
n1,n2 = ∆2 (8.63)

que, após expandir, fazer as aplicações sucessivas dos operadores e aplicar a condição de
ortonormalidade, resulta em:

∆2 = n3
2 + 3n2

2n1 + 3n2
2(n1 + 1) + 2(n2 − 1)n2

2 + 3(n2 + 1)n2
2

+ 3n2n
2
1 + 3(n2 + 1)n2

1 + 3n2(n1 + 1)2 + 3(n2 − 1)n2n1

+ 6(n2 + 1)n2n1 + 3n2(n1 − 1)n1 + 3(n2 − 1)n2(n1 + 1)

+ 6(n2 + 1)n2(n1 + 1) + 6n2n1(n1 + 1) + 3n2(n1 + 1)(n1 + 2)

+ 3(n2 + 1)(n1 + 1)2 + 3(n2 + 1)2n1 + 3(n2 + 1)(n2 + 2)n1

+ 3(n2 + 1)(n1 − 1)n1 + 3(n2 + 1)2(n1 + 1)+

3(n2 + 1)(n2 + 2)(n1 + 1) + 6(n2 + 1)n1(n1 + 1)

+ 3(n2 + 1)(n1 + 1)(n1 + 2) + (n2 − 1)2n2 + 3(n2 + 1)2n2

+ (n2 − 2)(n2 − 1)n2 + 2(n2 − 1)(n2 + 1)n2 + 2(n2 + 1)(n2 + 2)n2

+ (n2 + 1)3 + (n2 + 1)(n2 + 2)2 + 2(n2 + 1)2(n2 + 2)

+ (n2 + 1)(n2 + 2)(n2 + 3) + n3
1 + 2(n1 − 1)n2

1 + 3n2
1(n1 + 1)

+ (n1 + 1)3 + 3n1(n1 + 1)2 + (n1 + 1)(n1 + 2)2 + (n1 − 1)2n1

+ (n1 − 2)(n1 − 1)n1 + 2(n1 − 1)n1(n1 + 1) + 2(n1 + 1)2(n1 + 2)

+ 2n1(n1 + 1)(n1 + 2) + (n1 + 1)(n1 + 2)(n1 + 3).

(8.64)

que pode ser simplificado, assumindo então a forma

∆2 = 4(5n3
2 + 3n2

2(3n1 + 4) + n2(9n2
1 + 18n1 + 19) + 5n3

1 + 12n2
1 + 19n1 + 12). (8.65)

Com esse resultado, a correção de primeira ordem no autovalor dada pela eq. (8.58), será:

∆k(1)
n1,n2 = −A2!

(
µ

2

)2
(

~
2W

)2

∆1 + A

3!

(
µ

2

)3
(

~
2W

)3

∆2, (8.66)
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com as constantes ∆1 e ∆2 dadas pelas expressões (8.62) e (8.65). O autovalor corrigido
até a primeira ordem, k(1)

n1n2 , com o uso de (8.43) e (8.66) nos dá, então,

k(1)
n1,n2 = W~

m
(n1 + n2 + 1)− 2A

2!

(
µ

2

)2
(

~
2W

)2

∆1 + 2A
3!

(
µ

2

)3
(

~
2W

)3

∆2. (8.67)

O espectro de energia corrigido até a primeira ordem, em função de µ, é dado por:

E(1)
n1,n2(µ) = Aµ−

W (1)
n1,n2(µ)
2m , (8.68)

em que W (1)
n1,n2(µ) é uma solução da equação polinomial de quarto grau em W , originada

de (8.67) com k(1)
n1,n2 = 2A, justificada pela (8.26). Essa equação pode ser resolvida

analiticamente, fornecendo dois pares de soluções: um par complexo conjugado e um par
real; desses, apenas um representa solução física, com energia negativa descrevendo o
estado ligado, e nós o utilizamos nos cálculos seguintes.

O gráfico na Figura 28 mostra a energia do estado fundamental em função de µ
para E(0)

n1,n1 e E(1)
n1,n1 . A energia corrigida indica um valor crítico da atenuação superior ao

conhecido no caso tridimensional. Esse valor deve-se ao fato que a aproximação utilizada
para correção é tanto melhor quanto menor for o valor da atenuação; contudo, é esperado que
esse valor crítico não seja o mesmo do caso tridimensional, pois os casos bi e tridimensional
representam sistemas distintos. Deve-se notar também que há, na literatura, falta de
estudos do potencial de Yukawa bidimensional na formulação usual, o que dificulta a
comparação.
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Figura 28 – Energia fundamental em função da atenuação µ para duas dimensões. Em
roxo, com a correção de ordem zero e, em verde, corrigida até a primeira
ordem.
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No contexto da Mecânica Quântica Simplética precisamos obter a função quasi-
amplitude de probabilidade corrigida, para então encontrarmos a função de Wigner. A
correção de primeira ordem nas autofunções é dada pela relação [49,67]:

ψ(1)
n1,n2 (u1, P1, u2, P2) =ψ(0)

n1,n2 (u1, P1, u2, P2) +
∑

m1 6=n1
m2 6=n2

·
(

Im1,m2
n1,n2

k
(0)
n1,n2 − k(0)

m1,m2

)
× ψ(0)

m1,m2 (u1, P1, u2, P2) ,
(8.69)

em que a integral Im1,m2
n1,n2 é definida como:

Im1,m2
n1,n2 =

∫
du1dP1du2dP2 ψ

∗(0)
m1,m2 (u1, P1, u2, P2) Ĥ1ψ

(0)
n1,n2 (u1, P1, u2, P2) . (8.70)

Para calcular (8.70) usamos, de forma análoga à realizada no cálculo de correção da energia,
as propriedades dos operadores de criação e aniquilação e à relação de ortogonalidade
das funções de onda. Assim, considerando n1 = n2 = 0, obtemos o estado fundamental
corrigido, a menos de uma constante de normalização, como:

ψ
(1)
0,0 ∼ ψ

(0)
0,0 + Amµ2~

2
√

2W 3
ψ

(0)
0,2 +

√
3
2Amµ

2~
16W 3 ψ

(0)
0,4 + Amµ2~

2
√

2W 3
ψ

(0)
2,0 + Amµ2~

16W 3 ψ
(0)
2,2

+

√
3
2Amµ

2~
16W 3 ψ

(0)
4,0 −

3Amµ3~2

8
√

2W 4
ψ

(0)
0,2 −

3
√

3
2Amµ

3~2

32W 4 ψ
(0)
0,4 −

√
5Amµ3~2

96W 4 ψ
(0)
0,6

− 3Amµ3~2

8
√

2W 4
ψ

(0)
2,0 −

3Amµ3~2

32W 4 ψ
(0)
2,2 −

Amµ3~2

32
√

3W 4
ψ

(0)
2,4 −

3
√

3
2Amµ

3~2

32W 4 ψ
(0)
4,0

− Amµ3~2

32
√

3W 4
ψ

(0)
4,2 −

√
5Amµ3~2

96W 4 ψ
(0)
6,0.

(8.71)

8.4.3 Gráficos da função quasi-amplitude de probabilidade corrigida

Podemos visualizar o formato da função quasi-amplitude de probabilidade corrigida
(8.71). Para isso, construímos os gráficos considerando m = 1, A = 1, ~ = 1; além disso,
as coordenadas u1 e P1 foram consideradas como constantes iguais a 1, e W é dado por
(8.43), com k(0)

n1,n2 = 2A, como justificado pela definição (8.26).

Observando os gráficos apresentados na Figura 29 pode-se notar que o volume da
região negativa aumenta com o crescimento de µ.
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Figura 29 – A função quasi-amplitude de probabilidade do estado fundamental em duas
dimensões para diferentes valores de µ.

8.5 A função de Wigner
Na Mecânica Quântica Simplética a função de Wigner é obtida através do produto

estrela entre a função quasi-amplitude de probabilidade e seu complexo conjugado, de
acordo com a relação (3.70). Logo, a função de Wigner do estado fundamental W0,0, com
base na quasi-amplitude de probabilidade corrigida até a primeira ordem, será dada por:

W0,0(u1, P1, u2, P2) = ψ
(1)
0,0(u1, P1, u2, P2) ? ψ(1)†

0,0 (u1, P1, u2, P2). (8.72)

Devido ao formato não trivial da função (8.71), torna-se viável a determinação
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aproximada do produto estrela; além disto, nota-se que a função ψ(1)
0,0 depende de quatro

variáveis, u1, u2, P1, P2, e do parâmetro µ. A utilização do produto estrela generalizado
(2.40), neste caso, proporcionaria alto custo computacional devido às derivadas que serão
computadas no processo. Portanto, utilizaremos a definição (2.37) para duas coordenadas,
o que permitirá avaliar o comportamento qualitativo da função de Wigner. Tomando u2 e
P2 constantes e partindo da forma expandida do produto estrela (2.41), temos:

f(q, p) ? g(q, p) = f(q, p)
[ ∞∑
n=0

1
n!

(
i~
2

)n (←−
∂q
−→
∂p −

←−
∂p
−→
∂q
)n]

g(q, p)

=
∞∑
n=0

n∑
m=0

(
i~
2

)n (−1)m
m!(n−m)!

(
∂mp ∂

n−m
q f

) (
∂n−mp ∂mq g

)
.

Os termos da somatória em n, que vão de zero a infinito, decaem com n!. Logo, uma
aproximação razoável é truncar a somatória infinita para algum termo cujo denominador
seja finito e suficientemente grande, e tomar a parte real, que carrega a informação física.
Em nossos cálculos consideramos até o décimo termo da série, cujo fatorial é da ordem de
∼ 107. Desta forma, a função de Wigner aproximada pode ser escrita, em nossa notação,
como:

W0,0(u1, P1) ≈
10∑
n=0

n∑
m=0

(
i~
2

)n (−1)m
m!(n−m)!

(
∂mP1∂

n−m
u1 ψ

(1)
0,0

) (
∂n−mP1 ∂mu1ψ

(1)†
0,0

)
, (8.73)

cujo desenvolvimento das derivadas aplicadas na eq. (8.71) foi realizado utilizando computa-
ção algébrica, com o software Wolfram Mathematica. Através de um código computacional
desenvolvido por nós, em C++, pudemos fazer o gráfico da função obtida e analisá-la. Com
esse objetivo procurando observar seu comportamento com o aumento de µ, construímos
os gráficos considerando m = 1, A = 1, ~ = 1, todos com a mesma escala. Além disto, as
coordenadas u1 e P1 foram tomadas como constantes e ambas igual a 1. Os gráficos são
apresentados na Figura 30.

Observando os gráficos da função de Wigner (8.73), que contém a informação física
na MQS, é possível notar que o volume da região negativa cresce com o aumento de µ. Com
essa função é possível estudar o comportamento qualitativo do índice de não-classicalidade
do sistema, o que será apresentado na seção 8.6.
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Figura 30 – Gráficos da função de Wigner para uma partícula sob a ação do potencial de
Yukawa com diferentes valores de µ.

8.6 O indicador de não-classicalidade

Para o cálculo do índice de não-classicalidade foi utilizado o mesmo código com-
putacional em C++ mencionado na subseção 6.3.1. As integrais foram obtidas de forma
numérica e os parâmetros utilizados são apresentados na Tabela 6. Por conta do extenso
formato da função de Wigner (8.73), resultando em 12522 linhas de código, poucos pontos
foram avaliados, devido ao custo computacional. O gráfico da função η(µ) é apresentado
na Figura 31.
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Posição (u1) Momentum (P1)
Início -2,5 -2,5
Fim 2,5 2,5
Nro. de divisões 333 333
Passo na grade 0,015 0,015

Tabela 6 – Parâmetros utilizados no cálculo numérico das integrais.

Nota-se que, no limite µ → 0, a função η(µ) tende a zero; a função de Wigner
não possui região com valores negativos neste limite. Com a variação de µ observa-se o
mesmo crescimento assintótico encontrado no Capítulo 6, indicando que o fator de não
classicalidade aumenta.
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Figura 31 – Indicador de não-classicalidade para um sistema sob o potencial de Yukawa
em função da atenuação com a função de Wigner (8.73) expandida até o termo
de 10ª ordem.
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µ η(µ) µ η(µ)
0,00 2,1E-5 0,30 3579,75149
0,05 16,22437 0,35 5682,35444
0,10 131,59287 0,40 8474,49392
0,15 446,08575 0,45 12049,14976
0,20 1059,50767 0,50 16496,26688
0,25 2071,2178

Tabela 7 – Valores do índice de classicalidade para uma partícula sob o potencial de
Yukawa num espaço bidimensional para diferentes valores de µ.

Os valores do gráfico da Figura 31 permitem determinar uma forma empírica para a
função η(µ) através de regressão não linear, e uso do método dos mínimos quadrados. Com
esse objetivo, devido a seu comportamento assintótico, propusemos para η(µ) a função
hiperbólica generalizada

ν(µ) = A− B

(1 + Cµ)1/D , (8.74)

que depende dos parâmetros de ajuste A, B, C e D. Os dados do ajuste por nós obtidos
são apresentados na Tabela 8. Observe que o coeficiente de determinação R2 e o coeficiente
de determinação ajustado Adj. R2, que leva em consideração o número de parâmetros
de ajuste, apresentam valores excelentes, estando muito próximos de 1 [122]. Devido à
forma da função (8.73), o cômputo do índice de não-classicalidade exigiu grande custo
computacional. Com isto, o número de pontos obtidos foi limitado. Isto fez com que os
erros associados a cada parâmetro da regressão apresentem-se relativamente altos. A figura
Figura 32 apresenta a função ajustada pela expressão (8.74).

Equação η(µ) = A - B/(1 + C*µ)**(1/D)
A -11,26449 ± 7,33236
B -0,01193 ± 0,02448
C 213,66268 ± 154,35723
D -0,33101 ± 0,00266
χ2 Reduzido 102,31072
R2 (COD) 1
Adj. R2 1

Tabela 8 – Parâmetros da regressão não linear para o fator de não-classicalidade para o
potencial de Yukawa 2D.
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9 Conclusões e perspectivas

Com o objetivo de estudar o potencial de Yukawa na descrição da Mecânica
Quântica no Espaço de Fase, e determinar a função de Wigner de um sistema formado
por uma partícula sujeita a este potencial, analisamos diferentes métodos.

Inicialmente consideramos soluções deste sistema com a formulação usual da
Mecânica Quântica e exploramos a transformação de Wigner aplicada à solução de
Garavelli e Oliveira [96], e à solução de Hamzavi et al. [76].

Na sequência, buscamos resolver o mesmo sistema usando a equação de Schrödinger
no Espaço de Fase (ESEF), característica da Mecânica Quântica Simplética. Nesta formu-
lação, devido aos operadores de momentum e posição serem dados respectivamente por
P̂ = p− i~∂q/2 e Q̂ = q + i~∂p/2, há dificuldades adicionais na resolução da ESEF para
potenciais que dependem de 1/r, como é o caso do Potencial de Yukawa. Procurando resol-
ver o problema, usamos no caso tridimensional o Método NU, com o potencial aproximado
por um potencial tipo Hulthén e, no caso bidimensional, considerando a transformação de
Levi-Civita e a teoria de perturbação no espaço de fase analisamos a solução do sistema
para o potencial de Yukawa expandido até termos de terceira ordem em µ, o fator de
atenuação do potencial.

Em todos os casos a função-solução e os autovalores foram determinados, bem
como a função de Wigner calculada e o fator de não-classicalidade relacionados com o
fator de atenuação crítico.

Observamos, através dos nossos resultados, que o crescimento do fator µ implica
num aumento no índice de não-classicalidade do sistema. Na primeira abordagem, partindo
da solução na formulação usual e calculando o índice de não classicalidade, no limite
µ → µc, notamos um crescimento assintótico dos valores obtidos para o índice de não-
classicalidade, cujo comportamento mostramos ser bem representado por uma função do
tipo hiperbólica. Quanto ao espectro de energia para uma partícula de massam, sob o efeito
do potencial de Yukawa no espaço de fase 6-dimensional, nossos resultados mostraram
boa concordância com os valores obtidos na formulação da teoria quântica usual, dentro
das aproximações consideradas pelo potencial de Hulthén; além disto mostramos como, a
partir das soluções ESEF, recuperar as soluções usuais do estado fundamental através de
transformações do tipo Fourier. O índice de não classicalidade da função de Wigner do
estado fundamental, para uma partícula no espaço físico bidimensional, obtido via MQS,
apresentou crescimento semelhante ao dos casos no espaço tridimensional, podendo ser
representado pelo mesmo tipo de função empírica, inclusive; também mostramos que, no
limite µ → 0, onde o potencial de Yukawa tende ao potencial de Coulomb, obtemos a
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função de Wigner do átomo de hidrogênio em duas dimensões [63], bem como o espectro
de energia deste sistema na formulação usual [132].

Em conclusão, neste trabalho procuramos explorar diferentes maneiras de analisar
o problema de uma partícula sujeita ao potencial de Yukawa usando a Mecânica Quântica
na descrição do Espaço de Fase, o que pode favorecer uma melhor compreensão desse
potencial e contribuir na busca por uma visão mais ampla da Física; em particular, nossos
resultados podem ser de interesse no estudo de sistemas atômicos confinados usando a
MQS.

Por nosso desenvolvimento é possível, como perspectivas (que já se encontram em
andamento):

• Usando a MQS e o potencial de Yukawa, encontrar a função de Wigner no espaço
tridimensional via transformação de Kustaanheimo-Stiefel, Teoria de Perturbação
no Espaço de Fase e o produto estrela.

• Obter a solução da Equação de Schrödinger no Espaço de Fase (EQEF) para outros
sistemas através do método Nikiforov-Uravov (NU) e da equação de Schrödinger
generalizada.

• Desenvolver algebricamente a forma analítica do produto estrela em espaços 2N
dimensionais e implementar códigos computacionais para determinação do índice
de não-classicalidade utilizando o Método de Monte Carlo para integração, que
apresenta vantagens sobretudo em integrais de grande dimensionalidade.
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