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Resumo

Sistemas singulares compde, sem duvida, uma vasta gama dos sistemas de interesse fisico.
Para melhor elucidar isso basta ser dito que as teorias de gauge sao teorias com vinculos. O
método de Dirac para tratar sistemas desse tipo é sem duvida o mais e antigo e atualmente
ainda o mais utilizado. Nesse trabalho vamos devenvolver um formalismo alternativo para
tratar os Sistemas nao Hessianos, esse formalismo é o formalismo de Hamilton-Jacobi. O
formalismo de Hamilton-Jacobi permite, por meio da condicao de integarbilidade, separar
os vinculos em invlutivos e nao involutos. Os parérenteses generalizados, por sua vez, sao
responsaveis por reduzir o espaco de fase do sistema elimando os vinculos nao involutivos.
Para finalizar o trabalho, vamos aplicar esse formalimso para o modelo BF em duas e trés

dimensoes e para o campo de Yang-Mills topologicamente massivo.

Palavras-chaves: Formalismo de Hamilton-Jacobi 1. Anédlise de Vinculos 2. Modelo BF
3.



Abstract

Unique systems undoubtedly make up a wide range of systems of physical interest.
To further elucidate this one suffices to be told that gauge theories are theories with
bonds. Dirac’s method for dealing with such systems is undoubtedly the oldest and most
widely used. In this work we will develop an alternative formalism to treat non-Hessian
Systems, this formalism is Hamilton-Jacobi formalism. Hamilton-Jacobi’s formalism allows,
through the condition of integrability, to separate the ties into involutive and involuntary.
parenthesis widespread, in turn, are responsible for reducing the phase space of the system
by eliminating the non-involutive links. To finalize the work, we will apply this formalism

for the BF model in two and three dimensions and for the topologically massive Yang-Mills

field.

Keywords: Hamilton-jacobi formalism 1. Constrained Analysis 2. Model BF 3.
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1 Introducao

O século XX realmente foi marcado por grandes transformacoes na fisica. Nesse
periodo que surgiram duas novas teorias que fizeram a comunidade cientifica enxergar
a natureza de outra forma. Essas teorias sdo a Mecénica Quéntica e a Relatividade. A
mecanica quantica, tal como concebida por Schrodinger em 1926 [1], consiste de um teoria
fisica para descricao do mundo na escala atomica e subatomica. J& a teoria da relatividade
ganha maior relevancia quando analisa relevancia em velocidades préoximas a da luz. Esta,
também, em sua versao generalizada, descreve muito bem a interagao gravitacional de
corpos super massivos. As teorias quanticas de campos surgem algum tempo depois com o
intuito de construir uma formulagao tedrica que fosse consistente tanto com a mecanica

quantica quando com a relatividade.

Em geral, para se obter a versao quéantica de um sistema fisico é necessario conhecer
a sua estrutura candnica. Obter a estrutura canonica de um teoria, em ultima instancia,
presupoe que sejamos capazes de definir uma transformacao de Legendre de modo que
possamos construir uma hamiltoniana nao degenerada. Porem tal passagem nem sempre
sera algo tao direto. A condigdo suficiente para que tenhamos uma transformagao de
Legendre bem definida é que o determinante da matriz Hessiana seja nao nulo. Tal
condigao é conhecia como condi¢do Hessina, e os sistemas que a verificam sao denominados
de regulares. Sempre que a condicao Hessiana nao for satisfeita esse sistema serda chamado

de singular ou vinculado.

Apesar de sistemas de grande relevancia fisica verificarem a condigdo Hessina, como
por exemplo a particula livre e a oscilador harmoénico, diversos outros, a exemplo do
eletromagnetismo, sao teorias singulares. Quem primeiro desenvolveu um método para
trabalhar com sistemas singulares foi Dirac [1] seguido por Bergman [3]. Tal método ficou
conhecido como método de Dirac e é notadamente o método mais utilizado para a analise

de sistemas vinculados.

Métodos alternativos foram tentados a fim de se obter uma maior compreensao da
estrutura desses sistemas, entre eles podemos citar o formalismo de Faddeev-Jackiw [3] e o

formalismo de Hamilton-Jacobi. Nesse trabalho nos dedicaremos a analise do ultimo.

O formalismo de Hamilton-Jaobi tem inicio nas primeiras formulagoes do calculo
variacional, mas sao os trabalhos de Hamilton, sobre a formulacdo Hamiltoniana da
mecanica classica, e os de Jacobi, sobre transformagoes candnicas, que dao a sua forma
final. Porem, foi Caratheodory, que por meio do seu quadro completo, que além de
relacionar areas inicialmente consideradas distinta na matematica: o calculo variacional,

a teoria de equacoes diferencias ordinarias e a teoria das equagoes diferencias parciais,
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conseguiu mostrar que o formalismo de Hamilton-Jacobi é independente da formulagao

Hamiltoniana.

No entanto foi Guller [4] que desenvolveu uma extensao do método das lagrangeanas
equivalentes de Caratheodory para lidar com sistemas vinculados. Para sistemas singulares,
o formalismo de Hamilton-Jacobi nos conduz a um conjunto de equagao diferenciais
parciais. Como consequéncia, vamos poder tratar algumas das variaveis independentes como
parametros, reduzindo assim o espacgo de fase. Assim, sempre que estivermos trabalhando
nesse espago de fase reduzido, onde eliminamos as variaveis relacionadas as velocidades
que nao podem ser escritas como fungdo dos momentos, podemos obter uma hamiltoniana

nao degenerada.

Com o passar tempo o formalismo de Hamilton-Jacobi vem sendo aplicado a
diversos sistemas com bastante éxito. No contexto da relatividade geral, o formalismo ja foi
aplicado para estudar os modelos de gravitagdo em duas e tres dimensoes [3], [7] bem como
para a gravitagao linearizada [7] e a gravitagao teleparalela [8]. O formalismo de Halmilton-
Jacobi também pode ser utilizado para compreender a estrutura de vinculos dos campos
tipo Yang-Mills [9], bem como para o estudar da teoria de Yang-Mills topologicamente

massiva [7].

Neste trabalho comecaremos fazendo uma revisao de alguns conceitos em mecanica.
No capitulo 2 serda abordada a formulacao lagrangeana da mecénica classica. Partiremos
da segunda lei de Newton, e por meio de uma transformacao de coordenadas, mostraremos
que a mesma ¢é equivalente a equacao de Euler-Lagrange. Em seguida mostramos que esta
ultima continua valida caso o sistema esteja sujeito a um conjunto de vinculos holonomos.
Ainda neste capitulo explicitaremos a equivaléncia entre o principio de D’Alambert e o de
Hamilton, bem como mostraremos que o principio de Hamilton pode ser visto como um

caso particular do principio de Weiss.

No capitulo 3 estudaremos o formalismo de Hamilton-Jacobi para sistemas singula-
res. Como proposto por Caratheodory, sera por meio das lagrangeanas equivalentes que
buscaremos uma curva que deixe o nosso sistema lagrangeano automaticamente integravel.
E nesse sentido que obtemos a equacio diferencial parcial de HJ, a qual a curva deve
verificar. Utilizando o método das caracteristicas chegaremos as equacoes de movimento
do sistema e, desta forma, estara clara a relacao entre o calculo variacional, a teoria das

equacoes diferencias parciais e a teorias das equacoes diferencias ordinarias.

No capitulo 4 nos dedicaremos a estudar os sistemas singulares. Para resolver o
problema da singularidade da matriz Hessiana vamos tratar as varidveis independentes de
forma distinta. As variaveis que possuirem velocidades que possam ser escritas como funcao
do momentos, serao consideradas varidveis dinamicas, ja as demais, serao tratadas como
parametros. No fundo o que estamos fazendo com isso é reduzir o espaco de fase. A cada uma

das coordenadas associadas as velocidades nao inversiveis estara associada uma equacao
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vinculo. Essas equacao de vinculo deverao verificar uma condi¢ao de integrabilidade, que
nos conduzird a trés casos: i) temos um conjunto completo de vinculos involutivos, e com
i$80 0 nosso sistema é integravel, ii) que parte dos nosso vinculos sdo nao involutivos, e com
isso precisamos definir os parénteses generalizados, iii) o conjunto de vinculos involutivos

nao esta completo, e com isso precisaremos adicionar novos vinculos a teoria.

As teorias de campo topologicamente massivas, a exemplo do modelo BF em duas
e trés dimensdo, e a teoria de Yang-Mills em (2+1) dimensdes, sdo sistemas genuinamente
singulares. Desta forma, eles sao 6timos exemplos para aplicarmos o formalismo de analise

de vinculo de Hamilton-Jacobi.

Desta forma, dedicamos o capitulo 5 a analise dos vinculos do modelos de gravitagao
em duas e trés dimensoes. Sendo o modelo BF em duas dimensdes equivalente ao modelo
de Jackiw-Teitelbom para gravitacao em dimensdes menores analisamos a sua estutura
de vinculos. Partindo da acao BF em duas dimensoes, se obteve as equagoes de campo,
e utilizando a definicdo de momento candnico e chegou-se ao conjunto de equacoes de
Hamilton-Jacobi. Com as equagoes de vinculos em maos, foi aplicada a condi¢ao de integra-
bilidade, definimos os parénteses generalizados e obtivemos diferencial fundamental. Com
as equagoOes caracteristicas em maos conseguimos avaliar os geradores das transformagoes
canonicas e de gauge do sistema. O mesmo caminho foi tomado para fazer a analise do

modelo BF tridimensional.

No capitulo 6, temos o objetivo e estudar a teoria de Yang-Mills topologicamente
massiva. Como a agao para esse sistema consiste na agao do campo de Yang-Mills livre
acrescido de um termo topologico, fizemos primeiro a analisa completa dos vinculos para
o campo de Yang-Mills livre. Em seguida se fez a analise do sistema descrito por uma
lagrangeana de Chern-Simons assim completando o estudo dos vinculos da teoria de

Yang-Mills topologicamente massiva.

O ultimo capitulo foi dedicados a compilar e discutir alguns resultados obtidos ao

longo do texto.



[10]

Referencias

E. Schrodinger, Collected Papers on Wave Mechanics, Quantisation as a Problem of
Proper Values I, II, III e IV. Chelsea Pub. Co. New York (1978).

P. A. M. Dirac, Generalized Hamiltonian dynamics, Can. J. Math. 2, 129 (1950);

P. A. M. Dirac, The Hamiltonian form of field dynamics, Can. J. Math. 3, 1 (1951);
P. A. M. Dirac, Lectures on Quantum Mechanics, Yeshiva University, New York
(1964).

P. G. Bergmann, Non-linear field theories, Phys. Rev. 75, 680 (1949);

L. Faddeev, R. Jackiw, Hamiltonian reduction of unconstrained and constrained
systems, Phys. Rev. Lett. 60, 1692 (1988).

Y. Giiler, Il Nuovo Cimento B100, 251 (1987);
Y.Giiler, Onthedynamicsofsingular, continuoussystems, J.Math.Phys.30, 785(1992);
Y. Giiler, II Nuovo Cimento B107, 1398 (1992).

M. C. Bertin, B. M. Pimentel, C. E. Valcarcel, Two dimensional BF gravity: A
Hamilton- Jacobi analysis,J. Math. Phys (2012)

N. T. Maia, B. M. Pimentel, C. E. Valcarcel, Three-dimensional Background Field
Gravity: A Hamilton-Jacobi analysis, J. Math. Phys (2015)

M. C. Bertin, B. M. Pimentel, C. E. Valcarcel, Hamilton-Jacobi formalism for Linea-
rized Gravity, Class.Quant.Grav. 28, 175015 (2011)

B. M. Pimentel, P. J. Pompeia, J. F. Rocha-Neto, The Hamilton-Jacobi approach to
teleparallelism, 11 Nuovo Cimento B120, 981 (2005)

M. C. Bertin, B. M. Pimentel, C. E. Valcarcel, Involutive Constrained Systems and
Hamilton-Jacobi Formalism, J. Math. Phys. 55, 112901 (2014).

M. C. Bertin, B. M. Pimentel, C. E. Valcarcel, G. R. Zambrano, Topologically Massive
Yang-Mills field: A Hamilton-Jacobi approach, J. Math. Phys. 55, 042902 (2014).



2 Mecanica Classica

2.1 Equacao de Lagrange

A mecanica newtoniana é definida sobre o que chamamos de espago euclidiano,
onde, no mesmo, ¢ usual a utilizacdo de coordenadas cartesianas. Contudo, para alguns
sistemas, especialmente aqueles em que as particulas nao poderao se mover livremente sobre
todo o espacgo, devendo ser verificada algumas equagoes de vinculo entre as coordenadas
de suas particulas, é mais conveniente a utilizacao de outros sistemas de coordenadas.
Tais sistemas, em que as particulas terao o movimento restrito a uma dada regiao do
espago euclidiano, serao chamados de sistemas vinculados e, sobre eles, devem existir o
que chamaremos de forcas de vinculo. Tais forcas irdo garantir que as equagoes de vinculos
serao verificadas durante a evolugao do sistema. Nesses casos, as equagoes de movimento

deverao incluir informagcoes sobre tais forgas de vinculo.

Nos desenvolvimentos a seguir mostraremos como tais forcas de vinculo irao nos
permitir reescrever as equacoes de movimento, por meio de um conjunto minimo de
coordenadas independentes, de tal modo que os vinculos sejam levados em conta desde
o inicio. Tal conjunto de coordenadas serda chamado de coordenadas generalizadas e
serd definido com base nas propriedades geométricas do particular sistema utilizado.
As coordenadas generalizadas sao definidas sobre o que chamamos de variedades de
configuragao ), que consistem de espagos matematicos onde as particulas podem ser
consideradas livres para se mover por todo espaco, e o numero de coordenadas, que

corresponde aos graus de liberdade do sistema, coincide com a dimensao da variedade.

Nesse trabalho faremos uma breve revisao da formulacao lagrangeana da mecénica
classica. Sob tal escopo, chamaremos as equagoes de movimento de equagoes de Lagrange.
Devemos enfatizar que o contetiido fisico nas equagoes de Lagrange sdo os mesmos da

equagoes de Newton.

Para um sistema fisico de N particulas, onde precisamos de 3 coordenadas carte-
sianas para determinar a posicao de cada uma delas, serao necessarios 3N coordenadas
para determinar a configuracao do sistema. Contudo, devido as forcas de vinculo que
podem estar atuando sobre o mesmo, nem todas as 3N coordenadas cartesianas serao
independentes, devendo algumas delas obedecer equagoes de vinculo entre as mesmas. Os
vinculos que um sistema mecéanico verificam podem ser divididos em dois tipos: os vinculos

holénomos e os nao holénomos. Os vinculos holénomos sao aqueles que sao dados por uma
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funcao das coordenadas cartesianas que sejam identicamente nulas, ou seja

f(ml,xZ,...,a:T,...,a:3N) =0. (2.1)

Os vinculos nao holéonomos podem ser subdivididos em dois tipos: um é quando existe
alguma desigualdade matematica envolvendo as variaveis e o segundo tipo, ocorre quando
um dos diferenciais das coordenadas pode ser escrito como combinagao linear do diferencial

das outras, mas nao pode ser reduzido a forma (2.1).

No formalismo newtoniano, ao estudarmos um sistemas composto de N particulas,

temos um conjunto de 3N equagao de movimentos, do tipo

d
o (mi") = FT r=1,2,..3N (2.2)

e sendo a energia cinética desse sistema dada pela expressao

T:;m@W, (2.3)

na qual estamos adotando a convencao da soma sobre os indices repetidos. Derivando T

com relagao a ", ficamos com

T
gﬂ =mi", (2.4)
de onde fica clara a relagao
d (0T
— =F". 2.
dt ((%7“) (2.5)

Se considerarmos um sistemas conservativo, que sao aqueles cujas as forgas sao

obtidas como gradientes de uma fung¢ao potencial, ou seja

ov
FT - _@7 (26>
temos que
d (0T ov
ﬁ(%J__M” 27)

Agora podemos escolher um conjunto de 3N fungdes das variaveis =" e eventualmente

do tempo, que vamos supor inversivel, e que seja do tipo

¢ =q° (" 1t), s=1,2,...,3N. (2.8)
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Nesse momento vale resaltar que s6 podemos garantir que a fungoes sejam inversiveis
pois estamos trabalho com um sistema sem vinculos, e com isso com o mesmo numero de

coordenadas, sendo assim, possivel construir um bijecao entre elas.

As novas varidveis ¢° serao as chamadas coordenadas generalizadas. A expressao

" =x"(¢% 1) (2.9)

é justamente a inversa de (2.8) onde estamos escrevendo as coordenadas cartesianas como

funcoes das novas variaveis ¢° e do tempo.

Dessa forma, tomando a expressao de x" como definido acima e derivando com

relagao a t obtemos

dx,  0x" ox"
_ dz, 02" , 2.1
dt 8q5q * ot (2.10)

.

As quantidades ¢* sdo chamadas de velocidades generalizadas. Partindo da equacao

(2.10), podemos obter a relagao

o _ow
a¢s  Og*’

onde, utilizando a convencao da soma sobre indices repetidos, também somos capazes de

(2.11)

notar que

d (0z"\ 0 (0x.\ . O (0"
dt<8qs> - W‘<0qs)q +3t<0qs>
0 |0z, ., Oz"
o laquq * 8t]
dir

= 2.12
8q57 ( )

de onde obtemos

oT 0 <1
0q¢* 0q*

= mi'—. (2.13)

Por sua vez, se tomarmos a derivada de (2.13)com rela¢do ao tempo,
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i or I 81} I mZL‘Ti ox"
dt \og ) oq® dt \ Og*

ox” . 0T"
T

(2.14)

onde podemos definir a quantidade

ox”
s=F——
Q o
que chamaremos de forca generalizada. A equacao escrita sob a forma

d (0T oT
dt (6948) Top @ (2:16)

sera a equacao de movimento do sistema e é conhecida como equacao de Lagrange.

(2.15)

Tal equagao pode ser considerada como uma generalizacao da equagao de Newton [Ref.
Mukundal. Se nos restringirmos apenas ao sistemas conservativos podemos escrever a

expressao para a forca sob a forma

oV (z" t)
F=—" 2.17
ox” ( )
de onde concluimos que for¢a generalizada serda dada por
oV ox" oV
s = — = —— 2.18
@ ox" 0g® 0q° ( )
e com isso,
d (0T ov.  JdT
— =— . 2.19
dt (aqs> o | og (2.19)
Como assumimos que o potencial ndo depende das velocidades
d (0T d [0V ov  aT
— == =] =—=+ =, (2.20)
dt \ 0¢* dt \ 0¢* ¢ 0¢°
d 8(T.—V) _8(T—V):O, (2.21)
dt 0¢* oq®

onde podemos definir uma funcgao

L (qs’ qsat) =T (qs’ qsat> -V (qsat) ) (222)
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que chamaremos de funcao de Lagrange, ou lagrangeana, e escrever as equacoes de

movimento para um sistema convservativo por meio da expressao

d <6L> _O9L (2.23)

dt \o¢ ) g

Tal equagao também é conhecida como equacao de Lagrange. Como em (2.8) o
que fizemos foi apenas reescrever as 3N coordenadas cartezianas notadamente obtemos em
(2.23) é também um conjunto de 3N equagoes que representam nada mais do que uma
reformulacgao elegante das equacoes de Newton, desta forma nao temos quaisquer vantagens
a trabalhar com elas em detrimento das equacoes de Newton. A grande vantagem da
formulagao Lagrangeana, como veremos a seguir, consiste justamente no fato da equacgao

(2.23) continua valida para um sistema com vinculos holénomos.

Para obtermos as equacoes de Lagrange supomos que o nosso potencial deveria
depender apenas das coordenadas generalizadas, mas notadamente nao precisamos nos
restringir a esse tipo de potencial. Vemos claramente que qualquer forca generalizada que

derive de um potencial do tipo

oo LOV(it) V(g
dt  0g¢° 0q®

também ira verificar as equagoes da Lagrange. Na proxima se¢do mostraremos que se as

(2.24)

nossas 3N coordenadas generalizadas nao forem todas independentes entre si e tiverem
que verificar k equacoes de vinculo, poderem ainda assim encontrar um conjunto de 3N-k

equagoes do tipo (2.8) que descrevam completamente o nosso sistema.

2.2 Principio de D'Alambert

Até agora nao fizemos qualquer restricio ao movimento do sistema. Desta forma,
consideramos que as 3N coordenadas de posi¢ao, sao independentes, e nao precisao elas
verificar nenhuma equacao de vinculo. Contudo, sabemos que para muitos sistemas fisicos
de interesse essa suposicao nao pode ser considerada. Desta forma, devemos considerar
um caso mais geral onde o nosso sistema de N particulas estd sujeito a k vinculos, ou seja,
as nossas variaveis cartesianas devem verificar k equagoes de vinculo. Para estudar tais

sistemas, iremos nos apoiar no principio de D’Alambert.

Deste modo, considerando um sistema sujeito a k equacoes de vinculos, podemos
definir o que chamamos de deslocamento infinitesimal virtual do sistema, a mudanca
na configuracdo do mesmo por meio de alguma troca infinitesimal das coordenadas dr,
consistentes com as forcas e os vinculos impostos ao sistema em um dado instante de

tempo t. Chamaremos tal deslocamento de virtual, pois 0 mesmo ¢é tomado a tempo fixo e
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difere do deslocamento real que ocorre com a evolugao temporal, durante o qual as forgas

e os vinculos podem mudar.

Se considerarmos por sistema em equilibrio aquele onde a forca total atuando sobre
cada particula é igual a zero, ou seja F' = 0, assim, claramente, o produto interno F- ér
que ¢ justamente o trabalho da forca F' ao longo do deslocamento dr deve se anular. Com

isso a soma desses produtos sobre todas as particulas também devem ser iguais a zero

sw=F;-or' =0, (2.25)
(a

decompondo F; em forgas aplicadas F; e forcas de vinculo f;

F,=F\ 11, (2.26)

com isso

F\.sr" + f,-6r! = 0. (2.27)

Devemos nos restringir a sistemas tais que o trabalho das forcas de vinculos sejam
identicamente nulos, o que é sempre verdade se estivermos trabalhando com vinculos
hol6lomos. Essa condigao, a primeira vista, parece ser muito restritiva, porém para intimeros
exemplos de vinculos essa condicao € verificada. Por exemplo, para particulas que tenham
o seu movimento restrito a uma superficie, as suas forgas de vinculo serao perpendiculares
a tal superficie e a0 mesmo tempo o seu deslocamento virtual deve ser tangente, com isso

o trabalho virtual deve se anular.

Portanto temos como condicao para o equilibrio de um sistema que o trabalho

virtual das forcas aplicadas seja igual a zero.

F\.sr! =0, (2.28)

onde com isso, a condicao para o equilibrio de um sistema pode ser expressa dizendo
que o trabalho virtual das forcas aplicadas deve ser zero. Essa equacao é conhecida como
principio do trabalho virtual e apenas nos traz contribuigoes sobre a estatica, ja que
estamos considerando que o somatorio das forgas atuantes sobre cada particula do sistema
é nulo. Note que os coeficientes de 67/ ndo podem ser feitos iguais a zero, com isto F I(a) #£0
uma vez que os 0r! ndo sdo completamente independentes pois estdo conectados pelas
equagoes de vinculo. Para podermos igualar os coeficientes a zero devemos tratar o principio
envolvendo os deslocamentos virtuais envolvendo as coordenadas generalizadas ¢, pois

estas sao independentes entre si.
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Para estender a ideia do principio do trabalho virtual para sistemas que possuem

uma dindmica, D’Alambert utilizando as equagoes de Newton

Fr=p; (2.29)
escritas sob a forma
definiu

I=—p, (2.31)

considerando I como uma for¢a criada pelo movimento, também conhecida como forca de

inércia. Desta forma conseguimos escrever a equacao de Newton por

F,+1, =0, (2.32)

que apesar de aparentar ser meramente uma reformulacao das leis de Newton sem nenhum
ganho ¢é de fundamental importancia para o principio de D’Alambert. Como noés sabemos,
um sistema em equilibrio é aquele justamente no qual as forgas atuantes sob o mesmo
sao iguais a zero. Desta forma, ao adicionarmos as forgas de inércia as forcas atuantes,
e estendendo o conceito de equilibrio para sistemas em movimento, construimos uma

condicao de equilibrio para o nosso sistema.

Com a generalizacao do conceito de equilibrio, o principio de D’Alambert estabelece
que um sistema esta em equilibrio se adicionarmos a ele as forgas de inércia. Com isso
fica claro que o trabalho virtual das forcas de um sistema acrescidas das for¢as de inércia

devem ser identicamente nulo, ou seja

(F;—py)-orf =0. (2.33)

No6s podemos chamar de forga efetiva a soma

=Fr+1; (2.34)

e como isso podemos escrever o principio de D’Alambert da seguinte forma: o trabalho

virtual das forgas efetivas de um sistema ¢ igual a zero

F¢ or' = 0. (2.35)
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Separando as forcas do sistema em forcas aplicadas e for¢a de vinculo da forma

F,=F\ 1 £, (2.36)

podemos reescrever a equagao sob a forma

(F —p,)-or! + 00" =0, (2.37)

Como o trabalho das forca de vinculo sao iguais a zero, temos

(F” —p,)-or' =0, (2.38)
que é conhecido como principio de D’Alambert. Como as forcas de vinculo nao irdo aparecer
nos nossos problemas, com isso iremos trabalhar apenas com as forcas aplicadas, podemos
remover o indice (¥ sem risco de ambiguidade. Devido a existéncia de forcas de vinculo
atuando no sistema, os deslocamentos virtuais ér! nio sdo todos independentes e com
isso nao podemos fazer todos os seus coeficientes iguais a zero. Desta forma, podemos
expressar suas equagoes de forma mais 1til se tratarmos o principio introduzindo uma
expresséo envolvendo o deslocamento virtual das coordenadas generalizadas d¢’, que sdo

todas independentes entre si.

Com esse intuito podemos reescrever a expressao da seguinte forma

F;-or! —p; or' =0, (2.39)
onde o primeiro termo da expressao fica dado por
or!

F]' 5[‘1 = F[' a—qﬂéq]

= Q;0¢. (2.40)

J& o segundo termo sera expresso como

p;ort = mil ot
— mrf.g;(sqﬁ
)l
— jt (miJ g;>—mr1-g7;] Y
= [ G 0) - m )] e
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com isso,

dor  or
dt ¢t O¢*

—Qild¢' =0. (2.42)

Note que em coordenadas cartesianas a derivada parcial de T com respeito a ¢
¢é igual a zero. Assim, falando na linguagem da geometria diferencial, esse termo surge
devido a curvatura das coordenadas ¢’. Se os nossos vinculos forem holénomos, entao é
possivel obter um conjunto de coordenadas independentes ¢/ que contém as condicoes de
vinculos implicitas. Para um deslocamento virtual §¢° que é independente de d¢* e com
isso o unico caminho para (2.42) ser igual a zero é que cada coeficiente individual seja

igual a zero, ou seja

doT OT
——— = — —(); = 0. 2.43
dt 0¢*  0¢* @ (243)
Para forcas do tipo

ov
F,=— 2.44
o (2.44)

as forcas generalizadas serao escritas como
or! oV or!

Q; = (2.45)

pr— I. _— —_ -
g orl 9gi’
que é exatamente a mesma expressao para a derivada parcial da funcao V com respeito a

variavel ¢’

oV
P = =, 2.46
-5 (2.46)
desta forma podemos escrever as equagoes
d oL 0L
—— - — = 2.47
dt 0¢*  0q* ( )

A equagdo acima apesar de possuir a mesma forma funcional da equagao (2.23)
elas sao essencialmente bem distintas entre si. Inicialmente podemos mencionar que no
primeiro caso tinhamos 3N coordenadas e neste momento possuimos apenas n=3N-k. E
esta equacao também nos mostra que podemos escrever as equacao de Lagrange mesmo

que tenhamos um sistema sujeito a vinculos holénomos.
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2.3 Principio de Hamilton

A natureza diferencial das equagoes de Lagrange ficam claras por meio da sua

expressao explicita dada por
0L . o*L . O’L oL

Loy OL g, L 0L 9.4
gioad T agogt Tagor ag (2.48)

Com isso percebemos que as equagoes de Lagrange caracterizam as propriedades
locais das trajetorias v sobre o espaco de configuracao. Contudo, os principios variacionais
devidos a Hamilton e Weiss, sao capazes de construir caracterizagoes globais das equagoes
de movimento. Tais principios consideram o movimento dindmico do sistema, em um

intervalo de tempo finito, e obtém diretamente a trajetoria percorrida no espaco de fase.

Se considerarmos dois pontos no espaco de configuracao dados pelas coordenadas
qél) e q&) e uma curva 7 conectando esse dois pontos, a lagrangeana L (qﬂcjﬂt) deve
assumir um valor numérico para cada ponto da trajetéria. Desta forma, podemos definir
um objeto matematico dado pela integral definida da funcao de lagrange ao longo do

tempo, sob a forma
1 S
A = / L(q.q'.t)dt, (2.49)
to
que é conhecido como funcional agdo. O principio de Hamilton, que impde uma condigao
justamente sobre A, afirma que o movimento de um sistema mecanico ocorre por um

tal caminho que a integral definida A torna-se estaciondria para toda possivel variagao

infinitesimal da configuracao do sistema entre dois pontos fixos.

O principio de Hamilton, além de fazer afirmacoes globais sobre o sistema, esta
em completo acordo com o principio de D’Alambert. Para mostrar tal afirmacao vamos

primeiramente multiplicar 6w’ por dt e integrar entre ¢; e t,

t2 ) to d ) )
Swidt = /‘ F— 2 (mg)| 64dt
th v t [ dt (mq )] 1

" psadt— 7L (mat) sad 2.50
_ . it — et -1 i t, .
. Fidq /tl 7 (mq) q (2.50)

onde podemos separar a equacao acima em dois termos, tomando a parte

to .
Fiéq'dt, (2.51)
t1
onde
oV
F,=—. 2.52
o (2:52)

Com isso



Capitulo 2. Mecanica Cldssica 15

t , t
“Eéqdt — 2gvf5q’dt
ty 31 q"
t
— [Tsvat
t1
t
= =5/ vat, (2.53)

t1
onde nds assumimos que o trabalho nao depende da velocidade. Se agora nos debrugarmos

sobre o segundo termo da equagao,

/: ;’t (md) 6q'dt = /: jt (md'sq’) di / mi' < (oq') at, (2.54)
onde,
/tlt ccli (md'oq’) dt = [quq]; (2.55)
e7
i q'i;i (5qi) dt = ttzmq'ijt (&f’) dt
4
= mq" 5dtqzdt
= tt mg'dgidt
1 rt
= 5 /;m(s( ) dt
- 5/: ;m (¢) (2.56)

com isso nos temos,

A ® Swidt = o ;m(qi)zdt 5

Usando a defini¢ao de fungéo lagrangeana L =T — V', podemos escrever

th — [quéq} : (2.57)

t1

5w = (5 Ldt — {mq oq' } , (2.58)

t1
sendo bem definida a posi¢ao de um sastema mecanico nos instantes t; e t9, temos que

8¢’ (t1) = dq' (t2) = 0. (2.59)

Nesse caso o termo de contorno deve se anular

[mgioq Z —0, (2.60)
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e com isso temos que

ta  _ to
/ swe =06 [ Ldt = 6A, (2.61)
t1

t1
em que

to
A= [ Ldt (2.62)

t1

Uma vez que o principio de D’Alamber requer que dw' seja igual a zero, a sua

integral no tempo também o serd. O que implica em

§A=0. (2.63)

Assim o principio de D’Alambert pode ser reformulado. Posto dessa forma o
principio de D’Alambert coincide justamente o principio de Hamilton, que estabelece que
o movimento de um sistema mecénico arbitrario ocorre por tal caminho que a integral
definida A torne-se estacionaria para uma possivel variacao do sistema, desde que o ponto

inicial e final da configuracao do sistema sejam bem determinados.

O raciocinio que nos conduziu ao principio de Hamilton pode ser construindo no
sentido contrario. Podemos partir do postulado de que 64 = 0 e deduzir que dw’ = 0
que ¢ justamente o principio de D’Alambert. Isso mostra que ambos os principios sao

matematicamente equivalentes.

Enquanto o principio de D’Alambert faz afirmac¢des independentes sobre cada
instante de tempo durante o movimento, o principio de Hamilton inclui todas essas

afirmacoes em uma tUnica, considerando o movimento como um todo.

O principio de Hamilton também pode ser visto como um caso particular do
principio Weiss, quando os pontos iniciais e finais da configuracao do sistema nao forem

fixos, como enunciaremos a seguir.

2.4 Principio de Weiss

O principio de Weiss generaliza o principio de Hamilton fazendo consideragoes
globais sobre a trajetéria de um sistema fisico em que os pontos iniciais e finais do sistema
nao estao fixos. A sua afirmacao consiste basicamente em dizer que um sistema mecanico
assume dentre todas as possiveis trajetorias justamente aquela para a qual a variagao da
acao 0 A s6 possui contribuicao nos termos de fronteira. Afirmagdes como essa que impoe
que um dado funcional assuma uma condi¢ao de extremo, sao conhecidas como principios
variacionais, e a area da matematica que se debruga sobre este tema ¢ conhecida como

calculo variacional.
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Para encontrar a curva que extremiza o funcional A devemos primeiro calcular a
sua variacao geral. Calcular a variacao de um funcional consiste basicamente em procurar
a curva para a qual 0A = 0, porém, como nao estamos trabalhando com extremos fixos,
ou seja, como nao devemos impor que a varicao da curva nos seus pontos de extremo seja
igual a zero, precisamos considerar fun¢oes definidas em espacos distintos, e com isso com
diferentes limites de integracao. Para uma abordagem mais completa sobre o estudo do

calculo das variagoes podemos consultar [7]

Expressando matematicamente o que tratamos acima, dado um funcional do tipo

to
A= [ L(g4q,t)dL, (2.64)

t1

desejamos encontrar a parte linear do incremento

to+0ts to
AA= L(g+0a,q+8¢,0)dt — [ L(qd,t)dt. (2.65)
t1

t1+6t1

Com o objetivo de encontrar a variagao d A do funcional, mostraremos que variar o
dominio da fungdo, que esté expresso pela variacao dos limites de integragdo, é equivalente

a variar o parametro de integracao durante todo o dominio. Para isso, definindo as variagoes

o =7 (]) —d'(t), dt=t—t, (2.66)

para o funcional A dado acima, a sua variacdo sera expressa por

SA — 5[/t2L(q,q',t)dt]

t1

to to
= [CoL(gatydt+ [ La.d0)0 (), (2.67)
t1 t1

onde consideramos varia¢oes no parametro de integracao dt. Devido a defini¢ao do operador

0 temos,

_ dt dt
—dt —dt = —dt —dt = | — — 1 2.
0 (dt) = di —dt = —-dt — dt < T ) dt, (2.68)
onde por meio da igualdade,
| d B d (dt) _d(6t)
d(dt) = [dt (t+ dot) — 11 dt = (1 + pT 1) = dt = d(ot), (2.69)

podemos mostrar a comutatividade entre os operadores d e §, podem ser expressa também
por[d, d] = 0.
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Definindo um novo funcional A da forma
_ ta N
A:f L(q4.t)dt (2.70)
t1
podemos, usando a relacao obtida acima, expressa-lo da forma
to I _ t2 t2 . dot
A . L(q,q,t)dt:/t1 L(q q, >ddt:/tl L(q,q,t) (1 dt)dt (2.71)
de modo que
_ 2 dst t2
A—A:/L—, l—dt—/L,',tdt
3 (qq)<+dt> . Llagt)
t2 L dot
= L{q,q,t)—L L dt
/t1 [ (¢.0.1) = L(q,4,) + L (7,4,%) dt]
t2 dot
= 0L+ L dt. 2.72
[ @i 27
Usandos a expansao
- oL oL
L(qq,t)=1L(q,q,t)+ =—dq+ =64+ ... 2.73
(@:4.t) (9:0:8) + 500+ 5200+ (2.73)
e expressando a parte linear do incremento por
oL oL
0L = —0dq+ =<4 2.74
9709 F 350 (2.74)
ou seja,
to
0A = [5[/ + LM] dt (2.75)
t1

d

que é exatamente a equagao (87). Assim, mostramos que o problema que envolve a variagao

no tempo e no dominio é o mesmo: variar o dominio é equivalente a variar o parametro

em todo o ponto da curva.

Expressando A de forma mais conveniente,

to to
JA = / 6Ldt + Ldot] = / [6Ldt + d (L6t) — dLot]
t1 t1
- / ’ [5Ldt+d Lot) — dt‘ffat]
t1

to
- / léL—(St] dt+ [ d(Lot),
t1 t1
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e introduzindo o operador

_ d
=5 — ot 2.
6 =03t (2.77)

conhecido como variagdo a tempo fixo. O mesmo subtrai a parte responsavel pela variagao

temporal do operador d. Denotando desta forma, ficamos com

t2

ta _
A = / SLdt+ [ d(Ldt), (2.78)
t1

t1

e obtemos o termo de fronteira

to
/ d(Lot) = Lot |2 | (2.79)

t1

Porem (2.79) nao é o unico termo de fronteira que podemos obter. Olhando para
o primeiro termo do lado direito da equagao (2.78) vemos que no mesmo também estéd

implicito termos de fronteira

b (OL- )\ OL-,,
-0q" | = =—=4¢" |2 2.
[ a(Grir) = G 1 (2.80

que nao faremos iguais a zero, visto que nao estamos trabalhando com extremos fixos
e com isso nao devemos impor nenhuma condi¢ao a 6t ou dq. Para encontrarmos (2.80)

vamos calcular 6L, que é dado por

= dL
L=90L—-0t—. 2.81
o ) &dt (2.81)

Trabalhando primeiro com a parte referente a L, ficamos com

oL . oL
5L = P25 4 Ok
ot T o

oL

Y 2.82
9500 (2.82)

5q' +

por outro lado

dL _oL 9L 0L
at ot oagt T o

g, (2.83)

entao
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5L &@ 0L oL oL 0L oL 6L
a ot aq’ g’ ot aq’ 8q
oL ., OL oL 0L
= Yl — Y (5t— — dt——(
a0 g ar? ~ag!
= 97 (5q —q5t)+ - (9g —qét)
0 d 8 d
= |6 — ot— d— ot—
; ( i) g (0 )
8L OL -
= : 2.84
o7 9501 (2.84)
Com isso,
- OL- ., OL-,
0L = —0dq' -6q". 2.85
g’ oG’ ( )
Agora precisamos calcular §¢', para isso,
o dd  d¢t  d@dt dqt
0" = — — = —— - 2.
T T a T ardt (2.86)
co oétff—tetéoﬁfl—d—éto seja
WOOEm R L A0 g T T g O
o dq dot dq d  dq* dg ddt  d(q" —q") dq dot
o0 =g (1 dt) WA aw awa - a aa
que com 0¢° = §° — ¢' torna-se
. déqt  dqtdst  doqt  dg dot
o =L LT T4 (2.88)

dt dt dt  dt dt dt’

Agora temos que usar o fato de que as variagoes dq" e 0t sao infinitesimais e apenas

0s termos em primeira ordem sao relevantes. Assim, como o segundo termo a direita ja é

linear em dt, a derivada CTQE s6 deve contribuir em ordem zero, ou seja,
dqi  dqt
— = 2.89
dt dt ( )
assim em primeira ordem,
- dégt  dot
0! = —— — —¢' 2.90

de modo que,
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S s i d(og") d(ot) ; d i d i
0" = o¢" —0tg' = e T By ((5q) — <5tq) (2.91)
i d (s
= = ((5q otq ) = <5q ) , (2.92)
3 - d
entdo temos [6, dt} = 0. Voltando a (2.85),
= oL oL
L — 7
J 94 1(5 '+ 2 1(5
oL oL -d 0L
- 815Q+dt<81(sq> o G og
(9L doL 5i+i 8L5i
= \ag “atog )’ Tar\ag’ )
e substituindo na expressao (2.78)ficamos com
OL OL t2
0A = 8¢’ —0 dt d (Lot
/tl [aq i (a I )] ), Ao
t219L d (0L oL - .
= Sq'dt d ——0d¢" + Lot 2.
/tl [6(1 dt (a )] e, (aqz T (2.93)

Esta expressao pode ser rescrita por

L[OL  d (OL\]- . e [9L |
0A = — 0q'dt d 0q" — ¢'ot) + Lot
/t1 | 0¢' Cdt <8q1>_ gt t _3 ( T )+ ]
oL d (OL\] e [OL oL
- /t1 | 0¢' d(@q) q'dt + t d | 0¢° 8q
2[0L d (OL\] <, t2 [OL oL
_ /t o @ (aqz')_ dqidt+ | d B 5q' <8q

onde definindo a fun¢ao de Hamilton, ou hamiltoniana,

oL .
G — L
E)q ’

e 0os momentos canononicamente conjugados,

H_

ficamos com

oqt  dt

to
SA — [8L d <
t1

q'ot + Lét]

)1 Zdt—l—/ pléq — Hét| .

¢ i), o

(2.95)

(2.96)

(2.97)
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Podemos de forma conveniente definir

G = p;oq' — Hét, (2.98)
e escrever (2.97) sob a forma
t2{9L d (OL)\| <, t2
A = - — — || 0¢'dt dG. 2.
t L‘?ql dt (8(]’)] qat+ t G (2:99)

A funcao G = G (t, q, g, dq, 6t) é denomina fungao geratriz das variagdes dt e dq. O
principio de Weiss afirma que a variacao a acao 0 A s6 possui contribui¢do nos termos de

frontira, o que pode ser expresso por,

to
SA= [ dG, (2.100)

131
indicando assim que o primeiro termo da expressao (2.99) deve ser identicamente nulo,

w0 d (OL\]<,,
/tl [aqi—ﬁ@qi)]ath_o. (2.101)

Pelo lema fundamental do calculo variacional, que afirma:

assim nos conduzindo a

Sendo y (z) é uma fungdo continua no intervalo [a, ], e se

b
/ F@)h(z)de=0 (2.102)
para todo h definido no mesmo dominio e tal que h (a) = h (b) = 0, entdo y (z) = 0 para

todo x pertencente ao intervalo [a, b].

E que pode ser demonstrando por: sendo h (z) qualquer, entao ele pode ser parti-

cularmente

h(z) =20 (z— ;) (2.103)

para todo z; pertencente ao intervalo [a,b]. Onde ¢’ (x — z;) denota a fungao delta de

Dirac. Com isso temos

b b
[ f@h@ = [ f@o@—z)=y@) =0 (2.104)
fazendo x; variar em todo intervalo [a, b], fica demostrado que f (x;) = 0 para todo x;

pertencente ao intervalo [a, b].

Com isso obtemos que

oL d (0L
- — — - | = 2.1
oqb  dt (8()’) 0 (2.105)
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onde fica evidenciado tanto que as equagoes de Lagrange podem ser obtidas a partir do
principio de Weiss, como o principio de Hamilton é um caso particular do principio de

Weiss quando as variagoes nos extremos sao nulas.

Nesse capitulo fizemos uma breve revisao dos conceitos basicos de mecanica classica,
onde por uma tranformagoes de coordenada obtemos as equacbes de movimento de
Lagrange, que vimos ser equivalente as equagoes de Newton. Depois nos fizemos valer do
principio de D’Alambert e mostramos que as equagoes de Lagrange também descrevem um
sistema fisico que esteja sujeito a vinculos holénomos. Durante essa construcao deixamos
clara a vantagem de se trabalhar com coordenadas generalizadas bem como vimos que a sua
utilizacdo pode reduzir a dimensao do sistema. Nesse sentido concluimos o nosso capitulo
fazendo uma breve discussao sobre os principios de Hamilton e Weiss onde demonstramos
a equivalencia entre os principios de D’Alamber e Hamilton bem como que o segundo é

um caso particular do principio de Weiss.
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3 Teoria de Hamilton-Jacobi: Sistemas Regu-

lares

Neste capitulo versaremos sobre a teoria de Hamilton-Jacobi para sistemas regulares
e para tal usaremos a abordagem de Carathéodory. Por sistemas regulares entendemos,
em principio, por um sistema sem vinculos, ja em um préximo momento daremos maior

precisao para a definicdo de sistema regular bem como diferencia-la dos sistemas singulares.

A equagao Hamilton-Jacobi, por sua vez, é comumente apresentada nos textos de
mecanica classica vinculada ao formalismo hamiltoniano e a teoria das transformagoes
canonicas. Com o intuito de encontrar a solugao para as equagoes de Hamilton, busca-se
uma transformagao candnica que gere uma hamiltoniana transformada identicamente nula,
assim surgindo a equacao de Hamilton-Jacobi. Desta forma, o formalismo de Hamilton-
Jacobi pode muitas vezes ser confundido com um método de integracao das equacoes de

movimento.

Por sua vez, Carathéodory, usando a ideia de lagrangeanas equivalentes, obtém as
equagoes de Hamilton-Jacobi de forma independente da abordagem Hamiltoniana. Essas
lagrangeanas equivalentes, como veremos a seguir, diferenciam-se pela adi¢do de uma
funcao S = S(q,t). Por outro lado, se nos apoiarmos no principio de Hamilton, veremos
que uma consequéncia natural da nossa lagrangeana modificada possuir um extremo é
que S verifique a equagao de Hamilton- Jacobi que, a saber, é uma equacao diferencial
parcial. Em seguida, mostraremos, por meio do método de Cauchy, que a solucao da EDP
de HJ pode ser obtida por um sistema de equacgoes diferenciais ordindrias. Toda essa
abordagem de Carathéodory é conhecida como quadro completo, justamente por relacionar
areas da matematica que até entao eram tidas como independentes: a teoria das equagoes
diferencias ordinarias (EDO), a teoria das equagoes diferencias parciais (EDP) e o cdlculo

das variagoes.

3.1 Lagrangeanas Equivalentes

Embora sejamos capazes de construir uma relagao entre a lagrangeana de um dado
sistema fisico e o conjunto de equagdes que regem a sua dindmica, esta relacdo nao é
bijetiva. Uma lagrangeana determina univocamente a dinamica do sistema, entretanto as
equagoes de movimento do mesmo podem ser obtidas por uma familia de lagrangeanas.
E justamente por sermos capazes de, partindo de mais de uma legrangeana, descrever a

dinamica de um sistema que conseguimos definir a equivaléncia entre lagrangeanas.

Sejam L e L duas lagrangeanas distintas, estas serao consideradas equivalentes se
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conduzirem as mesmas equacoes de movimento. Em outras palavras, para que duas lagran-

geanas sejam consideradas equivalentes, precisamos que a relacao abaixo seja verificada

N A, 9N DA
¢  otog  Logog T agag

onde A (t, q, q'i) = L — L. Com isso, o problema de determinar lagrangeanas equivalentes

=0, (3.1)

se reduz a encontrar um A (t, q, ql) que verifique a relacao acima. Entretanto, esta é uma
equacao polinomial nas derivadas de ¢', o que indica que os coeficientes desse polinémio

devem ser nulos. Fazendo o coeficiente do tltimo termo igual a zero,

OA
— =0 3.2
aq-zaq-] Y ( )
reduzimos a forma de A a

e percebemos que A é linear em ¢' sendo A; e B funcdes arbitrarias de ¢' e t.

Substituindo (3.3) em (3.1) ficamos com:

0A; O0A;\ .. O0A;, OB
P ) ¢+ - — = (3.4)
o  O¢ ot 0q¢'
Visto que os coeficientes das derivadas de ¢* sdo identicamente nulos, temos:
0A; 0A;
() (3.5)
oy Oq
0A; OB
——=0 3.6
ot aq" (36)
Analisando as igualdades, vemos que (3.5)implica a existéncia de uma fungao, digamos S,
tal que
oS
A= —. 3.7
- (37)
Assim substituindo (3.7) em (3.6),
oS
B =22 .
BT (3.8)
Com isso podemos reescrever A como,
. 0SS 08
At ¢, q")=¢— — — 3.9
(t.q'.d') "5 " o (3.9)
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e dessa forma a fungao L torna-se:

L0808 (1.6 ) ds

92 _ & 1
Toq ~ ot dt (3.10)

7 i i i i
L<t>q7Q> :L<t>q7Q> -
Por outro lado, do ponto de vista variacional, a curva que extremiza a acao da
lagrangeana original deve ser a mesma que extremiza a lagrangeana modificada, ja que
ambas as lagrangeanas nos conduzem as mesmas equagoes de movimento. Nos fazendo

valer do principio de Hamilton, isso pode ser notado se olharmos para a agao modificada

A= /dt [L (t.d',d') — ‘fiﬂ : (3.11)

e calcularmos a variacdo entorno da trajetoria fisica
6A =6A+68S (t,q,) — 05 (2, quy) (3.12)

onde a variacao de S é dada por

as .
S o7 q (3.13)

Como a agao é calculada entre pontos fixos, o dq sera identicamente nulo, implicando em
0S=0e

§A = SA. (3.14)

Com isso demonstramos a nossa afirmacao de que a curva que extremiza a acao da

lagrangeana original deve ser a mesma que extremiza a lagrangeana modificada.

Por sua vez, podemos usar a fungao S para construir uma funcao lagrangeana L que
seja identicamente nula para um dada curva ¢', mas que seja positiva para qualquer outra
curva ¢' que pertenca a uma vizinhanca fechada. Com isso, nosso problema variacional

serda especificamente o de encontrar um minimo.

Qualquer funcao S que seja continuamente diferenciavel nos conduzira a um pro-
blema de lagrageana equivalente. Porem, uma escolha apropriada de S pode transformar o
problema de encontrar um minimo para (3.11) facilmente realizado. Esse serd o caso se
S (qi, t) for tal que para cada ¢' e t, L (qi, g, t) satisfaca a condi¢ao de ser positiva para
todo ¢

L(t.q',d) >0, (3.15)

mas admita um ¢° que a anule

L(t.q',¢") =0. (3.16)
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Desta forma a solu¢do do nosso problema variacional é dada pelo sistema de EDO

&= (t.) (3.17)

serao minimos do nosso problema variacional.

3.2 Equacao de Hamilton-Jacobi

Partindo da expressao

- os ., 08
L=L-"4 -2 1

sabemos que se S verifica as relacdes (3.16) e (3.15) L serd um minimo quando calculado

sobre ¢ (), e com isso todas as suas primeiras derivadas deverao se anular. Desta forma

temos

L
B”’] =0 (3.19)

o (,_ds ~[oL 9 ds
an dt éi:¢i B _8qz aqZ dt q'i:(éi

oL o (05| &S

~ log o \Tag) " agor],_,

oL 9S &S &S

~ o " "og ~ Togog ~ ogot|,

que leva a

oS 0L
oqgt  0¢t’ (3.20)

sendo S = S (t, qi> uma funcao apenas de t e ¢°. Aqui, definimos 0 nosso momento canénico

como

oS
i = A 3.21
P g (3.21)
e assim reescrevermos a equagao (3.18) em fungao do mesmo,
0S , o
- Gt — J gt —
o, tpid —L(te'.q')=0. (3.22)

Deste modo, se conseguirmos eliminar a dependéncia em ¢* obteremos uma equagao

diferencial parcial para S.
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Até aqui o formalismo que construimos é geral e vale para qualquer sistema.
Entretanto, por razoes didaticas, em um primeiro momento faremos uma forte imposicao
e nos restringiremos a determinados sistemas fisicos, que a posteriori, vamos generalizar.
Desta forma, é conveniente que facamos uma breve discussao sobre dois tipos de sistemos

fisicos: os sistemas regulares e os sistemas singulares.

Partindo da igualdade

oL
onde escrevemos o nosso momento canoénico como uma funcao das posicoes e velocidades.
Desta forma, se conseguirmos inverter essa relacao e escrever as velocidades como fungoes
das posi¢oes e momentos, vamos ter eliminado a dependéncia das velocidades na equacao
(3.22) e teremos condigoes de construir uma equagao diferencial parcial para S. Porém,
para que sejamos capazes de inverter tais expressoes precisamos que a relagdo abaixo seja

verificada:

det[W] # 0, (3.24)
onde
Y o¢ 0¢op

¢ conhecida como matriz Hessiana. Sistemas que verificam a condi¢ao Hessiana (3.24) sdo

(3.25)

chamados de Sistemas Regulares. Por outro lado, sistemas que nao tem essa condicao

verificada, sao chamados de Sistemas Singulares.

Se a condi¢ao Hessiana for valida, ou seja, se estiver tratando de sistemas regulares,
seremos capazes de inverter a relagdo (26) e obtermos uma expressao para as velocidades
como func¢ao das coordenadas e dos momentos ¢* = 7’ (t, ¢, pj) € com isso reescrevermos

a equacao (3.23) como

o5 ,.
5;+MU—LGﬂ%W)=Q (3.26)

que ¢é a nossa equacao diferencial parcial para S. Definindo uma func¢ao Hamiltoniana

candnica por

H(t.q',p) =pm' = L(t.d, ), (3.27)
obtemos a equacao
%j +H (t, qi,pi) =0 (3.28)
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que vem a ser uma equacao diferencial parcial, conhecida como equacao de Hamilton-Jacobi.

3.3 Equacoes de Caracteristicas

Vamos utilizar o método das equacoes caracteristicas para encontrar uma relagao
entre a equacao de HJ, que é uma equacao diferencial parcial, com um sistema de equagao
diferenciais ordinarias, que veremos ser as equacoes de Hamilton. Para tal, vamos tomar
uma curva ¢ = ¢(t) e calcular os valores de S ao longo desta curva por meio de EDOs que
determinem a evolugao S e de suas derivadas. Veremos que, no geral, nesse sistema de
EDOs haverao derivadas de segunda ordem da funcdo S. Porém, por meio de uma escolha
util da curva, conseguiremos eliminar as derivadas de segunda ordem, e o sistema de
EDOs que obteremos sera de primeira ordem. Tais equagoes serao chamadas de Equacoes

Caracteristicas.

Com o intuito de utilizar o método das Caracteristicas vamos, denotar

0

t=q,
_as
Po = at?

e com isso vamos escrever (3.28) da forma

H'(¢%,pa) = po+ H (¢, 1i) , (3.29)
com o =0,1,..n.
Derivando p; com relacao ao parametro ¢
0?S
— ¢’ 3.30

verificamos que a evolucao de p; depende de derivadas segundas de S com relacéo a ¢'.

pi =

Derivando H' em relacdo a ¢' temos,

OH' 0%S n OH'
Op; 0¢70q"  0g

fazendo uma escolha particular pra ¢' vemos que é til impor que este verifique a relacio

=0, (3.31)

_oH
B Op; ’

-1

q

(3.32)
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pois isto ird nos conduzir a um interessante resultado para a evolugdo do momentos

candnicos. Para tal vamos reescrever (3.31) na forma:

H' %S OH'
Op;i 9¢'9¢' Iq’
Utilizando (3.30) e (3.32) obtemos:
OH
R — 3.34
P o7 (3.34)
Derivando S com relacao a t:
. 0SS ., 0S8 ,
S = '+ —=pq" — H. 3.35
ol T 9r =P (3.35)
Desta forma as equacoes
oOH'
dp; = ——dt, 3.36
p o (3.36)
dS = [pig' — H| dt, (3.37)
. OH'
dq' = —dt 3.38

consistem em um sistema de 2n+ 1 EDO que sao conhecidas como equagoes caracteristicas.

Como nenhuma das equagoes caracteristicas (3.36) ,(3.37),(3.38) dependem expli-
citamente de S, a sua determinacgao se reduz a uma equacao integral apds a resolucao do

sistema:

pi = —Tqﬂ (3.39)
. OH'
"= 4

que sao justamente as equagoes canonicas de Hamilton. Em outras palavras, resolvendo as

equagoes Hamilton a fungdo S é obtida por mera integracao de (3.37).

Nos dedicamos nesse capitulo a fazer uma sucinta introducao ao formalismo de
Hamilton-Jacobi. Partimos da definicao das lagrangeanas equivalente introduzidas por
Carathéodory e vimos como elas podem nos ajudar a buscar uma curva que deixe 0 nosso
sistema automaticamente integravel. Porem foi olhando para a funcao S que chegamos a

equacao de Hamilton-Jacobi e vimos que a mesma é condicao necessaria para que o nosso
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problema variacional tenha solugao. Sendo a equacao de Hamilton-Jacobi uma equacao
diferencial parcial utilizamos o método das caracteristicas para encontrar um sistema de
equacoes diferenciais ordinarias associadas a ela. Assim vimos como o calculo das variagoes,

a teoria das EDPs e a teoria das EDOs estao relacionadas.
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4 Teoria de Hamilton-Jacobi: Sistemas Sin-

gulares

No capitulo anterior definimos dois tipos de sistemas: os regulares e os singula-
res.Vimos que os sistemas regulares sao aqueles que verificam a condicao Hessiana, ou seja,
possuem o determinante da matriz de mesmo nome nao nulo, e nos dedicamos a estudar esse
tipo de sistema. Por outro lado, os sistemas singulares (também chamados de vinculados
ou nao-Hessianos), sdo aqueles que nao verificam tal condi¢ao e com isso o determinante
da matriz Hessiana é identicamente nulo. Entretanto, foi no caminho para obtermos a
equacao de Hamilton-Jacobi que percebemos a necessidade da condicao Hessiana, para
sermos capazes de escrever as velocidades em fungao das posi¢oes e momentos, com isso,
obtermos uma equacao diferencial parcial para S. Os sistemas vinculados possuem tal
nome devido a existéncia de vinculos entre suas varidveis candnicas. Porém, verifica-se que
diversos sistemas fisicos de interesse violam a condi¢do Hessiana, constituindo, portanto, os
sistemas vinculados. Como exemplo de sistemas que possuem uma matriz Hessiana singular
temos o campo eletromagnético e a particula livre em uma superficie. Desta forma, tais
sistemas nao poderiam ser negligenciados dos estudos. Um método para tratar esses tipos
de sistemas foi desenvolvido primeiramente por Dirac [1], que juntamente com os trabalhos
de Bergmann [2], construiram uma mecanismo para tratar sistemas ndo Hessianos através

do formalismo Hamiltoniano.

Contudo, neste capitulo, mostraremos uma abordagem paralela ao método de Dirac
para estudar os sistemas nao Hessianos. Tal construgdo, que tem como ponto de partida
o uso das lagrangeanas equivalentes de Carathéodory, consiste de uma generalizacao do
formalismo de Hamilton-Jacobi que, mesmo quando a condi¢do Hessiana nao for verificada,
nos permitird construir uma Hamitoniana bem definida na regiao onde os vinculos forem
satisfeitos. Essa construgao nos levara de maneira natural a um conjunto de equagoes
diferenciais parciais que devem ser satisfeitas pelos vinculos formando um sistema de
equagoes que o sistema nao hessiano devera verificar. Esse sistema de equacoes serd o
sistema de Hamilton-Jacobi, e estara para a teoria de sistemas singulares assim como a
EDP de HJ esta para os sistemas regulares. Na sequéncia, mostraremos como a teoria das
equacoes diferenciais parciais esta intimamente ligada a teoria das equagoes diferenciais
ordinarias por meio do método das caracteristicas. Este método ira nos conduzir as curvas
caracteristicas, que por sua vez nos mostrara a dependéncia da mesma com os vinculos da

teoria.
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4.1 Sistemas Nao Hessianos

Na primeira parte do nosso trabalho admitimos a existéncia de duas lagraneanas
distintas que nos conduzem as mesmas equagoes de movimento, e percebemos que para
isso ocorrer elas devem diferir entre si por uma derivada total de uma fun¢ao do tipo
S = S(g,t). Tomando uma anélise sob o ponto de vista variacional fica implicito que
se ambas lagrangeanas nos conduzem as mesmas equacoes de movimento, a curva que
extremiza a agao de cada uma delas deve coincidir, sendo entdo um minimo do funcional.
Tal propriedade nos impoe condigoes sobre essa funcao, dentre elas temos que a funcao

deve ser a solucao de equacgao diferencial

os .
a—l—piq —L—O, (41)

aiq’[:.

necessidade de verificar a equacao (4.1) foram obtidas sem se fazer qualquer imposi¢ao

onde p; = A construcao da funcao S, as condigoes que repousam sobre ela e a
extra, portanto elas continuam validas para os sistemas singulares. Porém, reside justamente
aqui a distingdo entre os sistemas regulares e os que vamos estudar nesse capitulo. Como

para os sistemas regulares a condi¢ao Hessiana ¢ verificada, conseguimos inverter a relagao:

oL
pi = oG’ (4.2)
e com isso escrever ¢ = 1’ (t, ¢, pj) e, assim, obtermos uma EDP para a funcao S, que
chamamos de equacao de Hamilton-Jacobi. A auséncia da condi¢ao Hessiana nos sistemas
singulares, a principio, nos impede de inverter tal relagdo, e com isso, de chegarmos a
equacao de Hamilton-Jacobi. Porém, esse problema pode ser contornado, como veremos a

seguir.

Com o intuito de estudar sistemas que violem a condi¢cao Hessiana, vamos supor

que a nossa lagrangeana seja nao Hessiana, ou seja,

2

det W = det aiL = 0. (4.3)

0G'0¢
Contudo a matriz Hessiana é simétrica e com isso diagonalizavel. Entao vamos
supor, que apos ser diagonalizada, ela possua duas submatrizes: uma com m autovalores
nao-nulos e outra com k autovalores nulos, tal que k£ +m = n, é a dimensao do nosso
espaco de configuracao. Com isso existird uma submatriz m x m que tera determinante
nao nulo e, portanto, sera inversivel. Desta forma, dizemos que a matriz W tem posto m.

Assim, para a parte inversivel da matriz, podemos inverter as relagoes (4.2) e escrever as
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velocidades em funcao das posi¢oes e momentos

L
- 5

onde a,b =1, ...,m. Para o conjunto de coordenadas que pertencem ao setor nao inversivel

Pa =" =" (¢',m), (4.4)

da matriz Hessiana, nao sera possivel escrever as velocidades como funcao as posicoes e

dos momentos. Porém, a relagao

oL
P: = 50

com z =1, ..., k, continua valida. Desta forma consideraremos as equagoes para as veloci-

, (4.5)

dades nao inversiveis como equagoes de vinculo da teoria. Assim, vamos definir

H=--- (4.6)

e com isso escrever as equagoes de vinculo por

H =p, —H =0. (4.7)

Percebendo essa distingao entre as velocidades inversiveis e as nao inversiveis

podemos reescrever a equagao (4.1) da forma

aS a A 1
5y T Pa (¢'.ps) +pg® — L =0. (4.8)
Com isso, escrevendo
S
= __ 4.9
Po ot € (4.9)
Ho=pig' — L, (4.10)
ficamos com

Contudo, aparentemente ainda persiste um problema, que é justamente o fato de

Hamiltoniana canonica ser dada por

Hy = parf* (¢, 1) +p:° — L, (4.12)
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e com isso depender das velocidades nao inversiveis. Porém esse problema s6 persiste
aparentemente, em uma analise um pouco mais criteriosa vemos que essa dependéncia nao

existe. Para isso vamos tomar a sua derivada com relagao a ¢*

%IZZO — aaq.z (pan” (¢'.0) +p:¢° — L) = ¢° — quZ = H. =0, (4.13)

e com isso conseguimos mostrar que, se as equacoes de vinculo forem respeitadas, a

Hamiltoniana candnica nao dependera das velocidades nao inversiveis. Isso quer dizer que,

na regiao onde os vinculos forem satisfeitos, a funcdo Hamiltoniana serd bem definida.

Desta forma, temos o sistema de equagoes

Hy = po+Ho (' pa), (4.14)
H, = p.+H.(¢'pa), (4.15)

que chamaremos de sistema de equacoes diferenciais parciais de Hamilton-Jacobi,
ou simplesmente sistema de EDP de HJ. Essas equagoes podem ser escritas de forma mais

compacta |,
H! =po+ Ho (¢%,pa), a=0,m+1,..k. (4.16)

4.2 Equacoes Caracteristicas

Da mesma forma que para os sistemas regulares, usaremos o método de Cauchy
para obter as expressoes para as curvas caracteristicas do nosso sistema de EDP. Com o

objetivo de uma melhor andlise, vamos partir de uma fungao H, mais geral

H,(t%,q",p..pa) = 0, (4.17)

«

para, no momento apropriado, recuperar a forma original da mesma. Comecaremos por

derivar Hj em relagdo a p;

OH! o .
0 = (pag® + p-¢° — L)

Opi Ipi
d¢*  Op.., OL Og°

= 8%+ p, + — , 4.18
TP gy T o T 0ge op; (4.18)
em que, da definicdo de momento canoénico e da forma dos vinculos, temos:
... OH|, O0H,
P —— i (4.19)

+ .
Op; Op; 1
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Sendo ¢° = 0, podemos reescrever a equacio (4.19) sob a forma

OH| ., O0H!
= ] = 4.20
0=, g, (4.20)
e, com isso, apresenta-la de forma mais compacta por:
OH!
q* = —=. (4.21)
Ipa

Essa equagcao € a nossa primeira equacao caracteristica e nos mostra sobre a evolucao

dindmica de ¢'. Dando seguimento & nossa andlise, tomando a derivada de Hem relagio

aq,
dHa . 8Hé i 8H; 8p5 6H(’1 apb
dgq’ dq"  Opg O¢"  Opy Oq'
OH' OH' 0°S OH' 0%S
= a a_— a_~ 4.22
o’ * dps 0q'0q° - Opa 0qi0q*’ (4.22)
obtemos

OH!  OH! S  OH, S

== — , — . = 4.23
Iq’ Ops 0q'0¢°  Op, q'0q* (4.23)
e da definicao de momento candnico, temos
2 2
dp; o5 dq” + ) dqg” (4.24)

- 0q'0q™ 9 0q'0q™ .

Agora, trabalhando com (4.23) e (4.24),

o O PSS OH, S . OH 3S
Pitoe ™ = agog™ T agoee™ T ops ogog” ™ T Op, 0giogr !
028 ( OH' ) 0%S ( OH' )

. dg® — Cdg® | + — dg® — “dg” |, 4.25
9q'0q” 1 Opq 1 0q'0q” 1 ps 1 (4.25)

(67

e, tendo em vista agora a forma original do nosso H!, (4.16), juntamente com a equagio

(4.21), vemos que

Hl
_OHg o

: 4.2
o (4.2

dp; =

Essa, portanto, é a nossa segunda equacao caracteristica e rege a dinamica da

variavel p;. Diferenciando a fungdo S em relagao a t, temos

as 08 oS
— = “+ —q“ 4.27
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que pode ser reescrita como

dsS
82 pad® — Hog, 428
o = Pat q (4.28)

e vem a ser a terceira equacao caracteristica que descreve a evolucao de S.

Desta forma o conjunto de equagoes

o

dp, = « 1g°, 4.29
p g 1 (4.29)
OH'
dS = |pa e 4 H,| dg”, 4.30
[p 7 + ] q (4.30)
OH'
dq® = =22 dg® 4.31
q o q°, (4.31)

serao chamadas de Equacoes Caracteristicas do sistema de HJ.

4.3 Integrabilidade

O uso do formalismo de Hamilton-Jacobi nos conduziu de forma natural a um
sistema de EDP e o uso do método das caracteristicas, por sua vez, construiu um conjunto
de EDO equivalente. A analise da integrabilidade de um nos levara a métodos de resolugao
do outro. Comecaremos a nossa investigacao buscando as condigdes necessarias e suficientes
para a solucao completa do sistemas de EDP, com isso assegurando a integrabilidade de

suas equagoes caracteristicas.

Para tal vamos supor que:

¢" = q"(t%), pa=pa (t*), (4.32)
sejam solugoes das Equagoes Caracteristicas. Desta forma gostariamos de saber sob quais

condig¢oes o nosso sistema de EDP serd integravel, ou seja, possuira uma solucao do tipo:

S =S (1, ¢*(t)). (4.33)

Para isso, derivaremos nossa funcao S com relagao a t<,

ds 95 95 0q¢" otP dq®

@ _ 05 0 434
dte ~ ote | og o P TP (4.34)
que pode ser escrita de forma mais compacta por
ds dq"”
@ p 2L (4.35)

dte dte’
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com i = 0,1, ...,n. Derivando mais uma vez,

02S  dpydq” N d*q’
dtedt? — dt? dte U atPdre
por uma andlise de simetria de (4.36),percebemos que o lado esquerdo da equagao bem

(4.36)

como o segundo termo do lado direito sao simetricos, o que implica em

dpi dg”  dpy dq”
- —0. 4.37
dtf dte ~ dt dtP (4.37)

Definindo o Paréntese de Lagrange como

(ta, t’B) _ dqi, dpis . dqi/ ddpis (438)

Codte dtf AP dte
temos que a condi¢do necessaria para a existéncia de uma solugao completa para S é

(t,7) = 0. (4.39)

Contudo, ainda desejamos saber se essa é a unica condi¢ao que precisa ser verificada
para obtermos uma solu¢ao completa de (4.33). Em outras palavras, o que investigaremos
agora sao quais as condigoes suficientes para integrabilidade do sistema. Para isso, vamos

considerar um conjunto de fungoes (4.32) que verifiquem a condigao

dpy dg"  dpy dg"
_ =0 4.40
atf dte  dt dtf (4.40)

a qual é equivalente a

d dg"\ d dq”
@ (Mw) ~ (pdt> - (4.41)

Com isso mostramos que deve existir uma funcao o(tﬁ ) tal que

!

do dq’
A 4.42
dre P g (4.42)

Como as fungoes ¢ = ¢ (t*) s@o inversiveis, podemos escrever

=1 (q"), (4.43)

e por sua vez

S (to‘, qi/)

o (ta (qi/> ,qi/) . (4.44)
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Desta forma, derivando o com relacao a t°,

do 39S dg”

— = — 4.45
dte  Jq" dt (4.45)
e, comparando nosso resultado com a equagao (4.42), obtemos
aS
o= 4.46
P =50 (4.46)
Derivando (4.46) com relacao a t“
Opir 928 9*S  dq”
pr 90 | 90 9T _ (4.47)
ot*  Jg" ot 0q¥0q" Ot™
e usando as equacoes caracteristicas, temos
OH! 0?8 0?S  OH!
¢+ ————=— =0, (4.48)
ot*  0q¢" otV  0q¢"0¢?" O0q¢?
resultando em
d o a
%Ha (t*, q%, Pa, Pa) = 0. (4.49)
Com isso, podemos afirmar que
H,, (t%, 4%, pa, pa) = constante, (4.50)
que podem ser incluidos na func¢ao e expressos sob a forma
H,(t*,4", parPa) = 0. (4.51)

Com isso, mostramos que a condi¢ao (4.39) é necessaria e suficiente para que
o sistema de equagoes de Hamilton-Jacobi seja integravel. Porém, para obtermos essa
condi¢ao nos fizemos valer das solugoes das equacao caracteristicas, o que torna a condigao
pouco util. Desta forma, buscando uma melhor maneira de expressar as condi¢oes de
integrabilidade, veremos que isso pode ser feito por meio das equagdes dos vinculos. Para
isso, vamo definir os parénteses de Poisson entre duas funcoes F e G definidas sobre o

espago de fase por

oF 0G  0G OF
{F7 Hé} = 7 - 7 ’
9q" Opy 0q” Opy
e substituir as equagoes caracteristicas

(4.52)

, OH!
dqt = —2dt° 4.53
1 Opy ’ ( )
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OH'
dpy = ——2dt*, 4.54
p o7 (4.54)

na expressao dos parénteses de Lagrange

Todte dtP  dif dte  9¢” Opy  Oq” Opy

Com isso, reescrevemos as condigoes de integrabilidade por meio dos parénteses de Poisson

= {H,, H}} . (4.55)

(ta tﬁ) dg" dpy  dg" ddp  OH} OHj OH} OH,

dos vinculos da teoria. Entao, nossa condicao de integrabilidade sera

{H,, H} =0, (4.56)

Os vinculos que verificam a condicao de integrabilidade serao chamados de involu-

tivos. Vemos que, se definirmos o chamado diferencial fundamental

dF = {F, H,} dt* (4.57)

podemos, com o uso dos de parénteses de Poisson, obter as equacoes caracteristicas

calculando o diferencial fundamental de suas respectivas variaveis candnicas

, , dq* OH, 0Oq¢’ OH! OH'
d¢' =3¢ H } = | =— - — 2| dt* = L dt” 4.
¢ ={q' H,} Lf)q] o, Op, @qjl op, (4.58)
dp; = {pi, H,} = 2 — L dtY = ——=2dt” 4.
pl {plﬂ a} [aq] apZ apj aqj‘| aql ’ ( 59)

bem como obter

H' OH, OH}0H'

dq" Opy - dq" Opy
0 que nos permite escrever a condi¢ao de integrabilidade como:

dH), = {H], H}} = l

dH' = 0. (4.61)

Tanto a condicao dos parénteses de Lagrange das coordenadas, como a dos parénte-
ses de Poisson dos vinculos e do diferencial fundamental sao equivalente para determinar
a integrabilidade do sistema. A condicao de integrabilidade posta sobre a forma dos

parénteses de Poisson de vinculos (4.56) pode ser generalizada por

{H, H}} = C,H.,. (4.62)

~

Omitiremos a demonstracao de tal generalizacdo, mas um leitor interessado no

assunto pode encontra-la em [10].
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4.4 Parenteses Generalizados

Na secao passada estudamos as condigoes necessarias para integrabilidade das
equagoes bem como conseguimos expressa-las de forma conveniente. Entretanto, nao temos
qualquer motivacao para acreditar que todos os sistemas fisicos devem verificar tal condigao.
E, de fato, se tentarmos aplicar o método estudado veremos que diversos sistemas fisicos
de interesse violam a condicao de integrabilidade, o que configura um problema para a
analise da integrabilidade desses sistemas. Esse problema pode ser contornado com o uso

do parénteses generalizados e da inclusao de novos vinculos a teoria.

Para investigar melhor a estrutura dos parénteses generalizados, bem como fazer
uma analise mais completa da integrabilidade do sistemas, vamos tomar como ponto de

partida o diferencial fundamental

dH], = {H, H}} dt, (4.63)

que pode ser reescrito sobre a forma

dH! = {H' H}dt+ {H' H}dt* =0 (4.64)

onde distinguimos a variavel tempo dos outros parametros do sistema. Nesse momento

definiremos uma matriz antissimétrica formada pelos parénteses de Poisson do vinculos

M,. = {H,,H}, (4.65)

0 que permitir que escrever (4.64) por

M,.dt* = — {H!, H}} dt°. (4.66)

Dizemos que dois vinculos estao em involucao caso a matriz M, seja nula. Por
outro lado, caso essa condi¢ao nao se verifique afirmaremos que esses vinculos nao estao
em involucao, ou simplesmente, que sao nao involutivos. Portanto, se todos os nossos
vinculos forem nao involutivos, a matriz M,, sera regular, e com isso inversivel. Desta

forma podemos escrever

dt* = — (M*)~" {H, H}} dt. (4.67)

Substituindo esse resultado na expressao da evolugdo de H},

dH), = {H), Hy} dt — {H), H.} dt* = [{H), H{} — {H}, H.} (M**)"" {H], H,}| dt,
(4.68)
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definimos os parénteses generalizados por

{F.GY = [{F,G} — {F, H.} (M**)"" {H},G}] dt. (4.69)

Assim a equagdo de evolucao pode ser reescrita por meio dos parénteses generaliza-

dos da forma

dF = {F, H'}" dt, (4.70)

e com isso vemos que todos os vinculos estardao em concordancia com as condi¢oes de

integrabilidade.

Porém, se apenas partes dos vinculos forem nao involutivos nao seremos capazes
de inverter a matriz M., com isso, impossibilitando a aplicacao de tal método. Contudo,
iremos nos fazer valer do fato de parte dos vinculos serem nao involutivos, e com isso,
mesmo que a matriz M,, seja ndo nula, ela tera posto diferente de zero. Assim, seremos
capazes de encontrar uma submatriz de M,, que seja inversivel. Para uma melhor analise

sob este ponto de vista vamos escrever a equacao (4.66) por

Madt® + Myzdt* = — {H., H}} dt, (4.71)

onde @ = 1,..,7 s@o os r vinculos ndo-involutivos e z = r + 1, ..., k sdo os (k-r) vinculos

involutivos. Separando a equagao em duas, uma para cada tipo de vinculo,

Mgadta + Mggdtz — — {Hé, H(,)} dt, (472)

Mjadta + Migdtz — — {H:/E7 H(/)} dt, (473)

isolando o primeiro termo em (4.72)

Madt® = — {H., H)} dt — {H., H} dt* = — {H., H,} dt’, (4.74)

com 6 = 0,r + 1,..., k. Entdo, como a matriz formada pelos vinculos nao involutivos é

inversivel, temos

dt* = — (M%) {Hy, Hp} df'. (4.75)

Desta forma, podemos escrever expressao para o diferencial fundamental como
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dF = {F H.}dt" + {F, H}} dt’,
= (F Hyydt’ — {F,Hyy (M™) " {HL, Hy} de’,
— {F H}} dt, (4.76)

onde temos

{F.GY" = {F,G} — {F, H,} (M™) " {H],G}. (4.77)

Assim, o que fizemos foi eliminar as r variaveis independentes t*, e mostrar que
a dindmica do sistema s6 deve depender das (k —r) + 1 variaveis Y que compoem o

subconjunto irregular dos vinculos nao-involutivos.

Retornando para a equacao (4.72), escrita sobre a forma

{H., H.} dt® + {H., H}} di’ = 0, (4.78)

podemos substituir na mesma a expressio para dt*(4.75) de onde obtemos

{H., HY dt’ =0 (4.79)

que mostra que vinculos H. também deve verificar a condi¢ao de integrabilidade dH. = 0

para os novos parénteses generalizados.

4.5 Formalismo Simplético e Transformacoes Candnicas

Nessa se¢ao nos dedicaremos a estabelecer uma relagao entre as transformagoes
canonicas e as de gauge. Para tal iremos introduzir o formalismo simpletico bem como
mostrar como as condigoes de integrabilidade de Frobenius pode ser escrita atravez do

mesmao.

Com esse objetivo podemos partir do problema varicional ,

A= ["Lya, (4.80)

to
para definir a 1-forma fundamental

O = L(t)dt. (4.81)

Utilizando a segunda equacgao caracteristica (4.30), que define a 1-forma diferencial,

O, = padq® + padt™ — H, dt*, (4.82)



Capitulo 4. Teoria de Hamilton-Jacobi: Sistemas Singulares 46

podemos, por diferenciacao, obter a 2-forma w = —d©.. Com isso

w = dq® A dp, + dt* A dpe + dH., A dit®. (4.83)

Essa forma simplética pode ser separada em dois termos, o primeiro w, = dg¢” A dp, sera
chamado de principal, e o segundo a = dt* A dp, + dH ; A dt* vai conter as informagoes
sobre a estrutura de vinculos. Por outro lado a equagao (??) nos indica que dH, ; =0, com

isso o segundo termo se reduz a

%S
otedt?

Devido a simetria em « e 8 nas derivadas parciais e antissimetria do produto exterior a

a = dt* A dp, = ( ) dt® A dt”. (4.84)

equagao acima (4.84) torna-se identicamente nula. Desta forma, assumir a integrabilidade
implica na degenerescencia da forma simpletica canonica w = w, + a. Com isso, ao

aplicarmos o produto interno para esta 2-forma obtemos

i, = i, (dg' Adp;) = (in,dg’) dpi — (is,dp;) dq’,
= {d¢" H,}dpi — {p:, H} dg’,

OH' oH! .
- adi ad Z,
Op; it dq’ 1
= dH, (4.85)

onde vemos que X, sdo autovetores que possuem autovalores nulos. Por sua vez, a condicao

de integrabilidade de Frobenuis pode ser escrita por

lpgloyw = g, [(z’zﬁdqi> dp; — (ixﬁdpi) dql}
= (ixﬁdq’) (zodp;) — (ixgdpi) (izadql)
OHY, OH!,  OHL OH!,
dp: ¢ Oq Op;
= {H, H}}. (4.86)

Ambas as expressoes (4.85) e (4.86) serao identicamente nulas sempre que a condi¢ao

de integrabilidade for verificada.

O proximo passo do nosso estudo serd analisar as transformacgoes que mantém a
forma simplética w invariante. Tais transformacoes sao conhecidas como transformacgoes
canoénicas. Com tal objetivo faremos uma pequena digressao geométrica. Comecemos
considerando as variaveis candnicas como um tnico objeto, a saber 2! = (qi, pi). Agora

vamos definir o campo de vetores

Xa

d
— 12 4.
die ~ Xapgol (4.87)
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! . .
onde x, = {zI , Ha}. Desta forma seremos capazes de escrever o diferencial fundamental

(4.57)por meio da expressao

dF = dt*X,,F,

bem como escrever as equagoes caracteristicas sob a forma

dz' = dt*X 2", dS = dt*X,,S. (4.88)

Para seguir o estudo das transformagdes canonicas vamos definir uma transformacao

infinitezimal g do tipo

gzl = 2"+ 627, (4.89)
onde
621 = 0t X, (ZI) : (4.90)
e com 1isso
g=1+0t"X, (=), (4.91)

Desta forma a sua inversa fica dada por

g t=1-6"X,, (4.92)

o que pode ser demonstrado calculando

glg = (1-0t"X,) (1+6t°X;) (4.93)
= 1 - 6t"X,0t° X, (4.94)
~ 1 (4.95)
Calculando
gwg™l = w— St X wotb X (4.96)
= w— 0t 6t XqwXp (4.97)

= w— 6t*6t%i,, iy w, (4.98)
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vemos que se a condicao de integrabilidade for satisfeita a forma simplética permanece

invariante, com isso mostrando que g é uma transformagao candnica. Por meio da expressao

521 = 6t* X, (zl> = {zl, H;} 5t (4.99)

fica claro que se temos um conjunto completo de vinculos involutivos H., que estdo
associados aos vetores X, esses sao os geradores das transformacoes candnicas. Partindo
do conjunto dos geradores (4.99) podemos considerar uma classe especial de transformagoes

que sao aquelas tomadas a tempo constante, ou seja, onde 6t = 0 que sdo dadas por

0" = {z', H.} ot". (4.100)

Essas equagdes possuem a mesma estrutura de (4.99), porém para que a mesma
seja considera uma transformacao canonica os seus geradores precisam estar em involucgao

entre si, o que significa verificar a relagao

{H}, H)} = C;,H.. (4.101)

Porém, como vimos, esta condi¢gao nao garante a integrabilidade dos vinculos, pois
precisa incluir os geradores dos deslocamentos temporais na algebra dos paréntese de

Poisson (4.101). Desta forma a condi¢ao de integrabilidade ainda deve ser dada por

{H,, H)} = CO,Hj+ C,HL, (4.102)

a partir da qual vemos que algumas das duas igualdades (ng = 0 ou Hj = 0 precisam ser
verificadas para que as duas equagdes acima se mantenham em acordo. Agora, fazendo
uma analise um pouco mais criteriosa vemos que impor a condi¢ao ng = 0 implicaria que
tivéssemos { Hy, H.} = 0 o que iria restringir bastante a aplicabilidade da teoria. Por outro
lado, a condigao H, = 0 apenas nos conduzird a um espago de fase reduzido Desta forma,
as tranformacoes (4.100) tornam-se as transformagoes de ponto definidas por Dirac [1].

Para concluir nés vamos definir o objeto

Ge™ = H_6t*, (4.103)

que notadamente ¢ o gerador das transformagoes canonicas, uma vez que verifica a relagao

02" ={z', G} (4.104)
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5 Modelo BF

A Teoria da Relatividade Geral (RG) de Einstein, tal como proposta por ele em
1915 em seu artigo intitulado “Die Feldgleichungen der Gravitation” [1], é construida em
um formalismo de segunda ordem em termos da conexao de Christoffell I';, assim, sendo
vista como uma teoria métrica [2]. Porém, a RG ¢ invariante sob difeomorfismos cujos
parametros sao fungoes do espago-tempo, da mesma forma que uma teoria local de gauge.
Entao, de forma alternativa, sempre se buscou formular a teoria da gravitacao como uma
teoria de gauge. Tal construcao seria extremamente 1til do ponto de vista de uma teoria
de unificacdo pois a RG se assemelharia a outras interagoes fundamentais conhecidas.
Contudo, o modo para se obter uma teoria de gravitacdo em 4 dimensoes como uma teoria

de gauge nunca foi completamente compreendido [3].

A relatividade geral constitui-se de uma teoria singular, ao passo que a andlise de
vinculos para a construgao de sua formulacgao canonica ¢é essencial para se obter uma versao
quantica da teoria. Tal analise torna-se extremamente complexa se desejarmos trabalhar em
espaco quadridimensional, deixando-a ainda como um problema a ser resolvido. Contudo, o
estudo de teorias em dimensoes inferiores além de simplificar bastante o problema, tem se

mostrado um excelente laboratério tedrico para entender o que acontece em 4 dimensoes.

Em duas dimensoes a teoria da gravitagdo pode ser formulada como uma teoria
de gauge e consequentemente ser descrita em termo das variaveis de Einstein-Cartan, o
Zweibein ei e a conexao de spin wi‘] , que sao tratadas como quantidades independentes.

Porém, em dimensao dois, surgem algumas trivialidades. A acao de Einstein-Hilbert

/d%\/—gR, (5.1)
torna-se um termo de superficie (uma constante) e carece de uma dinamica [4].

No sentido de solucionar este problema é que Jackiw e Teitelboim propoe a acao

Wir = /dQQS\/ —gv (R - K), (5.2)
onde 9 é um campo dilaton utilizado como multiplicador de Lagrange, e K é a constante

cosmologica.

A agao de Jackiw-Teitelboim também pode ser obtida a partir de um formalismo
de primeira ordem, por meio de uma ac¢ao do tipo BF, com vinculos, constituindo entao

uma teoria topoldgica.

Neste capitulo, vamos utilizar o formalismo de Hamilton-Jacobi para sistemas nao

Hessianos com o intuito de estudar os vinculos do modelo BF. Aplicaremos tal ferramenta
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para o modelo BF em duas e trés dimensoes, fazendo a anélise de vinculo dos mesmos.
Em seguida, vamos construir os parénteses generalizados, obter as equagoes caracteristicas,

bem como construir os geradores das transformacgoes candnicas.

5.1 Modelo BF Bidimensional

As teorias quanticas de campos topoldgicas foram tratadar por Witten [5] no final
da década de 80 e constituem um importante ferramental para o estudo da teoria de
gravitacao em dimensoes menores, bem como para outros campos de interesse fisico. Outro
exemplo de teoria de campo topoldgica (TCT) sdo as tipo Schwarz. O modelo BF, que
pode ser considerado como uma generalizacao das teorias de Chern-Simons, consiste em
uma TCT do tipo Schwarz [6].

A acao classica para o modelo BF é introduzida da seguinte forma: seja uma
dada variedade M de dimensao d, um grupo de Lie G, um campo de conexao A, e uma
(d-2)-forma B que assume valores na representacao adjunta de G conhecida como campo

de fundo (background field - BF). Assim definimos a agao do modelo BF por

Wep = /M Tr(BAF), (5.3)

em que F é uma 2-forma, definida por meio do campo de conexao A, e que pode ser
expressa através da relacao F' = DA = dA+ A N A. Aqui, na defini¢do de F, estamos

utilizando o conceito de derivada exterior.

Podemos mostrar que T (B A F') é um invariante de gauge. Para isso tomaremos

um elemento g pertencente a representacao adjunta de G e calculamos

Tr(gBg™' NgFg™) =Tr(¢gBAFg ') =Tr(BAF), (5.4)

que demonstra a nossa afirmacao. Porém o traco do produto exterior B A F' nao é o tinico
invariante que pode ser construido. Dependendo da dimensao em que estivermos traba-
lhando sera possivel construir novos invariantes. Porém, nesse momento, consideraremos
apenas o caso bidimensional do modelo BF, e com isso o nosso campo de fundo B sera
uma 0-forma, e o seu dual, o campo F, uma 2-forma. Podemos expressar os campos B e F

em termos dos geradores da algebra J, sob a forma

1
F=-F¢ J,dz" N dz", (5.5)

=5F

B = B"J,, (5.6)
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do mesmo modo que fazemos com a conexao A

A= A J,d". (5.7)

Pela relacao entre a 2-forma F com o seu campo de conexdao A, e utilizando as

propriedades da algebra exterior temos,

dA = = (0,45 — 0,A%) Joda" A da”, (5.8)

l\D\»—t

ANA— ; (A Ay — AJA) de A da” — —A“Ab s Jy] da A da”, (5.9)

e com isso obtemos a forma explicita para a 2-f0rma F que é dada por

F = dA+ANA
1 o ) )
= 5 {(0u40 = 0, AL) Ju+ ALAS [ o, D dct A da” (5.10)

Assim, sendo J, os geradores da algebra de Lie g, associado ao grupo de Lie G, eles

devem verificar a relacao

[Ja, Jb] = fup “Je (5.11)

onde toda informacao do grupo esta contida na sua constante de estrutura f,, ©. Com isso

podemos escrever

Fo o = (0,48 = 0,A%) Ju+ AuAy [Jay o) (5.12)

e por sua vez, usando a relagdo (5.11) de forma adequada,

Fo = 9,A% — 9,A% + [, AL AC, (5.13)

bet tpt v

Nesse momento podemos definir a derivada covariante por

DAL = 0,AL + [, CAVAS (5.14)

Agora retornando para a agao,

Wep = /TT (BAF)

- /B“Fb T [Jo, Jy) da A da”, (5.15)
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podemos escrevé-la sob a a forma

Wy = / BF? guda’ A da”, (5.16)

1
definindo g, = =Tr|J,, J,|. Tendo em vista as propriedades de linearidade e simetria
2 )
do traco consideraremos como as componentes de um tensor métrico, desta forma
ab ’
podemos passar da representacao contravariante para a representacdo covariante por meio

da expressao

B, = guB®. (5.17)

Agora reescrevendo a agao,

Wpp = / B,F%,dxt A da, (5.18)

e utilizando as propriedades de antissimetria do produto exterior, ficamos com

Wer = / Fo Byd?z, (5.19)

onde fica evidente que a densidade lagrangeana é dada por

L= FB,. (5.20)

Partindo da nossa densidade lagrangeana, podemos utilizar a equagao de Lie para

o modelo BF bidimensional, que depende dos campos A e B sob a forma

EZ5B, + EA5A — ©162” + 0,G" = 0, (5.21)

tanto para obter as equacgdes de movimento quanto para estudar as simetrias do formalismo.
Fazendo uso do principio de Hamilton, o qual considera apenas variacoes a pontos fixos e
despreza os termos de fronteira, podemos obter as equagoes de Lagrange para os campos
B e A. Tendo em vista que a nossa lagrangeana depende apenas linearmente de B e
que essa dependéncia nao possui termos envolvendo derivadas do campo, a equagao de

Euler-Lagrange para B fica determinado por

oL oL
B o — a
Bl = o5~ egep = For (5.22)

J& para o campo A temos,



Capitulo 5. Modelo BF 54

oL oL
EA = — 9,
© = par P An
0 oL
= 9a (BbF(?l) - am (BbFob1) : (5.23)

que podemos separar em dois termos. Comecando com o primeiro termo do lado direito

da expressao 5.23

0
dAa

v

(BeFh) = Buzo (0AL = 0,4+ £, " A5 A7)

3A
0 . . 0
= Bbfcd bAlli aA A + Bbf bAO 814“

= Byfoq "A0; + Byf.g PAG0LSY
= Bofs, (6545 — 07 AY), (5.24)

Al

agora trabalhando com o segundo termo do lado direito da expressao do campo A, temos

oL oL .
aam (BuFD) = 0a ST (oA} — 01AL + £, PAGA]) By
aﬁ asvsh asvsh
= dogy 1 T (9078, — 65650%) By
= Y0yB, — 8501 B,, (5.25)

e com isso,

E} = fo, °(07A} — 65 AY) B+ 6700B, — 6401 B,
= 65 (01Ba+ fup “AYBe) — 87 (90Ba + fu “AbBe)
= YD1 B, — 8" DyB,. (5.26)

Entao, as equagoes de movimento serao dadas por

F& =0, (5.27)

D,B, =0. (5.28)

Podemos também obter as expressoes para o tensor momento-energia O
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95

e para o gerador G"

0 (ByF)

oL
a w
5o 0 s = L

a _ Sp a
aa Aa aOéAV 5(1 (BGFOI)

a C a a
58,4 (904} — D1 AY + £, AGAY) Bada Al — SLBLFY,
0
90, A2
B, (640 AT — 010, Ag) — 04 B Fy,

(0 570h — 01'650%) Byda Al — 81 BaFy,

oL
90, Az
)
90, As
)
90, As
(SUSA? — 515 A%) B, — ©1 62,

SAL — O fz®
(oA} — 214 + £,A5AY) Bo AL — ©ltoa"

(34 870h — ot'y%) Bio A — ©hox®

Com isso a equacao de Lie

toma a forma

AL =EBSB, + EASA® — 520" + 9,G* =0,

AL =F%6B, + (64D, B, — 6" DyB,) 6 A% — 8,0" + 0,G" = 0.

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

Porém, se nos restringirmos as varia¢oes a ponto fixo, ou seja, dx* = 0, ficamos

com

AL =

F&5B, + (84 D1 B, — 6! DyB,) A" — 9, [(SE5 AT — 515 A%)

F86B, + B,Dyd A% — B, D15 AL,

onde devido a identidade

d(6A?

Ba)

— §A%D, B, + B,D, A"
= 0AL (0uBa + fup “ALB.) + Ba (0,045 + £, “ALOAS)
— §A%,B, + B,0,0A%,

B.]
FA6B, + 0y (§A"B,) — §A*DyB, — 01 (§A%B,) + 6 A%D; B,

(5.33)

(5.34)
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podemos expressar

B.D,6A = d (§A%B,) — 6A%D,,B,, (5.35)

e com 1isso

AL = F86By + B,DoS A% — ByD15 AL (5.36)

Sendo A7, um campo de gauge, serd instrutivo buscarmos agora as transformagoes
para o campo B que mantém a agdo do modelo BF invariante. Para tal, vamos considerar
uma fungdo arbitraria A%, onde vamos impor que 04}, = D, A%, com isso vamos poder

escrever

AL = F$%0B,+ ByDydAS — BuDy6A?
== Fgl(SBa + BaDoDlAa - BaDlDoAa
= F§ 0B, + B, [Dy, Di] A%, (5.37)

onde ¢é possivel obter a regra da comutagao

[Do, Di] A = —f,, °A°FF,. (5.38)

Assim temos

AL = (0Ba = fup “Bul\%) Fp, (5.39)

tomando-se AL = () sobre a transformagao D, = d A}, obtemos a relacio

6By = [, "ByA° = £, “ByA°, (5.40)

que expressa uma restricao sobre o campo B. Diante do exposto, vemos que as transforma-

¢oes de gauge que deixam invariante a teoria sao

A% = D, A%, (5.41)

0B, = f,, “ByA°. (5.42)



Capitulo 5. Modelo BF 57

5.1.1 Analise de Hamilton-Jacobi

Buscaremos agora sob o escopo do formalismo de Hamilton-Jacobi estudar o
modelo BF em duas dimensoes. Encontraremos as suas equagoes de vinculo, bem como as
equagoes canonicas, testando a sua integrabilidade e encontraremos também os geradores
das transformacoes canonicas. Para isso usamos a a definicao de derivada covariante ja

introduzida para escrever a agao sob a forma

WBF = /Ba (80A‘f - DIAS) dZL'2. (543)
Utilizando a relagao

B.D1 A% = 9, (A%B,) — ASD; B,, (5.44)

e eliminando os termos de fronteira, ja que os mesmo nao vao contribuir para a dinamica

do sistema, podemos reescrever a a¢ao do modelo BF de forma conveniente pela expressao

Wpp = / (BaBo A% + A2D, By) di. (5.45)

Utilizando a definicdo de momento canonico

Mo = D0y A = 505, (5.46)
obtemos
T = Bgoilg =0, (5.47)
i = agoil% = B,, (5.48)
e — 83{;@ 0. (5.49)

Como apenas um dos momentos é diferente de zero, nosso Hamiltoniano canonico se reduz

a

Ho = T.00AY — L = —ASD\ B,. (5.50)

Definindo 7 = 9y5, obtemos conjunto de EDP de HJ

H(] =7+ 7‘[0 = 0, (551)
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HY=7"=0, (5.52)
H'=rxl+B,=0, (5.53)
H*=T1I" = 0. (5.54)

Cada equacao vinculo estd relacionada a uma coordenada independente do sistema,
essas, por sua vez, vao ser identificadas como parametros da teoria. Podemos também
estender a definicao de parénteses de Poisson para campos representando o mesmo sob a

seguinte notacao

{As, 7y} = oouo(x —y), (5.55)

{Ba, 11"} = 630(z — y). (5.56)

Com isso, podemos escrever o diferencial fundamental por

dF = / ({7, Ho}da® + {F, HO} dA + (F,H"}dB,] dy, (5.57)

que ¢ justamente a equacao da evolugao dindmica de uma fungao F qualquer definida no
espaco de fase. Através da diferencial fundamental também somos capazes de perceber que
os de vinculos atuam como geradores da dinamica na diregao dos seus correspondentes

parametros.

Avaliando a involucao dos vinculos por meio da matriz dos parénteses de Poisson
! /
dos mesmos, M,, = {H,, H.} obtemos

{1, 1)} = {x0m + By} = {al,m } + {a8, B} =0, (5.58)

{H), B} = {=0, 11"} =0, (5.59)

{H, 1Y) = {z} + B, "} = {z} "} + {B,, I} = {B,, 1"} = 626 (x —y).  (5.60)

Sendo os vinculos H} e H* nio sio involutivos, podemos denota-los por b’ = H* e h' = H}

e com isso podemos construir a matriz
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Mab _ {ha (SL’) : hb (y)} _ ‘ 033 I3x3 (561)

‘_13x3 03x3

com a,b = 0,1, que é justamente a matriz do parenteses de Poisson dos vinculos nao

involutivos. Sua inversa

O3x3 —1l3x3

M, = (5.62)

13><3 03><3

nos permite construir os parénteses generalizados

{(F@),9 W)} ={F(2),9@1)} - /{f ) b (2)} M (2 w) (R (w), G (1)}, (5.63)

e assim escrever o diferencial fundamental como

dF = / [(F H'Y d® + {F,H} dAg) do. (5.64)

Com o intuito de obter os parénteses canonicos generalizados, aplicaremos a sua

definicao

[Anm) = / (A2 1 (2)} M) (z,0) {17 (w) 7}

— 080%6 (x —y) — /[{Aa h/O}Mol {hll,ﬁg}+{Az7h/1}M0—11{h/07ﬂ_Z}]
= 0p8u0 (v — y) (5.65)

[a,B) = {41.B,) —/{A“ B (2)} Mt (z,0) {1 (w), By}
_ / [{Ac, 0} Mg {n, By} + { A%, 1} Mg {1, By}
= 036,06 (z —y) (5.66)

e obtemos que os Unicos parénteses nao nulos sao

(A} =opouo (v —y), {45 B} =05000 (v — ). (5.67)

Com a expressao dos parénteses generalizados em maos, fica evidente a reducao do

espaco de fase, onde as variaveis B, e II* ndao sdo mais consideradas como canonicamente
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conjugadas. Por sua vez, a variavel A] serd canonicamente conjugada a B, que estara
fazendo o papel do momento candnico 7}. Porém ainda se faz necessario testar a integra-
bilidade do sistema, para isso usaremos o diferencial fundamental com o intuito de usar
a condicao de integrabilidade e ver se j4 possuimos um conjunto completo de vinculos

integraveis ou se serd preciso adicionar novos vinculos ao modelo. Desta forma,

dH = {H), H'}" da° = — Dy Byda” (5.68)

vemos que a condicao de integrabilidade impoe um novo vinculo ao sistema, a saber

K. = Dy B,. (5.69)

Devido a inclusao do novo vinculo ao sistema, necessitamos mais uma vez verificar

a condicao de integrabilidade do mesmo, para isso

K., =0, (5.70)

que é identicamente safisfeito, onde vemos que o nosso conjunto de vinculos, incluindo

o novo vinculo K/, consiste em um conjunto completo de vinculos involutivos. Assim,

a’
associando ao vinculo (5.69) o pardmetro w®, o diferencial fundamental para o nosso

sistema sera dado por
dF:/[{f,Ho}*d:cM{f, HOY dAg + {F. K} dw”] da. (5.71)

5.1.2 Equacoes Caracteristicas

Na se¢ao precedente fizemos a analise do HJ do modelo BF encontrando um sistema
de EDPs para os vinculos canonicos da teoria. Em seguida, fizemos a redugao do espaco
de fase separando os vinculos em involutivos e nao involutivos. Utilizando a condig¢ao de
integrabilidade encontramos um novo vinculo e K, que fechou o nosso conjunto de vinculo
involutivos e desta forma conseguimos escrever o nosso diferencial fundamental. Nesse
momento vamos utlizar expressao (5.71) para obter as equagbes caracteristicas do sistema.

Calculando para o campo A7,

A" = / [{ A, Ho} da® + {0, HYY dAb + { A2, K} dot] da, (5.72)

temos,
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{4, 1} = {A2 m+H,)
= {42, B,D A}
= 6,00D1AY (z —y) (5.73)
{as. m)} = {An,m)} = 65000 (@ —y), (5.74)
(@ ew) = [pr{ac@. B} d (5.75)
— 07 [{An @), B w)} dy (5.76)
= —0650,D10 (x —y) (5.77)
com 1isso ﬁcamos Ccom:
dAS = 6, dAG + 6}, (D1 Ajdt — Dydw®) . (5.78)
Para o campo B}
B, = / ({Bu, HoY da® + {B,, H}} Ay + {B.. K} do'] da, (5.79)
temos
{BGL)H/}* = _{Ba7AngBb}*
= _{BG,?AS (ale+fbc dAin)}*
= —{Ba, AT} Agfy “Ba
= 030 (x —y) Agfy “Ba
= —f CA B.O (z —y) (5.80)
{Ba, H;O}* = {Ba,wg}* =0, (5.81)
{Bu Ky} = {Ba, DiBy}
= {B., AS}" fy “Ba
= —050 (= Y) fie By
= fu ‘B (z—v), (5.82)
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e com isso ficamos com
By = —f,, °Be (Abdt — du') . (5.83)
Da mesma forma, se para o momento canoénico 7
drt = / [{me, H'Y da® + {1} dAb + {7, K} du'] da, (5.84)
temos,
" n* 1 b *
{7Ta7H} - _{ﬂ-a7A()D1Bb} )
= — {7 AL} DiBy —{mh, AT} fi. “ALBu
= 525 (l’ - y) DlBa - 625 (I’ - y) fab cAcha (585>
{71'5, H,/,O}* = {Wﬁ,ﬂg}* =0, (5.86)
{m K} = {m,DiBY
= —{m, AT} fu. “Ba
= —0,0(z —y) fu “Be, (5.87)
e com isso ficamos com
drlt = 0,D1 Bydt — 6,,f,, “Be (Afdt + du”) . (5.88)
Para o momento I1%,
A" = / (e, 7'y de® + {00, 1,0} dAb + {0, dw'] de, (5.89)
todos os parénteses generalizados sao identicamente nulos, o que nos leva a
(e, /'y = {1, B} = {00k} =o, (5.90)

€ por sua vez ficamos com

dI1* = 0.

(5.91)
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Entao o nosso conjunto de equagoes caracteristicas é:

dA% = 6)dAG + 6, (D1 Ajdt — Dydw) (5.92)
dB, = —f,, “B. (Abdt + du") (5.93)

drlt = 8 Dy Bodt — 6 f,,, © (Abdt — du”) , (5.94)
dI1® = 0. (5.95)

Essas equagdes sao as equagoes de movimento do sistema e, desta forma, devem
ser equivalentes as equagoes (5.27) e (5.28). A condicao de integrabilidade impoe a
independéncia entre os parametros ¢, A}, w” assim a evolugao dinamica do sistema vai ser
dada de forma independente na direcao de cada um deles. Com isso, analisando a evolugao

temporal de cada uma das equagoes caracteristicas, vemos que ela sera dada por

Bo A% = 5} Dy A, (5.96)

80Ba = —fu “A4Be, (5.97)
ot = 04 D1 B, — 6 fy, “A} B, (5.98)
doIl® = 0. (5.99)

Em uma analise um pouco mais cuidadosa, das equagodes caracteristicas vemos
que a componente = 0 de equagao (5.96) mostra que Ay é uma constante por evolugao
temporal, reafirmando o seu carater de multiplicador de Lagrange. A componente p =1

nos conduz a

By A — Dy A% =0, (5.100)

que é exatamente a equagao de movimento (5.27). Por outro lado, (5.97) nos leva di-
retamente equagdo de movimento (5.28) para p = 0. Seguindo o mesmo raciocinio, a
componente p = 0 da equagao (5.98) corresponde justamente ao vinculo encontrado pela
condigao de integrabilidade. J4 a componente p = 1 da mesma equagao reproduz (5.97),
que por sua vez, ja vimos que é equivalente a equagado de movimento (5.28). Por dltimo,

vemos que (5.99) a condigao de integrabilidade para o vinculo (5.54).
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5.1.3 Geradores das Transformacbes Candnicas e de Gauge

Devido a independéncia entre os parametros da teoria ¢, A}, w", na se¢ao passada
nés conseguimos estudar a evolugao na direcao do parametro t e com isso obter as equagoes
dinamicas do sistema. Por outro lado, nés também podemos analisar a evolugao nas dire¢oes
dos parametros A;,, w”. Tals variagoes nos conduzem a um conjunto de transformagoes
infinitesimais que podem ser calculados por meio dos parénteses generalizados através da

expressao

oAs = {Az G (5.101)

St = [, Geny (5.102)

onde G“" é o gerador das transformagcoes canonicas dado por

G = / [HOAG + K00 dy. (5.103)

Entao, o conjunto de transformagoes candnicas é

§A% = 60dAG — 8D 0", (5.104)

ot = ' f.p “Beow’, (5.105)

em que H? e K, podem ser considerados os geradores das transformacdes candnicas na

direcao de Aj e w respectivamente.

Agora, vamos tentar relacionar o gerador das transformacgoes canénicas G““" com
o gerador das transformacdes de gauge GY*"7°, para isso vamos partir da equacao de Lie

(5.36)

AL = F&0B, + BaDoS A% — B, D15 AL, (5.106)

e tendo em vista (5.53), substituir na mesma as expressoes (5.104) e (5.105), ficando com

AL = Frl— B,(DyDisw® + D1dAS)
= Fyfuy “Bedw® — By (D1Dodw” + f,, “0w’Fy — D10 AG)
= —B,D; (Dydw” — §AZ). (5.107)
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Portanto, se impusermos que a a¢ao seja invariante sobre transformagoes do tipo
(5.104) e (5.105), o que implica em AL = 0, vamos ser conduzidos a uma relagdo entre

dw” e 6AG, a saber:

Jw = —AY, (5.108)

§A2 = DyA®, (5.109)

que esta em completo acordo com (5.41) e (5.42). Em outras palavras, o modelo é invariante

por transformacoes de gauge do tipo:

JA% = D,A°, (5.110)

6B, = f., "ByA° = —f,. "ByA°. (5.111)

Com isso, sendo (5.103) o gerador das transformacoes candnicas, temos que o

gerador das transformagoes de gauge sera dado por:

Gean = / [HODoA® — K, A dy, (5.112)

que pode ser verificado por
(A, Gomoel” = 60 DoA" + 6, DA = DA, (5.113)
{m Gfﬂwge}8 = 0 £, CB.AL. (5.114)

5.2 Modelo BF Tridimensional

Na secao anterior estudamos o modelo BF em duas dimensoes, encontrando as
equacoes dinamicas do mesmo, suas equagoes caracteristicas, bem como, pela utilizacao
das condicoes de integrabilidade, obtivemos o conjunto completo de vinculos do sistema.
Nesse momento, com o intuito de estender esse estudo para o caso tridimensional, vamos

partir da lagrangeana utilizada na secao anterior

Wep = /M Tr(BAF), (5.115)
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e introduzir um novo invariante 7r (B A B A B). Desta forma a nossa agao serd escrita

por

WBF:/ Tr(BAF +0BABAB), (5.116)
M

onde o é uma constante. Diferentemente do caso bidimensional, tanto o nosso campo de

conexao A como o nosso campo de fundo B agora serdao duas 1-formas, dadas por

A= A} J,da*, (5.117)
B = B} J,dz", (5.118)
que juntamente com a 2-forma F
1 a w v
F= §FWJadx A dz”, (5.119)

nos conduzem a

1
BAF = (BiJuda®) A (SFL Jida” Ao
1
= —BF’ J,Jydx* A dx? A da?, (5.120)

9 KT

que por sua vez

1
Tr(BANF) = Tr <2BZFwJandx“ Adx” N dm”)

1
= 5jzeij;’VTr (Jody) dz* A dz? A dx” (5.121)
= BZFf;Vnabdx“ Adx? A dx”
= By Fy,da" Ndx? N da”, (5.122)

¢é justamente o primeiro termo da acao BF em trés dimensoes. Em 5.121 utilizamos a
relacao ng, = §Tr (JuJy). Para calcular o segundo termo da acdo Tr (B A B A B) vamos

primeiro calcular
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BAB = (B%J dx”) (Bbedx)

B
B“J Bbe dz? A dx” )
1

(BLJuBL, ~ BLLBLIL) da” A d”|

v

5
1

— {23 B [J,, Jy) dz™ A da” }
1

_ {2 fup CBUBLJd2Y A da” } (5.123)

em seguida calcularemos

1
BA(BAB) = = (Bida") A {fbc 1B BE Jyda A dw”}

1
= 5 BB BT, Judxt A dxY A dx, (5.124)

pEy

onde tomando o seu trago

1
Tr(BABAB) = Tr= ( Fro "BiBE Bl Juada? A da¥ A da”)

1
= —fu. "B BSB™Tr (J,Jy) da" A dx™? A dx”

2 [t 4
= fp dB“BCBdnaddx“ AdxY A dx”
= faeBiB)Bidat A dx? A da?, (5.125)

poy Py

ficaremos justamente com o segundo termo da acao em questao. Com isso, a agdo que

utilizaremos para estudar o modelo em trés dimensoes sera

Wor = [Tr(BAF+rBiA B AB)

1 v a A a (&
/ dg%gw ( Bo, Fs, — 3 fachﬂBgBy> , (5.126)
A .
sendo k = -3 facilmente podemos reconhecer a lagrangeana do sistema por
1 puyv a A a Rb nc
£ = 58 Bal‘«F’YV — gfachlﬁB’YBV . (5127)

Agora, da mesma forma que fizemos para o modelo BF em duas dimensdes, escre-

veremos a equacao de Lie para, a partir dela, retirar tanto as equagdes de movimento dos
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campos como obter algumas simetrias do formalismo. Como os tinicos campos independen-

tes sio A} e By, a equacdo de Lie assumira a forma:

AL = EJ}6A% + EBSB? — ©" 62 + 0,G" (5.128)

Para obter a equagao de movimento dos campos, calcularemos a equacao de

Lagrange para cada um deles, onde para o campo A serd dada por

oL oL
EA = — )
© = Az 67687/13’ (5.129)

que calculando separadamente cada termo

(9545 — 03 Al + f°,4A549)

oL 1 9
o aBx Y b B¢ B4
pAs ~ 25 o4 (Bba% fbchaBﬁB”>
" n
1 0
— _goBAp
28 ba aAa
1 8
B aBA b Ac Ad
1 o HoCAS + ASnhod
= 58 Bbaf cd (7755“14)‘ +A577)\5a)
L, 1, c
= 5 uaBua A+ 5 Bra A
1 1
e 2 au)\fb BbaAc 28#)\‘U’fb BbaAc
= A0 Byo AS
= 5ua>\fachbozA§\7 (5130>

oL 1 )
_ T aBX b
o - (BMFﬁA 2 B BﬁBA>

(9545 — 03 Al + f°,4A5A9)

1
_ aBA b b
= 55 Bio, (77,377,\5 77,\7755 )

1 1
(6 «
— Ze“WB,, — =" By,

2 2
= "By, (5.131)

obtemos a equac¢ao de movimento do campo
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E} = 0,6"7Baa — " [4.Bra A
= &"70,Ba, — "7 [ Bu AS
= gl ( gab ., — f4. Ai) B,
= D, B,,. (5.132)

Sob a luz da equacao de Lagrange para o campo B

oL oL
B _
Ea -_— @ - aym (5-133)

¢é notorio que apenas o segundo termo ira contribuir para a sua dinamica. Escrevendo tal

termo de forma explicita

oL 1 0 A
= —g" By F? — — f,.aB? B¢ BY 5.134

vemos que serd til calcular separadamente o primeiro termo

1 ayv 0 b 1 ayv b b
55 v 9B (BbaFn/V> = 58 4 nuaéaFw
I
1
= SVES, (5.135)

e subtrair do mesmo a expressao para o segundo, que pode ser obtido calculando

0 (A A 9, 0
o Bb Bch —_ Bch Bb Bb Bch
aBg (becd abny V) 3fbcd[ M ”833 P 0‘833( ~ ,,)
A 0 0 0
= Bch Bb Bb Bd Bc Bb Bc Bd
3fbd[ Pvgpa e T Pabrgpa T Pl ppa By
A
= e (0L BY + 0 BB + 0y BLBs| . (5.136)
1 0 (A 1 A 1 A 1 A
- Lavv - BbBch —  _opwlD » Bch T opv u Bde T ooyp caBbBC
2" 0B <3f”d o7y ) 58 g faeaBy By 5 S fraaBo By + 5 S foeaBa B,
1 A 1 A 1 A
—  _opwlD A CBbBc ToapA T acBbBC - oyvptt caBbBc
58 g By By + 58 S foae By By 4 587 foea By B,
1
— 55“7”Afach§B§, (5.137)

que fica dado sob a forma
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oL 1 1
— gl pa _ Z ok A acBbBca
s~ 2% T gt MaBi B,

sendo o mesmo justamente a equagao de movimento do campo B que pode ser escrito

como

1 14 a (&
EP = S (F2, — AfaneBIBS) . (5.138)

Obtida as equagoes de movimento para os campos

1 14 a C
5 (F2, = AfareBLBE) =0 (5.139)

€7D, By, = 0 (5.140)

podemos entender a equagao (5.139) como sendo a equacao dindmica da gravidade

tridimensional e (5.140) como sendo a condicao de tor¢ao nula [7].

Assim conseguimos escrever a equagao (5.128) por

v a 1 v a C a «
AL = 7D, By Ajy 4 5 (Fo, — AfueBYBS) 6B — ©/,02° + 9,G",  (5.141)

onde

o', =" B,,0,A% — 0L L, 5.142
@ Y 17 v

GF = —eM" B, §A® + O" §z°. (5.143)

Considerando apenas as variagoes a ponto fixo, onde dxz* = 0, a nossa equagao de

Lie toma a forma

1
AL = (D, Buy) 645 + 5 (F5, — AfucBBS) 6B) — 70, (Bur d Aif.144)
1
= & [644D, Bu, — 0, (BudA;)| + 3¢ (Fy, — MucB)B;) 6B;

v a 1 v a C a
= &7 By Dy A + et (Fs, = AfuneBYBS) 0B (5.145)
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5.2.1 Analise de Hamilton-Jacobi

Utilizando a definicao de momentos candnicos

oL
ﬂ-(l; = P 8Ouylgaua (5146)
SO Az
)
m =~ a(i?a — 0, (5.147)
m

podemos obter as expressoes dos momentos conjugados aos campos Ay, e Bj. Devido aos
tinicos momentos canonicos diferentes de zero nao dependerem das velocidades dyAf,, 0o By,

a Hamiltoniana candnica vai ser dada

Ho = T AL — L, (5.148)
que por sua vez pode ser escrita sob a forma
Heo =~ |AwDy By + Buo (F5, — Af5.BYBS) | . (5.149)

Definindo 7 = 0,5, o conjunto inicial de equag¢des de Hamilton-Jacobi fica dado

por

H=r+H.=0 (5.150)
AL =70 =0 (5.151)
Al=7l — By =0 (5.152)
A2 =72+ By =0 (5.153)
BY =1I" = 0. (5.154)

As equagoes de Hamilton-Jacobi sao relacionadas com os pardmetros da teoria,
. . / 7’ . A
onde podemos identificar que ‘H esta associada com o pardmetro temporal, bem como os
Ve / / ~ . . -7 .
vinculos A/}, B} estao associados respectivamente com a variaveis, que agora podem ser

tomadas como parametros A}, = A}, e €, = B;;. Da mesma forma que fizemos no estudo do
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modelo BF em duas dimensoes, podemos escrever a expressao dos Parénteses de Poisson

para os campos da seguinte maneira
(A% (2), 7 ()} = 6708 (x — ) (5.155)

{Bi (@), 1} (y)} = 6706 (x — y). (5.156)

Desta forma, a evolucdo de uma grandeza fisica do sistema sera dada pelo diferencial
fundamental escrito por meio dos Parénteses de Poisson definidos acima, sob a seguinte

forma

dF (z) :/[{F(x),’ﬂ' ()} dt+ {F (x), A¥ ()} dX + {F (2) , BY ()} det] dy.
(5.157)

O diferencial fundamental pode ser utilizado para testar a integrabilidade do sistema
e para encontrar novos vinculos, se for o caso de existirem. Agora, com o intuito de analisar
a involugao dos vinculos que ja conhecemos, calcularemos os parénteses de Poisson dos

mesmos,

{AL A2} = {7} = Bua, 72 = Bu} =0, (5.158)
{AL.B}} = {nl = Bn,11}} =0, (5.159)

{A;l, 52)2} = {ﬂ'i — Byo, Hg} = 600 (z —y), (5.160)
[AZ B!} = {72+ Bu, I} = 636% (z — y), (5.161)
{A2.B2} = {n?— Ba,1}} =0, (5.162)
{8,872} = {m, 1} =0, (5.163)

onde por meio destes somos capazes de construir a matriz M, dada por
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0 0 —1
0 1 0
M_l _ 5ab52 T — ,
rs 0 _1 O ( y)
1 0 O
e calcular a sua inversa ]\Ia_b1
0O 0 0 1
0O 0 -1 0
-1 _ 0682 (1 —
" 0O 1 0 0 ( v)
-1 0 0 O

Renomeando os vinculos de forma conveniente por h° = A = A2 2R = B R = A:f,

conseguimos escrever os parénteses generalizados sob a forma

F@). W) ={F@).9 W)}~ [{F @) 0" @M ) {0 ),6 ()} (5.164)

com a,b = 0,1,2,3,4. Utilizando a definicdo acima conseguimos obter o andlogo aos
parénteses candnicos para o formalismo dos parénteses generalizados, que sdo os tinicos

parénteses generalizados nao nulos e sao dados por

(A8 (2) .7y (9)} = 0000% (x — ), (5.165)
{B§ (@), 1) ()} = 650* (x — ), (5.166)
{41 @), B (1)} = "0’ (x —y). (5.167)

Agora, analisando os PG obtidos, percebemos que B; e II{ nao sao mais variaveis
canonicamente conjugadas. De fato, percebemos que B! assume o papel de varidvel
canonicamente conjugadas a —A2, e B2 o de varidvel canonicamente conjugada a A_.

Depois de construir os parénteses generalizados, reduzimos o espago de fase do nosso

sistema, e desta forma reduzimos a expressao do diferencial fundamental (5.164) a

dF (z) :/[{F(x),H’}*dH{F(;c),A;O}*dAg+{F(x),B;O}*ng} d?y.  (5.168)

Para analisar a integrabilidade do nosso sistema vamos utilizar a condi¢ao de
integrabilidade para testar se o nosso conjunto de vinculos involutivos ¢ completo ou se

precisamos adicionar novos vinculos a teoria. Para isso vamos calcular
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/

{.A;O,H (y)}* = {71'2,71' —i-?{o}*
= o {772, AboDvBﬁ}*
= ¢""D,B¢, (5.169)

desta forma, devemos incluir na teoria um novo vinculo

C*=¢e"D;Bs = 0. (5.170)

. /
Do mesmo modo que fizemos anteriormente para o campo A", podemos calcular

{BYHo(w)} = {187 +Ho}
= {110, By (Y, — Af%,BEBY) }8
= " (Fs, - Af5.BYBE) (5.171)
que também deve ser visto como um novo vinculo

"=V |Fe _ Afe BYBC| = 0. .
D T\Fs = Af4.B!BS| =0 5.172

()

E importante notar que a condicao de integrabilidade ainda deve ser aplicada aos
, ! 4 / . ’
novos vinculos C e D, porém se aplicadas, perceberemos que nos conduzem a dC =0 e
/ . . . e . .
dD = 0. O que implica em um conjunto completo de vinculos involutivos e por sua vez na

integrabilidade do sistema.

Também podemos notar que a nossa Hamiltoniana canonica agora pode ser escrita

sob a forma

Ho = —AuC — ByD', (5.173)

e com isso somos capazes de identificar os campos A,y e B,y como multiplicadores de

Lagrange. No sentido de buscar uma algebra de Lie dos vinculos podemos definir
C'(a) = /a (y) C* (y) d*y, (5.174)

D(8)= [ 8)C* ) dy. (5.175)

onde « (y) e 5 (y) sao fungoes de controle. Desta forma as relagoes

/

{C(n),C" ()} = f* L (a1, 0) | (5.176)
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{C (), D (B} = D" (on. B1) (5.177)

{D'“ (1), D" (62)}* = —Af* D (B, B2) , (5.178)

podem ser verificadas.

5.2.2 Equacoes Caracteristicas

Na secao anterior utilizamos a algebra dos parénteses de Poisson dos vinculos
para diferencia-los em involutivos e nao involutivos e em seguida nos fizemos valer da
condic¢ao de integrabilidade para encontrar um conjunto completo de vinculos involutivos:
AY B¢ D Renomeando-os de forma adequada e indicando o pardmetro dos quais

cada um deles esta associado

HY = A" — P, (5.179)
H' =B = w!, (5.180)
H?=C, — u?, (5.181)
H? =D, — u? (5.182)

conseguindo escrever o diferencial fundamental do nosso sistema sob a forma

dF (z) = / ({F @)1 ()} dt+ {F (2), 75} dwr) dy, (5.183)

onde xk assume valores k = 0, 1, 2, 3. Desta forma somos capazes de notar que os vinculos
assumem o papel de geradores da dindmica na direcao de cada um dos seus parametros
correspondentes. Neste momento vamos buscar as equagoes caracteristicas para todos os
campos Aje Bje todos os momentos conjugados ao mesmo 7 e II7. Para isso iremos

calcular

dA (z) = / ({42 (@) M ()} e+ { A (o), 1y} deop) dy, (5.184)

onde se fizermos separadamente
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W} = {As7+H}
= —e"{As, |BED, Ay + Bio (F5, — Af, Bch)H
—e {Ar BYY D Ay — e [{Ag, BeY B+ {A B2} BE| BuA S,
= —e"20.,,0"8% (z — y) Dy Ay — €7 [£0470°0 ( — ) Bl + €0, 010 (w — y) I
= " {e0u0” Dy As + [£04,0" B + £0,,0°" BE] BioA fcd} (x —y)
= —{010"D; A + 6L F4, B Buo + 0L A 4, B Buo } 6% (

bc™y bei
= —0, {D;A3 — 2\ f4, B! B} 6 (z — y)
{40 (@), AP (n)} = {As 7m0} =056% (@ — ), (5.186)
{AZ(fv),BEf’(y)}* - {AZ,HS}*:(), (5.187)

{4 (2),¢, ()} = {45, DB}
= D, {As B}
= e"D,0%0,0° (v — y)
= 06 D;6% (x —y), (5.188)

{AZ (JZ) 7be (y)}* _ {Aa 071/ [Fb Afdech}}

o 1 (007% a c d a d c

= 5= {AH,B} Af® BY 4+ {AH,B} AfhBE
1 -

= 5" [§e0md” (z — Y) A BY + 0°%0ud” (x — y) Ay BE]
1 -

= 26‘”” o M 4B+ 0 M4 Bs | 6 (2 — )

= -3 LAY BE + ALY B 0% (2 — )

= —0pAf% B (x— ) (5.189)

e com isso obtemos a primeira equacao caracteristica para o campo AZ

dAG = 050" dwf) — O, [(DiAG — 20 £, BYBS) dt — 0 Didwy + Af*,Bfdw;) . (5.190)

be™i
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Seguindo o procedimento analogo ao que tomamos anteriormente, agora para o

campo B}

dB" (z) = / ({B2 () M ()} dt + { B2 (2), 7} dwr) dy, (5.191)

vamos comegar calculando

onde

{8

{Bi.F)

com 1isso

W} = {Bir+H)
= "B, [AwD, B+ Bio (FY, — Af,BSBY)| }*
= —<"{B2 AD, B} — (B2 Fl} By (5.192)

I
{Bg A} f'iAw B
= _5%507#52 (x —y) fbchbOBg
= —e0n [%AB? (v —y) (5.193)

AwD, B} = Aw{BiD.BYY +{Bi Aw} DB

{Be,F}

{Bs, (0,45 — 0,41 + f* A0 ALY

o (B ALY o (B At + s [{Bac) At (a2} ]

{ 0,0 0u + 0,00, + [~ [ AT, + 20 [ 4 A |} 6 (2 = )
{—2om (870, = [AS) + couy (50, — [.A7) } 8 (x — )

{—¢c0,wD- + 0,/ D} 0 (x — y) (5.194)

= - [—Eour [ b Ao By 8 (x —y) — ™ {—eow Dy + €0pr D } 8 (z — y) Buo
= —0pf%AnB® (x —y) — {~04Di — 6, D; } 6% (x — y) By
= 6, {2D; By — [4.AnB{} 6 (x — y) (5.195)

em seguida devemos calcular
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{Bi(2), " ()} = {Bor)} =0, (5.196)

/

{Bi(2). %' ()} = (BB} = 80670 (z — ), (5.197)

{Bi(2). H ()} = {Bi.""D,BL}
= " {Bg A} f",BY

= _5071/607#5%52 (z—y) fbchg

= —0uf%B0 (z =) (5.198)
(@) 12w} = {Br e [ - A}
= ;go'w {B2, (0,45 — 9,A% + f* A0 AL}

= o, (B ALY — o (LAY 4 (B ) AL+ (B ALY ac))

1

= _55071/ [aﬁouvéab — 00y 0" = €0y fhe AL + 50quabcAﬂ 60 (x —y)
1 14 a a C a a C

— —5507 {50,“, (5 bé?7 + f bcAv> — Eouy (5 0, + f bcAVﬂ 6% (v —y)

1
= _55071/ [0 Dy = €01y D] % (2 — )

= —0iD6* (v —y) (5.199)

obtendo

dBj = 0hdw™ + 8, |(DiBS — [, ALBE) dt — f* Bldw? — 6" Dyduw) (5.200)

que € justamente a equagao caracteristica de Bj,. Para obter a equagao caracteristica para

0os momentos canonicos comecemos por calcular

drt (z) = / ({mt (@) 1 ()} dt + {t (), 1} det) dy, (5.201)

onde
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{775 (), H (?J)}* = {757 —eM {AboDvBllj + Beo (Fs,, - AfZ::ngBS)} }*
= —" {nt AwD,BL} — o {xk B FY, )
= =" [{7h, Ay} DyBY+ By {7, ALY D, + {mt, A2} B AL
= " (060w D, BL + 648, B Dy + 04056% 1y Bro Al 8% (x — )
= &9 [0 DBy + 0} (BaoDy + £, AyBey )| 62 (x —y),  (5.:202)

*

{m (@), 1 )} = {7 (@), 7 ()} =0, (5.203)

{7t (@) H2 ()} = {=.""D,BL}
= 607” {71-57 A?y}* fbchlc/l
= 6% (z —y) [ B (5.204)

be™vr

(@) 2 W) = {m e [, - aptumm b
= ot (2,40 - 0,4 + Al
_ ;gw {m,0,40) — {7, 0,8) 4 ', {m, Ac AL}
- égow (04820, — 81050, + fh. .04 AL + £, 0400 A%] % (x — )
- ;eow (04 (350, + £9.A42) — ot (3h0, + f9.AS) | 62 (2 — )
= "§ED. S (z —y) (5.205)

resultando em

drtt = £ |84 Dy Bap — 04 (DyBap — f," A Bey) | + € |64 £, Bopdu} + 0405 D,du]
(5.206)

Para o tltimo momento,

dTT () = / ({1 @) 1 ()} e+ {10 (o), 1} ) dy, (5.207)

calculamos
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(@), " w)f = {7+ Hol
= {Hg’ —8071} [AbOD Bb + BbO (Fb - A.flz:stBlc/l)} }*
_ _8071/ {Hff;BbO}* ( Afb Bch)
= 852 (z — y) HP (y), (5.208)

{0 (2) 1,2 ()} = {10 (@), 1, ()} = {10 (@) 1 ()} 0, (5.209)
que completa o nosso conjunto de equagoes caracteristicas com a expressao

dIT* = ShH2dt. (5.210)

O nosso conjunto de equagdes caracteristicas entao fica dado por

bci

dAG = 056" dwy + 5, | (DiAG — Af%.BIBS) dt — 0 Dyduw + Af*,Bldwj],  (5.211)

dBg = 6dw™ + 0}, [ (DiBS — [ ALBY) dt — £, Bldw? — 6 Didwy| (5.212)

drlt = €7 64Dy Bay — 0 (DyBao — £," A Bey)| + €277 [04 £,2 Bopdey + 0455 Dydus]
(5.213)
dIT* = ShH2dt. (5.214)

A independéncia dos parametros é condi¢do necessaria para a integrabilidade do
sistema, que ja vimos que se verifica. Com isso o diferencial fundamental nos diz sobre a

evolucao temporal do nosso sistema que vai ser dada por

oA, = o1 (D; A5 — Af,.BIBS) | (5.215)

By =6, (DiBg — f4.AbB¢) . (5.216)

Comparando as equagoes (5.139) com (5.215) percebemos que as suas componentes

espaciais coincidem, o que também se repete se analisarmos as equagoes (5.140) e (5.216).
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Do mesmo modo que para o campos, a evolucao temporal dos momentos fica dado

por

dort = €M7 |4 D, B,, — 6" (DwBao — fabCAbOBw)] , (5.217)

AITH = ShH.. (5.218)

Nesse momento notamos que a evolugao temporal da componente p = 0 de 7
coincide com a equagao de vinculo (5.170). J& a componente espacial do momento estd de

acordo com a definicdo do momento candnico.

5.2.3 Geradores das Transformacoes Candnicas e de Gauge

Na secao passando fizemos uma analise da evolugao do sistema na direcao temporal
e com isso conseguimos obter as equagoes movimento para os campos A} e Bj, bem
como as equacgoes de vinculos. Contudo, as equagoes caracteristicas também podem nos
fornecer a evolucao do sistema na dire¢ao dos parametros w,. Definindo o nosso gerador

das transformagoes canonicas por

Gen = / HA0wrd (5.219)

somos capazes de escrever as vari¢oes na direcao dos w; como
OAL = { A5, G} = 600 dwf) — 67, |0 Dydwf — Af™, Bidwy)] (5.220)
0B = {Bg, G} = 0dw — O, | £ Bldw? + 0° Didwy) (5.221)
Nesse momento vamos tentar relacionar os geradores das transformacgoes canonicas

com os de gauge. Substituindo as variagoes (5.220) e (5.221) na equacao de Lie (5.128) e

usando as identidades de Bianchi obtemos

AL = U [ o (0w + fueBYow?) + BED; (Dodu? — 62 + Faojpiawa?’]

2
A fupee™ [BgB;D,-(swbS _ ;BSB;. (3w + f;ntawm)]
Afaee | By D; (Bow®) — By Do (Blow®)] . (5.222)

Com isso, como (5.220) e (5.221) sao transformacoes que deixam a teoria invariante,
um possivel caminho para investigar a solucao AL = 0 é tomar o caso particular em que

dw™ =0, e com isso a equacgdo (5.222) se torna
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AL = &V [1 (0w + fueBow?) + BED; (Do(swg—(w)],

2 a
_1 z]Af BbBc <(5 a1+fa B"§ m2)
25 abeq D w mn 0 OW
= 0 (5.223)
onde vemos que
dwl = —Dydw?, (5.224)
Sw™ = — fupeBbow?, (5.225)

sao solugoes de (??). Assim nds podemos obter o gerador das transformagoes de Gauge

que sao dados por

Gt = [ (M Dy + fuc WP B; — M dwlda. (5.226)

Neste capitulo utilizamos o modelo BF como uma excenlente escola para praticar
as tecnicas desenvolvidas no capitulo anterior. Nesse sentido, analisamos a estrutura
de vinculos do modelo BF em duas dimensoes. Foi partindo da definicdo de momento
candnico que encontramos os campos conjugados, verificamos quais deles eram inversiveis
e associamos os outros a vinculos da teoria.Depois disso, construimo a Hamiltoniana
canodnica e obtivemos conjunto inicial de vinculos do sistema. Com tal conjunto em maos,
avaliamos quais desses vinculos eram involutivos e quais eram nao involutivos e com
isso definimos os parénteses generalizados a partir vinculos nao involutivos. Em seguida
utilizamos as condic¢oes de integrabilidade para encontrar novos vinculos que a serem
adicionados a teoria. Para finalizar, partimos da independencia linar dos parametros parar
estudar a evolucao temporal dos campos bem como obter os geradores das transformagoes

canonicas e de gauge. O mesmo foi feito para o modelo BF tridimensional.
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6 Yang-Mills

6.1 Introducao

Nesse presente capitulo iremos discutir a teoria de Yang-Mills bem como a sua
versao em (142)-dimensoes. Teorias de Yang-Mills sdo essencialmente teorias de gauge, as
quais comecaram a ser estudadas quando Weyl percebe que alem das simetrias de Lorentz
o eletromagnetismo também ¢ invariante por transformacoes de gauge. Porem, foi é 1954
que C. N. Yang e R. L. Mills através do famoso trabalho “Conservation of Isotopic Spin
and Isotopic Gauge Invariance” [1] introduziram as teorias de gauge tal como conhecidas
hoje. Desde entao as teorias de gauge de Yang-Mills vem demonstrando um importante
papel na descricao das teorias fisicas, tendo um destaque no que tange a formulacao das

interacoes fundamentais.

Podemos dizer que umas das principais caracteristicas das teorias de YM reside no
fato delas serem invariantes por transformacoes locais de simetria. Na literatura existem
diversas forma de se introduzir os campos de gauge, nesta se¢do vamos introduzi-los

partindo da lagrangeana

— e
L= (z*y“ Oy — m) ( (6.1)
que representa um sistema de férmions livre de massa m. Sendo essa lagrangeana (6.1)

evidentemente invariante sobre transformacoes do tipo

Y =U" (6.2)
onde U ij sao elementos do grupo SU(N) que nao depende do ponto do espago no qual

estao atuando. Fato este que fica completamente demonstrado se calcularmos

G (i 0 —m) oy — O (U1) (979, —m) U

= ¢ (U) ' U7 ("B —m) (6.3)
= §*o, (i7", —m) o (6.4)

= (w*ﬁf —m) 4.

Onde em (6.4) nos fizemos valer do fato das matrizes serem unitarias. Desta forma podemos

considerar (6.1) um invariante global de gauge. Contudo, se exigirmos que 0 nosso grupo
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seja local teremos

By = U (2) 9,00 () + 9, U (2) ¥ () (6.5)

que resultara na quebra da invariancia da nossa lagrangeana. Este problema pode ser

contornado incluindo ao formalismo um campo de conexao

A= A J,da", (6.6)

e definindo uma derivada covariante por

D, =10, —igA,, (6.7)

desta forma se substituirmos (6.7) em (6.1)a lagrangena que resultara

L= (ivDy - 1) v (68)
serd invariante local de gauge.

Tomando como base o eletromagnetismo ndés podemos escrever o tensor F),,

utilizando as derivadas covariantes

Fo = 0,A,— 0,4, —ig[A,A)], (6.9)

onde utilizando a algebra dos geradores

[Jay Jo] = ifap ey (6.10)

ficamos com
a — a a abc Ab Ac
i, = 0,A, — 0,A; — g A A7, (6.11)
onde g é conhecido como constante de acoplamento e f%¢ sdo as constante de estrutura

da algebra su (n).A lagrangeana para o campo d Yang-Mills livre serd dada por

L= Lpe g (Mﬁj — 1) i + gAs L. (6.12)

g mvta p

6.2 Yang-Mills Livre

Nessa se¢ao vamos utilizar algumas ferramentas desenvolvidas durante esse trabalho
para estudar para estudar a teoria de Yang-Mills livre. Dessa forma, partiremos da

lagrangeana de um campo tipo Yang-Mills, utilizaremos a definicado dos momentos canonicos
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para encontrar as variaveis dinamicas bem como separa-las dos parametros da teoria. Os
ultimos vao compor as equagoes de vinculo e formar o conjunto de equagoes de Hamilton-
Jacobi. Depois de obter os vinculos que compoem a teoria investigaremos se os mesmo
estao em involucao e em seguida utilizaremos a condi¢ao de integrabilidade para avaliar a
necessidade de se incluir novos vinculos. Com o conjunto completo de vinculos involutivos
em mao seremos capazes de escrever o diferencial fundamental, do qual sera possivel extrair

as informacoes sé sistema.
Sendo a agao para um campo do tipo Yang-Mills sem fontes dada por

1
]:—f/d Fo puv 1
1 s w (6.13)

prta

com pu,v =0,1,2,3 e w representando um volume quadridimensional em um espago tempo

do tipo Minkowski. A lagrangeana do sistema fica expressa sob a forma

1
L=——F°Fmw (6.14)

4uua‘

Sendo a defini¢ao de derivada covariante dada por

D, A% = 9,A% — gf ™ AL AC, (6.15)

vamos ao longo do texto representar esse operador sob a forma

D = 6"0, + gf*"AS (6.16)

Com o intuito de obter as equagbes de campo vamos partir de (6.14) e aplicar a equagoes

de Euler-Lagrange

0L 5 0L _
§As  H59,Ar

onde calcularemos cada termo de (6.17) separadamente. Comecando com o segundo termo

0, (6.17)

do lado esquerdo da equacao ficamos com

5L 6L OFY,
§AL  6Fb, 6A%”

onde calculando
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oL

SF®

[}

5F?,
A2

v

B

1 9
g ()

1 a v o,V
- (mmfc? F" + Fntn %)

—i (F7 + 1)

1

3P,

5
s A
5
0Ag
—g " (8105 A% + %5501
—5lg fbad Ad 5; g fbca AC

(0aAl — Bp AL, — gt A% AS)

( fbcd Ac Ad)

vemos que o mesmo fica dado por

5L
5 Az

5L SFY
SFY, GAS

1 a v a v ca Ac
—5 B (0g AT + g AL)
(Fé/ﬁgfbadA% T FbaugfbcaAz)

(Fu,u fbadAd + Fb;wgfbcaAc>

N —=Do| =

1 14 aoc 4 v aoc C
5 (Fy S Ay + B g [ A7)

gr AL FY

Para o primeiro termo do lado esquerdo da equagao temos

onde devemos calcular

30, Az

5L oL OFY
00,As ~ §F7;50,Au’

o
58 Ag
o
58 Ag

(ondy0% — ahonst),

(Al — DAL — gf* AL AL)

(9aAl — 95AL)

(6.18)

(6.19)

(6.20)

(6.21)

(6.22)



Capitulo 6. Yang-Mills 88

e desta forma substituir (6.18) e (6.22) em (6.21) para obter

50 5L OF?,
50,As  OFD, 60, A0
1 (&3 14 14
= B (g — k)

1 1
- _ Wy _pvp
2 ¢ +2 “
= —F". (6.23)

Desta forma fica evidente que (6.17) assumi a forma

5‘C 5£ . abc pc T pV wy
5Az 8”58“14;‘5 = gf" AR + O,

= (52811 _ gfachZ> Fb;w
= (DN)Z B
= [D, "],

onde, com isso, a nossa equacgao de campo sera dada por:

DY F" = 0. (6.24)

Utilizando a definicdo de momento canonico

™ = MMAG, (6.25)
[ 4

vemos que os mesmo ja foram calculados em (6.23) e ficam dados por

T = FVE. (6.26)

Para obtermos o formalismo de Hamilton-Jacobi em teorias de campos singulares,
serd necessario escolher uma particular parametrizacao para o campo. Como essa escolha é
arbitraria nés vamos preferir trabalhar na parametrizagdo da dindmica instantanea. Nesse
caso, os momentos conjugados vao ser dados pelas projegoes de (6.26) no sentido do vetor

u=(1,0,0,0), vai ser dada por:

T = Ty, = 7 = —F (6.27)

Diretamente a partir de (6.27) temos

= —F" =0, (6.28)
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.

Tl o= —F% = _9yA% + ;A% + gfrc AL AC
= —OAL + (0, + g [ A7) Ab
= —A2 4 D® AL, (6.29)

Na equacdo (6.29) é notério que os momentos 7. dependem explicitamente das

velocidades 9y A = A e com isso a relacao pode ser invertida

A2 = D®AY — 7 (6.30)

a’

onde escrevemos as velocidades como funcao das posi¢oes e momentos. Nesse momento
vale ressaltar a distincao entre 70 e 7. O primeiro serd considerado um vinculo do sistema
e a sua coordenada canonicamente conjugada Aj um parametro. Por sua vez, o segundo
momento estard associado as velocidades inversiveis e as suas coordenadas canonicamente

conjugadas serao as variaveis dinamicas da teoria.

Sendo o tensor momento-energia dado por

oL
H, = WAga,,Ag—WL
a 1 a (03
= —FWaVAngZnW QBFaﬁ, (6.31)

vamos ter que a hamiltoniana canonica

Hc = ku“u” = Ho(), (632)
val assumir a forma
H, = —F20,A7 1F“ Fob
c _O'yoa_‘_Zaﬁa
. 1 . . .
- (FgoaoAg + F&@oA;) +3 (FgoFgo + FLFY + FgFP + F;;F;J)
a a 7 1 a % 1 a 1]
= —m00pAS + 7 (DAL — i) + EGFy + JFGFY (6.33)
]' 1 _a ab__1 1 a 1717

onde na passagem de (6.33) para (6.34) foram desprezados o termos de divergéncia total

pois nao serao relevantes para a a¢ao. Entao sendo a hamiltoniana canénica dada por

1 1 g
He = —gmim, — Dy + S FGEY, (6.35)
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com isso o sistema de EDP de HJ fica dado por
Hy =7+ H. =0, (6.36)

o, =0 =0. (6.37)

a

! ’ . .
Sendo H, e ®, os vinculos que o nosso sistema deve verificar, devemos calcular
A . / . . K
o parénteses de Poisson dos mesmos {q)a, Ho}para verificar a integrabilidade do nosso
sistema. Para isso vale ressaltar que como estamos trabalhando com um tnico campo, A7,

o paréntese fundamental sera dado por

(A5 (@), 7 (v)} = 6508 (z — ). (6.38)

Desta forma, utilizando a relacao (6.38) podemos calcular

{00, Hy} = {n%m+H.}
= {Wg, —;ﬂfwi - AngCWZ + inl;FlfJ}
— {x0, —ADlext])
Diri, (6.39)

e com isso notar a necessidade de incluir um novo vinculo a teoria, que sera definido por:

I = D%xl = 0. (6.40)

A condigao de integrabilidade ainda precisa ser aplicada sobre o novo vinculo a fim
de avaliar se ja possuimos o conjunto completo de vinculos involutivos ou se ainda se faz

necessario a adicao de outro. Para isso vamos definir

T [h] = /E doh ()T (z) (6.41)

e calcular o parénteses de Poisson dos vinculos

(200 = {0 ], .5
= [ dahy (@) (D () {mE (@), T o]} + {(D); (@) T el } i)

calculando cada termo individualmente
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Agora substituindo (6.43) e

/ drhy () (Dy)° (

{7 (2),T" [h]}

{(D; (@), T[]} =

/ dyhs (y

(

(
—9 faec / dyhs (y

(y)

H{m @) D hal} = gfua [ dohi (@

[ dyha ) {mi (@), (D)} ) 7 ()}

[ duha () g fuea {mi (@), =45 ()} 74 (9)

[ dyhz () g freat026 (y — 2) ) ()

ho () g focams () (6.43)

), (Dy)g () mh ()}

D)y (y) {Ae 7 (y)}
D;)g(y) 81650 (z — y)

Dy), (y) 6 (z —y)

—9 face / dyhs (y) (520 = gfuseAl (1)) 6 (v — y)

gfaec/dth Yy

Dy), ()
) (
~uce [ dyha (1) (
) (

[ gfabch2 ( )87, gfaechQ (:L‘) gfbfeAzf (x)} . (644)

(6.44) em

(6.42) ficamos com

) (D) () [ e () i ()]
= ha | dahy (2) (G507 = gfouc AL (@) [ () i (o)
= i [ dahy (2) 050% e () 7 (1)

~0fuea [ Az (@) goce Al () ha (2) mi () (6.45)
= —gfae [ dahy (@) 7 () 072 ()
(x)

g hea [ daha () [0507) (@) = g e () T0))

[dwhy (@) {(D)5 (2) T ol 7 (@) = = [ dahy () guschs () 077 (1)
+ [ dahy () gfaccha () gfoseAL (2) 7 (2)
_ / dxhy () g fabeme () OF ha (2)
+ [ dahy () gfaccha (@) gfogeA] (2) 7 (),

0 que resulta em
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P ] T el = gfoea [ dh (@) [5507ml () = gfuccs (2) 75 (2)] + [ dohs (&) (9 acet foge

= g/dl’hg (%) [fbcdégafﬂ'é (l’) + g [fafcfcbd + fadcfcfb] 7 (*'E) 7Td (SL’)}
= g [ dohy (@) [FoucOi (@) + g farefosad] (2) 75 ()]
= ~gfase [ dahs (@) [0207 = gfga] ()] i (@)

= —gfuw [ dohy (@) (D)L (2) 7 (2).

Com isso fica claro que os vinculos fecham a algebra de Lie

{02 (1] , T" [ha} = gf™T° [hs]. (6.48)

Neste momento é importante salientar a importancia da definigdo (6.41), pois sem a
mesma nao seria possivel obter (6.47). Este fato evidencia a natureza global da algebra
dos vinculos, onde localmente ela nao se verifica. Para garantir a involugao de I'* ainda

devemos calcular

{1y} = {Dirl mo+H.}

1 1
= {Dﬂrfl, —577 m — ASDbrl + 4F]blel}
1

= 5P} — A il et} + 4 (Dt FURY (649

onde precisamos calcular o primeiro e ultimo termo do lado direito da equagao (6.48), uma
vez que o segundo termo notadamente ja encontramos. Nesse sentido o primeiro termo nos

leva a

(D)o, wimh} = {(D)) ) nd} ]
= gfacbﬂ-bﬂ-d {Af’ J}
= gfacbﬂ-bﬂ-dé 6%
9 fabemhs, (6.50)

DO | —

equando o ultimo fica completamente dado de calcularmos

(x
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{7‘(‘2, Fﬁ} = {m’;, (@Afl - 8114?- - gfdefAjAlf)}
0, AT} ) 8 s ) + )
— 0,000 — D016 — gfues [Ac0i0 4 5100A]]
= 0,608 — 00504 — {gfdebA;(Sli +gfdbf5§f4ﬂ
— 5 (907 — gfanAS) — 5 (5] — gfupnA])

= 5 (D) — & (Do) (6.51)
Ly i pd\ gis Lr d i d] il
2 {Wba sz} Iy = B [51 (Dj), — 95 (Dl)b] Iy
1, . ; ,
Y {51 (DJ)Z Fjl — 0 (Dj)zeﬂ
1 ji ij
= (D) F = (D), FY|

Dy)y By
D;FY], (6.52)

—

Agora substituindo (6.49) e (6.51) em (6.48) ficamos com

{T Ho} = gfuemimi = A {T* T} + (Do), [ D7) (6.53)
onde por argumentos de simetria e utilizando a identidade de Bianchi generalizada termi-

namos com

{1 Hy} = —gfe AT, (6.54)
E justamente o conjunto de igualdades (6.47), (6.53) que garante a completeza do
nosso conjunto de vinculos involutivos.

Com a integrabilidade do sistema assegurada, utilizaremos os vinculos canonicos

para escrever o diferencial fundamental

dF = /da [{F.Hy) dt + {F, @} o + {F,T"} X, (6.55)

o qual representara a evolucao de uma funcao F qualquer que esteja definida no espaco de
fase. Através da expressdo (6.54) podemos obter as equacoes caracteristicas para o campo

A, que ¢ dado pela expressao

ady = [ do [{as, Hy}dt+ {4z, @} o + {42, T} ax']. (6.56)
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Calculando cada termo separadamente

{45, @} = {As, )} = 61000 (z — y), (6.57)
{As, 10} = { Ay, Demi} = {42, (6%, — gf*™Af) mi} = =036 (x —y) D, (6.58)

1 1
A,—iﬂ“w’—A"D“b + F“F”}

i "a 4 U a

{4} = |

_ {A,—lﬂ +7riD‘.leb}
{
{

A TiD ALY — {AZ,Q : b}
. a}DabAb {AZ7 l} m

= 0, d(x—y) D“bAb 5;536 (x —y)m?
= 0, (DAL = 7)o (x —y), (6.59)

obtemos a nossa primeira equagao caracteristica

dAG = 6fdw + 6, [ (DEP A — 7t) dt — DyPdA’] . (6.60)

Nesse momento vale que fagamos um pequena pausa para interpretar a equacao
(6.59). Olhando para (6.56) conseguimos ver que Aj = w® é uma funcdo arbitraria e
independente dos campos. J& a expressao (6.57) mostra que dindmica da varidvel A é
dado por §A? = D5)A’, onde evidente tanto a dependéncia em A? quanto a sua semelha
com a forma das transformagoes canonicas. A evolugao temporal é dada por (6.58) de

onde conseguimos extrair

Az=0, A} =DPA) -7, (6.61)
que esta em completo acordo com a ja obtida expressao (6.30) .

Agora com o objetivo de determinar a equacgao caracteristica para o momento

canonico vamos calcular

drt' = / do [{mt, Ho} dt + {x, @y} o’ + {x, T} an’] | (6.62)

que é completamente determinado pelos resultados

{mlt, @} = {zh,m} =0, (6.63)
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{wg‘, Fb} = {Wé‘, D?bﬁé}
— {W” (5abai _ fabcAg) 7_[_;}
— 5#50 ( )gfabc i

= olgfm, (6.64)
n ! n 1 a myab z 1 a 1)
{mt Hy} = it Ly, — DT, + L FF,
a a a a % 1 a 1,
= —{m, A5} D) — Ay {mt, D}y + 4{7# F5F7}
= 04D my — ot (gf ™ Agmy + DI FY), (6.65)

e com isso a equagao caracteristica fica dada pela expressao

drt = oy D mydt — o1 [ (g f " Agmy + DS FY ) dt — gf*emyde] . (6.66)

A evolucao temporal fica evidentemente dada por (6.64) de onde é imediata as

relagoes

7 = Dl (6.67)

i, = — (gf " Agmy+ DIPFY ). (6.68)

Partindo de (6.67) também pode obter

Dgbr® = —DIPF7, (6.69)

E notado que (6.66) coincide exatamente com a expressio vinculo (6.40), o que é
nada mais do a equagao do campo (6.24) calculado para v = 0, fato que podemos deixar

mais explicito de escrever sob a forma

I = D7l = D@ . (6.70)

Enquanto isso a expressao (6.67) também representa a equagao do campo (6.24) porem

agora calculada com v = i ocorréncia que pode ser evidenciada sob a forma

D®F = D F + DI F) = 0. (6.71)
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6.2.1 Yang-Mills Topologicamente Massivo

O estudo de teorias de campos em dimensoes menores tem ganhado grande relevan-
cia nos ultimos anos por, entre outros motivos, servir como um laboratoério teérico para
entender o que ocorre em dimensoes maiores. Esse estudo ganha ainda maior relevancia
quando os campos podem ser tratados como teorias de gauge. O caso bidimensional dessas
teorias com uma dimensao espacial e outra temporal, apesar de bastante estudando na
literatura nao possui grau da liberdade dindmico, o que faz com que os modelos em
(2+1)-dimensées merecam uma atengao especial. O carater diferenciado das teorias campo
em 3 dimensoes reside, entre outras coisas, no fato de em (241) poder se incluindo um
termo de Chern-Simon que seja quadratico no campo de gauge. A inclusao de termos do
tipo Chern-Simon na lagrangeana que descreve nossos campos gera o que chamamos de
teorias topologicamente massivas. O termo topologicamente massiva advém do fato de
que nas teorias classicas as particulas mediadoras de for¢a nao possuem massa, porem
quando sao acoplados termos de Chern-Simon as mesmas, estes serdo responsaveis por um

mecanismo de geracao de massa do campo fundamental.

Alguns exemplos de teorias topologicamente massivas que podem ser encontradas na
literatura sao as teorias de Maxwell-Chern-Simon, a teorias de gravitacao topologicamente
massiva, e a teorias de Yang-Mills topologicamente massiva que consiste no acoplamento

de um termo de Chern-Simon com campos de gauge nao abelianos.

Devido a importancia dessas teorias dedicaremos a proxima se¢ao a analise da
ultima. Sendo esta uma teoria de gauge, a versao topologicamente massiva da teoria de
Yang-Mills também consiste de um sistema singular. Desta forma utilizaremos o método
de analise de vinculo de Hamilton-Jacobi para obter o conjunto completo que permitam
a integrabilidade da teoria, para a partir destes construiremos o diferencial fundamental

para dele obter as equagoes caracteristicas do sistema.

A agdo da teoria de Yang-Mills topologicamente

1 v a M % a g a C
Syaru = [ 4 {—4&7 Fo, + bemn (FG,WA7 -4 fabcAuA,’iAvﬂ (6.72)

consiste na adi¢ao de um termo de Chern-Simon

— M 174 a g a C
Loy =2 (Fu A = & e AL 1) (6.73)

feito na lagrangeana original. Desta forma podemos escrever a agdo como uma soma de
duas contribui¢oes, uma Ly j; devido ao campo de Yang-Mills livre, e a outra L., referente
a contribui¢ao do termo de Chern-Simon. Com o intuito de obter as equagoes de campo

de acdo Sy 7y podemos usar o fato de ja termos calculado as contribui¢oes do termo
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Ly e obter as equagoes movimento da lagrangeana de Chern-Simon dada por

0Les  0Les

Ed = — : 6.74
“ "60,Aa  §Ae (6:74)
Partindo do segundo termo do lado direito da equacao
0Les O [H ja ) b pc 7d
R L v b 5Flmu b g o b Ac Ad
= e (Fbuaéﬁa e A e (AbAzA?) ), (6.75)
e calculando separadamente cada termo da expressao (6.74)
0 Fypua ) d
= — (A% A
= foea (010545 + 05504 (6.76)
ficamos com
B o 6Fbuo¢ Mo v e Ad vsd Ac
Zéu 75714‘; Zgﬂ ngbcd (du(saAa + 50[5&14#)
= (ngyygfbadAi + Zguwyg.fbcaAZ>
_ (Za”wgfbacA,i + ZE“ngbcaAZ>
- (ZzgwwgfabcAZ + ZgﬂyvgfabcAZ>
= %6HV’79fabCAZ7 (677>

€ com

SAY ¢ JA
(AbacAd) = ewgfbcd[ “ACAd+5AaA,‘;A§+’YA;Ag]

pay 9 J
g et (Audadsy §Aa e T 5 Aa 5 Aa
= sfmg Foed [0400 AG AL + 6255 AL AL + 5d6% AL AT
g

= € facd AL AL + € frog AL AL + €7 fio AL AT

Wl w

= | fabeALAS + 7 frac AL A + € frea A7 AS)
_ g v b pAc v b Ac v b pAc
= 3 =" Fabe AL AS — € fupe AL AS — &7 fopo AL A
= " fune A A

niy

0 que resulta em



Capitulo 6. Yang-Mills 98

5£cs K av o c P ¢
5Aa = (46” Fa,ua + 56# ’ygflleA’u,A'Z; + Zgu ’ygfabcAl;"A'Y)
vy (1 s e £ ‘
= " (_4 apy — §gfabcAZA7 + 4gfabCAZA7)
(I " c
= M7 <—4Fam - 4gfabcAZA’y>
= _%8#41/’7 (Fay'y _'_ gfabcAZA'cy) * <678)

J& para o primeiro termo da equacao (6.73), como apenas F ., depende das derivas

de A}, a nossa expressao se resume a

0Lcs I L 0 b b\ b
00, Ar 4 b0,A: (0ads = 054,) A

B o v b v sh b
= e (ond50% — ahonst) A

B v a
— Z(euv_guv)fH

H i ga
= SeA (6.79)

Com isso a equacao de campo fica completamente determinada pela expressao

OLes  OLes
00, A2~ 5A®

ILL 1% a ILL 1% 1% C
= S0+ LY (Fuy + 79 func A} AS)

EY = 0,

u 1% 1 a 1 C
= o (2 Foper + (aqu +2g fabcAZAv» , (6.80)

onde podemos reescrever de forma conveniente o termo J, A% como uma soma de um termo

simétrico com um antissimétrico da forma

9, A2 = ; (9,42 + 0,A43) + ; (9,42 — 0,45 , (6.81)

e utilizar a propriedade de antissimetria do "7
‘“’7814“—1 9,A% — 0, A% 6.82
€ M'y_i(u'y_’Y,t) ()
para expressao a equacao de campo da lagrangeana de Chern-Simon por

B
~ 5" Fuyey = 0. (6.83)
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Assim a equacao de campo da agao Sy yry completa fica dada por

(D, F™], — ggWFW ~0. (6.84)

Agora, com a finalidade de analisar quais coordenadas estao associadas ao setor

nulo da matriz Hessina, e diferencia-las das que serao tratadas como um parametro da
teoria, utilizaremos a definicdo de momento candnico, onde da mesma forma que na
secao passada vamos trabalho na parametrizacao do tempo de forma que os momentos

conjugados serao dados por

T = gy, = 0, (6.85)

desta forma sendo determinador por

7% = — foda ga‘”mz.@.g? (6.86)
Mais uma vez conseguirmos ver a contribui¢ao em separado do termo referente ao campo
livre F°“*, bem como a parcela advinda da lagrangeana de Chern-Simon ggo’”’Ai. A

antissimetria do tensor Levi-Civita nos permite diferenciar os momentos canonicos

70 =0, (6.87)

a

mo= g+ S AL, (6.88)

onde o primeiro (6.86) resultara diretamente em um vinculo canénico da teoria, e o segundo
(6.87) sera interpretado como uma equagao dindmica onde notadamente seremos capazes

de inverter a relagao para escrevé-la sob a forma

QoA = —y;ml + DAL — gnijgﬂmg. (6.89)

Nesse momento somos capazes facilmente de diferenciar a natureza das coordenadas
A§, que serao tratados como os parametros da teorias, das coordenadas A{ que estao
relacionadas com a parte inversivel da matriz Hessina e sao os coordenadas dinamicas do

sistema.

No sentido de escrever a expressao da nossa hamiltoniana canonica, comegaremos
por grafar de forma conveniente a lagrangeana do nosso sistema. Desta forma, separando
a lagrangeana

!
Lywan = —FVFS, + S (FWAg -4 fabcA;;A’;A;) , (6.90)
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em dois termos

1 v a
[’YM:_ZFéL F, (6.91)
Loy = Bemn (F,,, A0 — 9 p, A0 Ab A (6.92)
cs 4 apv<ly 3 abey Ay iy ) .

vamos trabalhar com cada um deles de forma individuais. Partindo da equagao (6.90),

vemos que a mesma pode ser escrita de forma adequada por

1
EYM - —ZFﬁyFéLV
1 a a % a 1 a 1]
= _Z<FOOFL(L)O+F01'F¢?+FiOFaO+EjFaJ)
1 ) 1 .
— __[papVi_ Zpapij (6.93)

201a 4zja

Ja olhando para (6.91) com um pouco mais de cuidado reescrevermos sob a forma

prity T pttv ity

£cs — %5#1/7 (Fa a gfabcAaAbAc>

— % (zéoijF&A? + M FEAG — gﬁo“fabcASA?A?)

1)

H i) A Aa o ¥ a a a
= §6OJF0<A-+Z€O]((9Z-AJ.—ﬁin)Ao. (6.94)

Com isso, olhando para as equacoes (6.86), (6.87) ,(6.88) e nao esquecendo da

definicao da hamiltoniana candnica Hgy = WQ‘@OAZ — L ficamos com

My = mOAY— L

i, _J 3 a H ik ra, i
= 0T + T Didy — Smige” Ay,

1 a i 1 a 1ij M ij A Aa H ¥ a a a

Trabalhando essa equagao obtemos

1 ] 1 j a, i 1 ) a_jl qa 1 a g a 7 K45 a
Ho = —iﬁiﬂaﬂi + iumj&]kflﬂa - §N277ij5 FALE AL+ zﬂjFa] —Aj (Dﬂra + 9° 9(91»14]) ’
(6.96)

que podemos escrever sob a forma:

1 i M i M L oa i a i Mo g
Ho = —5 {ﬂa - L. ’ﬂAak} [wg - QMAM} +FaFd - A {Diﬂ'a + QeﬂaiAaj] . (6.97)
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Consequentemente o conjunto de equac¢oes Hamilton-Jacobi que definem os nossos

vinculos e caracterizam o nosso sistema é

H =n+MHy=0, (6.98)

HO =70 =0, (6.99)

a

Com a finalidade de dar um tratamento adequando para a varidavel Ag vamos associd-la a
A . é / / . .
o pardmetro A%, com isso, os vinculos H e H, ficam associados respectivamente 2° =t e

A?*. Com isso o nosso diferencial fundamental sera expresso por

dF (z) = / &y [{F (@), 1 (9} da® + {F (2), 72 ()} dX] . (6.100)

Vale ressaltar que ate o momento nao fizemos qualquer teste de integrabilidade
do sistema, de forma que nao temos como afirmar se os vinculos em questao sao do tipo
involutivos, e se o forem, se constituem em um conjunto completo de modo que garanta a
integrabilidade do sistema. Seguindo nesse sentido, utilizaremos a expressao do paréntese

fundamental

{45 (), 7 (y)} = 82050 (x — ), (6.101)

para assim utilizar a condicao de integrabilidade. Calculando os parénteses de Poisson dos

vinculos

{12 (@), 1) ()} =0, (6.102)

vemos evidentemente que os mesmo estao em involucao. Desta forma a integrabilidade do
. A . / . . A . /
sistema depende apenas do paréntese de Poisson de H,” com a hamiltoniana candnica H .

Assim, calculando

dH (z) = / dy (M, (2), H (y)} da® = (Dmg + gaijaiA§> dz®, (6.103)

verificamos a necessidade de incluir um novo vinculo a teoria

r_ i M _ijq sa
C,=D;m, + 55 ]GiAj =0, (6.104)
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a fim de que a teoria seja integravel. Mesmo que necessaria para a integrabilidade do
. Ve / ~ 7 . ~ Va .
sistema, o vinculo C, ndo a garante. Apés a inclusdo do vinculo devemos mais uma vez

testar a integrabilidade do sistema, para isso definimos

O’ [h] = / doh (z)C. (z) | (6.105)

onde podemos verificar que os novos vinculos fecham uma algebra

{C 1], Cy o]} = fop “Cllhs]. (6.106)

Sendo os parénteses de Poisson

.1} ={c, 1} =0, (6.107)
a condicao de integrabilidade dC; = 0 estd assegurada. Desta forma temos garantido
que o conjunto H/,H;O,C; formam um conjunto completo de vinculos em involugao e

consequentemente temos que o conjunto de EDPs de Hamilton-Jacobi que caracteriza o

nosso sistema fica dado por

H =r+Ho=0, (6.108)

HO =70 =0, (6.109)

¢ =Dy + Beiigar = o (6.110)
= Dy, + el 0:45 = 0. .

Desta forma, a evolugdo de uma variavel dindmica do nosso sistema fica completa-

mente caracterizada pelo diferencial fundamental

aF (2) = [ dy [{F (@), 1 ()} da® + {F (@), 1 ()} a3 + {F () ., {y} }dw’]
(6.111)
onde fica notério que os vinculos assumem o papel de geradores. Também é importante
lembrar que adicao de C; amplia 0 nosso espago de fase. Utilizando a expressao (6.110)
podemos calcular as equacoes caracteristicas do nosso sistema, desta forma, comegando

pela varidvel A7, temos

dA® () = / dy [{ A4 (2), H (y) }da® + { A% (), 1 ()} AN + { A (2),C {y} } dw'] |
(6.112)
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onde se calcularmos

{4 (@),C, {y}} = {A‘;, it 4 e“aA“} (6.113)
= Di{Am} (6.114)

D;6,,03, (6.115)

{4 (@), 12 ()} = {AL 7} =560, (6.116)

/ 1 1
{AZ (r),H (y)} = {AZ, —27]Z]7rb7rb + 2/1771]5]"’/1,?7% Ab < iy + g%g@ Ab)}
1

=~ { A i} + ;unwsjkAb {As,m} - {AZ, Ab Dy}

= -y {AL,m ]+ ;unijajkAZcSZég + D;Ab{ Ag, i}

( 1 ik Aa St i sa
= —ny6L0pm + 5 — ;e ALSE + D AYSL 6
) ) 1 )
= 0, (—mﬂri + 5#771-]-6]’“142 + D@-AS) : (6.117)

obtemos a nossa primeira equagao caracteristica

dA? = o {—mwaj + DAY+ gmﬁj’“fli] + OpdA" — 6, Dy, (6.118)

Para o campo 7%, temos

drt () = [ d*y H (9} da® + {mt (2) 1Y ()} AN + {2 ()€ {y} ) du]
(6.119)

onde calculando

{mt (@), 1 ()} = {74 (), 7} =0, (6.120)

{mi@) .y} = {ntDurl+ Eeioat]
_ d H ijao b
= —gfoea {mli, A} i+ D90, {mh, A3}
= Gfpeadl ol — ﬁajaiagau

1 7a C

= o <gfabc7r + = ”@62), (6.121)
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drtt = g [Dijk+ gfabcw{fAco—’gsjkDoA?] da®

0 [Dkwf + gskﬂ'akAaj} da® + 8 [g Fone™ 4 g(sabgikaj . (6.122)

Entao o nosso conjunto de equagoes caracteristicas fica dado por

dAZ = 55 {—njkﬂ'aj + DkAS + gnijgjkAZ] + 52d)\a - 65Dkdwaa (6123)

drt = o [Dij’“+ g ok Ay — BT Dy A2 do?

Lt [Dkwf + gskﬂ'akAaj} da® + 3! [g farer®™ + E50e0;] dut. (6.124)

A condigao de integrabilidade garante a independéncia dos pardmetros, com isso,
assegurando que a evolucao na direcao de um dado parametro seja independente da
evolugao ao longos dos demais. Assim, podemos restringir a nossa analise apenas na

dire¢ao da evolucao temporal, ou seja, ao longo do parametro t, e com isso obtemos

By A2 = 0, (6.125)

a()A? = —T]jiﬂ'aj + DZAS + %ﬁijEjkAZ, (6126)
om0 = D + %gifaiAaj, (6.127)

Ot = D;F + gf Pori A — geﬁDoA‘;. (6.128)

Da equagao (6.124) vemos claramente que Aj é uma constante. Também conse-
guimos perceber que a equagao (6.125) coincide com a equagdo dindmica (6.88). Sendo
o momento canonico 7 igual a zero (6.86), vemos que a equacio (6.126) é justamente a
condicao de integrabilidade de H;O, expressa pelo vinculo (6.109). A equagao (6.126) pode,
alternativamente, ser vista como a componente temporal da equacao de campo (6.83),
bem como a equagao (6.127) é equivalente a componente espacial da mesma equagao da

campo.
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7 Conclusoes

Nessa trabalho apresentamos um estudo da teoria de vinculo via formalismo de
Hamilton-Jacobi, bem como aplicou o mesmo para analisar a estrutura de vinculo de teorias
de campo tolopoldgicas. O presente texto foi construido sobre abordagem de Caratheodory
do formalismo de HJ. Tal abordagem consiste em utilizar as lagrangeanas equivalentes
para buscar uma lagrangeana que deixe o sistema automaticamente integréavel. E por meio
de uma funcao S que se buscou encontrar uma lagrangeana modificada que seja nula para
todas as curtas, exceto uma. O desenvolver do trabalho mostrou que se essa fungao existir

ela deve verificar uma equacao diferencial parcial de primeira ordem, a equacao de HJ.

Porem, esse estudo foi desenvolvido focando a analise de sistema singulares. Desta
forma precisamos fazer uma extensao da abordagem de Caratheodory para resolver alguns
problemas relativos ao tratamento dos sistemas nao Hessianos. Nesse ponto tivemos que
reduzir a dimensao da variedade de configuracao do sistema para que nesse novo espago
fosse possivel obter uma matiz Hessiana de determinante nao nulo. Como consequéncia
surgiu a necessidade de se verificar, ndo apenas uma, mas sim um sistema de equagoes de
HJ. O passo seguinte foi analisar sob quais condigoes essas equagoes eram integrais. Isso
nos levou diretamente a condicao de integrabilidade do sistema. Também conseguimos

meio desta analise obter o gerador das transformacgao candnicas e de gauge.

Como palco para exibir a ferramenta de analise de vinculos estudada aplicamos
a algumas teorias de campo topoldgicas. Primeiramente, partindo da equivaléncia entre
o modelo de Jackiw-Teteilbom para gravitagdo bidimensional e o modelo BF em mesma
dimensao, conseguimos obter todos os vinculos e fazer toda a analise do sistema, no que
tange o formalismo de HJ. Mesmo tal estudo tendo nos conduzido a perceber que em
dimensao dois a teoria da gravitacao nao possui dinamica, ele serve como laboratério
tedrico para melhor compreender o que acontece na gravitacdo em 4 dimensoes. Como
extensao do estudo feito no inicio desse capitulo, também aplicamos o formalismo de HJ
para o modelo BF em trés dimensoes. Apesar de ainda significativamente mais simples do

que em quatro dimensoes, ja percebemos que a teoria possui uma dinamica.

Por completeza o formalismo também foi aplicado a teoria de Yang-Mills topolo-
gicamente massiva. Da mesma forma que para o modelo BF conseguimos perfeitamente
analisar todos os vinculos do sistema utilizando do formalismo de HJ. Vale ressaltar que o
termo topologicamente massivo da teoria de Yang-Mills, que ¢é justamente um termo de

Chern-Simon, nao passa de um caso particular do termo BF.

Como perspectiva o autor busca estudar mais a fundo as teorias topologicamente

massivas, bem como compreender um pouco mais as estruturas geométricas pertencentes
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a essas teorias. Porem, como um dos maiores objetivos de se estudar os vinculos de uma

teoria de campo ¢ justamente tentar construir umas versao quantica dos mesmo, esse sera

um dos objetivos futuros do autor.
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