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Abstract

This work applies a transfer matrix method to study long-range Ising
chains that have both ferromagnetic and antiferromagnetic interactions, the
kind of interaction depends periodically on the range, and its intensity
decreases as a power law.

This way it was possible to obtain thermodynamic properties of the chain
like free energy, entropy and specific heat. Some interesting results were
obtained by the calculation of thermodynamic properties like residual entropy.

However, the main subject of investigation is to test the validity of a
conjecture proposed by Tsallis, which states that long-range systems scale in
a way he proposed and that is explained along this work. These systems
generally don’t scale as usual, with respect to the number of constituents for
all value of the exponent of the power-law interaction. This gives rise to
divergences in the usual intensive thermodynamic functions.

The work also starts the study of phase transition of one of the chains
presented here. The results are not conclusive, but indicate how it is possible
to proceed in future works. This study involves analysis of the correlation
function which is obtained with the transfer matrix method presented here.
There were obtained some series of critical temperatures for finite chains of
one of the cases presented here. With such values, it is possible to estimate
the critical temperature for the infinite chain with techniques like Padé

approximants.



Resumo

Este trabalho emprega um método de matriz de transferéncia para estudar
a cadeia linear de Ising com interacdes de longo alcance, podendo estas
interacbes serem do tipo ferromagnéticas ou antiferromagnéticas; o tipo de
interacdo varia periodicamente de acordo com a distancia e sua intensidade
decai com a distancia como uma lei de poténcia.

Deste modo foi possivel obter propriedades termodindmicas do sistema
como a energia livre, a entropia e o calor especifico. Alguns resultados
interessantes foram obtidos com o calculo destas propriedades como a
ocorréncia de entropia residual.

Contudo o objeto de investigacdo principal desta dissertacdo é a validade
de uma conjectura proposta por Tsallis que estabelece que sistemas com
interacbes de longo alcance, como os deste trabalho, obedecem a um
escalamento proposto por ele, a ser explicado ao longo deste trabalho. Estes
tipos de sistema geralmente ndo obedecem ao escalamento usual, para todo
valor do expoente de decaimento das interacfes, ocasionando divergéncias
nas funcdes termodinamicas intensivas usuais.

Também se iniciou um estudo da transi¢cdo de fase para uma das cadeias
apresentadas. Este estudo ndo é muito conclusivo, mas indica como se
proceder em trabalhos futuros. Este estudo envolve analise da funcédo de
correlacdo, que € obtida com o método da matriz de transferéncia
apresentado nesta dissertacdo. Foi obtida uma série de temperaturas criticas
para cadeia finitas em uma das situagbes mostradas, e, com esses valores
pode-se estimar a temperatura criitica da cadeia infinita com técnicas como a

dos aproximantes do Padeé.



Indice

INEFOTUGED . ...t ettt ettt ettt et e et e e e e e nn s e e e e e e e 1
1. EXpPOoSICA0 dO problema.......cccooviiiiiiiiiis e 4
0 A © I ¢ 4 To To [=1 (o o [= TN £ Vo [ PR 4
1.2.  Tratamento do modelo de ISING........cccooiiiiiiiis eerieeieiieeee e 6
1.3.  DefiniGao do Problema...... ...t e 8
2. Oescalamento de TSalliS ... s 11
2.1.  DefiNiCA0 € AISCUSSAOD........ceiiiiiiiiiiiiiiiiiits ettt eee e e eeeees 11
2.2.  Resultados preliminares sobre o escalamento de Tsal  lis.....ccccccceeeee. 14
2.2.1. ReSUAdO @NAHTICO ....eieiieriiieiiiiii ettt et e s e e e ennree e s ennaeeas 14
2.2.2. ReSUAdOS NUMETICOS .....uvviiiiiiiiieiiiiiee ettt e sttt ettt e st e e st e e ssba e e e s sntaeeesanseeeas 17

3. O método de matriz de transferéncia...........ccce. covvviiieiiiieie s 19
3.1.  Digresstes Sobre 0 MEt0UO ........ccoviiiiiiiiiiirs i 19
T 1 Y- To I o] (=110 1 = 20
3.3,  Versao adaptada do MEL0dO..........cccoeeiiiiiiiiiis e 25
3.4. Aintroduc@o do campo MAGNELICO.......cccoviiiiis eeeereeeee e 30
3.5. Afuncao de correlacéo e o critério de transicao de fase...ccoooveeiiienennnn, 32
3.5.1. A TUNGEAO dE COIMEIAGAD ... ... ittt a e e e 33
3.5.2. O Critério de tranSiCa0 dE fASE ........uuuiiiiiiiiiiiee e

3.6. Implementacdo COMPULACIONAl ........ccoviiiiiiiiiiiis e e 38
4. RESUIATOS.......co i e 40
4.1. Quanto ao Escalamento de TsalliS........cccceeevie iiiiiiiiiieei e, 41
A4.0.1. CASO L= A(L0) ettt 41
4.1.2. €SO I = F(5,1) oottt 46
4.1.3. €SO M= F(4,1) .ottt 50
B.1.4. CASO IV = F(2,1) oottt 53
4,15, €SOV = (F(L,L) oottt 57
4.1.6. €SO VI = A(LL) cooieieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeet ettt ettt n sttt 60

4.2.  Outras propriedades termodiNAmMICAS ........cccvviies cvvviiriiiii e 61
4.3, TranSiCa0 de faS@ ....ccooiiiiiiiii it e 65
5. CoNCIUSBES € PEISPECHIVAS ...uuiiiieeiviiiiiiiiiies eeeeeitiiie e e e e e e e e e e e eeaes 72

RN (=] (2] (o= TP 74



Lista de Figuras

Figura 1 — Energia livre em funcédo da temperatoma escalamento normal e inset com
0 de Tsallis (caso A(1,0))=0, c=0 € g=10, 14, 20 ...ceeeiirieieeeeii et 43
Figura 2 — Energia livre em funcdo da temperatora o escalamento de Tsallis (caso
A(1,0)).a=0,5 (linhas cheias) &=1,2 (linhas tracejadas), c=0 e g=17, 18..., 21...43
Figura 3 — Energia livre em funcdo da temperatora o escalamento de Tsallis (caso

A(1,0)).a=0,5,c=0e g=17, 18,..., 21 COM C=0. . orrrrreeiiiiieeee s e 44
Figura 4 — Energia livre em funcédo da temperatorm © escalamento normal (caso
A(1,0)).0=0,5, g=21 € ¢=0, 10, 20,..., 90 ..irriiii e 44

Figura 5 — Energia livre em funcdo da temperatora o escalamento de Tsallis (caso
F(5,1)).0=0, c=95 e g=14, 15,..., 24. Inset com diferemgeeea energia livre calculada

com os valores g e g+1 para um valor fixo de teBtpEaL............cccoeeeeeeeeeeerieeeennnnnnns 6..4
Figura 6 — Energia livre em funcdo da temperatar@sctalamento usual (caso F(5,1)).
0=0,6 , =99 € g=5, 10, 15, 20.....cccuerrittcmmmeiiieeee et 47
Figura 7 — Energia livre em funcdo da temperatora escalamento de Tsallis (caso
F(5,1)).a=0,6 , €=99 € g=5, 10, 15, 20......ccuttttmmmccm e eeiieeeee e esiiieeee e e eiieeee e 47
Figura 8 — Energia livre em funcdo da temperatora escalamento de Tsallis (caso
F(5,1)).a=0,6 , g=20 e c=50, 55, 60,..., 95....i ittt 48

Figura 9 — Energia livre em funcdo da temperatora o escalamento de Tsallis (caso
F(4,1)). =0 , c=95 e g=14, 15,..., 24. Inset com diferergére a energia livre
calculada com os valores g e g+1 para um valordxtemperatura...............ccccoeeeeeens 50
Figura 10 — Energia livre em funcédo da temperatora o escalamento de Tsallis (caso
F(4,1)). a=0,6 , c=95 e g=14, 15,..., 24. Inset com difereapre a energia livre

calculada com os valores g e g+1 para um valordextemperatura.................cceeeeenee. 51
Figura 11 — Energia livre em fungéo da temperatora escalamento de Tsallis (caso
F(4,1)).a=0, g=24 e c=50, 55, 60, ..., 95. .. ittt 51
Figura 12 — Energia livre em fungcdo da temperatwaescalamento normal (caso
F(4,1)).a=0, c=99 € g=5, 10, 15, 20......ceeteeeiimt e eeeeeeesntrreeeeeessnnsneeeeeesaannsenes 52

Figura 13 — Energia livre em fungédo da temperatom o escalamento de Tsallis (caso
F(2,1)).0=0, c=95 e g=14, 15,..., 24. Inset com diferemgaeea energia livre calculada

com os valores g e g+1 para um valor fixo de teBtpea. .............ccoevvvviiiiieeeeinnnnnnn. 4.5
Figura 14 — Energia livre contra a temperatura stalmento normal (caso F(2,1)).
=0, C=99 € g=5, 10, 15, 20. ...euiiiiieitt sttt e e e e e e e e e e s 54
Figura 15 — Energia livre em funcédo da temperatora escalamento de Tsallis (caso
F(2,1)).0=0,6 , g=21 e c=50, 55, 60, ..., 95... .ttt 55
Figura 16 - Energia livre em funcdo da temperatuwaescalamento normal (caso
F(2,1)).0=0,6 , g=20 € C=55, 60,..., 95.......uurrrrsmmmmmeerrerereeeereeeeeeeeeeeaaeessnnannnneee 55

Figura 17 — Energia livre em funcdo da temperatwaescalamento normal (caso
F(1,1)). 0=0,1 , c=0 e g=14, 15,...,, 24. Inset com difereegsre a energia livre
calculada com os valores g e g+l para um valor fixde
LCST ] LT = L U] = T PP PP 57
Figura 18 - Energia livre em funcdo da temperatuwaescalamento normal (caso
F(1,1)).0=0, c=0 e g=14, 15,..., 24. Inset com diferencaeeatenergia livre calculada



com 0s valores g e g+l para um valor fixo de
0T 0] 01T = U] = VPPN 58
Figura 19 - Energia livre em funcdo da temperatara escalamento de Tsallis (caso
F(1,1)).a=0, c=0 e g=17, 18,... , 21. Inset com diferengaeem energia livre calculada

com os valores g e g+1 para um valor fixo de teBtpea.............cccovveeeeeiiiiiiiieeennnns 8.5
Figura 20 — Energia livre em funcdo da temperatwaescalamento normal (caso
F(1,1)).0=0,3, g=24 e c=10, 20,..., 90.......uutrrrsmmmmmeerrererereereeeeeeaeeeeaaaasesnannnnneen 59
Figura 21 — Entropia em funcdo da temperatura: ¢44¢¢0), g=10, c=90 ou c=95 e
0 O PP PEURPUURR 61
Figura 22 — Entropia em funcdo da temperatura: cA¢b0), g=20, c=0 e
=L 61
Figura 23 — Calor especifico em funcdo da tempexratom escalamento de Tsallis:
caso F(5,1), g=2@=0,6 € C=50, 55,..., 95. . ittt 62
Figura 24 — Calor especifico em funcdo da tempexratom escalamento de Tsallis:
caso F(2,1), g=2@=0 e C=50, 55,..., 95. . i it 62
Figura 25 — Entropia em funcdo da temperatura: cBébl), g=24, c=0 e
0 ORI 63
Figura 26 — Funcdo de correlacdo em funcdo da ndistaentre spins: caso
ferromagneético, =20, T=1,5081,2....ccccuiiiiieiieiieee e eeeeer e e e e e e e 67
Figura 27 — Funcdo de correlacdo em funcdo da ndistaentre spins: caso
ferromagneético, =20, T=6,5081,2.......ccceeeiiiiiiiieeeiiiiiiieec i emeeer e e e e e e e e 67
Figura 28 — Funcdo de correlacdo em funcdo da ndistaentre spins: caso
ferromagneético, =20, T=4,5081,2.....ccccouieieiiiiieeee e eeeeer e e e e e e e 68
Figura 29 — Funcéo de correlacdo em funcao dandist&ntre spins: caso F(5,1), g=20,
QLI =Y I PSRRI 68
Figura 30 - Funcéo de correlacdo em funcédo dandist&ntre spins: caso F(5,1), g=20,
QLI L0 Tt PP UPURPPRR 69

Figura 31 - Funcédo de correlacdo em funcédo dandist&ntre spins: caso F(5,1), g=20,
B I T Tl I R EEP TSP 69



Introducao

Durante muito tempo a Mecénica Estatistica se concentrou em problemas
nos quais as interacdes sdo de curto alcance ou ndo existem. Os dois
exemplos mais famosos séo: o modelo do gas ideal, constituido de particulas
gue ndo interagem umas com as outras e o modelo de Ising com a
aproximacéao de interagdes entre 0s spins apenas para 0s primeiros vizinhos.

O gas ideal € de grande importancia cientifica e tecnoldgica, pois
corrobora os resultados previstos pela Teoria Cinética dos Gases e também
pela ampla aplicagédo dos fluidos em méaquinas térmicas.

O modelo de Ising € uma abordagem consolidada ao problema de
transicdo de fase em materiais ferromagnéticos, sendo de fundamental
importancia para a Fisica da Matéria Condensada. O modelo de Ising € muito
versatil, sendo aplicado a diversos problemas da Fisica em que dois estados
sao presentes, como a liga binaria e o gas de rede.

De acordo com [1] durante um bom tempo a Mecanica Estatistica se
concentrou em problemas que via de regra possuiam hamiltonianos com
interagOes ndo lineares e de curto alcance caracterizados por um espectro de
Lyapunov positivo, mesmo no limite termodinamico, caracterizando uma
dindmica microscopica cadtica, em que o espaco de fase € quase todo
ocupado rapidamente (ergodicidade).

Contudo com o passar do tempo surgiram muitos trabalhos que
estudavam sistemas com interacdes de longo alcance, a exemplo de [2-10].
Uma caracteristica que estes sistemas costumam apresentar € que muitas
vezes ndo se consegue definir as grandezas intensivas com o0 escalamento
usual, que consiste na razao entre a grandeza e o numero de constituintes do
sistema, pois a grandeza intensiva usual pode divergir no limite
termodinamico.

A cadeia de Ising com interacdo de longo alcance (sem aproximacao de
primeiros vizinhos) € um bom exemplo de sistema do tipo descrito no
paragrafo anterior. Em particular existem muitos trabalhos feitos sobre a
cadeia ferromagnética, a exemplo de [11-20].



Nesta dissertacdo apresentar-se-ao resultados sobre a cadeia de Ising
com interacdes ferromagnéticas e antiferromagnéticas de longo alcance e
para a cadeia antiferromagnética com interacdes de longo alcance.

Para isto usar-se-a um meétodo de matriz de transferéncia utilizado em
[21,22] para estudar a cadeia ferromagnética. Este é um método
computacional que trabalha com matrizes quadradas de ordem dois, mais
detalhes sobre ele ser&o fornecidos ao longo desta dissertagao.

Para contornar o problema da divergéncia das grandezas intensivas com
0 escalamento normal, Tsallis prop6s em [1] um novo escalamento para
definir as grandezas intensivas. Este escalamento tem sido testado e
aplicado em diversos trabalhos [23-28].

Nesta dissertacdo pretende-se aplicar o método usado em [21,22] para
obter resultados, para o sistema apresentado no paragrafo anterior ao
penultimo, que abarcam o0s seguintes aspectos: calculo das propriedades
termodinamicas, investigacdo da validade do escalamento de Tsallis
(conforme proposto em [1]) e resultados preliminares sobre o estudo da
transicéo de fase.

Esta dissertacdo possui cinco capitulos. O primeiro capitulo tem trés
secdes: as duas primeiras secdes tém um carater mais didatico no qual se
fala um pouco sobre o modelo de Ising de forma genérica: sua origem,
relevancia, aplicacbes e as técnicas usadas para trata-lo; enfatiza-se
especialmente a técnica da matriz de transferéncia, que é a usada neste
trabalho; e a técnica do grupo de renormalizacdo pela sua importancia
historica, pois ela teve papel fundamental para a teoria de fendmenos criticos.
Destacam-se os trabalhos de Ising [29], Onsager [30] e Wilson [31] pela sua
importancia historica. Na ultima secao define-se precisamente o sistema em
estudo nesta dissertacdo e os aspectos de interesse a serem investigados.

No segundo capitulo se fala de forma mais profunda sobre o escalamento
de Tsallis, sendo 0 mesmo dividido em duas secdes. Na primeira secao
define-se o0 escalamento de Tsallis, mostra-se o limite da expresséo proposta
por Tsallis para as diferentes situacbes possiveis e apresentam-se
argumentos para que ele seja aceito e empregado pela comunidade. Na
segunda secdo apresentam-se alguns resultados ja obtidos sobre o

escalamento de Tsallis. Mais particularmente esta secdo apresenta 0s



resultados analiticos de [32] para a aceitacdo do escalamento e os resultados
numéricos de [21] para a cadeia ferromagnética no qual foi usado o0 mesmo
método de matriz de transferéncia deste trabalho.

No terceiro capitulo expde-se o método de matriz de transferéncia
utilizado com detalhes, enfatizando suas vantagens e mostrando suas
limitagBes. As subsecdes deste capitulo sdo construidas de forma didatica e
gradativa partindo de uma versdo simples do método e generalizando-a até
sua versdo mais geral e poderosa, permitindo ao leitor a compreenséo do
raciocinio por tras do método e do seu funcionamento. Mostra-se como obter
a funcdo de particdo, as propriedades termodinamicas e a funcdo de
correlacdo com este método, no final do capitulo fala-se sobre como ele foi
implementado computacionalmente.

No quarto capitulo sédo discutidos os resultados obtidos. S&do mostrados
essencialmente trés tipos de resultados: o primeiro refere-se a validade do
escalamento de Tsallis e do escalamento usual para os diferentes sistemas
apresentados na ultima secdo do primeiro capitulo; o segundo consiste em
resultados acerca das propriedades termodinamicas; o ultimo refere-se ao
estudo da transicdo de fase e a validade do critério de ocorréncia de
transicéo de fase proposto em [21] para os sistemas desta dissertacao.

No quinto e dultimo capitulo sdo apresentadas as conclusdes e

perspectivas para trabalhos futuros.



1. EXposicao do problema

1.1.0 modelo de Ising

O modelo de Ising € um modelo de spins interagentes entre si e com um
campo magnético externo, quando este esta presente. Na sua versdao mais

geral ele é dado pelo hamiltoniano abaixo:

H = —i\]ﬁssj —hi (s =+1) , )

@i.7) i=1

no qual o primeiro termo reflete a interacdo entre os spins, e o segundo a
interacdo com um campo magnético externo. h esta associado a intensidade
do campo, enquanto as chamadas constantes de acoplamento Jj estéo
associadas as interacdes entre os spins. As variaveis s; assumem os valores
mostrados e refletem os estados dos spins interagentes, costuma-se
interpretar como o sinal da componente do spin na direcdo do campo.

Este modelo foi proposto originalmente por Lenz em 1920 e resolvido por
Ernest Ising [29] em 1925 para o caso unidimensional com interacbes apenas
entre os primeiros vizinhos (J;=0, para |i-j|>1). Ele € muito usado para
descrever fendmenos ferromagnéticos em Fisica do Estado Sélido, pois
consegue simplificar a realidade fisica de forma a torna-la solGvel analitica ou
numericamente, a0 mesmo tempo que consegue reter boa parte da
informacéo contida na realidade dos fenbmenos.

Este dltimo aspecto merece ser enfatizado, pois estudar o
ferromagnetismo em cristais, por exemplo, significaria modelar o
comportamento dos nucleos e dos elétrons distribuidos no espaco, 0s quais
interagem entre si e eventualmente com um campo externo. E escusado dizer
gue simular todos estes detalhes de maneira absolutamente fiel a realidade e
obter resultados profundos é um objetivo altamente otimista, para ndo dizer
utopico; contudo, um modelo simples como o de lIsing substitui toda a

complexidade dos nucleos se movendo na rede, dos elétrons se



movimentando e de todas as interagcdes coulombianas presentes, por um
conjunto de spins interagentes.

Esta alternativa embora pareca demasiadamente reducionista (e €
reducionista!) vem permitindo ao longo da Histéria a obtencdo de muitos
resultados tanto qualitativos quanto quantitativos, especialmente no que
tange as teorias para a transicéo de fase ferromagnética.

Vale a pena ressaltar que com todo o reducionismo presente, o modelo
em questdo ndo é trivial, de modo que a maioria das aplicacbes (como a
deste trabalho) ndo dispde de resultados puramente analiticos.

As poucas solugfes analiticas para as versdes mais simples do modelo de
Ising sdo muito reducionistas permitindo apenas uma abordagem qualitativa
do fendmeno, ou entdo de uma sofisticacdo matematica que as torna
bastante dificeis; o exemplo mais conhecido é o trabalho de Onsager [30] que
apresenta uma solucéo para o modelo de Ising bidimensional com interagdes
apenas entre primeiros vizinhos. Recentemente surgiu um trabalho com
conjecturas acerca de uma solugéo para o caso tridimensional [33].

O modelo de Ising € uma alternativa amplamente empregada
(possivelmente a mais empregada) para estudar transicoes de fase em
sistemas magnéticos. Além disto, ele também € utilizado para simular
situacbes em que cada microestado possui duas possibilidades distintas,
como no caso do gas de rede e da liga binaria.

O gas de rede consiste num problema em que cada constituinte (d&tomo ou
molécula) pode ocupar posi¢cdes discretas no espaco (sitios); logo, os dois
possiveis valores de s; representam sitio ocupado ou vazio. A liga binaria
representa uma rede com dois tipos de atomo possiveis, em cada ponto da
rede pode haver um tipo de atomo, resultando nos dois valores de s; para
cada sitio.

Vale a pena enfatizar que as aplicacdes do modelo de Ising vao além das
citadas, tanto do ponto de vista da Fisica como em ambitos mais gerais,
sendo este utilizado em redes neurais, membranas biologicas e até redes

sociais (artigos publicados em [34]).



1.2. Tratamento do modelo de Ising

O conjunto de técnicas existentes na literatura para se tratar o modelo de
Ising € muito grande. Em particular merecem destaque duas grandes familias
de métodos: uma delas é a dos grupos de renormalizacédo, que foi proposto
por Wilson em 1971 [31] sendo uma das ferramentas atuais mais poderosas
no estudo dos fendmenos criticos; a outra familia é a dos métodos de
matrizes de transferéncia, método mais antigo e que foi utilizado por Onsager
[30] na solucdo pioneira do caso bidimensional e € 0 que sera usado neste
trabalho.

Cada uma destas familias possui varias técnicas dentro delas que podem
ser tanto analiticas quanto numéricas e consideravelmente distintas umas
das outras. Estas técnicas vao sendo desenvolvidas para estudar cada
versao particular do modelo; basta ver que o método usado no presente
trabalho é bastante diferente do de Onsager.

Para resolver o modelo de Ising utiliza-se o formalismo de Gibbs da
Mecéanica Estatistica, mais especificamente o ensemble candnico. Portanto,

para resolver este modelo deve-se calcular a funcéo de particdo candnica:

Z:Ze_ ’B:ki (2)

conf BT

onde o somatério se da sobre todas as configuracdes possiveis do sistema, H

€ o0 hamiltoniano dado por (1), T a temperatura e kg a constante de Boltzmann.
Dai pode-se obter as fun¢gBes termodindmicas conhecidas: energia livre (F),

energia interna (U), entropia (S), calor especifico (c), entre outras,

F _%L[nn(z): NLf U= a['”( | (3)
S=—6—F= N.s lg‘L
T N oT

Pode-se também achar a magnetizagcdo M, a susceptibilidade magnética

X . ea funcao de correlacédo C:



> ss.e 4)

Como se pode ver, a fatoracéo da fungcao de particdo do modelo de Ising
nao é trivial, especialmente devido aos termos de acoplamento. Os métodos
de matrizes de transferéncia consistem em escrever a funcdo de particdo
como operagdes sobre elementos de matrizes, muitas vezes como sendo a
poténcia do traco de uma matriz; essa matriz € chamada matriz de
transferéncia.

Este procedimento € conveniente porque permite usar os resultados da
Algebra em favor do processo. Por exemplo, frequentemente aparecem nos
métodos o traco da poténcia de uma matriz e como o trago é invariante por
transformacao de similaridade, pode-se construir a matriz de transferéncia de
modo que ela seja diagonalizavel; ai entdo, vé-se claramente que o traco da
poténcia da matriz € a soma de poténcias de seus autovalores.

Os modos como se constroem as matrizes de transferéncia sdo os mais
variados e dependem da criatividade do autor de cada método.
Eventualmente pessoas diferentes desenvolvem métodos distintos para tratar
um mesmo sistema; € o que acontece no problema desta dissertagéo [18, 19,
21, 22].

Os métodos de matrizes de transferéncia também permitem achar a
funcdo de correlacdo. Na verdade, pode-se obter as propriedades
termodinamicas a partir da funcdo de correlacdo sem usar a funcdo de
particdo, mas isso costuma ser um processo mais complicado; por isso
mesmo, quando a funcdo de correlacdo € calculada com matrizes de
transferéncia, costuma-se calcular também a funcéo de particdo para a partir
da mesma obter-se 0s outros parametros termodinamicos, especialmente nos
métodos analiticos.

O método do grupo de renormalizacdo € uma abordagem bastante distinta
do de matriz de transferéncia. No segundo, calcula-se a funcédo de particdo e
determinam-se as propriedades termodinamicas do sistema, tendo-se

resolvido completamente o problema (dentro da precisdo possivel no caso



dos métodos numéricos). No primeiro, a funcao de particdo nem é calculada,
as fungbes termodindmicas também ndo sdo achadas, contudo obtém-se a
temperatura critica e 0s expoentes criticos associados a transicdo de fase.
Ou seja, estuda-se o comportamento do sistema na transicdo de fase sem
precisar “resolvé-lo”.

Existem outros métodos importantes como os métodos de campo médio
onde se despreza as flutuagcdes do spin, e a aproximagao gaussiana onde se
considera a flutuacdo até uma certa ordem. Também pode-se, em casos mais
simples, tentar usar analise combinatéria para calcular a funcao de particéo e
ha também a desigualdade de Bogoliubov que é um método bastante
utilizado em varias aplicacdes da Mecénica Estatistica.

Muitos dos resultados obtidos com estes métodos (em especial os de
campo médio e a aproximacao gaussiana) serviram como base para levantar
hipoteses basicas para consolidacdo do método de grupo de renormalizagcédo
[35].

1.3. Definicao do problema

O sistema em questédo nesta dissertacdo consiste numa cadeia linear de
spins em que todos eles interagem entre si e com um campo magnético
externo. O sistema esta submetido a uma condi¢cdo de contorno periodica em

gue o primeiro e o ultimo spin da cadeia sado vizinhos de primeira ordem:

N N 5
H=-3355 08, 5=l X

i,j=1 i=1
i>]

A intensidade das interacdes entre 0s spins € maior entre 0S primeiros

vizinhos e decai com a distancia de acordo com uma lei de poténcia:

Jo (6)
i~ iF

%] =



As constantes de acoplamento podem ser positivas ou negativas. No caso
em que sdo positivas, diz-se que as interacdes mediadas por elas s&o
ferromagnéticas; no caso negativo, diz-se que a interacdo ¢é
antiferromagnética.

Pela equacdo (5) vé-se que, em baixas temperaturas, as interacdes
ferromagnéticas tendem a deixar os spins paralelos e as antiferromagnéticas
tendem a deixar os spins opostos. O caso em que todas as interacdes séo
ferromagnéticas ja foi estudado anteriormente [21]; neste trabalho, se
pretende investigar a situacdo em que todas as interagbes sao
antiferromagnéticas e alguns casos em que existem ambos os tipos de
interacdo distribuidos de maneira periodica de acordo com a distancia entre
0s sitios; isto sera explicado a seguir.

Para facilitar a explicacdo escrevamos as constantes de acoplamento

como sendo:

(7)

r=fi-j,

onde a funcéo sig(r) definird cada caso particular. Neste trabalho, apresentar-
se-ao resultados sobre os seguintes casos:

Casol : sig(r) =-1,0r (8)
-1, parar = 6121824, ...

+1, demaisasos

-1, parar =5,10,15,2(P5, ...

+1, demaisasos

Casal : sig(r)={

Casadll : sig(r) = {

Casa - sig) = [ & P - 36215,
-1, parar =2,4,6,8,1Q...
+1, parar =1,3,5,7,9,...
-1, parar =1,3,5,7,9,...

+1, parar =2,4,6,8,10...

CasoV : sig(r) :{

CasoVI : sig(r) :{
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Definem-se assim 0s seis sistemas em questdo nesta dissertacdo. Sabe-
se que sistemas deste tipo, com interagao de longo alcance, costumam ser
nao-extensivos de modo que, no limite termodinédmico, as grandezas
intensivas usuais costumam divergir para certos valores do expoente de
decaimento em alguns dos casos. Tsallis propds entdo um escalamento
diferente do usual para definir as grandezas intensivas que vem sendo bem
sucedido numa grande gama de aplicagdes [1]. Maiores informagfes sobre o
escalamento de Tsallis serdo dadas na proxima secéao.

Para tornar a notacdo mais compacta identificar-se-a cada caso da

seguinte maneira:

F(mn): sig(r) = 1, sel<R<m 9)
" sig(r)=-1,sem+1<R<m+n

Am.n): sig(r) =-1,sel<R<m
"7 sig(r)= Lsem+1<R<m+n

onde

R=rmodm+n+1) (20)

deste modo os casos | a VI correspondem respectivamente a A(1,0), F(5,1),
F(4,1), F(2,1), F(1,1) e A(1,1). O caso ferromagnético amplamente estudado
na literatura corresponde a F(1,0).

Este trabalho visa investigar a validade do escalamento proposto por
Tsallis para os sistemas em questdo e as propriedades termodinamicas
(entropia, calor especifico e energia livre) destes sistemas. Fez-se também
um estudo sobre a transicéo de fase em um dos casos (ll).
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2. O escalamento de Tsallis

2.1. Definicao e discussao

Na Termodindmica e na Mecénica Estatistica € comum caracterizar o
estado do sistema por grandezas intensivas que usualmente ficam bem
definidas no limite termodindmico como sendo a razéo entre uma grandeza
extensiva (energia interna, energia livre de Gibbs ou de Helmholtz, entropia,
...) € 0 nimero de constituintes do sistema. E conveniente expressar o estado
por meio de grandezas intensivas pois iSso caracteriza bem o sistema
independente do “quanto grande ele seja”; em outras palavras, do numero de
constituintes que possuli.

Contudo em alguns sistemas fisicos, especialmente nos que apresentam
interacdes de longo alcance como o tratado neste trabalho, o limite
termodinamico nao fica bem definido, de modo que as grandezas intensivas
usuais podem divergir, carecendo de significado fisico.

Para contornar este problema, Tsallis propds uma maneira alternativa de

definir as grandezas intensivas, mostrada a seguir.

Seja:

F=F(T.H.N), f(I',H)=%, (11)

onde F uma grandeza extensiva (como a energia livre por exemplo), T e H
sdo grandezas intensivas (como a temperatura € 0 campo magnético externo
aplicado no modelo de Ising ou pressédo, potencial quimico, ...) e N é o
numero de particulas; a grandeza f seria intensiva e bem definida na maioria

das situagdes, mas néo neste caso. Define-se entéo:
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i (12)
N=— d
1-—
d
i1
N
q-H
N
esperando-se que a grandeza
l:('|:,|:|)= f(T~,H) (13)
N

figue bem definida no limite termodinamico, resolvendo o problema das
divergéncias.
Para justificar esta proposta uma possivel abordagem é a da referéncia [1]

na qual se estuda um hamiltoniano da forma

1-cos@ - 6,) (14)

_1h2,1
H—ZD;Li+2DZ ~

iz] rij

gue pode ser pensado como um hamiltoniano de rotores interagentes onde o
primeiro somatorio com N termos representa a energia cinética e o segundo
com N(N-1)/2 termos distintos representa a energia potencial de interacéo
entre os rotores.

O segundo termo (o da energia potencial) em (14) dividido por N (niumero

de rotores) € limitado no espaco d-dimensional por algo proporcional a:

(15)
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o qual difere do resultado apresentado anteriormente em (12) por uma

constante.
Tomando o limite no escalamento anterior em que N tende a infinito tem-

se o resultado a sequir:

a (16)
ad ,se% >1
—-1
d
N =1In N, se—=1
N
7 se0<s—<1
1-—
d
Analogamente, para N* tem-se, no limite de N muito grande:
(17)
al ,seg>1
a_, ' d
d

Vale a pena enfatizar que a integral N* serve para limitar ndo apenas este
hamiltoniano mas para situagdes diferentes onde aparecam interacdes de
longo alcance; o escalamento apresentado ja foi utilizado em muitos
trabalhos diferentes com sucesso para outros tipos de hamiltonianos.

Dessa maneira, justifica-se o porqué deste escalamento para o sistema
em questdo e analogos. Analisando os resultados obtidos vé-se que, para
a/d>1, o escalamento proposto difere do normalmente usado por uma

constante, no limite termodinamico, o que sugere que o sistema se encontra



14

na regiao extensiva; enquanto que, para 0S outros casos, O Sistema esta
numa regido nao-extensiva.

Os argumentos apresentados mostram-se razoaveis para uma crenga no
fato de que o escalamento proposto por Tsallis deve ser valido para uma
gama de situacOes variadas, mas esta longe de ser uma demonstracéo
formal e inquestionavel de que o escalamento é sempre valido. Mais
especificamente, estes argumentos ndo provam que este escalamento seja
valido para a cadeia de Ising com interacdes de longo alcance, que é um dos
objetivos de investigacdo do presente trabalho.

Esta investigacgao foi feita num trabalho anterior por Andrade e Pinho [21]
para 0 caso em que as interacfes sdo todas ferromagnéticas e neste trabalho
para o0 caso antiferromagnético e com interacbes competitivas

ferromagnéticas e antiferromagnéticas.

2.2.Resultados preliminares sobre o
escalamento de Tsallis

2.2.1. Resultado analitico

Um resultado interessante sobre o escalamento de Tsallis € o
apresentado em [32] no qual se parte da hipétese de que a energia livre de

Gibbs G em sistemas n&o extensivos possui a seguinte propriedade:

NN* NN* N* N N* N N* N

G _U T S, PV, HM (18)

onde N é o numero de spins, N* € como definido anteriormente, U é a energia
interna, T € a temperatura, S é a entropia, P é a presséo, V é o volume, H é o
campo magnético e M é a magnetizacdo. As grandezas S, V e M sdo admitidas
como extensivas e as grandezas intensivas usuais T, P e H obedecem ao

escalamento N*.
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O exemplo citado no artigo [32] € o da cadeia de Ising ferromagnética

dada pelo hamiltoniano

S8 150 (19

H=-03 3

iz Iy

Entdo, do fato de que U(S,V,M)=u(s,v,m).N.N*, obtém-se que:

,.a (20)
U(AS,AV,AM,AN) =4 dU(S,V,M),
e derivando-se em relacdo a A, obtém-se:
_a 21
UV g, Y, Uy, Y N:[z—ﬁ}f iU @D
0(AS) 0(AV) 0(AM) 0(AN) d
Logo, para
(_)1 (22)
A 1 s
o_a
2-%
chega-se a relacéo de Euler:
U=TS-PV+HM + 4N, onde: (23)
T = a_U P= —a_U
0S oV
ouU ouU
H=— =
oM H7oN

a partir da qual se pode obter a relacdo de Gibbs-Duhem correspondente, ou

seja:
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SAdT-VdP+MdH + Ndy =0 (24)

Da relagéo de Euler (23) correspondente obtém-se que:

G=uN. (25)

Como G é proporcional a N.N*, tem-se que o potencial quimico deve ser

proporcional a N*; o mesmo acontece para T, P e H, obtendo-se as relacdes:

26
T(SV.M, Ny =~ 7 L M, (26)
N°N'N'N
P(SV,M,N) =~ P> Y M,
N N'NN
H(SV.M,N) =—H(, L M,
NN NN
1 SV M
SV.M.N) =~ > Y M
H( ) N EU(N N N)

justificando-se assim a equacdo do inicio desta secdo e o escalamento de

Tsallis com base em conceitos termodinamicos. Este resultado é interessante

porque mostra que as relacdes de Euler e de Gibbs-Duhem sdo compativeis
com o escalamento de Tsallis na regido extensiva.

E relevante notar que o caso extensivo, que pode ser visto como o limite

em que a tende a infinito (as interacdes caem muito rapidamente), resulta em

A=1 que é o valor utilizado normalmente para obtencéo da relacdo de Euler
[36-37]:

of 2 ) 1 0
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2.2.2. Resultados numeéricos

O método de matriz de transferéncia utilizado neste trabalho foi utilizado
anteriormente em [21] para o estudo da cadeia de Ising ferromagnética com
interacdes de longo alcance.

Como o método é numeérico, calculou-se as energias livres para cadeias
finitas com interac6es de ordem menor ou igual que um certo valor g, numa
cadeia com N=g+c+1 spins, deste modo c corresponde ao acréscimo de
spins numa cadeia com g+1 spins todos interagindo uns com 0s outros, sem
gue se aumente a ordem maxima das interacdes. A figura a seguir ilustra o
significado de g e c, cada circulo corresponde a um spin e as linhas as

interacdes entre o0s spins.

g=2 e c=1:

Fazendo-se g variar com valores menores ou iguais a 24 (com ¢ mantido
fixo), a partir da andlise das diferencas entre as curvas obtidas, observou-se
gque estas decaem com o aumento de g, colapsando, sempre que o
escalamento de Tsallis € usado. Em contrapartida, no escalamento usual
(dividir por N) as curvas sO colapsam na regido extensiva (a>1) como
previsto. Isto evidencia a validade da conjectura de Tsallis para o caso
ferromagnético, em concordancia com os resultados da se¢do anterior.

Acréscimos unitarios em g geram uma variacdo de menos de 0,002% nas
curvas da energia livre com o escalamento de Tsallis para a=0,5. Mantendo-
se g fixo e variando ¢ observa-se que a diferenca entre os valores da energia
livre com o escalamento de Tsallis decai com 0 aumento da temperatura (com
0 mesmo escalamento), de modo que a diferenca entre as curvas € inferior a
0,0008%.



18

E importante enfatizar que neste método numérico o escalamento de

Tsallis funciona quando se troca N por g na equagéao:

(28)

evidenciando que o escalamento estd associado ndo com o0 numero de
constituintes apenas, mas principalmente com o alcance das interacoes.
Conclui-se que a conjectura de Tsallis vale para todo valor de a, em
concordancia com os resultados da secéo anterior, 0 que sugere a validade
do método empregado no presente trabalho, que € uma simples adaptacéo
do método para o caso mais geral em que as constantes de acoplamento

entre os spins podem assumir valores negativos.
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3. O método de matriz de
transferéncia

3.1.Digressdes sobre o método

Conforme ja foi mencionado usar-se-4 neste trabalho um método de
matriz de transferéncia. Este método é o mesmo que foi usado anteriormente
para estudar a cadeia de Ising no caso em que todas as interacbes sao
ferromagnéticas em [21,22], obtendo resultados compativeis com outros
trabalhos da literatura [11, 12, 13, 14, 18, 19], evidenciando a confiabilidade
do método.

O método empregado permite estudar uma cadeia de N=g+c+1 spins em
gue so6 interagem os vizinhos até ordem g. Na proxima secdo sera vista a
versao preliminar do método a campo nulo em que N=g+1 (c=0), na secao
posterior mostrar-se-a como o formalismo apresentado pode ser generalizado
para 0 caso em que o numero de spins excede a ordem das interacdes, ou
seja, a ordem maxima das interacdes g € menor que N-1 (N=g+c+1); depois,
sera exposto o método na presenca de um campo magnético externo e, por
ultimo, como achar a funcdo de correlacdo do sistema e como este resultado
pode ser utilizado para determinar quando ocorre transicdo de fase e a
temperatura critica correspondente.

Este capitulo visa expor o método utilizado neste trabalho, mostrando qual
a idéia matematica por trds do processo. O método foi implementado em
linguagem Fortran num computador de mesa simples, contudo ndo serdo
mostrados aqui 0s programas utilizados e suas nuances, uma vez que O
objetivo desta dissertacdo € acerca da Fisica e ndo da arte da programacao.

Espera-se que as deducdes aqui feitas possam esclarecer o leitor quanto
a eficiéncia do método e quanto ao raciocinio por tras dele, bem como das
suas vantagens computacionais intrinsecas, permitindo aquele que for habil

programador implementa-lo na linguagem que achar mais conveniente.
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3.2.Versao preliminar

Considerando um sistema com dois spins (hamiltoniano H=-J;.5;.S)),
define-se a matriz M; em funcdo das configuracbes possiveis dos spins,

associando o indice i a s; e o indice j a s, segundo a convencao abaixo:

(Ml)ij = (I\/ll)sis2 = e:BJlSlSZ (29)
i=1=s =+1

| =2=>g5=-1

j=1=5s,=+1

j=2=s,=-1.

Obtém-se, entéao:
e,a]l e_ngl (30)
M, =

e_ﬂJl e,all

Vé-se que a funcdo de particAo para este sistema de dois spins é

exatamente o dobro do maior autovalor desta matriz, ou seja:

Z =2), =2e% + 27 (31)

Pode-se escrever os elementos da matriz M; como sendo:

(i[M3) = 2_{iIRfik){Ik|L 1) (32)

Ik
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onde se define:

(i[Rik) =e®s%g ; = @3
:>P B e,&l e_lg‘ll 0 O
1 O O e_,le engl

10

01
L, = :

10

01

de modo que os valores de s; e s, estao relacionados com os indices i e k dos
elementos de matriz pela convencdo mostrada anteriormente e os rétulos das
colunas dos elementos de matriz sdo dados pela ordem lexicografica de j e k.
Uma maneira de ver a ordem lexicogréfica € a seguinte: a linha esta
associada de imediato com i; para relacionar a coluna com os valores de j e
k, vé-se que o indice da coluna varia de 1 até 4, escrevendo-se 0s quatro
valores em binario com dois algarismos obtém-se os valores de j e k como 0s
algarismos correspondentes a cada casa; por exemplo, os elementos com
indice de coluna 3 correspondem a 10 em binario o que quer dizer que j=2 e
k=1 (e portanto s;=0 e s,=1), analogamente o indice de coluna 4 corresponde

a 11 em binario o que corresponde a j=k=2 , logo :

IV|1:P1|—1:> (34)
1 0
e e e g 0 0)l0 1
=M, =| = " il
e e~ 0 0 e &&)71 0
0 1

Considerando agora um sistema com trés spins e portanto interacdes até

segunda ordem, obtém-se:
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<i‘M 2‘ J> = zeﬁ[Jl(SlSﬁSst)stlSs] (35)
S,

i=1=>s =+1

|=2=>s5 =-1

j=l= s, =+1

j=2=>s,=-1

Define-se entédo os elementos da matriz P, de modo que:
(iIMa| )= 2Pk o[ttt N tatate| Lol ) (30)
Ik

onde P; é como era definida anteriormente, e assim:

(KRJtLt) =/ 5 5 = (37)
eﬁ(Jl"'Jz) e‘ﬂ(Jl"'Jz) O O O O O O
0 0 QL) B2 0 0 0 0
P,= 0 0 0 0 fu) A 0 0
O O O O O O e‘ﬂ(-ll"'-]z) eﬁ(Jl"'Jz)
t =1=>s5=1 _
1=123
t=2=>5=-1

Desta vez usou-se a ordem lexicogréfica tanto nas linhas quanto nas
colunas, sO6 que nas colunas agora tem-se trés indices. A generalizacdo é
trivial: basta escrever os indices em binario mais uma vez s6 que nas colunas
desta vez escrever-se-ao0 0s numeros com trés algarismos dando os trés

valores de tj, ty, t3; por exemplo, o elemento com indice de linha 2 e coluna 3
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corresponde a j=2 e k=1 pois 2 em binario é 10 e t;=1, t,=2, t3=2, pois 3 em

binario é 011.
Obtém-se entao a matriz M»:
M = PPl - PVCARSAIMPNCARYY 26 (38)
2 — My = 2a A eB@+d;) | of(-23+3;)

Procedendo de maneira analoga obtém-se os seguintes resultados para
uma cadeia de 4 spins e portanto interacGes até terceira ordem:

(M3 iy = D (i|RJIK)IK|P,jmnd(mndP;|t,t,t,t, )t,t,tst,[Ls|j).  (39)

1Kty b 3,8,

A matriz P3 tera agora ordem 8x16 e L3 tera ordem 16x2 de modo que
como P; é 2x4 e P, é 4x8, a matriz M3=P1P,P3L3 sera 2x2 como sempre. A

matriz Pz possui quatro blocos B;, B,, B3, B4, como mostrado a seguir:

(2 2 o
3
B, B,
Poritl) SR 0 0 0 0 0 0 (41)
_ 0 0 g ts) - Ahd,) 0 0 0 0
B= 0 0 0 0 i) A, 0 0
0 0 0 0 0 0 eB(—Jl—J2+J3) ea\]l”z_-]s)

000000O0O
000000O0O
000000O0O
000000O0O

B=B=

ea\]lﬂz ~J3) el?(—Jl ~Jy+J3) 0 0 0 0 0 0
0 0 ea_‘]l +J=J3) ea‘ll_‘lz +J3) 0 0 0 0
B3 4 0 0 0 Al Lk g 0

0 0 0 0 0 0 g+l A+
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Analogamente, obtém-se:

M, =PFPRRL,

Olhando-se para as matrizes P1, P, e P3 obtidas, vé-se que cada matriz Py
e dividida em blocos que ou sédo nulos ou tém os elementos da matriz Py
multiplicados por exponenciais exp(BJk) ou exp(-BJx). Entdo observando-se as
matrizes obtidas bem como o processo de construgdo, pode-se ver
claramente as relagbes de recorréncia a seguir que permitem construir as

matrizes Py de forma recursiva e assim determinar os M.

_1yi-1 . K .
() €™ A parai<2*'e j> 2*

— (-1 8.3 K1 _ : K K . K+1
(R =4 (Ps)siagon € < para2'si<2e2<j<2

0 demaisasos

Com My pode-se achar a funcéo de particdo como sendo o dobro do maior
autovalor desta matriz e entdo as outras funcdes termodinamicas. Note que
como a matriz final é 2x2 e simétrica seus autovalores sdo dados de maneira
trivial pela expressao (44) dispensando algoritmos complicados para o céalculo

dos autovalores:

/L_L =M, =My,

(42)

(43)

(44)
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A partir dai pode-se achar a funcdo de particAo e as propriedades
termodindmicas. Os calculos da funcdo de particho Z sdo feitos para
diferentes temperaturas e as derivadas podem ser obtidas por métodos de

diferencas finitas. Sintetizando, tem-se as expressoes (45):

Z:2A+ (45)
_ -1
F—Nﬂ%Q)
__OF
oT
c= 1 PS
N oT

3.3.Versao adaptada do método

Com o meétodo mostrado na secdo anterior pode-se calcular as
propriedades de uma cadeia com N spins considerando-se todas as
interacOes até ordem N-1, contudo isto deixa 0 numero de spins da cadeia
muito limitado devido & ordem méaxima de interagbes que o computador
consegue processar num tempo habil.

Nesta secdo mostrar-se-a como adaptar o método anterior a uma cadeia
com N spins e interacdes até ordem g s6 que de modo que N possa ser maior
que g+1l. Para estabelecer a notagdo sera considerada uma cadeia com
N=g+c+1 spins [21-22].

Para ilustrar 0 novo método pode-se considerar uma cadeia com quatro
spins e interacbes até segundos vizinhos. Se as interacbes fossem até o
terceiro vizinho, a situagdo seria similar a se¢do anterior; uma solucao
razodvel entdo € utilizar o método da secao anterior para quatro spins, s6 que

considerando J3=0. Procedendo-se desta maneira, a matriz P5 fica:
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o - Bl 52 (46)
*|B, B
3 4

onde os blocos da matriz ficam:

PIvl) G AL+,) 0 0 0 0 0 0 (47)
0 0 PRSI (AR 0 0 0 0
S 0 0 0 & g0 0
0 O 0 0 0 0 eB(—Jl—Jz) eE(Jl+J2)
00000000
00000000
5= 00000000
00000000
Ut ghfir) 0 0 0 0 0
0 0 ) ) 0 0 0
B, = 0 0 0 0 U Hu) 0 0
0 0 0 0 0 0 it flhrh)

Note que os blocos ndo nulos da matriz P; sdo idénticos a matriz P».
Pode-se entdo calcular o produto das matrizes P1, P,, P3 € L3 como agora

obtida e achar a matriz 2x2 correspondente que descreve o sistema:

M,, =(RRR)L = (48)

eﬂ(3-]1+2-]2) + 2e‘,3]2 + eﬂ(‘Jl‘ZJz) Zeﬁll + eﬁ(Jl‘Jz) + eﬁ(‘3-]1+2-]2)
=M 21 Zeﬂll + eH(‘Jl_‘]Z) + eﬂ(_331+2~]2) eﬂ(3~]1+2~]2) + 2e‘/3]2 +eﬂ(_31_2‘]2)

Agora, definamos os elementos da matriz P3’ como sendo:

(ijk|P,Jmno = > (ijk|R;|Imno) (49)

Logo, obter-se-a:
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) G AR) 0 0 0 0 0 0 (50)
0 0 R i 0 0 0
0 0 0 0 &b g g 0
0 0 0 0 0 0 eAxd )

gl g 0 0 0 0 0
0 0 & gk 0 0 0 0
0 0 0 0 ¥ g% g 0
0 0 0 0 0 0 eAxd) i)

Pode-se notar entédo a agradavel coincidéncia:

M,, =(RRP;)L, =
_ eﬁ(3~]1+2-]2) + E‘@z +eﬁ(_31_232) k@l +eﬁ(31_32) +eﬁ(_3-]1+232) (51)
kfﬂl +e/3(~]1_~]2) +eﬁ(‘3~31+2~]2) eﬁ(3~]1+2~]2) + 29-/112 +eﬁ(‘~]1_2~]2)

Suponha agora que se queira estudar a cadeia de 4 spins com interacdes
até primeiros vizinhos, entdo analogamente ao que foi feito anteriormente,

pode-se fazer J,=J3=0 no procedimento usual e obter-se-a:

B, B, D
° |B, B,

onde os blocos B; (i=1,2,3,4) séo:



e e’ 0 0 0 0

v .Jlo O

B =8= 8 8 e0 ej)ef“l g#h

O 0 0 0 0 O
00000000O
~_|loo0000000
%=55 0000000
00000000

e também obtém-se P, como sendo:

e’ efh 0 0 0 0
o 0 0 e?h &% 0 0
1o o0 0 0 e efh
0 O o 0 0 ©

0O O

0O O

0O O

e_lB"Jl eﬂ-Jl

0 0
0 0
0 0

eﬂ‘ll e_lg Ji
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(52)

(53)

Note que as matrizes P, e P3 sdo formadas por pequenos blocos que ou

sdo nulos ou idénticos a P4,

Define-se agora os elementos da matriz P;'.

([P 1K) = 2 (ii[P nkj)

n

e’ efh 0 0
p = 0 0 e¥%h i
et gfh 0 0
0 0 e#: &

(54)
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Finalmente vé-se que a matriz 2x2 que descreve a cadeia com quatro

spins e interacdes até primeiros vizinhos € dada por:

M., =(RRR)L =R(RF(L)= 55)

e5(3~]1+2~]2) + Ze‘ﬂ-Jz +eﬂ(‘~]1_2~]2) 2e5-31 +eﬂ(~]1_~]2) +e5(‘3~]1+2~]2)
= Mlz - Zeﬁ-\]l +eﬂ(‘]1‘\]2) +eﬁ(‘331+232) eﬁ(3\]1+2‘32) +2e‘,8-\]2 +eﬁ(“]1‘2‘32)

Diante dos exemplos fornecidos vé-se que a matriz Mgc, que descreve
uma cadeia de N=g+c+1 spins com ordem de interacdo até g, pode ser dada

por:

(56)

onde os P; sdo determinados de maneira recursiva como determinado e os Py
como ja mostrado anteriormente.

Embora pareca artificial a construcdo dos P’, ela € bastante natural, pois
fazer os Ji=0 com i>g é uma alternativa natural para descrever uma cadeia
com (g+c+1) spins e interacOes até g. Além disso, vé-se que nesta situacado
as matrizes P;, com i>g, sdo formadas por blocos das matrizes Py de modo
gue a definicado dos P’ fica natural.

Por Ultimo, ressalta-se que, olhando para a matriz Py’ (de ordem 2%x29%) vé-
se que ela pode ser obtida da matriz Py (de ordem 29'x2% a partir da
definicdo de uma matriz Q4 (de ordem 29"1%2%) como mostrada a seguir.
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Pg = Qg 'Pg 1)

(Qg)i,,- _Jl,sei=joui =j+2°

0 ,demaiscasos

As expressodes (44) e (45) continuam validas obviamente para as matrizes
Mg,c de modo que termina-se entéo esta se¢cdo com um metodo pratico para
ser implementado computacionalmente, de se estudar uma cadeia com

N=g+c+1 spins e intera¢gBes até ordem g na auséncia de campo magnético.

3.4. A introducdo do campo magnético

Embora os resultados apresentados neste trabalho sejam
correspondentes ao caso em que o campo externo é nulo, por razdes que
serdo discutidas mais adiante, mostrar-se-a nesta secdo que o método
apresentado nesta dissertacdo pode ser adaptado para o caso em que O
campo nao € nulo, o que permite, por exemplo, o calculo da magnetizacao.

Para introduzir o campo magnético na versdo preliminar do método
mostrado anteriormente, pode-se inicialmente considerar o efeito do campo
magnético no spin i+1 em cada matriz P;. Para isso multiplica-se cada

elemento de matriz P; por e, defindo-se assim a matriz P;*:

(I[P ]ik) = e g5 = 8)
(P A 0 0
=R = SBU-h)  AB(di-h)
0 0 ! eﬁ 1

Analogamente, define-se a matriz P,*:
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(MR tt) st gfhn 5 5 (59
QP+ #h) A3+ +h) 0 0 0 0 0 0
0 0 eﬁ(-J.+Jz+h) eﬂ(JrJz -h) 0 0 0 0
0 0 0 0 eﬁ(JrJﬁh) eﬂ(-JﬁJz -h) 0 0
0 0 0 0 0 0 ehfdrh) QB+,
t, =1=s =41
t,=2=>s =-1
t,=1=s,=+
<
t,=2=s,=-1
t,=1=s,=+1
t,=2=>s,=-1
E obtém-se entdo a matriz 2x2 correspondente:
M = (P* o )L (PP g gh2I:) e M2 4 g PIz+2h) (60)
2\t /2 e e P2 4 @ F272h) P 21+3,72h) | oB(-231+37)

Agora se pode considerar também o efeito do campo no spin 1 e define-se

assim a matriz P,**:

<I‘H_ jk) =5 g eMs g (61)

S 0 efr hur

Acha-se entdo a matriz My**.
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” ( " ) @F (@1+3,%3N) 4 B(-201+3,+h) e B 4 oBh) (62)
Mz - Pl P2 I—2 e—,B(J2+h) +e—/3’(J2—h) e,B(2J1+J2—3h) +eﬁ(_231+32_h)

Pode-se também calcular M{* e M1**:

. . N ICRDEEPNICR) (63)
My =h.L = e A gBih)

. . ef2h) B (64)
M =RL, =

e Bu  ghlhm2)

Note que as matrizes M1* e M** diferem por uma regra simples: a ultima é
igual & primeira, com a primeira linha multiplicada por e* e a segunda
dividida por este mesmo valor; 0 mesmo acontece entre My* e M,** e de fato,
isto é uma regra geral.

Conhecendo-se as matrizes My**, pode-se determinar a funcdo de
particdo e as propriedades termodinamicas com as equacoes (44) e (45).

Para adaptar o formalismo ao caso em que ¢>0, basta usar as expressoes
(56) e (57) trocando-se P, por P,**, pois a construgdo € analoga.

3.5. A funcéo de correlacao e o critério de
transicao de fase
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Uma propriedade importante cujo calculo ainda n&ao foi mostrado até agora
€ a funcéo de correlacdo, que consiste no valor esperado do produto de dois
spins numa certa distancia r:

Z S;-Spr 'e_ﬁH Z S.S,, .e_ﬁH (65)

__ conf __ conf
<sl'sl+r >g - ze_[,H - 7 )

conf

onde H é dado pelas expressdes (5) e (6).

Esta secdo pretende mostrar como se da o célculo da funcdo de
correlacdo e como esta pode ser usada para a obtencdo de um critério de
transicdo de fase do sistema, bem como para calcular as temperaturas
criticas associadas a cadeia finita, permitindo extrapolar o resultado para a

cadeia infinita com a técnica dos aproximantes de Padé.

3.5.1. Afuncao de correlacéo

Define-se a matriz P;' como sendo:

[ efr 0 0 (66)
R = 0 0 -efh b

e as matrizes P, Ps3, ..., como eram antes; define-se agora a funcdo [ ]

(“maior inteiro contido em”) da seguinte maneira:

[X] =supfz(Z; z< x}} (67)

e, por Ultimo, define-se a matriz Ly, de ordem 2x2°% como sendo:

0 sei + jforimpar (68)

i (—1)[2“} sei + jfor par.
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Deste modo a fungéo de correlacdo sera dada por:

>R, ®9)
CEMS :'JZ— ,

onde Z4 € a funcéo de particdo da cadeia com (g+1) spins interagentes e Ry, é

a matriz definida por:

(9 (70)
(Rg,r ) = Rl |_2| I:)I |:I]‘g,r
1=
Para ilustrar o processo pode-se fazer o calculo da funcédo de correlacéo
entre os spins 1 e 2, e entre os spins 1 e 3, numa cadeia com 3 spins.
No primeiro caso r=1 e g=2, logo:
0 sei + jforimpar (71)
(L2,1)i,j = {'2;_11} i-1 ] )
(-D** ' =(-) 2 sei+jforpar.
Obtém-se entéo:
1 0 (72)
0 1
-1 0
L 1 0 -1
2t 1 0
0 1
-1 0
0 -1
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Como P;’ é dado por (66) e P, € definido como originalmente, obtém-se:

R,=P.P.L :(eﬁjl e 0 0 ) "
1 1-12-=21 0 0 _ e—/z. oo ep J

efthtla) - gAlhrde) 0 0 0 0 0 0

0 0 efC1r) B3 0 0 0 0

0 0 0 0 i) gftdt) 0 0

0 0 0 0 0 0 e—ﬁ(JﬁJz) ep’(JﬁJz)

ep’(2\11+\12) _ eﬂ(—231+.]2) 0
'L2,1 :( 0 eﬁ(2J1+J2) _ ep(—leuz)j !

Z, é dada pelo dobro do maior autovalor da expressao (38) tanto neste caso
como no outro; logo, a funcéo de correlacéo entre os spins 1 e 2 é:

Z(R ) (74)
£\ 21 (eﬁ(231+J2) e/?( 231+Jz)) +0+ 0+ ef@htds) _ gf(-201+32)

— i
<Sl-52>g=z - Z, Zleﬂ(zaluz) +ef(201+0) 4 og” ﬁJZJ =
eﬁ(2J1+Jz) _eﬂ( 2J,+J3,)
= <Sl'sz>g:2 T @B 4 of(2014T;) 4 0g B
Analogamente para os spins 1 e 3, obtém-se
0 sei + jforimpar (75)

i-1
2272

(Lz,z)i, i~

(- 1)[ }—(—1)“1 sei + jfor par
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1 0 (76)
0 -1
1 0
L |0 -1
2,2 1 O
0 -1
1 0
0 -1
A aBY (77)
R2,2 = Pl'-Pz-Lz,z = [eﬂ © _O,B'Jl O-Jl ]
0 0 -e -ef
Pt @ hlhtd) 0 0 0 0 0 0
0 0 eFthtda)  gflhde) 0 0 0 0
0 0 0 0 e it 0 0
0 0 0 0 0 0 e”md
ef2hitd) 4 P23+ — g P
'L2,2 = ( _ 2e—,8.J2 eﬂ(231+32) + eﬂ(—ZJl+J2)j

Analogamente ao feito na expressao (74), obtém-se:

>(r.) -
. 2,2 |,] eﬁ(z‘]l-h]z) +eﬂ(—2Jl+J2) _2e_,3\]2

— b
<S-|-'S3>g:2 - Z, T @f@ItY) 4 @B(231+3) | 9B

Note que neste caso ndo ha generalizacao feita para o caso ¢c>0. Na
verdade, o objetivo € modelar a cadeia infinita; portanto, todas as intera¢des
devem ser consideradas sempre. A cadeia infinita tem um tipo de simetria de
forma que a correlacdo entre dois spins s0 depende da distancia entre eles,
portanto a correlagdo entre s; e s34 € a mesma que existe entre s; e Si,, para
um i qualquer.

Deste modo, pode-se entao escrever:
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>(R,.). 9

Car =(88u)y =

g

onde Ry, € dado pela expresséo (70).

3.5.2. O critério de transicéo de fase

Utilizando a expressao (79) pode-se achar a funcéo de correlagédo Cg(T)
em funcdo de g (ordem maxima das interacdes) e r (distancia entre 0s spins),
para uma certa temperatura T.

Pode-se entdo tracar os graficos de Cq4(T) contra g para diferentes
valores de T e observar para quais valores de T, Cq,(T) tende a aumentar ou
diminuir para cada valor de g. Note que neste caso aumentar g equivale a
aumentar o niamero de spins pelo formalismo mostrado na subsecado anterior,
portanto tem-se a temperatura critica a partir da qual o g-ésimo spin tendera
a se correlacionar ou ndo com os anteriores, a ser denominada Tg,, para
cadeias finitas. Com uma série destas temperaturas pode-se estimar a
temperatura critica da cadeia infinita com a técnica dos aproximantes de
Padé [18,19].

E l6gico que para se achar a temperatura critica é necessario que exista
transicdo de fase; em trabalhos anteriores [21,22] esta técnica ja foi usada
para estimar a temperatura critica para o caso ferromagnético. O caso
ferromagnético € um caso bastante seguro para se aplicar a técnica, pois
resultados analiticos [11-14] garantem que sO ocorre transicdo de fase para
1<a<2, no entanto ndo existem resultados analiticos para os casos desta
dissertagao.

Para se determinar se ocorrerd transicdo de fase nos presentes casos
pode-se tentar achar a temperatura acima da qual Cq,(T) tende a crescer com
g para valores altos de g (o que indicaria a ferromagnética) e a decrescer

para valores de T menores (0 que indicaria a fase paramagnética).
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Se Cq4(T) for sempre crescente (respectivamente decrescente) para
valores altos de g, isto indica que o sistema esta sempre na fase
ferromagnética (respectivamente paramagnética) de modo que ndo ha
ocorréncia de transicdo de fase. Contudo, € muito complicado determinar a
faixa de valores de a para o qual existe transicdo de fase com base neste
critério pois, o maximo valor de g que se conseguiu usar até o presente
momento foi 25, com a capacidade das maquinas utilizadas; os graficos do
caso ferromagnético ja indicam que este nUmero € muito pequeno para se
determinar a ocorréncia da transicao.

Contudo existem alguns casos em que a evidéncia da ocorréncia ou da
auséncia de transicdo de fase é mais explicito. Neste trabalho apresentar-se-
ao alguns resultados para o caso Il, pois € 0o mais proximo do caso
ferromagnético e portanto o mais provavel para se identificar a ocorréncia da

transicao de fase.

3.6.Implementacdo computacional

Para implementar o método apresentado ao longo deste capitulo foram
feitos um conjunto de programas em linguagem Fortran. Existe um programa
inicial que gera saidas em formato binario com as energias de configuracéo
do sistema e os outros programas secundarios que a partir dos resultados do
programa inicial acham as propriedades termodinamicas para diferentes
temperaturas com o escalamento desejado, permitindo tracar as curvas
destas propriedades com o software Origin.

O primeiro programa recebe como entrada o expoente de decaimento e 0s
valores de g e c; 0s outros programas recebem estes valores (e 0 do campo
externo caso se queira calcular a magnetizacéo) e o conjunto de valores de
temperatura para o qual devem achar os valores das propriedades
termodinamicas calculadas. E 16gico que os programas secundarios precisam
da saida do programa inicial para desempenhar seu papel.

A vantagem de se ter varios programas que geram resultados a partir de

um inicial € que néo é necessario obter todas as informacdes sobre o sistema
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sempre. Por exemplo: se por alguma razado existe interesse em se ter a
energia livre em funcao da temperatura para um conjunto de valores de g, c e
do expoente de decaimento, s6 é preciso utilizar o programa inicial e 0
programa que gera 0S pontos dessa curva; ou seja, ndo é preciso gerar 0S
pontos das curvas do calor especifico, da entropia, funcéo de correlacdo e da
energia livre com o escalamento de Tsallis ... . Além disso, a fragmentacéo
em programas menores permite identificar e depurar 0s erros com mais
facilidade quando estes estédo presentes.

Vale a pena enfatizar que no método apresentado nao existem restricoes
guanto aos valores nem aos sinais das constantes de acoplamento. Na
versdo original do programa usada em trabalhos pretéritos para estudar o
caso da cadeia ferromagnética, bastava especificar o valor da constante de
acoplamento maior e obter as outras por uma lei de poténcia. Para este
trabalho fez-se uma adaptagcéo em que se lia um novo parametro de entrada
decimal que quando convertido para binario dava o sinal das constantes de
acoplamento, permitindo assim considerar as interacdes antiferromagnéticas,
mas mantendo a queda da magnitude com uma lei de poténcia. Fez-se um
programa auxiliar que gerava essa entrada a partir da configuracao de sinais
desejada. Essa generalizacdo permite trabalhar com configuracado qualquer
de sinais, inclusive ndo periédica.

Vale a pena enfatizar que ndo ha nenhuma restricio do método que
obrigue a se trabalhar com interacdes cujos médulos decaiam com lei de
poténcia de modo que é possivel adaptar o programa para ler um vetor com
os valores (incluindo sinal) das constantes de acoplamento individualmente,
permitindo assim estudar sequéncias nao periddicas, vidros de spin,
sequéncias de Fibonacci e outros problemas de interesse da comunidade

cientifica.
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4. Resultados

Neste capitulo pretende-se apresentar os resultados obtidos com o
método mostrado no capitulo anterior para o sistema em questdo nesta
dissertacao, definido por (5), (7) e (8).

Estes resultados englobam o calculo das propriedades termodinamicas, a
validade do escalamento de Tsallis e um pequeno estudo da transicdo de
fase para um dos casos; mostrar-se-ao também alguns resultados que séo
Uteis para atestar a confiabilidade do método.

Neste capitulo continuar-se-4 usando a convencao definida no capitulo
anterior em que g é a ordem maxima das interacbes da cadeia e 0 numero
total de spins é N=g+c+1.

Em todos os resultados apresentados o campo magnético externo € nulo,
Isso € razoavel; pois a ndo extensividade do sistema, quando presente, se
deve ao termo de acoplamento e ndo ao do campo externo. O sistema com
hamiltoniano dado pelo termo do campo externo sozinho tem solucdo
analitica que é amplamente conhecida e é extensiva; este hamiltoniano ja foi
utilizado para modelar o paramagnetismo.

Este capitulo estad dividido em trés secbes: a primeira apresenta 0s
resultados quanto a validade do escalamento de Tsallis mostrado no capitulo
II; a segunda mostra as propriedades termodinamicas e complementa o que
foi dito na primeira; a terceira exibe alguns resultados iniciais sobre o estudo
da transicao de fase para o caso Il.

A primeira se¢do é dividida em cinco subsec¢fes cada uma encarregada
de um dos casos da expressao (8); na segunda secao esta subdivisdo ndo é
mantida mas procura-se dar exemplos que complementem o que foi
mostrado na secdo anterior e que atestem a confiabilidade do método; a
tltima secdo apresenta alguns resultados e indica uma boa perspectiva para
trabalhos futuros.

Vale a pena ressaltar que na primeira secdo as escalas dos graficos da
energia livre contra a temperatura foram alteradas de modo a ampliar a
regido de baixas temperaturas, que € aguela em gque os escalamentos sdo

mais dificeis de serem validos.
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Para valores altos de temperatura € sempre mais facil achar um colapso
das curvas da energia livre para diferentes valores de g e c, definidos de
acordo com a convenc¢do da se¢do anterior por isso entdo os graficos se
concentram na regido em que a temperatura tende a zero pois, ela

representa a pior situacao para a validade dos escalamentos.

4.1. Quanto ao Escalamento de Tsallis

4.1.1. Caso |- A(1,0)

O caso | (na convencao das expressoes (5), (7) e (8)) consiste na cadeia
antiferromagnética, como mostrado anteriormente.

Neste caso pode-se provar analiticamente que o sistema € extensivo, pois
a energia é proporcional a N. Basta tomar o caso em que a=0 e ¢=0, que é 0
caso em gue todos os spins interagem entre si e ndo existe decaimento das
interacdes com a distancia (campo medio), portanto o mais provavel de ser
nao extensivo.

Neste caso tomando uma cadeia com N spins (supondo N par sem perda
de generalidade) a configuracdo de menor energia consiste em metade dos
spins com uma orientacdo e a outra metade com outra orientacao.
Considerando as expressdes 5 a 7 a energia desta configuracdo sera dada

por:

o N T N
{(NZ‘Z_1jm+[N2‘2j[q_1)}+...+[[N‘(2N‘1)-1jm+(N2‘1j[q_1)}

onde o primeiro termo entre colchetes reflete a interacdo do primeiro spin

com os outros da cadeia, o segundo a interagdo do segundo spin com 0s
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outros remanescentes e assim por diante. Como cada colchete dos spins
impares da (-1) e cada um de spin par da 0 e existem N-1 colchetes, o0 que no

limite termodinamico é o mesmo que N colchetes, tem-se:

(81)
U=J, N (3, <0)
2
0 que evidencia que a extensividade do sistema. A degenerescéncia deste
estado de energia é dada trivialmente por
N! (82)
N | N |
2)\2)
logo a entropia € dada no limite termodinamico por :
B ] (83)
N!
S=k;.In =Nk;z.In2
N I N |
2) (2

onde se usou a expansao de Stirling na dltima expressao.

Esta configuracdo de energia no estado fundamental para a=0 né&o
apresenta nenhuma magnetizacdo, da mesma maneira que para a- o
também ndo ha magnetizacdo e a configuracdo de energia minima € similar
com as mesmas propriedades.

Assim sendo a entropia deve ser constante e os graficos da energia livre
contra a temperatura devem ser retas, como se pode ver nas proximas

figuras. Este tipo de comportamento ndo deve se manter para outros valores
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de c além de zero, pois ai nem todos os spins da cadeia estardo interagindo

entre si com a mesma intensidade.

-0,41

_0’8_

‘h.

1,2

-1,6-

00 05 10 T 15 20

Figura 1 — Energia livre contra temperatura com esc  alamento normal e
inset com o de Tsallis (caso A(1,0)). a=0, c=0 e g=10, 14, 20.
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0210 0,2|16_—|~_-' 0,222

Figura 2 — Energia livre contra temperatura com o e  scalamento de Tsallis
(caso A(1,0)). a=0,5 (linhas cheias) e a=1,2 (linhas tracejadas), c=0 e g=17,
18,..., 21.
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-0,16- —0=17 ]

—— =18

g=19
—— =20 |

1 Y4— g:21
-0,17 - .
-0,18- ]

019  ~ 0,20 021
T

Figura 3 — Energia livre contra temperatura com o e  scalamento de Tsallis
(caso A(1,0)). a=0,5, c=0e g=17, 18,..., 21 com c=0.

-0,6 1

c=0

Figura 4 — Energia livre contra temperatura com o e  scalamento normal
(caso A(1,0)). a=0,5, g=21 e c=0, 10, 20,..., 90.

A figura 1 mostra a energia livre contra a temperatura para a=0 e c=0 com
os valores de g 10, 14 e 20. A figura maior mostra com o escalamento

normal e a menor com o de Tsallis. Pode-se ver que o escalamento normal
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apresenta melhor convergéncia das curvas para a variacdo de g do que o de
Tsallis.

Na figura 2 tem-se a energia livre contra a temperatura com o
escalamento de Tsallis para a=0,5 (linhas cheias) e a=1,2 (linhas tracejadas)
com c=0 e g variando de 17 a 21 e na figura 3 tem-se a energia livre contra
temperatura com o escalamento de Tsallis para a =0,5 e g=17,18,19,20,21
com c=0. As figuras 2 e 3 mostram que a distancia entre as curvas nao muda
sensivelmente quando se aumenta g e se usa o escalamento de Tsallis para
a=0,5 e a=1,2. Note que a escala das figuras 2 e 3 estd bem mais ampliada
gue a da figural.

As expressoes (12) e (13) mostram que o escalamento de Tsallis para a=0
no caso da cadeia finita € uma simples mudanca de escala no grafico da
energia livre, com o mesmo fator em ambos os eixos que seria N por (12),
mas como ja foi discutido anteriormente, deve-se usar g em vez de N. Logo
cada curva difere da curva do escalamento usual pelos fatores de
multiplicacdo 10, 14 e 20 no grafico mostrado, o que nao leva a uma boa
convergéncia do escalamento de Tsallis. E 6bvio que as variagdes absolutas
serdo menores com 0 escalamento de Tsallis; afinal, os numeros foram
divididos por inteiros maiores que 1 mas a variacao relativa é maior.

A figura 4 mostra a energia livre contra temperatura sem o escalamento
de Tsallis para a=0,5 e g=21 com c variando de 0 a 90 com incrementos de 10.
Ela mostra boa convergéncia das curvas da energia livre para a=0,5 e g=21
guando se varia ¢ no escalamento usual.

Os resultados numéricos obtidos com o formalismo de matriz transferéncia
apresentado neste trabalho sugerem que a cadeia antiferromagnética seja
extensiva para todo valor de a, ou seja, que o escalamento usual seja valido
neste caso; 0 que condiz com o resultado analitico apresentado no inicio

desta subsecédo pela expresséao (85).
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4.1.2. Caso ll - F(5,1)

O caso Il (na convencéo das expressdes (5), (7) e (8)) é aquele em que
apenas as interacdes de ordem mudltiplas de 6 sdo antiferromagnéticas,
portanto € o mais proximo dos apresentados da situacéo ferromagnética.

'0,65 T T T — g:ll2
—g=13
—_— —0g=14
g=15 1
g=16
0,704 — - - - _ _ -
| v
[oXe5To IR
-0,754 < -
S 0005
e
a L]
= .
0,000
-0,80+ -
12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
T T T T
0,0 ~ 0,7

Figura 5 — Energia livre contra temperatura com o e  scalamento de Tsallis
(caso F(5,1)). a=0 , c=95 e g=14, 15,..., 24. Inset com diferenca e ntre a
energia livre calculada com os valores g e g+1 para um valor fixo de
temperatura.
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Figura 6 — Energia livre contra a temperatura no es  calamento usual (caso
F(5,1)). a=0,6 , c=99 e g=5, 10, 15, 20.
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Figura 7 — Energia livre contra a temperatura com e  scalamento de Tsallis
(caso F(5,1)). a=0,6 , c=99 e g=5, 10, 15, 20.
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-0,65 . L

-0,70
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Figura 8 — Energia livre contra a temperatura com e  scalamento de Tsallis
(caso F(5,1)). a=0,6 , g=20 e c=50, 55, 60, ..., 95.

A figura 5 apresenta a energia livre contra temperatura com o
escalamento de Tsallis para a=0 e ¢=95 com g variando de 14 a 24 e a
insercdo menor mostra a diferenca entre a energia livre calculada com os
valores g e g+1 para um valor fixo de temperatura. Vale ressaltar que nesta
figura h& curvas feitas para intervalos menores de variacdo da temperatura
pois s havia interesse nos valores de baixas temperaturas para compara-las
entre si, 0 comportamento global da curva ja esta bastante claro.

A figura 6 mostra a energia livre contra a temperatura no escalamento
usual com a=0,6 e c=99 com g assumindo os valores 5, 10, 15 e 20 e a figura
7 mostra 0 mesmo resultado da figura 6 quando se usa o escalamento de
Tsallis.

Deste modo as figuras 5, 6 e 7 mostram que a energia livre apresenta um
melhor colapso das curvas ao se variar g quando se usa o escalamento de
Tsallis para a=0 e a=0,6; vé-se que a medida que g aumenta a diferenca
entre as curvas diminui.

Em contrapartida, a figura 6 mostra que as curvas da energia livre do

sistema em questdo n&o colapsam quando se usa 0 escalamento normal
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para a=0,6; vé-se também que a diferenca entre as curvas varia muito pouco
com o aumento de g, evidenciando a nao-extensividade do sistema.

A figura 5 mostra que a diferenca entre as curvas apresenta um salto a
cada variacdo de 6 no valor de g; essa periodicidade nos saltos se deve a
aparicdo das interacbes antiferromagnéticas que surgem quando a ordem
das interagfes é multipla de 6.

O inset da figura 5 mostra que tomando valores de g entre dois multiplos
consecutivos de 6 a energia livre em funcéo da temperatura tende a diminuir
monotonicamente, dando saltos grandes no sentido crescente quando se
obtém os multiplos de 6. Isso quer dizer que a medida que se aumenta g a
energia livre vai diminuindo, depois aumenta subitamente devido ao
aparecimento das interacfes antiferromagnéticas, mudando o sinal entre a
diferenca das energias livres calculadas com g e g+1, voltando a diminuir
para depois aumentar novamente. Isto difere do que acontece no caso
ferromagnético em que a energia livre apresenta um comportamento
monot6nico com g, como na referéncia [21].

Embora a energia livre tenda a diminuir entre cada conjunto de valores de
g entre dois multiplos de 6, vé-se que as curvas que diferem por um multiplo
de 6 apresentam um comportamento crescente com g quando se usa 0O
escalamento de Tsallis. Isto evidencia um comportamento da energia livre
decrescente com g, exceto para os valores de g que sdo multiplos de 6 nos
quais o comportamento é crescente. Vé-se também que a diferenca entre as
curvas com diferenca de g multipla de 6 diminui em mddulo com o aumento
de g evidenciando convergéncia da energia livre com este escalamento.

A figura 8 mostra que as curvas da energia livre ndo variam muito quando
se varia ¢ para g=20. Ainda que seja possivel distinguir bem as curvas vé-se
gue a diferenca entre os valores da energia livre é inferior a 0,05 unidades da
energia livre numa variacdo de ¢ em até 45, para qualquer valor de
temperatura. Este resultado é esperado, pois: aumentar o numero de spins
da cadeia sem se aumentar a ordem das interacdes corresponde a uma
situagao tipicamente extensiva em que o escalamento usual deve valer; logo
para a cadeia finita, como é o caso, as curvas devem estar bem aglutinadas
ao se usar o escalamento de Tsallis, ainda que a variacdo relativa entre elas

nao se mostre tdo pronunciada.
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Como as expressoes (12), (13) e (16) mostram: para a>1 a diferenca entre
0 escalamento usual e o de Tsallis € dada apenas por um fator multiplicativo
no limite termodindmico, correspondendo a uma mudanca de escala no
escalamento usual, os resultados apresentados indicam que o escalamento
de Tsallis definem bem as grandezas intensivas usuais, sugerindo entdo que
a energia livre € extensiva para a>1, mas obedece ao escalamento de Tsallis
a<l. Portanto, este ultimo escalamento deve funcionar adequadamente para

todos os valores de a no presente caso.

4.1.3. Caso lll — F(4,1)

E o caso em que as interacBes antiferromagnéticas sdo as de ordem
mdltipla de 5 (na convencao das expressdes (5), (7) e (8)), € o segundo caso

mais proximo da situagéo ferromagnética.

-0,10+—————————— T
131415 16 17 18 19 20 21 22 23 24 9
T T T T

0,0 _T_ 0,5 1,0

Figura 9 — Energia livre contra temperatura com o e  scalamento de Tsallis
(caso F(4,1)). a=0 , c=95 e g=14, 15,..., 24. Inset com diferenca e ntre a
energia livre calculada com os valores g e g+1 para um valor fixo de
temperatura.
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Figura 10 — Energia livre contra temperatura com o
(caso F(4,1)). a=0,6 , c=95 e g=14, 15,..., 24. Inset com diferenca entre a
energia livre calculada com os valores g e g+1 para um valor fixo de

temperatura.
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Figura 11 — Energia livre contra a temperatura com
(caso F(4,1)). a=0, g=24 e c=50, 55, 60, ..., 95.
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Figura 12 — Energia livre contra a temperatura no e scalamento normal
(caso F(4,1)). a=0, c=99 e g=5, 10, 15, 20.

Nas figuras 9 e 10 tem-se a energia livre contra temperatura com o
escalamento de Tsallis para a=0 (figura 9) e a=0,6 (figura 10) com c=95 e g
variando de 14 a 24. A figura menor mostra a diferencga entre a energia livre
calculada com os valores g e g+1 para um valor fixo de temperatura.

A figura 11 apresenta a energia livre contra a temperatura com o
escalamento de Tsallis para a=0, g=24 e c¢ variando de 50 a 95 com
incrementos de 5; enquanto a figura 12 mostra a energia livre contra a
temperatura com o escalamento normal para a=0, c=99 e g variando de 5 a
20 em incrementos de 5.

As figuras 9, 10 e 12 mostram que as curvas da energia livre se
aproximam mais quando se usa o escalamento de Tsallis do que o usual. A
figura 12 mostra que quando se usa o escalamento normal a diferenca entre
as curvas nao muda muito quando se toma valores maiores de g.

As figuras 9 e 10 mostram que essas diferencas tendem a diminuir com o
aumento de g para a=0 e a=0,6 evidenciando boa convergéncia das curvas
guando se usa o escalamento de Tsallis. Elas também mostram que, fixado
um dado valor de temperatura, mantendo c fixo, a energia livre tende a

decrescer com o0 aumento de g se este estiver entre dois multiplos
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consecutivos de 5, mas este comportamento muda quando g € multiplo de 5,
devido a aparicdo das interacdes antiferromagnéticas.

Os insets das figuras 9 e 10 mostram que o modulo da diferenca entre as
curvas tende a decrescer com g, para g entre dois multiplos de 5, dando
saltos no sentido contrario nos multiplos de 5. Elas também mostram que
tomando-se curvas cujos valores de g diferem por multiplos de 5, a energia
livre tende a crescer com g. Isto evidencia um comportamento decrescente
da enegia livre com g, exceto para os valores de g multiplos de 5 nos quais 0
comportamento passa a ser crescente.

A figura 11 mostra que para a=0 e g=24 a diferenca na energia livre é
inferior a 0,06 para todo valor de temperatura quando se varia ¢ entre 50 e 95
usando o escalamento de Tsallis, ainda que a variacao relativa entre as
curvas seja pequena; este resultado € equivalente ao do caso anterior e
justificado por argumentos analogos, ou seja, mais uma vez vé-se que fixar g
e aumentar c corresponde a uma situacao extensiva.

Por argumentos analogos ao da subsecao anterior espera-se entdo que o
escalamento de Tsallis seja valido (variando-se g) neste caso para todos o0s

valores de a, sendo que para a>1 o escalamento usual também vale.

4.1.4. Caso IV -F(2,1)

E o caso em que as interacBes antiferromagnéticas sdo as de ordem
multipla de 3 (na convencédo das expressdes (5), (7) e (8)), é o terceiro caso

mais préximo da situacéo ferromagnética.
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Figura 13 — Energia livre contra temperatura com o
(caso F(2,1)). a=0 , c=95 e g=14, 15,..., 24. Inset com diferenca e ntre a

energia livre calculada com os valores g e g+1 para

temperatura.
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Figura 14 — Energia livre contra a temperatura no e
(caso F(2,1)). a=0, c=99 e g=5, 10, 15, 20.
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Figura 15 — Energia livre contra a temperatura com
(caso F(2,1)). a=0,6 , g=21 e c=50, 55, 60, ..., 95.
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Figura 16 - Energia livre contra a temperatura no escalamento n
(caso F(2,1)). a=0,6 , g=20 e c=55, 60, ..., 95.

A figura 13 apresenta o grafico da energia livre contra a temperatura com
0 escalamento de Tsallis para a=0 e ¢=95 com g variando de 14 a 24. A
figura menor mostra a diferengca entre a energia livre calculada com os

valores g e g+1 para um valor fixo de temperatura.
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A figura 14 Mostra a energia livre contra a temperatura com o
escalamento usual para a=0 e ¢c=99 com g assumindo os valores 5, 10, 15 e
20.

Nas figura 15 tem-se a energia livre contra a temperatura com o
escalamento de Tsallis para a=0,6 e g=21 com c variando de 50 a 95 com
incrementos de 5; e na figura 16 tem-se a energia livre contra a temperatura
com o escalamento normal para a=0,6 e g=20 com c variando de 55 a 95.

Na figura 13 vé-se que a diferenca entre as curvas da energia livre tende a
diminuir com o aumento de g para a=0 e ¢c=95, enquanto a figura 14 mostra
gue essas diferencas ndo mudam tanto com o aumento de g e sao bem
maiores quando se usa o escalamento usual.

A figura 13 evidencia que a energia livre tem um comportamento
crescente com g para g entre multiplos de 3, dando saltos nos multiplos de 3
devido a apari¢do das interacdes antiferromagnéticas. Ela ainda mostra que a
diferenca entre as curvas calculadas com os valores de g e g+1 diminui com
0 aumento de g, exceto quando g+1 € multiplo de 3. Ela também mostra que
para valores de g cujas diferencas sejam multiplos de trés a energia livre
cresce com g. Este resultado é analogo ao que acontece nos dois ultimos
casos sO que as mudancas de comportamento ocorrem respectivamente para
g+1 multiplo de 6 e 5 nos casos Il e Il

A figura 15 mostra que variacao da energia livre com o escalamento de
Tsallis é inferior a 0,03 unidades de energia para todos os valores de
temperatura com a=0 e g=21 quando se varia ¢ entre 50 e 95, contudo a
variacao relativa entre as curvas ndo € muito grande.

A figura 16 sugere que a variacdo da energia livre com o escalamento
normal também apresenta boa convergéncia quando se varia c; pois embora
as diferencas entre as curvas sejam muito maiores que as da figura 15, na
gual se usa o escalamento de Tsallis, a variacao relativa entre elas sugere
gue haja convergéncia para c grande. Isto € razoavel, pois: mantendo-se g
fixo e aumentando-se ¢, a cada acréscimo unitario de ¢ surgem g interacoes
de modo que a energia deve obedecer ao escalamento usual. O mesmo
acontece nos casos Il e lll, embora os graficos ndo tenham sido mostrados.

Os resultados da figura 15 sugerem que o escalamento de Tsallis

apresenta boa convergéncia para a<1 quando se varia ¢, enquanto que os da
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figura 16 mostram que o escalamento usual ndo funciona. Os resultados das
figuras 13 e 14 sugerem que o escalamento de Tsallis apresenta boa
convergéncia quando se varia g com a<1, mas ndo o escalamento usual.

Por argumentos analogos aos das subsecdes anteriores espera-se entao
gue o escalamento de Tsallis seja valido neste caso para todos os valores de

a, enquanto que o usual seja apenas para a>1.

4.1.5. CasoV -F(1,1)

E o caso em que as interacdes antiferromagnéticas sdo as de ordem par
(na convencdo das expressdes (5), (7) e (8)), € o caso mais proximo da

situacao antiferromagnética.
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T

Figura 17 — Energia livre contra temperatura no esc  alamento normal (caso
F(1,1)). a=0,1, c=0 e g=14, 15,..., 24. Inset com diferenca entre a energia
livre calculada com os valores g e g+1 paraum valo r fixo de temperatura.
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Figura 18 - Energia livre contra temperatura no esc  alamento normal (caso
F(1,1)). a=0, c=0 e g=14, 15,..., 24. Inset com diferenca ent re a energia livre
calculada com os valores g e g+1 para um valor fixo de temperatura.
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Figura 19 - Energia livre contra a temperatura com escalamento de Tsallis

(caso F(1,1)). a=0, c=0 e g=17, 18,... , 21. Inset com diferenca en tre a
energia livre calculada com os valores g e g+1 para um valor fixo de

temperatura.
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Figura 20 — Energia livre contra a temperatura no e scalamento normal
(caso F(1,1)). a=0,3, g=24 e c=10, 20, ..., 90.

As figuras 17 e 18 mostram que quando se usa o escalamento normal as
curvas da energia livre para a=0 ou a=0,1 e c=0 e diferentes valores de g
colapsam (note que na figura 18 a escala é diferente da 17, se fosse a
mesma as curvas seriam indistinguiveis); além disso a figura 18 mostra que a
diferenca entre as curvas tende a diminuir com o aumento do valor de g.

Os insets das figuras 17 e 18 mostram também que a diferenca entre as
curvas com valores pares de g tende a diminuir com o aumento de g, o
mesmo acontecendo para as de valores impares; o comportamento alternado
dos graficos € reflexo da alternancia da aparicdo das interacdes
ferromagnéticas e antiferromagnéticas com o aumento de g.

A figura 19 mostra que quando se usa o0 escalamento de Tsallis as
diferencas entre as curvas nao tendem a diminuir consideravelmente, embora
sejam pequenas, este tipo de escalamento também nao reproduz a
alternancia esperada no gréafico das diferencas da energia livre contra g como
0 anterior.

A figura 20 mostra que quando se usa o escalamento normal a diferenca

entre os valores da energia livre para g=24 e a=0,3 € inferior a 0,1 para todos
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os valores de temperatura quando se varia ¢ entre 10 e 90; além disto, essas
diferencas tendem a diminuir com o aumento de c.

Estes resultados sugerem entdo que este caso representa um sistema
extensivo para todo valor de a; afinal se a energia livre jA ndo diverge para
a=0 e a=0,1 certamente nao divergira para valores maiores que levam a um
decaimento mais rapido das interagdes com a ordem. Espera-se que no limite
termodinamico o escalamento de Tsallis leve a uma energia livre nula exceto
para a>1 quando este escalamento difere do usual por uma mudanca de
escala simples que s6 depende de a. Apesar da interacdo de primeira ordem
ser ferromagnética, o resultado obtido neste caso €é anélogo ao
antiferromagnético (caso I).

No caso IV aparentemente 0 numero de interacfes antiferromagnéticas
ainda € muito baixo de modo que o sistema continua ndo-extensivo para a<l

como no caso ferromagnético.

4.1.6. CasoVI-A(1,1)

E o caso em que as interacdes de ordem impar s&o antiferromagnéticas e
as de ordem par sao ferromagnéticas.

A diferenca entre esta situacdo e a do caso V é que ndo existe competicao
entre as interacdes no estado fundamental, devido a alternancia dos sinais
das constantes de acoplamento com as interacées de ordem impar sendo
antiferromagnéticas. Portanto, ndo ocorrem ligacdes frustradas, e a
configuragdo do estado de menor energia é aquela em que cada spin tem
alinhamento oposto aos seus primeiros vizinhos.

Neste caso a energia cresce mais rapido do que o numero de spins € 0
escalamento usual ndo é valido. A configuracdo de energia fundamental pode
ser interpretada com base no caso ferromagnético, basta pensa-la como duas
cadeias ferromagnéticas, com o alinhamento de uma cadeia oposto ao da
outra, resultando numa magnetizacao total nula. Deste modo, assim como no

caso ferromagnético [21,22], o escalamento de Tsallis é o que vale.
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4.2.0utras propriedades termodinamicas

Conforme foi mostrado no capitulo 3 o0 método proposto neste trabalho
permite calcular as propriedades termodindmicas do sistema. A seguir,
mostrar-se-ao alguns graficos das propriedades termodinamicas para 0s
casos apresentados.

0,7 1= 1 s 1 s 1 s 1 s 1

0,6

0,5

c=90
c=95

0,4

0,3

0,2

0,1

0,01 . . . . . . . . .
05 1,0 15 2,0 25

Figura 21 — Entropia contra a temperatura: caso A(1 ,0), g=10, ¢c=90 ou
c=95 e a=20.
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Figura 22 — Entropia contra a temperatura: caso A(1  ,0), g=20, c=0 e a=0.
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Figura 23 — Calor especifico contra temperatura com escalamento de
Tsallis: caso F(5,1), g=20, «a=0,6 e c=50, 55, ..., 95.
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Figura 24 — Calor especifico contra temperatura com escalamento de
Tsallis: caso F(2,1), g=20, a=0 e ¢=50, 55, ..., 95.
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Figura 25 — Entropia contra a temperatura: caso F(1  ,1), g=24, c=0 e a=0.

As figuras 21 e 22 apresentam os graficos da entropia contra a
temperatura para a cadeia antiferromagnética. Na figura 21 tem-se a=20 e
g=10 para c=90 e para c=95; na figura 22 tem-se g=20, c=0 e a=0.

Nos gréficos das figuras 23 e 24 tem-se o calor especifico contra a
temperatura com o escalamento de Tsallis para g=20 e ¢ variando de 50 a 95
em incrementos de cinco. Na figura 23 tem-se o caso Il, F(5,1), para 0=0.6; e
na figura 24 tem-se o caso IV, F(2,1), para a=0.

A figura 25 apresenta a entropia contra a temperatura para o caso V,
F(1,1), com g=24, c=0 e a=0.

A figura 21 mostra o gréfico da entropia contra a temperatura da cadeia
antiferromagnética para a=20 com o escalamento de Tsallis; este resultado
mostra que quando a temperatura tende a zero, a entropia do sistema tende
a zero.

Este resultado é esperado, pois a=20 é praticamente o caso em que a é
infinito e sO ha interacdes entre primeiros vizinhos (as interagdes de segunda
ordem s&@o 2% vezes mais fracas que as de primeira) cuja solucdo é
conhecida e na qual a entropia tende a zero quando a temperatura tende a

Zero.
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A cadeia antiferromagnética é extensiva; mais do que isso, a cadeia com
interacdes de curto alcance € extensiva, no entanto para a>1 a expressao
(16) mostra que o escalamento de Tsallis difere do usual por uma
transformacao de escala no limite termodinamico.

Além disso, como a cadeia é finita no sistema extensivo o escalamento de
Tsallis também correspondera a uma transformacéo de escala que depende
de N (finito) pelas expressdes (12) e (13). Como o valor s=0 é invariante por
transformacao de escala, nos sistemas finitos os graficos com escalamento
de Tsallis podem ser usados para investigar a ocorréncia de entropia
residual.

A figura 22 mostra que a cadeia antiferromagnética apresenta entropia
residual quando as interacdes sdo de longo alcance. Isso é esperado, pois
cada spin tende a se opor aos seus vizinhos de primeira ordem e aos de
ordem superior também, caracterizando um sistema repleto de ligacfes
frustradas.

Como as interacbes caem com a distancia, espera-se que no estado
fundamental cada spin se oponha aos seus dois vizinhos, caracterizando uma
cadeia com sinais alternados de spin, que possui obviamente
degenerescéncia 2. Portanto espera-se que a entropia tenda ao valor In 2
guando a temperatura tende a zero; dai a entropia residual.

No caso em que a=0 e c=0 todas as interacfes tém a mesma intensidade,
ou seja, obtém-se a aproximacdo de campo médio. Neste caso espera-se
gue no estado fundamental para N par, metade dos spins da cadeia se alinhe
e a outra metade se alinhe em sentido contrario, ndo importando o quéao
préximos ou distantes estdo os spins alinhados, pois todos 0s spins
interagem com a mesma intensidade; este é o caso da figura 22.

Assim sendo, a entropia da figura 22 deve tender ao valor
IN(NY/(N!/2).(N//2)) quando a temperatura tende a zero usando-se O
escalamento de Tsallis com N=g na expressédo (12). Como ja foi discutido
anteriormente espera-se que este valor seja aproximadamente 0,63867 o que
apresenta boa concordancia com a figura 22 extrapolando os resultados
obtidos.

As figuras 23 e 24 mostram graficos do calor especifico para os casos Il e

IV. Os picos destes graficos tendem a ser mais delgados quando ocorre
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transicdo de fase, se fossem os graficos da solucéo exata da cadeia infinita,
em vez de picos haveria descontinuidades no calor especifico, pois ele
divergiria na temperatura critica. Na proxima secao discutir-se-a melhor a
guestao da transicéo de fase para este tipo de sistema.

A figura 25 mostra que existe entropia residual no caso V, isto também é
esperado, pois neste caso as interacfes de ordem impar tendem a alinhar os
spins e as de ordem par tendem a fazer o contrario. Desta forma espera-se
gue o caso V apresente uma alternancia nos sinais dos spins da cadeia no
estado fundamental como acontece no caso antiferromagnético, s6 que desta
vez ndo existe nenhuma ligacéao frustrada.

Nesta secdo se apresentou alguns graficos das propriedades
termodinamicas para os diferentes sistemas estudados; aproveitou-se entéao
a oportunidade para ilustrar alguns resultados esperados, mas interessantes,
como a ocorréncia de entropia residual em alguns dos sistemas estudados; a
obtencd@o destes resultados com o método utilizado serve para atestar sua

confiabilidade.

4.3. Transicao de fase

Este método de matriz de transferéncia ja foi usado anteriormente em [21]
para estudar a cadeia ferromagnética. Neste trabalho foi feito um estudo da
transicdo de fase para este sistema.

Resultados analiticos ja conhecidos na literatura [11-20] apontavam que a
cadeia ferromagnética sé apresentava transicao de fase para 1<a<2. Contudo
os resultados para a funcdo de correlagdo permitiram criar um critério de
transicdo de fase que concorda com estes resultados.

O critério consiste em definir a temperatura critica T¢y dos spins para a

cadeia finita como sendo aquela em que
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Cg (g;Tc,g+1) = C:g+1(g +1;Tc,g+1)

onde Cy(r,T) € a fungéo de correlagdo numa cadeia com interacdes de ordem
até g, para spins a distancia r e a temperatura T. A temperatura critica real da
cadeia infinita é dada por:

T.=1lim TC,g

g-o

Dentro das limitacdes computacionais o maximo valor de g que se
conseguiu obter naquela ocasido foi g=25, a analise dos graficos de Cy(r,T)
contra r permite verificar a fase em que o sistema se encontra na temperatura
T. Por exemplo, mantendo-se g fixo, na fase ferromagnética espera-se que a
funcdo de correlacéo tenda a crescer com r, como na figura 26, para valores
altos de r; ja na fase paramagnética deve-se encontrar um comportamento
decrescente de Cq(r,T) contra r, como na figura 27; proximo da temperatura
critica Cy(r,T) deve ser aproximadamente constante em fungéo de r, como na
figura 28.

Analisar-se-a os graficos de Cqy(r,T) para o caso Il (figuras 29, 30 e 31),
para ver se € possivel manter este critério nos sistemas em gquestdo nesta
dissertacdo. O caso Il € o mais proximo do ferromagnético, portanto deve
apresentar também uma faixa de valores de a a qual ocorre transi¢cdo de

fase, ainda que ndo seja a mesma do caso ferromagnético.

(84)

(85)
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Figura 28 — Funcdo de correlacdo contra distancia e ntre spins: caso
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Figura 29 — Funcdo de correlacdo contra distancia e ntre spins: caso
F(5,1), g=20, T=2 e a=1,3.
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Figura 30 - Funcao de correlacdo contra distancia e  ntre spins: caso F(5,1),
g=20, T=30 e a=1,3.
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Figura 31 - Funcao de correlacdo contra distancia e  ntre spins: caso F(5,1),
g=20, T=3,2 e a=1,3.
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As figuras 26, 27 e 28 apresentam graficos da funcdo de correlacdo em
funcéo da distancia entre os spins para o caso ferromagnético com a=1,2. Na
figura 26, a temperatura vale T=1,5 enquanto nas figuras 27 e 28 T=6,5 e
T=4,5 respectivamente.

As figuras 29, 30 e 31 mostram a funcéo de correlacdo contra a distancia
entre os spins para o caso I, F(5,1), com a=1,3. Na figura 29 a temperatura
vale T=2 e nas figuras 30 e 31 tem-se T=30 e T=3,2 respectivamente.

Os graficos apresentados mostram que, para spins com ordem de
interacdo multipla de 6, a correlacdo entre eles sofre uma queda brusca,
evidenciando uma periodicidade das quedas com r. Isto é esperado pois as
interagcdes antiferromagnéticas sdo as de ordem mdltipla de 6.

Foram feitos graficos analogos para os outros casos e a periodicidade das
guedas mudou de acordo com a diferenca na periodicidade das interacdes
antiferromagnéticas corroborando a explicagcdo apresentada no paragrafo
anterior.

A despeito das quedas pode-se ver que na figura 29 a funcdo de
correlagdo apresenta um comportamento crescente para valores maiores de r
evidenciando que o sistema estd na fase ferromagnética; na figura 30 a
correlacdo tende a decair para valores altos de r sugerindo que o sistema
estd na fase paramagnética e na figura 31 as variacbes da correlacéo
diminuem com o aumento de r tendendo a uma constante, evidenciando que
a temperatura utilizada neste grafico é préxima da temperatura critica do
sistema.

Ja era esperado que este sistema apresentasse transicdo de fase para
a=1,3 pois ele € o mais proximo do ferromagnético que apresenta transicao
de fase para 1<a <2.

Os resultados obtidos sugerem que o critério de transicdo de fase,
proposto em [21], continua valendo para os sistemas desta dissertacdo. Uma
boa abordagem é comparar os spins cujo resto da divisdo de r por 6 dé o
mesmo valor, pois eles estdo na “mesma posicdo” nas sequéncias de spins
com valores de r entre dois multiplos de 6.

Os gréaficos da funcdo de correlacdo podem ser muito Uteis para verificar
guando ocorrera transicdo de fase na cadeia ferromagnética (embora isso

nao seja preciso, uma vez que existem resultados analiticos) mas nos
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sistemas em questdo eles ndo necessariamente levardo a resultados
conclusivos, pois eles sdo mais complexos de forma que o valor de g=25, que
foi 0 maior implementado dentro das limitagcdbes computacionais existentes,

nem sempre sera o bastante para verificar quando a transicao ira ocorrer.
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5. Conclusoes e perspectivas

Este trabalho visou o estudo do modelo de Ising unidimensional com
interac0es de longo alcance. Existem em particular muitos resultados na
literatura para a cadeia ferromagnética [11-20]; nesta dissertacdo foram
apresentados resultados para o caso antiferromagnético e 0s casos mistos
periodicos Il a VI segundo a convencao da expressao (8).

Trabalhos anteriores indicam que a cadeia ferromagnética com interacao
de longo alcance obedece ao escalamento proposto por Tsallis e apresenta
transicdo de fase a temperatura finita apenas quando 1<a<2, sendo que para
o<l existe apenas a fase ferromagnética e para a>1 apenas a fase
paramagnética.

Os resultados foram obtidos com um método de matriz de transferéncia
proposto em [21] que fora concebido originalmente para o caso
ferromagnético e adaptado para 0o caso em que as constantes de
acoplamento possam possuir qualquer sinal.

Com este método é possivel obter as fun¢des termodinamicas usuais para
uma cadeia de N=g+c+1 spins com intera¢cdes de ordem menor ou igual a g.
Pode-se entdo verificar a convergéncia das curvas das propriedades
termodinamicas para diferentes valores de g e c, para descobrir se elas ficam
bem definidas pelo escalamento usual ou pelo proposto por Tsallis.

Segundo a convencdo da expressao (8) o escalamento de Tsallis deve
valer para os casos ll, Ill, IV e VI para todos os valores de a, enquanto que o
caso antiferromagnético (I) e o caso V obedecem ao escalamento usual,
sendo extensivos para todo valor de a.

Estes resultados sugerem que o aumento do numero de interacdes
antiferromagnéticas tenda a tornar o sistema mais extensivo enquanto que as
interagbes ferromagnéticas tendem a deixar o sistema néo extensivo para
a<l, obedecendo ao escalamento de Tsallis.

Assim sendo, espera-se que 0S casos em que as interacdes

antiferromagnéticas sejam as de ordem multipla de um ndmero inteiro maior
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ou igual que dois devem obedecer ao mesmo escalamento que o caso
ferromagnético (Tsallis) enquanto que o caso antiferromagnético e o caso
com interacdes de ordem par antiferromagnéticas devem obedecer ao
escalamento usual.

O estudo das propriedades termodinamicas indica que a aparicao das
interagcdes antiferromagnéticas em sistemas de longo alcance tende a causar
0 surgimento de entropia residual.

O estudo do caso I, que é o mais proximo do ferromagnético, indica que
deve continuar a existir uma faixa de valores de a para o qual ocorre
transicao de fase, mas essa faixa deve ser tdo mais diferente da do caso
ferromagnético quanto o sistema o seja.

Os gréaficos e os valores da funcdo de correlagdo dao uma idéia de
guando pode ocorrer transicdo de fase no sistema, mas ndo sdo um critério
absolutamente infalivel diante das limitacdes computacionais.

Nos casos em que a transicdo ocorrera pode-se obter as temperaturas em
gue o crescimento da funcado de correlagdo com g mudara de comportamento
para cada valor de g, fixado c; pode-se assim estimar a temperatura critica
Tg,c para as cadeias finitas.

Essas temperaturas foram calculadas para alguns valores de a no caso Il
e evidenciam que para certos valores deste expoente 0 sistema apresenta
transicdo de fase, mas ndo na mesma faixa que a do caso ferromagnético.

O estudo da transicdo de fase neste tipo de sistema apresenta ainda
apenas resultados preliminares; em trabalhos futuros espera-se determinar a
temperatura critica da cadeia infinita para diferentes valores de a a partir da
série de temperaturas criticas das cadeias finitas com a técnica dos
aproximantes de Padé.

Espera-se obter, dentro da precisao possivel, a faixa de valores de a para
a qual o sistema exibe transicao de fase e espera-se fazer isso ndo so para o
caso Il, mas para outros casos também.

Pretende-se também utilizar este método para outros tipos de cadeias de
Ising ndo necessariamente peridédicas, em especial para aquela em que a
alternancia do sinal das constantes de acoplamento do hamiltoniano de Ising

seja dada por uma sequéncia de Fibonacci.
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