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Resumo

O presente trabalho implementa computacionalmente procedimentos numeéricos
eficientes para a obtencdo da Entropia de Shannon para o Atomo de Hidrogénio
Confinado (H.). Os procedimentos que usamos sao baseados no formalismo variacional
para estados ligados ao qual utiliza o Método do Elemento Finito (MEF) para a
expansdo da fungdo de onda em termo de conjunto finito de fungdes de base.
Especificamente, utilizamos a versdo-p do MEF que tem, como caracteristica, a
facilidade de impor a condicdo de contorno adequada para o sistema confinado. A
ligacdo da Teoria da Informacdo e a Teoria Quantica foi possivel por intermédio das
Entropias de Shannon nos Espacgos das Posi¢des (S,) e nos Espacos dos Momentos
(Sp), além da Soma Entropica (S.). Em particular, fazemos uma analise destas
quantidades, em conjunto com os autovalores de Energia, com o Raio de Confinamento
(r,) para o Atomo de Hidrogénio Confinado (H,). Uma comparagdo entre o Atomo de
Hidrogénio Confinado e uma Particula Confinada em uma Gaiola € realizada,
especialmente para a quantidade S;, com o intuito de analisar o que acontece no regime
de confinamento rigoroso. Os resultados sdo comparados com os da literatura, quando

disponiveis.



Abstract

The present work implements computationally efficient numerical procedures to obtain
Shannon Entropy for the Confined Hydrogen Atom (H.). The procedures are based on
the boundary variational formalism that uses the Finite Element Method (FEM) for the
expansion of the wavefunction in terms of base functions. Specifically, we use the p-
version of the MEF which has as characteristic the ease of imposing the proper
boundary condition for the confined system. The conection of Information Theory and
Quantum Theory was made possible through Shannon Entropies in Both Position (S,.)
and Moment (S,) Spaces, as well as Entropic Sum (S;). In particular, we make an
analysis of these quantities, together with the eigenvalues of Energy, with the
Confinement Radius (r,) for the Confined Hydrogen Atom (H.). A comparison
between the Confined Hydrogen Atom and a Particle Confined in a Gage is made,
especially for the quantity S;, in order to analyze what happens in the rigorous

confinement regime. Results are compared with those in the literature, when available.
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Introducéo

Uso do intelecto humano no esforco de elaborar conceito tedrico para a
compreensdo dos fendmenos naturais advindas de ideias que as vezes extrapolam as
proprias areas de conhecimento e acabam por transpor fronteira, nesta perspectiva,
investigacbes de sistemas quanticos confinados esfericamente tém atraido atencéo
consideravel nos ultimos anos devido a sua fundamental importancia em muitos ramos
da Fisica e da Quimica, como: a Fisica Atdmica e Molecular, Astrofisica, Fisica da
Matéria Condensada e Quimica Quantica JIAO et.al., (2017).

O préprio conceito de Entropia tem diversas visdes nas trés areas de
conhecimentos, a citar: Termodindmica, Mecénica Estatistica e na Teoria da
Informacdo. Faremos um breve comentario nas trés reas mencionadas.

A Termodinamica trata em fazer uma descri¢cdo macroscépica, que so se aplica a
sistemas com um numero suficientemente grande de particulas. Historicamente, suas
Leis foram obtidas com experimentos e observacdes, ou seja, empiricas. A 22 Lei da
Termodinadmica esteve ligada com um problema de engenharia, surgido pouco ap6s a
invencdo da maquina a vapor, procurando responder a pergunta: como se poderia
aumentar o rendimento de uma maquina térmica? O engenheiro Francés Nicolas Sadi
Carnot, em 1824 se debrucou em tal problema intitulando o trabalho “Reflexdes Sobre a
Poténcia Matriz do Fogo”, apods este trabalho Rudolf Clausius em 1850 trouxe
contribuicdes significativas, em seus estudos deriva a relagdo AS > 0 para um sistema
termicamente isolado, que pode ser entendida como uma enunciagdo da 22 Lei da
Termodinamica. Ela diz que em um sistema fechado com um processo irreversivel, a
entropia S do sistema sempre aumenta. A desigualdade se aplica a processos
irreversiveis e o sinal de igualdade a processos reversiveis, lembrando que estamos
aplicando a um sistema fechado. No mundo real todos 0s processos sao irreversiveis em
maior ou menor grau devido ao atrito, a turbuléncia e etc.., processos nos quais a
entropia € constante sdo sempre aproximagdes NUSSENZVEIG (2002 v. 2),
HALLIDAY; RESNICK (2009,v.2).

A Mecanica Estatistica segundo LUZZI (1999, p.13), € um formalismo que visa
explicar as propriedades macroscopicas da matéria com base no comportamento
dindmico de seus constituintes microscopios. Ela tem por objetivo a interpretacéo

atomistica das propriedades macroscopica da matéria e radiacdo, tem a tarefa de fazer a
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ponte sobre o laco entre a descricdo microscépica dos fendmenos elementares e a
descricdo macroscopica dos sistemas em nossa escala. O inicio para a construgdo dessa
area foi com o surgimento da Teoria Cinética dos gases, ao qual mostra que é possivel
deduzir e interpretar resultados validos em niveis macroscopicos, tais como a equacgédo
de estado de um gas, tomando como partida sua estrutura microscépica na escala
atbmica, também e importante destacar o trabalho de James Clerk Maxwell em 1859, ao
qual obteve a distribuicdo das velocidades moleculares num gas em equilibrio térmico a
temperatura T. A entropia, depois, passa a ser interpretado com a ideia de ensemble
estatistico apresentado do Josiah Gibbs, neste contexto, Boltzmann em 1876 deu
continuidade aos trabalhos do Maxwell, introduzindo as noc¢des de microestado e
macroestado. Nesta perspectiva Ludwing Boltzmann (1872) estabeleceu uma
interpretacdo estatistica da 22 Lei da Termodinamica através da relacdo S= k InW, onde
k é uma constante e W € 0 peso estatistico do macroestado de entropia S, assim a
entropia de Boltzmann- Gibbs fica dada na formulagdo microcanénica e canonica pela
equacdo S= -KY;p;Inp; NUSSENZVEIG (2002 v. 2), HALLIDAY; RESNICK
(2009,v.2) ; NASCIMENTO (2018, p. 1¢ep. 2).

A Teoria da Informacdo ou como também é conhecida de Teoria Matematica da
Comunicacdo, tem como base solucionar problemas relacionados aos avancos
Tecnoldgicos da Telecomunicacdo, a problematica central é criar mecanismos para
reproduzir uma mensagem emitida de um ponto inicial até um outro ponto de destino
final. Procurando solucionar tal problematica surge a Teoria da Informacdo ou Entropia
de Shannon, ao qual é uma medida da informacdo originada na escolha de uma dada
mensagem dentre um repertério definido por uma fonte de informacdo SHANNON
(1948) e GLEICK (2013).

Segundo NASCIMENTO (2018, p. 2), originalmente, tida como uma area
autbnoma, a Teoria da Informacdo passou a ter seus conceitos e principais ideias
utilizadas por diversas areas do conhecimento, principalmente, por meio de sua entropia
informacional. Na Fisica, as entropias da conexao entre Teoria da Informacéo e Teoria
Quantica, sdo definidas as entropias da informagdo nos espagos das posi¢oes S, e dos

espacos dos momentos S,,, bem como a incerteza entropica baseada na soma S, =S,.+

Sp.-
O estudo tedrico para determinacdo de propriedades de sistemas quénticos pode

ser realizado resolvendo a equacdo de Schrodinger dependente ou independente do
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tempo. A Fisica Atdmica e Molecular na area teodrica tem o papel de desenvolver
modelos tedricos e numéricos computacionais eficientes para a descricdo da dindmica
desses sistemas fisicos COSTA; PRUDENTE (2007) e VIANNA; FAZZIO; CANUTO
(2004). Geralmente a primeira das aproximacoes utilizadas é de Born- Oppenheimer ou
como também é chamada aproximacao adiabatica que consiste na resolucéo da Equacéo
de Schrodinger tendo dependéncia ou ndo em relacdo ao tempo, para a movimentagéo
dos nucleos.

Entendendo que o sistema confinado do Atomo de Hidrogénio é um modelo de
atomo sobre pressdo. Por exemplo em planetas gigantes os a&tomos estdo em pressoes
altissimas, por isso o confinamento é uma forma de deixa-lo sobre pressdo. Entdo, a
dependéncia, do confinamento representaria 0 que sobre a pressdo no atomo? Ja a
Entropia de Shannon tem haver com a incerteza da posicdo e do momento. Com a
variacdo do confinamento como essa incerteza vai se comportar? NASCIMENTO
(2018) fez um estudo de confinamento utilizando a Entropia de Shannon ou como
também é conhecida Teoria da Informacéo, abordando em seu trabalho uma Particula
Confinada em uma Caixa ou em uma Gaiola e um sistema confinado de duas particulas.
No trabalho citado nas linhas acima, ele utiliza o estado fundamental ao qual o
harménico esférico ndo varia, ou seja, € uma constante, no entanto nds iremos utilizar o
Método do Elemento Finito ao qual permite usar qualquer estado. Para o
desenvolvimento deste processo é preciso fazer a expansdo da funcdo de onda em
conjunto de funcdes de base, caindo assim em um problema matricial, para tal calculo
utilizamos o programa computacional Fortran 77 ao qual consegue dar bons resultados
aos calculos que propomos.

Diversos Pesquisadores a citar, GUIMARAES (2007), NASCIMENTO;
PRUDENTE (2016), ALMEIDA; GUIMARAES; PRUDENTE (2005),
NASCIMENTO (2018), GUILLOT (1999) e GUILLOT (2005), ttm estudado estes
sistemas nas ultimas décadas, incluindo: oscilador harménico unidimensional; &tomo de
hidrogénio; atomos embebido em meio neutro (plasma neutro ou hélio liquido) e no uso
na compreensdo de planetas com grande quantidade de massa. No entanto segundo
JIAO et.al., (2017), a Entropia de Shannon para o Atomo de Hidrogénio confinado para
0s demais estados ndo sendo o estado fundamental, ainda ndo tem um estudo bem
determinado.

Nesta perspectiva, 0 objetivo desta Dissertacio ¢ trabalhar com o Atomo de

Hidrogénio no sistema confinado fazendo uma associacdo com a Entropia de Shannon
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no Espaco das Posic¢Oes e Espaco dos Momentos e encontrar resposta(s) para o limite da
Soma Entropica com o raio de confinamento tendendo a zero, que foi uma questdo
aberta deixada pelo artigo do JIAO et.al., (2017).

Apresentacdo desta Dissertacdo esta organizada nas seguintes partes: A Teoria
no Capitulo 1: Método Variacional para Estados Estaveis ou Ligados; O Atomo de
Hidrogénio em um Sistema Confinado; Solu¢do Numérica para o Atomo de Hidrogénio
em um Sistema Confinado; Entropia de Shannon. No Capitulo 2 a metodologia que se
destaca por: Método do Elemento Finito; Versdo- p do Método do Elemento Finito;
Procedimento Mecanico Quantico Auto- Consistente Proposto; Juncdo da Teoria da
Informac&o e a Teoria Quéntica. Por fim, no Capitulo 3 temos: Resultados e Discursoes;
Conclusdes e Perspectivas. No Apéndice A: Unidades em Fisica Atdmica e Molecular;
no Apéndice B: Apresentamos comparacdes dos valores de S(Rnl) e S (Fnl) e no

Apéndice C: Particula Confinada em uma Gaiola Esférica (e;) para I1=0, I=1 e I=2.
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Capitulo 1

1.1- Método Variacional para Estados Estaveis ou Ligados.

Neste capitulo discutiremos o Método Variacional que é um dos Métodos de
Aproximacdo aplicado a energia para estado ligado ou estados estaveis, alguns autores
tomando como exemplo o GRIFFITHS (2011), também o chamam de Principio
Variacional criando assim, um sinénimo. Aqui iremos optar em chamar pela primeira
designacdo Método Variacional.

Segundo NOVAES e STUDART (2016, p. 85), existem sistemas que podem ser
resolvidos exatamente, ou seja, para 0s quais existem expressdes simples e explicitas
para 0s niveis de energia e para 0s estados estacionarios. Esses sistemas sao
extremamente particulares e simplificados. Para problemas mais realistas e de maior
importancia solucbes exatas ndo estdo disponiveis nesses casos, precisamos nos
contentar com solugdes aproximadas.

Um procedimento para achar resultados aproximados para problemas em
Mecéanica Quantica é o Método Variacional. A esséncia desse método consiste no fato
de que os estados estacionarios atendem uma propriedade muito particular: eles
minimizam a energia em relacdo a outras funcdes.

De acordo SILVA (2013), Método Variacional trata-se de um principio
importante em Quimica Quantica e Fisica Quantica, em particular em Fisica Atdmica e
Molecular, ndo sé porque permite obter solucBes aproximadas para a equacdo de
Schrodinger como também porque fornece um critério, o valor minimo de energia.

Falaremos agora do formalismo variacional para os estados estaveis ou ligado.

Precisamos encontrar o funcional de energia dado por :
J[W]=[dx¥* (\){H-E}¥ (x) (L1

Em que dx representa a posicdo de todas as particulas do sistema, E é 0

multiplicado de Lagrande e o operador Hamiltoniano é A que vale:

~ —h? 1
A==—/—3"_ =V +V(x) (1.2)

2 “I=Em;

O objetivo é resolver a Equagdo de Schrodinger atemporal.
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AY x)=EY¥ (x) (1.3

Substituindo a equacéo (1.2) na equacéo (1.1) e aplicando a identidade de Green

ao funcional, encontra-se:

(V% (x))(V;¥ (%))
e

I, W = dx{gzj + lp*(x)[l/(r)—E]w(x)} (1.4)

Fazendo a expansdo na funcdo de onda W(x) em conjunto finito de funcdes de

base {f;} acha as autofuncdes e os autovalores de J [¥, W], sendo i= 1, 2, 3,...,p.
Y (x) =X, cfi (%) (1.5)
cujo complexo é
wrx) =X i fi (%) (1.6)

{c;} s@o os coeficientes da expansdo. Pegando as equacfes (1.5) e (1.6) e colocando na

equacdo (1.4), encontra-se o funcional de energia.

x 1 * h? Vi 0.V f] (%)
Ve il ax{y g, OO L pove - EIfi ol @)
Adotando a notagdo matricial:

€1

fcz
c=|C e c'=1[c, 3, ¢5 .., cp] (1.8)

p
o =, ax{y, LI 4 £ 0oV (o (0] (1.9

{0} = [, dx fi (®) fr (®) (1.10)
E possivel descrever o funcional de Energia da equagéo (1.7), como:

J[c]=cTHc-EcfOc (1.11)

Estabelecendo a condicdo de estacionaridade na equacao (1.11) obtem-se:
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6dJ[c]=Jd][c+dc]-Jd]c]
=6 ¢t (H-EO) ¢+ ¢’(H-EO) 5 ¢ + & ¢’ (H-EO) & ¢
=6ctHc-6ctEOc+ ¢ctH8c-ctEOSc+8cTHSc-6§ctEOSc=0

Assumindo que os termos ¢ e ¢ sdo arbitrarios e desvalendo os termos de segunda
ordem ¢, encontramos:

Hc=EOc (1.12)

ctH=Ec'O (1.13)

A hermeticidade da matriz Hamiltoniana e a Matriz de Superposi¢do faz com
que a equacéo (1.13) seja adjunta da equacéo (1.12).

E importante notar que ao utilizar o formalismo variacional o espectro de
energia converge para o verdadeiro com o aumento do numero de funcdes de base, e as
respectivas funcdes de onda de determinado sistema quantico confinado sao
solucionadas resolvendo o problema de autovalor- autovetor generalizado da equacgéo
(1.12).

E preciso escolher funcdes de base certas para fazer a expansdo na funcgio de
onda em estudo. Nossa proposta é utilizar a versdo-p do Método do Elemento Finito,
assunto apresentado no capitulo 2.

Para NOVAES e STUDART (2016, p. 91), a eficiéncia do Método Variacional
consiste, portanto em ser capaz de estimar fungdes que sejam boas aproximacgdes para
0s estados estacionarios. Uma vez feito isso, minimiza-se o funcional apropriado
(relacionado a energia) em relacdo aos parametros que especificam as funcdes.

J& para 0 GRIFFITHS (2011), o Unico problema com esse método é que vocé
nunca sabe com certeza o quanto préximo do alvo esta, a Gnica garantia € a de ter um

limite superior.
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1.2- O Atomo de Hidrogénio em um Sistema Confinado.

Adotaremos agora um sistema de dois corpos interagentes, no caso um préton e
um elétron, de massa m, e m; confinada no espaco. A equacdo de Schrodinger

independente do tempo para esse sistema é mostrado abaixo:
_ 32
%vz W) +V (Ir]) ¥(r) =E ¥(r) (1.14)
O operador hamiltoniano que descreve este caso € dado por:
— _ R o, R o
H (rarrb)_ _Eva _EVI) + Vint (lra - rbl ) + Vconf (Ta, rb) (1-15)

Em que r, e r, corresponde as coordenadas de cada corpo, os laplacianos em
coordenadas cartesiana para cada um desses corpos ¢ dado por V2 e V72, o potencial de
interagdo de Coulomb € dado por: Vi, (Iry — 7 ). Por fim, temos Vo (g, 7p) que
corresponde ao potencial de confinamento dos dois corpos.

Pegando o movimento translacional do atomo em sua totalidade e a seguinte no

movimento relativo dos dois corpos, as coordenadas que tém relacdo com o centro de

massa Sao:
Fr=r,-1, e R :% (1.16)
Consequentemente, o hamiltoniano fica
ﬁ = ﬁR + ﬁr + Vconf (1', R) (1-17)
Sendo:
~ h2
Hp=—"V3 (1.18)

2M

. 2
A= V24 Vi (1) (119)
A equacdo (1.18) é o termo relacionado ao movimento do centro de massa, com

massa total dada por M= m, +m;,. Na equacdo (1.19) mostra-se 0 termo que

. . , . , (Mmg+myp
corresponde ao movimento relativo do 4tomo, a massa reduzida ¢ dada por p= (ma—m)
a ."'b)
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O objetivo da transformacéo de coordenadas relativas para centro de massa € diminuir o
problema com seis graus de liberdade para trés graus de liberdades.

Quando h& confinamento espacial, 0 movimento do centro de massa ndo pode
ser separado como acontece em sistemas livres, assim a resolucdo do sistema fica
complicada.

Vamos analisar o Atomo de Hidrogénio Confinado em uma Esfera de Raio 7,
por uma barreira de potencial infinita, adotando uma massa infinita para o nucleo e
fixando-o no centro da esfera, a equacdo (1.18) zera j& que consideramos o ndcleo
parado e o hamiltoniano total do sistema confinado tornar-se a equacdo (1.19) somado

ao potencial confinante. Neste caso, o problema central V (r) fica:

Vit r)  ser <r, (1.20)
o :

V(= { se rz=z r
Por questBes de simetria do sistema, utilizaremos coordenadas polares esféricas:
X=TrC0S 8.sen ¢
y=rsen f.sen ¢
Z=rCos ¢

Com o operador Hamiltoniano dado por:

—h2 8 5,9 I
2 —+

2ur? or or  2ur?

+V()  (1.21)

Sendo o operador momento angular representado por:

e _pp (D gong L LT
LP=-n (sen@ o0 sent 26 + sen?@ 6(1)2) (1.22)

As autofuncdes do operador L? sdo os harmonicos esféricos ¥/™(8, ¢), com

autovalores dado pela equacgéo a seguir:

[2y" (6, ¢)= R?1(I+1) Y™ (6, ) (1.23)
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A letra “I” mostrada na equacdo anterior € o numero quantico azimutal ou
também denominado de nimero quéantico do momento angular, enquanto que “ m” é o
ndmero quantico magnético.

E possivel demonstrar que das equagdes (1.21) e (1.22) que H e L? tem uma
relacdo de comutacdo entre si e, consequentemente, uma base em comum. Em termos

dos harmonicos esféricos faz a expansdo da funcdo de onda, obtendo:

W(r) = Xu Ry (Y7 (6,9) (1.24)

Pegando a equacdo (1.24) e substituindo na equacgéo (1.14) temos:

S V2 W(r) +V (|7l W(r) = E W()
SV Xy Ry ()Y (0,4) +V (i7) Zo Ry () Vi (0,4) =E Zu Ry () V" (6, )
V2 SRy (Y (0,4) +V (17l By Ry () V" (6,8) - E Sy Ry (1) Y7 (6,6) =0

2 U T Re (Y7 (0,0) + o Re )Y (0,) LV (7)) ~E} =0

Fazendo o produto na esquerda por Ylm* 6, 9)

_2—7; V2 v Ry () Y™(0,9) Y, (6,0) +Xu Ry (Y™ (6,0) V)" (0,9){V (Ir])-E}=0

Fazendo uma integracdo sobre uma esfera,

SV S [dORy () Y0.0) Y (0,4) + Ty [ ARy () V™ (0.9) ¥ (6,6) { V

(Ir)-E}=0
v [ dQRy () Y™ (6,6) V)" (6,6) {H-E}=0
Utilizando o Hamiltoniano da equacéo (1.21), ficamos com:

. w2 9,0, I?
Yo J ARy Y (0,0) Y (0,9) {5z 5,7 57+ ezt V(D -E}=0

1
2ur?

-h% 9
Zl’{zlzrz ar

(6,¢) + V() -E] Ry() [ dQ Y™ (6,9) Y7 (6,) 3 =0 (1.25)

r2 LRy 1 dQ Y™ (0,9) Y (0,) + =5 Ry | dQ Y(0,8) 2 VT

ll
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Utilizando a propriedade de ortogonalidade para os harmdénicos esféricos,

descrito abaixo:

[dQY™(6,0) V" (8,¢) =8 Sy (1.26)

[dQY™6,) T2 Y (6,¢) = K2 U(I'+1) [ dQ Y™ (6, $) V™ (6,¢)
= R U(U'+1) 8y B (1.27)
Substituindo essas duas expressoes (1.26) e (1.27) na equacao (1.25),

Encontramos:

1 0120 Ry S Ry B2 UUHY) + VO -ETR/()=0  (1.28)

1
2ur? or 2u

Utilizando 1 para as unidades atbmicas: h, pu , e. Chegamos na parte radial da

Equacdo de Schrodinger.

-1 9 a , 10+1
{52 o+ 20+ V() —E} R(r) =0 (129)
Em que
1 r<r
V(r)={ r’ ¢ (1.30)
C N S

Chega-se a conclusdo que a equacdo de uma dimensdo (1.29) restringe-se ao
caso de trés dimensdes da Equacao de Schrodinger. Ao fazer a funcdo de onda se anular
na barreira da superficie, a condi¢do de confinamento é imposta, em outras palavras, a

condicdo de contorno R;(r,) = 0 deve ser satisfeita pela parte radial da fungéo de onda.
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1.3- Solucdo Numérica para o Atomo de Hidrogénio em um Sistema
Confinado.

Descobrir os resultados que atendem a condicdo de extremo de um funcional de
energia da equacao (1.31) é correspondente a solucionar a Equacdo de Schrodinger

independente do tempo para o &tomo de hidrogénio.
JW]=J, dxW* (N{H-E}¥ () (131

Utilizando a equagao (1.21) para A, ficamos:

6

J [lp] f dx ¥ (r) {Zur2 Or Or Zur2

+VI)-E}Y¥ () (1.32)

Fazendo uma expansdo da funcdo de onda em termos dos harmonicos esféricos

na equacdo (1.32) com a equacao (1.33),
Y (r) =50 vme,¢)  (1.33)

E com auxilio das equacgdes (1.26) e (1.27), considerando dQ = sen 68d0d¢, é

possivel descrever o funcional na equacéo abaixo.

J[W] =20l

Em que
W= [ dr O i + Y7 @ -Bha @ (139)

Vlef(r) é o potencial efetivo .Utilizando a regra do produto para o termo da

segunda derivada da equacdo (1.34), vamos fazer sem o sinal de menos.

h

s () ) dr = 5 [HEOD 4 506y L )| dr (1.35)

2u

Integrando a equacdo (1.35).

h? dy;(r) d
=~ (i) & a@) dr - [ 3 OO gy

[ & A0 s = [ & -

(1.36)

r

Considerando as condigdes:



28

(0 sel =l
6”’_{1 sel=1

Neste caso, a primeira equacdo apés a igualdade da equacdo (1.36) zera,

pois...,restando.

h? d xj(r) d
J —Xl(r)dz)(l(r)dr— ) z_p)izl—rm%mdr (1.37)

Substituindo a equacéo (1.37) na equacdo (1.34) no termo da segunda derivada,

ficamos com.

b= [ dr { S HD Dy ey () -El g (0} (138)

Zu dr
A equacdo. (1.38) é um funcional de energia para um momento angular

especifico [, Vlef (r) = (r) deva zerar na

superficie de uma esfera com raio r = 1., dado o potencial da equacéo (1.20).
Para encontrarmos as autofuncdes radiais e os autovalores de energia devemos

expandir y, (r) em termos de um conjunto finito de funces de base {f;(r) } dado pela
equacao a seguir:
X @) =3h_df; () (1.39)

Sendo {c}} os coeficientes da expansdo, utilizando o funcional da equacdo

(1.38) e fazendo no mesmo a imposi¢do da condicdo de estacionaridade, chegamos a
conclusdo que as solucgdes variacionais sdo conseguidas resolvendo o problema de
autovalor-autovetor generalizado para obtermos as respectivas funcdes de onda de um

atomo ou molécula qualquer dado pela equacédo abaixo:
H'c =EQc (1.40)

Em que ¢ é o vetor dos coeficientes. {Hl}ij da equacdo a seguir, é a
representacdo matricial em blocos dos termos diagonais do Operador Hamiltoniano nas

funcOes de base, também denominado de Matriz Hamiltoniana.

®Yy = [far (LD DD ey OO (L4

{0};; é a Matriz Overlap. Também, chamada de Matriz de Superposi¢do das

funcGes de base,
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{0} = [ dr fr() f;(r)  (L42)

Teremos que impor y; (0) = 0 para que a funcéo de onda da equacdo (1.33) seja
continua na origem e que y; (r.) = 0 devido o confinamento espacial. Para isso,
teremos que utilizar o método de expansdo da funcao da equacédo (1.39) que consiste em

empregar a versdo-p do Método do Elemento Finito.

1.4- Entropia de Shannon.
“ A energia do mundo € constante. A entropia
do mundo tende a um maximo” (Clausius)

Claude Shannon® publica em 1948 o trabalho intitulado ‘A Mathematical Theory
of Communication’ dando inicio a Teoria Matematica da Comunica¢do, ou comumente
como € chamada Teoria da Informacdo. Os entendimentos de seus conceitos
proporcionaram o desenvolvimento de aplicagGes na Era Digital.

De acordo com BORGES (1999, p. 458 e 459), a visao da Entropia, dentro da
Teoria da Informacdo ocorreu durante e apds a Segunda Guerra Mundial, no esforco
para decifrar mensagens criptografadas, este conceito vem de criptografia que é a arte
de tornar a mensagem inteligivel apenas para seu receptor. Na qual sdo usadas Técnicas
de transposicdo e de substituicdo de sinais. A reversibilidade é um pressuposto basico
para qualquer processo criptografico, e o elemento secreto que garante sua correta
reversdo ¢ chamada “chave”. Para a criptografia ser eficiente, ela deve evitar as
caracteristicas que tornam o texto decifravel, sendo que a principal dela é a analise
estatistica dos sinais e das palavras. Esta é a area de contato entre a criptografia e a
criptologia com a Teoria da Informacgéo PINEDA (2006, p. 48).

Neste contexto, a Entropia ¢ entendida como uma medida do “grau de incerteza
que existe antes que uma escolha seja feita”, ainda com base no trabalho de BORGES
(1999), é razoavel fazer a suposicdo que a medida da incerteza dependa também da

probabilidade p; de ocorréncia de cada evento i, S; = (S;{ p;}, W) . Para cada evento i

! Claude Shannon com Alan Turing durante a Segunda Guerra Mundial (1939-1945), bem como sua
participagdo no Projeto X, que foi um projeto secreto conduzido pelos Laboratérios Bell para a
criptografia da voz humana PINEDA (2006. p. 24).
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existe uma medida de incerteza I, (p;) que depende da sua probabilidade de ocorréncia
p; . E possivel fazer a suposicdo que a incerteza total S;, associada ao conjunto de
eventos possiveis, seja uma média das incertezas associadas a cada evento i particular
ponderada pela probabilidade de ocorréncia:
S; = XiZapilh(p)  (143)

Quanto mais diminuirmos p;, maior a nossa incerteza com relacéo a esse evento
(I;(p;) deve ser monotonamente decrescente com p;). No entanto, se um evento i é
certo (p; = 1) ,entdo I; (1) =0.

Uma caracteristica que deve esperar de I; (p;), apesar de
Limy, I (p;) =0 (1.44)
e que
Limy,_ vl (p:) =0 (1.45)

Vamos compreender com exemplos o que essas duas equacdes querem nos
dizer, encontrar um Dinossauro hoje em dia € um evento excepcionalmente raro, € a
incerteza associada a essa casualidade é praticamente infinita que € representada pela
equacao (1.44), mas apesar disso vocé sai por ai caminhando sem medo que ocorra esse
encontro, isso é refletido na equacéo (1.45).

Conforme BORGES (1999, p.459) comenta, uma propriedade que se costuma
esperar da medida de incerteza é que se tivermos um evento composto por dois outros
eventos independentes, por exemplo: jogar dois dados, a incerteza associada a sair 3 em
um dado e sair 2 no outro dado deve ser a soma das incertezas de cada dado
separadamente, enquanto a probabilidade de sairem esses dois nimeros é dada pelo

produto das probabilidades de cada evento individualmente. Assim,
P =p p®  (1.46)
A B A B
I (pf )p,(- )= L(p)+ 11(10](- ) (1.47)
Shannon provou que a unica fungdo que satisfaz a essas condi¢des que estamos

procurando é
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L(p)=-kinp;  (1.48)

Sendo k uma constante positiva que define a unidade de medida da incerteza. A
incerteza S; € dada pela mesma expressao da entropia de Boltzmann- Gibbs na forma
discreta S; = - k 272, p; In p;. Percebemos assim, a interpretacdo da Entropia como
uma medida da incerteza, ou a desinformagéo, associada a um conjunto de eventos.

Segundo PINEDA (2006, p.9) foi possivel demonstrar formalmente como
“quantizar” informac¢ao obtida de fontes continuas, fornecendo as bases teoricas para a
convergéncia digital, que no inicio do século XXI comeca a se consolidar. Nessa
perceptiva, temos os trabalhos de Nyquist (1924) recomendando uma quantificagdo dos
dados telegraficos e de Hartley (1928) delimitando a imaginacdo de informagdo e
sugerindo sua medida por meio de uma funcdo logaritmica. Segundo NASCIMENTO
(2018, p.6), o esforco de Warren Weaver é essencial para ampliar os horizontes de
aplicabilidades dos trabalhos de Shannon levando a Teoria Matematica da Comunicagao
a incluir um espectro grande de processos, como por exemplo comunicagdes: orais;
musicas; fotografia; cinema e etc.

O modelo de um Sistema de Comunicacdo de acordo com o trabalho de
SHANNON (1948), é um sistema do tipo indicado esquematicamente na Figura 1. Ele

consiste essencialmente em cinco partes:

Mensagem )
Receptor Deesting

Figura 1. Diagrama de um sistema de comunicacao extraida do SHANNON (1948).

1. Uma fonte de informacdo que produz uma mensagem ou sequéncia de
mensagens a serem comunicadas ao terminal receptor. A mensagem pode ser de varios
tipos: por exemplo: (i) Uma sequéncia de letras como em um sistema de telégrafo ou
teletipo; (ii) Uma unica funcdo do tempo f(t) como no radio ou na telefonia; (iii) Uma

funcdo do tempo e outras varidveis como na televisdo a preto e branco- aqui a
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mensagem pode ser pensada como uma funcéo f (x, y ,t) de duas coordenadas espaciais
e temporal, a intensidade da luz no ponto (X, y) e tempo t na placa do tubo de captacéo.
2. Um transmissor que opera na mensagem de alguma forma para produzir um
sinal adequado para transmissédo através do canal. Sistemas de televisdo e modulacdo de
frequéncia sdo outros exemplos de operacdes complexas aplicadas a mensagem para
obter o sinal.

3. O canal é meramente o0 meio usado para transmitir o sinal do transmissor para o
receptor. Pode ser um par de fios, um cabo coaxial, uma banda de frequéncias de radio,
um feixe de luz, etc

4. O receptor ordinariamente executa a operacdo inversa daquela feita pelo
transmissor, reconstruindo a mensagem do sinal.

5. O destino é a pessoa (ou coisa) para quem a mensagem é pretendida. O processo
de transmissao da mensagem fica expostas as interferéncias de diversas naturezas, as
quais podem comprometer os sinais enviados: tais interferéncias sdo denominadas de
ruidos.

Conforme argumenta PINEDA (2006, p. 77), partindo deste modelo, Shannon
comeca pelo canal Discreto sem ruido ao qual servira de estudo para outros casos
semelhantes ou ndo iguais a este. Shannon continua, argumentando que um processo
ergédico® deve ser examinado de maneira probabilistica, levando em conta as
probabilidades de ocorréncia dos possiveis eventos. Nesta perspectiva, a quantidade de
informacdo surgida por um processo ergodico deve somar todas as probabilidades, ao
qual descreveremos por p, de ocorréncia de evento, sendo o produto pelo seu préprio
logaritmo. Sendo essa média expressa pela equacgdo seguinte:

H=-k X ip;logp;  (1.49)

que € a Entropia de Fonte Discreta, em que k € uma constante arbitraria que expressa a

unidade de medida. Esta medida calcula a quantidade média de informagé&o por sinal de

um repertério, o que implica que a adigédo de todas as probabilidades p; € igual a 1.
Shannon percebeu que as equagdes deste tipo traz um sentido significativo na

Teoria da Informagéo, e que posteriormente esta forma da quantidade de H seria

2 Designa por funcéo ergddica a funcdo de fase que satisfaz & hipétese ergddica, isto é, tem média no
tempo igual a média de fase. Mais detalhes de ergoticidade o Leitor pode utilizar a referéncia do LAGE
(1995).
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conhecida como a Entropia da Mecéanica Estatistica. Nesta perspectiva, o conceito de
Entropia designa a quantidade de informagéo.

Olhando o caso mais singular da ocorréncia de um evento com duas
possibilidades, onde as probabilidades sdo dadas por p + g= 1, compeqg=1-p. A

Entropia neste sistema fica dado por

H=- (plog, p + qlog; q)

Graficamente H pode ser representado como indicado na figura 2.

1 : ’//_ ﬁ\\
117 \
/ N

ors 1/ N

T \

] -1 .2 3 & -] -G -7 .8 .8 LO

Figura 2. Entropia no caso de duas possibilidades com probabilidades p e (1-p). Imagem
ilustrativa obtida do SHANNON (1948).

As constatacGes de Shannon com base na Figura 2, foram: A Entropia maxima
se evidéncia quando as possibilidades sdo equiprovaveis, a incerteza € maior quanto
maior for a diferenca entre as probabilidades, o que caracteriza menor Entropia. A

Entropia so sera zero se a probabilidade for 100%.
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No entendimento de NASCIMENTO (2018, p. 10), este grafico pode ser
interpretado da seguinte forma, como ilustra a Figura 3:

| - Entropia maxima
Ba I| - Sistema mais desordenado
Il - Incerteza maior
IV - Maior variabilidade

| - Entropia intermedidrna

[ i\ Il - Sistema menos desordenado
IIl = Incerteza menor

\ IV —~ Menor variabilidade

\ o ¥ | = Entropia menor

g ¢ |lI-Sislema pouco desordenado
[l = Incerleza pequena

IV - Vanabilidade pequena

Figura 3. Distribui¢do de probabilidade referente aos sistemas pictdricos A, B e C.
Figura extraida da Tese de NASCIMENTO (2018.p. 10).

No sistema A, a distribuicdo de probabilidade é equiprovavel, ou seja, todos 0s
eventos i tem igual probabilidade de ocorrer, sendo maxima a variabilidade do sistema,
bem como a quantidade de informacdes, incerteza e entropia em relacdo aos outros
sistemas.

No sistema B, a existéncia de uma tendéncia a ocorréncia de certo evento i em
relacdo a outros. Desta maneira a variabilidade do sistema é menor, a consequéncia
disso € que, possui menor quantidade de informacéo, incerteza e entropia em relacao ao
primeiro sistema.

O sistema C é um caso limite dos trés sistemas em que a tendéncia de ocorréncia
de determinados eventos é maior, assim sendo a variabilidade do sistema é menor, da
mesma maneira que a informacéo, incerteza e entropia em comparagdo aos outros

sistemas.

Podemos reescrever a Equacao (1.49) na seguinte equacao.

S (pi) = Xiz1pilog, (p;) (1.50)
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Ela continua sendo Entropia no caso discreto. Nos trabalhos na area de sistemas
de comunicacéo o bit € a unidade informacional que geralmente € utilizada, ela provém
da definicdo da base 2 para a funcéo logaritmica e na pratica representa uma escolha de
dois eventos NASCIMENTO (2018. p. 8).

No caso em que a fonte informacional trabalha de maneira continua uma

equacdo equivalente a equacgdo (1.50) é:

S (p(x) =- [ p(x) log, p(x) dx (1.51)

Em que p(x) é a densidade de probabilidade continua, tendo a restri¢cdes de
JZ pGdx =1 e p(x) > 0.
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Capitulo 2. Metodologia.

2.1 - Método do Elemento Finito.

Segundo LOTTI et.al. (2006), o Método do Elemento Finito (MEF) em 1956,
com Turner, Clough, Martins e Topp, trabalhando em um projeto de aeronaves para a
Boeing, propuseram um método de analise estrutural similar ao MEF, mais tarde, em
1960 estes autores utilizaram pela primeira vez 0 nome de Método do Elemento Finito,
descrevendo-o. Desde entdo, seu desenvolvimento teve aplicabilidade em diversas areas
da Engenharia, Medicina, Odontologia, Fisica e areas correlatas. A viabilidade deste
método tornou-se possivel somente com o advento dos avancos Tecnoldgicos, aos quais
englobam os computadores.

De acordo com RICCI (2005), a situacdo mais comum € quando desconhecemos
o valor da funcdo continua e queremos saber 0 quanto ela vale em certo pontos dentro
de uma determinada regido. A constru¢cdo do modelo discreto do objeto continuo

denominaremos aqui por “dominio” ¢ feita como descrito a seguir:

1)  Um ndmero finito de pontos é identificado no dominio, estes pontos sdo
chamados pontos nodais ou nos.

2) O valor da funcdo em cada né ¢ definida como variavel a ser determinada.

3) O dominio ¢ dividido em subdominios, chamados “elementos”. Estes elementos
estdo conectados pelos nds comuns e junto aproximam a forma do dominio.

4) A funcdo desejada é aproximada em cada elemento por um polindmio que €
definido usando os valores da funcdo nos nés. Um polindmio diferente é definido para
cada elemento, mas estes sdo selecionados de forma a manter a continuidade ao longo
das fronteiras dos elementos.

O autor citado anteriormente ainda fala que, MEF ird convergir na direcdo da
solugdo correta no decorrer que a medida em que o tamanho dos elementos forem
diminuindo, de modo que os valores das fungfes polinomiais gerem um valor constante
ao longo dos elementos quando os valores nodais forem numericamente constantes.

A existéncia de um valor constante também implica do desaparecimento do
gradiente de qualquer funcdo (desejado no limite do tamanho minimo de cada

elemento).
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De acordo com o RICCI (2005), o MEF tem sido amplamente utilizado em todos
os problemas fisicos que sdo essencialmente governado por equacdes diferenciais.
Assim é possivel apontar as vantagens e desvantagens desta técnica. As vantagens sao:

a) Esta propriedade permite que os elementos tenham tamanhos adaptados ao
gradiente da funcdo objeto, ou seja o comprimento dos elementos podem ser variados;
b) As fronteiras irregulares podem ser aproximadas usando elementos com lados
estreitos ou representadas com exatiddo utilizando elementos com fronteiras curvilineas;
c) As propriedades dos materiais ndo precisam ser necessariamente 0s mesmos em
elementos vizinhos, o que possibilita a utilizacdo de corpos compostos por diversos
materiais.

A grande desvantagem € a necessidade de computadores com uma grande
quantidade de memoria para solucionar os problemas complicados, como as enormes
equacdes algébricas. No entanto, hoje com os computadores mais modernos esse
problema foi quase solucionado.

Na area da Fisica Atdmica e Molecular, o Método do Elemento Finito (MEF),
segundo PRUDENTE (1999, p.114) e GUIMARAES (2007, p. 52), procura dividir o
espaco em elementos e expande a funcéo de onda em termos de polindmios em cada um
desses elementos. Uma vez que os elementos da matriz hamiltoniana e de superposicédo
entre funcdes polinomiais de elementos finitos ndo- vizinhos serdo nulos, as matrizes
hamiltoniana e de superposicéo obtidas empregando-se o Método dos Elementos Finitos
deverdo ser esparsas e dominantes na diagonal, além de apresentar simetrias. Existem
duas versbes para 0 MEF: a versdo-p e a versdo-h, sendo que essa Ultima versdo usa
polindmios de mesmo grau em todos os elementos da malha. Desta forma, a
convergéncias depende do numero de elementos em que o espaco é discretizado.

Na visdo dos pesquisadores citados acima, a versdo-p utiliza fungdes
interpolantes lineares de forma como funcdes de base e permite usar polinbmios de
graus diferentes nos varios elementos, tendo uma maior flexibilidade. A convergéncia
desta versdo é obtida balanceando o nimero de elemento na malha e o grau dos
polindmios nos elementos.

No nosso trabalho iremos utilizar a versdo-p. Caso o leitor queira se aprofundar
sobre a funcgbes interpolantes lineares de forma, pode consultar a referéncia do
AZEVEDO (2003).
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2.2- Versao-p do Método do Elemento Finito.

Discutiremos agora a Versdo-p do Método do Elemento Finito (MEF) pautado
nos trabalhos do PRUDENTE (1999) e GUIMARAES (2007), como foi dito na sec&o
anterior, este método consiste em dividir o espaco em elementos e se expande a funcgédo
de onda em termos dos polindbmios para cada elemento da rede ou malha. Tomando o
caso em uma dimensdo, o intervalo de integragdo [a, b] é dividido em N, elementos,

com i-ésimo tendo um intervalo de r;_; até r; com r, =a e ry_=b, e a expansdo de onda €

expandida da seguinte forma:

Y@ =3 S0, (1)
Onde as funcgoes de base {fji (N} atendem a seguinte propriedade:
fi(r)=0 se r ¢ [ri-.nl (2.2)
Em termos de pardmetros k; € a mais alta ordem dos polindmios associados com

i-ésimo elemento, fji(r) é a j-ésima funcdo de base do mesmo elemento e {c}} sdo os

coeficientes da expanséo.
Nos MEF, a versdo p faz uso como base de funcdes interpolantes lineares e

funcBes de forma. As duas funcdes interpolantes podem ser descritas como

YO =f0)= - com 1 € [r,1]
Y; (0= fe ) === (23)

Enquanto as k; -1 funcdes de forma tem a seguintes defini¢bes

S (M =£{(N=(4i+2) 7 [Pis1 1) -P—s V0], com j=l..ki-1  (2.4)

Em que y'=2 f{() -1 e P; (y") sdo os polindmios de Legendre. Essas
funcdes definidas em (2.3) e (2.4) obedecem as relagbes a seguir nos nodos dos

elementos:

fo (i) =1=fi, (1)
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fo () =0=fi, (ri-1)

fi (i) =0=f} () com j=l..k;-1 (2.5)

E notdrio que baseado nas relagdes (2.5), a restricdo da continuidade da funcéo
de onda nos nés da malha dos elementos nos remete a seguinte relacdo entre 0s

coeficientes da expansdo da equacao (2.1):

C, = 6! i=1,...,N,-1 (2.6)

Fazendo a imposicao que fkil_ (") + £ (r) signifique uma Unica funcdo que
atua em dois elementos.

E possivel notar que existe uma relagdo direta entre os coeficientes {a,} e os
coeficientes {cji} mostrado abaixo, pois se consigo rescrever a equagdo (2.1) como

indicadores globais consigo usar cji :

ag=cf ©k=(i-1)k; +j+1

A representacdo matricial B de um operador local B é obtida adotando-se o
formalismo variacional. Utilizando a funcdo de onda dada pela expansdo da equacéo
(2.1), em que as fungdes de base atendem a propriedade (2.2). Nestas circunstancias 0s

elementos ndo nulo da matriz B sdo:

B, = r drfi(r) B £ ()

[ B! b! 0 0 )
(b1t B2 b? 0 e 0
g=| © (b?)t B®* b3 wod
“10 0 (b3)'l' “ 0
. BNe bNe
0 0 0 (bVe)t  BNet1 |

Em que
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[Bick,+ Bho  Bh Bik-1 |
po| B B Beo |
it B - Bl |
(S
B(i)Ki 0 0
bl— B{Ki 0 O
lBlii—lKi 0 0 J
Onde i :1,...,Ne e

Ne+1 _ pNe
B = BKNeKN
e

E notorio que adotando-se o Método do Elemento Finito, a matriz B é espacada,
e concentra-se mais na diagonal principal e apresenta uma estrutura de blocos. E

importantes notar as seguintes observacgoes:

1) Se 0 operador B for hermitiano, a matriz B também sera hermitiano.

2) Somente uma funcédo de base é diferente de zero no ultimo n6 da malha. Com
isso 0 confinamento espacial sobre a funcdo de onda y; (r) é imposto com uma maior
facilidade utilizando a p-MEF fazendo apenas a remoc¢édo da funcdo de base f,?ze (r) da
equacéo (2.1).

3) O requerimento da continuidade da funcdo de onda na origem impde que
retiremos a funcéo fy (r) da expansdo. Assim, para o atomo de hidrogénio a dimenséo
das matrizes hamiltoniana e superposi¢do constituird (N,. K; -1) X (N,. K; -1), enquanto
que para o0 ponto quantico a dimensdo das matrizes sera (N,. K;-1).n X (N,. K;-1).n,
sendo n o numero de harmonicos esféricos utilizados na expansdo da funcdo de onda

radial.
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2.3- Procedimento Mecanico Quantico Auto- Consistente.

Ao trabalhar com o Método do Elemento Finito € fundamental a escolha do
tamanho de cada elemento da malha em uma dimenséo ou entdo a distribui¢do dos nos
que definem estes elementos na malha. Simplesmente, a mesma pode ser obtida fazendo

uma discretizacdo equidistante nos nés, com:

ri:a+i(bN;a) ,em que {r;,1=0,..,N.} (2.7)

e

No entanto, em muitas situacdes € preciso uma malha otimizada para ter-se uma
melhor convergéncia dos dados coletados com um namero menor de funcGes de base.
Uma modificagdo proposta por PRUDENTE; SOARES (1999) denominada de
“Procedimento Mecanico Quantico” para construir malhas otimizadas para cada
potencial. Esse método faz uso de funcbes ortonormais para construcdo de quadratura
gaussiana associado a ele, em que os pontos nessa quadratura podem ser considerados
como sendo o0s autovatores do operador posi¢cdo numa base de fungdes ortonormais.

A sequéncia do Procedimento Mecénico Quantico Auto-consistente é dado,
segundo GUIMARAES (2007, p. 56), por:

a) Calcula- se um conjunto de autofunc@es ¢; (r) do sistema molecular em questao
usando a versdo-p do Método dos Elementos Finitos com uma dada malha, que de
inicio pode ser discretizada uniformemente.

b) Fazendo o uso das N,-1 primeiras autofunc@es, arquiteta uma matriz em que 0s

elementos sdo

(RY; = [} drey; ()T ¢; () (28)

Em que R é a matriz do operador posicio R.

c) Faz-se a diagonalizacdo da matriz R e os relativos N,-1 autovetores sdo 0s 1y, 15,
T3,..s Tn,—1, OU S€Ja, 08 NGs que dimensionam as bordas dos elementos.

d) Fazer um teste de convergéncia analisando os autovetores de energia obtidos na
malha anterior com a nova malha. Se a variagdo entre elas estiver fora de uma dada
tolerancia retorna para a letra “a)” para repetir o procedimento com a malha nova.
Ao atingir a convergéncia pretendida, o processo é finalizado. Concluindo assim, a

malha final.
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2.4- Juncdo da Teoria da Informagéo e a Teoria Quantica.

A Teoria da Informacéo e a Entropia de Shannon nos remete a uma medida de
incerteza de uma distribuicéo de probabilidade originada de uma fonte de informacao,
ela ndo tem como base teorias sobrevindas da fisica e possibilita ter aplicabilidade em
situacGes em que a Entropia Estatistica tem certas restri¢oes.

Na Mecanica Quantica, Max Born , BORN, M (1968) fez a formulacédo que a

funcdo densidade de probabilidade no espago das posicdes € representado por :

p(#) dr =[p(@)|? di  (2.9)

A dimensdo da equacdo (2.9) é o inverso da posicdo, ela descreve a
probabilidade de encontrar uma particula entre # e 7 + d7 , estando no estado (7). A
juncdo da Teoria da Informacdo e a Teoria Quéantica acontece quando, temos uma
distribuicdo continua da densidade de probabilidade p(7) provida pela funcdo de onda

do sistema no espaco das posi¢des. Assim, para um sistema continuo temos:

Sy =- [ p(@) In(agp(¥)) dif = — [IYp(@)|? In(ag [p(H)I?) d7  (2.10)

A equagdo (2.10) é conhecida como Entropia de Shannon no Espaco das
Posices, ela mede a incerteza na localizacdo de uma particula no espaco Euclidiano, a
é o raio de Bohr e estamos considerando igual a 1, D é a dimensdo no espago das
posicBes. No nosso caso estamos trabalhando em trés dimensoes, logo D = 3.

Para encontrarmos a representagdo no espa¢o dos momentos, devemos fazer uma
Transformada de Fourier na funcdo de onda do espaco das posicdes y(7) , para obter

sua representacdo no espaco dos momentos, e sua correspondente densidade de

probabilidade o (B) = | 1,[7(13))|2. Com esses argumentos ficamos com:

S=-Te@in( (£) e @) di = — [l m(2) 19N ) dF  (241)

A equacdo (2.11) é denominada de Entropia de Shannon no Espaco dos
Momentos, a mesma mensura a incerteza na predicdo do momento da particula, h ¢

denominado constante de Plank e foi considerado nesta dissertagéo igual a 1.



43

Com base na Mecanica Quantica, a medida de dois observaveis A e B s0 é
possivel fazer respeitando o Principio de Incerteza Generalizado, dado pela equagdo
(2.12) abaixo.

(84A4)(8yB) 2 [* () [A Bl Y () dF  (212)

Adaptando tal equacdo para nosso problema de observaveis de posicdo 7 e
momento p , chegamos em:

(Byr)(Byp) = O (2.13)

A inequagdo (2.13) é chamada de Principio da Incerteza de Heisenberg, o
significado fisico dela é que ndo € possivel mensurar simultaneamente posi¢do e o
momento de uma particula com méaxima exatid&o.

Fazendo a soma da Entropia do Espaco das Posi¢des com a Entropia no Espaco
dos Momentos ficamos com a equagdo abaixo que é conhecida como Relacdo de
Incerteza Entropica, segundo NASCIMENTO (2018, p. 12) .

Se=-[p(@) e ®) Im(WPp(o B)) dpdit 2D (1+ In(m))  (2.14)

Com a equagdo (2.14) é possivel trabalhar de forma mais geral que a equacéo
(2.13), D como foi dito anteriormente representa a dimensdo no espaco das posicoes.
Segundo NASCIMENTO (2016, p. 18), a relacdo de Incerteza Entrdpica tem o
significado claro de apresentar um valor limite minimo para a soma S;, que sdo
abordadas por fun¢des de onda gaussianas. Ao plotarmos um grafico, se tiver uma certa
largura na distribuicdo de probabilidade do espaco das posi¢cdes, em contra partida no
espaco dos momentos sera mais estreito e vice-versa. Fisicamente falando as equagdes
(2.10), (2.11) e (2.14) s&o adimensionais.

As entropias S, e S, podem ser divididas em duas parcelas, uma radial S (Ry; )

e aoutra angular S (Y;,,, ) JIAO et.al., (2017), ou seja :

Sr =S (Rnl ) + S (Ylm ) (2-15)

e
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Sp =3 (Fnl ) + S (Ylm ) (2-16)

A parcela angular é a mesma em ambas as coordenadas permanecendo inalterada
com a mudancas do raio de confinamento JIAO et.al., (2017).
De acordo com YANEZ et.al., (1999), as equacdes (2.15) e (2.16) para uma

particula de trés dimensbes podem ser descritas como:

S(Ry) = — [r?R3, (") InagRy, (r)dr (2.17)
e
SVim) = = [IYim(@? In|Y,([?dQ  (2.18)

D4 equacdo (2.18) podemos chegar na expressao:

+1D(-m)! H+DA-mN ,+1
SMm) = —log(H=2=r) — (B2 =) [ TP @1 I[P (6)]? dt
(2.19)

Na equacdo (2.17) temos a contribuicdo da parte radial e na equacdo (2.18)
temos a contribuicdo da parte angular, na equacdo (2.19) P™(t) é a Funcdo de
Legendre. As restricdes dadas é que a equacdo (2.17) ndo pode ser calculada sem
conhecer a forma especifica do potencial, ja a equacéo (2.18) ndo depende do potencial
para que possa ser avaliada.

De acordo com JIAO et.al., (2017) a contribui¢cdo do Momento Linear fica:

S (Fu) == [ p*IFu(®@)I? In|Fy(p)I*dp  (2.20)

Em que de acordo com GOLDMAN, JOSLIN (1992), F,;(p) ¢é dado pela

expresséo:

Fu(®) = [} r%ji(p)Rm()dr  (2.21)
Em que j;(p,) é a funcdo de Bessel Esférica. Substituindo a equacgdo (2.21) na

equacéo (2.20) ficamos.
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2 2
S (Fnl ) == f pzlforcrzji(pr)Rnl(r)dr| Inlforcrzji(pr)Rnl(r)drl dp (2-22)
A Incerteza Entropica da equacéo (2.14) pode ser restrita em

S:=S,+S,2D(1+ In(nm)) (2.23)

A relacdo de incerteza da equacdo (2.23) é conhecida como relacdo BBM uma
vez que Iwo Bialynicki- Birula e Jerzy Mycielski provaram essas relagdes. Como
estamos trabalhando em um problema de trés dimensdes, logo D=3 e substituindo esse
valor na equacdo (2.23) encontramos que a nossa Incerteza Entropica para o Atomo de
Hidrogénio Confinado (H,) é S; = 3 (1+ In(m)) = 6,4341.
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Capitulo 3- Resultados e Discussoes.

No presente capitulo sdo apresentados os dados obtidos, e suas analises, para o
Atomo de Hidrogénio Confinado. Para isso, implementamos na linguagem
computacional Fortran 77, o procedimento baseado no Método do Elemento Finito
(MEF) para a solucdo do problema de auto-valor e auto-vetor generalizado. Os
resultados obtidos para as Energias e as Entropias de Shannon sdo apresentados em
tabelas e gréaficos utilizando o Software Qtiplot.

Para tal calculo, encontrar-se um funcional de energia. Em seguida, faz-se uma
expansao na funcdo de onda W(x) em conjunto finito de funcdes de base {f;} para achar
as autofuncgdes e os autovalores que minimiza o funcional de J [W, ¥s]. Ap6s algumas
consideracOes, utilizando o potencial efetivo a partir da adicdo do momento angular,
chega-se na matriz Hamiltoniana e na matriz Overlap, impondo a condicdo y; (0) =0 e
x: () = 0. No presente caso, as fungdes de base sdo definidas na versdo —p do Método
do Elemento Finito, que tem a eficiéncia em que a condicdo de contorno sobre o sistema
confinado pode ser feita imediatamente sobre a funcdo de onda pela retirada de uma
funcéo de base da expansdo. Empregamos malhas equidistantes para o estabelecimento
dos elementos. O sistema de unidades atdmica (u.a.) foi utilizado neste trabalho (para

detalhes sobre tal sistema ver no Apéndice A).

3.1- Atomo de Hidrogénio Livre.

Aqui sdo analisados os resultados referentes ao Atomo de Hidrogénio Livre,
para mostrar que nossa implementacdo computacional obteve os valores equivalentes
aos existentes na literatura (JIAO et.al., 2017). Para isso utilizamos o nimero quantico
principal n variando de 1 até 4 e 0 nUmero quéantico associado ao momento angular total
| variando de 0 até 3. Desta forma, obtemos a Entropia Radial de Shannon, S(Rnl), e a
Entropia do Momento Linear de Shannon, S(Fnl), correspondentes as parcelas das
equacOes (2.17) e (2.22). Na Tabela 1 estdo disponiveis os valores encontrados para

esses intervalos.
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Tabela 1. Valores da Entropia Radial de Shannon S (Rnl) e a Entropia do Momento
Linear de Shannon S (Fnl) para o Atomo de Hidrogénio Livre, n < 4e 0< 1| <n-1
calculados pelas equacgdes (2.17) e (2.22). Ref. S (Rnl) e Ref. S (Fnl) obtidos por JIAO

etal., (2017).

n I Ref. S (Rnl) S (Rnl) Ref. S (Fnl) S (Fnl)
1 0 1,6137 1,6137 -0,1092 -0,1092
2 0 5,5799 5,5799 -3,2886 -3,2886
2 1 5,1658 5,1658 -2,0567 -2,0567
3 0 7,8955 7,8955 -4,7193 -4,7193
3 1 7,7068 7,7068 -3,9880 -3,9880
3 2 7,3045 7,3045 -3,2738 -3,2738
4 0 9,5439 9,5439 -5,6768 -5,6760
4 1 9,4348 9,4348 -5,1624 -5,1626
4 2 9,2210 9,2210 -4,6356 -4,6358
4 3 8,8402 8,8402 -4,1690 -4,1690

Para o calculo do Atomo de Hidrogénio Livre utilizamos para o ndmero
quantico associado a0 momento angular () a variacdo de o até 3, o numero de
elementos da malha (N,) igual a 50, o nimero de fungdes em cada elemento (k;) igual
a 5, 0 numero total de pontos (NPT) igual a 80 com raio de confinamento (r;) igual a
80u.a. e momento de confinamento (PC) igual a 60,5 u.a. Como podemos vé na Tabela
1 nossos resultados concordam com a literatura até quatro casas decimais apos a virgula
restringindo os casos de: n=4 e 1=0; n=4 e |=1 e n=4 e 1=2, que difere na Gltima casa

decimal apresentada.

3.2-Entropia Angular de Shannon.

No propdsito de encontrarmos a contribuicdo angular da Entropia de Shannon
dadas pelas equacgdes (2.19), como vimos na se¢do 2.4, verificamos que a mesma néo
depende do raio de confinamento. Na Tabela 2 sdo apresentados os valores obtidos no
presente trabalho, para I<3 e |m| < |, e comparamos com os obtidos por JIAO et.al.,
(2017).
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Tabela 2. Entropia Angular de Shannon para nimero quéantico 1<3 e 0<m<3 calculado
pela Equacdo (2.19). Ref. S(YIm) obtido do JIAO et.al., (2017).

I m Ref. S (YIm) S (YIm)
0 0 2,5310 2,5310
1 0 2,0991 2,0991
1 1 2,4059 2,4059
2 0 2,0411 2,0411
2 1 2,2632 2,2632
2 2 2,2632 2,2632
3 0 2,0207 2,0207
3 1 2,1920 2,1920
3 2 2,2411 2,2411
3 3 2,1465 2,1465

No célculo computacional da Entropia Angular de Shannon, 0 nimero quéantico
associado ao momento angular(l) variou de 0 até 3 e o numero total de pontos para
integrar a parte angular (NPTANG) foi igual a 96.

Como ¢ possivel observar na Tabela 2, 0s nossos resultados sdo confiaveis em
quatro casas decimais ap6s a virgula com os resultados de JIAO et. al., (2017) que
tomamos como referéncia.

Uma vez mostrado que nossa implementacdo computacional tem eficiéncia ao
obter a: Entropia Radial de Shannon S (Rnl); Entropia do Momento Linear de Shannon
S (Fnl) e a Entropia Angular de Shannon S (YIm) que por sua vez védo corresponder a
Entropia dos Espacos das Posi¢Ges de Shannon e a Entropia dos Espacos dos Momentos
de Shannon, que representam respectivamente as equacoes (2.15) e (2.16), passaremos a

calcular alguns valores para o Atomo de Hidrogénio Confinado.

3.3- Atomo de Hidrogénio Confinado (H,).

3.3.1- Estado Fundamental (n=1, I1=0, m=0).

Para 0 estudo do Atomo de Hidrogénio Confinado (H.) utilizamos diversos
valores para a distancia de confinamento r.-: 0,1; 0,2; 0,5; 1,0; 2,0; 3,0; 5,0; 7,0; 10,0 e
12,0, para os quais sdo determinados os valores esperados das Energias (E), das

Entropias de Shannon nos Espacos das Posi¢cdes (S,) e nos Espagos dos Momentos
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(Sp), dadas, respectivamente, pelas Equagbes (2.15) e (2.16). Além disso, sdo
determinados os valores da Soma Entropica (S;) através da relacdo (2.24). Na Tabela 3
apresentamos os valores encontrados S, e S,, para esses raios de confinamento, descritos
anteriormente, com o numero quantico do momento angular orbital 1=0, nimero

quantico magnético m=0 e numero quantico principal n=1.

Tabela 3. Valores das Entropias de Shannon do Espacgo das Posicdes (S,) e a Entropia
de Shannon no Espaco dos Momentos (S,) em funcdo do raio de confinamento
1. . para 0 Atomo de Hidrogénio Confinado (H,). Como comparagio, apresentamos os
valores obtidos por JIAO et. al., (2017), identificado como referéncias de S,. e S,,. Todos

os valores estdo em unidade atdbmica (u.a.).

T, Ref. S, S, Ref. S, Sp
0,1 -6,2445 -6,2445 12,8536 12,8536
0,2 -4,1779 -4,1779 10,7787 10,7787
0,5 -1,4703 -1,4703 8,0472 8,0472
1,0 0,5290 0,5290 6,0114 6,0114
2,0 2,3967 2,3967 4,0993 4,0993
3,0 3,3164 3,3164 3,1801 3,1801
5,0 4,0174 4,0174 2,5244 2,5244
7,0 - 4,1339 - 2,4294
10,0 4,1446 4,1446 2,4219 2,4217

12,00 - 4,1447 - 2,4219

Para todos os calculo realizados para a obtencdo da Tabela 3, empregamos o
namero de elementos da malha (N,) igual a 50 e o numero de fungbes em cada
elemento (k;) igual a 5. Entretanto, para a convergéncia de Entropia de Shannon no
Espaco dos Momentos (S,), foi necessario utilizar diferentes valores maximos para o
momento linear (PC). Por exemplo, r.= 0,1u.a. , foi necessario utilizar PC=6800,0 u.a. ,
para 7,: 5,0 u.a. empregamos PC= 31,0u.a. , e para r,: 10,0 u.a. foi utilizado PC=
10,9u.a.

Como podemos ver na Tabela 3, os nossos resultados concordam com o0s
resultados da literatura até quatro casas decimais ap0s a virgula, excetuando-se 0 caso
de r, = 10,0u.a. Nesta Tabela e na Figura 4, onde apresentamos S, e S,, em funcdo de
7., vemos que os valores de S, vao crescendo com 0 aumento de 7, , ou seja, quando a

distancia de confinamento aumenta a incerteza na localiza¢do da particula aumenta. No
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entanto, os valores de S,, diminuem com o aumento de 7, , ou seja, S, decresce quando

1. dirige-se para grandes valores.

—®— (1s SrHcg)

1 —#— (1s Sp Hec)
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] . z
5 — — 5
a — & . 4 -
m — —
Lo n L = I o~
) _ »
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Figura 4. Entropia de Shannon no Espaco das Posic¢des (S,) e no Espaco dos Momentos
(Sp) versus Raio de Confinamento (r;), para: 1=0, m=0 e n=1.

O ponto de intersecdo das curvas da Figura 4 para S, e S, € (X, y) = (3,0033:
3,2184), o significado fisico desse cruzamento é que as Incertezas das Posi¢des e dos
Momentos sdo as mesmas.

Na Tabela 4 apresentamos 0s valores da Energia (E) e Soma Entropica (s;) do

estado fundamental do Atomo de Hidrogénio Confinado (H.), calculados na presente

Dissertacdo, onde apresentam os valores obtidos por JIAO et.al., (2017).

Tabela 4. Valores da Energia (E) e da Soma Entropica (S;) em funcdo do raio de
confinamento para o Atomo de Hidrogénio Confinado (H,.). Como comparagio, sio
apresentados os valores obtidos por JIAO et.al., (2017), identificados com Ref. E e Ref.
St .

1 Ref. E E Ref. S; Y

0,1 468,9930 468,9930 6,6091 6,6091
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0,2 111,0699 111,0699 6,6008 6,6008
0,5 14,7480 14,7480 6,5769 6,5768
1,0 2,3740 2,3740 6,5405 6,5404
2,0 -0,1250 -0,1250 6,4960 6,4960
3,0 -0,4240 -0,4240 6,4965 6,4965
5,0 -0,4964 -0,4964 6,5418 6,5418
7,0 - -0,4999 - 6,5633
10,0 -0,5000 -0,5000 6,5665 6,5665
12,0 - -0,5000 - 6,5666

Nota-se que na Tabela 4 os nossos resultados concordam com os valores da

literatura até quatro casas decimais ap6s a virgula restringindo os casos de S; com r, =

0,5u.a. e 7.=1,0, que apresenta concordancia em trés casas decimais apés a virgula.

Na Figura 5, apresentamos os valores de S, em funcdo 7, para 0 Atomo de

Hidrogénio Confinado (H.). Adicionalmente, os resultados da Soma Entrépica (S;)

para o estado fundamental de uma Particula Confinada em uma Gaiola (identificada por

e; ) sdo também apresentados. Os valores numéricos dessa qualidade estdo na Tabela
C.1 do Apéndice e sdo consistentes com os valores obtidos por NASCIMENTO (2018).

Uma observacao é que para ez, 0 valor da Soma Entrdpica ndo depende do raio de

confinamento (7).
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Figura 5. Soma Entrdpica (S;) versus Raio de Confinamento (r,.) para H, e e, .
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E importante notar na Figura 5 que a intensificacdo da situacdo de
confinamento, ou seja, quanto mais diminuirmos o raio de confinamento para o Atomo
de Hidrogénio Confinado (H.) a Entropia Total do Atomo de Hidrogénio (S;) converge
para a Entropia Total da Particula Confinada em uma Gaiola Esférica (e; ). Isso sugere
que o potencial coulombiano, ao confinar, deixa de ser importante e o Atomo de
Hidrogénio passa a se comportar como um Elétron Confinado em uma Gaiola Esférica
(ez). De certa forma essa foi a pergunta explicitada no inicio da introdugdo desta
Dissertacdo pelo artigo do JIAO etal.,(2017). Assim, em regides com forte
confinamento o Atomo de Hidrogénio se comporta como uma Particula Confinada em
uma Gaiola Esférica. Outras duas observacdes podem ser feitas: (i) quando .. cresce, S;
tende para o valor do Atomo de Hidrogénio Livre; e (ii) para valores intermediarios de
1. a curva de S, atinge um minimo.

Constata-se desta forma, que as variacGes de S, e S, respeitam o Principio de
Incerteza Entrdpico, os valores de S; encontrados na Tabela 4 estdo acima dos valores
minimos permitidos que ¢ 6,4341.

A seguir mostramos na Figura 6 a Energia (E) versus o raio de confinamento

para o Atomo de Hidrogénio (H,) da Tabela 4.

3 —®— (1s Hc)
2 0 2 4 6 8 10 12 14
SGC, | ] e I | l =1 -] l L= I | (2 R O] | I | ] B IS | l | I e | I L1 11 I L1 11 5C.C,
400 — [ 400
300 — 300
~ E
S 200 - [ 200
w ] -
100 | - 100
0 — & & . 4 s 4 — 0O
—1(:{“" | S ) L I | Y I R | I | I G S| l | B3 B3R B2l [ | B2l B R I | B4 2 L) l | 2 I [l ] l | I o5 G | —1{}0
-2 0 2 4 6 8 10 12 14

re(u.a.)



53

Figura 6. Energia (E) versus Raio de Confinamento (r,) para 1s do Atomo de
Hidrogénio confinado (H.).

Analisando a Figura 6 da curva de cor azul para 1sH_, constatamos que 0S
valores de E crescem com a reducdo de r., sofrendo uma forte inflexdo quando a
situagdo de confinamento aumenta. Quando o raio de confinamento (r,) aumenta a

Energia (E) de H, vai para a Energia (E) do Atomo de Hidrogénio Livre.

3.3.2 Atomo de Hidrogénio Confinado (H.) para 0 Momento Angular de
1=0.

Na Tabela 5 estdo dispostos os valores esperados da Energia (E) de S,, S, e S;
para diferentes valores de 7. e subnivel s (I=0) para os quatro primeiros estados
quanticos: 1s; 2s; 3s e 4s.

Tabela 5. Energia (E), Entropias de Shannon nos Espacos das Posicdes (S,) e nos
Espagos dos Momentos (S,) e a Soma Entropica (S;) para os estados 1s, 2s, 3s e 4s do
Atomo de Hidrogénio confinado (H,) para diferentes raios de confinamento. Os

valores estdo em unidade atémica (u.a.).

1s
T, E S, S, S;
0,10 468,9930 -6,2445 12,8536 6,6091
0,20 111,0699 -4,1779 10,7787 6,6009
0,50 14,7480 -1,4703 8,0472 6,5768
0,60 9,5277 -0,9382 7,5074 6,5692
1,00 2,3740 0,5290 6,0114 6,5404
2,00 -0,1250 2,3967 4,0993 6,4960
3,00 -0,4240 3,3164 3,1801 6,4965
4,00 -0,4833 3,7942 2,7241 6,5184
5,00 -0,4964 4,0174 2,5244 6,5418
7,00 -0,4999 4,1339 2,4294 6,5633
10,00 -0,5000 4,1446 2,4219 6,5665
12,00 -0,5000 4,1447 2,4219 6,5666
25
T, E S, S, S;
0,10 1942,7204 -6,4475 14,6388 8,1914
0,20 477,8517 -4,3692 12,5594 8,1902
0,50 72,6720 -1,6231 9,8124 8,1893
0,60 49,5847 -1,0767 9,2644 8,1877
1,00 16,5703 0,4555 17,7347 8,1902
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2,00 3,3275 2,5503 5,6660 8,2163
3,00 1,1117 3,8084 4,4543 8,2627
4,00 0,4202 4,7330 3,5651 8,2980
5,00 0,1413 5,4642 2,8175 8,2816
7,00 -0,0513 6,5235 1,5659 8,0894
10,00 -0,1128 7,4462 0,2765 7,71227
12,00 -0,1214 7,7817 -0,2388 7,5429
3s
T E S, S, S
0,10 4406,1217 -6,5222 15,5990 9,0768
0,20 1092,7127 -4,4424 13,5209 9,0786
0,50 170,5852 -1,6919 10,7784 9,0866
0,60 117,4747 -1,1442 10,2324 9,0882
1,00 40,8631 0,3919 8,7093 9,1012
2,00 9,3142 2,4862 6,6645 9,1507
3,00 3,7350 3,7261 5,4960 9,2221
4,00 1,8727 4,6204 4,6890 9,3094
5,00 1,0532 5,3267 4,0741 9,4008
7,00 0,3922 6,4150 3,1208 9,5358
10,00 0,0914 7,5878 1,9502 9,5380
12,00 0,0198 8,1874 1,2345 9,4220
4s
T E S, S, S;
0,10 7857,6292 -6,5611 16,2506 9,6896
0,20 1954,8815 -4,4809 14,1722 9,6913
0,50 308,1972 -1,7296 11,4278 9,6982
0,60 212,9623 -1,1818 10,8818 9,7000
1,00 75,1305 0,3546 9,3570 9,7116
2,00 17,8161 2,4466 7,3066 9,7533
3,00 7,4856 3,6796 6,1327 9,8123
4,00 3,9665 4,5628 5,3235 9,8863
5,00 2,3823 5,2553 4,7160 9,9713
7,00 1,0574 6,3162 3,8287 10,1450
10,00 0,4052 7,4642 2,8572 10,3214
12,00 0,2311 8,0579 2,3022 10,3601

Observando a Tabela 5 as energias do subnivel s, constatamos que os valores de

E crescem com a reducdo de 7., sofrendo uma forte inflexdo quando a situacdo de

confinamento aumenta. Os valores de S, vdo crescendo com 0 aumento de 7, , Ou seja,

quando a distancia de confinamento aumenta a incerteza na localizacdo da particula

aumenta. No entanto, os valores de S, diminuem com o aumento de 7, ou seja, S,

decresce quando r, dirige-se para grandes valores.

Os dados para a Energia (E) em funcdo do raio de confinamento 7, nos estados:

1s; 2s; 3s e 4s do Atomo de Hidrogénio Confinado sio apresentados na Figura 7.
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Figura 7. Energia versus Raio de Confinamento ( r) para os estados 1s, 2s, 3s e 4s do
H..

Observando a Figura 7, constatamos as inflexdes das curvas quando os valores
de r. tornam-se pequenos, os valores esperados de energia crescem com o aumento do
namero quéantico do sistema. Quando o raio de confinamento aumenta, a Energia (E) de
H_vai para a Energia (E) do Atomo de Hidrogénio livre.

Na Figura 8 apresentamos os graficos de S, e S, para diferentes valores de 7.
Nesta figura podemos observar que S, diminui com a restricdo de r,, ou seja, quando a
distancia de confinamento é reduzida a Incerteza na localizacdo da particula diminui.

No entanto, os valores de S, aumentam com a diminuicao de 7.
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Figura8. S, e S, versus Raio de Confinamento ( r¢) para o subnivel s da tabela 5.

Ainda analisando a Figura 8, as curvas S, dos estados: 1s, 2s, 3s e 4s do H,
estdo mais proximos quando 7, tende a zero, enquanto os valores de S, para 0s mesmos
estados: ficam mais afastados levando em consideracdo . tendendo a zero.

Os pontos de intersecdes em cada estado das curvas da Figura 5 para S, e S, em
funcdo de . (X,y) sdo:

1s 5, H. com 1s S, H.: (1, S=S, ) =~ (3,0033; 3,2184);

2s S, H, com 2s S, H : (1, $;=S, ) =~ (3,3029; 4,1523);

3s S, H, com 3s S, H.: (1, $;=S, ) ~ (4,0326; 4,6552);

4s S, H. com4s S, H, : (r;, S,=S, ) =~ (4,5147; 4,9138).

O significado fisico desses cruzamentos é que as Incertezas das Posigcdes e dos
Momentos s@o as mesmas para o estado em que o ponto € igual.

Na Figura 9 sdo apresentadas a Soma Entropica S; em fungdo do raio de

confinamento . para os quatro primeiros estados quanticos com =0 (1s; 2s; 3s e 4s). E

importante notar que com o aumento dos estados quanticos os valores de S, aumentam.
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Alem disso, constata-se que as variacdes de S, e S, respeitam o Principio de Incerteza

Entrdpica, para todos os valores de S; encontrados na Tabela 5 e na Figura 9 estéo

acima do valor minimo permitido que é de 6,4341.

—®— (1s)
1 = {25}
=2 0 2 - 6 8 10 12 72— (3s)
105 111111111111111111111111111111111111111_13'és"
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Figura 9. Soma Entrdpica (S;) versus Raio de Confinamento (r,) para o subnivel s.

Passamos a analisar individualmente a Soma Entrépica (S,) do Atomo de
Hidrogénio Confinado (H,.) com a Soma Entropica (S;) da Particula Confinada em uma
Gaiola Esférica (e;) para os estados quanticos: 2s, 3s e 4s. Aqui omitimos o estado 1s
pois sua analise foi apresentado na sec¢do 3.3.1.

Na Figura 10 temos os valores de S, para o estado 2s (n=2, 1=0) do Atomo de
Hidrogénio Confinado (H,) e da Particula Confinada em uma Gaiola Esférica (e;). Os
valores de E, S,, S, eS, para a Particula Confinada na Gaiola Esférica (e;) séo
apresentados no Apéndice C. Em particular, para 1=0, n=2, obtemos S; (e;) = 8,1926,
cujo valor € muito proximo ao obtido por NASCIMENTO (2018). Nota-se que, para
cada estado quéntico, o valor de S; é constante e independe do raio de confinamento

como verificado por NASCIMENTO (2018). Neste caso, as duas curvas estdo querendo
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dizer que quanto mais diminuirmos o raio de confinamento para o Atomo de Hidrogénio
(H,) a Entropia Total (S;) do Atomo de Hidrogénio converge para a Entropia Total (S,)
da Particula Confinada em uma Gaiola Esférica (e;). Ou seja o potencial coulombiano,
ao confinar a particula deixa de ser tdo importante e 0 Atomo de Hidrogénio passa a se
comportar como um Elétron Confinado em uma Gaiola Esférica (e; ), algo semelhante

como vimos para 1s na seccdo 3.3.1.

—®— (2s Hco)

1 —i— (2s ecC)
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Figura 10. Soma Entropica (S;) versus Raio de Confinamento (r,.) para H, e e; para 0
estado quantico 2s.

Na Figura 11, abordamos a Soma Entropica (S;) em funcdo do raio de
confinamento (r,) para o estado quéntico: 3s dos sistemas H,. e e;. Na Tabela C.1
temos S; e = 9,0744, cujos valores coincidem com o da referéncia de NASCIMENTO
(2018). As duas curvas estdo querendo dizer que guanto mais diminuirmos o raio de
confinamento para o Atomo de Hidrogénio confinado (H.), a Entropia Total (S,) do
Atomo de Hidrogénio converge para a Entropia Total (S,) da Particula Confinada em
uma Gaiola Esférica (e;). Ou seja, o potencial coulombiano ao ser confinado
rigorosamente, deixa de ser importante e o Atomo de Hidrogénio passa a se comportar
como um Eletron Confinado em uma Gaiola Esférica (e; ). Algo semelhante vimos para

0 estado 1s na Figura 5 e para o estudo 2s na Figura 10.
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Figura 11. Soma Entropica (S;) versus Raio de Confinamento (r.) para H, e e;
utilizando o estado quéntico 3s.

Para o estudo do estado quantico: 4sH. e 4se., precisamos das informacGes
contidas na Tabela 5 em que 1=0 e n=4, mais S; (e;) = 9,6866, que é o valor da Soma
Entropica encontrada na presente Dissertacdo para uma Particula Confinada em uma
Gaiola Esférica (e;), seu valor estd disponivel na Tabela C.1. Na Figura 12
visualizamos os valores de S, para o Atomo de Hidrogénio Confinado (H.) e para a
Particula Confinada em uma Gaiola Esférica (e;). Os dois grafico estdo nos dizendo
gque quanto mais diminuirmos o raio de confinamento (r.) para o Atomo de Hidrogénio
Confinado (H,), a Entropia Total (S,) do Atomo de Hidrogénio converge para a
Entropia Total (S;) da Particula Confinada em uma Gaiola Esférica (e;), indicando que
0 potencial coulombiano, ao realizar um confinamento rigoroso, deixa de ser importante
e o Atomo de Hidrogénio passa a se comportar como um Elétron Confinado em uma
Gaiola Esfeérica (e;), semelhante ao observado para os estados 1s, 2s e 3s mostrados

nas Figura 5, 10 e 11, respectivamente.
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Figura 12. Soma Entropica (S;) versus Raio de Confinamento (r,) para H, e e;
utilizando o estado quéntico 4s.

3.3.3- Atomo de Hidrogénio Confinado (H.) para 0 Momento Angular de
I=1.

Apresentamos agora uma discussdo sobre os trés primeiros estados com I=1,
denominados de 2p, 3p e 4p. Salientamos que, neste caso, 0 modulo do nimero
quantico azimutal |m| pode assumir os valores de 0 ou 1. Os calculos foram realizados
usando os mesmos parametros de calculos que os empregados no caso 1=0. Na Tabela 6
sdo mostrados os valores da Energia (E), de S,., S, e S, para diferentes valores de 7, de
subnivel p (I=1) para os trés primeiros nimeros quénticos: 2p; 3p e 4p do Atomo de
Hidrogénio Confinado (H,).



61

Tabela 6. E, S,, S, e S, para o subnivel p do Atomo de Hidrogénio Confinado (H.)
para diferentes raios de confinamento. Na primeira entrada para cada 7. s&o
apresentados os resultados para m=0, e na segunda entrada |m| =1. Todos os valores

estdo em unidade atdmica (u.a.).

2p
T, E S, S, S:
0,10 991,0076 -6,3897 13,4183 7,0286
0,10 991,0076 -6,0829 13,7252 7,6423
0,20 243,1093 -4,3127 11,3397 7,0270
0,20 243,1093 -4,0058 11,6465 7,6407
0,50 36,6589 -1,5712 8,5942 7,0230
0,50 36,6589 -1,2644 8,9011 7,6367
0,60 24,9369 -1,0268 8,0476 7,0208
0,60 24,9369 -0,7200 8,3544 7,6345
1,00 8,2231 0,4949 6,5198 7,0147
1,00 8,2231 0,8018 6,8266 7,6284
2,00 1,5760 2,5439 4,4580 7,0019
2,00 1,5760 2,8508 4,7648 7,6156
3,00 0,4813 3,7238 3,2691 6,9929
3,00 0,4813 4,0307 3,5760 7,6066
4,00 0,1435 4,5430 2,4469 6,9899
4,00 0,1435 4,8499 2,7538 7,6036
5,00 0,0076 5,1597 1,8359 6,9956
5,00 0,0076 5,4665 2,1428 7,6093
7,00 -0,0875 6,0300 1,0057 7,0357
7,00 -0,0875 6,3369 1,3126 7,6494
10,00 -0,1189 6,7838 0,3524 7,1363
10,00 -0,1189 7,0907 0,6593 7,7500
12,00 -0,1233 7,0437 0,1606 7,2044
12,00 -0,1233 7,3506 0,4675 7,8180
3p
T, E S, S, S:
0,10 2960,4623 -6,6529 14,7285 8,0756
0,10 2960,4623 -6,3460 15,0353 8,6893
0,20 734,2292 -4,5743 12,6493 8,0750
0,20 734,2292 -4,2675 12,9562 8,6887
0,50 114,6436 -1,8282 9,9040 8,0759
0,50 114,6436 -1,5213 10,2109 8,6896
0,60 78,9560 -1,2821 9,3546 8,0725
0,60 78,9560 -0,9752 9,6614 8,6862
1,00 27,4740 0,2470 7,8244 8,0714
1,00 27,4740 0,5538 8,1313 8,6851
2,00 6,2690 2,3185 5,7529 8,0713
2,00 6,2690 2,6253 6,0597 8,6850
3,00 2,5162 3,5282 4,5489 8,0771
3,00 2,5162 3,8350 4,8557 8,6908
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4,00 1,2615 4,3863 3,7032 8,0895
4,00 1,2615 4,6931 4,0100 8,7032
5,00 0,7077 5,0530 3,0563 8,1093
5,00 0,7077 5,3598 3,3632 8,7230
7,00 0,2578 6,0654 2,1070 8,1724
7,00 0,2578 6,3723 2,4138 8,7861
10,00 0,0492 7,1632 1,1249 8,2882
10,00 0,0492 7,4701 1,4318 8,9019
12,00 -0,0016 7,7370 0,5982 8,3352
12,00 -0,0016 8,0438 0,9050 8,9489
4p
T, E S, S, S;
0,10 5918,1829 -6,7746 15,5146 8,7400
0,10 5918,1829 -6,4678 15,8215 9,3537
0,20 1472,8370 -4,6955 13,4357 8,7402
0,20 1472,8370 -4,3887 13,7426 9,3539
0,50 232,4280 -1,9475 10,6916 8,7441
0,50 232,4280 -1,6407 10,9985 9,3578
0,60 160,6602 -1,4009 10,1425 8,7417
0,60 160,6602 -1,0940 10,4494 9,3554
1,00 56,7580 0,1305 8,6129 8,7434
1,00 56,7580 0,4374 8,9197 9,3571
2,00 13,5106 2,2078 6,5440 8,7518
2,00 13,5106 2,5147 6,8508 9,3655
3,00 5,7004 3,4230 5,3425 8,7654
3,00 5,7004 3,7298 5,6493 9,3791
4,00 3,0339 4,2858 4,4990 8,7848
4,00 3,0339 4,5927 4,8058 9,3985
5,00 1,8304 4,9563 3,8540 8,8102
5,00 1,8304 5,2631 4,1608 9,4239
7,00 0,8192 5,9715 2,9085 8,8800
7,00 0,8192 6,2784 3,2153 9,4937
10,00 0,3161 7,0609 1,9624 9,0232
10,00 0,3161 7,3677 2,2692 9,6369
12,00 0,1797 7,6276 1,4962 9,1238
12,00 0,1797 7,9345 1,8031 9,7375

Da analise da Tabela 6, constatamos que, as variagGes de S, e S,, respeitam o

Principio de Incerteza Entropico, pois os valores de S, encontrados estdo acima do valor

minimo permitido que € de 6,4341. Adicionalmente, observamos que, como é de se

esperar, os valores de Energia ndo dependem de m. Por outro lado, os valores de S, , S,

e S; variam com o0 nimero quantico azimutal m. Esta dependéncia é devido ao termo

S(YIm), j& que a funcdo de onda radial (e portanto S(Rnl) e S(Fnl)) ndo dependem de

m.
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Na Figura 13, apresentamos os valores esperados de energia (E) para os estados
2p, 3p e 4p do H. em funcdo de r.. Notamos que, quando 7. diminui, os valores das
energias crescem e, para r, — oo, 0s valores convergem para o Atomo de Hidrogénio
Livre. Alem disso, dado um ., os valores de energia aumentam quando o numero

quantico (n=2; n=3 e n=4) do sistema aumenta.

1 —e— (2pHo)
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Figura 13. Energia versus Raio de Confinamento () para o subnivel p.

Passaremos agora para o entendimento do comportamento da S,. e S, em fungéo
de 7., com a representacdo de seus valores na Figura 14, para os estados quanticos
utilizados: 2p; 3p e 4p ao quais chamaremos de: 2p,; 3p, € 4p, para 0 Atomo de
Hidrogénio Confinado com m=0. Observamos nela que S, diminui com a restricdo de
1., OU seja, quando a distancia de confinamento € reduzida a Incerteza na localizagéo da

particula diminui. Em contrapartida, os valores de S,, aumentam com a diminuicdo de

Te.
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Figura 14. S, e S, versus Raio de Confinamento ( r¢) para o subnivel p (m=0).

Acompanhando as inflexdes das curvas da Figura 14 para m=0, enquanto: 2p,

S, H., 3py S, H. e 4p, S, H, estdo mais prdximos quando 7, tende a zero, os valores de:

2poSpH,, 3poSyH, € 4poS, H, encontram-se mais separados tomando como referéncia a

situacdo de r, tendendo a zero.

Os pontos de intersecdes de cada estado das curvas da Figura 14 para S, e S, em

funcéo de 7, (X, y) séo:
2poSy He com 2poSy, Hei(r, , Sp = Sy, ) = (2,7948; 3,5057);
3poSy He. com 3poS, He: (., S = S, ) =~ (3,5505; 4,0517);
4p,S, H. com 4poS, He: (1., Sy = Sp, ) = (4,1368; 4,3966).

Esses cruzamentos significam que fisicamente as Incertezas das Posi¢des e dos

Momentos para estes pontos S80 as mesmas.
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Passaremos agora para o entendimento do comportamento da S, e S, em fungdo
de 7., com a representagdo de seus valores na Figura 15, para os estados quanticos
utilizados: 2p; 3p e 4p ao quais chamaremos de: 2p;; 3p; e 4p, para o Atomo de
Hidrogénio Confinado(H.) com |m|=1. Observamos nela que S, diminui com a
restricdo de 7., ou seja, quando a distancia de confinamento é reduzida a Incerteza na
localizacdo da particula diminui. Em contrapartida, os valores de S, aumentam com a

diminuicao de 7.

1
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Figura 15. S, e S, versus Raio de Confinamento (r¢) para o subnivel p (|m|=1),
denotado nesta Dissertagdo por p;.

Acompanhando as inflex6es das curvas da Figura 15 para |m|=1, enquanto: 2p,
S, H., 3p, S, H. e 4p, S, H, estdo mais préximos quando r, tende a zero, os valores de:
2p1SpH., 3p1S,H, € 4p1S,H,. encontram-se mais separados tomando como referéncia a
situacéo de r, tendendo a zero.

Os pontos de interse¢Oes de cada estado das curvas da Figura 15 para S, e S, em

funcéo de 7, (X, y) séo:

20

15
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2p;1 Sy H. com 2p, Sy, He:(1. , Sy = Sp ) = (2,7948; 3,7931),
3p1Sy H. com 3p, Sy, He: (1, S = S, ) = (3,6119; 4,3418);
4p,S, H. com 4p, S, H.: (., Sy = S, ) =~ (4,1957; 4,6882).

Esses cruzamentos significam que fisicamente as Incertezas das Posi¢des e dos
Momentos para estes pontos sao as mesmas.

Passaremos agora para a Soma Entropica (S;) em funcdo do raio de
confinamento 7., representando na Figura 16, os resultados para os estados quanticos
2p, 3p e 4p, tanto com m=0 e |m| =1, denotados por 2p,, 2p;, 3po, 3p1, 4po € 4p;.
Constata-se, desta forma, que as variagOes de S, e S,, respeitam o Principio de Incerteza
Entropico, pois os valores de S; encontrado na Tabela 6 estdo acima dos valores
minimos permitidos que de 6,4341 e os estados quénticos tém curvas distintas. Nota-se
que com o aumento do estado quéantico o valor da Soma Entropica (S;) aumenta, isso é

perceptivel nas curvas em: 2p,H. , 3poH,, 4p,H., 2p;H,, 3p;H. € 4p, H..
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Figura 16. Soma Entropica (S;) versus Raio de Confinamento (r) para o subnivel p do

sistema H..



67

Observamos agora, os gréaficos, separadamente para cada estado quéntico
principal n do Atomo de Hidrogénio Confinado (H,), e S, versus 7, . Acrescentamos
nesta analise os resultados de S; para uma Particula Confinada em uma Gaiola Esférica
e; , cujos valores estdo disponiveis no Apéndice C.

Na Figura 17 temos os valores para o Atomo de Hidrogénio Confinado (H,) e
para a Particula Confinada em uma Gaiola Esférica (e;) para, n=1, I=1 e |[m|=0 e 1com
os valores de S; (e; ), obtidos na presente Dissertagdo séo 7,0300, para m=0, e S; (e;)
é 7,6437, para |m| =1. Neste caso, os resultados indicam que, quanto mais diminuirmos
o raio de confinamento para o Atomo de Hidrogénio (H,) a Soma Entropica (S,) do
Atomo de Hidrogénio tende para a Soma Entrdpica (S,) da Particula Confinada em uma
Gaiola Esférica (e;). Ou seja, o potencial coulombiano ao ser submetido a um
confinamento rigoroso, deixa de ser dominante e o Atomo de Hidrogénio passa a se
comportar como um Elétron Confinado em uma Gaiola Esférica (e; ), algo semelhante
como constatado em: 1s na Figura 5; 2s da Figura 10; 3s da Figura 11 e 4s da Figura
12.
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Figura 17. Soma Entrdpica versus Raio de Confinamento (1) para 2p, € 2p, para 0s
sistemas H,. e e .
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Para o estudo dos estados quanticos: 3p, e 3p; dos sistemas H. e e_, com n=2,

I=1 e |m|= 0 e 1, apresentamos os valores da Soma Entropica, em funcdo do raio de

confinamento, na Figura 18. Especificamente, S; (e;) € igual a 8,0757 para 3p, €

S (ez) € 8,6894 para 3p,. Na Figura 18 visualizamos que, quanto mais diminuirmos o

raio de confinamento, a Soma Entrépica (S,) do Atomo de Hidrogénio Confinado (H)

converge para a Soma Entropica (S;) da Particula Confinada em uma Gaiola Esférica

(ez). Como discutido anteriormente, o potencial coulombiano, ao sofrer um

confinamento rigoroso, deixa de ser importante e o Atomo de Hidrogénio Confinado

passa a ser um Elétron Confinado em uma Gaiola Esférica (e; ), algo semelhante como

vimos para: 1s na Figura 5; 2s da Figura 10; 3s da Figura 11; 4s da Figura 12 e 2p, e

2p, na Figura 17.

1
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9 | e B3 [ ] I | B3 ) e | I [ I3 e =] | I L_lx1=-1 l [ 2 e =T | I [ (= e | I [ = . 2 | l 1= 9
4| —®— (3poHeo) - -~ -

7 —i— (3poexc) B
sa— | T GpiHo 8,8
" ]| —a— (3p;ec) o e
8,6 — — 8,6

& n _

8.4 — — 8,4
8,2 — — 8,2
- =2 = | B
8 | Iasl 2 [ | I | B3 [ ] I L IR I | I LI L l | Gl S [ | I | 3 [act I | l | (Y I N | ' | I B O | 8
-2 o 2 = 6 8 10 12 14
re (u.a.)

Figura 18. Soma Entrdpica versus Raio de Confinamento (1) para os estados 3p, e 3p;

dos sistemas H. e e, .
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Para o estudo dos estados quéanticos: 4p, e 4p, dos sistemas H. e e_, com n=3,
I=1 e |m|= 0 e 1, apresentamos os valores da Soma Entropica, em funcdo do raio de
confinamento, na Figura 19. Especificamente, S; (e;) é igual a 8,7387 para 4p, e
S (ez) € 19,3524 para 4p,. Na Figura 19 visualizamos que, quanto mais diminuirmos o
raio de confinamento, a Soma Entrépica (S,) do Atomo de Hidrogénio Confinado (H)
converge para a Soma Entropica (S;) da Particula Confinada em uma Gaiola Esférica
(ez). Como discutido anteriormente, o potencial coulombiano, ao sofrer um
confinamento rigoroso, deixa de ser importante e o Atomo de Hidrogénio passa a ser
um Elétron Confinado em uma Gaiola Esférica (e ), algo semelhante como vimos para:
1s na Figura 5; 2s da Figura 10; 3s da Figura 11; 4s da Figura 12; 2p, e 2p, na figura 17
e 3p, e 3p, da Figura 18.

1
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Figura 19. Soma Entropica versus Raio de Confinamento (1) para os estados 4p, e 4p;
dos sistemas H. e e, .
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3.3.4. Atomo de Hidrogénio Confinado (H,) para o Momento Angular de
I=2.

Por fim, apresentamos agora uma discusséo sobre os dois primeiros estados com
momento angular 1=2. Salientamos que, neste caso, 0 mdédulo do numero quantico
azimutal [m| pode assumir os valores de 0, 1 e 2. Os célculos foram realizados usando
0s mesmos parametros de calculos que os empregados nos casos de 1=0 e I=1. Na
Tabela 7 sdo mostrados os valores da Energia (E), de S, S, e S, para diferentes valores
de 7, de subnivel d (I=2) para os dois primeiros nimeros quanticos: 3d e 4d do Atomo

de Hidrogénio Confinado (H.).

Tabela 7. E, S,, S, e S, para o subnivel d do Atomo de Hidrogénio Confinado (H)
para diferentes raios de confinamento. Na primeira entrada para cada 7. s&o
apresentados os resultados para m=0, na segunda entrada |m| =1, e na terceira entrada

temos para |m| =2. Todos os valores estdo em unidade atbmica (u.a.).

3d
T E S, S, S
0,10 1644,5299 -6,3560 14,0038 7,6478
0,10 1644,5299 -6,1339 14,2258 8,0918
0,10 1644,5299 -6,1339 14,2258 8,0918
0,20 407,0429 -4,2772 11,9245 7,6473
0,20 407,0429 -4,0552 12,1465 8,0913
0,20 407,0429 -4,0552 12,1465 8,0913
0,50 63,1602 -1,5304 9,1763 7,6459
0,50 63,1602 -1,3084 9,3983 8,0899
0,50 63,1602 -1,3084 9,3983 8,0899
0,60 43,4051 -0,9842 8,6295 7,6453
0,60 43,4051 -0,7622 8,8516 8,0894
0,60 43,4051 -0,7622 8,8516 8,0894
1,00 14,9675 0,5453 7,0981 7,6434
1,00 14,9675 0,7673 7,3201 8,0875
1,00 14,9675 0,7673 7,3201 8,0874
2,00 3,3275 2,6167 5,0225 7,6392
2,00 3,3275 2,8387 5,2446 8,0833
2,00 3,3275 2,8387 5,2446 8,0832
3,00 1,2928 3,8239 3,8120 7,6359
3,00 1,2928 4,0459 4,0340 8,0799
3,00 1,2928 4,0459 4,0340 8,0799
4,00 0,6214 4,6766 2,9570 7,6337
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4,00 0,6214 4,8987 3,1791 8,0777
4,00 0,6214 4,8986 3,1791 8,0777
5,00 0,3291 5,3344 2,2984 7,6328
5,00 0,3291 5,5564 2,5205 8,0768
5,00 0,3291 5,5564 2,5205 8,0768
7,00 0,0966 6,3155 1,3209 7,6365
7,00 0,0966 6,5376 1,5430 8,0805
7,00 0,0966 6,5376 1,5429 8,0805
10,00 -0,0071 7,3275 0,3352 7,6628
10,00 -0,0071 7,5496 0,5573 8,1068
10,00 -0,0071 7,5495 0,5573 8,1068
12,00 -0,0312 7,8219 -0,1244 7,6975
12,00 -0,0312 8,0439 0,0976 8,1416
12,00 -0,0312 8,0439 0,0976 8,1416
4d
. E S, S, S,
0,10 41155826 -6,5944 15,0677 8,4733
0,10 41155826 -6,3724 15,2897 8,0173
0,10 4115 5826 -6,3724 15,2897 8,173
0,20 1023,7974 -4,5155 12,9884 8,4729
0,20 1023,7974 -4.2934 13,2104 8,9170
0,20 1023,7974 -4,2934 13,2104 8,9170
0,50 161,3570 -1,7680 10,2388 8,4708
0,50 161,3570 -1,5460 10,4608 8,0148
0,50 161,3570 -1,5460 10,4608 8,9148
0,60 111,4854 -1,2215 9,6933 8,4718
0,60 111,4854 -0,9995 9,9153 8,9159
0,60 111,4854 -0,9995 9,9153 8,9159
1,00 39,3153 0,3091 8,1617 8,4709
1,00 39,3153 0,5312 8,3838 8,9149
1,00 39,3153 0,5311 8,3837 8,9149
2,00 9,3142 2,3839 6,0857 8,4696
2,00 9,3142 2,6060 6,3077 8,9136
2,00 9,3142 2,6060 6,3077 8,136
3,00 3,9092 3,5958 48741 8,4699
3,00 3,9092 3,8178 5,0962 8,9139
3,00 3,9092 3,8178 5,0962 8,9139
4,00 2,0684 4,4543 4,0177 8,4721
4,00 2,0684 4,6764 4,2398 8,9161
4,00 2,0684 4,6763 4,2398 8,9161
5,00 1,2397 5,1194 3,3569 8,4763
5,00 1,2397 5,3415 3,5789 8,9204
5,00 1,2397 5,3415 3,5789 8,9204
7,00 0,5457 6,1209 2,3711 8,4920
7,00 0,5457 6,3429 2,5932 8,9361
7,00 0,5457 6,3429 2,5932 8,9361
10,00 0,2024 7,1818 1,3558 8,5376
10,00 0,2024 7,4038 1,5779 8,9816
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10,00 0,2024 7,4038 1,5778 8,9816
12,00 0,1100 7,7254 0,8596 8,5850
12,00 0,1100 7,9474 1,0816 9,0290
12,00 0,1100 7,9474 1,0816 9,0290

Da analise da Tabela 7, constatamos que, as variacOes de S, e S, respeitam o

Principio de Incerteza Entropico, pois os valores de S; encontrados estdo acima do valor

minimo permitido que é de 6,4341. Adicionalmente observamos que, como de se

esperar, os valores de Energia ndo dependem de m. Por outro lado, os valores de S, , S,

e S; variam com o nimero quantico azimutal m. Esta dependéncia é devido ao termo

S(YIm), ja que a funcdo de onda radial (e portanto S(Rnl) e S(Fnl)) ndo dependem de

m.

Na Figura 20, apresentamos os valores esperados de energia (E) para os estados

3d e 4d do H, em funcdo de r.. Notamos que, quando 7, diminui, os valores das

energias crescem e, para r, — oo, 0s valores convergem para 0 Atomo de Hidrogénio

Livre. Além disso, dado um 7., os valores de energia aumentam quando o0 ndmero

quéntico (n=3 e n=4) do sistema aumenta.

1
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Figura 20. Energia versus Raio de Confinamento (r) para o subnivel d da tabela 7.
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Passaremos agora para o entendimento do comportamento da S, e S, em fungdo
de 7., com a representacdo de seus valores na Figura 21 para os estados quanticos
utilizados: 3d e 4d ao quais chamaremos de: 3d, e 4d, para o0 Atomo de Hidrogénio
Confinado (H.) com m=0. Observamos nela que S, diminui com a restricdo de 7, ou
seja, quando a distancia de confinamento é reduzida a Incerteza na localizacdo da

particula diminui. Em contrapartida, os valores de S,, aumentam com a diminuicdo de

7.
1
-2 0 2 < 6 8 10 12 14
20 PN T T N T T N T T N T N T T W T T T I U T I O O A 20
] —&— (3d, Sr Hc) I
3 —— (3doSpHc) [
15_ R4 - |:4d::: SI’ HC] — 15
il —&— (4do) SpHe [[
10 - [ 10
%) E] E
o b5 — 5
0 i B
0 o
P o
-10 TT T T[T T T T[T T T T [T T T T[T T T T[T T T T[T T T T [TTTT -10
-2 0 2 4 6 8 10 12 14

r(u.a.)

Figura 21. S, e S, versus Raio de Confinamento ( r¢) para o subnivel d (m=0).

Acompanhando as inflexdes das curvas da Figura 21 para m=0, enquanto: 3d,
Sy H. e 4d, S, H, estdo mais proximos quando 7, tende a zero, os valores de: 3d,S,H,
e 4d,S,H, encontram-se mais separados tomando como referéncia a situacdo de 7,

tendendo a zero.
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Os pontos de intersecOes de cada estado das curvas da Figura 21 para S, e S, em
funcéo de 7, (X, y) séo:

3dyS, He com 3d,S, Hei(r. , Sy = S, ) = (3,0293; 3,8648);

4d,S, H, com 4doS, H,: (1., S, = S, ) ~ (3,6808; 4,2241).

Esses cruzamentos significam que fisicamente as Incertezas das Posi¢des e dos
Momentos para estes pontos sao as mesmas.

Passaremos agora para o entendimento do comportamento da S, e S, em fungédo
de 7, com a representacdo de seus valores na Figura 22, para os estados quanticos: 3d e
4d ao quais chamaremos de: 3d, e 4d, para o Atomo de Hidrogénio Confinado (H,)
com |m|=1. Observamos nela que S, diminui com a restricdo de 7., ou seja, quando a
distancia de confinamento é reduzida a Incerteza na localizacdo da particula diminui.

Em contrapartida, os valores de S,, aumentam com a diminuicdo de r.

1
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Figura 22. S, e S, versus Raio de Confinamento (r;) para o subnivel d (|m[=1),
denotado nesta Dissertacédo por d, .
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Acompanhando as inflexfes das curvas da Figura 22 para |m|=1, enquanto: 3d,
Sy H. e 4d; S, H. estdo mais proximos quando 7, tende a zero, os valores de: 3d;S,H,
e 4d,S,H. encontram-se mais separados tomando como referéncia a situacdo de 7
tendendo a zero.

Os pontos de intersecOes de cada estado das curvas da Figura 22 para S, e S, em
funcéo de 7, (X, y) séo:

3d,S, H. com 3d,S, H.: (1, , Sy =S, ) = (3,0163; 4,0080);

4d,S, H. com 4d,S, H.: (1., S, = S, ) = (3,7590; 4,4828).

Esses cruzamentos significam que fisicamente as Incertezas das Posicdes e dos
Momentos para estes pontos sao as mesmas.

Passaremos agora para o entendimento do comportamento da S,. e S, em funcéo
de 7, com a representacdo de seus valores na Figura 23, para os estados quanticos: 3d e
4d ao quais chamaremos de: 3d, e 4d, para o Atomo de Hidrogénio Confinado (H,)
com |m|=2. Observamos nela que S, diminui com a restricdo de r;, ou seja, quando a
distancia de confinamento é reduzida a Incerteza na localizacdo da particula diminui.

Em contrapartida, os valores de S,, aumentam com a diminuicao de r.

1
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Figura 23.5, e S, versus Raio de Confinamento (r¢) para o subnivel d (|m[=2),
denotado nesta Dissertacéo por d,.
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Acompanhando as inflexdes das curvas da Figura 23 para [m|=2, enquanto: 3d,
Sy H. e 4d, S, H, estdo mais proximos quando 7, tende a zero, os valores de: 3d,S,H,
e 4d,S,H. encontram-se mais afastados tomando como referéncia a situacdo de 7
tendendo a zero.

Os pontos de intersecOes de cada estado das curvas da Figura 23 para S, e S, em
funcéo de 7, (X, y) séo:

3d,S, H, com 3d,S, H.: (., S = S, ) = (3,0163; 4,0080);

4d,S, H. com 4d,S, H,: (., S, = S, ) = (3,7590; 4,4828).

Esses cruzamentos significam que fisicamente as Incertezas das Posicdes e dos
Momentos para estes pontos sdo as mesmas. Uma observacdo importante notada,
guando o momento angular é 1=2 os valores das entradas |m|=1 e |m|=2 sdo 0s mesmos
para os raios analisados por essa Dissertagéo.

Passaremos agora para a Soma Entropica (S;) em funcdo do raio de
confinamento 7., representando na Figura 24, os resultados para os estados quanticos 3d
e 4d, tanto com m=0 , |m| =1 e |m| =2, denotados por 3d,, 3d,, 3d,, 4d,, 4d, e 4d,.
Constata-se, desta forma, que as variagGes de S,. e S,, respeitam o Principio de Incerteza
Entropico, pois os valores de S, encontrados na Tabela 7 estdo acima dos valores
minimos permitidos que de 6,4341. Nota-se que com o aumento do estado quéntico o
valor da Soma Entropica (S;) aumenta, isso & perceptivel nas curvas em: 3d,H. e
4d,H.. Ja as curvas: 3d,H. e 3d,H. 4dH. e 4d,H. ficam sobrepostas,

respectivamente.
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Figura 24. Soma Entropica (S;) versus Raio de Confinamento () para o subnivel d do
sistema H..

Observamos agora, os gréaficos, separadamente para cada estado quantico
principal n do Atomo de Hidrogénio Confinado (H,), € S, versus 7, . Acrescentamos
nesta analise os resultados de S; para uma Particula Confinada em uma Gaiola Esférica
(ez), cujos valores estdo disponiveis no Apéndice C.

Na Figura 25 temos os valores para 0 Atomo de Hidrogénio Confinado (H,) e
para a Particula Confinada em uma Gaiola Esférica (e;) para, n=1, I=2 e |m|=0,1e 2
com os valores de S; (e;), obtidos na presente Dissertacdo sdo: 7,6480, para m=0;
8,0920, para |m| =1 e |m| =2. Neste caso, 0s resultados indicam que, quanto mais
diminuirmos o raio de confinamento para o Atomo de Hidrogénio (H.) a Soma
Entropica (S,) do Atomo de Hidrogénio tende para a Soma Entropica (S,) da Particula
Confinada em uma Gaiola Esférica (e;). Ou seja, o potencial coulombiano ao ser
submetido a um confinamento rigoroso, deixa de ser dominante e o Atomo de
Hidrogénio passa a se comportar como um Elétron Confinado em uma Gaiola Esférica
(ez), algo semelhante como constatado em: 1s na Figura 2; 2s da Figura 7; 3s da Figura
8; 4s da Figura 9; 2p, e 2p, na figura 13; 3p, e 3p, da Figura 14 e 4p, e 4p, da Figura
15.
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Figura 25. Grafico da Soma Entropica (S;) versus Raio de Confinamento (1) com 3d,,
3d,; e 3d, paraossistemas H. e e .

Para o estudo dos estados quanticos: 4d,, 4d, e 4d, dos sistemas H. e e_, com
n=2, I=2 e |m|=0, 1 e 2, apresentamos os valores da Soma Entrdpica (S;), em fungéo
do Raio de Confinamento (r;), na Figura 26, temos os valores para o Atomo de
Hidrogénio Confinado (H.) e para a Particula Confinada em uma Gaiola Esférica (e;)
para, n=1, 1=2 e |m|= 0, 1 e 2 com os valores de S; (e;), obtidos na presente
Dissertacdo sdo: 8,4728, para m=0; 8,9169, para |[m| =1 e 8,9168, para |m| =2.

Na Figura 26, visualizamos que, quanto mais diminuirmos o raio de
confinamento, a Soma Entrépica (S,) do Atomo de Hidrogénio Confinado (H.)
converge para a Soma Entropica (S;) da Particula Confinada em uma Gaiola Esférica
(ez). Como discutido anteriormente, o potencial coulombiano, ao sofrer um
confinamento rigoroso, deixa de ser importante e o Atomo de Hidrogénio passa a ser
um Elétron Confinado em uma Gaiola Esférica (e; ), algo semelhante como vimos para:
1s na Figura 5; 2s da Figura 10; 3s da Figura 11; 4s da Figura 12 e 2p, e 2p, na Figura
17; 3p, e 3p, da Figura 18; 4p, e 4p, da Figura 19 e 3d,, 3d; e 3d, da Figura 25.
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Figura 26. Grafico da Soma Entropica (S;) versus Raio de Confinamento () com 4d,,
4d, e 4d, para os sistemas H. e e_ .



80

Capitulo 4-Conclusdes e Perspectivas.

Esta Dissertagio teve o intuito de estudar o Atomo de Hidrogénio Confinado,
por meio da Entropia de Shannon, empregado a versdao-p do Método do Elemento
Finito. Para consolidacdo de tal proposta, implementamos um programa computacional
na linguagem Fortran 77, para determinar algumas propriedades do Atomo de
Hidrogénio Confinado (H_). Utilizamos a expansdo da parte radial na funcdo de onda
em um conjunto finitos de funcbGes de base {f;}, para achar as autofuncgdes e os
autovalores de J [W, Ws]. Apos algumas consideragdes, utilizamos um potencial efetivo,
supondo que y; (r) fosse zerar na superficie de uma dada esfera com raio r = ., para
chegarmos na matriz Hamiltoniana {H'};; e na matriz Overlap {0};;, impondo a
condicdo y; (0) =0 e y; (r.) =0, utilizando o Principio Variacional por meio da
versdo-p do Método do Elemento Finito (p-MEP). Para a escolha da malha foi utilizado
0 Procedimento Mecéanico Quantico, ao qual foram usadas as fun¢des ortonormais para
construcdo de quadratura. Com a Entropia de Shannon, também conhecida como Teoria
da Informacdo é possivel fazer a unido com a Teoria Quéntica desencadeando em
expressdes para a Entropia de Shannon no Espaco das Posigdes (S,) e dos Momentos
(Sp), as quais dividimos em S(Rnl), S(Fnl) e S(YIm). Da apropriacéo dessas equagGes
chegamos a Soma Entropica (S;), e a relacdo de Incerteza Entrépica, ao qual (S;), para o
sistema de uma particula, tem um valor minimo de 6,4341. Os momentos angulares em
estudo foram 1=0, I1=1 e I=2 para alguns valores de (r;) e alguns estados (1s, 2s, 2p, 3s,
3p, 3d, 4s, 4p e 4d) observamos algumas caracteristicas comuns para esses estados
quénticos, que passamos a citar.

Ponto de intersecdo das curvas S, e S, para um mesmo estado quantico, em
funcdo de r,., tem um significado fisico importante, pois diz que as Incertezas das
Posicdes e dos Momentos sdo as mesmas naquele cruzamento de curvas.

Por outro lado, analisando a Energia (E) em funcdo do raio de confinamento
(r.), notamos que os valores de E cresce com a reducdo de 7., sofrendo uma forte
inflexdo quando a situacdo de confinamento aumenta. Além disso, quando o raio de
confinamento(r,) aumenta a Energia (E) do Atomo de Hidrogénio Confinado (H.)
tende para a Energia (E) do Atomo de Hidrogénio Livre.

Analisando os graficos para a Soma Entropica (S;) em funcdo do raio de

confinamento (7.), com 0 aumento dos numeros quanticos principais (n), os valores de
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S¢ aumentam. Também constatamos que as variacdes de S, e S, respeitam o Principio
da Incerteza Entropica (S;).

Além disso, encontramos a resposta deixada pelo artigo do JIAO et.al., (2017),
que até entdo era desconhecida a Soma Entropica (S,) do Atomo de Hidrogénio com o
raio de confinamento tendendo a zero. Analisando os estados quéanticos: 1s da Figura 5;
2s da Figura 10; 3s da Figura 11; 4s da Figura 12; 2p, e 2p, da Figura 17; 3p, € 3p, da
Figura 18; 4p, e 4p,; da Figura 19; 3d,, 3d; e 3d, na Figura 25; 4d,, 4d, e 4d, da
Figura 26, constatamos que, quanto mais diminuirmos o raio de confinamento para o
Atomo de Hidrogénio Confinado (H,) a Entropia Total (S,) deste tende para a Soma
Entropica da Particula Confinada em uma Gaiola Esférica (e;). Ou seja, o potencial
coulombiano em um sistema confinado deixa de ser importante para confinamentos
dréasticos e o Atomo de Hidrogénio passa a se comportar como um Elétron Confinado
em uma Gaiola Esférica.

Por fim, concluimos que o procedimento apresentado foi bastante eficiente e
acreditamos ter demonstrado a viabilidade na aplicacdo da obtencdo da Entropia de
Shannon para o &tomo de Hidrogénio confinado usando o Método do Elemento Finito.

As perspectivas de estudos nesta linha de trabalho sdo vastas, podemos citar:
analisar a extensdo da obtencdo da Entropia de Shannon para o Atomo de Hidrogénio
Confinado usando o Método do Elemento Finito, obtencdo da Entropia de Shannon para
outros Atomos Confinados, usando o Método do Elemento Finito; variacdo de Entropia
para estados altamente excitados de Rydberg, efeito de combinagdo com campo externo;
utilizar o Procedimento Mecéanico Quantico Auto-consistente para estudar a Entropia de

Shannon para o Atomo de Hidrogénio Confinado e outros.
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Apéndice A- Unidades em Fisica Atdmica e Molecular.

As unidades atdmicas sdo expressas pelo simbolo u.a, como vimos em algumas

tabelas e do préprio texto dessa Dissertacdo, essa abreviagdo ¢ da expressdo “atomic

unit”.

Na area da Fisica Atdmica e Molecular as quatro unidades fundamentais sédo: a

carga do elétron representado por e, a massa do elétron dado por m,, a constante de

Plank h que pode ser escrita como % e a constante de forca eletrostatica

TTEo

NASCIMENTO (2018. p. 115). Manipulando essas quatros constantes, chega-se as

unidades atdmicas derivadas como: comprimento, energia etc..A tabela seguinte

mostra algumas grandezas, simbolos e nomes de unidades.

Tabela A.1: Algumas grandezas do Sistema de unidades atdbmicas (u.a.)

Quantidade Fisica

Simbolo da unidade

Nome da unidade

Massa me Massa do elétron
Carga e Carga elementar
Acao h Constante de Plank
Comprimento ag Bohr
Energia Ey Hartee
Constante de forca 1 Constante de Coulomb
eletrostatica 4me,
2
Sendo que o raio de Bohr e a, = 428‘:; e a energia de Hartree é dada por : Ej, =
e
i Utilizando para as unidades atdbmicas:

mea3’

me, &, h, a,.
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Apéndice B- Comparagdes dos Valores de S (Rnl) e S(Fnl).

A seguir apresentaremos os valores da Energia (E), Entropia Radial de Shannon S
(Rnl) e a Entropia do Momento Linear de Shannon S(Fnl) para o &tomo de Hidrogénio
em diferentes estados e variagbes do raio de confinamento (7.):
0,2;0,5;0,6;1,0;2,0;3,0;4,0;5,0;7,0 e 10. Para comparar 0s nossos calculos temos as

referéncias E, S(Rnl) e S(Fnl) do artigo informagdes de apoio do JIAO et.al., (2017).

Tabela B.1: Valores do atomo de Hidrogénio confinado para o estado 1s. Todos 0s
valores estdo em unidades atdbmicas (u.a.).

r. Ref. E E Ref .S (Rnl) S (Rnl) Ref. S (Fnl) S (Fnl)
0,10 - 468,9930 - -8,7755 - 10,3225
0,20 111,0699 111,0699 -6,7089 -6,7089 8,2477 8,2477
0,50 14,7480 14,7480 -4,0013 -4,0014 5,5162 5,5162
0,60 9,5277 9,5277 -3,4692 -3,4692 4,9764 4,9764
1,00 2,3740 2,3740 -2,0020 -2,0020 3,4804 3,4804
2,00 -0,1250 -0,1250 -0,1344 -0,1344 1,5683 1,5683
3,00 -0,4240 -0,4240 0,7853 0,7853 0,6491 0,6491
4,00 - -0,4833 - 1,2632 - 0,1931
5,00 -0,4964 -0,4964 1,4864 1,4864 -0,0067 -0,0067
7,00 -0,4999 -0,4999 1,6029 1,6029 -0,1016 -0,1016
10,00 -0,5000 -0,5000 1,6136 1,6136 -0,1091 -0,1091
12,00 - -0,5000 - 1,6137 - -0,1092

Tabela B.2: Valores do atomo de Hidrogénio confinado para o estado 2s. Todos 0s
valores estdo em unidades atdbmicas (u.a.).

T, Ref. E E Ref .S (Rnl) S (Rnl) Ref. S (Fnl) S (Fnl)
0,10 - 1942,7204 - -8,9785 - 12,1078
0,20 477,8517 477,8517 -6,9003 -6,9003 10,0284 10,0284
0,50 - 72,6720 - -4,1541 - 7,2814
0,60 49,5847 49,5847 -3,6077 -3,6077 6,7335 6,7334
1,00 16,5703 16,5703 -2,0756 -2,0756 5,2037 5,2037
2,00 3,3275 3,3275 0,0193 0,0193 3,1350 3,1350
3,00 1,1117 1,1117 1,2774 1,2774 1,9233 1,9233
4,00 - 0,4202 - 2,2019 - 1,0340
5,00 0,1413 0,1413 2,9331 2,9331 0,2865 0,2865
7,00 -0,0513 -0,0513 3,9925 3,9925 -0,9651 -0,9651
10,00 -0,1128 -0,1128 4,9151 4,9151 -2,2545 -2,2545
12,00 - -0,1214 - 5,2506 - -2,7698




Tabela B.3: Valores do atomo de Hidrogénio confinado para o estado 3s. Todos os

valores estdo em unidades atdbmicas (u.a.).

r. Ref. E E Ref .S (Rnl) S (Rnl) Ref. S (Fnl) S (Fnl)
0,10 - 4406,1217 - -9,0532 - 13,0680
0,20 1092,7127 1092,7127 -6,9734 -6,9734 10,9899 10,9899
0,50 - 170,5852 - -4,2229 - 8,2474
0,60 117,4747 117,4747 -3,6752 -3,6752 7,7012 7,7013
1,00 40,8631 40,8631 -2,1392 -2,1392 6,1783 6,1783
2,00 9,3142 9,3142 -0,0448 -0,0448 4,1335 4,1335
3,00 3,7350 3,7350 1,1951 1,1951 2,9650 2,9650
4,00 - 1,8727 - 2,0894 - 2,1580
5,00 1,0532 1,0532 2,7956 2,7956 1,5431 1,5431
7,00 0,3922 0,3922 3,8839 3,8839 0,5898 0,5898
10,00 0,0914 0,0914 5,0567 5,0567 -0,5808 -0,5808
12,00 - 0,0198 - 5,6564 - -1,2965

Tabela B.4: Valores do atomo de Hidrogénio confinado para o estado 4s. Todos 0s
valores estdo em unidades atdbmicas (u.a.).

T, Ref. E E Ref .S (Rnl) S (Rnl) Ref. S (Fnl) S (Fnl)
0,10 - 7857,6292 - -9,0921 - 13,7196
0,20 1954,8815 1954,8815 -7,0119 -7,0119 11,6412 11,6412
0,50 - 308,1973 - -4,2607 - 8,8968
0,60 212,9623 212,9623 -3,7128 -3,7128 8,3508 8,3508
1,00 75,1305 75,1305 -2,1764 -2,1764 6,8260 6,8260
2,00 17,8161 17,8161 -0,0844 -0,0844 4,7756 4,7756
3,00 7,4856 7,4856 1,1485 1,1485 3,6017 3,6017
4,00 - 3,9665 - 2,0317 - 2,7925
5,00 2,3823 2,3823 2,7243 2,7243 2,1850 2,1850
7,00 1,0574 1,0574 3,7852 3,7852 1,2977 1,2977
10,00 0,4052 0,4052 4,9332 4,9332 0,3262 0,3262
12,00 - 0,2311 - 5,5268 - -0,2288




Tabela B.5: Valores do atomo de Hidrogénio confinado para o estado 5s. Todos 0s

valores estdo em unidades atdbmicas (u.a.).

r. Ref. E E Ref .S (Rnl) S (Rnl) Ref. S (Fnl) S (Fnl)
0,10 - 12296,7317 - -9,1159 - 14,2128
0,20 3064,1053 3064,1053 -7,0357 -7,0357 12,1342 12,1342
0,50 - 485,4111 - -4,2844 - 9,3885
0,60 335,9675 335,9675 -3,7366 -3,7366 8,8432 8,8431
1,00 119,3271 119,3271 -2,2005 -2,2005 7,3175 7,3175
2,00 28,8135 28,8135 -0,1104 -0,1104 5,2634 5,2634
3,00 12,3510 12,3510 1,1187 1,1187 4,0840 4,0840
4,00 - 6,6907 - 1,9965 - 3,2684
5,00 4,1176 4,1176 2,6824 2,6824 2,6551 2,6551
7,00 1,9335 1,9335 3,7284 3,7284 1,7711 1,7711
10,00 0,8264 0,8264 4,8565 4,8565 0,8570 0,8570
12,00 - 0,5192 - 5,4406 - 0,3638

Tabela B.6: Valores do atomo de Hidrogénio confinado para o estado 2p. Todos 0s
valores estdo em unidades atdmicas (u.a.).

T, Ref. E E Ref .S (Rnl) S (Rnl) Ref. S (Fnl) S (Fnl)
0,10 - 991,0076 - -8,4888 - 11,3192
0,20 243,1093 243,1093 -6,4118 -6,4118 9,2406 9,2406
0,50 - 36,6589 - -3,6703 - 6,4951
0,60 24,9369 24,9369 -3,1259 -3,1259 5,9485 5,9485
1,00 8,2231 8,2231 -1,6042 -1,6042 4,4208 4,4207
2,00 1,5760 1,5760 0,4448 0,4448 2,3589 2,3589
3,00 0,4813 0,4813 1,6247 1,6247 1,1700 1,1700
4,00 - 0,1435 - 2,4439 - 0,3478
5,00 0,0076 0,0076 3,0606 3,0606 -0,2631 -0,2631
7,00 -0,0875 -0,0875 3,9309 3,9309 -1,0934 -1,0934
10,00 -0,1189 -0,1189 4,6847 4,6847 -1,7466 -1,7466
12,00 - -0,1233 - 4,9447 - -1,9385




86

Tabela B.7: Valores do atomo de Hidrogénio confinado para o estado 3p. Todos os
valores estdo em unidades atdbmicas (u.a.).

. Ref. E E Ref .S (Rnl) S (Rnl) Ref. S (Fnl) S (Fnl)
0,10 - 2960,4623 - -8,7520 - 12,6294
0,20 734,2292 734,2292 -6,6734 -6,6734 10,5502 10,5502
0,50 - 114,6436 - -3,9272 - 7,8050
0,60 78,9560 78,9560 -3,3812 -3,3812 7,2558 7,2555
1,00 27,4740 27,4740 -1,8521 -1,8521 5,7253 5,7253
2,00 6,2690 6,2690 0,2194 0,2194 3,6538 3,6538
3,00 2,5162 2,5162 1,4291 1,4291 2,4498 2,4498
4,00 - 1,2615 - 2,2872 - 1,6041
5,00 0,7077 0,7077 2,9539 2,9539 0,9572 0,9572
7,00 0,2578 0,2578 3,9664 3,9664 0,0079 0,0079
10,00 0,0492 0,0492 5,0642 5,0642 -0,9741 -0,9742
12,00 - -0,0016 - 5,6379 - -1,5009

Tabela B.8: Valores do a&omo de Hidrogénio confinado para o estado 4p. Todos 0s
valores estdo em unidades atdmicas (u.a.).

. Ref. E E Ref .S (Rnl) S (Rnl) Ref. S (Fnl) S (Fnl)
0,10 - 5918,1829 - -8,8737 - 13,4156
0,20 1472,8370 1472,8370 -6,7946 -6,7946 11,3367 11,3366
0,50 - 232,4280 - -4,0466 - 8,5925
0,60 160,6602 160,6602 -3,5000 -3,5000 8,0433 8,0435
1,00 56,7580 56,7580 -1,9686 -1,9686 6,5138 6,5138
2,00 13,5106 13,5106 0,1087 0,1087 4,4449 4,4449
3,00 5,7004 5,7004 1,3239 1,3239 3,2434 3,2434
4,00 - 3,0339 - 2,1868 - 2,3999
5,00 1,8304 1,8304 2,8572 2,8572 1,7549 1,7549
7,00 0,8192 0,8192 3,8724 3,8724 0,8094 0,8094
10,00 0,3161 0,3161 4,9618 4,9618 -0,1367 -0,1367
12,00 - 0,1797 - 5,5285 - -0,6029




Tabela B.9: Valores do atomo de Hidrogénio confinado para o estado 5p. Todos os

valores estdo em unidades atdmicas (u.a.).

. Ref. E E Ref .S (Rnl) S (Rnl) Ref. S (Fnl) S (Fnl)
0,10 - 9863,6048 - -8,9445 - 13,9797
0,20 2458,5750 2458,5750 -6,8651 -6,8651 11,9007 11,9007
0,50 - 389,8509 - -4,1164 - 9,1559
0,60 269,9137 269,9137 -3,5695 -3,5695 8,6071 8,6070
1,00 95,9919 95,9919 -2,0371 -2,0371 7,0774 7,0774
2,00 23,2591 23,2591 0,0424 0,0424 5,0078 5,0078
3,00 10,0070 10,0070 1,2595 1,2595 3,8052 3,8052
4,00 - 5,4420 - 2,1238 - 2,9601
5,00 3,3627 3,3627 2,7952 2,7952 2,3131 2,3131
7,00 1,5920 1,5920 3,8107 3,8107 1,3617 1,3617
10,00 0,6884 0,6884 4,8953 4,8953 0,4091 0,4091
12,00 - 0,4353 - 5,4557 - -0,0505

Tabela B.10: Valores do atomo de Hidrogénio confinado para o estado 6p. Todos 0s
valores estdo em unidades atdmicas (u.a.).

T, Ref. E E Ref .S (Rnl) S (Rnl) Ref. S (Fnl) S (Fnl)
0,10 - 14796,4514 - -8,9908 - 14,4199
0,20 3691,2917 3691,2917 -6,9113 -6,9113 12,3409 12,3409
0,50 - 586,8489 - -4,1623 - 9,5950
0,60 406,6632 406,6632 -3,6152 -3,6152 9,0471 9,0471
1,00 145,1434 145,1434 -2,0824 -2,0825 75172 7,5172
2,00 35,4987 35,4987 -0,0020 -0,0020 5,4466 5,4467
3,00 15,4258 15,4258 1,2158 1,2158 4,2428 4,2428
4,00 - 8,4785 - 2,0807 - 3,3961
5,00 5,2986 5,2986 2,7524 2,7524 2,7468 2,7468
7,00 2,5725 2,5725 3,7676 3,7676 1,7891 1,7891
10,00 1,1636 1,1636 4,8497 4,8497 0,8242 0,8241
12,00 - 0,7629 - 5,4069 - 0,3598




Tabela B.11: Valores do 4tomo de Hidrogénio confinado para o estado 3d. Todos 0s

valores estdo em unidades atdmicas (u.a.).

. Ref. E E Ref .S (Rnl) S (Rnl) Ref. S (Fnl) S (Fnl)
0,10 - 1644,5299 - -8,3971 - 11,9626
0,20 407,0429 407,0429 -6,3184 -6,3184 9,8834 9,8834
0,50 - 63,1602 - -3,5716 - 7,1352
0,60 43,4051 43,4051 -3,0253 -3,0253 6,5884 6,5884
1,00 14,9675 14,9675 -1,4958 -1,4958 5,0570 5,0570
2,00 3,3275 3,3275 0,5755 0,5755 2,9814 2,9814
3,00 1,2928 1,2928 1,7828 1,7828 1,7708 1,7708
4,00 - 0,6214 - 2,6355 - 0,9159
5,00 0,3291 0,3291 3,2932 3,2932 0,2573 0,2573
7,00 0,0966 0,0966 4,2744 4,2744 -0,7202 -0,7202
10,00 -0,0071 -0,0071 5,2864 5,2864 -1,7059 -1,7059
12,00 - -0,0312 - 5,7808 - -2,1655

Tabela B.12: Valores do atomo de Hidrogénio confinado para o estado 4d. Todos os
valores estdo em unidades atdmicas (u.a.).

T, Ref. E E Ref .S (Rnl) S (Rnl) Ref. S (Fnl) S (Fnl)
0,10 - 4115,5826 - -8,6356 - 13,0266
0,20 1023,7974 1023,7974 -6,5566 -6,5566 10,9473 10,9473
0,50 - 161,3570 - -3,8091 - 8,1976
0,60 111,4854 111,4854 -3,2626 -3,2626 7,6521 7,6522
1,00 39,3153 39,3153 -1,7320 -1,7320 6,1206 6,1206
2,00 9,3142 9,3142 0,3428 0,3428 4,0445 4,0445
3,00 3,9092 3,9092 1,5546 1,5546 2,8330 2,8330
4,00 - 2,0684 - 2,4132 - 1,9766
5,00 1,2397 1,2397 3,0783 3,0783 1,3157 1,3157
7,00 0,5457 0,5457 4,0798 4,0798 0,3300 0,3300
10,00 0,2024 0,2024 5,1406 5,1406 -0,6853 -0,6853
12,00 - 0,1100 - 5,6842 - -1,1815




Tabela B.13: Valores do atomo de Hidrogénio confinado para o estado 5d. Todos 0s

valores estdo em unidades atdmicas (u.a.).

. Ref. E E Ref .S (Rnl) S (Rnl) Ref. S (Fnl) S (Fnl)
0,10 - 7569,5425 - -8,7646 - 13,7022
0,20 1886,5823 1886,5823 -6,6854 -6,6854 11,6230 11,6230
0,50 - 299,0647 - -3,9373 - 8,8763
0,60 207,0377 207,0377 -3,3906 -3,3906 8,3284 8,3286
1,00 73,6019 73,6019 -1,8591 -1,8591 6,7973 6,7973
2,00 17,8161 17,8161 0,2180 0,2180 4,7226 4,7225
3,00 7,6572 7,6572 1,4321 1,4321 3,5125 3,5125
4,00 - 4,1596 - 2,2932 - 2,6575
5,00 2,5672 2,5672 2,9608 2,9608 1,9980 1,9979
7,00 1,2122 1,2122 3,9672 3,9672 1,0145 1,0145
10,00 0,5213 0,5213 5,0349 5,0349 0,0005 0,0005
12,00 - 0,3280 - 5,5820 - -0,4966

Tabela B.14: Valores do &tomo de Hidrogénio confinado para o estado 6d. Todos 0s
valores estdo em unidades atdmicas (u.a.).

T, Ref. E E Ref .S (Rnl) S (Rnl) Ref. S (Fnl) S (Fnl)
0,10 - 12009,7539 - -8,8461 - 14,2036
0,20 2996,0881 2996,0881 -6,7668 -6,7668 12,1244 12,1244
0,50 - 476,3235 - -4,0183 - 9,3790
0,60 330,0735 330,0735 -3,4715 -3,4715 8,8298 8,8296
1,00 117,8078 117,8078 -1,9395 -1,9395 7,2988 7,2988
2,00 28,8135 28,8135 0,1389 0,1389 5,2241 5,2241
3,00 12,5211 12,5211 1,3543 1,3543 4,0140 4,0140
4,00 - 6,8823 - 2,2165 - 3,1590
5,00 4,3013 4,3013 2,8853 2,8853 2,4995 2,4995
7,00 2,0885 2,0885 3,8939 3,8939 1,5156 1,5155
10,00 0,9447 0,9447 4,9642 4,9642 0,4991 0,4991
12,00 - 0,6193 - 5,5124 - -0,0013




Tabela B.15: Valores do a&tomo de Hidrogénio confinado para o estado 7d. Todos 0s

valores estdo em unidades atdmicas (u.a.).

T, Ref. E E Ref .S (Rnl) S (Rnl) Ref. S (Fnl) S (Fnl)
0,10 - 17436,8188 - -8,9025 - 14,6035
0,20 4352,4063 4352,4063 -6,8231 -6,8231 12,5243 12,5243
0,50 - 693,1197 - -4,0744 - 9,7789
0,60 480,5768 480,5768 -3,5275 -3,5275 9,2296 9,2298
1,00 171,9177 171,9177 -1,9952 -1,9952 7,6985 7,6985
2,00 42,2967 42,2967 0,0839 0,0839 5,6236 5,6236
3,00 18,4942 18,4942 1,3001 1,3001 4,4133 44133
4,00 - 10,2312 - 2,1630 - 3,5580
5,00 6,4377 6,4377 2,8324 2,8324 2,8980 2,8980
7,00 3,1716 3,1716 3,8421 3,8421 1,128 1,9128
10,00 1,4704 1,4704 49136 4,9136 0,8928 0,8928
12,00 - 0,9822 - 5,4623 - 0,3887
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Apéndice C- Particula Confinada em uma Gaiola Esférica (e;) para: 1=0;

I=1el=2.

Resultados de uma Particula Confinada em uma Gaiola Esférica (e, ) para

1=0.

Tabela C.1: Valores da Energia (E) e Soma Entropica (S;) em funcdo do raio de

confinamento (r) para uma particula confinada em uma gaiola esférica. Para comparar

0S Nosso calculos temos as referéncias de (E) e
(S¢) do NASCIMENTO (2018,p. 66-68).Todos os valores em u.a.

n Ref. E E Ref. S, St e

1 0,1974 0,1974 6,6172 6,6172 5,0

2 0,7896 0,7896 8,1928 8,1926 5,0

3 1,7765 1,7765 9,0743 9,0744 5,0

4 - 3,1583 - 9,6866 5,0
Tabela C.2: Entropia de Shannon (S,) e (

Sp) em funcéo do raio de confinamento (r¢) para a particula confinada em uma gaiola

esférica.

Para

comparar

0S

NOSSO

calculos

temos

as

(Sy) e (Sp) NASCIMENTO (2018,p. 67). Todos os valores em u.a.

referéncias

de

n Ref. S, Sy Ref. S, Sy Tc
1 5,5039 5,5039 1,1133 1,1133 5,0
2 5,2900 5,2900 2,9029 2,9026 5,0
3 5,2136 5,2136 3,8608 3,8608 5,0
4 - 5,1743 - 4,5123 5,0
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Resultados de uma Particula Confinada em uma Gaiola Esférica (e, ) para
I=1.

Tabela C.3: Valores da Energia (E) e Soma Entropica (S;) em fungdo do raio de
confinamento (r.) para uma particula confinada em uma gaiola esférica. Todos o0s

valores em u.a.

n E St ¢
1 0,4038 7,0300 5,0
1 0,4038 7,6437 5,0
2 1,1936 8,0757 5,0
2 1,1936 8,6894 5,0
3 2,3780 8,7387 5,0
3 2,3780 9,3524 5,0
Tabela C.4: Entropia de Shannon (S,) e (

S,) em funcéo do raio de confinamento () para a particula confinada em uma gaiola

esférica. Todos os valores em u.a.

n S, Sy Tc
1 5,3487 1,6813 5,0
1 5,6555 1,9882 5,0
2 5,0841 2,9916 5,0
2 5,3910 3,2985 5,0
3 4,9618 3,7770 5,0
3 5,2686 4,0838 5,0
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Resultados de uma Particula Confinada em uma Gaiola Esférica (e;) para
1=2.

Tabela C.5: Valores da Energia (E) e Soma Entropica (S;) em funcdo do raio de
confinamento (r.) para uma particula confinada em uma gaiola esférica. Todos 0s

valores em u.a.

n E St e
1 0,6643 7,6480 5,0
1 0,6643 8,0920 5,0
1 0,6643 8,0920 5,0
2 1,6544 8,4728 5,0
2 1,6544 8,9169 5,0
2 1,6544 8,9168 5,0
Tabela C.6: Entropia de Shannon (S;) e (

S,) em funcéo do raio de confinamento () para a particula confinada em uma gaiola

esférica. Todos os valores em u.a.

n S, Sy Tc
1 5,3808 2,2672 5,0
1 5,6028 2,4892 5,0
1 5,6028 2,4892 5,0
2 5,1421 3,3307 5,0
2 5,3641 3,5527 5,0
2 5,3641 3,5527 5,0
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