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Resumo

A descricao estatistica de sistemas dindmicos, mais especificamente sistemas hamiltonianos
com muitas particulas, como um gas ideal, é povoada de distribuicdes Gaussianas. A origem
destas distribuicoes esta muito ligada a hipotese do caos molecular, formulada por Boltzmann.
Estes sistemas caoticos, ou mais precisamente, fortemente cadticos, sido caracterizados por
expoentes de Lyapunov positivos, e apresentam divergéncia exponencial de orbitas arbitra-
riamente proximas. Existem sistemas cuja divergéncia de oOrbitas arbitrariamente proximas é
mais lenta que uma relacdo exponencial, — assumindo tipicamente a forma de leis de poténcia
—, por conta de correlagdes espaciais de longo alcance. O expoente de Lyapunov para estes
sistemas resulta nulo, e este regime é dito fracamente cadtico. Distribui¢des ndo Gaussianas,
particularmente g-Gaussianas, tém sido observadas em diferentes sistemas que apresentam
caos fraco, sejam eles dissipativos, como o mapa logistico, ou conservativos, como o mapa
padrao. Neste trabalho, analisamos sec¢des de Poincaré do Hamiltoniano de Hénon-Heiles.
Para energias baixas E < 1/12 as sec¢Oes apresentam-se totalmente povoadas por orbitas re-
gulares. Para 1/12 < E < 1/6, temos uma mistura de regides de orbitas regulares e caéticas.
Encontramos Gaussianas para condic¢des iniciais provindas de regides de caos forte, e distri-
bui¢des g-Gaussianas para aquelas condicoes iniciais em regides de orbitas regulares. Este
cenario é similar ao recentemente encontrado no mapa padrao. Estas distribui¢cdes aparecem
apenas quando se considera o tempo discretizado segundo sec¢des de Poincaré. Também in-
vestigamos através de dindmica molecular o comportamento de um gas bidimensional do tipo
Lennard-Jones (V(r) oc ™%, sendo r a distancia entre pares de moléculas). O pardmetro a re-
gula o alcance da interacao. O sistema ¢é dito de longo alcance quando 0 < a < 2, quando ha
ocorréncia de calor especifico negativo para uma determinada faixa de energia. Examinamos
as distribuicdes dos momentos para estas faixas com o objetivo de verificar a ocorréncia da
quebra de ergodicidade.
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Capitulo 1

Introducao

Esta dissertacdo se dedica a uma analise de distribuicdes de probabilidade em dois siste-
mas Hamiltonianos, um de baixa dimensionalidade, — o sistema Hénon-Heiles —, e um de alta
dimensionalidade, — um géas tipo Lennard-Jones. Os trés primeiros capitulos da dissertagao,
abordam conceitos preliminares que serviram de base para a analise dos sistemas Hamiltonia-
nos tratados nos capitulos 4 e 5. A escolha da ordem dos capitulos 4 e 5 foi tomada com base na
dimensionalidade do sistema, da menor dimensionalidade a maior. No capitulo 4 abordamos
o sistema de Hénon-Heiles, de baixa dimensionalidade, e no 5 o sistema com potencial tipo
Lennard-Jones, de alta dimensionalidade.

No capitulo 1 apresentamos as equacdes candnicas de movimento e discutimos a utilizacdo
de métodos numéricos para integra-las. Introduzimos, inicialmente, os métodos de integracgao
de Euler e de Runge-Kutta de quarta ordem. Mostramos, por meio do exemplo de um oscilador
harménico unidimensional, que estes métodos ndo preservam a estrutura dos sistemas Hamil-
tonianos, uma vez que a energia ndo é conservada. Em seguida apresentamos um integrador
capaz de preservar tal estrutura, o integrador simplético de Yoshida de quarta ordem. Este
integrador foi utilizado na realizacdo das simula¢des discutidas nos capitulos 4 e 5.

No capitulo 2 é feita uma introducdo ao caos deterministico e a dimenséo fractal. Iniciamos
o capitulo com uma abordagem histoérica, onde se narra brevemente o desenvolvimento do
estudo dos sistemas cadticos. Na sequéncia tratamos de duas técnicas (sec¢do de Poincaré e
expoente de Lyapunov) que permitem classificar o sistema quanto a sua caoticidade. Ainda
neste capitulo, expomos a ideia de dimensao fractal, por sua relevancia na teoria do caos, uma
vez que os graficos dos processos cadticos sao fractais.

No capitulo 3 abordamos a mecéanica estatistica ndo extensiva. Apresentamos a entropia
de Tsallis (S;) e discutimos a questdo de sua extensividade e aditividade. Em seguida, mos-
tramos as distribuicdes conhecidas como g-Gaussianas, que podem ser obtidas por meio da
extremizacdo da entropia S,, quando sujeita a determinados vinculos. Discutimos ainda duas
questdes ligadas a potenciais de longo alcance (como o analisado no capitulo 5): (i) a questao
do fator de escala N responsavel por tornar extensiva a energia do sistema; (ii) a questio da
conjectura de Tsallis do equilibrio termodinamico dos sistemas com potencial de longo alcance.
Esta conjectura diz a respeito da ndo comutatividade dos limites termodinamicos, e da possivel
existéncia de dois patamares. O primeiro patamar é de equilibrio metaestavel, descrito pela
mecanica estatistica ndo extensiva, e o outro de equilibrio estavel, compativel com a estatistica
de Boltzmann e Gibbs.

No capitulo 4 estudamos o sistema de Hénon-Heiles. Este sistema apresenta, para deter-
minada faixa de energia, coexisténcia de regides de drbitas caodticas e quase-periddicas. Mos-
tramos exemplos do comportamento destes dois tipos de dOrbitas no espacgo de fases, e sua



caracterizacao por meio do expoente de Lyapunov, SALI (Smaller Aligment Index) e da secgao
de Poincaré. A contetudo original desta dissertacdo é a analise das distribui¢des do sistema de
Hénon-Heiles. De inicio analisamos as distribuicdes de o6rbitas cadtica e quase-periddicas se-
paradamente. Ao tomarmos somente condicdes iniciais caodticas, a distribuicdo é ajustada por
uma Gaussiana, em sua parte central. Para o conjunto de condicdes iniciais formado somente
por orbitas quase-periddicas, a distribuicdo pode ser ajusta por uma g-Gaussiana. Ao tomar-
mos as Orbitas caoticas e quase-perioddica juntas, obtemos uma distribuicao que é composicao
linear da Gaussiana com a g-Gaussina. Este resultado é similar ao obtido no artigo [39] para o
mapa padrao. No apéndice A, encontra-se o fluxograma do algoritmo utilizado nas simulacdes.

No capitulo 5 estudamos, via simulagdo de Dindmica Molecular, um sistema com N par-
ticulas, com potencial entre pares do tipo Lennard-Jones. Este potencial possui um termo
repulsivo e outro atrativo. O termo atrativo decai com a distancia entre pares de particulas (r),
na forma V (r) oc r~%, onde o pardmetro « regula o alcance da interacdo. Se a/d < 1, o poten-
cial é dito de longo alcance, e de curto alcance para outros valores de a/d, sendo d a dimensao
espacial do sistema. Analisamos para este sistema: a evolucdo temporal da energia cinética;
curvas caldricas, onde foram encontradas regides de calor especifico negativo; expoente de
Lyapunov e distribui¢des de momentos.

A estrutura geral da dissertacdo se aproxima de [11]. Ali foram tratados também o sis-
tema Hénon-Heiles e gases tipo Lennard-Jones, de um modo geral; nosso trabalho avalia as
distribuic¢des. O capitulo dedicado aos gases tipo Lennard-Jones segue [7].

1.1 Sistemas Hamiltonianos

A dinamica dos sistemas Hamiltonianos é completamente especificada por uma tnica fun-
¢éo, o Hamiltoniano, H(qy, px,t). Onde g e py sdo, respectivamente, as coordenadas e mo-
mentos generalizados, de um sistema com k graus de liberdade.

A funcdo Hamiltoniana contém toda a informacdo da dinamica do sistema. As equagdes
do movimento expressas em termos de coordenadas e momentos generalizados sdo dadas por:

oH . —OH

e = —, =—, (1.1)
qk apk Dk aqk

as equagdes acima sao conhecidas como equacgdes de Hamilton ou equagdes canonicas do mo-
vimento.
A variacdo do Hamiltoniano com o tempo é dada por:

d_H‘ia—H'+a—H' +8_H_i O IH _IH IH\ M 12
dt -1 aqqu 8Pkpk ot p an 9Pk 8pk 8qk ot’ )
logo, o0 termo entre parénteses ¢é nulo, assim,
dr_ oH s
At ot’ :

‘H é uma quantidade conservada, caso ela ndo dependa explicitamente do tempo. E é uma
constante de movimento, na condi¢do de H representar a energia total do sistema. A discusséo,
nesta dissertagdo, restringi-se a sistemas conservativos.

A importancia do formalismo Hamiltoniano vai além do fornecimento das equagdes de
movimento. Ele também é de fundamental importancia para os fundamentos da Mecénica
Estatistica e da Quantica.



1.2 Integracao Numérica Simplética

A modelagem de fendmenos naturais por meio de equacdes diferenciais, recai frequente-
mente em equagdes nio integraveis que requerem resolucdo numérica. O método mais simples
de integracdo numérica é o de Euler. Neste método, dado o problema de valor inicial:

d
L =fty). comylto) =30, (14
obtém-se uma solucio aproximada de y(t) a y(f + At), na forma

Yn+l :yn+Atf(twyn): (1.5)

onde At é o chamado passo de integragdo assumido pequeno, mas nao infinitesimal.

Ainda que o método desenvolvido por Euler tenha inaugurado a integracdo numérica, foi o
método de Runge-Kutta o responsavel por sua popularizacio, mais especificamente o Runge-
Kutta de quarta ordem (RK4). No RK4 toma-se uma média ponderada dos valores de f(t,7)
em diferentes pontos do intervalo t,, < t < t,,1, enquanto que o método de Euler utiliza um
unico valor, f(t,,v,). A formula da aproximacao do RK4 é:

A
Vnt1 =Vnt Zt(knl + 2kn2 + 2kn3 + kn4)s (1-6)
onde
knl = f( n:yn (1.7)
an = f(t + ]./ZAt Vn + 1/2Atkn1) (18)
kn3 = f(t + 1/2At Vn + 1/2Atkn2) (1.9)
kue = f(t,+Aty, + Atk,s), (1.10)

sdo os incrementos no inicio do intervalo, no ponto central (k,;; e k,3 ) e no fim do intervalo,
respectivamente. A popularidade do RK4 deve-se ao fato dele ser de facil implementacao e
gerar erros menores que o método de Euler.

Vimos na sec¢do 1.1, que sistemas Hamiltonianos independentes do tempo conservam a
energia. No entanto, métodos de integracdo como o de Euler e o RK4, quando aplicados a
estes sistemas, ndo a conservam. Veja, por exemplo, o caso abordado por Yoshida em [49], do
oscilador harmonico unidimensional de Hamiltoniano:

H= %(p2+q2). (1.11)
A solucdo exata da integral de movimento deste sistema é
( g(At) ) _ ( cos(At) sin(At) )( q )
p(At) —sin(At) cos(At) J\ p )’
o método de Euler fornece a solucio:
( An+1 ):( LAt )( an )
Pu+ -At 1 [\ pu )
que leva a um incremento de (1 + At?) na energia a cada passo de integracio,
(Priat + Gt) = (14 AL)(pj + 7). (1.12)
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Ja no RK4 ocorre um amortecimento artificial:

1
(P2 +020) = (1= 5500+ ) (034 02) (1.13)

Este incremento (ou amortecimento) cresce de forma secular, tornando o resultado inaceita-
vel quando se integra por um longo tempo. Estes métodos violam a conservagao da energia,
portanto deve-se utilizar algum outro método de integracdo. Uma alternativa sdo os integra-
dores simpléticos. Eles sdo uma classe de métodos de integra¢do numérica criados para tratar
sistemas Hamiltonianos. Nesta dissertacdo faremos uso do integrador simplétido de Yoshida
de quarta ordem [48]. Dado o Hamiltoniano de energia cinética K e potencial V,

H=K(p)+ Vi(g), (1.14)

a formula do integrador de Yoshida pode ser escrita como,
JK
qi = gi-1 + Atcia_p(pi—l)s (1.15)

A%
pi = Pi-1 —Atdia—q(%‘)’ (1.16)

c; e d; sdo coeficientes. O indice i varia de 1 até n, sendo # a ordem do integrador. Para um
integrador de quarta ordem os coeficiente sio:

1
€l = C4=—"—"""—"7=o
! T 2(2-213)
1_21/3
C = (3= ———————7,
2 37 2(2-2153)
1
dl = d3 = m, (117)
21/3
dy = _2_21/3’
dy = 0.

Os valores das posicdes e momentos apds um passo de integracao sao dados por g4 (eq.1.15) e
p4 (eq.1.16).

Veja na figura 1.1 a comparacao entre RK4 e o integrador de Yoshida. O integrador de
Runge-Kutta de quarta ordem decai a zero, ao passo que o integrador de Yoshida, de mesma
ordem e com o mesmo passo de integracdo (A = 0,1), consegue conservar a energia em uma
determinada faixa. O integrador de Yoshida foi utilizado no capitulo 4 para realizar a simulagao
do sistema de Hénon-Heiles, e no capitulo 5 para o sistema com potencial tipo Lennard-Jones.
Implementamos o integrador em liguagem Fortran ao analisarmos o sistema de Hénon-Heiles,
e C++ no estudo do sistema tipo Lennard-Jones.
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Figura 1.1: Evolucdo temporal da energia mecénica total do oscilador harménico 1.11. Condi-
c¢do inicial: x = 1; p,, = 0. Passo utilizado: A = 0,1.
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Capitulo 2

Topicos de Caos e Fractais

O estudo de sistemas cadticos tem sua origem no final do século XIX com os trabalhos do
matematico francés Henri Poincaré sobre a dindmica de 3 corpos. O problema de 2 corpos,
e.g. sistema Sol-Terra, ja havia sido resolvido por Newton em meados de 1600. Parecia que
o problema de 3 corpos (ou n-corpos) seria uma simples extensdo deste, no entanto ele se
mostrou mais complicado do que aparentava. Grandes matematicos buscaram uma solucao,
dentre eles destacam-se Euler e Lagrange, no entanto estes matematicos encontraram apenas
solucdes particulares ou aproximadas para alguns casos. Poincaré seguiu uma abordagem dife-
rente dos seus predecessores, em vez de procurar uma solucao analitica ele buscou caracterizar
o comportamento qualitativo no espaco de fase.

Embora tenha ocorrido grande progresso no inicio do século XX, foi a partir da década
de 60, com o advento dos computadores modernos, o qual possibilitou o uso massivo de solu-
¢Oes numéricas, que os sistemas cadticos passaram a receber maior atencdo. O escritor James
Gleick [17], em um dos capitulos do seu livro "Caos - a Criagdo de uma Nova Ciéncia", narra a
busca de Edward N. Lorenz, com auxilio do seu computador Royal McBee LGP-30 (veja fig.2.1),
por um modelo meteorolégico capaz de melhorar as previsdes climaticas. Segundo Gleick, a
maioria dos meteorologistas da época achavam que a previsdo nio passava de uma adivinha-
¢do. Foi neste contexto que Lorenz propds seu modelo descrito por um sistema de equacdes
diferenciais néo lineares, que por meio de integragdo numérica simulavam o movimento do
ar na atmosfera. Estas equacdes representavam fatores que influenciavam o clima, tal como:
temperatura; pressio; velocidade do vento etc.

Figura 2.1: Computador Royal McBee LGP-30, mesmo modelo que o utilizado por Lorenz para
simular o clima.
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Certa vez, ao refazer uma simulacgao, Lorenz resolveu pegar um atalho. Para economizar
tempo tomou como condicao inicial um ponto intermediario impresso da simulagdo anterior.
O resultado desta nova simulacdo deveria ser idéntico, mas o que Lorenz viu foi algo bem
diferente. Apesar dos dados coincidirem no inicio, apés um certo tempo eles divergiam a
ponto de ndo possuirem mais nenhuma semelhanca entre si. O seu modelo era deterministico,
nenhuma das equacdes possuiam variaveis estocasticas, portanto ndo havia motivo para existir
discrepancia entre os resultados. Neste momento ele notou que a condicgao inicial que havia
utilizado, impressa no papel, apresentava 3 casas decimais, enquanto que o valor armazenado
na memoria do computador e utilizado nas contas possuia 6 decimais. Esta pequena diferenca
na condi¢do inicial foi suficiente para gerar resultados completamente dispares apos certo
tempo. Esta extrema sensibilidade as condig¢des iniciais levou Lorenz ao entendimento de que
previsdes meteorologicas de longo prazo estdo fadadas ao fracasso, pois jamais sera possivel
conhecer todas as variaveis que influenciam o clima com uma precisdo absoluta, por conta da
propria natureza da medicdo. Sua descoberta foi sintetizada na frase de impacto: “O bater de
asas de uma borboleta no Brasil pode desencadear um tornado no Texas”. Por conta desta frase,
hoje em dia esta sensibilidade as condi¢des iniciais é conhecida, popularmente, como Efeito
Borboleta. As proximas sec¢oes ilustram alguns métodos utilizados para caracterizar sistemas
cadticos.

2.1 seccao de Poincaré

Na maioria das vezes a analise do espaco de fases de sistemas continuos é bem complicada.
Uma maneira de simplificar, sem perder as principais caracteristicas qualitativas do sistema, é
reduzir o estudo do fluxo a um mapa’. Uma forma de se obter o mapa é através da utilizacio
da técnica chamada de método da seccdo de Poincaré.

Considere um sistema n-dimensional,
dditl = filxy,xp,0, %)

(2.1)

d
;tn = fn(xlfxb"' ;xn)-

Toma-se uma hiper-superficie () de dimenséo (17— 1) no espaco de fase n-dimensional, tal que
o fluxo no espaco de fase seja transversal a (). A esta hiper-superficie da-se o nome de secgao
de Poincaré. O mapa é obtido tomando-se a sequéncia dos pontos de intersec¢ao da trajetoria
com ), como ilustrado em fig.2.2. Se X} representa a k-ésima interseccio, entio o mapa é
definido por

Xis1 = P(X3), X= (X1, X2, , Xp)- (2.2)

Ao evoluir a equagao 2.1 por meio de integracdo numérica, depara-se com a dificuldade
para encontrar os pontos de intersec¢do com a sec¢ao de Poincaré, pois dificilmente um ponto
do passo de integracdo pertencera a seccdo. Um artificio bastante empregado para obter a
interseccdo é a interpolacido. Neste método, ao tomar uma superficie () definida por uma
funcgao S(xqy,x,,:--,x,) = 0, que aqui, por simplicidade, adotaremos

S(x1,%x3,-++,x,) =x;—a , com a constante. (2.3)

!Mapa ¢ um sistema dindmico que evolui no tempo de forma discreta.
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Figura 2.2: Sec¢éo de Poincaré. Fonte: Ott [27]

Avalia-se, a cada passo de integracao, se a trajetoria cruzou a sec¢do de Poincaré, em outras
palavras, se ocorreu mudanca de sinal na eq.2.3 em relagdo ao passo anterior. Ao cruzar a
sec¢do, o ponto de interseccédo é obtido por interpolacdo linear entre os dois ultimos pontos.

A técnica descrita acima produz erros, mesmo quando utilizada uma interpolacdo de ordem
mais alta. Em 1982, Hénon prop6s um método que produz erros de ordem desprezivel, quando
comparado a interpolacdo. No artigo intitulado "On the numerical Computation of Poincaré
Maps" [20] ele descreve como rearranjar o esquema de integracao de tal maneira que um ponto
de integracdo esteja exatamente em (). Para isso, efetua-se a permutacdo de coordenadas de
modo que a equagdo 2.3 fique na forma

x,—a=0 (2.4)

com o objetivo de converter x,, na variavel independente, divide-se os (n—1) primeiros termos
da eq.2.1 pela ultima e inverte a tltima equagéo:

dX1 _ f_1

dx, ~ fu

dxu1 _ fa1 (2.5)
dxn - n

a1

ax, = fu

Com este novo arranjo do sistema, agora com X, como variavel independente, integrar de
modo a obter exatamente o ponto de interseccdo da 6rbita com a seccdo passa a ser uma tarefa
trivial. Basta evoluir o sistema 2.1 até que a mudanca de sinal seja detectada (passagem pela
seccdo) e entdo realizar um Unico passo de integracdo (de tamanho Ax,, = —S) no sistema 2.5,
o que leva a Orbita exatamente para a superficie da seccao. Depois retorna-se a equagio 2.1 e
repete-se o procedimento até cruzar novamente a seccéo.

Os sistemas 2.1 e 2.5 podem ser incorporados em um unico. Para isto define-se T como
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variavel independente atual, isto é T =t para 2.1 e T = x,, quando utiliza-se 2.5, e

dt

K=— (2.6)
dt

com o auxilio destas variaveis podemos reescrever os sistemas em uma Unica forma:

dxl _

Tr =Kk

v, (2.7)

dt — Kf”

ab — g

dt )

As equacgdes de 2.1 e 2.5 passam a ser casos particulares deste sistema quando adota-se k = 1
e k = 1/f,, respectivamente.

2.2 Sensibilidade as Condicoes Iniciais

A caracterizacdo das orbitas por meio da seccio de Poincaré é inviavel para sistemas com
muitos graus de liberdade, pois ndo é possivel visualizar a dindmica em um espaco de fase
N-dimensional quando N > 3. A natureza ordenada ou cadtica de um sistema com nimero
arbitrario de graus de liberdade pode ser feita, alternativamente, por meio da analise da diver-
géncia de orbitas inicialmente proximas. Sistemas caéticos apresentam divergéncia exponen-
cial de o6rbitas inicialmente proximas, o que resulta em uma de suas principais caracteristicas:
a extrema sensibilidade as condicdes iniciais. Varios métodos de caracterizacdo de orbitas sdo
baseados nesta divergéncia, talvez os mais populares sejam o expoente de Lyapunov e o SALI
(Smaller Alignment Index) [35].

2.2.1 Expoente de Lyapunov

O expoente de Lyapunov é uma estimativa da taxa média de divergéncia ou convergéncia
entre duas trajetorias inicialmente préximas. Considere uma o6rbita de referéncia que possui
condi¢do inicial x;(0), e uma segunda 6rbita com condicéo inicial x,(0) = x;(0) + £(0), onde
€(0) é a distancia inicial entre as Orbitas, arbitrariamente pequena. Evolui-se as orbitas até
um dado instante ¢, como mostrado na figura(2.3). No instante t, a distancia entre as orbitas
sera de &(t) = x,(t) — x1(t). A divergéncia exponencial apresentada por sistemas cadticos é
representada por

le(t)] o e, (2.8)

onde |&(t)| é a norma do vetor € no instante ¢, e A é o chamado expoente de Lyapunov, que é
obtido pelo limite:
. . et
A=lim lim —ln| Gl

toooe(0)—0 ¢ |e(0)]

(2.9)

Sistemas caoticos exibem A > 0. Se A < 0, o sistema possui um atrator, logo ele é dissipativo
com Orbita periddica estavel. O caso limite A = 0, segundo essa caracterizagdo, mantém inva-

riante a distancia inicial entre as 6rbitas, neste caso o sistema é periédico ou quasi-periddico.
2

2 Alguns autores, por exemplo Strogatz [37], intitulam as 6rbitas com A = 0 de estabilidade neutra.
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Figura 2.3: Divergéncia entre duas orbitas inicialmente proximas. Fonte: Ott [27]

Um sistema com um espago de fase N —dimensional, possuird N expoentes de Lyapunov,
cada um referente a uma dimensdo. O conjunto de todos expoentes, {1;}, é denominado de
espectro de Lyapunov. Por defini¢do, permuta-se o indice 7 de modo a resultar:

A2 A2 Ay, (2.10)
assim o maior expoente sera A;. Para tempos longos a divergéncia 2.8 sera dominada assinto-
ticamente por 1;, como mostrado na equacio abaixo.

1/2

2 2
|e<t>|=e*1f|e1<o>|(1+(228;) e2<Az—M>t+...+(%) ezun-*ﬂf] ~eMie, (0)). (2.11)

Portanto, basta que o maior expoente seja positivo para que haja caos. O expoente Ay é deno-
minado de expoente de Lyapunov maximo, usualmente representado por A,,,,. Nesta disserta-
¢ao, nos concentramos no calculo de A,,,,, e, por parcimoénia, vamos designa-lo simplesmente
por A.

Ao calcular o expoente de Lyapunov, via computagido numérica, defronta-se com a difi-
culdade de lidar com o aumento exponencial de |e(t)|, que pode acarretar overflow numérico.
Esta dificuldade pode ser contornada por meio do método de Benettin, descrito em [5]. Neste
método, fixa-se um nimero « de iteragdes, a cada « iteracOes a oOrbita perturbada é renorma-
lizada. Em outras palavras, ela é substituida por uma nova com mesma dire¢do, porém com
uma distancia estabelecida |&(0)|, em relagdo a 6rbita fiducial. Este procedimento é repetido m
vezes, como ilustrado na figura 2.4. Por fim, calcula-se A por meio da expressio:

(2.12)

O limite m — oo da equagdo 2.12 nio é viavel por meio de computacdo numérica. Todavia,
como A aproxima-se assintoticamente de um valor constante, o calculo do expoente pode ser
realizado até um instante f, tal que a curva se torne horizontal em um grafico A versus m.



Figura 2.4: Tlustracdo da renormalizagao periddica da orbita pertubada. Fonte: [4]

2.3 Dimensao Fractal

O matematico Benoit Mandebrolt cunhou o termo fractal (do latim fractus, significa fra-
¢do, quebrado) para descrever o conjunto de figuras geométricas que comumente apresentam
autossimilaridade, complexibilidade e dimensao fracionada. Um objeto é dito autossimilar
quando parte do objeto se parece com o todo em diferentes escalas, como no triangulo de
Sierpinski e na samambaia de Barnsley (Figura 2.5).

Abbd

A )

35

o b

e

b

ﬁﬂﬁ%:@ﬂﬁ%ﬁﬂﬁ‘%ﬁﬂﬁ%
Triangulo de Sierpinski Samambaia de Barnsley

Figura 2.5: Triangulo de Sierpinki e Samambaia de Barnsley.

Os objetos da geometria Euclidiana possuem dimensao topolégica inteira: pontos tém di-
mensao zero; segmento de reta é unidimensional; superficie dimensédo dois etc. Os fractais
possuem formas mais complexas, contudo a dimenséo topoldgica néo a capta. A dimenséao de
Hausdorff surge como uma alternativa capaz de exprimir esta complexidade, podendo inclu-
sive assumir valores fracionarios. A func¢éo para o calculo da dimensao de Hausdorff pode ser
deduzida de modo intuitivo, como mostraremos a seguir. Uma linha de tamanho L pode ser
medida a partir de segmentos de comprimento ¢, logo, sdo necessarios N (&) segmentos para
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recobri-la,

L 1
N =(:) (2.13)
€
De maneira analoga, para recobrir um quadrado de lado L séo necessarias N (¢) caixas,
L 2
NG =(5) - (2.14)
€
e para um cubo:
L 3
N(e) = (g) . (2.15)
Extrapolando estes resultados para um hipercubo Dy-dimensional, temos:
L\Po
N(e) = (—) . (2.16)
€
A partir da eq.2.16 chegamos a expressao da dimensao de Hausdorft:
. logN(e)
Dy =1lim —————, 2.17
0= 0 log (L/e) 217)

onde N (¢) é o nimero de hipercubos de lado ¢ necessarios para cobrir o conjunto de pontos
da figura. A fim de exemplificar, tomemos o conjunto de Cantor, cuja construcido geométrica
é realizada através das seguintes etapas:

- Etapa 1 toma-se inicialmente um segmento de reta de comprimento L = 1;

Etapa 2 divide-se o segmento em 3 partes iguais;

Etapa 3 remove-se o terco central;

Etapa 3 repete-se n (n — o0) vezes o procedimento, a partir da etapa 2, para cada seg-
mento restante, como mostrado na figura 2.6.

n=0

n=1 Ne de iteracdes (n) | N(¢) €
< 0 1 L
on=2—  — e 1 2 | L/3
S 2 [ Lp9
©
g3 - T T 3 8 | L/27
Yhn=4---- - - o 4 16 | L/81
z : : :

n 2" | L/3"
n-00 Conjunto de Cantor

Figura 2.6: Conjunto de Cantor

A tabela ao lado da figura 2.6, mostra que N (¢) = 2" e ¢ = 1/3", onde n é o numero de iteracdes,
logo, tomar ¢ — 0 na Eq.2.17 é equivalente a tomar 1 — oo, portanto a dimensao de Hausdorft
do conjunto de Cantor é:

log 2" log 2"
Dy = lim 98< _ 8
e—0log3" n—colog3"

~0,63. (2.18)
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A Eq. 2.17 desempenha papel fundamental no estudo dos fractais, sendo utilizada por
Mandelbrot [26] para defini-los como um conjunto no qual a dimensao de Hausdorff excede
a dimensao topologica. Devido a essa intima relacdo que possui com os fractais, a dimensao
de Hausdorff é também conhecida como dimenséao fractal, a partir daqui passaremos a utilizar
este termo.

Box counting é um dos métodos numeéricos que possibilita o calculo da dimenséo fractal,
mesmo quando néo se conhece a expressao analitica que viabiliza a aplicacdo direta da equacdo
2.17 (como a que foi obtida para o conjunto de Cantor). No método box counting recobre-
se o espaco de fases com caixas de tamanho ¢, e entdo conta-se o numero de caixas N(¢)
que contenham pelo menos um ponto. Este procedimento deve ser realizado para diversos
valores de €. A dimenséao fractal D, entdo é obtida como o coeficiente angular do grafico
logN(¢) xlog1/e.
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Capitulo 3

Mecanica Estatistica nao Extensiva

3.1 Entropia de Tsallis

Por volta de 1870, o fisico austriaco Ludwig Boltzmann apresentou ao mundo a sua célebre
funcio’ :

S=klnW. (3.1)

A importancia desta expressdo reside no fato dela fazer a ponte entre as descri¢des macros-
coOpica e a microscopica de sistemas constituidos por um niimero muito grande de elementos.
A entropia S, que aparece no lado esquerdo da equagdo 3.1, é a grandeza macroscopica in-
troduzida por Clausius, e conectada com as demais através das relagdes termodindmicas. No
seu lado direito, W representa o nimero de microestados acessiveis ao sistema compativeis
com um determinado macroestado, e k é uma constante positiva que define a unidade utilizada
para a entropia (no Sistema Internacional de Unidades, p. ex., k = 1,38 x 1023 J/K), chamada
constante de Boltzmann.

A expressdo para a entropia foi ampliada por Gibbs, redescoberta e utilizada por Shannon
na teoria da informacéo:

w w 1
SBG:—kZpilnp,- :kZpiln;. (3.2)
i=1 i=1 !

Esta equacéo é conhecida como entropia de Boltzmann-Gibbs-Shannon, ou simplesmente en-
tropia de Boltzmann-Gibbs, e aqui a representaremos por Sg;. Na Eq. 3.2, p; simboliza a
probabilidade correspondente a cada microestado. Quando os microestados sdo equiprova-
veis, isto é, p; = 1/W Vi, a equacdo 3.1 é recuperada. Spg, que é mais precisamente um
funcional, exerce papel central na formalizacdo da mecéanica estatistica (ME).

A ME é uma das grandes areas da fisica, juntamente com a teoria eletromagnética de
Maxwell e as mecanicas classica, quantica e relativistica. Devido o sucesso obtido ao ser apli-
cada a iniimeros sistemas, o formalismo de Boltzmann-Gibbs foi visto por muito tempo como o
unico possivel para a ME. Contudo, como toda teoria, ela possui um dominio de validade, que
depende das hipoteses tomadas em sua formulacdo. Tsallis expde em seu livro [40] trechos en-
contrados na literatura que indicam alguns desses limites de validade. Dentre os sistemas que
podem extrapolar o contexto da ME de Boltzmann-Gibbs, estdo os que possuem uma ou mais
das seguintes caracteristicas: interacdo de longo alcance, memoria de longa duracgao, quebra
de ergodicidade, expoente de Lyapunov nulo, estrutura fractal ou multifractal.

IEsta equaciio aparece, pela primeira vez, no livro Teoria do Calor, de Max Planck. Contudo esta equacio é
atribuida a Boltzmann, pois este claramente tinha conhecimento dela.
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Diversas generalizac¢des da entropia 3.2 foram realizadas no contexto da teoria da informa-
¢do. A titulo de exemplo, temos a entropia de Rényi [29,32] e a de Havrda e Charvat [19]. Em
um artigo de 1988 [41], Constantino Tsallis introduziu, no &mbito da ME, a generalizacao:

k
Sy=———|1- Zp? . (3.3)

O parametro g é um numero real, chamado de indice entrépico. No limite ¢ — 1 a Eq. 3.2 é
recuperada, isto pode ser verificado facilmente via o procedimento de L’Hopital.
Com auxilio da func¢ao g-logaritmo [42], definida por:

— x!0-1 +
lnqx = ﬁ (x eR , g€ R), (34)

pode-se reescrever a Eq.3.3, de modo a resultar uma forma analoga a 3.2, como segue:

u 1
S, =k Zpilnq o (3.5)
i=1

No caso de equiprobabilidade, esta expressao fica

k .
S =1 [1-W 7] =kln, W. (3.6)

A fungdo In, x é uma generalizagio do logaritmo, pois o recupera para g — 1. A fungio inversa
do g-logaritmo, denominada g-exponencial, ¢ dada por

—
—

[1+(1—g)x]™, q>1,

[1+(1—g)x]™a 6(x+117q), g<1L

eq = exp,(x) = (3.7)

—|
—

Para g < 1, a funcao g-exponencial apresenta um corte (cut-off), representado pela funcgao de
Heaviside O(x).

Varias generalizacoes foram realizadas no contexto da ME nao extensiva ou inspiradas por
ela, como a q-éllgeblra2 e as distribuicdes g-Gaussianas, discutidas na secdo 3.2. Tais genera-
lizagbes sdo, por vezes, nomeadas de g-generalizacdes, devido a ubiquidade do pardmetro 4.
Assim como a entropia de Tsallis, elas recuperam, no limite g — 1, os correspondentes casos
usuais.

Uma das formas de generalizar uma teoria é por meio da substitui¢io de um dos seus
postulados por outro mais fraco. Foi esta a abordagem adotada por Tsallis. A entropia S, viola
a aditividade, expressa na primeira parte do terceiro postulado de Callen [10], assim enunciado:

Postulado III The entropy of a composite system is additive over the constituent subsystems.
The entropy is continuous and differentiable and is a monotonically increasing function of the

energy.

2Existem diferentes generalizacbes da lgebra usual, algumas delas denominadas g-algebra; tratam-se, pois,
de diferentes g-algebras. Obviamente aqui abordamos aquela ligada ao formalismo associado a entropia S;.
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Ou seja, este postulado implica que a entropia de um sistema composto por dois subsistemas
A e B probabilisticamente independentes (i.e., p;;(A + B) = p;(A)p;j(B) Y(i,])), deve ser

S(A+B)=S(A)+ S(B). (3.8)

A entropia Spg satisfaz esta relacdo, porém o mesmo nédo ocorre com a entropia de Tsallis,
como mostrado abaixo.

De 3.3, temos
r [ W, Wy
S4+B) = ~; 1=} ) (pil4)p;(B)’
| =l =
v A Wp
= o [P i)', (3.9)
! j=1
COomo W W
5,0 = 1-Y | = Y puan=Is,m41 a0
q 1= q L 1 L i k q .
) k &, O 1-
Sy(B) = [1-)_p(B)| = ;mz(B))q:T”’sq(Bm, (311)
logo 3.9 fica
k _ -
S(A+B) = 1—(1k—qu(A)+l)(lk—qu(B)+l)]
S,(A+B) = Sq(A)+Sq(B)+1;qu(A)Sq(B). (3.12)

k

Portanto, a entropia de Tsallis é ndo aditiva com g = 1.

No inicio da formulacdo da mecanica estatistica ndo extensiva, os conceitos de aditividade
e de extensividade se confundiam. Efetivamente, para o caso de sistemas simples, descritos
por BG, esses dois conceitos coincidem. Mas para algumas classes de sistemas, aditividade e
extensividade se separam. Como visto anteriormente, uma variavel X é aditiva se X(A + B) =
X(A)+ X(B), porém para ser extensiva ela deve satisfazer:

0< lim @ < 00, (3.13)
N—>oo

onde N ¢é o niimero de elementos que constituem o sistema. No caso da entropia, se conside-
rarmos um sistema cujo o nimero de microestado escale da forma

WocyN, com pu>1, (3.14)

(e.g., para N dados independentes de 6 faces, temos W = 6'), a entropia de Boltzmann-Gibbs
resulta
Spc(u) = Nklnp,

logo Sp(pY) o< N, por conseguinte Sp é extensiva, pois satisfaz 3.13. J4 a entropia Sg. nesse
caso, resulta

k
S B o

q
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portanto, ndo extensiva para q # 1. No entanto, para sistemas correlacionados que possuem a
forma
W o« NP, comp >0, (3.16)

a entropia Spg deixa de ser extensiva (Sgg o< In N). Por outro lado,

S, = —1L 1-NP-a)] (3.17)
-q

passa a ser extensiva desde que ¢ = 1-1/p (5, oc N). Isto posto, a entropia de Tsallis é extensiva
para sistemas cujo espago de fases cresca com uma lei de poténcia, enquanto a entropia de
Boltzmann-Gibbs é extensiva para sistemas cujo espaco de fases crenca exponencialmente
com o numero de constituintes. Em ultima analise, a forma funcional da entropia adequada a
um determinado sistema € aquela que garante sua extensividade. A entropia S, € ndo aditiva,
pois satisfaz a equagao (3.12), mas pode ser extensiva, de acordo com o sistema. A entropia de
BG ¢ aditiva, pois satisfaz a equagao (3.8), mas é extensiva apenas para sistemas cujo espago
de fases obedeca a equagéo (3.14). Néo € apropriado, portanto, dizer que a entropia S, € néo
extensiva. Ela é, de fato, ndo aditiva. Mas a denomina¢do mecéanica estatistica ndo extensiva é
apropriada, por que a energia para sistemas com interacdes de longo alcance é ndo extensiva.
Além disso, o uso se tornou tio difundido que ficou dificil adotar uma denominacio talvez
mais apropriada.

3.2 Otimizacao S,

A distribuicao de probabilidade que otimiza a entropia, qualquer que seja, depende do
conjunto de restricdes impostas ao sistema. Se o sistema é isolado, ou seja, no ensemble mi-
crocandnico, a Unica restricao é:

Z p;i=1. (3.18)

Imposta a restri¢do da norma, eq.3.18, ao otimizar a entropia S, obtém-se a equiprobabilidade
p; = 1/W Vi, logo
Sy =kln, W. (3.19)

No chamado ensemble canoénico, o sistema esta em contato com um reservatorio térmico
por meio de uma parede diatérmica, mas fixa e impermeavel, possibilitando assim a troca de
energia entre o sistema e o reservatorio. Nesta situacdo é imposta mais uma restrigao, além
da normalizagdo 3.18. Na ME de Boltzmann-Gibbs esta restri¢do é expressa por meio do valor
esperado (primeiro momento) da energia:

W
<E;>= ZpiEi =U, (3.20)
i=1

onde {E;} sdo os autovalores do Hamiltoniano do sistema e U a energia interna. Porém, na
ME nio-extensiva, a restricdo 3.20 nio se apresenta como a uUnica possivel. Diferentes ge-
neralizagdes do valor esperado foram propostas [13,41,44] com intuito de preservar algumas
propriedades usuais. Estas generalizacdes serdo discutidas brevemente com o objetivo de apre-
sentar ao final da secdo algumas distribui¢des que generalizam a Gaussiana via otimizacdo da
entropia de Tsallis.
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No artigo [44] e no livro [40] sdo apresentadas trés possiveis generalizacdes para o valor

N 1 2 3

esperado. Vamos usar a mesma notagao usada em [44], U(; ), U‘; ), U‘; )
trés casos.

O primeiro caso € o valor esperado usual, e foi também utilizado no artigo seminal da ME

nido-extensiva [41], de 1988:

para representar os

- (1)
Y piEi=Uy", (3.21)
i=1
originando a distribuicao
BUE;
m__[1-(q- 1)/5 ”E ]”(q‘” e2- a
7=1 q Z] 1 2 q

Essa possibilidade origina alguns problemas:

+ ndo permite uma conexao satisfatoria com a termodinamica no sentido de que nenhuma
funcéo de particdo pode ser definida, o que ndo dependeria do pardmetro a, mas apenas

(1)

A , . . . 1 -
do parametro ;= Além disso p;(1) ndo é invariante, para um [)’((1 ) fixo, em relacdo a

a+b

uma mudanga de zero da energia. na verdade, ez’ # eqeq se (q # 1), e, portanto, como

esta, ndo é possivel fatorizar o novo zero da energla para que ele seja cancelado entre
numerador e denominador.

« implica em divergéncias em alguns sistemas andmalos como a superdifusdo anomala de
Levy (lembrando que o segundo momento associado as distribui¢des de Levy divergem).

O segundo caso, o valor esperado fica generalidado de acordo com

quE = (3.23)

0 que, ap6s a otimizacao, origina a distribuigao

@ _[1-(1-gp?E]"

(3.24)
! (2)
Z‘I
com a funcao particdo generalizada dada por
(2) -
Zy" =) [1-(1-q)pPE;V19. (3.25)
j=1
No terceiro caso, o valor esperado fica generalizado por
W
<E;i>,= ZPiEi = Uy, (3.26)
i=1
onde sdo utilizadas as chamadas probabilidades escort, definidas em [3]:
q
p.
j=1Pj
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A otimizacdo da entropia S, sujeita a este vinculo origina a distribuicao:

(3) 3)
3 3 - —Bq (Ei=Ug™)
3 [1-(1 — )Y NE - U0 e !
Pi = (3) - 3) (3.28)
Z4 V4
com -
3
i) = _ (3.29)
w [ (3) q
j=11P; ]
e a funcio particdo generalizada fica dada por
W 6. 0
zP =y M, (3.30)
j=1

A generalizagdo da Gaussiana decorre imediatamente da g-exponencial. A otimizacio da
entropia Sq com as restricdes de normalizacdo, eq. 3.18, e segundo g-momento finito leva a
g-Gaussiana. E possivel usar o segundo momento generalizado de acordo com os casos (2) ou
(3). A versao (2) foi utilizada em [8] [9]. A versdo (3) foi utilizada em [14]. De um modo geral,
a g-Gaussiana ¢é definida por

1
[1- (=g, 2], 7>1
_ﬂqxz 1
pg(x) =Cge = (1 2] 1
q q9°9 [1 (1-q)Bgx ] , selx| < TaF,; <1
0, em outro caso

A constante C, € responsavel pela normaliza¢io da distribuicdo. B, é o parametro de La-
grange associado ao segundo momento. Suas expressdes variam de acordo com os casos (2)
ou (3). Como, neste trabalho, usamos a g-Gaussiana como uma fungio ajustada aos dados,
estas variaveis C, e B, (e também g) sdo obtidas pelo procedimento de otimizacao, e assim néo
necessitamos as expressoes que as definem. Elas aparecem na Secéo 4.5.

A figura 3.1 ilustra trés casos de g-Gaussianas e a Gaussiana usual, para comparacdo. Para
que a distribuicdo seja normalizavel, g < 3. O caso g = 2.9 ¢é apresentado com o objetivo de
ilustrar que a curva vai se aproximando de uma distribuicao uniforme em todo o dominio. No
limite ¢ — 3, a curva vai se confundir com o eixo horizontal.
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Figura 3.1: Distribuicdes g-Gaussianas para alguns valores de g. Nesta escala mono-log, uma
Gaussiana se apresenta como uma parabola (linha pontilhada).

3.3 Escalonamento de Sistemas Nao Extensivos

Considere um sistema Hamiltoniano,
p?
f— l ..
H= Z%'F Z’V(TL]), (331)
1#]
que possua potencial atrativo entre pares de particulas, do tipo:

V(r) e —ria, (3.32)

onde r é a distancia entre o par de particulas e @ o parametro que regula o alcance da interagao.
A energia potencial média por particula pode ser determinada por meio da integral de volume

(em um espaco d-dimensional):

Z . o r—“rd_ldr _ ra-a < _ <oco se a>d (curto alcance), (3.33)
N 1 d—a . — oo se 0<a<d (longo alcance).

Esta integral possui dois comportamentos distintos a depender da razéo entre a e d, em que
d é dimensio espacial. Ela converge quando a > d, mas diverge para a condi¢do 0 < a < d.
Para o primeiro caso, o potencial ¢ denominado de curto alcance, e de longo alcance para o
segundo. Assim, com d = 3, o potencial gravitacional que possui a = 2 é caracterizado como
de longo alcance, e o potencial de Lennard-Jones, a = 6, de curto alcance.

Como pode-se observar por meio da equacgéo 3.33, a energia é extensiva para curto alcance
e nio extensiva para longo alcance. A divergéncia da eq.3.33 pode ser contornada, como rea-
lizada em [24], se considerarmos que as N particulas estao distribuidas de forma homogénea,
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de modo que o hiper-volume de dimensdes L é proporcional ao nimero de particulas, L% oc N,
logo o limite superior da eq.3.33 pode ser substituido por L o« N/4  ficando:

V Nl/d 1
N 1 r i lgy = EN*, (3.34)
comt 1-a/d
Ni—4/4_1
Nz— =1 N, 3.35
—a/d ~ ‘Mavd (3.35)
ou ainda melhor, como ficard mais claro adiante,
N=N*+1. (3.36)

No limite assintético para N grande, temos:

a/d_ s q/d>1,

— a/d-1
N=x~{ InN sea/d=1, (3.37)
% se 0 <a/d<1.

O potencial do Hamiltoniano pode ser reescalado utilizando-se N, como segue:

H= ﬂ+iZV(n ), (3.38)
2m N & ']
1#]

tornando-o extensivo. Este tipo de reescalonamento artificial vem sendo empregado a algum
tempo na aproximacgao de campo médio, caso em que a = 0. A substituicdo de N* por N foi
realizada tendo por objetivo recuperar o valor frequentemente utilizado na aproximacéo de
campo médio, N = N, e satisfazer N = 1 para um sistema sem interacdo (@ — o0).

Na eq.3.38 a energia potencial foi reescalada, por meio do fator N, de modo a torna-la
extensiva. Uma outra abordagem possivel é trabalhar com novas variaveis termodinamicas,
como exposto em [40]. Considere a energia livre de Gibbs:

G=U-TS+pV, (3.39)

onde U, S, p e V correspondem, respectivamente, a energia interna total, entropia, pressao e
volume. Ao dividirmos a eq.3.39 por N, obtemos a energia livre de Gibbs por particula:

G U S 1%

—=—-T—+p—, 3.40
N N N'PN (3:40)
no limite de N — oo, para um sistema com interagao de curto alcance (a/d < 1), a razdo das
variaveis G, U, S e V por N dao um valor finito, o que as caracterizam como extensivas, de

modo que podemos escrever:

G S
am oy = am oy i Ty im ey (3:41)
g = u-Ts+pv, (3.42)

onde, g = limy_,, G/N, e de forma analoga define-se u, s e v. As variaveis T e p sdo inde-
pendentes de N, por este motivo sdo classificadas como intensivas. Quando o potencial é de
longo alcance 0 < a/d < 1, ao tomar o limite N — oo, as variaveis G e U divergem, logo nao
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podemos escrever a equagao 3.42. Tsallis [40] diz que para a equacdo ter sentido termodina-
mico é necessario que ela gere valores finitos, para isto, ele propdem dividir a equacao por N
(eq.3.37), assim ao tomarmos o limite N — co obtém-se:

T pV
1' —_— = 1 —~—1. —_— T 1 —_— 3.43
Nl—r>rc1>oNN Nl—r)I(lnNN Nl—r>r<1>oNN+Nl—rgoNN (3.43)
g = u-Ts+pv (3.44)

Desta maneira, passam a existir trés classes de variaveis termodinamicas:

1. Pseudointensiva (T e p) que escalam com N;
2. Pseudoextensiva, que representam energias (G e U), elas escalam com N N ;

3. E as que permanecem extensivas, S e V, que escalam com N.

A equacio 3.44 recupera o caso usual, eq.3.42, se a/d > 1, como ilustra a fig.3.2.

A
S
UO,O//;
t@/) ,
S/,/
o
.g’
pS@U ¢ ,O)
O’OQ\T
@/73/,/6 Intensiva (e.g., T, p)
e
2.6
- U)
Extensiva (e.g.,S, N, V) Extensiva (e.g.,G, U, S, N, V)
| i >
0 Interacao de longo alcance 1 Interacao de curto alcance o/d

Figura 3.2: Na regido de interagdo de longo alcance (0 < a/d < 1) existe trés classes de va-
ridveis termodinamicas: as que escalam com N nomeadas de pseudointensivas; aquelas que
escalam com NN denominadas pseudoextensivas; e as extensivas que escalam com N. Para
interacdes de curto alcance (a/d > 1) recupera-se as duas classes usuais que aparecem nos
livros de termodindmica. As variaveis pseudointensivas se tornam intensivas (independentes
de N), e as pseudoextensivas se unem com as extensivas, gerando um unico ramo extensivo.
(Figura adaptada de [40])

3.4 Conjectura do equilibrio termodinamico de Tsallis

Termodinamica diz a respeito de sistemas macroscopicos, isto é, sistemas formados por
um grande nimero de particulas, a palavra grande, neste contexto, implica no limite: N — oo.
Um sistema ¢ dito estar em equilibrio, quando se aproxima assintoticamente de um compor-
tamento estavel estacionario, ao se tomar o limite temporal: # — co. Logo, para estar no estado
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de equilibrio termodinamico é nescessario, mas nao suficiente, tomar os limites: N — oo e
t — oo. Mas qual limite tomar primeiro? Tsallis levantou em [43] a conjectura da ndo comuta-
tividade destes limites, para um sistema de longo alcance. Considere um sistema inicialmente
fora de equilibrio com N particulas com potencial de interagao do tipo 1/r%. No caso de curto
alcance (a/d > 1), apds um transiente, o sistema atinge o estado de equilibrio (fig.3.3(a)). Neste
caso os limites temporal e termodindmico comutam,

lim lim f(t,N)= hm hm f(t,N), (3.45)

N —oot—00 t—oo N >0

e a mecanica estatistica usual (q=1) é valida. A conjectura proposta por Tsallis para o equilibrio

a lim lim
( ) (b) t—o0 N> oo
lim Ilim = lim lim
No>oo t—o0 t—>o0 N—>oo (q#1)
o L | T
- (q=1 - lim lim
Z Z N—oowt—oow
— — E
= bE &l |ee® [T A\ @=1
<gE)e, Ay —
~ N | B
( N desnecessdrio ) ( N necessario ) : <gE)e,
I
T©(N)
t t

Figura 3.3: Conjectura de Tsallis para o equilibrio termodindmico. Fonte: Borges [7]

termodinamico diz que em um sistema com interacio de longo alcance, 0 < @/d < 1, a ordem
no qual os limites sdo tomados passa a ser importante, devido as convergéncias ndo uniformes.
A fig.3.3(b) ilustra a conjectura. Para um sistema de longo alcance, dependendo da condicéo
inicial, o sistema pode tender a um estado estacionario, representado pelo primeiro patamar
da figura 3.3(b). Neste patamar a distribui¢do de energias nio é dada pelo fator de Boltzmann,
mas sim por uma g-exponencial,

p(E) o g(E)[1- (1 - q)f E]™ (3.46)
p(E) < g(E)[e,(~p E)]". (3.47)

Apbs permanecer um tempo neste estado (da ordem de 7(N)), o sistema espontaneamente
inicia uma transicido para outro estado, segundo patamar da fig.3.3(b), cuja distribuicio de
energias é dada pelo fator de Boltzmann (g = 1). O tempo de transicdo deve divergir com N
(para 0 < a/d < 1),

I\l{im T(N) — oo. (3.48)
Isso implica que
z\lllm thmf (t,N) = thm I\l}lm f(t,N). (3.49)

Se o limite termodindmico for tomado antes do limite temporal, (lim;_,, limpy_,,), (condigao
necessaria, mas nao suficiente) o sistema permanece indefinidamente no primeiro patamar, o
que permite classificd-lo como um estado de equilibrio (muitas vezes denominado equilibrio
meta-estavel).
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Esta conjectura foi verificada parcialmente. A existéncia de dois patamares, e 0 aumento do
tempo de transicdo em fungio de N (segundo uma lei de poténcia, ao menos no caso de rotores)
para o caso de interacdes de longo alcance foram observados. Assim também, a temperatura
do segundo patamar é aquela compativel com BG. (veja, por exemplo [40] e referéncias la con-
tidas). Mas o quadro se mostrou mais elaborado do que a conjectura original. Para sistemas
com curto alcance, tudo ocorre como esperado, obedecendo a distribuicdo de BG. Trabalhos
de Cirto e outros [12] mostraram, no caso de rotores com interagdes de longo alcance, que sao
observadas distribuicdes g-Gaussianas no segundo patamar, apesar da temperatura ser aquela
de BG. Novos questionamentos sdo, entio colocados. E possivel que o sistema alcance a distri-
buigao de equilibrio, aquela de BG, lentamente, isto é, inicialmente o primeiro momento atinge
BG (a temperatura), e progressivamente os momentos superiores, até que toda a distribuigao
seja BG. Mas ndo ha evidéncias que comprovem isso. Até onde as simula¢des foram feitas, as
distribuicdes aparentam ser estaveis. Nao se sabe se, em tempos muito longos, nao alcancados
nas simulacdes ja feitas, essas distribui¢des g-Gaussianas se transformem em Gaussianas. Mas
é também possivel que essas distribui¢des g-Gaussianas sejam estaveis, e o sistema permaneca
indefinidamente em um estado de equilibrio meta-estavel.
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Capitulo 4

Potencial de Hénon-Heiles

Este capitulo é dedicado ao sistema de Hénon-Heiles e as distribui¢oes da se¢do de Poincaré
do mesmo. As secOes iniciais sdo basicamente reproducdo e discussdo do artigo [21]. Na
primeira se¢do sera apresentado o potencial do sistema juntamente com a analise dos pontos
de equilibrio. Em seguida sera comparado e estabelecido o método e tamanho do passo de
integracdo que sera adotado nos procedimentos numéricos deste capitulo. Nesta se¢do ainda
sera analisada algumas o6rbitas no espaco de fase e a caracterizacdo das mesmas por meio do
expoente de Lyapunov. Em (4.3) serd mostrado como reduzir o estudo do fluxo 4-D a um
mapa de Poincaré 2-D. A se¢do 4.4 trata dos métodos numéricos utilizados para o calculo do
expoente de Lyapunov (1) e da sec¢do de Poincaré. Por ultimo, é analisada a distribuicao dos
momentos.

4.1 O Potencial de Hénon-Heiles

No inicio da década de sessenta, varios astronomos estavam interessados na questdo da
existéncia da terceira integral de movimento da galaxia (as duas primeiras sdo a conservagao
da energia total e do momento linear total). Basicamente eles supunham um potencial galactico
independente do tempo e com simetria axial. A pergunta era: ao seguir uma estrela por um
longo tempo (muitas revolucdes), submetida a tal potencial, qual seria o espaco preenchido
por tal trajetoria?

Em 1964 os astronomos Michel Hénon e Carl Heiles se dedicaram a este problema através
de uma abordagem computacional. No entanto, como dito por eles:

"but, in order to have more freedom of experimentation, we forget momentarily
the astronomical origin of the problem and consider it in its general form: does
an axisymmetrical potential admit a third isolating integral of motion? Thus, we
allow the potential U, to be an arbitrary function of R and z, not necessarily
representing an actual galactic potential”

Com esta liberdade de escolha eles chegaram ao seguinte potencial

1 1
Vi(x,p) = §(x2+y2)+x2y—§y3, (4.1)

justificando-o com os seguintes argumentos: (1) é analiticamente simples; isto torna facil a
computacgio da trajetoria; (2) e a0 mesmo tempo é suficientemente complicado para dar traje-
torias que estdo longe de serem triviais.
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Este potencial tornou-se um paradigma para sistemas Hamiltonianos néo-lineares. A sua
riqueza de comportamento gera muitos artigos ainda hoje, mais de meio século da publicacdo
original. Grande parte destes artigos sdo dedicados a classificacdo das orbitas, cadticas ou
regulares (para energias inferiores a energia de escape), ou a propriedades de escape (para
energias superiores) [2]. O presente trabalho encontra-se na categoria de classificacéo.

Os pontos de equilibrio da eq. 4.1 sdo obtidos através da condicdo

VV(x,y) =0, (4.2)

onde V é o operador gradiente, definido por V = (%) i+ (9%) 7, logo
_ 5 2 2\»
VV(x,y) = (x+2xy)z+(y+x -7 )], (4.3)

com a condicdo 4.2, obtém-se:

(x+2xy)i+(y+x2—y

N
N—
>
[l
(@)
SN—
Ay
+
—_—~~
=2
—
—
=
=
~

Logo, os pontos de equilibrio sdo: P, =(0,1), P, = (\/g, —%), Py = (—\/g,—%) e P,=1(0,0).

Por meio do determinante da matriz Hessiana

1+2y

2x _ 2 2
x 1—211'_ 4(x“+97)+1,

detH = '
classificam-se os pontos P, P, e P; como pontos de sela, enquanto P, é um ponto de minimo
local. Os trés pontos de sela estdo separados por um angulo de 27t/3, e suas energias sao
idénticas, E; = E;, = E3 = 1/6. Observe na fig. (4.1) que estes trés pontos correspondem a
energia de escape, isto é, a energia minima necessaria para sair do pogo de potencial. Nesta
dissertagao utilizou-se somente energias menores que o valor de escape.

Vo g [

Figura 4.1: Potencial de Hénon-Heiles (eq. (4.1)).
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4.2 Dinamica das orbitas

O sistema dinamico de Hénon-Heiles (HH) é descrito pelo Hamiltoniano:

_1221222_13
H=5px+py)+ 5 (x"+y7) +x7y - 297,

1
H=2(px+py)+V(xy),

(4.5)

(4.6)

onde p, e p, representam os momentos das coordenadas x e y, e V(x,) € o potencial de HH
(4.1). Portanto, as equagdes candnicas de movimento sdo:

Px

Py

IH
a_px = Px>
IH

p,
—-JH

ox

-J0H
Iy

= —Xx — 2xY,

=—p—x*+7°

(4.7)
(4.8)

(4.9)

(4.10)

Ao integrar numericamente as equagdes candnicas de movimento, o integrador simplético
de Yoshida mostrou-se mais apropriado que o RK4, como pode ser observado na fig. 4.2. No
grafico da direita da fig. 4.2, é estudado o comportamento da variacdo média da energia em
funcgao do tamanho do passo. A partir da analise destes graficos, chegamos ao entendimento
que o integrador de Yoshida com passo T = 0,01 é satisfatorio para os devidos fins desta

dissertacdo, e assim, o adotamos.

-7 ‘
2x10 P p—
Yoshida -6 ]
107"+
-7 L ]
1,5x10 Cond. Inicial: ]
E=1/8 7]
E 1X10-7 H ; ; ?0’25 E 10 ?
= Py =0 = ‘
< 5x108 | 1
. 10774
-5x108 ‘ ‘ 0700
X 0 20000 40000 60000 o

t

107 54—

0]

T T T T T T T [ T T T T T T

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
At

Figura 4.2: Erro relativo na energia total na integracdo numérica do sistema HH. (a) Compara-
¢do entre a evolucdo temporal dos erros relativos para os integradores Runge-Kutta de quarta
ordem (curva preta) e Yoshida (curva vermelha). Condicéo inicial: E = 1/8, x = 0, y = -0, 25,
py = 0. (b) Erro relativo em fungéo do passo de integracdo, para o integrador Yoshida. Curva

preta: A = 0; curva vermelha: A > 0.
Condicao inicial: ...
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No sistema de Hénon-Heiles ha a possibilidade de coexistirem oOrbitas quase-periddicas e
cadticas para um mesmo valor de energia. Para ilustrar este fato, tomamos a energia E =
1/8 com duas condig¢des iniciais, (x = 0,y = 0,1, py =0) e (x =0,y = -0,25, py = 0), e
evoluimos suas trajetorias por um tempo ¢t = 500. O resultado deste procedimento é exibido
na fig. 4.3. Como pode-se ver nos graficos da esquerda, que correspondem a condi¢éo inicial
(x=0,v=0,1, py = 0), a 6rbita tem um padrdo bem definido e restrito a uma determinada
regido; esta oOrbita é dita quase-periddicas. Para a outra condi¢do inicial, ilustrada a direita, é
possivel visualizar-se um comportamento mais disperso; este movimento é caotico.

0,5 Cond. Inicial 0,75 Cond. Inicial:
0,5
0,25+
0,25
> 0 >
ol
-0,25 ¢
-0,25 ¢
-0,5 : : : -0,5 : :
-0,5 -0,25 0 0,25 0,5 -0,6 -0,4 -0,2
X X
0,5 0,6
0,4+
0,25+
0,2+
s 0 & 0
-0,2 ¢+
-0,25 ¢
-0,4
-0,5 : . : -0,6
-0,5 -0,25 0 0,25 0,5 -0,6 - 0,6

Figura 4.3: Trajetorias com E = 1/8, para as condi¢des iniciais: x = 0, y = 0,1, py = 0 (figuras
da esquerda) e x = 0, y = —0,25, py = 0 (figuras da direita). Integracéo realizadas até t = 500.
Linha superior: espago das posi¢des (x-y) Linha inferior: espago dos momentos (py—py).

A caracterizacdo quantitativa da dinamica das orbitas, quanto a sua caoticidade, pode ser
realizada por meio de métodos que medem a taxa de divergéncia entre Orbitas inicialmente
proximas, como o expoente de Lyapunov e o SALI (Smaller Aligment Index). As figuras 4.4
e 4.5 mostram, respectivamente, a evolucdo temporal do expoente de Lyapunov e do indica-
dor SALI para as orbitas citadas no paragrafo anterior. O comportamento do indicador SALI
€ oposto ao do expoente de Lyapunov: orbitas quase-periddicas sdo identificadas por expo-
entes de Lyapunov nulos, e valores positivos do SALI Orbitas cadticos sio identificadas por
expoentes de Lyapunov positivos, e valores nulos do SALI. Um valor rigorosamente nulo nao
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é obtido em um tratamento computacional. Os indicadores avaliados se aproximam de zero, e
é isso que as figuras indicam.

Na fig. 4.4 (a) o expoente de Lyapunov tende a zero, o que implica um comportamento
quase-periédico. Na fig. 4.4 (b) o expoente de Lyapunov se estabiliza em torno de t = 10* para
o caso A > 0, logo esta orbita é caodtica.

Correspondentemente, o indicador SALI oscila em torno de 10° (curva preta) no caso
quase-periddico, e tende rapidamente para zero (curva vermelha em fig. 4.5 (a)), no caso caé-
tico. Na figura 4.5 (b) esta representado o SALI apenas para a Orbita cadtica, em escala mono-
logaritmica, indicando que este indicador tende exponencialmente a zero para o caso caético,
e é esse o significado da palavra “rapidamente” utilizada anteriormente. O ajuste linear (linha
roxa) da curva é obtido por meio do método dos minimos quadrados. A curva verde exibe
o decaimento de acordo com o valor estabilizado do expoente de Lyapunov da figura 4.4 (a),
onde se percebe que ambas as curvas tém a mesma inclinacédo (dentro da faixa de erros aceita-
vel para esse problema). Verificando-se assim a relacio: SALI ~ ce*'. ! Ambos os indicadores
SALI e expoente de Lyapunov levam as mesmas conclusdes. A diferenca entre eles é que o
SALI chega a um resultado mais rapidamente que o Lyapunov. No exemplo que consideramos,
a ordem de grandeza para caracterizarmos com o SALI é de Ot = 107, enquanto o expoente
de Lyapunov se estabiliza em Ot = 104,

100 - : — 100 - : : ‘ ——
(a) Cond. Inicial: (b) Cond. Inicial:
x=0 Xx=0
=0,1 =-0,25
10-2 [ :;y =0 7 ?:l)y =0
‘m!m 1ol |
10_4 MM
< q < \\ ﬂ\\ ﬂfw
“ \
10° \“ M
102 ¢ U
108 |
1010 L ‘ ; ‘ ‘ 103 - ‘ ‘ ‘ ‘
101 102 10° 10* 10° 10° 101 102 10° 10* 10° 10°
t t

Figura 4.4: Evolugao temporal do expoente de Lyapunov para as mesmas condi¢des iniciais
utilizadas na figura 4.3, energia E = 1/8: (a) caso quase-periddico (x = 0, y = 0,1, p, = 0); (b)
caso caotico (x =0,y =-0,25, p, = 0);

! Os resultados para o SALI aqui apresentados sio reproducéo dos obtidos na referéncia [36].
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Figura 4.5: (a) Evolucao temporal do SALI para as condi¢des iniciais com energia E = 1/8:
(x=0,=0,1, py = 0); (x =0,y =-0,25, py = 0); em preto e vermelho respectivamente. (b)
orbita de condigdo inicial (x = 0, y = -0,25, p, = 0). Ajuste linear (linha roxa). Decaimento
exponencial v = In(e*) (linha verde), onde A é o expoente de Lyapunov com valor: A =
0,04359 o mesmo que consta na figura 4.4.

4.3 Seccao de Poincaré

Além da sensibilidade as condig¢des iniciais, os sistema cadticos possuem como caracteris-
tica o comportamento irregular das trajetdrias. A regularidade da trajetéria pode ser investi-
gada, de forma qualitativa, por meio da aparéncia dos pontos de interseccio da trajetdria com
uma superficie (), em outras palavras, com a sec¢do de Poincaré. A seccido de Poincaré se
mostra util quando ha possibilidade de reduzir o nimero de dimensdes do sistema estudado
para duas (ou uma) no espaco de fase, pois desta maneira fica facilitado tirar-se conclusoes
sobre a regularidade das trajetorias por meio de inspecao visual. O sistema de Hénon-Heiles
é um destes sistemas no qual é viavel reduzir a analise a duas dimensdes, como mostraremos
a seguir.

O Hamiltoniano (4.6) ¢ independente do tempo, logo H é uma constante de movimento,
cujo valor corresponde a energia total, H = E. Portanto, para uma dada superficie de energia
E, o sistema de Hénon-Heiles possui trés graus de liberdade, de tal forma que o momento p,,
por exemplo, passa a ser determinado em funcao das varaveis {x, y, py} e da constante E:

2 1/2

2 2, .2 2 3

px:(ZE—py—(x +9°) - 2x y+§y) . (4.11)
Ao tomar os pontos de intersecgao do fluxo com a sec¢ido de Poincaré (), localizada em x = 0,
consegue-se, junto com a restricdo da energia E, eliminar x e p,, reduzindo o estudo de um

fluxo 4-dimensional a um mapa bidimensional (y, p,).
Os valores de p, sobre () : x = 0, de acordo com a equacéo (4.11), séo:

2 1/2
Px = (2E—p§—y2+§y3) . (4.12)
Como p,? > 0, temos entio, que o mapa de Poincaré esta restrito a regido que satisfaz:
l(p2+y2)—ly3 <E (4.13)
207 37 T '
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Na figura 4.6 estdo representados os mapas de Poincaré, tomando-se a interseccido com ()
no sentido p, > 0, para diversos valores de energia. Para baixas energias ha predominancia de
regides quase-periddicas (curvas fechadas). A proporg¢ao da regido caética (pontos dispersos),
em relagdo ao espaco de fase acessivel ao sistema, cresce com o aumento da energia, até atingir
o maximo com E = 1/6. Note que para esta energia, que corresponde a energia de escape, ainda
existem regides com Orbitas quase-periddicas, portanto ndo existe um valor para E o qual todas
as trajetorias sejam cadticas.
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Figura 4.6: Seccdo de Poincaré para diversas energias.
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4.4 Procedimentos Numeéricos

Seguindo a linha do artigo [39], resolvemos verificar se o sistema HH possui o mesmo tipo
de comportamento encontrado no Mapa Padréo, isto é, sera que o o espago de fases completa-
mente cadtico apresenta distribuicdes gaussianas, e o espaco de fases completamente quase-
periddico, ndao? Nao sendo gaussianas, seriam g-gaussianas? Em sendo g-gaussianas, teriam
elas o mesmo valor de g para diferentes energias? E quando o espago de fases apresenta re-
gides caoticas e quase-periddicas, sera que as distribui¢des sdo uma composicdo linear de uma
gaussiana com uma g-gaussiana? Para tentar responder a estas perguntas, vamos realizar os
mesmos procedimentos utilizados em [30,31,39].

Nos artigos [30,31,39] foram analisadas as distribui¢des da variavel:

N

(&M =(&)), (4.14)

i=1

M“

para os mapas padrao (standard map) e web (mapa em teia, em uma traducio livre). A média
(&) é realizada sobre o nimero N de iteracdes e também em relagcdo ao niimero de condic¢des

iniciais M, i.e.,
M N
(&)= ZZ (4.15)
j=1 i=1

Atente-se que as letras i e j, que aparecem nas eq. 4.14 e 4.15, sobre a variavel & do sistema
estudado, sdo apenas indices, e ndo expoentes.

A variavel 5é ¢ definida para sistemas discretos, como mapas. Para utiliza-la no sistema de
Hénon-Heiles, que é continuo, é preciso discretizar HH através da seccdo de Poincaré.

Os conceitos de tempo convencional (clock time) tempo natural (natural time), também de-
nominado interoccurence time (livremente traduzido por tempo de inter-ocorréncia), sao utili-
zados em alguns trabalhos dedicados a analise de séries temporais, por exemplo, de terremotos
e eletrocardiogramas [1, 33, 46] e foram introduzidos por [45,47]. O tempo convencional é o
que aparece nas equagdes do movimento, por exemplo, eq. (1.2), portanto continuo. Na avali-
acdo numérica, que obviamente é sempre discreta, o tempo convencional é aproximado pelo
tempo de integracio, tanto melhor quanto menor for o passo de integracdo. O tempo natural,
ja adaptado ao presente caso, ¢ dado pela contagem discreta de cruzamentos da 6rbita com a
sec¢ao de Poincaré.

A adaptacido da eq. (4.15) pode ser feita reescrevendo-a na forma:

(&)= Zk I ZZE g (4.16)

j=1i=1

onde T; representa o tempo natural para a evolucio temporal da condi¢do inicial j, ou seja,
o nimero de intersec¢des com a superficie (). No caso de todas as condigdes iniciais serem
evoluidas até o mesmo tempo convencional final tg, o tempo natural T; difere para cada condi-
¢do inicial. Alternativamente, podemos fixar o tempo natural final T para todas as realizagdes
(T; = N, Vj). Procedendo dessa forma, pode-se utilizar diretamente a eq. (4.15).

A variavel que investigamos em HH é o momento p,, de forma que as equagdes 4.14 e 4.15
ficam:

. N ..
O, = Z(P;] —(py))> (4.17)
i=1
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Py =N ZZP (4.18)

j=1 i=1

Para gerar as M condi¢des iniciais, contidas na superficie () : x = 0, utilizadas no estudo,
seguimos os passos abaixo:

1. sorteia-se um valor aleatério para y e outro para Pys

2. verifica-se se estes valores satisfazem a condicdo 4.13;

3. caso a condi¢do 4.13 seja satisfeita, calcula-se o valor de p, por meio da relacdo 4.12 e

armazena-se a condigo inicial (y, Py Px) em um arquivo;

4. repete-se estes passos até que se tenha M condi¢des iniciais.

Apds gerada as condicdes iniciais, sdo realizados os procedimentos de evolucdo da 6rbita,

calculo de A; e de 6%. No apéndice A encontra-se o fluxograma do algoritmo utilizado para
realizar estes calculos.

Procedimentos:

1.

) . . 0, 0,
. Leitura das condig¢des iniciais (yo’] iy ! Px ] ).

. Evolucéo da orbita fiducial e da perturbada, através da integracdo das equagdes cand-

. Célculo do expoente de Lyapunov ().

. Verificacdo se houve cruzamento da seccio de Poincaré (). Este exame é feito por meio

Leitura dos dados de entrada, energia (E), nimero de condig¢des iniciais (M), nimero
de interseccdes (IN) da orbita com (). As etapas abaixo deverdo ser executadas para
cada uma das M condig¢des iniciais.

nicas de movimento 4.10.

Renormalizacao das orbitas;

da analise do sinal do produto da variavel x(¢) por seu valor no passo anterior x(f—1),
ao cruzar a superficie () : x = 0 ocorre mudanga de sinal, logo x;x;_; < 0.

Caso tenha cruzado (), aplica-se a técnica desenvolvida por Hénon [20], descrita na
secdo 2.1, isto é, de acordo com a eq. 2.5, altera-se a variavel de integracéo t por x e
realiza-se um passo de integrag¢do de tamanho Ax = —x(t), com o intuito de obter o
ponto da 6rbita sobre a superficie (). Por fim, acumula-se o0 momento p, calculado
(2_py). e retorna a utilizar { como variavel de integragio.

Estes passos sdo repetidos a partir da etapa 2 até que a drbita cruze a seccao de Poincaré
N vezes.

No final sao gravados os dados (yo'j,pg’j, f\il p;’j, Aj).

No passo 9 armazenamos o valor do somatorio de p, de cada uma das condi¢des iniciais. De
posse destes somatorios é simples calcular a média (py) (eq. 4.18). Pode parecer, a primeira

vista, que deviamos ter armazenado o valor de cada py] também, para que pudéssemos calcu-

lar o desvio da média (py —{py)) e por fim 5py, mas isto seria inviavel em razdo da grande
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quantidade de dados que teriamos de armazenar. Outra solucdo seria integrar as equacdes
de movimento novamente agora de posse da média (p,) teriamos como calcular o somatério

do desvio ZZ 1( —{py») para cada condicéo inicial, contudo este procedimento dobraria o
tempo computac1onal Uma solucao mais simples para esse problema ¢é obtida reescrevendo a

eq. 4.17 na forma:
N N
=) p' =) (py) (4.19)
py — Py Py :
i=1 i=1

de modo que

&), = Zp ~N{p,), (4.20)
N 11 M N

] _ L] )

Op, = ZPy -Niox Zpy : (4.21)
i=1 7=1 i=1
N M

(4.22)

s

Il
™1
=

|
Z| -
(g
M=
=

Portanto, ndo precisamos conhecer o Valor de cada p;, a Unica informacao que carecemos para

o calculo de 61]3y é a do somatorio (ZZ 1 py )
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4.5 Resultados

Calculamos o valor do expoente de Lyapunov e do SALI para diferentes condicoes inicias
tomadas sobre a superficie (). O resultado deste calculo, para E = 1/8, é apresentado na fig. 4.7
como mapa de cores. As escalas de cores de ambas as figuras 4.7 (a) e (b) foram ajustadas para
representar Orbitas quase-periddicas por preto e Orbitas cadticas por amarelo. A inspec¢éo vi-
sual indica que ambos os métodos (Lyapunov e SALI) levam a resultados qualitativamente se-
melhantes, discernindo adequadamente as 6rbitas quase-periddicas das cadticas. Ao comparar
a figura 4.8, que apresenta mapas de cores dos expoentes de Lyapunov para diversas energias,
com a figura obtida para as sec¢des de Poincaré (fig. 4.6), nas mesmas energias, vemos que
os dois métodos levam a conclusdes semelhantes a respeito do comportamento das drbitas.
Cada um dos métodos de classificagdo de orbitas, entretanto, apresenta suas conveniéncias. O
método de Poincaré possui a vantagem de precisar de poucos pontos para classificar toda uma
regido. No sistema de Hénon-Heiles, por exemplo, uma unica condicéo inicial é suficiente para
identificar toda a regido caoética, pois vai preenche-la completamente quando o tempo tende a
infinito. Basta um ponto porque toda a regido de caos no sistema de Hénon-Heiles é conexa.
Sistemas que possuam regides de caos desconexas necessitam de mais pontos: um ponto por
regido nio conexa. O método do expoente de Lyapunov (assim também para o SALI) possui
a conveniéncia de ser quantitativo. Ao tomar varias condicoes iniciais, fica facil classificar
diferentes 6rbitas de acordo com a faixa de A (ou SALI) desejada. Doravante vamos utilizar
o método dos expoentes de Lyapunov, por ser quantitativo e por ser mais costumeiro que o
SALI na literatura correlata.

(a) (b)
. : T 0.05 . ! ! 0.03
0.04 0.025
> 0.02
0.03 8 —_
3 0.015%
73]
002 ©
— 0.01
0.01 0.005
0402 0 02 0406 ° 0402 0 02 04 06 °
y y

Figura 4.7: Mapa de cores com E = 1/8 para (a) expoente de Lyapunov; (b) SALL Escala de
cores crescente do preto para o amarelo na figura (a), e decrescente na figura (b).

Na figura (4.8) exibimos o mapa de cores do expoente de Lyapunov para diversas energias.
Pode-se observar, nas escalas de cor dos mapas, que quanto mais alta a energia maior é o limite
superior de A, e que existe uma distingao clara entre regides de caos, cores vermelha e amarela,
e de orbitas quase-periddicas, pontos na cor preta. Na figura 4.9 apontamos que € possivel se
estabelecer pontos de corte para distinguir estas regides de caos e quase-periodicidade. A
fig. 4.9 mostra a razdo entre o nimero de 6rbitas que possuem expoente de Lyapunov maior
que 0 Acortes N(A > Aiorte)s € 0 numero total de condigdes iniciais, Ny, em funcao do A.gpe
adotado. O aumento do expoente de corte leva a duas quedas abruptas: a primeira ocorre
quando At — 0, para qualquer que seja a energia; a segunda queda depende da energia,
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Figura 4.8: Mapa de cores para expoente de Lyapunov para diversos valores de energia. Regides
na cor preta correspondem a condicdes iniciais que levam a drbitas quase-periodicas, e as cores
laranja e amarelo indicam movimento caético.
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quanto mais baixa a energia menor é a distancia entre os pontos de queda. Denominaremos
0 Acorte da primeira e da segunda queda de A_ e A, respectivamente. Entre estes dois pontos,
A_e A,,arazdo N(A > A grie)/Niotal, permanece quase constante. Isto implica que existe pre-
dominancia de apenas dois comportamentos: o comportamento quase-periddico, para A < A_;
e o comportamento cadtico, para A > A,. Entretanto nédo é possivel estabelecer um critério pre-
ciso para definir os valores dos expoentes de corte: uma possibilidade seria tentar defini-los por
meio da taxa de decaimento da curva. No entanto seria de certo modo arbitrario estabelecer
o valor da taxa de decaimento que define o ponto de corte. Em decorréncia da arbitrariedade
da definicdo do expoente de corte, optamos por simplesmente definir A_ e A, através de uma
simples inspecdo visual, uma vez que a determinacdo precisa destes valores néo altera os re-
sultados pretendidos no presente trabalho. Por exemplo, para a energia E = 1/8 adotamos
A_=0,001e A, =0,035, valores representados como linhas tracejadas na fig. 4.9. No limite
de t — oo, se espera que o numero de 6rbitas com valores intermediarios, A_ < A < A, tenda
a zero.

1 Neotal = 10*
T a(Eo1/8) = 0,095
z °° i —
— E=1/8
3 067 E= 1710
< et
A 0,4+
=<
=2 0,2 L
(o QS = : ‘ ‘
0 0,04 0,08 0,12
)\COI’te

Figura 4.9: Numero relativo de condi¢es iniciais com expoente de Lyapunov maior que o de
corte, N(A > A.gre), em fungdo do Agye. As linhas tracejadas correspondem aos pontos de
corte, A_ e A, utilizados para a energia E = 1/8.

O ndimero de vezes (N) que uma orbita intercepta a superficie de Poincaré em um de-
terminado intervalo de tempo depende das condicdes iniciais. Na fig. 4.10 é apresentado o
histograma do numero de intersec¢des do fluxo com a superficie (), ao evoluir o sistema até
um tempo t = 2 x 109, para a energia E = 1/9. Foram tomadas M = 3 x 10° condigdes iniciais,
para a construcdo do histograma. As cores vermelha e preta sdo utilizadas para representar,
respectivamente, a distribuicdo das condigdes que possuem A > A, e A < A_. A distribuigéo
para A > A, é unimodal e restrita & regiio compacta entre 59 x 10% e 62 x 10%, ao passo
que a distribuigdo para A < A_ (cor preta), é multimodal. A fig. 4.11 detalha o caso cadtico
(curva vermelha da fig. 4.10). Na figura (a) fica claro que ndo é uma curva simétrica. A figura
(b) tem na abscissa o valor centralizado do quadrado do niimero de cruzamentos, com escala
logaritmica na ordenada. Esta representacdo permite perceber que a distribui¢do ndo é uma
gaussiana (uma gaussiana apareceria como uma reta nesta representacdo) em toda a faixa de
valores, mas apenas na regiao central, como se vé no detalhe. A assimetria da curva é refletida
na figura (b) pelos dois ramos separados (duas retas com inclinacdes diferentes, no detalhe). A
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diferenga do comportamento das distribui¢cdes pode ser compreendida ao observar que temos
uma regido cadtica conexa, enquanto as regides de quase periddicidade sdo desconexas com
formacéo de varias ilhas quase-periodicas.

10000+ vt v v b
] E=1/9 |
9 Bl Strong Chaos |}
8000 Hl Weak Chaos -
] Nin = 20007
2 6000 e |
O | -
o
£ ]
~ 4000+ L
=
2000 i
0 i
550000 600000 650000 700000

Ncross

Figura 4.10: Numero de vezes que a sec¢do de Poincaré ((Q) é cruzada em ambos os sentidos
px >0 e p, <0, no intervalo de tempo t = 2 x 10* (2 x 10° passos de integracio com passo
de integracio de 1072) para a energia E = 1/9. Orbitas caéticas (1 > A,): vermelho; oérbitas
quase-periodicas (A < A_): preto.

Em [50], 6rbitas do sistema Hénon-Heiles sdo classificadas de acordo com sua periodici-
dade. Ele apresenta diagramas para uma energia fixa, com diversas condi¢des iniciais. Na
presente dissertacdo, utilizamos outra representacdo, com diagramas para uma unica condi-
¢do inicial e diversas energias. O diagrama fig. 4.12 mostra o comportamento da variavel p,
para uma unica condicéo inicial, no caso, (x = 0, y = 0, py = 0), ao evoluir no espago de
fases, para diferentes energias. Cada vez que a trajetoria cruza a sec¢do de Poincaré no sen-
tido p, > 0, marca-se o valor de p, no diagrama 4.12. Esta figura foi feita com o nimero de
interseccdes N = 100, com energias variando entre E = 1/12 até E = 1/6, com incremento
AE = 2,8 x107°. Avaliamos diagramas deste tipo para diferentes condigdes iniciais. Apresen-
tamos aqui o caso (x = 0, y = 0, p, = 0) como representativo. A fig. 4.12 (c) exibe o expoente
de Lyapunov nas mesmas energias representadas pela fig. 4.12 (a). Observamos que as regioes
quase-periddicas e regides caodticas, identificadas pela fig. 4.12 (c), apresentam padroes dife-
renciados no diagrama 4.12 (a). A fig. (a) sugere, por exemplo, uma 6rbita com periodo 3 e
também com periodo 7, esta Gltima detalhada na fig. 4.12 (b)?. Observando a regido préxima
do periodo 7, na fig. 4.12 (b), notamos a existéncia de uma trama peculiar, indicando que a
orbita ndo é cadtica. Algumas regides vistas como completamente preenchidas, i.e., escuras,
no diagrama 4.12 (a), por exemplo, para E = 0,1, se devidamente ampliadas, apresentam trama
similar. Isso significa que tratam-se de 6rbitas quase-periddicas, como indicam os valores dos
expoentes de Lyapunov da fig. 4.12 (c). A fig. 4.12 (d) detalha a regido predominantemente
cadtica. Algumas Orbitas preenchem toda a faixa de valores acessiveis para p,. No diagrama,
a figura aparenta uma certa granulosidade nessas regides, consequéncia do nimero finito de

2F necessario uma avaliacdo com maior acuracia para confirmar se o que estamos nos referindo a periodo 3 e
7 sdo pontos neste diagrama, ou se sdo pequenas regides com infinitos pontos. Mas é certo que trata-se de uma
regifo periddica.
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Figura 4.11: Detalhe da figura 4.10 para Orbitas cadticas. (a) representacdo log-linear; (b) abs-
cissa com valor centralizado do quadrado do nimero de cruzamentos, ordenada em escala

logaritmica. Detalhe: regido central.

pontos. Para tempo tendendo a infinito, toda a faixa de valores ficaria preenchida.

Foram encontradas coexisténcia de distribui¢des gaussianas e g-gaussianas nos mapas pa-
drido e web, ambos conservativos [30,31,39]. Vamos verificar se 0 mesmo ocorre no sistema
HH. Inicialmente analisamos distribui¢des da variavel definida pela eq. (4.17) para M condi-
cdes iniciais contidas na regido caotica do sistema HH para a energia E = 1/9, parte laranja
da fig. 4.8 (c). A expectativa seria encontrar gaussianas, como, em geral ocorre nos casos com-
pletamente cadticos (vide, p. ex., [30,31,39]). A figura 4.13 apresenta os resultados obtidos,
juntamente com o ajuste de uma curva gaussiana:

_ Py ~Bi(8p, iy,
p1(0p,) = e (4.23)

sendo Fip, © valor médio de p,,. Este exemplo especifico foi obtido tomando-se as interseccdes
com a superficie () em ambos os sentidos p, > 0 e p, < 0, e todas as realizacdes feitas com
o mesmo tempo convencional (na figura, identificado pelo numero de passos de integragao
tp = 2 x 10°). A figura apresenta a parte central da distribuicéo, onde se percebe que o ajuste
é razoavel. A cauda aparenta desvios da gaussiana. Com os pontos disponiveis, ndo podemos
precisar se esses desvios sdo consequéncia de efeito de tamanho finito da amostra, ou se sdo
persistentes. A regido cadtica do mapa web, para alguns valores de seu parametro de controle,
também ¢é caracterizada por uma distribui¢do gaussiana no centro, havendo desvios do tipo
caudas longas (veja fig. 5 (a) de [30]). Naquele caso, esses desvios sdo consequéncias do efeito
de um comportamento sticky (pegajoso, em uma tradugio livre). Os possiveis desvios nas cau-
das aqui observados podem ser consequéncia do mesmo efeito, ou de outro — sao necessarias
investigacOes adicionais.

A distribuicdo da mesma variavel (6,,}})2 para condigdes iniciais tomadas na regido quase-
periddica, regido preta da fig. 4.8 (c), para a mesma energia E = 1/9, é apresentada na fi-
gura 4.14. Vé-se também o ajuste de uma g-gaussiana (veja também a secao 3.2),

Pq(0p,) = Aq\//?q e i), (4.24)
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Figura 4.12: Diagrama da variavel p, em funcio da energia. Os valores de p, foram tomados
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M) [a=1

b= A

, 1<g<3

Aqui também a parte central da distribuicdo aparenta ser bem representada, agora pela equa-
¢do (4.24). Vé-se também flutuacdes na cauda, possivelmente em consequéncia de efeito de
tamanho finito.

Seguindo os passos das referéncias [30,31,39], consideramos condi¢des iniciais dispostas
em todo o espaco de fases acessivel (vide fig. 4.8 (c)), incluindo ambas as regides caotica e
quase-periddica, para a energia E = 1/9. A curva vermelha é a combinacdo linear de uma
gaussiana, eq. (4.23), com uma g-gaussiana, eq. (4.24):

p(0p,) = a1 p1(0p,) + g pg(Sp,). (4.26)
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Figura 4.13: Densidade de probabilidade da variavel 6py para a energia E = 1/9. Condicdes ini-
ciais tomadas na regido cadtica. Considerados ambos os sentidos p, >0 e p, <0. N =21999
condi¢des iniciais com tempo convencional fixo, tp = 2 x 10° passos de integracdo. Curva
vermelha corresponde ao ajuste de uma distribuicao gaussiana, eq. (4.23), com 1 = 0,014. (a)
escala mono-log, quando uma gaussiana se apresenta como uma parabola; (b) abscissa com
(6py )2, e ordenada com o logaritmo natural da densidade de probabilidade, quando uma gaus-
siana se apresenta como uma linha reta.

O coeficiente ar; € obtido pela fracdo da area correspondente a regido cadtica (regido laranja)

em relacio A area total do espaco de fases na fig. 4.8 (c), E estimado através da razio entre

o nimero de condicdes iniciais para o caso cadtico em relacdo ao numero total de condi¢oes

iniciais:

M(A>A,)
M(VA)

O coeficiente a, tem significado similar: corresponde a fracdo de area ocupada pela regido
quase-periddica (regido preta da fig. 4.8 (c)) em relacdo a area total do espago de fases. Seria,
portanto, estimado de modo similar a eq. (4.27):

ay = (4.27)

_M(A<A)

= (4.28)

Entretanto, este procedimento excluiria as condi¢des iniciais contidas no intervalo (A_, A,).
Isso implicaria que a equacéo (4.26) ndo seria normalizada, mesmo que as distribuicdes p; (5py)
e pq(épy) o fossem. A quantidade destes pontos intermediarios é desprezivel, e se espera que
tenda a zero no limite de t — oo, como explicamos anteriormente, ao tratar a fig. 4.9. Para
evitar essa inconsisténcia, embora pequena, estimamos &, por

a;=1-a. (4.29)

E de se notar que estes coeficientes a; e @, nio sdo parametros ajustaveis. Os parametros f;,
B4 € g sdo os mesmos obtidos para os casos completamente cadtico e quase-periodico, respec-
tivamente. Dessa forma, também néo sdo ajustados pelos dados provenientes exclusivamente
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Figura 4.14: Densidade de probabilidade para variavel 6py para a energia E = 1/9. Condigbes
iniciais tomadas na regido quase-periédica. Considerados ambos os sentidos p, > 0 e p, < 0.
N = 46819 condigdes iniciais com tempo convencional fixo, tp = 2 x 10° passos de integra-
¢do. Curva vermelha corresponde ao ajuste de uma distribuicdo g-gaussiana, eq. (4.24), com
q = 1.41 e B, = 0.245. (a) escala mono-log; (b) abscissa com (5py)2’ e ordenada com o g-
logaritmo da densidade de probabilidade. Uma g-gaussiana se apresenta como uma linha reta
nesta representacdo desde que o valor do parametro g esteja devidamente ajustado (no caso,
g =1.41).

do caso de condicdes iniciais distribuidas em todo o espago de fases. A figura 4.15 apresenta
os resultados obtidos, e a curva dada pela equacédo 4.28. Comportamento similar foi observado
para o mapa padrao e para o mapa web [30,31,39].

A figura 4.16 apresenta a distribuicdo para esta mesma energia E = 1/9, com mais con-
dicdes iniciais (M =~ 3 x 10°). Na parte da cauda da distribuicio, onde predominam as flu-
tuacoes, parece emergir algum padrdo, com picos (veja figuras (a) e (b)), que podem néo ser
apenas flutuagdes. A figura (c) corresponde a figura 4.15. A figura (d) apresenta uma ampliagao
da sua parte central, onde foi ajustada uma g-gaussiana na fig. 4.15. Agora, com mais condi-
¢des iniciais, percebemos que esta parte central ndo tem exclusivamente uma g-gaussiana com
q = 1.41. A curva ¢é assimétrica e possivelmente é a superposicao de duas outras distribui¢des;
a g-gaussana com g = 1.41 é um comportamento aproximado, observado em uma escala de
resolucdo menos refinada.

A figura 4.17 apresenta histogramas para a energia E = 1/8 para condi¢des iniciais na
regido cadtica (regido amarela da figura 4.8 (d)). Assim como verificado no caso E = 1/9 (fig.
4.13, e aqui mais pronunciado que ali, por haver mais condi¢des iniciais), a gaussiana nao
parece descrever toda a faixa de dados para a regido caética na energia E = 1/8, mas apenas
sua parte central. Isso reforca a suspeita da existéncia de orbitas sticky no mar caético.

A figura 4.18 apresenta histogramas para a energia E = 1/8 para condi¢des iniciais na
regido quase-periddica (regido preta da figura 4.8 (d)). A regiao da cauda, observada na figura
(a), parece apresentar um padrio que nao é apenas consequéncia de flutuagdes estatisticas por
conta de tamanho finito da amostra. A figura (b) mostra uma ampliacdo da parte central, com
seu detalhe ainda mais ampliado. A ocorréncia de pelo menos dois pequenos maximos fora do
centro pode ser indicativo da superposicdo de duas distribui¢cdes ndo gaussianas, talvez duas
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Figura 4.15: Densidade de probabilidade para a variavel 5py para a energia E = 1/9. Condicoes
iniciais tomadas em todo espaco de fases. Considerados ambos os sentidos p, > 0 e p, < 0.
N = 68818 condicoes iniciais com tempo convencional fixo, tp = 2x 108 passos de integracio.
Curva vermelha corresponde ao ajuste da combinacéo linear entre uma gaussiana e uma g-
gaussiana, eq. (4.26). Valores dos parametros indicados na figura. Painel principal: escala
mono-log; Detalhe: ampliacao da parte central, na mesma escala.

g-gaussianas. A figura (c), com o quadrado da variavel independente na abscissa, deixa mais
evidente a existéncia de dois, ou talvez trés, regides com inclinagdes diferentes, separadas por
pequenos maximos. Trata-se de um padrao mais complexo que aquele da figura 4.14. Isso pode
ser por dois motivos, ndo mutuamente excludentes: as energias sdo diferentes, e esta figura
4.18 foi avaliada com mais condi¢des iniciais. A figura 4.19 apresenta os histogramas para
orbitas tomadas em todo o espaco de fases exibido na figura 4.8.

A figura 4.20 apresenta distribui¢des de densidade de probabilidade para a variavel 5py
avaliadas com o tempo convencional, isto é, avaliadas a cada passo de integragdo, em vez
de toma-las apenas quando cruzam a sec¢do de Poincaré. A primeira coluna apresenta os
resultados para oOrbitas caodticas. A segunda coluna apresenta os resultados para orbitas quase-
periddicas. A terceira coluna apresenta os resultados para drbitas tomadas em todo espaco
de fases. Percebe-se que as distribui¢des ndo sdo exatamente gaussianas em nenhum caso.
Tambem todas as curvas apresentam algum grau de assimetria.
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Figura 4.16: Densidade de probabilidade para a variavel (5py para a energia E = 1/9. Condicoes
iniciais tomadas em todo espago de fases. Considerados ambos os sentidos p, > 0 e p, <
0. M = 3058139 condigdes iniciais, com tempo convencional fixo, tp = 2 X 109 passos de
integracdo (a legenda da figura usa Nj,; em vez de M, e T em vez de tf, e apresenta valor

aproximado de M). Painéis (a)—(d): sucessivas ampliacdes da mesma distribuigéo.
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Figura 4.17: Histogramas (ndo normalizados) para a variavel 5py para a energia E = 1/8. Con-
digdes iniciais tomadas na regido caodtica. Considerados ambos os sentidos p, > 0 e p, < 0.
M = 1622347 condicdes iniciais, com tempo natural fixo N = 22° (a legenda da figura usa
Nin; em vez de M, e T em vez de N). (a) escala log-linear; (b) abscissa com (517}1)2’ e orde-
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nada com o logaritmo do histograma. Detalhe de (b): ajuste de uma gaussiana (Be Alopy) , na

notacdo da legenda) para a porgao inicial dos dados.
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Figura 4.18: Histogramas (ndo normalizados) para a variavel 6py para a energia E = 1/8. Con-
di¢des iniciais tomadas na regido quase-periodica. Considerados ambos os sentidos p, >0 e
px < 0. M = 966106 condicdes iniciais, com tempo natural fixo N = 229 (a legenda da fi-
gura usa Nj,; em vez de M, e T em vez de N). (a) escala log-linear; (b) ampliacdo da figura
(a), detalhe com apliagdo adicional. (c) abscissa com (6py)2, e ordenada com o logaritmo do

histograma. Detalhe de (c): ampliacdo do painel principal.
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Figura 4.19: Histograma (ndo normalizado) para a variavel 6, para a energia E = 1/8. Con-
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Figura 4.20: Densidades de probabilidade para a variavel 5py para a energia E = 1/9, avaliadas
para o tempo convencional (clock time). Ordenada em escala logaritmica. Primeira coluna:
orbitas cadticas; segunda coluna: drbitas quase-periddicas; terceira coluna: espaco de fases
completo. Linha superior: abscissa com Op,; Linha inferior: abscissa com (5Py)2 (as legendas
das figuras usam Nj,; em vez de M, e T em vez de tp).
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Capitulo 5

Potenciais tipo Lennard-Jones

Este capitulo é dedicado ao estudo de potenciais do tipo Lennard-Jones definidos pelo Ha-
miltoniano

~ 1%
H=K+ ﬁ + Vparedess (5.1)

onde K representa a energia cinética total das N particulas de massa m,

1 N
__§ 2
1=

aredess O potencial de repulsdo das paredes sobre as particulas,

4 N 1 12
Vparedes = ZZ(_) ) (5.3)

r.
w=1i=1 \ ¥

Yo

e V é o potencial para o sistema com N particulas. Adotando a aproximacio entre pares
(pairwise additivity), V é dado pelo somatorio das energias potencias entre pares de particulas,

N
V= Zv(rij), (5-4)

i<j

sendo v(r;;) o potencial de Mie.
O potencial de Mie [18] possui um termo de atracdo e outro de repulsio,

v(rij) = Cq [(i)q—(i)al, (0<a<ny), (5.5)

Ti]' 1’1']'

onde o € o didmetro da particula e r;; a distancia entre as particulas i e j. Os parametros « e
1 regulam, respectivamente, o alcance da interagio de atragio e o de repulsdo. O potencial 5.5
é do tipo: v(r;;) o l/rl?‘]‘., logo, é ndo extensivo para 0 < a < d. Como mostrado na segao 3.3, é
possivel escalar o potencial de modo a torna-lo extensivo. Este escalonamento é realizado na
equacio 5.1 por meio do parametro N (Eq. 3.37).

A ocasido em que r;; = o corresponde a distancia finita na qual o potencial entre um
par de particulas é nulo. A distancia que fornece energia potencial minima (v,,;,,) entre duas
particulas é obtida através da primeira derivada,

dv(r;;)
d?’i]'

=0,
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sendo C, uma constante. Temos

n-1 a-1
o o o o
1’,']‘ ri]' 7’1']' 7’1']'

-1 -1
- )a ( - )17
al|— = 17 - )
1’1']' 1’1']'

AR
rij 1’1']' a’
7’1']' (n-a) n
2 -
e assim
1 1/(n-a)
i = (Z) . (5.6)

O potencial € repulsivo para rj; < 1y, € atrativo para r;; > r,;,, (veja figura 5.1). C, € uma
constante empregada para fixar a profundidade do pogo em € para quaisquer que sejam os
valores de a e 7 tal que 0 < a < 7. Para determinar o valor de C, basta fazer v(r;;) = € e
1’1']' = T'yin €M 5.5, logo,
(17’7/6(0‘)1/(’7_0‘)
(- a)
A expressio 5.5 é intitulada de potencial de Lennard-Jones [23] quando utilizados os para-
metrosa =6en =12

C,=¢€ (5.7)

T ot=6;n=12 1 T T T a:OI—
a=1 —
L a=2 i
0.3 a=6 ——
a=11 ——
0 ot
s . s
>E _0'5 _ /
-€ I — -1 B
| _1'5 1 1 1 1
Tij ij

Figura 5.1: Potencial tipo Lennard-Jones com a = 6 e = 12. A linha pontilhada vertical
corresponde ao raio da particula (o). O potencial é repulsivo, para r < r,,;, e atrativo para
1> yin. Quando r;; — oo o potencial V(r;;) tende a zero, para a = 0.
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5.1 Procedimentos

A simulagio da dinamica molecular (DM) e outras simulacdes realizadas no computador
se assemelham em muitos aspectos a um experimento real. Por este motivo estas simulacoes
sdo por vezes referidas como experimento in silico, uma alusdo aos termos em latim in vivo
e in vitro. O livro de Frenkel e Smit [16] faz este paralelo, entre os procedimentos realizados
no experimento real e na simulacdo da DM. Os autores do livro dizem que ao realizar um ex-
perimento real as seguintes etapas sao executadas: preparacdao da amostra do material que se
deseja estudar; conexdo dessa amostra aos instrumentos de medigao e aferi¢do das proprieda-
des desejadas. Na simulaciao da dindmica molecular procede-se de forma analoga. Prepara-se
a amostra, isto é, é selecionado um sistema modelo e ajustadas as condicdes iniciais; em se-
guida sdo resolvidas as equacdes de movimento do sistema até que as propriedades estejam
em equilibrio. E por fim, efetuam-se as medidas.

Os codigos utilizados foram desenvolvidos em linguagem C++ com o objetivo exclusivo de
desenvolvimento do presente trabalho, e posteriormente comparados com aqueles desenvol-
vidos pelo Orientador, em [7], aqueles em linguagem FORTRAN.

5.1.1 Ajuste das condicoes iniciais

O nosso sistema modelo é dado pelo Hamiltoniano 5.1, que fornece as seguintes equacdes
de movimento:

) 1

4 = —p; (5.8)
4 N

. 12 Tiy 12 ¥ij o Tij

p, = 120 (ﬂ)‘l’CaZ 120 ﬂ—aa r“"'z . (59)
w=1\Tiw i<j rij ij

A integracido destas equacdes é realizada por meio do algoritimo simplético de Yoshida de
quarta ordem (veja secéo 1.2). Utilizamos neste capitulo unidades reduzidas®, tomando m, o e €
como unidade base para massa, comprimento e energia, respectivamente, com m = o =€ = 1.

Apds selecionarmos o sistema modelo, devemos ajustar as condi¢des iniciais do mesmo.
Inicialmente as particulas sdo dispostas em uma caixa quadrada de largura L, na forma de
um tridngulo equilatero, com uma distancia r,,;,, (Eq. 5.6) entre as primeiras vizinhas, como
mostrada na figura 5.2 a.

Para a condicéao inicial do momento linear, foi adotada uma distribuicdo uniforme de su-
porte compacto entre (—p,, p.) com (p. > 0), conhecida como distribui¢ao water bag (Fig.5.2
b). Para implementar a distribuicdo water bag, sorteamos as componentes do momento, p, e
Py dentro de um intervalo (—p., p.). Ao proceder dessa forma, o sistema tera um momento

linear total nao nulo (P = va p; # 0). Para anula-lo, basta subtrair do p; de cada particula a
média do momento linear: N
Li Pi

pi- =5

Depois de anular o momento linear total, devemos ajustar a energia cinética, para que o
valor do Hamiltoniano 5.1 se iguale a energia E especificada pelo o usuario. A energia cinética

em funcido de E é dada por:
KO = E - Uo, (510)

! Apéndice B.
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onde U é a energia potencial, calculada a partir da disposicdo inicial das particulas, U =
I% + Vparede- Com a liberdade de escolha do ponto de referéncia para a energia potencial,
adotamos U, = 0, e assim a energia do sistema fica sempre positiva. Para que a energia cinética
do nosso sistema corresponda a 5.10 é preciso multiplicar o momento de cada particula por
um fator de escala ¢,

opis

sendo ¢ dado por:

(5.11)

Em seguida, definimos o passo de integracéo.

1
1
1
I'min =

“Pc 0 Pc

Figura 5.2: Condig¢oes iniciais para as posi¢des e momentos.

Os graficos da figura 5.3 apresentam o desvio relativo da energia em funcdo do niimero
de particulas (grafico a esquerda), tamanho do passo (grafico do centro) e energia (grafico a
direita). Nota-se por meio destes graficos que o tamanho do passo, At, exerce maior influéncia
sobre o desvio da energia do que as outras variaveis analisadas, mais especificamente AE/E
cresce na forma de uma lei de poténcia, como pode ser verificado no grafico interno da figura
5.3.(b), em escala log-log. Baseado no estudo destes graficos e no tempo de simula¢éo, ado-
tamos At = 0,005 como passo de integracao, para todas as simula¢des que aparecem neste
capitulo.
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Figura 5.3: Desvio relativo da energia em fung¢ao do:(a) nimero de particulas N; (b) passo de
integracdo AT em escala linear e log-log (figura interna); (c) energia por particula E/N.

5.2 Resultados

5.2.1 Evolucao temporal da energia cinética

Os resultados apresentados para a evolucdo temporal da energia cinética e das curvas calo-
ricas sdo médias obtidas sobre 10 amostras, com diferentes condigdes iniciais para o momento
p;, mas mantendo-se constantes as demais variaveis e parametros. Usamos o simbolo (K para
representar a média da energia cinética tomada sobre estas 10 amostras.

A figura 5.4 exibe a evolucdo temporal da energia cinética média por particula para um
potencial de curto alcance, @ = 6. Note que (K)/N = E/N no instante inicial, isto ocorre
devido o deslocamento do valor da energia potencial que realizamos para torna-lo nulo quando
disposto na configuracao inicial. Para todas as energias analisadas (K)/N decai inicialmente
e logo em seguida (t < 10°) sofre um aumento. Para baixas energias, E/N = 0,2 por exemplo,
(K)/N se estabiliza logo apos este incremento. Para outras energias este aumento ocorre até
alcancar um ponto de maximo local (veja na fig.5.4 os graficos com E/N > 1,0), em seguida
volta a decair e fica quase constante por um breve tempo, até t = 10? aproximadamente, depois
volta a decair novamente até atingir o “equilibrio” termodinamico.

No instante inicial, até atingir o primeiro ponto de maximo local, a curva de evolucdo
temporal de (K)/N para o potencial de longo alcance (fig.5.5), com a = 1, é similar a obtida
para o caso de curto alcance (fig.5.4), @ = 6. Apos este ponto de maximo ela se difere da de
curto alcance, pois surge um ponto de minimo local préoximo a t = 102, nio observado no
caso com a = 6. Com o aumento da energia este ponto de minimo vai se esvaecendo, ao
atingir E/N = 0,75 ele desaparece por completo. O equilibrio termodinamico ¢é atingido em
um patamar mais alto que o ponto de minimo local, quando E/N < (0,75 — 9), e mais baixo,
quando (0,75 - 8) < E/N < 0,75 (6 representa um valor da ordem de 1072).
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Figura 5.4: Evolucdo temporal da energia cinética média por particula para uma interacéo de
curto alcance, para diferentes valores de energia E/N. Para cada energia foram realizadas 10
simulacdes, com o = 6, N = 406, p = 1072,
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Figura 5.5: Evolucdo temporal da energia cinética média por particula para uma interacéo de
longo alcance, para diferentes valores de energia E/N. Para cada energia foram realizadas 10
simulacdes, com o =1, N = 406, p = 1072,

60



5.2.2 Curva calorica

A partir da analise da evolucdo temporal da energia cinética (K)/N, construimos as curvas
caldricas 5.6, tomando-se médias temporais na regido de equilibrio termodinamico. A figura
5.6 mostra as curvas caldricas para os sistemas de curto alcance (figura da esquerda com a = 6)
e de longo alcance (figura da direita com a = 1), com N = 406 particulas e densidade p = 0,01.
A curva calodrica, para o potencial de curto alcance, apresenta calor especifico (C) (inverso da
derivada da curva na figura 5.6) positivo quando E/N < 0,7. No intervalo 0,7 < E/N < 2,0 o
sistema apresenta calor especifico nulo, isto é, ocorre uma transicdo do tipo liquido-gas. Para
valores em que E/N > 2,0, o calor especifico volta a ser positivo e constante. Chamaremos
este ponto, a partir do qual C é positivo e constante, de energia critica (E,;;). Para o sistema de
longo alcance (a = 1), a curva caldrica apresenta calor especifico positivo quando E/N < 0,6 e
negativo no intervalo 0,6 < E/N < 0,75, com E_;; = 0,75. Ao se atingir a energia critica E;,
mais de 80% da energia total esta sob a forma de energia potencial (veja fig.5.7.(a)), apos este
valor (E/N > E_;;) a energia potencial passa a crescer bem mais lentamente, ficando quase
estavel com um valor de U/N = 0,68, como exibido fig.5.7.(b).

A regido de calor especifico negativo se manifesta apenas no caso de longo alcance. Este
estranho comportamento, calor especifico negativo, vem sendo relatado em artigos sobre aglo-
merados de estrelas [25,38], agrupamentos atomicos [34] e fragmentacido de nicleos [15]. Este
resultado, mostrando a ocorréncia de C < 0 no sistema tipo Lennard-Jones, ja havia sido re-
portado em [6].

1 T T T T T 0,5
a=06
N = 406
08 r 5=0,01 l 0,4 r
0,6 + J 03}
£ £
< 3
04 r b 0,2 r
0,2 + J 0,1 }
O 1 1 1 1 1 O 1 1 1 1 1
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 0 0,2 04 06 08 1 1,2
E/N E/N

Figura 5.6: Curva calorica para: (a) curto alcance (o« = 6); (b) longo alcance (a = 1).

Examinamos o efeito do tamanho do sistema sobre a curva calérica, aumentando o numero
de particulas N, e mantendo os demais parametros constantes. O resultado pode ser visto na
figura 5.8. Observe no grafico da esquerda que a regido de calor especifico negativo persiste
para os diversos valores de N, no entanto ocorre um deslocamento do E_;; para a direita com o
incremento de N. No grafico da direita colapsamos as curvas escalando a energia por particulas
com E/N!'**, sendo x = 0,0754, e a energia cinética com (K)/N!*¥, y = 0,0858. O valor de x
foi obtido tomando-se a inclinacdo do ajuste do grafico E_;;; em funcdo de N (grafico interno
em fig.5.8). De maneira analoga foi obtido y, utilizando-se o (K)/N maximo em funcéo de
N. Na referéncia [6] este colapso foi obtido com diferentes valores para x e y, x = 0,0876 e
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Figura 5.7: (a) Proporcdo entre energia potencial U e a energia total E em funcdo E/N; (b)
Energia potencial em funcédo da energia total.

v = 0,038. Ainda em [6] levanta-se a hipotese do deslocamento do E_.;; em funcdo de N ser
efeito de uma possivel correcio logaritmica escondida na escala de lei de poténcia introduzida
por N ou efeito das condicdes de contorno. Mostra-se aqui, por meio da figura 5.9, que este
incremento do E_; é consequéncia de trabalharmos com a energia especificada E deslocada
de menos Uj. Na fig.5.9(a) estdo representados E;; e Uy por circulos pretos e quadrados
vermelhos, respectivamente. Como pode-se ver a energia critica nao deslocada, representada
por triangulos verdes em fig.5.9(a), possui valor igual a —0,038 para qualquer N. A fig.5.9(b)
ilustra as curvas caldricas com energia ndo deslocada.

O potencial ser de longo alcance nao é condigao suficiente para ocorréncia de calor especi-
fico negativo, a figura 5.10 ilustra isto. Na fig.5.10 estdo representadas as curvas caloricas para
trés densidades distintas, somente a curva de densidade mais baixa, p = 0,01, apresenta calor
especifico negativo. Os autores do artigo [22] mostraram para o caso bidimensional, como
o analisado nesta dissertagao, que para valores de @ menores que um limite, o sistema exibe
C negativo para determinadas densidades, como ilustramos através da figura 5.10. Por outro
lado, no caso tridimensional, caso nao estudado nesta dissertacdo, ha sempre um valor da den-
sidade para o qual o sistema exibe um C negativo, ndo importa qual seja o valor de &, em outras
palavras, tanto o potencial de longo alcance quanto o de curto alcance podem apresentar calor
especifico negativo quando as particulas estdo imersas em um espago tridimensional.
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Figura 5.8: Relagdo da curva calérica com o numero de particulas, paraa =1 e p = 0,01. (a)
Curva calérica para diferentes valores de N. (b) Curva colapsada, E/N escalando com N 00754
e < k > /N com N8  Grafico interno: Energia critica (E.;) em funcio do nimero de
particulas N (escala log-log).
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Figura 5.9: (a) Energia critica (E;), circulos pretos, e energia potencial da configuracéo ini-
cial (Uy), quadrados vermelhos, em fun¢do do nimero de particulas N. Os tridangulos verdes
representam a energia critica ndo deslocada (E;; + Up), que é igual a —0,038 para qualquer
N. (b) Curva caldrica com energia ndo deslocada (E/N + Uj).
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Figura 5.10: Curvas caldrica para diferentes densidades.

5.2.3 Expoente de Lyapunov

Nesta secdo reproduzimos alguns resutados exibidos em [11] com respeito ao calculo do
expoente de Lyapunov. No sistema com potencial de interagao tipo Lennard-Jones, condi¢des
iniciais que possuem uma mesma energia convergem para um mesmo expoente de Lyapunov
A, como mostrado na figura 5.11.(a). Afim de obter uma melhor representacdo do expoente de
Lyapunov de uma dada energia, calculamos a média ({1)) sobre 10 amostras com diferentes
condi¢des iniciais para o momento p;, mas mantendo-se constantes as demais variaveis e pa-
rametros, a figura 5.11 ilustra este procedimento. A razdo de nédo termos realizado o mesmo
procedimento, isto é, calculado a média do expoente de Lyapunov, ao estudarmos o sistema
de Hénon-Heiles no capitulo 4, é que neste sistema para uma mesma energia pode-se obter
valores bem distintos de A quando tomadas diferentes condi¢des iniciais (veja fig.4.4), assim
se utilizassemos o valor médio das amostras, no sistema de Hénon-Heiles, perderiamos toda a
riqueza de comportamento, como a exibida na fig.(4.8).

A figura 5.12 apresenta (1) em fun¢io da energia por particula para a = 6 e a = 1. Os
graficos de (1), para @ = 6 e @ = 1, apresentam comportamento parecidos, exceto pela parte
inicial que é crescente quando a = 6 e decrescente quando @ = 1. Em ambos os casos, o com-
portamento é cadtico, (1) > 0, para qualquer energia e (1) possui um valor minimo quando
E/N = E_;. Valores acima do E_; levam a um crecimento linear do expoente de Lyapunov.
Na faixa de energia analisada o potencial de curto alcance (@ = 6) apresenta comportamento
mais caotico que o de longo alcance (a = 1).
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Figura 5.11: Expoente de Lyapunov em funcédo do tempo, com a =1 e E = 0.2. (a) 10 reali-
zagOes (cada realizagdo esta representada por uma cor) com diferentes condi¢des iniciais dos
momentos p;. (b) Média das 10 realiza¢des ilustrada em (a).
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Figura 5.12: Expoente de Lyapunov ({(1)) em funcio da Energia por particula com N = 105,
p =0,01, para: (a) a = 6; (b) a = 1.
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5.2.4 Distribuicio do Momento Linear

Examinamos a distribui¢do densidade de probablidade dos momentos lineares p,. As fi-
guras 5.13 e 5.14 exibem as distribuicoes de p, no instante t = 5x 103, paraa = 6 e a = 1
respectivamente, para diversas energias. A escolha dos valores da energia foram tomadas
de modo a cobrir diferentes regides das curvas caloéricas representadas em fig.5.6. Tanto em
fig.5.13 quanto em fig.5.14 os graficos da esquerda sdo em escala linear-log e os da direita em
quadrado-log. Como pode-se ver por estes graficos, os dois casos analisados, « =6 e a =1,
apresentam distribuicdes Gaussianas para todas as energias analisadas.
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Figura 5.13: Distribuicdo do momento p, no instante t = 5 x 10#, para uma interacéo de curto
alcance (a = 6). (a) Escala linear-log com p, no eixo da abscissa, (b) com abscissa p,>.

As figuras 5.15 e 5.16 ilustram distribuicdes obtidas por média de ensembles (fig. 5.15) e
por média temporal (fig. 5.16) para o sistema com a = 1 (longo alcance) e uma energia espe-
cifica, E = 0,7. Em ambos os casos observamos distribui¢des que aparentam se aproximar de
Gaussianas. Citamos dois resultados anteriores. Em [7], as curvas obtidas se aproximam de
Gaussianas, tanto para curto alcance como para longo alcance, mas ali ndo foi possivel con-
cluir se sdo efetivamente Gaussianas, ou se existem desvios, mesmo que pequenos, por conta
do nimero de particulas e tempos de simulacao utilizados serem insuficientes. As distribui-
coes foram obtidas por médias temporais e de ensemble, tomadas conjuntamente (misturadas)
na regiao de equilibrio termodinamico. Em [11] foram feitos dois casos: exclusivamente uma
média de ensembles, para um tempo fixo, e média temporal e de ensemble tomadas conjun-
tamente. Particularmente neste ultimo caso, foram consideradas duas janelas temporais: uma
delas imediatamente apds o sistema ter alcancado a regido de equilibrio termodinamico, e a
outra janela tomada ap6s algum tempo neste regime, o que permitiria algum tipo de termaliza-
¢do. As distribui¢oes através de médias de ensembles aparentam ser Gaussianas, nos dois casos
de curto e longo alcance. As demais distribuicoes, obtidas por médias misturadas, apresentam
desvios da Gaussiana, possivelmente superiores a flutuacoes estatisticas. Isso ocorreu em am-
bos os casos de curto e longo alcance. O autor considera nao ser possivel obter conclusdes
mais fortes, por conta do pequeno numero de realizacdes e janelas de tempo relativamente
pequenas, — limitacdo semelhante a reportada em [7]. Nossos resultados se assemelham mais
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Figura 5.14: Distribuicio do momento p, no instante t = 104, para uma interacio de longo
alcance (a = 1). (a) Escala linear-log com p, no eixo da abscissa, (b) com abscissa p,>.

aqueles obtidos em [7] do que os de [11]. Entretanto, ndo sdo idénticos. Diferencas podem
ser em consequéncia da frequéncia de amostragem ao longo do tempo ou da largura da janela
temporal. De qualquer modo, simulacdes para este sistema sdo custosas do ponto de vista
computacional e os resultados obtidos ainda néo sdo conclusivos.
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Figura 5.15: Distribuicdo do momento p,, coma =1 e E = 0,7, no instante ¢ = 10°, obtida
com média de 10 realizacdes. (a) Ajuste gaussiano. (b) Curva Linearizada. No grafico linear
alguns pontos da simulagio estdo sobrepostos devido a simetria da distribuigao.
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Figura 5.16: Distribui¢do temporal do momento p,,coma =1 e E = 0,7. (a) Ajuste gaussiano.

(b) Curva Linearizada. No grafico linear alguns pontos da simulacéo estao sobrepostos devido
a simetria da distribuicéo.
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Capitulo 6

Conclusoes

Nesta dissertacdo analisamos distribui¢des de probabilidade em dois sistemas Hamiltoni-
anos: Hénon-Heiles e potencial tipo Lennard-Jones. Em sua estrutura geral, os trés primeiros
capitulos abordaram temas que servem de base para nosso estudo, e os dois capitulos seguintes
desenvolveram o corpo principal desta dissertacio.

No capitulo 1 discutimos brevemente sobre sistemas Hamiltonianos, e a importancia de se
usar integradores simpléticos ao se fazer a integracdo numérica dos mesmos, pois estes inte-
gradores possuem os principais atributos destes sistemas, conservacio da energia e estrutura
simplética. Apresentamos o integrador de Yoshida que foi utilizado em todas as simulacdes
cujos resultados aparecem nesta dissertacio.

No capitulo 2 apresentamos o conceito de caos deterministico e alguns métodos utilizados
na caracterizacdo de regimes caodticos (secgao de Poincaré; expoente de Lyapunov (A); Smaller
Alignment index (SALI)). Mostramos como podemos reduzir o estudo de um fluxo a um mapa,
por meio da secdo de Poincaré. E descrevemos o método utilizado por Hénon que permite obter
o ponto "exato" da secdo desejada ao se integrar numericamente. A respeito das técnicas que
se utilizam diretamente do conceito de sensibilidade as condi¢des iniciais, trabalhamos com o
expoente de Lyapunov (1) e o Smaller Alignment index (SALI). Descrevemos também o método
da contagem de caixas para o calculo da dimenséao fractal. Fizemos uso de todas estas técnicas
no estudo do sistema de Hénon-Heiles (capitulo 4), e o calculo do expoente de Lyapunov é
utilizado no capitulo 5.

No capitulo 3, dedicado a Mecanica Estatistica ndo Extensiva, apresentamos a entropia de
Tsallis (S;) e a familia de distribui¢des que surgem ao otimiza-la, chamadas de q-Gaussianas.
Além disso, tratamos do problema da nédo extensividade dos sistemas com potenciais do tipo
V « 1/r* (a/d > 1 correspondem a interac¢des de curto alcance; a/d < 1 correspondem a
interacdes de longo alcance). Mostramos que é possivel recuperar a extensividade destes sis-
temas, por meio do escalonamento utilizando o fator N. Este fator de escala foi empregado ao
definir-se o potencial do tipo Lennard-Jones 5.1.

No capitulo 4 examinamos o potencial de Hénon-Heiles. Mostramos que este potencial
possui 4 pontos de equilibrio, sendo 3 deles pontos de escape do poco de potencial. Estes
pontos de escape possuem energia E = 1/6. Analisamos a dinidmica das orbitas por meio
da secdo de Poincaré e do expoente de Lyapunov. Encontramos que, para baixas energias,
E <1/12, 0 espago de fase acessivel para o sistema de Hénon-Heiles é completamente povoado
por orbitas quase-periodicas (1 = 0). Ao aumentarmos a energia, emergem regides cadticas
(A > 0) que coexistem com regides de expoente de Lyapunov nulo. Este comportamento ocorre
para faixas de energia entre 1/12 < E < 1/6. A fragao da regiao cadtica em relagao a area total
do espaco de fases cresce com o aumento da energia, até atingir seu maximo com E = 1/6,
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que ¢ a energia de escape do poco de potencial. A energia E = 1/6 ainda apresenta regioes
quase-periddicas, portanto, o sistema de Hénon-Heiles ndo possui valor de energia que leve a
uma ocupacio total do espago de fase acessivel, por drbitas caoticas.

Os resultados citados anteriormente sdo bem conhecidos da literatura. O conteudo original
da dissertacdo foi mostrar que regides com A > 0 possui distribui¢ées Gaussianas na regiao
central, enquanto as caudas sdo ndo gaussianas. Ao tomarmos regides ocupadas unicamente
por orbitas com A = 0, distribui¢des g-Gaussianas aparentam se ajustar as curvas, desde que se
utilize uma granulagio baixa nos histogramas (bins largos, vide figura 4.14). Quando avaliados
com mais pontos, 0 que permite uma granula¢do mais fina, surgem novos padrdes, vide parte
central da figura 4.16 d. Esta figura 4.16 foi avaliada no caso de mistura de condig¢des iniciais,
A=~ 0e A>0, difefente da figura 4.14, construida com todas as condices iniciais tendo A =~ 0.
Pensamos que o comportamento andmalo, emergente no centro da distribuicdo, também esteja
presente caso esta figura fosse avaliada exclusivamente com condic¢des iniciais com A =~ 0;
assim a comparacao seria mais precisa. Entretanto percebemos que a g-Gaussiana descreve
o comportamento geral em uma primeira aproximacao. Verificamos também que o caso de
mistura de condig¢des iniciais é descrito, em primeira aproximacao, pela combinacéo linear de
uma distribuicdo Gaussiana e uma g-Gaussiana, equacao (4.26), quadro similar ao obtido com
outros mapas conservativos [39], [31], [30].

Também exibimos, na figura 4.12, uma representacdo analoga ao diagrama de bifurcacio,
na qual é possivel se visualizar o tipo de 6rbita e periodo que um ponto do espago de fases gera
em funcdo da energia.

Os estudos realizados nesta dissertagdo sdo preliminares. Estudos mais sistematicos das
distribuicoes 6% sdo necessarios, para avaliar outros valores de energia, e os efeitos de (i)
manter-se o tempo convencional fp fixo versus manter o tempo natural N fixo; (ii) considerar-
se ambos os sentidos p, > 0 e p, < 0 ou apenas um deles (o ascendente), nas sec¢des de
Poincaré; (iii) fazer-se um refinamento mais detalhado da classificacdo das regides do espaco
de fases: neste trabalho, as regides do espago de fases foram separadas em duas categorias, as
quase-periodicas (A < A_) e as cadticas (A > A,); a referéncia [50] identifica diversos outros
tipos de Orbitas.

No capitulo 5, estudamos um sistema Hamiltoniano constituido de N particulas confinadas
em uma caixa quadrada de lado L, com potencial de interacao entre particulas do tipo Lennard-
Jones. Como condicdes iniciais, utilizamos o sistema em uma configuracdo triangular, com
a distancia entre as particulas aquela que minimiza o potencial entre pares. Os momentos
foram distribuidos uniformemente em uma faixa compativel com a energia total (conhecida
na literatura como distribuicdo water bag). Consideramos como temperatura a energia cinética
média por particula. Fizemos média de ensembles e média temporal. Na evolucdo temporal
para a energia cinética média, ap6s um transiente inicial, a temperatura estabiliza em torno de
seu valor estacionario, que é dependente da energia total do sistema. Esse valor estacionario é
utilizado para a construcdo das curvas caléricas. Para sistemas com interacdes de curto alcance
(a/d > 1), estas curvas sdo bem comportadas, no sentido que sdo sempre crescentes, isto é,
possuem calor especifico positivo para qualquer faixa de energia. Para o potencial de longo
alcance a = 1, foi observado calor especifico negativo em uma faixa especifica de energia.
Este fendmeno se mantém ao aumentarmos o nimero de particulas N. Mostramos que o
deslocamento da cuspide, relatado em [6], é consequéncia do deslocamento da energia tomada
como referéncia (adotamos a energia potencial da disposicéo inicial das particulas, U, como
sendo nula). Este efeito se extingue para densidades mais altas, por exemplo, p = 107!,
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Apéndice A

Algoritmo Hénon-Heiles

i=1 H Ler (E, M, N ) /
/ Ler (p%; pg'j ) /—{ j+1 nao

) sim
!
Evolui a orbita
fiducial e a o
pertubada
{
Calcula A; e . sim Gravar .
J =N? — i 0j N ij
renormaliza =N (yo’]'py ' Liz1 Py s Aj)
Legenda
E: Energia;
nio M: Numero de condig¢des iniciais;
N: N° de pontos na seccdo de Poincaré ();
Aj: Expoente de Lyapunov;
i: Contador para o N° de intersec¢des com (.
j: Contador para o N° de cond. iniciais;
isim
Método i1
de Henon
{
i
Zpy]
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Apéndice B
Unidades reduzidas

Existem varias razdes para se trabalhar com unidades reduzidas, ou adimensionais, em vez
de unidades fisicas. Uma delas é que pode-se prevenir o risco de underflow e overflow durante
a simulacdo numérica, pois evita-se utilizar valores absolutos muito préoximos de 0 ou muito
maiores que 1, tipicos da escala atdmica e astronémica quando utilizado o sistema interna-
cional de unidades (SI). Porém o principal motivo para o uso das unidades reduzidas, como
argumentado por Frenkel [16] e Rapaport [28], esta relacionado a no¢do de escalonamento,
pois um tnico modelo pode descrever toda uma classe de problemas, e uma vez realizadas as
medidas das propriedades em unidades reduzidas, elas podem facilmente ser escaladas para as
unidades fisicas do problema particular.

Para o sistema tipo Lennard-Jones pode-se tomar como unidades basicas:

« 0 como unidade de comprimento, de modo que a relacdo entre unidade reduzida (ri*]-)

e fisica (r;;) fica:

< Tij
+ € para unidade de energia, assim:
E
E*=—, (B.2)
€
« m como unidade de massa, logo:
m .
mi=—, (B.3)
m

as demais unidades sdo obtidas a partir destas. Por exemplo, a unidade de tempo pode ser
deduzida da relacéo:

F = —V?/(Ti]'), (B-4)
se considerarmos o potencial com simetria radial, podemos escrever,

dv(r;;)
=" B.5
dr (B.5)

dv(r;;
ma = —M, (B.6)

dr

d’r  dv(rij)
ar_ , B.7
mdt2 dr B.7)
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ao realizar a analise dimensional, obtemos:

] _ [E]

[m][tZ] HGk (B.8)

_ /[m][ﬂ]
[t]= £ (B.9)
(B.10)

logo, a unidade de medida do tempo, escrita em termos das unidades de comprimento (o),

energia(e) e massa (m) é:
mo?
t] =/ —.
1=

(B.11)
portanto, em unidade reduzida:
t
= ——, (B.12)
[ma?

€

€
=t . (B.13)

As outras unidades, listadas na tabela abaixo, sdo obtidas de forma analoga.

densidade p*=po’
temperatura T =k,T/e
energia E*=E/e
pressio P*=Po3/e
tempo t* = (e/ma?)V/?t
forca fr=fole
torque T =1/0

tenséo superficial | y* = yo?/e
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