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RESUMO

Nesta dissertacdo, mostra-se um estudo da dinamica de difusdo em um tipo especial de configu-
racdo de redes complexas ou modelo Multiplex [1]. Para tal fim, sdo usados elementos tedricos
como a defini¢do de distancia inter-redes [2], para a implementacdo computacional do método
de renumerac¢do de nés por meio do método de Monte Carlo [3,4]. Este método estocdstico foi
implementado e usado de duas formas diferentes em um Multiplex de duas camadas. Primeira-
mente foi baseado na forma tradicional, como € utilizado no modelo de Ising [5-7], para poder
aproximar a distancia inter-redes das duas redes que formam o Multiplex. A outra forma tem a
finalidade inversa, qual seja a de aumentar a distancia inter-redes das duas redes do Multiplex
e assim observar menores tempos de relaxagao da difusao do Multiplex. Estas duas formas de
aplicacao da distancia inter-redes por meio da renumeragdo de nds, juntamente com as diferen-
tes configuracdes possiveis do Multiplex usando os modelos ja conhecidos de redes complexas,
permitem por consequéncia a modificacio dos estados espectrais de difusdo do Multiplex. Esta
manipulacdo dos estados de difusdo de um Multiplex, possibilitam a obtencdo de resultados
com potenciais aplicagdes em redes reais que interagem e cumprem com a configuragdo de
um Multiplex. Portanto as relacdes entre as mudancgas nas distincias inter-redes, a dinamica
difusiva, e o espectro do Multiplex, sdo o foco principal da anélises nesta dissertacao.

Palavras-chave: Modelo Multiplex, Difusdo, Distancia Inter-Redes, Monte Carlo.
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ABSTRACT

This work provides a study of the dynamic diffusion of the Multiplex model [1] formed by
two layers. This analysis requires theoretical elements such as the inter-network distance [2]
and the computational implementation of the renumbering method of nodes through Monte
Carlo [3,4]. This stochastic method was implemented and used in two different ways. First,
it considers the traditional way, as is used in the Ising model [5-7], in order to approximate
the distance between the two network layers that form the multiplex. In the second way, the
stochastic method was used for the opposite purpose, i.e., to increase the distance between the
two multiplex layers, and so observe smaller relaxation times of the multiplex diffusion. These
two forms of application of the inter-network distance through the renumbering of nodes, along
with the different possible configurations of the multiplex using complex networks models, al-
low for a controlled modification of spectral states of multiplex diffusion. This manipulation
of the diffusion states of a Multiplex, through this method hints for potential applications in
real networks that interact and comply with the configuration of a multiplex. Therefore, the
relations among diffusive dynamics, Multiplex spectrum, and their dependence on the changes
in inter-network distances was the main focus of analisys, this dissertation.

Keywords: Multiplex Model, Diffusion, Inter-Network Distance, Monte Carlo.
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RESUMEN

En este trabajo, se mostrard un estudio de la dindmica de difusion de un tipo especial de confi-
guracion de redes complejas o modelo Multiplex [1]. Para tal fin, son usados elementos tedricos
como la definicién de distancia entre-redes [2], para la implementacién computacional de mé-
todo de reenumeracion de nodos por medio del método de Monte Carlo [3,4]. Este método
estocdstico fue implementado y usado de dos formas diferentes en un Multiplex de dos capas.
primeramente fue basado en la forma tradicional, como es utilizado en el modelo de Ising [5-7],
para poder aproximar la distancia entre-redes de las dos redes que forman el Multiplex. La otra
forma tiene una finalidad inversa, la cual es, aumentar la distancia entre-redes de las dos re-
des del Multiplex y asi observar menores tiempos de relajacién en el proceso de difusion del
Multiplex. Estas dos formas de aplicacion de la distancia entre-redes por medio de reenumerar
los nodos, junto con las diferentes configuraciones posibles del Multiplex usando los modelos
ya conocidos de redes complejas, permiten por consecuencia la modificacion de los estados
espectrales de difusién del Multiplex. Esta manipulacién de los estados de difusiéon del Mul-
tiplex, posibilitan la obtencién de resultados con potenciales aplicaciones en redes reales que
interactiian y cumplen con la configuracion de un Multiplex. Por tanto las relaciones entre los
cambios en las distancias entre-redes, la dindmica difusiva, y el espectro del Multiplex, son el
foco principal del andlisis de esta disertacion.

Palabras-clave: Modelo Multiplex, Difusdo, Distancia Inter-Redes, Monte Carlo.
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pontes que a formam. No grafico b, apresenta-se um diagrama qualitativo do
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abstracao matematica do problema das pontes Konigsberg.
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Representacdo da estrutura da internet. Em azul North America (ARIN), em
verde Europe (RIPE), em roxo Latin America (LACNIC), em vermelho Asia
Pacific (APNIC) , em amarelo Africa (AFRINIC), em branco redes altamente
ligadas.

Fonte: www.opte.org
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Diferentes tipos de redes reais com suas interagdes.

Redes insoladas de 6 vértices apresentadas com diferente topologia em cama-
das sinalizadas como C;, C;, C3, Cy.

Multiplex de duas camadas formado por redes de redes de 6 nds. As conexdes
entre redres sO estdo entre vértices iguais das redes.

Representagdo da projecao de um Multiplex formado por duas camadas de sete
nos

Multiplex formado por trés camadas e cada camada formada por quatro nés.
Representa como o coeficiente de clusterizagdo de qualquer n6 das redes € sem-
pre zero, mas na rede projecdo estes mesmos nds sao diferentes de zero.
Espectro de uma rede tipo Multiplex de duas camadas de 6 nés. Em cores se
apresentam a evolugio dos diferentes autovalores A; para as diversas mudangas
no parametro D,.

Espectro de uma rede tipo Multiplex de duas camadas de 6 nés. Em cor ver-
melho se apresenta a evolugdo do autovalor A, para as diversas mudangas no
pardmetro D,. Como parte do andlises apresenta-se diversos autovalores A,
para diferentes casos.

Espectro de uma rede tipo Multiplex formado por duas redes livres de escala
de 1000 no6s. Inicialmente as duas redes eram iguais, mas foram adicionadas
400 arestas na rede L, de forma aleatdria, fazendo com que a rede L, tenha um
tempo de relaxamento maior que o tempo do Multiplex.

Rede conexa formada por 6 nos e 9 arestas.

Rede conexa formada por 6 nos e 6 arestas.

Trés redes simples a, b e ¢ formadas por 4 nés, onde se evidencia as diferencas
estruturais entre ¢ com as redes a e b. Por outro lado, as redes a e b apresentam
de forma intencional numeracdes diferentes para ressaltar o fato que, com estas
numeragdes, o valor de d(a, ) é diferente de zero apesar de compartilhar a
mesma estrutura.

Graéficos da probabilidade de um sistema em um estado m passar a um estado
n versus a mudanca de energia AE, com diferentes valores de § no modelo de
Ising de duas dimensdes. O gréfico da esquerda apresenta o método de Monte
Carlo e a grafico da direta o método de Metropolis.

Fluxograma para o algoritmo Metropolis aplicado na procura da menor distan-
cia 8™ (e, B), entre duas redes.

Griéfico do tempo de evolugdo de 6(o, 3) versus passos em Monte Carlo. As
curvas de "pontos"e "linha-ponto"correspondem foram feitas com duas redes,
que sdo Apollonian network e Caley tree. Para os "pontos"o nimero de nés é
de 124 e para "linha-ponto"1096. As outras curvas correspondem a redes Apo-
lonianas iguais , mas com numeracdes de nds diferentes inicialmente, também
para 124 e 1096 nés.
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Multiplex de duas camadas, onde foi trocado por renumeragdo de nds os nds
5’ e 6. Na Figura (b), foi permutada a numeragio dos nés 5’ e 6', que agora
ndo se encontram mais imediatamente embaixo dos nds 5 e 6. No entanto, as
conexdes entre 0 né 5 € 0 novo nd 5, bem como entre 0 né 6 € 0 novo nd
6’ devem ser mantidas. Para que os novos nds 5’ e 6’ fiquem imediatamente
abaixo dos nds 5 e 6, a posi¢do entre eles foi também trocada na Figura ¢, mas

neste caso todas as conexdes em L, entre os nds 5’ e 6/ foram trocadas entre si.

Espectro do Multiplex RTI formado pelas redes G'g(ﬁ) 0.1 obtido apds afasta-
mento topolédgico inter-redes em fungdo do coeficiente de difusdo D,. Em cor
verde e roxo estdo os autovalores A, correspondentes a 354 y 50 nds renume-
rados pelo método de Monte Carlo. Nota-se evolugao do espectro conforme o
nimero de renumeragdes de nds aumenta.

Espectro do Multiplex RTI formado pelas redes Gf&) 0.1 obtido apds afasta-
mento topoldgico inter-redes em fungdo do coeficiente de difusdo D,. Em cor
verde e roxo estdo os autovalores A, correspondentes a 355 y 354 nés renume-
rados pelo método de Monte Carlo. Nota-se evolug¢ao do espectro conforme o
nimero de renumeragdes de nds aumenta.

Comparagdo dos espectros de 355 (em cor roxo) nds renumerados € o caso
de maximo afastamento topolégico inter-redes (em cor verde) de 1 x 107 nés
renumerados em fun¢do do coeficiente de difusdo D, para o Multiplex RTI
formado pelas redes G'%%.O.l.

Distancia de afastamento inter-redes conseguida para o Multiplex RTI formado

pelas redes G?é% 0.1 €m fung¢do do niimero de passos do método de Monte Carlo.

Espectro do Multiplex RTI formado pelas redes G , ;, obtido apés afasta-
mento topoldgico inter-redes em funcio do coeficiente de difusdo Dy. Em cor
verde e roxo estdao os autovalores A, correspondentes a 433 y 50 nds renume-
rados pelo método de Monte Carlo.

Espectro do Multiplex RTI formado pelas redes G%E) 0.01 obtido apds afasta-
mento topoldgico inter-redes em fun¢do do coeficiente de difusdo D,. Em cor
verde e roxo estdo os autovalores A, correspondentes a 434 y 433 nés renume-
rados pelo método de Monte Carlo.

Distancia de afastamento inter-redes conseguida para o Multiplex RTI formado

pelas redes Glss(fo 0.01» €m fungdo do nimero de passos do método de Monte Carlo.

Comparagdo dos espectros de 434 (em cor roxo) nds renumerados € 0 caso
de maximo afastamento topoldgico inter-redes (em cor verde) de 5 x 10° nés
renumerados em fun¢do do coeficiente de difusdo D,, para o Multiplex RTI
formado pelas redes G%f)?o.m.

Comparacgao dos espectros de 355 (em cor roxo) nds renumerados € a troca do
vértice com maior afastamento na rede (em cor verde) em funcio do coeficiente
de difusdo D,, para o Multiplex RTI formado pelas redes GEf,  |.

XiX

56

59

60

61

62

63

64

65

65

69



XX

5.10

5.11

5.12

5.13

5.14

5.15

5.16

5.17

5.18

5.19

5.20

5.21

5.22

Comparacio dos espectros de 355 (em cor roxo) nés renumerados, 1 x 107 (em
cor preto) nés renumerados e a troca de dois dos vértices com maior afasta-
mento na rede (em cor verde) em funcdo do coeficiente de difusdao D, para o
Multiplex RTI formado pelas redes G%f)’().l.

Comparacgao dos espectros de 434 (em cor roxo) nds renumerados € a troca do
vértice com maior afastamento na rede (em cor verde) em funcio do coeficiente
de difusdo Dy, para o Multiplex RTI formado pelas redes GE ,

Comparagdo dos espectros de 434 (em cor roxo) nos renumerados, 5 X 106 (em
cor preto) nds renumerados e a troca de trés dos vértices com maior afastamento
na rede (em cor verde) em fungdo do coeficiente de difusdo D,, para o Multiplex
RTI formado pelas redes GER ;-

Distancia de afastamento inter-redes conseguida para o Multiplex RTI formado
pelas redes Gf()%', em funcdo do nimero de passos do método de Monte Carlo.
Espectro do Multiplex RTI formado pelas redes GfOEO' obtido apds afastamento
topoldgico inter-redes em funcao do coeficiente de difusdo D,. Em cor verde,
roxo, preto e azul estdo os autovalores A, correspondentes a 100, 500, 3000 e
1 x 10° nés renumerados pelo método de Monte Carlo.

Distancia de afastamento inter-redes conseguida para o Multiplex RTI formado
pelas redes Gégg', em funcdo do nimero de passos do método de Monte Carlo.
Espectro do Multiplex RTI formado pelas redes Géé%' obtido apds afastamento
topoldgico inter-redes em fun¢do do coeficiente de difusdao D,. Nota-se evolu-
cdo do espectro conforme o nimero de renumeracdes de nés aumenta.
Distancia de afastamento inter-redes conseguida para o Multiplex RTI formado

pelas redes G%(')%o, em funcdo do nimero de passos do método de Monte Carlo.

Espectro do Multiplex RTI formado pelas redes G%O%O obtido apds afastamento
topoldgico inter-redes em fungdo do coeficiente de difusao D,. Nota-se evo-
lucdo do espectro conforme o nimero de renumeragdes de ndés aumenta mos-

trando que este comportamento € independente do tamanho que as redes possuam.

Comparacdo dos espectros de renumeracdo de nés e o método de grau (MG)
para o Multiplex formado pelas redes livre de escala RTI de 100 nds. Repare
que o MG utiliza a troca de 49 nés e o método de Monte Carlo de 1 x 10°.
Comparacgado dos espectros de renumeracao de nés e o método de grau (MG)
para o Multiplex formado pelas redes livre de escala RTI de 367 nés. Repare
que o MG utiliza a troca de 182 nés e o método de Monte Carlo de 1 x 10°.
Comparagdo dos espectros de renumeracdo de nés e o método de grau (MG)
para o Multiplex formado pelas redes livre de escala RTI de 1000 nds. Repare
que o MG utiliza a troca de 499 nés e o método de Monte Carlo de 10 x 10°.
Distancia de afastamento inter-redes conseguida para o Multiplex RTI formado
pelas redes de pequeno mundo com probabilidade p = 0.05 de 500 nés, em
funcdo do numero de passos do método de Monte Carlo.
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Espectro do Multiplex RTI formado pelas redes de pequeno mundo com pro-
babilidade p = 0.05, obtido ap6s afastamento topoldgico inter-redes em fungao
do coeficiente de difusao D,. Note-se que para afastamentos maiores a 1000
renumeragdes o espectro muda seu comportamento, mostrando valores de A,
menores.

Distancia de afastamento inter-redes conseguida para o Multiplex RTI formado
pelas redes de pequeno mundo com probabilidade p = 0.1, em funcdo do nu-
mero de passos do método de Monte Carlo.

Espectro do Multiplex RTI formado pelas redes de pequeno mundo com pro-
babilidade p = 0.1, obtido apds afastamento topoldgico inter-redes em fungdo
do coeficiente de difusido D,.

Espectro do Multiplex RTI formado pelas redes de pequeno mundo com pro-
babilidade p = 0.5, obtido ap6ds afastamento topoldgico inter-redes em fungao
do coeficiente de difusao D,.

Distancia inter-redes entre redes G?&).o.s que formam o Multiplex RES, afasta-
mento em cor vermelho e aproximagio em cor azul, em funcio do niimero de
passos do método de Monte Carlo.

Espectro do Multiplex de duas camadas RES para a aproximacgao de duas redes
G%E)’O.S, apresentando o comportamento espectral do segundo autovalor A, em
relacdo ao coeficiente de difusdo inter-redes Dy, para diferentes distancias feitas
pela renumeracgdo de nos.

Espectro do Multiplex de duas camadas RES para o afastamento de duas redes
G‘s%%,o.s’ apresentando o comportamento espectral do segundo autovalor A em
relacdo ao coeficiente de difusdo inter-redes D, para diferentes distancias feitas
pela renumeracgdo de nos.

Distancia inter-redes entre redes G%f) 0.05 que formam o Multiplex RES, afas-
tamento em cor vermelho e aproximaéﬁo em cor azul, em funcdo do ndmero de
passos do método de Monte Carlo.

Espectro do Multiplex de duas camadas RES para a aproximacgao de duas redes
G%&O.OS, apresentando o comportamento espectral do segundo autovalor A, em
relacdo ao coeficiente de difusdo inter-redes Dy, para diferentes distancias feitas
pela renumeracdo de nos.

Espectro do Multiplex de duas camadas RES para o afastamento de duas redes
GER .05+ apresentando o comportamento espectral do segundo autovalor A,
em rélagéo ao coeficiente de difusdo inter-redes Dy, para diferentes distancias
feitas pela renumeracdo de nés.

Distancia inter-redes entre redes livre de escala de 100 n6s que formam o Multi-
plex RES, afastamento em cor vermelho e aproximacao em cor azul, em fun¢do
do nimero de passos do método de Monte Carlo.

Espectro do Multiplex de duas camadas RES para a aproximacao de duas redes
livre de escala de 100 nés, apresentando o comportamento espectral do segundo
autovalor A, em relac@o ao coeficiente de difusdo inter-redes D,, para diferentes
distancias feitas pela renumeracio de nés.
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Espectro do Multiplex de duas camadas RES para o afastamento de duas redes
livre de escala de 100 nés, apresentando o comportamento espectral do segundo
autovalor A, em relacdo ao coeficiente de difusdo inter-redes Dy, para diferentes
distancias feitas pela renumeracio de nés.

Distéancia inter-redes entre redes livre de escala de 367 nds que formam o Multi-
plex RES, afastamento em cor vermelho e aproximagcao em cor azul, em fun¢do
do ndmero de passos do método de Monte Carlo.

Espectro do Multiplex de duas camadas RES para a aproximagao de duas redes
livre de escala de 367 nds, apresentando o comportamento espectral do segundo
autovalor A, em relagdo ao coeficiente de difusdo inter-redes Dy, para diferentes
distancias feitas pela renumeracao de nés.

Espectro do Multiplex de duas camadas RES para o afastamento de duas redes
livre de escala de 367 n6s, apresentando o comportamento espectral do segundo
autovalor A, em relacdo ao coeficiente de difusdo inter-redes Dy, para diferentes
distancias feitas pela renumeracao de nés.

Distancia inter-redes entre redes livre de escala de 1000 nés que formam o
Multiplex RES, afastamento em cor vermelho e aproximacao em cor azul, em
fun¢do do nimero de passos do método de Monte Carlo.

Espectro do Multiplex de duas camadas RES para a aproximagao de duas re-
des livre de escala de 1000 nds, apresentando o comportamento espectral do
segundo autovalor A, em rela¢@o ao coeficiente de difusdo inter-redes Dy, para
diferentes distancias feitas pela renumeracao de nds.

Espectro do Multiplex de duas camadas RES para o afastamento de duas re-
des livre de escala de 1000 nés, apresentando o comportamento espectral do
segundo autovalor A, em relagdo ao coeficiente de difusdo inter-redes D,, para
diferentes distancias feitas pela renumeracao de nos.

Comparacgdo dos espectros de renumeracao de nés e o método de grau (MG)
para o Multiplex formado pelas redes livre de escala de 100 nds. Repare que
o MG utiliza a troca de 49 nés e o método de renumeragio de 1 x 10* para ter
uma pequena diferenca porcentual de 8.4%.

Comparagdo dos espectros de renumeracdo de nés e o método de grau (MG)
para o Multiplex formado pelas redes livre de escala de 367 nds. Repare que o
MG utiliza a troca de 128 nés e o método de renumeragio de 1 x 10* para ter
uma pequena diferenca porcentual de 9.1%.

Comparagdo dos espectros de renumeragdo de nés e o método de grau (MG)
para o Multiplex formado pelas redes livre de escala de 1000 nés. Repare que
0 MG utiliza a troca de 499 nés e 0 método de renumeracio de 1 x 10* para ter
uma pequena diferenca porcentual de 3.7%.

Distancia inter-redes entre redes de pequeno mundo com probabilidade p =
0.05 que formam o Multiplex RES de duas camadas, afastamento em cor ver-
melho e aproximacao em cor azul, em fun¢do do nimero de passos do método
de Monte Carlo
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Espectro do Multiplex de duas camadas RES para a aproximacao de duas de
pequeno mundo com probabilidade p = 0.05, apresentando o comportamento
espectral do segundo autovalor A, em relagdo ao coeficiente de difusdo inter-
redes Dy, para diferentes distancias feitas pela renumeragdo de nos.

Espectro do Multiplex de duas camadas RES para o afastamento de duas de
pequeno mundo com probabilidade p = 0.05, apresentando o comportamento
espectral do segundo autovalor A, em relacéo ao coeficiente de difusdo inter-
redes Dy, para diferentes distancias feitas pela renumeracao de nos.

Distancia inter-redes entre redes de pequeno mundo com probabilidade p = 0.1
que formam o Multiplex RES de duas camadas, afastamento em cor vermelho
e aproximacao em cor azul, em fun¢do do nimero de passos do método de
Monte Carlo.

Espectro do Multiplex de duas camadas RES para a aproximacao de duas de
pequeno mundo com probabilidade p = 0.1, apresentando o comportamento
espectral do segundo autovalor A, em relacéo ao coeficiente de difusdo inter-
redes Dy, para diferentes distancias feitas pela renumeragdo de nos.

Espectro do Multiplex de duas camadas RES para a aproximacao de duas de
pequeno mundo com probabilidade p = 0.07, apresentando o comportamento
espectral do segundo autovalor A, em relagdo ao coeficiente de difusdo inter-
redes Dy, para diferentes distancias feitas pela renumeragdo de nos.

Espectro do Multiplex de duas camadas RES para a aproximacdo de duas de
pequeno mundo com probabilidade p = 0.2, apresentando o comportamento
espectral do segundo autovalor A, em relacéo ao coeficiente de difusdo inter-
redes Dy, para diferentes distancias feitas pela renumeracao de nos.

Espectro do Multiplex de duas camadas RES para a aproximacdo de duas de
pequeno mundo com probabilidade p = 0.5, apresentando o comportamento
espectral do segundo autovalor A, em relacéo ao coeficiente de difusdo inter-
redes Dy, para diferentes distancias feitas pela renumeracdo de nos.

Espectro do Multiplex de duas camadas RES para o afastamento de duas de
pequeno mundo com probabilidade p = 0.1, apresentando o comportamento
espectral do segundo autovalor A, em relag@o ao coeficiente de difusdo inter-
redes Dy, para diferentes distancias feitas pela renumeragdo de nos.

Espectro do Multiplex de duas camadas RES para o afastamento de duas de
pequeno mundo com probabilidade p = 0.07, apresentando o comportamento
espectral do segundo autovalor A, em relacio ao coeficiente de difusdo inter-
redes Dy, para diferentes distancias feitas pela renumeragdo de nos.

Espectro do Multiplex de duas camadas RES para o afastamento de duas de
pequeno mundo com probabilidade p = 0.2, apresentando o comportamento
espectral do segundo autovalor A, em relagdo ao coeficiente de difusdo inter-
redes D,, para diferentes distancias feitas pela renumeracao de nés.

Espectro do Multiplex de duas camadas RES para o afastamento de duas de
pequeno mundo com probabilidade p = 0.5, apresentando o comportamento
espectral do segundo autovalor A, em relacéo ao coeficiente de difusdo inter-
redes Dy, para diferentes distancias feitas pela renumeracdo de nos.
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Trés diferentes graficos de distancia inter-redes, entre redes de pequeno mundo
com probabilidade ps e redes aleatérias com probabilidade p, que formam o
Multiplex RTD, em funcio dos passos do método de Monte Carlo.

Espectro do Multiplex de duas camadas RTD para a aproximacao das redes
de pequeno mundo e aleatéria com probabilidade p = 0.1. Apresentando o
comportamento espectral do segundo autovalor A, em relagio ao coeficiente de

difusdo inter-redes Dy, para diferentes distancias feitas pela renumeracdo de nos.

Espectro do Multiplex de duas camadas RTD para a aproximacao das redes de
pequeno mundo e aleatéria com probabilidade p = 0.5, apresentando o com-
portamento espectral do segundo autovalor A; em relagdo ao coeficiente de

difusdo inter-redes D), para diferentes distancias feitas pela renumeragdo de nos.

Espectro do Multiplex de duas camadas RTD para a aproximacdo das redes
de pequeno mundo e aleatéria com probabilidade p = 0.05, apresentando o
comportamento espectral do segundo autovalor A, em rela¢do ao coeficiente de

difusdo inter-redes D,, para diferentes distancias feitas pela renumeragdo de nos..

Espectro do Multiplex de duas camadas RTD para o afastamento de duas redes
Small World de 500 nés com p = 0.1, apresentando o comportamento de A,
em relacdo ao coeficiente de difusdo inter-redes D,, para diferentes distancias
feitas pela renumeragao de nos.

Espectro do Multiplex de duas camadas RTD para o afastamento de duas redes
Small World de 500 nés com p = 0.5, apresentando o comportamento de A,
em relacdo ao coeficiente de difusdo inter-redes D,, para diferentes distancias
feitas pela renumeracao de nos.

Espectro do Multiplex de duas camadas RTD para o afastamento de duas redes
Small World de 500 nés com p = 0.05, apresentando o comportamento de A,
em relacdo ao coeficiente de difusdo inter-redes D,, para diferentes distancias
feitas pela renumeracdo de nos.

Dois diferentes gréaficos de distancia inter-redes, entre a rede aleatéria com pro-
babilidade p, e rede livre de escala de 500 nds que formam o Multiplex RTD,
em fun¢do dos passos do método de Monte Carlo.

Espectros de afastamento e aproximacao pela renumeragdo de nés do Multiplex
RTD formado pela rede aleatéria com probabilidade p, junto a rede livre de
escala de 500 nds. (a) e (b) correspondem com a aproximacgdo e afastamento
do Multiplex formado pela rede aleatéria p, =0.1. (c) e (d) correspondem com
a aproximagdo e afastamento do Multiplex formado pela rede aleatoria p, =
0.01. Note-se que a renumeragdo muda o comportamento espectral, tanto na
aproximacdo como no afastamento, para valores altos do coeficiente de difusao
inter-redes D,.

Dois diferentes graficos de distancia inter-redes, entre a rede de pequeno mundo
com probabilidade p; e rede livre de escala de 500 nés que formam o Multiplex
RTD, em func¢do dos passos do método de Monte Carlo.
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5.67 Espectros de afastamento e aproximacao pela renumeracdo de nés do Multi-
plex RTD formado pela rede de pequeno mundo com probabilidade p; junto a
rede livre de escala de 500 n6s. (a) e (b) correspondem com a aproximagao e
afastamento do Multiplex formado pela rede de pequeno mundo ps; = 0.5. (¢)
e (d) correspondem com a aproximagdo e afastamento do Multiplex formado
pela rede de pequeno mundo pg = 0.05. Note-se a existéncia da super difusdo
em todos os casos e a similaridade no comportamento comportamento espec-
tral com os outros casos dos Multiplex RTD, tanto na aproxima¢do como no
afastamento, para valores altos do coeficiente de difusdo inter-redes D,. 118






CAPITULO 1

INTRODUCAO

Nesta introdugdo, relatam-se diversos conceitos dos capitulos de forma resumida sem fazer
uma explicacdo detalhada ou aprofundar as definicdes. Para ser mais explicitos, trata-se de
uma pequena mostra resumida da teoria apresentada e desenvolvida nos diferentes capitulos
do texto, para que o leitor possa obter uma ideia clara e basica de cada capitulo. Por outro
lado, se comecara com uma breve histdria, muito necessdria para entender o contexto no qual
se desenvolvem as redes complexas e as contribuicdes mais importantes que vao aparecendo
ao longo da dissertacao.

As redes complexas hoje em dia, ocupam uma parte fundamental de nossa vidas e portanto
nio é possivel negar sua existéncia e a influéncia que podem chegar a ter. A grande prova
de sua existéncia nas redes reais, reside nos inumeraveis exemplos que estdo ao nosso redor,
por exemplo temos as redes de comunicacdo, as redes neuroldgicas, as redes sociais, as re-
des de amizades e até a internet, que € uma rede formada por outras redes de diferentes tipos
(Facebook, Twitter, Instagram, etc.). Pode-se até pensar pelos exemplos que estas redes reais
sdo uma inven¢do do homem, mas a realidade € outra, pois existem muitos tipos de redes na
natureza (por exemplo as células sdo um bom exemplo de redes complexas em sistemas bio-
l6gicos). Tudo isto, constitui um espago abstrato, ao qual temos acesso unicamente mediante
ferramentas matemadticas, tais como a matemadtica discreta ou teoria de grafos. Desemaranhar
as propriedades das redes complexas pode ser uma tarefa peculiarmente dificil, mas se con-
seguir, as implicagdes e beneficios que podem trazer em diferentes disciplinas ' serio muitos
para um melhor desenvolvimento e compreensdo das redes reais.

A defini¢do de rede complexa € ainda uma questdo um pouco polémica, ja que existem inu-

TAs redes complexas envolvem diferentes campos como a biologia, a quimica, a economia, a neuro-ciéncia,
etc
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merdveis formas em que sdo apresentadas as redes complexas em diversos textos da litera-
tura [11-15], ou seja, para diferentes autores existem diferentes formas de catalogar o que é
uma rede complexa, mas todas as defini¢des apresentadas levam a dizer que uma rede com-
plexa € a descricao de diferentes tipos de sistemas (fisicos, bioldgicos ou sociais) por meio de
objetos matematicos da teoria de grafos, e apresentando diversas caracteristicas de complexi-
dade, sejam estruturais, de tamanho, ou introduzidas em funcao de suas propriedades fisicas e
topoldgicas.

A forma mais fécil de representar uma rede complexa é mediante um grafo formado por dois
conjuntos (um formado pelas arestas E e outro pelos vértices V). Estes conjuntos junto a seus
objetos ajudam a extrair informagdes das redes para seu posterior andlises e desta forma per-
mitir a construcao da teoria de redes complexas [11,16].

A historia do estudo das redes na forma de grafos teve inicio formal na cidade Konigsberg
(ver Figura 1.1a), pela resolucdo do problema chamado "problema das pontes de Konigsberg".
Cidade atravessada por um rio que forma duas ilhas, que estdo ligadas entre si e com o resto da
cidade por sete pontes (ver Figura 1.1b). O problema consiste em estabelecer um caminho que
passa uma e sé uma unica vez por cada uma das sete pontes, iniciando em qualquer ponto e
retornando ao mesmo lugar. Tempo depois em 1735 o matemdtico Leonhard Euler apresentou
a solugdo ao problema de Konigsberg, originando assim a teoria de grafos.

Figura 1.1 No grifico a, apresenta-se uma foto da cidade de Konigsberg ressaltando os pontes que a
formam. No gréfico b, apresenta-se um diagrama qualitativo do problema dos pontes. No gréfico c,
apresenta-se o grafo que corresponde a uma abstracdo matemaética do problema das pontes Konigsberg.
Fonte: https://en.wikipedia.org/wiki/Seven_Bridges_of K%C3%B6nigsberg

Para mostrar que ndo era possivel, Euler substituiu cada ilha por um ponto e cada ponte por
uma linha, criando assim um grafo (ver Figura 1.1c), o primeiro grafo para resolver problemas.
A partir de Euler a modelagem mediante grafos foi desenvolvido até converter-se no que € na
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atualidade e desse modo, diferentes redes do mundo real podem ser representadas e caracteri-
zadas por meio de redes complexas. E possivel, por exemplo, modelar toda a estrutura fisica de
uma grande rede de computadores tal como a internet. Nesse caso, os computadores conetados
a internet referem-se aos vértices da rede enquanto que os cabos € meios de transmissao po-
dem representar as arestas da rede. Outras analogias podem ser também utilizadas, tais como
o contetido que possuem as paginas Web, relagdes sociais entre um grupo de pessoas, redes
organizacionais ou redes de negdcios entre companhias, redes neuronais, redes metabdlicas,
cadeia alimentar, entre outras. Como ilustracao da modelagem de redes complexas com grafos,
considere a Figura 1.2, onde mostra-se de forma aproximada a estrutura da internet, onde os
routers sao os nos da rede e suas conexoes as arestas.

O estudo mais formal das redes complexas, teve inicio a meados de 1960, quando Erdés e
Rényi apresentaram seu modelo de rede aleatdria (Capitulo 2). Por exemplo, as redes so-
ciais sdo constituidas por pessoas (vértices), e pelas diferentes interagdes que se apresentam
(arestas), quando os socidlogos utilizavam redes sociais, com a finalidade de estudar o compor-
tamento da sociedade e as muitas relacdes entre os individuos, as pesquisas eram focadas em
caracteristicas muito especificas das redes, como a centralidade (o vértice mais central) e a co-
nectividade (vértices com maior ndmero de conexdes) 2. A centralidade e a conetividade eram
usadas para determinar as pessoas que melhor se relacionavam com os demais ou para iden-
tificar as pessoas mais influentes da rede [17], por exemplo, em Facebook un cantante ou um
politico famoso poderiam cumprir com as dois caracteristicas de centralidade e conectividade.

Figura 1.2 Representagdo da estrutura da internet. Em azul North America (ARIN), em verde Europe
(RIPE), em roxo Latin America (LACNIC), em vermelho Asia Pacific (APNIC) , em amarelo Africa
(AFRINIC), em branco redes altamente ligadas.

Fonte: www.opte.org

ZEstas caracteristicas e outras serdo relatadas na Sec¢do 2.2.1 do Capitulo 2
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Com o passar do tempo e gragas aos avangos da tecnologia da comunicacao e a disponibilidade
de melhores computadores, as redes complexas foram potencializadas com novas ferramentas
que permitiram trabalhar com redes muito grandes, encerrando um ntimero de vértices maior
ao normal, dando assim solu¢do a um dos problemas principais, como a falta de ferramentas
para fazer célculos em redes de grande tamanho. As pesquisas antes focadas nas pequenas
redes e nas propriedades de vértices individuais ou arestas, passaram a considerar propriedades
estatisticas em larga-escala. Atualmente, sio comuns estudos com redes envolvendo milhdes
ou bilhdes de vértices, os quais antes eram compostos por dezenas ou em casos extremos, cen-
tenas de vértices. Tudo isto permitiu a evolugdo da teoria e a criagcdo de diferentes modelos que
puderam recriar certas propriedades fisicas e estruturais das redes reais, que serdao apresentadas
na Sec¢do 2.3 do Capitulo 2. Os modelos criados mediante a modelagem, permitiram que as
redes foram separadas e catalogadas em trés grandes grupos principais de modelos (Aleatoria,
mundo pequeno e livre de escala), conforme certas propriedades estruturais que podiam dife-
rencar algumas redes de outras. Nao obstante, estes avangos ndo foram ainda suficientes para
ter uma representagdo completa de uma rede real mediante a criacdo de um modelo.

Um dos modelos mais importantes, criado em 1959, e considerado por muitos anos um objeto
de estudo das redes complexas, é o modelo de rede aleatdria criado por Erd6s e Rényi [18-21].
Mas com os avancos na capacidade de calculo dos computadores, revelou-se vdrias caracteris-
ticas que diferem substancialmente as redes reais das redes aleatorias. As principais diferencas
estavam na topologia e evolugdo da rede no tempo, apresentando propriedades organizacionais
bastante robustas.

Nos seguintes anos surgiram novos modelos que tentavam imitar a natureza estrutural e di-
namica das redes reais. Um deses novos modelos sdo as redes de mundo pequeno ou modelo
Watts y Strogatz (1998). A criagdo deste novo tipo de redes de mundo pequeno, foi feita pela
observacdo de certas caracteristicas estruturais presentes nas redes reais, em especial o efeito
de mundo pequeno (pequena distancia média entre os vértices de uma rede). Mas também,
o modelo ndo conseguiu modelar mais outras caracteristicas importantes presentes nas redes
reais, por exemplo, a distribui¢io de grau em forma de lei de potencias 3. Embora as redes de
mundo pequeno ndo puderam abstrair todas as propriedades das redes reais, ndo deixou de ser
um marco de referéncia importante para a criagdo de mais outros modelos com novas variagdes
importantes, que aportam numerosas descobertas sobre a natureza das redes reais.

Devido as diferencas entre as redes de mundo pequeno y as redes reais, foi introduzido o
modelo de rede livre de escala ou modelo Barabasi-Albert (1999) [13,14,20,22,23]. O modelo
livre de escala conseguiu combinar as propriedades do pequeno mundo com a lei de potencias
na distribuicdo de graus, convertendo-se no modelo que melhor conseguia simular as redes re-
ais. Basicamente as redes livre de escala sdo redes criadas com duas premissas, a primeira é
o fato da dinamica de crescimento presente em redes reais e que ainda nenhum modelo havia
tido em consideracdo. A segunda premissa € vista na forma como acontece a dinamica de cres-

3Uma das principais caracteristicas dos sistemas complexos ¢ a lei de potencias, presente sempre e que para
alguns autores identifica se um sistema é complexo ou ndo.
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cimento das redes reais, que aparentemente ndo corresponde a forma de crescimento de uma
rede aleatdria, pelo contrario, mostra um tipo de ligagcao preferencial, ou seja, existe alguns nos
na rede com um nuimero significativo de grau e portanto uma maior probabilidade de ter mais
ligacdes que outros nés com um numero de grau menor. Com estes dois fatos se constituiu as
redes livres de escala e até hoje representam um padrao referencial nas pesquisas de redes reais.
Apesar de haver uma semelhanca entre o modelo livre de escala e as redes reais, € ressaltar que
o modelo ainda ndo consegue ter todas as caracteristicas estruturais presentes nas redes reais.

Apesar da grande evolugdo da teoria das redes complexas mostrada até agora, pode-se dizer
que ainda apresentam-se algumas dificuldades. Por exemplo, a teoria ndo considera de forma
explicita a interagdo que duas ou mais redes posam ter, como € o caso das redes reais, que estao
em constante interacdo 4. Isto leva a pensar na existéncia de um novo modelo, que defina as
propriedades e formas estruturais a consideragao da possivel interacao entre duas redes ou mais.
Este modelo em sua forma mais geral é o modelo de multi-rede apresentado no Capitulo 3 e
surgiu para atender os problemas das interacdes entre redes existentes na vida real. Por isso,
o modelo de multi-rede se converteu na base fundamental de mais outros modelos, cada um
focado a resolver diversos problemas de interacdes entre redes complexas. Um destes modelos
¢ o modelo Multiplex apresentado no Capitulo 3 Seccdo 3.3. Suas aplicagdes em redes reais
fazem que seja uma das principais motivacoes pelas quais foram estudadas e trabalhadas nesta
dissertacdo, além de ser um modelo muito simples mas poderoso na hora de tentar explicar
processos como os de difusdo (Ver Secgao 3.3.3 Capitulo 3).

Devido a necessidade de comparar de forma explicita, tanto qualitativamente como quantitati-
vamente duas redes, no Capitulo 4, explora-se uma nova grandeza que nao precisa de utilizar
as propriedades estruturais ja conhecidas da teoria das redes complexas > (Ver Capitulo 2). Por
isto, é apresentado a grandeza de distancia entre duas redes [2], que mostra as semelhangas ou
diferencas topoldgicas que duas redes qualquer possuem ©. Mas a distincia entre duas redes
¢ uma grandeza suscetivel e dependente da numeracdo dos ndés que as redes possuam, como
consequéncia disto duas redes topologicamente iguais com numerag¢ao de nds diferente, podem
ter un valor de distincia entre redes maior de zero. (Seccao 4.2 Capitulo 4). Por isto, € preciso
a aplicacdo desta grandeza junto com um processo de renumeracdo de nds, que consiga a ex-
ploracdo de todas as possiveis numeracdes de nés e obter com certeza o valor da distancia que
mostre as semelhancas ou diferencas topoldgicas de duas redes. Devido a grande quantidade
de numeracdes possiveis em uma rede (ao redor de n!) € utilizado o método de Monte Carlo
e deste modo saber com certeza se duas redes tem algum tipo de semelhancga topologia. Por
exemplo, se existisse uma forma de relacionar uma dependéncia entre os processos de difusdo
entre redes e as semelhancas topoldgicas que duas redes tem, seria uma importante ferramenta
para melhorar os problemas de transporte em redes reais.

4Um dos exemplos mais comuns disto sio as interagdes que existem entre as diferentes redes criadas na internet
ou também em nossas vidas, onde a rede de amizades pode ter interagcdes com a rede de trabalho ou de familia.

3As propriedades estruturais das redes nio mostram de forma explicita a diferenca entre duas redes, sendo
mais propriedades das redes individuais.

6Se duas redes sdo topologicamente iguais, entio o valor da distincia serd de zero, mas se pelo contrario sio
diferentes o valor é maior que zero.
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Com tudo o exposto até agora, € claro dizer em forma geral que o objetivo desta disserta-
¢do € o andlises nos processos de difusdo em redes tipo Multiplex em fun¢do das mudancgas
topoldgicas. Isto mediante a aplicacdo da grandeza de distancia entre duas redes junto ao mé-
todo de Monte Carlo ’. E importante aclarar que, o método de Monte Carlo é um método
que comumente € utilizado para a maximizacio de fungdes, sem ainda existir na literatura uma
aplicagdo para minimizar fun¢des, mas neste trabalho foi desenvolvido tanto a maximizagdo
como a minimizac¢ao, mostrando um claro avango e inovacao na aplicacdo do método de Monte
Carlo. No contexto desta dissertagcdo, isto quer dizer aumentar ou diminuir a distancia entre
redes. Portanto, mediante um processo de renumeragdo de nds € possivel aumentar ou até di-
minuir a distincia entre duas redes (Ver Capitulo 4), tudo isto aplicado no modelo Multiplex
traze consequéncias na dindmica de difusdo, por exemplo, optimizar a difusdo entre duas redes
mediante uma melhor configuragc@o nas redes que formam o modelo Multiplex.

Desta forma, sdo apresentados e resumindo os objetivos desta dissertagdo:

* Analises da dinamica de difusdo para diferentes passos feitos pelo método de Monte
Carlo, mediante a utilizacdo de diversos tipos redes complexas na configuracao do Mul-
tiplex.

 Utilizacdo do método de Monte Carlo, em uma forma ndo usual como resposta a natureza
do problema de difusdo em redes Multiplex de duas camadas.

* Mostrar a possibilidade de manipular a difusdo mediante o método de Monte Carlo sem
modificar a forma estrutural das redes que o formam.

* propde quando se possa, métodos ndo estocdsticos para a manipulacdo da difusdo do
Multiplex de duas camadas.

* Mostrar as aplica¢des do modelo Multiplex em redes reais e a importancia da optimizacao
dos problemas de difusdo.

Por altimo apresentamos no Capitulo 5 e 6 as discussodes e anélises sobre os resultados obtidos
no estudo da dindmica espetral do modelo Multiplexs além de suas possiveis repercussoes e
aplicagdes em redes reais.

7 As mudancas topoldgicas sido a consequéncia de manter a forma estrutural do modelo Multiplex em cada nova
renumeragdo de uma das redes que o formam.



CAPITULO 2

REDES COMPLEXAS

Neste capitulo apresentaremos uma serie de conceitos fundamentais sobre a teoria de redes
complexas, baseados na teoria de grafos, para depois poder abordar a teoria das redes Multi-
plex apresentada no Capitulo 3. Nas primeiras sec¢oes 2.1 e 2.2 a seguir, apresentamos uma
breve descricdo dos conceitos fundamentais na teoria de grafos e redes complexas como suas
principais defini¢cdes e propriedades. Damos assim ao caro leitor as ferramentas introdutérias
para depois comegar a abordar os principais modelos apresentados na sec¢io 2.3 que sdo basea-
dos em certas carateristicas estruturais que possuem as redes reais. Na secdo 2.4 deste capitulo
apresentamos a teoria espectral das matrizes laplacianas das redes complexas. Tratamos tam-
bém algumas de suas representacOes matriciais € como mediante a teoria espectral, pode-se
caracterizar algumas de suas propriedades estruturais. No final do capitulo apresentamos a te-
oria de difusdo em redes complexas, e sua dindmica, encontrando o tempo para o qual uma
rede termina seu processo de difusdo. Além disto mostra-se a importancia da teoria espectral
no processo de difusdo em redes complexas. Esperamos que apos ler esse capitulo, ter-se-a um
conhecimento bésico das redes complexas e seus processos dinAmicos basicos.

2.1 INTRODUCAO A TEORIA DOS GRAFOS

A teoria dos grafos [12,19] € a principal ferramenta utilizada para a abstracdo de uma rede real.
Estas estruturas matematicas, chamadas grafos, sdo compostas por um conjunto de vértices
(nds) e outro conjunto de pares de nds (arestas). As arestas s@o utilizadas para indicar uma
relagiio entre os pares de nés que ligam, em conformidade com o problema modelado !. Mais
formalmente dizemos que um grafo G(V, E) estd formado por um par de conjuntos, tal que os
elementos de V sdo seus vértices (ou nds) e os elementos de E, suas arestas (ver Figura 2.1(a)).

05 problemas podem ser de uma grande variedade, tecnologia ou interesse intelectual e em diversas dreas do
conhecimento. Alguns sdo: a intenet, redes de citagdes, redes celulares, etc.

7



8 Redes Complexas

Além disso, um grafo pode ser direcionado (ou também chamado digrafo) ou ndo. Em um
grafo direcionado, cada aresta tem um sentido que liga um vértice origem a um vértice destino.
Ha dois tipos de digrafos, alguns sdo ciclicos (ver Figura 2.1(b)), quando existe um caminho de
um vértice para ele mesmo, ou pelo contrario aciclicos (ver Figura 2.1(c)), quando ndo existe
caminho. Em seguida vamos formalizar o conceito de redes ndo direcionadas, e entdo definir
matematicamente suas propriedades topogréficas (estruturais).

© ©
G—%  § &Y
0 @

(a) Grafo (b) Ciclico (c) Aciclicos

Figura 2.1 Tipos de Grafos, (a) grafo comum nao direcionado,(b) grafo direcionado ou digrafo ciclico,
(c) digrafo aciclico.
Fonte: Autor

Como ja vimos uma rede estd formada por dois conjuntos (vértices e arestas). Para os vértices
ou nés, serdo definimos o nimero de objetos que contem o conjunto V, como n = |V|. A
existéncia de um relacionamento entre nés da mesma rede serd representado por um par nao-
ordenado, caso a rede seja direcionada, o par passa ser ordenado. Desta forma se i, j € V estdao
relacionados, iremos representar este fato pelo par ndo-ordenado (i, j). Isto representa a exis-
téncia do relacionamento que chamaremos de aresta. O conjunto de todos os relacionamentos,
ou seja, de todas as arestas serd denotado por E. Desta forma, temos que:

E ={(i,/)|i,j € V,i estd relacionado com j}, (2.1)

¢ o conjunto que identifica todas as arestas em uma rede. Para o ndmero de arestas no con-
junto E, serd definido m, que é a quantidade de pares ndo-ordenados em E, ou seja m = |E|.
Finalmente uma rede serd definida por estes dois conjuntos, G(V,E) ou Gyg [21]. Para o caso
de digrafos temos relacionamentos assimétricos”. Entretanto podemos estender a definicio da
Equacdo 2.1, para digrafos. Basta para isso representar o relacionamento como um par orde-
nado, onde a ordem dos vértices no par é importante. O seja, o par (i, j) serd diferente do par
(j,i), pois identificam dois possiveis e distintos relacionamentos.

Uma das formas podemos representar uma rede, ou seja, sua estrutura € por meio de uma ma-
triz. Esta matriz, que contem toda a informagao sobre os nds e seus relacionamentos mais pro-
ximos, é conhecida como matriz de adjacéncia ou vizinhanca e estd definida pela Equacdo?2.2.

ZNeste caso, o fato de um objeto i estar relacionado com outro j ndio implica que j esteja relacionado com i.
Exemplos sdao amizade, hiperlinks entre pdginas web, troca de email, entre muitos.
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A:{ 1 Se(i,j) €E, 2.2)
0 Caso contrario. '

Repare que se a matriz de adjacéncia possui um relacionamento simétrico se estd representa
uma rede ndo direcionada e entdo a matriz serd simétrica com relagdo a sua diagonal principal,
pois neste caso temos A (i, j) = A(j,i). Por outro lado se o relacionamento ndo é simétrico,
ou seja se for assimétrico, como por exemplo em uma rede direcionada, entdo a matriz de vizi-

nhanca nao serd simétrica.

Figura 2.2 Rede de 5 nés com relacionamento. Fonte: Autor

Na Figura2.2 apresenta-se um exemplo de uma rede com 5 nds ndo direcionada e a matriz
de adjacéncia para esta rede estd definida pela Equacdo 2.3. Repare que cada vértice da rede
corresponde com uma das linhas e das colunas da matriz de adjacéncia, entdo para a rede da
Figura2.2 a matriz de adjacéncia é de 5 x 5, e os relacionamentos entre um par de vértices (i, j)
sdo representados pelo nimero um. Pode-se constatar que a matriz é simétrica com respeito a
sua diagonal principal, de forma que apresenta todas as propriedades para matrizes simétricas
jé& conhecida na literatura.

(2.3)

b

I
SO == O
S = == O =
—t = O b
— O = = O
S = = O O

2.2 REDES COMPLEXAS

Conforme ao mostrado na Secdo 2.1, um grafo ou rede é formado por dois conjuntos V, E de
vértices e arestas. No entanto, ha dificuldade em se encontrar na literatura uma conceituagao
clara e universal, mas nés chamamos de rede complexa um tipo especial de grafo que cumpre
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certas propriedades topogréficas®. E sio estas propriedades que fazem que muitos cientistas
de diversos campos tentem usar a teoria das redes complexas em suas pesquisas [11, 16, 25].
Porem € importante lembrar que nem todo grafo pode ser considerado uma rede complexa, pois
as propriedades que falaremos a seguir ndo estdo presentes em grafos simples.

2.2.1 Propriedades das Redes

As redes complexas apresentam diversas propriedades que podem ser de ajuda em caracterizar
e analisar uma rede qualquer que estejamos trabalhando. Por isso, existe na literatura um bom
numero de propriedades gerais que vem sendo utilizadas para caracterizar uma rede. Os re-
sultados permitem classificar as redes de acordo com essas propriedades. As mais importantes
sdo:

Graus e Distribuicio de Graus O grau de um vértice qualquer estd definido como o nimero
de arestas que incidem nele ou relacionamentos. Na rede do exemplo (ver Figura 2.2)
o grau de um vértice pode ser obtido somando os elementos da sua respectiva linha ou
coluna na matriz de adjacéncia (ver Equacdo 2.3). Por exemplo, o n6 4 tem grau 3. Neste
exemplo, como a matriz € simétrica, o grau também pode ser obtido somando a coluna
4. Portanto iremos denotar por k; o grau do vérticei € V.

E importante notar que a soma do grau de todos os vértices é igual ao dobro do nimero
de arestas da rede*.
Y ki=2m. (2.4)
i€V
Também € possivel obter o grau médio de uma rede, que € dada pela média arimética do

grau de todos os vértices.
1 2
— - Y k=" (2.5)

nicv n

bl

Uma importante propriedades estrutural de qualquer rede € sua Distribuicao de Graus.
Por exemplo, considere uma rede definida como G(V,E) e seja n; o niimero de vértices
com grau igual a k. A frac¢do de vértices com grau k é simplesmente dada por:

fiky="%. 2.6)
n
A Equacdo 2.6 é fungdo de distribui¢do probabilistica que indica a probabilidade de um
determinado vértice ter grau fixo. Em um digrafo, por outro lado, cada vértice tem um
grau de entrada e saida, acarretando em uma equacao diferente para o calculo da distri-
bui¢do de graus. Essa nova equag@o é escrita em funcgdo de f{ j, k), representando a fracdo
de vértices que t€m, simultaneamente, grau de entrada j, e grau de saida k.

3 Alguns outros autores definem uma rede complexa como aquela cuja estrutura nfio segue um padrio regular,
e outros trabalhos entendem as redes complexas como aquelas que modelam grandes sistemas, privilegiando o
tamanho [24]

“Isto ocorre porque cada aresta possui duas pontas e desta forma é contada duas vezes quando somamos 0s
graus de todos os vértices.
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Em secdes mais a frente se mostrard como uma rede aleatéria tem uma distribui¢do
de Poisson. No entanto a maior parte das redes reais tem um distribuicdo que segue
uma lei de poténcias da forma p(k’) ~ k~% para uma constante & qualquer maior que
zero [11,20,21].

Coeficiente de aglomeracao ou clusterizacdo Também conhecido como fendomeno de transi-
tividade. Esse fendmeno ocorre quando um vértice A estd conectado a um vértice B, e o
vértice B estd conectado a um vértice C, aumentando as chances do vértice A também es-
tar conectado ao vértice C. Iremos a definir o coeficiente de clusterizagio® de um vértice
i € V como sendo a frac¢do de arestas que os vizinhos de i possuem entre si € 0 maximo
de arestas que eles poderiam possuir entre si. Dado que o grau do vértice i € k;, 0 maior
numero de arestas entre seus vizinhos € dado por (g’) Ou seja todos os pares de vizinhos
de i possuem aresta entre si. Seja E; o numero efetivo de arestas entre os vizinhos do
vértice i. Podemos definir o coeficiente de clusterizacdo do vértice i como:

c E; 2E; 2.7)
i = I~ - . .
&)~ kilki—1)
Utilizando a defini¢cdo da Equagdo 2.7, pode-se agora definir o coeficiente de clusteriza-
¢ao médio da rede, como sendo a media arimética destes.

1
c=-Y ci (2.8)
Nicv
Repare que assumimos que todos os coeficientes estavam definidos, o que nem sempre é
o caso. Nestes casos a media deve ser apenas sobre os vértices que possuem coeficientes
de clusterizacao definidos.

Densidade de uma rede A densidade de uma rede esta definida como a frag@o de suas arestas
que possuem m € E, e 0 numero total possivel ().

m 2m k
Py T an=1) ~ (n—1) &2

Sua definicdo tem certa semelhanca com a Equacgdo 2.7, mas seu significado € totalmente
diferente. Note que a definicdo da Equagdo 2.9 tem como intervalo 0 < p < 1, e mostra
como tdo densa ou ndo pode ser uma rede. Para redes que sdo suficientemente grandes,
n — oo, pode-se aproximar.

p=n/c. (2.10)

Uma rede para a qual sua densidade p € constante quando n — o € chamada de densa, e
uma rede para a qual p — 0 e n — oo é chamada de nio densa® [20].

SRepare que o coeficiente de clusterizacio nio estd definido para vértices com grau zero ou grau um. Além
que é importante ressaltar que existem outras definicdes para o coeficiente de clusteriza¢do de uma rede, e para
nossa definicdo equacdo 2.7 contem vantagens e desvantagens [20]

OEstas definicdes de densa e nio densa s6 cumprem para quando podemos fazer que n — oo 0 qual teoricamente
estd bom mas nao para a maior parte das redes do mundo real. Uma rede de amizade € um exemplo de uma rede
ndo densa.
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Caminhos e distancia Um caminho é definido como uma sucessao de vértices sem repeticao,
onde existe uma aresta entre cada par de vértices adjacentes na sucessao. Por outra parte
o comprimento de um caminho € definido pelo nimero de arestas que o define, ou equi-
valentemente, pelo nimero de vértices da sequéncia menos um. Como € logico, existem
muitos caminhos diferentes entre um par de vértices (i, j), € por isso que a distincia en-
tre dois vértices serd o comprimento do menor caminho entre eles ou também chamado
de geodésica. Determinar o minimo caminho entre um par de vértices qualquer é de
suma importancia. Por exemplo para as comunica¢des ou para a internet. Asim, esta
€ uma caracteristica importante para a caracterizacdo de uma estrutura interna em uma
rede [13, 14].

A importancia em conhecer a distdncia em uma rede, cumpre um papel central no es-
tudo da estrutura das redes, pois capturam o quao proximo os vértices da rede estdo uns
dos outros. Portanto em muitas situacdes € importante representar todos os comprimen-
tos de menor caminho em uma rede, como uma matriz D onde o elemento matricial d; ;
¢ a minima distancia entre um par de vértices i, j. O valor midximo de d; ; corresponde
ao diametro da rede.

Distancia média e didmetro Uma importante propriedade estrutural de uma rede € sua distan-
cia média e seu didmetro. A distdncia média é dada pela média arimética das distancias
entre todos os pares de vértices da rede’. Seja d; ; a distancia entre os vértices i,j € V.
A distancia media d estd definida pela Equagdo 2.11.

d':% Y, dij 2.11)
(2) i>jeVv

Repare que na Equacdo 2.11 assumimos que a distancia entre qualquer par de vértices
estd definida. Se nao for assim, o valor de d diverge na equagdo 2.11 [21]. Entretanto,
muitas redes ndo sdo conexas®. Em caso que a rede seja niio conexa, o cdlculo da distan-
cia média e do diametro devem desconsiderar estes pares ou considerar apenas os pares
que pertencem a maior componente conexa [9]. Por outro lado em muitas situagcdes é
importante representar todos os comprimentos de menor caminho em uma rede, como
uma matriz D onde o elemento matricial d; ; € a distdncia minima entre um par de nos i

eJ.

Outra defini¢@o alternativa e que € de extrema utilidade para muitas redes, € conside-
rar a média harmonica da distdncia minima [26]. Em alguns artigos pode-se encontrar
como eficiéncia de G [27,28]. A ventagem de esta nova definicdo (Equacdo 2.12) € que
ndo diverge quando as redes sao ndo conexas, ampliando assim as aplicacdes ao mundo

real.
1

E:§Z !

i>jeVd(i’j)

(2.12)

7Se define também como a média de geodésicas sobre todos os pares de vértices de uma rede [9].
8 As redes ndo sdo conexas quando, ndo possuem caminhos entre todos os pares de vértices, logo a distancia
entre estes pares de vértices ndo estd definida.
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A eficiéncia tem uma parte importante na caracterizacdo estrutural, porque é um indica-
dor da capacidade do trafico na rede. Repare que qualquer contribuicao referente a um
vértice sem relacionamento nenhum na Equagdo 2.12, da como resultado zero. Evitando
assim a divergéncia presente na Equacdo 2.11.

2.3 TIPOS DE REDES

Existem diversos tipos de redes reais em muitos dominios diferentes e algumas com proprieda-
des estruturais iguais ou particulares. Por isso, € importante capturar estes aspectos fundamen-
tais destas redes reais, para posteriormente estuda-las mais a fundo, além de poder encontrar
novas redes semelhantes a elas. Serd por isso necessdrio generalizar-las. Para isto precisamos
a ajuda da matematica e em particular dos modelos matemdticos que capturem as diferentes
estruturas das redes reais. De esta forma as redes geradas pelos modelos irdo ter determinadas
propriedades estruturais.

No que se segue, iremos apresentar trés modelos muito conhecidos para representar as re-
des, além de discutir suas diferentes propriedades estruturais que os caracterizam. Sendo assim
entdo que pode-se determinar quais modelos podem-se empregar quando queremos capturar
determinadas propriedades estruturais que aparecem em redes reais e que sao objeto de estudo.

2.3.1 Modelo de Erd6s-Rényi

E Um dos modelos mais antigos e mais estudados. O modelo é também conhecido por diferen-
tes nomes, como modelo binomial ou modelo de rede aleatéria, todos reconhecidos na litera-
tura [21,29]. O estudo do modelo foi comecado por Erdés e Rényi (ER) na época de 1959, com
a criagdo de uma rede com n vértices e m arestas, Gfﬁl. No principio, os vértices sdo criados
sem relacionamento algum entre eles, e por um processo aleatorio vai-se escolhendo pares de
vértices para atribuir uma aresta entre pares, com a premissa de ndo ter multiplas conexdes, até
acabar com o nimero de arestas m. Originalmente o modelo nasceu para estudar o significado
de métodos probabilisticos, além das propriedades nas redes como uma fun¢@o do incremento
das arestas de forma aleatéria [18].

Um modelo alternativo para ER, consiste em conectar cada par de vértices mediante uma pro-
babilidade 0 < p < 1 com um numero fixo de nés. Consequentemente o nimero total de arestas
m é uma grandeza aleatéria com um valor esperado (m) = p[n(n — 1)/2]. Este procedimento
define um ensamble diferente denotado como fo,.g A geracgdo de redes ER forma um ensem-
ble das possiveis redes com todas as conexdes alternativas. O ensemble pode ser descrito pelo
conjunto de todas as matrizes de adjacéncia correspondentes a cada rede.

A Figura 2.3 ilustra possiveis redes geradas pelo modelo Gglg_zs. Repare que o modelo pode

0s dois modelos tem uma forte analogia, respectivamente com os ensembles candnico e grande candnico da
mecanica estadistica [30].
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gerar qualquer estrutura de rede com cinco vértices. Definimos o espago amostral S do Gﬁff,
como sendo o conjunto de redes que podem ser geradas pelo modelo. Podemos observar que

2
I Jrar

® 5 ® 5 ®

Figura 2.3 Exemplos de trés possiveis redes geradas pelo modelo GSEﬁ_ZS, Repare que sdo conexas, mas
nao necessariamente sempre o modelo vai gerar redes conexas. Fonte: Autor

qualquer rede com n vértices pode ser gerada, pois uma aresta qualquer pode ou ndo ser in-
cluida na rede. Porém se temos um total de (’;) arestas possiveis em uma rede com n vértices,
podemos obter o tamanho do espago amostral.

5] =2(3) = 2nln=1)/2, (2.13)

E de grande interesse, poder determinar a probabilidade do modelo gerar uma rede particular
com um determinado nimero m de arestas [18, 19]. Considere um conjunto de m arestas.
Portanto a probabilidade de uma aresta aparecer entre um par de nés (i, j) na rede gerada
pelo modelo é p, independente do par (i,j) e é dada por p = 2m/n(n—1). Além disso a
probabilidade de uma outra aresta ndo aparecer na rede é (1 — p). Assim podemos definir a
probabilidade como:

P[GER] = p(1—p)B) = (2.14)

As redes ER sao dos modelos mais estudados, apesar de ndo ter as propriedades necessdrias
para sua comparagao com as redes reais, devido as diferencias em suas caracteristicas estrutu-
rais como por exemplo, o coeficiente de clusterizacdo médio muito baixo, inversamente pro-
porcional a n e sua distancia media bem curta, proporcionais a /og n. Outro aspecto importante
sdo as propriedades estruturais que possuem em fungdo de p, e que sdo estudadas na teoria
de grafos para n nés quando n — oo. Muitas propriedades das redes aleatérias podem ser
determinadas com apenas argumentos probabilisticos, pelo qual Erdds e Rényi usaram para
seus estudos com redes aleatdrias. Entre as questdes abordadas algumas sdo de importincia
para as redes complexas como: Pode uma rede qualquer ser conexa ou possuir pelo menos um
triangulo de nds relacionado por arestas? De que maneira o didmetro da rede depende de seu
tamanho?
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O objetivo principal para Erdés e Rényi foi determinar para qual probabilidade de conexdo p
uma propriedade em particular Q serd mais provavel que surja. Na Figura 2.4 temos um exem-
plo da evolu¢do de uma rede aleatéria. Na construgdo se comega com n = 10 nds insolados e
entdo vai-se agregando por um processo aleatorio arestas, a medida que a probabilidade vai-se
acrescentando, eventualmente chegaremos a uma rede com o

p=0.1 p=0.25

Figura 2.4 Exemplos de redes aleatdrias com probabilidades entre 0,1 e 0,5. Fonte: [8]

maximo de arestas possiveis m = n(n — 1) /2, que neste caso é de m = 45 com uma probabi-
lidade de p = 1. A grande descoberta de Erdés e Rényi quando fizeram este procedimento
evolutivo com uma propriedade particular Q, foi que muitas destas propriedades aparecem de
forma repentina, ou seja, para uma probabilidade em particular quase qualquer rede tem alguma
propriedade '°, ou pelo contrario quase nenhuma rede tem. A transicdo de uma propriedade Q
de ser pouco provavel a ser muito provavel acontece de uma forma repentina. Para muitas des-
tas propriedades existe uma probabilidade critica p, = 1/n, correspondente a um grau critico
médio (k). = 1. Erd6s e Rényi mostraram este resultado [19,31]. As regras para a determinag@o
de uma determinada propriedade Q sdo:

» Se p(n) acrescenta seu valor de forma mais devagar que p.(n) quando n — oo, entdo
quase toda rede com probabilidade de conexdo p(n) ndo cumpre a propriedade Q.

* Se p(n) acrescenta seu valor de forma mais rdpida que p.(n) quando n — o, entdo
quase toda rede com probabilidade de conex@o p(n) cumpre a propriedade Q.

De forma matematica esta propriedade € indicada pela Equacdo 2.15. A transi¢do para p. tem
caracteristicas tipicas de uma transi¢ao de segunda ordem, em particular se é considerado como
parametro ordem o tamanho da maior componente. Esta transi¢cdo ¢ do mesmo tipo como as
consideradas nas transicdoes de campo médio da percolacdo. Repare que na percolagdo a rede
€ vista com um tamanho fixo n, e entdo a Equagdo 2.15 € reduzida tao s6 a questdo de se p é
menor ou maior que p.

0 se P g
pe(n)
lim P, = (2.15)
n‘—>oo P
1 Se p() — o0
pe(n)

1OEm especial as propriedades estruturais por exemplo, cada par de nds i, j esté relacionado por um caminho de
arestas.
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O valor proposto para p., ou seja, o limite de p.(n — o) é obtido pelo método de escalona-
mento de tamanhos finitos!'. A base de este procedimento é baseado na ideia que existe este
limite, e em consequéncia mostrando o fato que a percolacdo € independente da escolha do
tamanho. Isto é usualmente o caso no sistemas dimensionalmente finitos, os quais sdo a maior
parte dos sistemas de cardcter fisico nos que se tem interesse para a teoria de percolagdo.

Para concluir estd secdo vamos apresentar o calculo da probabilidade de um né na rede ter
um determinado grau k no modelo G(n,p). ErdSs e Rényi estudaram a distribuicdo de grau
minimo e maxima [34], mas tempo depois foi estudada a distribuicdo de grau, de forma muito
mais completa por Béla Bollobds [35]. A probabilidade que um né i tenha k = k; arestas € uma
distribui¢do binomial.

plk=hk) =k p*(1—py'+, 2.16)

Na Equagio 2.16 os fatores sdo: p* que é a probabilidade para a existéncia de k arestas,
(1— p)”_l_k a probabilidade da auséncia das arestas restantes, e C,’j_l = (”;1) ¢ 0 numero
de formas de selecionar os pontos finais das arestas k. O valor esperado de grau neste caso
corresponde a (k) = (n— 1)p. Se consideramos também um valor suficientemente grande para
n, e um valor fixo (k), a distribui¢do de graus se aproxima a uma distribui¢do de Poisson,
Equacdo 2.17, por isto as redes ER sdo as vezes chamadas redes aleatdrias de Poisson.

p(k) =exp ¥ =L (2.17)

2.3.2 Modelo De Watts-Strogatz

No final da década dos 90, Duncan Watts e Steven Strogatz estavam estudando as estruturas
das diferentes redes reais em diversos dominios e como consequéncia, eles observaram que
algumas destas redes possuiam as seguintes caracteristicas estruturais em comum: Alta cluste-
rizagdo, muito esparsas, € pequena distancia média entre os nds, ou chamado também fendmeno
de mundo pequeno '2. Eles decidiram nomear as redes que tenham estas caracteristicas como
de Small World Network (redes de mundo pequeno), e propuseram um modelo simples an,i

ue fosse capaz de capturar estas trés caracteristicas [9], coisa que 0 modelo GER ndo possuia.
n,p

O modelo proposto G5, inicia com n nés espalhados em forma de um anel onde cada né

estd simetricamente conectado a seus 2w nés ao redor. O termo w é o numero de vizinhos
mais proximos que pela topologia é 2 neste caso. Por exemplo o n6 n; tem os vizinhos mais

Método que consiste em encontrar dois valores para os exponentes criticos utilizado neste caso na teoria de
percolacdo, mas muito conhecido na fisica estadistica [5,32,33].

120 psicologo Stanley Milgram, nos anos 60 mostro a ideia de que a distancia, medida em nimero de ligagdes
de conhecimento direito, ou graus de separagdo, entre dois elementos tipicos de uma rede de ligacdes sociais € de
facto bastante pequena, mesmo em redes com muitos elementos.
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proximos n;—1 e n;j+1. O total de arestas € entdo m = nw. O modelo € baseado no reposiciona-
mento das arestas '3, dependendo de uma probabilidade p. O pardmetro p é fundamental, pois
domina o tipo de rede que o modelo ird gerar. A mudanca do parametro p faz interpolar entre
uma rede regular de dimensao finita (p = 0), € uma rede aleatdria sem estrutura Gﬁf, quando
todas as arestas estdo reposicionadas aleatoriamente (p = 1). Na Figura 2.5 se mostra como
a medida que o pardmetro p aumenta o modelo tem uma transi¢do entre uma rede regular e a
rede aleatdria, e estando entre estes dois extremos, estdo as redes de mundo pequeno que tem
as propriedades mais parecidas das redes reais.

Regular Small-world

Increasing randomness

Figura 2.5 Propriedades do modelo de Watts e Strogatz para diferentes valores de p. Fonte: [9].

Para entender melhor a coexisténcia do coeficiente de clusterizagdo C(p), e o tamanho do
caminho médio d(p) no modelo, consideramos a Figura 2.6. Nela se mostra o comportamento
de C(p), e d(p), quando p vai obtendo diferentes valores entre zero e um. Para uma rede
regular temos que d(0) = n/2w > 1 e C(0) =3/4. Ou seja, teremos uma alta clusterizagdo e
distancia alta. Por outro lado, quando p — 1 0 modelo converge a uma rede aleatériae: d(1) ~
Inn/Inw, C(1) ~w/n. Ou seja, teremos uma rede com baixa clusterizagio e distancia baixa.
Estes limites podem sugerir que sempre que existe um grande valor para C ele estd associado a
um grande valor de d, ou pelo contrario um valor pequeno de C estd sempre associado com um
pequeno valor de d. Watts e Strogatz encontraram que existe um intervalo de p no qual d(p)
estd perto de d(1) e C(p) > C(1), observando que a distincia comega a decrescer bem antes
da clusterizacdo. Desta forma temos redes que exibem relativamente alta clusterizacio e baixas
distancias chamadas de mundo pequeno.

Bnote que o nimero de arestas 1, é independente da probabilidade p e fixo.
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Figura 2.6 Caracteristicas de clusterizagdo C(p), baixa distincia d(p). Fonte: [9]

De forma geral o algoritmo do modelo pode-ser apresentado em dois simples passos:

1. Ordem: Comeg¢a com um anel de n vértices nos quais cada vértice estd relacionado com
seus vizinhos mais proximos. Para garantir ter uma rede esparsa e com baixa distancia
todo o tempo, consideramos que: n > w > In(n) > 1.

2. Aleatoriedade: Muda-se cada um das arestas da rede regular com certa probabilidade p,
com a condi¢do que ndo exista arestas que comec¢am e terminam no mesmo vértice e nem
arestas duplicadas. Ou seja, cada aresta € Uinica e conecta sempre um par de vértices i, j
sendo i # j. Pela variagdo de p pode-se dar conta da transi¢do entre ordem (rede regular
p = 0) e desordem (rede aleatéria p = 1).

Apesar do resultado ilustrado na Figura 2.6 ter sido obtido numericamente, com simulacdes
do modelo, é possivel realizar um tratamento analitico aproximado das caracteristicas induzi-
das pelo modelo [36]. Assim como em outros modelos, o modelo de Watts e Strogatz acabou
recebendo algumas criticas. Por exemplo, o modelo deixa de capturar uma propriedade funda-
mental de muitas redes reais, que € a distribui¢ao de grau em forma de lei de potencias. De esta
forma muitos outros modelos e variagdes foram propostos desde seu surgimento.

2.3.3 Modelo de Barabasi-Albert

O estudo da maioria das redes complexas tem sido iniciado pelo desejo de entender vérios sis-
temas reais, variando de redes de comunicacdo a cadeia alimentar. A inabilidade dos modelos
para descrever alguns tipos de sistemas tais como redes genéticas '4, fizeram que no final da
década dos 90, quando queria-se fazer algum tipo de andlises das redes reais que possuiam

14“Onde os nés sio protefnas e genes, enquanto as arestas se representam pelas interacdes quimicas entre eles.
Outro exemplo sdo as redes do sistema nervoso, onde os vértices sdo as células nervosas conetadas mediante os
axdnios como arestas.
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algum tipo de topologia complexa, foram representados mediante os dois unicos modelos que
existiam na época (rede aleatéria e rede de mundo pequeno). Mas os resultados dos modelos
nao podiam ser aplicados as mesmas redes reais. A dificuldade na descricao destes sistema esta
em sua topologia e seu tamanho bem maior.

Os resultados experimentais no estudo de redes reais mostraram que muitas destas redes apre-
sentam comportamento de livre de escala, ou seja, a distribuicdo de graus que seguiam era
da forma de uma lei de poténcias. As redes com estas caracteristicas diferem bastante das
redes aleatdrias ou small-word, pois apresentam alguns poucos ndés com uma conectividade
muito alta, chamados de hubs, enquanto que a maioria dos nds apresentam baixa conectivi-
dade. Porém a distribuicao de graus destes sistemas desvia-se de uma distribuicdo de Poisson
apresentada para as redes aleatdrias e a teoria de small-word. Devido estas caracteristicas nas
redes reais, alguns pesquisadores passaram a se questionar a respeito de quais mecanismos se-
riam responsdveis pelo surgimento da caracteristica de livre de escala nesses sistemas [37].

Barabasi e Albert, em 1999 [37], apresentaram um modelo que consistia basicamente em cres-
cer uma rede preferencialmente adicionando novas conexdes a nds mais conetados. Eles argu-
mentavam que a natureza de livre de escala em redes reais estd baseada em dois mecanismos
compartilhados entre muitas redes reais. O primeiro mecanismo apontado por Barabdsi e Al-
bert € o crescimento da rede, pois as redes reais sao dinamicas. Ou seja, a quantidade de nds
e arestas vao crescendo a cada instante. O segundo mecanismo € a ligacdo preferencial, visto
que em alguns sistemas (redes de amizade, redes de colaboracao cientifica, a internet,...etc) as
ligacGes entre os sitios parece se dar de forma preferencial e ndo de forma aleatéria. Ou seja,
existe uma tendencia de que os nés mais jovens se conectem a nds altamente conetados [38].

Estes dois ingredientes, crescimento e conexdo preferencial, inspiraram o modelo de Barabdsi-
Albert, o qual levou a uma rede com distribui¢do de graus em lei de poténcias. Vale la pena
salientar que o modelo proposto por Barabdsi-Albert ndo foi o primeiro a incluir ligacao pre-
ferencial e obter uma distribui¢do de graus em lei de poténcia. Acredita-se que a primeira
consideracdo rigorosa de ligacdo preferencial se deu por volta de 1925 por Yule [39] , que a
usou para explicar a distribuicao da lei de poténcia do nimero de especies por género de plan-
tas com flores, processo que ficou conhecido como "Processo de Yule". Posteriormente, outros
modelos com estas caracteristicas foram propostos também por Simon [40], por Price [15],
dentre outros.

O algoritmo para a constru¢do de uma rede Barabasi-Albert € o seguinte:

1. Crescimento: Parte-se de um pequeno niimero de nds, ng, sendo um novo né adicionado
a cada passo. A cada novo né sdo adicionadas m (m < ng) arestas.

2. Conexao preferencial: Cada nova aresta deve ligar o novo né a um nd i existente na
rede, escolhido com probabilidade:

pli) = = (2.18)



20 Redes Complexas

Esta regra de ligacdo preferencial privilegia os nds que tem maior conectividade de tal forma
que os nés mais conectados t€m mais chance de adquirir ligagdes, como mostra a Figura 2.7.
Repare que uma vez é estabelecido um hub ou né privilegiado com mais conexdes, nao ha
como 0s outros nds possam ter igual ou maior numero de ligacoes.

Barabdsi-Albert mostraram também de forma analiticamente que p (k) ~ k=¥ com ¥y = 3, no
limite termodindmico. Devido ao crescimento constante da rede a probabilidade que um né te-
nha mais ou menos liga¢des varia com o tempo. Portanto € possivel calcular a taxa com a qual
determinado n6 adquire ligacdes. No modelo Barabdsi-Albert todos os nds adquirem ligacoes
a uma mesma taxa. Ou seja, os nds que mais antigos sdao, sempre serdo os hubs da rede. A
evolucdo temporal de um né qualquer € dada por:

A\ 12
ki(t) =m (t—) (2.19)

Repare que na Equagdo 2.19 temos a evolucdo temporal da conectividade do n6 i nascido no
tempo ¢;.

13 14 a4y U5 1/10

1/3 1/3 1 3/ 1/4 /. 115/ \/3
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1/6

Figura 2.7 Exemplos do crescimento de uma rede livre de escala, iniciando com 3 nds e a medida que
vao avangando os passos pode-se ver a formatacdo. Fonte: Autor

Além da distribuicdo em lei de poténcia o modelo de Barabdsi-Albert precisa cumprir outras
propriedades importantes das redes reais, tais como o caracter de pequeno mundo. Barabasi
e Albert calcularam o comprimento do menor caminho (d—) e perceberam que este € muito
menor neste modelo do que grafos aleatérios com o mesmo nimero de nés. Mostrando que d
aumenta aproximadamente de forma logaritmica com n [37]. Assim, como era esperado, esta
rede é uma rede de pequeno mundo.

Apesar destes resultados apresentados, o modelo Barabdsi-Albert € um modelo que captura de
forma minima os mecanismos responsdveis para uma distribuicdo em lei de poténcia. Porém
quando é comparado com redes reais € evidente que apresenta certas limitacdes como: prediz
uma distribui¢do de conectividade em lei de poténcia com exponente fixo (Y = 3), enquanto que
os exponentes medidos para algumas redes reais variam entre 2 e 3 em geral. Estas diferencas
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abrem a questdo para perguntar se poderiamos mudar o exponente de escala da distribuicdo.
Por outro lado, em 2001, Bianconi e Barabdsi observaram que o modelo Barabasi-Albert ne-
gligencia um importante aspecto das redes reais, onde existem alguns nés mais competitivos
que outros sem ser sempre a idade um fato na obtencao de ligacdes, ou seja, nem todos os nos
sdo igualmente suscetiveis a adquirir ligagdes. Inimeros exemplos em sistemas reais demos-
tram que a conectividade do né e a taxa de crescimento nio depende apenas de sua idade 1.
E possivel portanto associar esse comportamento que possuem certos nés para disputar por ter
mais ligacdes e este comportamento foi chamado de "qualidade"do né. Bianconi e Barabdasi
propuseram uma variante do modelo livre de escala que levasse em conta estd habilidade de
qualidade em 2001 [41].

2.4 TEORIA ESPECTRAL

O espectro de uma rede ou grafo é por definicio, o espectro da matriz de adjacéncia A '°, que é
o conjunto de autovalores junto com suas multiplicidades !7. O espectro laplaciano de uma rede
ou grafo € o conjunto de autovalores ou espectro da matriz laplaciana L =D - A, onde D = 7&1,
sendo k um vetor coluna correspondente aos graus dos vértices da rede. O espectro de uma
rede ou grafo € utilizado para estudar as propriedades estruturais das redes por meio de suas
representacdes matriciais e de seus respectivos espectros. Isto leva as propriedades espectrais
das matrizes de representacao, que é o elemento central da teoria espectral [42,43].

Para tornar mais claro tudo, vamos considerar um exemplo. A Figura 2.8 mostra as combi-
nacOes de uma rede simples sem arestas repetidas e ndo dirigidas, comn =3 e m =2, e na
Equacdo 2.20 se apresentam as matrizes de adjacéncia correspondentes a cada uma das redes.

ST N

Figura 2.8 Combinagdes para uma rede de 3 nés e duas arestas. Fonte: Autor

(2.20)
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5Por exemplo, na internet tem sites que adquirem um numero maior de hiperlinks em um tempo muito menor
ultrapassando facilmente sites mais antigos. Outro exemplo sdo nas redes de colaboracio cientifica onde existem
pesquisas que em um curto espaco de tempo adquirem um gram nimero de citagdes.

1Em matemiticas, o espectro de uma matriz é o conjunto dos autovalores da matriz.

7Existem dois tipos de multiplicidade, a multiplicidade geométrica que é a dimensio do correspondente espago
formado pelos autovetores, e a multiplicidade algebraica a qual corresponde com a multiplicidade das raizes do
polindmio caracteristico.
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Repare que o espectro para todas elas é o mesmo v/2,0,1/2, e seus autovetores sio:

2 1 V2
2 0 2. (2.21)

V2 —1 V2

A matriz laplaciana para cada rede é:

2 -1 -1 1 -1 O 1 0 -1
-1 1 0 -1 2 -1 o 1 -1]. (2.22)
-1 0 1 0 -1 1 -1 -1 2

Os autovalores para os trés laplacianos sdo iguais também e sdo: 0,1,3. Os autovetores sdo
apresentados embaixo na Equacdo 2.23

1 1 1
1 0 —21. (2.23)
1 —1 1

Assim como no exemplo anterior, temos os espectros das matrizes de adjacéncia A e laplaciana
L junto com seus autovetores.

Como particularidade do espetro das matrizes que representam os grificos (seja a de adja-
céncia, laplaciana, ou outra como as matrizes de adjacéncia de ordem superior definidas no
Capitulo 4), cabe ressaltar o fato que duas redes nao isomérficas podem chegar a comparti-
lhar um mesmo espectro (autovalores e multiplicidades). Esta particularidade se conhece como
redes coespectrais ou isoespetrais [44,45]. Os primeiros em apresentar este fendmeno foram
Collatz e Sinogowitz em 1957. Por exemplo, na Figura 2.9 € apresentado o par de grafos co-
espetrais de menor tamanho, apesar da notdria diferencga entre um grafo e outro o espectro dos
dois é —2,03,2. Além disso, a determinagio de grafos que sejam tinicos por causa de seu espe-
tro € um problema muito dificil, s6 uma pequena fracao de grafos podem ndo ser coespetrais,
mas € concebivel que quase todos os grafos tem esta propriedade.

Com isto podemos dizer certas caracteristicas principais que tem o espectro (em especial a
matriz laplaciana por sua grande importancia neste trabalho), e observar como influi para ca-
racterizar algumas propriedades estruturais nas redes. Se temos uma rede simples sem arestas
repetidas como as apresentadas na Figura 2.8, e temos sua matriz de adjacéncia A sendo real
e simétrica, (ver Equagdo 2.20) entdo todos seus autovalores sdo reais e também para cada au-
tovalor A; suas multiplicidades, algebraica e geométrica coincidem. Também seus autovetores
sdo ortogonais. Ja que a diagonal da matriz de adjacéncia estd composta por zeros. O traco rrA
¢ a suma de seus autovalores e é zero. Quando a rede € direcionada seus autovalores podem ter
uma parte imaginaria, ou seja, sao nimeros complexos.

De mesma forma, a matriz laplaciana satisfaz com algumas propriedades. Se temos uma
rede simples sem arestas repetidas, dizemos que o espectro da matriz laplaciana tem auto-
valores que sao reais e seus autovetores sao ortogonais também. Além disso, a matriz lapla-
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@) (b)

Figura 2.9 Par de grafos mais pequenos que compartilham o espectro e sdo chamados coespetrais ou
isoespetrais. Fonte: [10].

ciana é uma matriz simétrica, positiva semi-definida '8 e singular (a suma dos elementos de
todas suas filas é zero). Com respeito a Seus autovalores A;,A3,A3,...A,, sdo todos positi-
vos 0 =24 <A <A3--- < A, , onde n coincide com o nimero de nés da rede. Repare que
o primeiro autovalor do espectro € zero e seu autovetor tem todas suas entradas iguais a 1.
O seu segundo menor autovalor, chamado de conectividade algébrica !°, desempenham um
papel relevante em diversas aplicacdes. Fiedler mostrou [46] com ajuda do teorema de Perron-
Frobenius que um grafo € conexo se, e somente se, o seu segundo menor autovalor Laplaciano
€ positivo. Também como vai-se mostrar na seguinte secao o segundo menor autovalor cumpre
uma grande importancia nos problemas de transporte ou processos de difusdo em redes.

2.5 DIFUSAO EM REDES COMPLEXAS

A difusdo € um processo fisico muito conhecido na literatura, se define como o processo pelo
qual existe um transporte de particulas de uma substincia a outra devido a uma diferenca de
concentragdo, passando por uma barreira ou membrana. Este processo ndo precisa de um aporte
de energia e acontece devido as mudancas de entropia no sistema. O transporte de particulas
¢ feito seguindo o inverso do gradiente de concentragcdo, ou seja, de uma concentracdo alta a
uma de menor concentracdo. Pode-se também ter uma versao andloga do processo de difusao,
em redes complexas, e assim observar como acontece a propaga¢do em diferentes tipos de re-
des de alguma quantidade como: informacdo em redes sociais, trasporte de pessoas em uma
rede de aeroportos ou até a propagacdao de uma doenga em uma rede de pessoas, etc... Mas
em todos estes exemplos fica bem claro a importancia de compreender e dominar os processos
de difusdao em redes complexas, ja que se fosse o caso poderiamos obter os resultados que nés

18J4 que existem diversas defini¢des andlogas para matriz positiva semi-definida, neste trabalho optamos por
dizer que uma matriz € positiva semi-definida se € possivel ser expressada em termos da matriz de incidéncia
L = BB’ formada por nés em suas filas e arestas nas colunas.

19A conectividade algébrica de um grafo é o segundo menor autovalor da sua matriz Laplaciana associada.
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queremos, bem seja aumentando a propaga¢do da informacdo em uma rede como a internet ou
pelo contrario diminuir a propagacdo de doencas em uma rede de pessoas, reduzindo as pessoas
contagiadas. Tudo isto com tao sé algum tipo de mudanca topolégica na rede, resultando a rede
com uma nova infraestrutura que faga que o processo de difusdo seja controlado.

Para ter uma melhor ideia do modelo de difusdo, vamos a apresentar a difusdo em redes com-
plexas com maior clareza. Seja uma rede qualquer G(n,m), conexa e sem arestas repetidas.
Entdo assumindo primeiro que temos uma quantidade de uma substancia de qualquer tipo nos
vértices desta rede, e esta substancia pode-se mover com total facilidade pelas arestas da rede
de um vértice a cada vez. Denotamos a quantidade de substincia que um vértice qualquer i
possui como ¥. Quando a substancia flui de um vértice j a seu vizinho i pela aresta que os
relaciona, entdo existe uma taxa de variagdo tais que D ('PJ — 'Pi), onde D é uma constante cha-
mada constante de difusdo da rede. Para um pequeno intervalo de tempo a taxa de variacdo
desta quantidade ¥; de um vértice i com todos os vértices que tem relacionamento €:

d‘¥i
dt

= DZA,- (P —¥). (2.24)
J

O elemento matricial A;; na Equagao 2.24, pertence a matriz de adjacéncia da rede, e identifica
as diferentes arestas que o vértice i tem com os diferentes vértices j da rede. A Equacdo 2.24
também funciona para redes simples ndo direcionadas como para as direcionadas, mas neste
trabalho vamos focar s6 em redes ndo direcionadas que sao as de interesse nesta dissertacao.
Tomando a Equacao 2.24 e expandindo seus termos:

d¥;

d—t’ = D;Ai ¥, — DY, ;A,- i (2.25)

d¥

=D ;AU‘P; — D¥iki, (2.26)

d¥;

dt’ =DY (Aij— 8ijki) ;. (2.27)
j

Nas Equagdes 2.26 e 2.27 o termo k; representa o grau do vértice i, e 9;; € o delta de Kronecker
o qual é zero se i # jou 1 se i = j. Agora escrevemos a Equa¢ao 2.27 em sua forma matricial
para obter uma maior generalizacdo dos resultados

P
‘Z—I —D(A-Q)¥, (2.28)

onde ¥ é um vetor composto por todos os ¥; das quantidades de substancias que os vértices
tem. Ou seja, representa como a substincia se estd espalhando por toda a rede até chegar a
um ponto méaximo, no qual a substancia se espalhou completamente. A matriz A representa a
matriz de adjacéncia da rede. Repare que o termo &;;k; na Equacdo 2.27 transforma-se em uma
matriz diagonal onde cada elemento de sua diagonal representa o grau do vértice i. E comum
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definir: L = (C — A) na Equag@o 2.28 e assim obter a Equagdo 2.29 que é a equacdo de difusdo

para redes complexas

b4

I +DLY = 0. (2.29)
A Equacao 2.29 mostra uma grande semelhanga com a equacgdo utilizada para a difusdo ordina-
ria de um gds, com a tnica diferenca que o fator laplaciano V2 presente na difusio é neste caso
representado por L. E por isso que a matriz L se conhece como a matriz laplaciana 2°, mas sua
importancia se estende a mais situacoes que s processos de difusdo [36]. A matriz laplaciana

de forma geral e para uma rede qualquer serd definida por sua importancia neste trabalho como:

ki Sei= j,
L=< —1 sei+ jseexiste uma arestaentreie j, (2.30)
0  sei# jsendo existe uma aresta entre i e j.

Agora voltando para a Equacdo 2.29 encontraremos que € possivel escrever o estado de qual-
quer vértice, ou seja o vetor ¥, como uma combinacdo linear de autovetores v; da matriz
laplaciana L

Y=Y a()v. (2.31)
i
Fazendo a substitui¢io na Equagdo 2.29 e com a consideragio que LV; = A;V; temos:
d .
y (% +D}L,~a,-) 7 = 0. (2.32)
i

Como o laplaciano é uma matriz simétrica e quadrada, entdo seus autovalores sdo reais. Consi-
derando também que os autovetores do laplaciano formam uma base ortonormal, multiplicamos
a Equac@o 2.32 pelo autovetor v; para obter:

da j

E%—D/’Ljaj =0, (2.33)
e a Equacdo 2.33 € uma equacdo diferencial de ordem 1, cuja solugdes sao bastantes conhecidas
na literatura, entdo, a solucdo é dela forma:

aj(t) = aj(0)e P! (2.34)

Agora, como ja se falou o verdadeiro interesse € tentar dominar o processo de difusdo, e parte
fundamental disto consiste em conhecer o tempo total no qual acontece a difusdo até chegar a
um estado estaciondrio. Por isso, mostrar como encontrar o tempo total da difusdo, ou mais
precisamente chamado tempo de relaxamento, torna-se em uma questdo de suma importancia,
ndo sO para esta sec¢do como também para o desenvolvimento deste trabalho. Para poder
encontrar o tempo de relaxamento, precisamos multiplicar a Equagao 2.34 pelos autovetores da
base,

P =Y a;(0)7e PA. (2.35)

J

20 A matriz laplaciana é uma analogia discreta do operador laplaciano V2, e tem um proposito similar. Além
disso, a matriz laplaciana surge da andlises de passeios aleatdrios e redes elétricas [47].
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A Equacdo 2.35 € extremamente importante, ja que ela relaciona o estado de um né com os
autovalores e autovetores da matriz laplaciana e o tempo. Analisando bem a Equacdo 2.35
podemos observar que nela quando o tempo vai passando a sua solu¢do converge para a esta-
cionaria, ou seja, as solucdes da equacao de difusdo deixam de ter uma dependéncia temporal
para virar a ser contantes. Porém se fazemos com que + — oo, chegamos a o que é conhe-
cido como a solucdo estacionaria a;V;. Mas ainda precisamos saber quanto tempo exatamente
€ preciso para chegar a esta solugdo estacionaria, jd que a resposta a esta pergunta nos dara
a expressdo do tempo no qual acontece o processo de difusdo, para uma rede qualquer. Para
isto repetimos 0 mesmo processo de aumentar o valor de ¢. Para conseguir entender melhor
o comportamento, escrevemos a Equagdo 2.35 expandida em seus fatores com a condicao ja
conhecida na secg¢io anterior que A; = 0.

—DAyt —DAst

Y = a1V +arihe +azze ...,anﬁne_m“’. (2.36)

Na Equacgdo 2.36 observamos que a medida que o tempo vai aumentando o comportamento
assintético da Equacdo 2.36 vai tornando os termos cada veis mais menores um por vez, co-
mecando desde o termo com o autovalor mais alto. Portanto o dltimo termo em ser apagado
antes da solu¢@o estacionaria é o termo cujo autovalor corresponde a A,. Repare que o tempo
de relaxagdo da rede no processo de difusdo vai ter que ser proporcional ao segundo menor

autovalor, e sera:
1

t~—. (2.37)

X
Temos claro agora o tempo de relaxacdo de uma rede no processo de difusido (ver Equa-
¢a0 2.37). Mas € claro o papel crucial que joga a matriz laplaciana e seu espectro de autovalores
junto com seus autovetores na dindmica de difusdo. Por isso a procura dos autovalores e au-
tovetores da matriz laplaciana vista na sec¢do anterior, torna-se de suma importancia se quiser

analisar algum tipo de dinamica de difusdo em uma rede complexa.

Com todos os resultados apresentado ate aqui damos uma primeira parte da base tedrica apro-
priada para o entendimento e anélises feitas no capitulo 4. Mas para completar agora comeca-
remos o seguinte Capitulo com um abordagem a um tipo de redes compostas por duas ou mais
redes chamadas de Multiplex.



CAPITULO 3

MODELO DE INTERACAO
INTER-REDES

3.1 INTRODUGCAO

Como ja foi apresentado no Capitulo 2, as redes complexas sdo uma abstracdo de estruturas
reais, tentando explicar suas diferentes caracteristicas e diversas propriedades que podem in-
fluir nas dindmicas que apresentem no percorrer do tempo. As redes reais ndo possuem uma
natureza estatica, pelo contrario estdo em constantes mudancgas estruturais, fazendo que sejam
evolutivas e como consequéncia um objeto de estudo para a criacdo de novos modelos (ver Ca-
pitulo 2). Mas a realidade na qual o ser humano esta inserido, rodeado de redes e muitas vezes
envolvidos nelas, mostra que, geralmente as redes ndo sdo independentes e interagem, em al-
guns casos misturam-se, ocasionando que sejam mais dificeis de entender suas caracteristicas
e propriedades como um conjunto de redes.

Os modelos apresentados, discutidos no Capitulo 2, foram pensados para redes insoladas. Neste
caso ndo se considera a interagdo entre duas ou mais redes como acontece na realidade. Con-
sidere por exemplo, a interacdo que existe nas redes de transporte aéreo, cada empresa seja,
Avianca, Tam, Gold,etc, d4 origem a uma rede especifica com seus nés sendo todos os diferen-
tes aeroportos onde a empresa opera, e as arestas das redes, os diferentes voos entre aeroportos
que cada empresa tem para oferecer.

Neste capitulo, vamos centrar nossa discussdo nas interacdes que as redes podem ter, e em
apresentar o modelo de Multiplex, mostrando suas estruturas, formagado e as dinamicas difusi-
vas entre redes que possam apresentar. Um dos exemplos de redes reais nas quais o modelo
aqui apresentado estd baseado, sdo as redes sociais, nas quais a maior parte das pessoas ja estao
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Figura 3.1 Rede de amizade de uma pessoa no Facebook. Fonte: [71]

inseridas e interagem constantemente. Por isso sdo um foco de aten¢do em muitas pesquisas.
Agora, pode-se pensar em um tipo de rede como a rede de amizades que uma pessoa pode ter
no Facebook (ver Figura 3.1). Repare que a forma estrutural da rede se assemelha com a rede
livre de escala, apresentada no Capitulo 2. Porém uma pessoa hoje em dia ndo faz parte de uma
sO rede social ou de amizades, mas também apresenta interacdo em diversas redes sociais de
outros tipos, seja de trabalho ou de algum tipo de interesse social como uma rede formada por
quem gostam dos restaurantes. Os tipos mais comuns de redes sdo construidas pelos aplicati-
vos modernos no celular, Whatsapp, Line, Twitter, Telegram, entre muitos outros. Além disso,
uma pessoa envolvida nas diferentes redes, frequentemente interage em todas elas. Neste caso
os relacionamento ou conexdes mudam de uma rede a outra dependendo explicitamente dos
interesses que a rede tem para oferecer. Como consequéncia, as formas estruturais das redes
reais que uma pessoa possui mudam de uma rede a outra (ver Figura 3.2). Isto pode ser o mais
interessante de estudar, mais especialmente a interacdo entre redes das quais uma pessoa faz
parte ja que as diferencas estruturais fazem que cada rede seja tnica e portanto suas interacoes
podem apresentar caracteristicas especiais em suas dindmicas de difusdo. Este é o tema de
especial interesse neste trabalho.

Desde uma visao mais geral, todas as redes podem interagir entre si, € estas novas interagoes
das redes levam a novas estruturas que os modelos ja conhecidos ndo podem descrever, com no-
vas propriedades e dinamicas estruturais. Por isso é necessario um novo modelo de multi-rede,
sustentado com um formalismo matemadtico, que possa explicar as interagcdes inter-redes. Entre
os modelos que estdo surgindo, encontra-se o0 modelo de Multiplex apresentado neste capitulo,
que é um caso particular do modelo de multi-redes, e sua grande aplicacao estd nas interacoes
entre redes sociais, de transporte entre outras.
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Figura 3.2 Diferentes tipos de redes reais com suas interacdes.

Definiremos nas primeiras sec¢des deste capitulo a estrutura de um Multiplex e suas princi-
pais propriedades para os interesses deste trabalho, e deixaremos para as ultimas secdes de
igual forma como no Capitulo 2, a dindmica espetral e o processo de difusao em Multiplex.

3.2 ESTRUTURA DAS MULTI-REDES

Comecamos esta secdo descrevendo o formalismo do modelo geral multi-rede. Apresentamos,
suas representacoes matriciais e definicdes respectivas. A formatacdo usada tem uma grande
similaridade com a apresentada no Capitulo 2 para as redes complexas. Em alguns casos nao
precisaremos de dar muita explicagdo, ja que os conceitos sdo iguais, sO que estdo extrapolados
para o modelo de multi-rede. No final serd definido o modelo de Multiplex junto a suas carate-
risticas e principais diferencas com o modelo geral de multi-rede.

A forma bésica do modelo de multi-rede € representada por multi-camadas, onde cada uma
das camadas representa uma rede, direcionada ou nao e que pode ser igual ou diferente das
outras camadas. Na Figura 3.3 € apresentado como exemplo qualitativo, um sistema de quatro
redes formada por 6 nds, onde cada uma das camadas estdo diferenciadas e sinalizadas por
Ci, G, (3, C4. Mas no mundo real, as redes ndo estdo insoladas como foi apresentado no
Capitulo 2 e na Figura 3.3, pelo contrario elas se relacionam. Por exemplo, na Figura 3.3 estas
redes podem estar relacionadas de muitas formas, e o modelo de multi-rede leva isto em suas
consideracoes.

O modelo de multi-rede € inspirado em redes reais que interagem entre si, € por isso € necessa-
rio uma generalizagcdo das redes complexas ja tratadas no Capitulo 2.

Nos dltimos anos, muitos artigos foram criados como resposta para tentar explicar a estrutura
de interacao entre redes reais e sua dindmica [48-52]. Muitas propostas foram a presentadas,
tais como: redes de redes [53, 54], redes multidimensionais [48], redes multi-nivel [55], redes
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Figura 3.3 Redes insoladas de 6 vértices apresentadas com diferente topologia em camadas sinalizadas
como Cl, Cz, C3, Cy.

Multiplex [56], redes interagentes [57], redes interdependentes [58, 59], e muitos outros que
foram introduzidos com seus respectivos focos e formalismo matemético. Mas todos baseados
no tensor de representacdes [49, 50]. Essa € a intencdo desta sec¢do, mostrar de forma geral
a estrutura e formalismo matematico que acompanha o modelo de multi-redes e a partir deste
chegar a o modelo de Multiplex, foco principal de este capitulo, com suas principais caracte-
risticas.

3.2.1 Definicoes e Formalismo das Multi-Redes

Definimos o modelo de multi-rede como: M = (¢4,C), sendo ¢4 = {Gy; o € {l,....M}},
uma familia de grafos !, onde G corresponde a um grafo qualquer das M camadas. Portanto
Go = (Xa,Eq), tem a forma usual apresentada no Capitulo 2 de uma rede complexa. Por outra
parte o outro conjunto C, que faz parte da definicdo, estd formado pelos diferentes relaciona-
mentos entre a rede de uma camada G, € outra rede na camada Gg, com & # J3, e serd definido
como:

C={Eqp CXaxXp; o,.p €{1,....M}, a0 #B}. (3.1
Chamaremos os diferentes elementos do conjunto das arestas Ey e E,, j» arestas intra-camada,

e arestas inter-camada. Além disso, Xy = {x‘f‘, ... ,x]‘f‘,a }, € o conjunto de N vértices, perten-
centes a uma rede qualquer em uma camada « das diferentes M camadas que existem. Repare

'Ou em nosso contexto sio as M camadas com suas respetivas redes, direcionadas ou ndo direcionadas.
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que esta notacdo é parecida com a apresentada no Capitulo 2 mas com a diferenca que esta
sinalizada a camada o para a qual faz parte. A matriz de adjacéncia correspondente a uma rede

G, sera denotada como Alo] — <af‘j) € RNeXNa ¢ definida assim,

" IS%WXﬂEQ,

b= 3.2)

0 caso contrario,

agora precisamos definir a matriz de adjacéncia do modelo multi-redes que define a repre-
sentagdo dos relacionamentos intra-camadas e inter-camada, onde tem que cumprir que 1 <
i,j <Ng e 1 <o<M. A matriz correspondente ao conjunto de arestas Eaﬁ sera a matriz

Al — <al§xjﬁ> e RVa<Np,

ﬂhzls%WXﬂe%&

y (3.3)

0 caso contrario.

Este modelo matemdtico é muito suscetivel para descrever modelos sociais € uma boa quan-
tidade de outros modelos em redes complexas. por exemplo, uma pessoa que interage com
diferentes tipos de redes de amizades, ou seja, as redes de amizades podem apresentar dife-
rentes tipos de relacionamentos para uma mesma pessoa, tudo isto em funcdo de suas neces-
sidades. Em outras palavras, uma pessoa pode mudar suas preferencias em relacionar-se com
outras, dependendo de suas necessidades, sejam culturais, politicas, desportivas ou de trabalho.
Isto faz que exista para cada uma das preferencias, uma rede diferente, e com a localizagdo de
suas arestas conetando vértices de forma diferente. Além disso uma pessoa pode mudar cons-
tantemente no tempo suas preferencias para falar, causando que pule entre as diferentes redes
ou também em muitas ocasides pode estar em varios tipos de conversa a0 mesmo tempo, isto
mostra a existéncia de uma interacao inter-camadas que € o que o modelo de multi-redes quer
descrever.

3.3 REDES MULTIPLEXS

As redes Multiplexs, M = (¢, €), sdo um tipo especial do modelo de multi-redes. Como foi
ja apresentado, existem outros modelos multi-redes como: redes temporais [60], redes inte-
ratuantes [52], redes multidimensionais [48], etc, todos com suas diferentes propriedades e
aplicagdes. Para o modelo de interesse deste trabalho, o modelo Multiplex, apresentamos suas
principais caracteristicas, que o diferenca do modelo geral,

X=Xy ==Xy =X. (3.4)

Primeiramente estd a condi¢do de homogeneidade, consistindo que para todas as camadas do
Multiplex, o nimero de nds serdo fixo (ver Equacdo 3.4). A segunda condicdo, € a ligacdo
Unica entre os nds de uma camada e sua contraparte na outra camada, ou seja, a conexao inter-
camada s6 pode ser possivel entre nds iguais, como se mostra na representacdo qualitativa da
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Figura 3.4 2. Repare que no exemplo representativo apresentado na Figura 3.4, estd formado
por duas camadas com igual nimero de nds e cada n6 tem uma conexao inter-camada, com sua
contra parte na outra rede. Este fato estende-se para no caso geral, onde, temos um Multiplex
formado por M camadas e suas conexdes inter-camada, E, g, apresentassem so entre nos de uma
camada, X%, e sua contraparte na camada imediatamente acima, Xi““, e na camada embaixo,
Xl.“*l. Todo isto ocasiona que a matriz de adjacéncia apresente grandes diferencas com a matriz
de adjacéncia do modelo geral multi-rede. Com todo o anterior, entdo precisamos de mudar
também a defini¢io para o conjunto das arestas, E,5, mas tendo em conta as consequéncias

das consideragdes da Equacao 3.4, e ja apresentadas na Figura 3.4,

Eqp ={(x,x);x€ X} paracadal <o # <M. (3.5)

Isto faz que o modelo Multiplex tenha aplicacdes particulares nas redes reais, ja que ndo €
possivel que um modelo como o Multiplex, possa ser utilizado para qualquer caso. O mo-
delo Multiplex como foi apresentado na introducao tem muitas aplicacdes nas redes sociais de
transporte entre outras.

Figura 3.4 Multiplex de duas camadas formado por redes de redes de 6 nds. As conexdes entre redres
sO estdo entre vértices iguais das redes.

3.3.1 Propriedades

Nesta seccdo, apresentaremos algumas propriedades essenciais para o desenvolvimento e en-
tendimento das redes Multiplex. Comecamos enunciando as propriedades como uma extrapo-
lagdo das ja apresentadas no Capitulo 2 pois o leitor estd ja familiarizado com seu significado
fisico. Além disso a presenta-se outras propriedades que sdo de uso exclusivo em sistemas
multi-redes e foram escolhidas para o melhor entendimento deste trabalho.

Consideremos primeiro um sistema Multiplex composto por M camadas, e todas as redes das
camadas sdo redes nao direcionadas formadas por N nés. Pode-se associar a cada camada

20s n6s da rede estdo conetados com sua contraparte na outra rede fazendo isto uma grande diferenca com o
modelo de multi-rede. En alguns casos e para outras situacdes o modelo geral sofre pequenas mudangas para-se
acomodar melhor com a realidade de um problema especifico [51].



3.3 REDES MULTIPLEXS 33

o ={l1,...,M}, uma matriz de adjacéncia Aol = al[-?]. Onde, al[?] = 1 quando existe um aresta
entre os nds i € j em uma camada a. Com esta descri¢do apresentaremos em seguida algumas
das propriedades dos Multiplex.

Grau: O grau de um no foi definido no Capitulo 2 como o nimero de arestas que um vértices
pode possuir. Para generalizar este conceito para um né i € X do modelo de Multiplex,
definimos o vector,
k=Nl =1, N, (3.6)

[o]

l

kl[a] =Y, al[?d. Repare que Y; kl[a] = 2Kl onde K% ¢ o nimero total de arestas da

camada «. Este tipo de vetor-grau € a natural extrapolacio da definicdo estabelecida no

Capitulo 2 sobre redes complexas com uma s6 camada ou mono-camada.

onde os elementos k: ~ sdo o grau do né i pertencente a camada o, em outras palavras,

Rede de Projecao: A rede de projecdo do modelo Multiplex, consiste na formagdo de uma
unica rede a partir da projecdo de todas as M redes. Por exemplo na Figura 3.5 mostra-
se um Multiplex de duas camadas e embaixo uma rede formada pela projecdo das duas
camadas. Repare que na figura algumas arestas tem uma espessura maior, representando
que existe mais de uma aresta que conecta os nés. A rede de projecao serd definida como:

Figura 3.5 Representacdo da projecdo de um Multiplex formado por duas camadas de sete nds

proj(M) =M = (X ,E), onde,

X = Xo = {x% x% € Xy}, (3.7)
1<a<Mm

ou seja, € a unido de todos os nés pertencentes as redes Gy, com o = {1,...,M} e E estd
dado pela unido das arestas intra-camadas e inter-camada,

M
E= (U{<x?‘,x?‘);(x?‘,x?‘) EEa}>U U (&P mexy|. (38
o=1

o,f=1
ap

Repare que M € uma rede com N X M nés, e que suas matrizes de representacdo (adja-
céncia, vizinhanga e laplaciana), sdo quadradas e de dimensdo NM.
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Clusterizacao: O coeficiente de clusterizagcdo introduzido por Watts e Strogatz, pode ser es-
tendido para o modelo de Multiplex em diversas formas. Este coeficiente quantifica de
forma matematica a tendencia dos nds a formar tridngulos, ou como se fala muitas vezes
"the friend of your friend is my friend".Para uma rede G(V,E) o coeficiente de clusteri-
zacdo deumnd i é

Numero de ligagdes entre vizinhos de i

Ci = — — -
numero total de possiveis ligacdes dos vizinhos de i

(3.9)

Ou seja, se pensamos em trés pessoas, i, j € k , que formam parte de uma rede, e existem
os relacionamentos entre i, j € i,k, entdo pode-se dizer que o coeficiente de clusterizagdo
da pessoa i €, a probabilidade que j e k também estejam relacionados. O coeficiente de
clusterizacdo é definido usualmente como a média de todos os coeficientes dos nds da
rede.

Para uma defini¢ao do coeficiente de clusterizacdo de um n6 i € X do Multiplex, vai-se
primeiramente proceder a introducdo de uma pequena notagdo necessdria. Para um né
i € X temos que N(i) serd o conjunto de todos os vizinhos de i na rede projegao, M,
e paracada @ € {l,...,M} temos que Ny (i) = N(i) N Xg, ou seja, Ny (i) é conjunto
de todos os vizinhos do n6 i na rede que fica na camada ¢. Por dltimo, definimos S (i)
como o grafo formado por N (i) e as arestas,

Eq ={(k,j) € Eq; k,j € Na(i)}. (3.10)

Em outras palavras, com o conjunto de nds e arestas dos vizinhos de um né i em uma
camada «, se gera um subgrafo, Sy (i), com o conteddo a camada «. Similarmente pode-
se dizer que o subgrafo S(i) é gerado pelo conjunto de nés, N(i). Com estd notagio,
agora pode-se definir o coeficiente de clusterizacdo de um Multiplex,

M
2) [Eq(i)]
Cpe(i) = ——* . (3.11)
21|Na(i)|(|Na(i)|_l)

O coeficiente de clusterizacdo de M serd a media de todos os Cy(i), sobre todo o con-
junto de nés. Repare que pode existir casos onde o coeficiente de clusterizagdo de um
n6 ou nds pode ser zero, mas na rede de projecdo € diferente de zero. Este é o caso do
seguinte exemplo apresentado na figura 3.6, onde os coeficientes de clusterizacdo das
redes G1,G2,G3 sdo zero, mas o da rede projecio é diferente de zero >

3No artigo [55] tentam resolver este problema fazendo uma relagéo entre diferentes coeficiente de clusteriza-

cdo.
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(e

proj(G)

Figura 3.6 Multiplex formado por trés camadas e cada camada formada por quatro nés. Representa
como o coeficiente de clusterizagc@o de qualquer né das redes é sempre zero, mas na rede projecao estes
mesmos nds sdo diferentes de zero.

Métrica A estrutura métrica de um Multiplex esta relacionada com sua topologia, ou seja,
todas as defini¢cdes ja apresentadas para redes complexas, como distincia, caminhos, dis-
tancia média, diametro entre vértices e eficiéncia. Eles sdo parte da métrica em redes
complexas e serdo apresentadas para redes Multiplex. Assim, para expandir os conceitos
classicos da métrica em redes complexas para redes tipo Multiplex serdo definidos mais
alguns conceitos.

Seja M = (¢, C), um Multiplex, onde consideramos um conjunto de arestas intra-camadas
e inter-camada,

Um caminho de comprimento g — 1, serd definido como a sequéncia
(P, xS b, L1, %" ) (3.13)
Ela é composta por nés, com @, 0p,...,0, € {1,...,M} e arestas [; = {xl‘.xﬁxf_‘ﬁl‘ }. Um

. 7z o . P « e .
caminho w(r) é fechado se, para um r < ¢, x;' = x. Ou seja, 0 né com que inicia

o caminho é o mesmo com que acaba. A distdncia ou comprimento foi definida no
Capitulo 2 com relacdo ao nimero de arestas, s6 que essa definicdo pode mudar para
redes Multiplex e depende se temos a considerag@o do tipo de aresta, ja que o Multiplex
utiliza arestas intra-camada e inter-camada. Outra definicdo que faz parte da métrica e
que pode ser facilmente generalizada, ¢ o0 menor caminho entre dois nés i, j, que ndo é
mais que a menor distancia entre dois nds. Ressaltamos de novo a existéncia de diferentes
tipos de arestas. Por outra parte, o maior comprimento que existe entre dois nés do
Multiplex, serd chamado como o didmetro do Multiplex D(M), de forma igual a que
foi usada redes complexas. Por ultimo, seja d; j, o conjunto de caminhos com menor
distancia, entre um par de nds i, j. Com no caso anterior, pode-se definir agora a distancia
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média entre dois nds i, j, em uma rede tipo Multiplex,

1
S — di;, (3.14)
N(N —1) W.EX;;M J

i#]
onde |Xy¢| = N. Assim como a distdncia média entre dois nés (ver Equacéo 2.11), para
redes complexas apresenta uma divergéncia, acontece o mesmo para redes Multiplex (ver
Equacdo 3.14) quando ndo é conexo. Repare que como resposta a estd divergéncia existe
o conceito de eficiéncia e ele serd igualmente utilizado em redes Multiplex,

1 1
N(N-1) dij’

L(M) =

L(M) = (3.15)
i,j€Xn
i#]

Note que a eficiéncia das camadas do Multiplex podem ser comparédvel com a eficiéncia
da projecdao do Multiplex e a eficiéncia do Multiplex, conseguindo estabelecer relacdes

entre estes parametros [55] .

3.3.2 Propriedades Espetrais

Da mesma forma como j4 foi mencionado, as redes complexas sdo vistas em termos gerais,
como uma abstracdo matematica das redes reais ou modelos teéricos. Uma das muitas formas
para estudar e compreender suas propriedades estruturais e dindmicas € através das representa-
¢Oes matriciais, tais como a matriz de adjacéncia e a matriz laplaciana, entre outros.

Para redes Multiplex, M = (¢, C), ocorre uma situa¢do similar aquele apresentada nas redes
mono-camada ou redes complexas insoladas, onde as representagdes matriciais cumprem parte
importante para caracterizar propriedades estruturais e descrever dindmicas de transporte de
informacao ou difusivas. Como consequéncia existem matrizes homologas em Multiplex que
podem desempenhar as mesmas funcionalidades como nas redes complexas insoladas. Existem
umas matrizes que sdo as mais utilizadas na pesquisa de propriedades estruturais e dindmicas
difusivas. A matriz de adjacéncia de cada camada Al a matriz de adjacéncia da projecdo
do Multiplex Ay e o espetro da matriz da adjacéncia do Multiplex, sdo algumas destas repre-
sentacOes matriciais que estio relacionadas com diversos processos. Por outra parte a matriz
supra-laplaciana ou matriz laplaciana do Multiplex £ = £ € definida da seguinte forma,

M
Y DigI —Dpl ... —Diyl
1
DL 0o ... 0 b7 M
0 D2L2 ... 0 —D»y1 Dygl ... —Doy1
L= _ o , + [3;2 P . (3.16)
0 0 DyIM N
—DyiI  —Dypl ... ) Dyl

p7M
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Na equagdo 3.16 I é a matriz identidade N x N e L* é a matriz laplaciana da rede G, cujos
elementos Lf‘j s@o os apresentados no Capitulo 2 para uma rede complexa.

3.3.3 Difusao

A difusdao em redes complexas ja foi abordado no Capitulo 2. Entretanto o que pretendemos
nesta sec¢io é dar uma forma conceitual e formal do processo. E preciso, como primeira
medida, entender a difusdo como um processo de transporte através das redes [22]. Estes pro-
cessos sdo boas aproximagdes a uma significativa quantidade de problemas dindmicos reais *.
Esta variedade de processos sdo o resultado de andlises nas dindmicas de difusdo simples e
passeios aleatérios [29,61,62]. E por isso que para redes Multiplex, onde temos um conjunto
de redes interagentes nao insoladas e ndo direcionadas, permite-se uma melhor compreensao
das redes reais e seus processos de transporte de informacdo ou difusivos. A difusdo portanto
€ um tépico fundamental, j4 que envolve comportamentos dindmicos e sua compreensao ajuda
na compressao das redes reais que interagem entre si. Tais processos de difusdo ou de trans-
porte foram ja discutidos na introducdo e no Capitulo 2, e por isso sdo uma parte fundamental
e principal da motivagdo e desenvolvimento deste trabalho.

A forma de deducgdo da equacdo de difusdo para redes Multiplex, tem uma grande semelhanca
com apresentada para redes complexas insoladas. Porém neste caso esta analogia leva a uma
equagdo de difusdo com algumas diferencas e com diversas implicacdes ndo apresentadas na
difusdo de redes complexas insoladas. Estas diferencas sdao devidas as estruturas e tipos de
relacionamentos > que apresentam as redes Multiplex.

De forma igual ao apresentado no Capitulo 2, no qual imaginamos um fluido que tenta-se
espalhar por uma rede qualquer, pode-se neste caso aplicar este mesmo processo dedutivo. E
claro que deve-se ter em conta que no Multiplex existem dois tipos de ligacdes: as ligacdes
intra-camada Eq e as inter-camada Eqg. Portanto, seguindo a ideia jd apresentada temos a
equacdo de estado de um vértice i em uma camada o, podemos escrever a generalizacdo da
Equacdo 3.16 da seguinte maneira

dx¥ N M B
T =Da Y wf (xF —af) + Y, Do (5 —f) (3.17)
j=1 B=1
onde x¥(¢) denota o estado de um né (i =1,...,N), em uma rede (Go com o = 1,...,M). Por
outra parte os coeficientes de difusdo intra-camada (Dy com o = 1,...,M) na Equagdo 3.17,

sdo em forma geral diferentes para cada camada que forma o Multiplex, 0 mesmo acontece

4 Alguns destes problemas reais sdo: navegacio e fluxos de diferentes tipos, dados em redes computacionais,
sistemas de transporte como redes de Onibus e de aeroportos

30s relacionamentos no Multiplex, sdo claramente diferenciados por seus coeficientes de difusio inter-camadas
e intra-camadas e além disso, as diferentes relacionamentos entre as diferentes camadas que apresentam configu-
racdes estruturais diferentes. Todo isto faz que a difusdo em redes Multiplex seja de um grande atrativo nas
pesquisas atuais [63].
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para os coeficientes de difusdo inter-camada (Dyg com o, = 1,...,M). Repare que a Equa-
¢d0 3.17 no lado direito estd formada pela soma de dois termos acompanhados dos coeficientes
de difusdo intra-camada e inter-camada. Estes termos representam as contribuicdes na equagao
de difusdo feitas pelas redes consideradas como redes complexas de uma camada e de muitas
camadas, ou seja, os relacionamentos inter-camada.

Utilizando um tratamento algebraico na Equacado 3.17, como foi feito no Capitulo 2, pode-se
obter a equacgao de difusdo para as redes Multiplex em sua forma matricial,

X =LX, (3.18)

onde a matriz supra-laplaciana £, € uma matriz NM x NM e sua forma ja foi apresentada na
Equacgao 3.16. Repare que a equacdo da matriz supra laplaciana estd formada pela composi¢cao
de duas matrizes e pode ser simplificada como:

L=L,+ L, (3.19)

Aqui a soma dos laplacianos £,, que s@o as matrizes laplacianas formadas em sua diagonal
pelos laplacianos das camadas e seu valor de difusdo intra-camada Dy L%*. O outro laplaciano
Ly, representa os diversos relacionamentos inter-camada com seus coeficientes de difusdo. Os
dois laplacianos sdo matrizes simétricas e portanto, o supra-laplaciano também é uma matriz
simétrica. Como consequéncia deste fato, se cumpre todas as propriedades de difusdo de redes
complexas ja conhecidas e o tempo de relaxamento de um Multiplex conexo corresponde ao
inverso do primeiro autovalor diferente de zero, ou seja,

T= e (3.20)

3.3.4 Difusdao em Multiplex de Duas Camadas

Nesta seccao vai se tentar explicar todas as consequéncias e repercussdes que podem acontecer
quando consideramos um Multiplex de duas camadas. Estas repercussdes estdao relacionadas
com a difusdo e super difusdo, da qual ainda ndo se falou com formalidade. O caso de um
Multiplex formado por duas camadas € de interesse especial, ja que € a base principal em que
este trabalho estd sustentado. Mas porque € de tal importancia em redes Multiplex de duas
camadas? A resposta 2 estd pergunta é baseada mais na importancia fundamental ©, que existe
em nosso mundo no qual estamos com redes que interagem ao redor.

As redes Multiplex de duas camadas podem ser comparadas, ou até certo ponto visualizadas de
forma analdgica, com casos onde existem duas redes reais interagindo, e onde o transporte de
informacao serd de suma importancia para seus desenvolvimentos. Alguns dos casos, ja falados
na introducdo deste capitulo e que tém muita aplicabilidade sdo as redes de transporte tais com

Percebida ja pelo caro leitor na aplicacdo de redes Multiplex [64,65] e na recinte aparicio do modelo de
multi-rede [1].
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redes aéreas, onde cada uma das diferentes empresas que oferecem voos formam sua prépria
rede, sendo seus vértices o conjunto de todos os diferentes destinos que oferecem, e suas ares-
tas neste cendrio serdo as diferentes relacionamentos que existem entre os diversos destinos
oferecidos, ou seja, os voos aos diferentes lugares do pais ou do mundo. Mas um caso muito
comum na vida real € quando um vo6o estd atrasado e muitas vezes precisa ser reprogramado
pela empresa. Nesta situag@o, o usudrio precisa chegar a seu destino e € por isso que a empresa
primeiramente procura voos com outras empresas. Neste momento, do ponto de vista da teoria
das redes complexas, é claro que se tem duas redes reais interagindo para poder dar solugao a
um problema de difusio, ou em outras palavras, transporte de pessoas entre dois locais.

A existéncia deste exemplo e muitos mais de redes reais, onde pode-se evidenciar de fato um
modelo, onde duas o mais redes estdo interagindo, para dar solucdo aos problemas de difusdao
que apresentem € muito comum. Por todo isto existe uma grande importancia em poder se
chegar a controlar os processos difusivos mediante a configuracdo topologia das redes. Mas
porque a configuracdo topologia e ndo adi¢do de novos vértices e relacionamentos? Isto € prin-
cipalmente pelas implicacdes que ddo lugar. Por exemplo, pode-se pensar que com a adi¢do
de mais vértices e relacionamentos a rede pode resolver o problema da difusdo, mas esta ideai
representa dois grandes problemas: o primeiro € a facilidade da rede para a criacdo de novos
vértices e relacionamentos, que no caso da rede do exemplo anterior € muito dificil no curto
prazo e a segunda é que ndo existe certeza absoluta que o problema da difusdo seja resolvido
de igual forma para todos os pontos da rede.

Com todo estd justificativa dada, é evidente a importancia de estudar a dindmica da difusao
€ em gerar novas propostas que possam de alguma forma fazer que exista um melhor controle.
Por isso, a grande importancia tedrica que recai nesta sec¢cdo estd ligada a apresentacdo, de
forma clara, da dinamica da difusdo em redes Multiplex baseados no artigo [63].

Comecamos fazendo alguns considerag¢des na Equacdo 3.16, para simplificar o supra-laplaciano.
Definimos os coeficientes de difusdo intra-camadas Dy = 1 V& e o coeficiente inter-camada
Dyp = Dy V @, . Entdo, o supra laplaciano de um Multiplex se redefine,

L' o ... 0 M-1 -1 ... I
0 L* ... 0 -1 M-DI ... I

L=1. . . . |[+D« : : : : : (3.21)
0 0 ... IM —1 -1 ... M-

A Equacdo 3.21 € util para o estudo do efeito do coeficiente de difusdo inter-camada. Ou
seja, pode-se pesquisar as variagdes no tempo de relaxamento 7(A,) do Multiplex quando ha
mudangas do coeficiente de difusdo inter-camada, D,. O fator M na Equacdo 3.21, representa
o numero de camadas que o Multiplex possui, ou seja, para este caso M = 2.

I _
L= (Ia 1?2) +D,- (_II II). (3.22)

A Equacdo 3.22 € o supra-laplaciano do Multiplex de duas camadas. Como ja foi discutido,
o supra-laplaciano em geral (ver Equacdo 3.21) serve para poder ter informagdes do tempo de
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relaxamento de um Multiplex quando se faz pequenas mudangas no coeficiente de difusdo inter-
camada Dy, porém, o estudo se torna mais claro se consideramos apenas o supra-laplaciano de
duas camadas (ver Equacgao 3.22). Na referéncia [63] se faz um anélises da dinamica espetral
para um Multiplex de duas camadas e utilizando teoria de perturbagdes se encontra, entre outras
coisas, dois fatos muito importantes relacionados com o coeficiente de difusdo inter-camadas
D, e que envolvem de forma direta o comportamento do menor autovalor diferente de zero A;.
Isto € de grande importancia ja que qualquer coisa que envolva este autovalor pode conduzir a
mudancas nos tempos de relaxamento do Multiplex.

Quando se faz o grifico dos autovalores versus os valores do parametro D, (ver Figura 3.7),
observa-se certas caracteristicas. Na Figura 3.7, copiada do artigo [63], apresentam os diferen-
tes autovalores Ay, A3,..., A2 de um Multiplex de duas camadas formado por duas redes de 6
nés (ver Figura 3.4), com um intervalo dos valores inter-camada 10~2 < D, < 102. Cada cor
representa um dos diferentes autovalores. Note que o menor autovalor diferente de zero A, sera
a linha de cor vermelho e ela apresenta um comportamento linear para valores muito pequenos
de D,.

Anteriormente foi mostrado no artigo [66] para um caso geral de M camadas e em relagdo com
o parametro D, que:

* se D, < 1, entdo o conjunto M — 1 de autovalores de £ tem um comportamento linear.

* se D, > 1, entdo o conjunto N — 1 de autovalores de £ sdo aproximadamente o conjunto
N — 1 de autovalores diferentes de zero do laplaciano de uma simples camada, formada
pela média das M camadas do Multiplex com N nés.

Estes dois fatos, podem ser observados na Figura 3.8, onde € apresentado o mesmo espectro da
Figura 3.7 unicamente com autovalor de interesse A,. Isto permite observar o comportamento
de A; como funcdo do pardmetro D, Note que na Figura 3.8, pode-se ver que, quando os
valores de D, < 1, o autovalor A, se comporta de forma linear, mas quando D, > 1 o autovalor
converge a um autovalor A, do laplaciano de uma rede simples, formada pela media das redes
L e Ly que formam o Multiplex como se espera que seja. Outro fato importante é que, para
valores Dy < 1, o tempo de difusdo € da forma 7 o< (M - D).

Outro aspecto apresentado € a super difusdao, que consiste em que o Multiplex tem um menor
tempo de relaxamento que as camadas isoladas T < 7} < 7. Ou, visto de outra forma, o
autovalor A, do supra-laplaciano é maior que os autovalores das redes isoladas L e L. Mas
ndo ha garantia que a super-difusdo exista sempre que Dy > 1.
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Figura 3.7 Espectro de uma rede tipo Multiplex de duas camadas de 6 nés. Em cores se apresentam a
evolugdo dos diferentes autovalores A; para as diversas mudangas no pardmetro Ds.
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Figura 3.8 Espectro de uma rede tipo Multiplex de duas camadas de 6 nés. Em cor vermelho se apre-
senta a evolucdo do autovalor A, para as diversas mudangas no pardmetro D,. Como parte do anélises
apresenta-se diversos autovalores A, para diferentes casos.
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Figura 3.9 Espectro de uma rede tipo Multiplex formado por duas redes livres de escala de 1000 nos.
Inicialmente as duas redes eram iguais, mas foram adicionadas 400 arestas na rede L, de forma aleatéria,
fazendo com que a rede L, tenha um tempo de relaxamento maior que o tempo do Multiplex.

Considere-se por exemplo a Figura 3.9, formada por um Multiplex de duas camadas de redes
livres de escala com 1000 nds cada rede. Em um principio as duas redes eram iguais, mas
foram adicionadas 400 arestas mais na rede L, aleatoriamente. Isto faz que o autovalor A, de
uma das camadas seja maior que o autovalor A, do supra-laplaciano, mostrando assim que nio
sempre existe super-difusdo em um Multiplex.



CAPITULO 4

DISTANCIA ENTRE DUAS REDES

No inicio de este trabalho foram apresentadas as redes complexas de forma isolada (Ver ca-
pitulo 2), além de um conjunto de ferramentas para caraterizar suas propriedades estruturais.
No segundo capitulo tentou-se dar uma visdo mais ampla de redes complexas e se apresentou
o conceito de multi-rede, onde as redes interagem entre si de diferentes formas, formando as-
sim novos modelos, entre os quais se prestou maior €nfase no modelo de Multiplex. Agora,
para completar este desenvolvimento tedrico, precisamos formular grandezas que permitam-
nos diferenciar uma rede de outra, ja que as propriedades apresentadas no Capitulo 2 nao sao
suficientes para se conseguir diferenciar de forma clara uma rede de outra. Por exemplo, ima-
gine o caso onde existem duas redes livres de escala. Neste cendrio é possivel caracterizar
as duas redes pelas ferramentas ja apresentadas, mas como as duas redes compartilham uma
natureza estrutural idéntica, faz que estas ferramentas nao garantam uma maneira de conse-
guir diferenciar de forma mais precisa uma rede do outra. Este problema é maior no caso das
multi-redes, ja que € importante ter uma medida por médio de uma grandeza, que seja precisa
e mostre quao semelhantes ou diferentes podem ser duas redes.

Este capitulo estd formado por duas partes, na primeira serd apresentada uma grandeza que
ajudard a diferenciar duas redes complexas, conexas e de igual nimero de nés. Esta grandeza
¢ chamada de distancia entre duas redes. A distancia entre duas redes € proposta no artigo [2]
onde, além da introdu¢do de este conceito, utiliza-se o0 método de Monte Carlo como uma
forma estocastica para reduzir a distancia ou afastamento que duas redes possuem. Na segunda
parte serd apresentado o método de Monte Carlo como uma ferramenta que pode controlar a
aproximagdo ou o afastamento que duas redes tem. Enfatizamos que a utilizacdo do método de
Monte Carlo para aumentar a distdncia de duas redes e nao somente para reduzi-la [2], como
tem sido feito até agora, é uma nova proposta deste trabalho e tem isto fundamental importancia
no estudo de redes Multiplex aqui apresentado.

43
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4.1 PROPRIEDADES DOS VIZINHOS EM REDES COMPLEXAS

Nesta sec¢do vai-se aprofundar o conceito de vizinhos de um né em uma rede, para poder dar
uma melhor conceituagdo do conceito de distancia entre duas redes. Considere uma rede qual-
quer G(V,E)(ver Figura 4.1), conexa e sem arestas repetidas. E possivel caracterizar mediante
as propriedades estruturais uma rede em alguns dos tipos de modelos ja apresentados no Capi-
tulo 2. Tais propriedades sdo o indice de clusteriza¢do C;, a distincia media d, a distribui¢io
de graus f(k), entre outros muitos que existem na literatura. Focaremos nossa atengo na gran-
deza ny utilizada na defini¢do da distribui¢do de graus (ver Equacdo 2.6) f; e definida como
o numero de vértices com grau igual a k. Para explorar mais a fundo o conceito de vizinhos

(3
5
0'0 -

Figura 4.1 Rede conexa formada por 6 nds e 9 arestas.

de uma rede qualquer G(V,E) apresentamos na Figura 4.1 um exemplo de uma rede simples,
formada por 6 nds e 9 arestas. Note-se que a rede é conexa, sem arestas repetidas e ndo é um
digrafo. A matriz de adjacéncia, apresentada pela Equacgao 4.1 representa as conexdes que um
n6 qualquer da rede tem com seus vizinhos mais proximos.

4.1

—_O = = OO

0
0
1
0
1
0

S = = O = =
— o o= O
—_o O = = O
S == O o=

Mas agora imagine que estamos interessados nao apenas nos vizinhos mais préximos, mas
também naqueles que estdo separados por duas arestas, ou seja, os vizinhos de segunda ordem.
A matriz de vizinhos com duas arestas de distancia ou de segunda ordem sera diferente da
matriz da Equacao 4.1, que poderia chamar-se neste contexto de matriz de primeira ordem.
Até pode-se formar uma rede onde os vizinhos mais proximos sejam os de segunda ordem (ver
Figura 4.2). Repare que, para este exemplo, a medida que a ordem é maior o nlimero de arestas
€ menor até uma ordem no qual serd zero. Portanto, é claro que a rede de ordem maxima ficara
com uma matriz de vizinhos A,,,x = Ap, onde D faz referéncia ao didmetro da rede inicial (ver
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Figura 4.1), e uma matriz de vizinhos de ordem maior que o diametro da rede serd uma matriz
nula, ou seja Ap,1 =0.

01 00T10
100101
000O0O0°1

A2=10100 1 0 *2)
100100
011000

Agora pode-se generalizar este conceito assim de matrizes de vizinhos para o caso de uma

@) (5)
Figura 4.2 Rede conexa formada por 6 nds e 6 arestas.

rede geral. Seja A, V k=1{0,1,2,...,D} as matrizes de vizinhos de uma rede G(V,E) e para
cada matriz Ay, lhe corresponde uma rede G* tal que G € G. O conjunto de todas as redes de
diferente grau formam o espaco de vizinhos, que representam a forma estrutural da rede G'. A
matriz Ao que representa a rede G sera igual 2 matriz identidade I. Repare que, as redes G
indicam a estrutura de caminhos minimos entre nés da rede G', ou seja, a distancia mais curta
de cumprimento k entre pares de nds da rede. Com todo isto é necessdrio ter um método ou
equagdo que permita encontrar de forma comoda as matrizes de vizinhos de qualquer ordem.
No Artigo [67], € obtida uma equacdo de recorréncia (ver Equacdo 4.3) que permite encontrar
qualquer matriz de vizinhos,

k—1 k—1
A= EPA; | @ A — [ EPA;|. (4.3)
j=0 j=0

Repare que a Equagdo 4.3 é uma equagdo de recorréncia e k = {2,3,...,D}, jd que as matrizes
de vizinhos Ag =1 e A s@o conhecidas. Os simbolos & e ® utilizados, sdo as somas e produtos
Booleanos [68], cuja defini¢do € apresentada a em seguida. Note que existem diferencas noto-
rias entre a dlgebra Booleana e a dlgebra normal, ja que a primeira é baseada em um conjunto
de apenas dois elementos, 0 e 1, que obedecem as seguintes regras para as operagdes de soma,
substracdo e produto:
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000=0, 160=1, O0l=1, 1dl=1;
060=0, 160=1, 061=0, 161=0;

0®0=0, 1®0=0, 0®1=0, I1®1l=1.

Com isto pode-se dizer que temos um espaco de vizinhos e que com ajuda da Equagdo 4.3
os calculos computacionais podem ser bastante rdpidos por causa da dlgebra Booleana. Por
ultimo definiremos uma matriz formada por todas as distancias estruturais entre nds. Esta
matriz apresenta toda a informagao sobre a distdncia minima entre qualquer par de nés em uma
rede. Ou seja, temos obtido uma matriz que tem informacgao sobre todas os comprimentos mais
curtos entre qualquer par de nos. Esta informacao topoldgica pode ser utilizada para definir de
forma precisa quao similares ou distintas podem ser duas redes, ou em nosso contexto qual sera
o afastamento topoldgico que duas redes podem ter:

D
A=Y A (4.4)

Além disto, também se cumprem propriedades de invaridncia com respeito ao espectro do es-
paco de vizinhos apresentadas no Artigo [67].

4.2 DISTANCIA INTER-REDES

Utilizando o conceito de espaco de vizinhos apresentado na secdo anterior, pode-se definir a
distancia entre duas redes, mas temos que ressaltar uma importante dependéncia, relacionada
com a natureza da matriz de adjacéncia e que de fato pode gerar mudangas importantes na
Equacao 4.4. Esta dependéncia estd relacionada ao fato que redes iguais em sua topologia com
numeracdo de nés diferente podem gerar matrizes de adjacéncia diferentes (ver exemplo no
Capitulo 2, Secgdo 2.4). Por isso é claro que para identificar duas redes como isomérficas !, é
preciso ter em conta a distancia baseada na Equacdo 4.4 e as possiveis combina¢des na nume-
ragio de nés que uma rede pode ter > e que afetam de forma direta a medida da distincia entre
duas redes, comprometendo a forma de distinguir as duas redes.

Definimos que, para que duas redes quaisquer sejam iguais ou isomorficas, a distancia entre
as duas redes deve ser igual a zero. Por outro lado, se a distdncia tem um valor maior a zero,
significa que este valor de distancia mostra quao grandes podem ser suas diferencas topolo-
gicas. Portanto, a medida desta grandeza fornece como resultado uma forma adequada de

I'Ser isomérficas significa que as duas redes sdo iguais estruturalmente.
ZPara isto tem se que ter em conta N! possiveis formas de renumeracio.
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diferenciar quaisquer duas redes, mesmo que elas possam compartilhar as mesmas proprieda-
des estruturais ja apresentadas no Capitulo 2.

A defini¢do de distancia vai ser dada por uma medida Euclideana, e oferece uma solucao ao
problema de diferenciar duas redes e abre as possibilidades em temas referentes a redes multi-
rede e mais precisamente nas redes Multiplex.

Sejam duas redes G4 e Gg, com igual numero de nés N, conexas e sem arestas repetidas.
Entdo se define a distincia inter-redes como a grandeza §(o, 8) [2] cujo valor apresenta as

diferencas estruturais entre duas redes.

2

52((X,ﬁ) _ v 1 i (Aa)i,j o (Aﬁ)l:J (45)

(N—1) i‘=1| Da Dg

Repare que na Equagdo 4.5 os termos Dy, e Dy corresponde aos didmetros das redes G¢ e Gg.
Se eles sdo iguais podem ser omitidos da equagdo mas no caso geral onde os didmetros de
cada redes sdo diferentes, entdo cumprem um papel de normalizagdo, fazendo que o resultado
da soma tenha valores entre zero e um. Apesar que a Equacdo 4.5 precisa que as duas redes
tenham igual nimero de nods, ela pode ser utilizada para casos onde o nimero de nds sdo quase
iguais ou com uma diferenca muito pequena. Nestes casos podem ser descartados ou apagados
alguns nds da rede com maior niimero de nds, mediante um processo seletivo que tenha como
consideracdo nds que nao interferem muito na estrutura da rede. Por outra parte para dizer que
duas redes sdo topologicamente iguais a distancia entre elas tem que ser zero, mas repare que
para que isto acontega a Equagio 4.5 precisa de igual forma estrutural (Ag); = (AB )i,j € além
disso compartilhar 0 mesmo didmetro de rede Do = Dg.

Por causa da dependéncia apresentada nas matrizes de adjacéncia, e por transitividade apre-
sentada também pela Equacdo 4.5, ja que estd baseada no espaco de matrizes de adjacéncia,
precisa-se ter em consideragdo, que o resultado da expressdo d(«, ) na Equacgdo 4.5 depende
da numeracao atribuida a cada n6 da rede. Se consideramos uma rede com N nds, temos N!
maneiras de numerar os nds sem alterar a topologia da rede. Do mesmo modo, o valor §(o, 3)
pode assumir N! valores diferentes. Desta forma devemos tomar o menor valor de (o, f3)
como a distancia entre duas redes, o que leva em conta todas as combinacdes de numeracao,
para assim obter a medida da distancia precisa.

Como um exemplo, considere a Figura 4.3, onde temos 3 redes simples marcadas como a,
b e ¢, todas com 4 nds. Repare que as redes a e b tem uma forma estrutural igual mas a nu-
meracdo que possuem € diferente, ao passo que na rede ¢ encontra-se uma diferenca estrutural
com relagdo as redes a e b. Se obtemos os valores de (@, ) para as matrizes a e b obteremos
que sdo diferentes de zero, mas como pode-se perceber estruturalmente ou topologicamente as
duas sdo iguais o que leva a procurar uma numeragio adequada onde d(«, ) é zero. Se pelo
contrario consideramos a rede ¢ com respeito as redes a e b, e considerando que sua forma
topoldgica € diferente, € claro que ndo existe uma numeracdo de nés que faca que o valor de
o(a, PB) seja zero com quaisquer das outras redes. Por outra parte, dos 4! valores existentes
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da comparacao da rede ¢ com as redes a ou b, existe um destes que serd menor aos outros. A
procura deste valor minimo serd o referencial da existéncia de uma diferenca estrutural ou nio
entre duas redes quaisquer.

. OO O @
» OO @@

Figura 4.3 Trés redes simples a, b e ¢ formadas por 4 nds, onde se evidencia as diferencas estruturais
entre ¢ com as redes a e b. Por outro lado, as redes a e b apresentam de forma intencional numeracdes
diferentes para ressaltar o fato que, com estas numeragdes, o valor de 6 (¢, 3) é diferente de zero apesar
de compartilhar a mesma estrutura.

Assim a Equacdo 4.5 abre as possibilidades para um processo que busque diminuir ou aumentar
o valor da distancia através da mudanca da numeragao, sem alterar as propriedades topoldgicas
de nenhuma delas. Pode-se entdo concluir que, para ter uma melhor defini¢cao da distancia entre
redes e assim diferenciar se duas redes sdo isomorficas ou néo, utilizamos o fato que, é(a, f3)
assume um valor minimo da distancia §”"(«, B), ao qual pertence uma ou mais das possiveis
N! numeragdes. Entdo, a partir disto dizemos que, duas redes sao isomorfas, se e somente se
sua distancia minima € igual a zero. Caso contrario, se a distdncia minima é maior que zero,
entdo optemos uma distin¢ao topoldgica entre as duas redes.

4.3 METODO DE MONTE CARLO

Como foi apresentado na sec¢@o anterior, para obter de forma exata a distancia minima entre
duas redes € preciso utilizar da Equacdo 4.5 fixando uma numeragdo para uma das redes, por
exemplo a rede a, e variando-se todas as N! numerac¢des da outra rede . Devido a pouca
praticidade de fazer estes passos um de cada vez (a menos que N seja muito pequeno) é neces-
srio se adotar um método estocdstico para tentar obter 5™ (¢, 8) de uma forma mais rdpida e
pratica. Por isso, nesta se¢do se apresentard os conceitos fundamentais para o entendimento de
um dos métodos estocasticos mais utilizados que serd usado para encontrar a distancia minima
aproximada entre duas redes, de forma répida.
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Em 1946, o matematico Stanislaw Ulam dentro de um jogo de paciéncia tentou calcular as
probabilidades de sucesso de uma determinada jogada utilizando a tradicional andlises combi-
natéria. Apds isto, ele percebeu que uma alternativa mais prética seria simplesmente realizar
inimeras jogadas, mas Ulam sabia que técnicas , como esta, ndo eram muito usadas por envol-
verem calculos extremadamente demorados, tediosos e sujeito a erros.

Entretanto, nessa mesma época ficou pronto o primeiro computador eletronico o ENIAC 3.
Quando Ulam soube isto, sugeriu o uso de métodos de amostragem estatistica desde uma pers-
pectiva estocdstica, para solucionar o problema da difusdo de néutrons em material sujeito a
fissdo nuclear.

Posteriormente esse método ficou estalecido como o método de Monte Carlo e formalizado
em 1949 [3]. Atualmente, o método de Monte Carlo pode ser descrito como método de simula-
¢ao estatistica que utiliza sequéncias de nimeros aleatdrios para resolver problemas por médio
de amostragem aleatoéria [4, 6].

4.4 CONCEITOS BASICOS

No método de Monte Carlo, a Unica exigéncia € que o sistema fisico ou matemadtico seja des-
crito (modelado) em termos de fungdes de densidade de distribuicdo de probabilidade (PDF,
do inglé€s probability density function), que delineiam o processo fisico. Uma vez conhecidas
essas distribuicdes, a simulagdo de Monte Carlo pode proceder fazendo as mostragem aleato-
rias a partir das mesmas. Este processo € repetido indmeras vezes e o resultado desejado é
obtido por técnicas estatisticas sobre um determinado niimero de amostras que podem chegar a
milhdes.

Em forma geral o método de Monte Carlo consiste em estimar determinadas quantidades, ob-
servando -se o comportamento de um ndmero grande de eventos individuais ou nimero de
passos de Monte Carlo. Em outras palavras solucionar um dado problema pelo método de
Monte Carlo consiste em realizar uma simulagdo matematica do fenomeno fisico de interesse
ao invés de solucionar a equagdo o conjunto de equagdes que o regem, sendo isto uma de suas
principais caracteristicas.

Podemos entdo resumir os componentes primdrios para qualquer tipo de simulagdo:
1. Fungdes de densidade de distribui¢do de probabilidade (PDF).
2. Gerador de numeros aleatorios.

3. Técnicas de amostragem.

Por exemplo, para o modelo de Ising [7] o objetivo é coletar mostras dos estados, que estdo dis-
tribuidas conforme a distribui¢do de Boltzmann, construida por um processo de Markov [3,4].

3 Antes disto eram utilizados dispositivos mecanicos para fazer os calculos.
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A eficiéncia do método estd ligada ao fato de ndo levar em conta a probabilidade das configura-
¢des em si, mas sim a razao entre elas (ver Equacgao 4.6), pois as razao entre as probabilidades
de duas dadas configuracdes ou estados # pode ser determinada independentemente das outras.

Em geral, para um sistema fisico que obedece a distribui¢do de Boltzmann, seja AE = E,,, — E,,
para duas configuracdes m e n quaisquer. A razdo entre as probabilidade transicdo entre dois
estados pode ser escrita como,

Pn%m P}’l
A Equacdo 4.6 € conhecida como a condi¢do da transicdo de probabilidade e pode-se mostrar
que se uma transi¢do de probabilidade satisfaz a Equacdo 4.6 entdo a distribui¢do de equili-
brio do sistema vai ser uma distribuicdo de Boltzmann. A Equac¢do 4.6 tem muitas solucdes,
mas para um problema se procura a mais eficiente. A continuacdo apresentamos uma lista de
possiveis escolhas que cumprem com a Equacéo 4.6.

Fonon _ P —par, (4.6)

Prsn = A-e 1P EEn) @.7)
e_ﬁ(En_Em)
Fnoom =41 + e B(Ex—En)’ (4.8)
“BE—En) E,—E,>0
_A. ) € n m > U,
Poon=A { X B E 20 (4.9)

Estas equacoes que satisfaz a condicao de transi¢ao de probabilidade podem ser escritas como:
Pu—sn = g(m— n)A(m — n), (4.10)

Na Equacédo 4.10 g(m — n) é a probabilidade de sele¢do de um estado n quando o sistema
estd no estado m, ou seja o primeiro passo em um algoritmo de Monte Carlo sera a sele¢dao
do estado m # n com probabilidade g(m — n). O segundo passo é aceitar a mudanga com
probabilidade A(m — n), por isso A é chamada como o radio de aceitagdo entre os estados m
e n. Na pratica o ideal serd ter um méximo radio de aceitagdo A(m — n) = 1 para todo m para
o qual g(m — n) > 0. Por exemplo, pode-se utilizar a Equagio 4.7 que satisfaz a transicdo de
probabilidade e A = e Bz,

Py = e~ 2PEn—Ent2), (4.11)
Na Figura 4.4 se apresenta a dependéncia de P,_,, representada pela Equacgdo 4.11, repeito a
mudanca de energia para diferentes valores de 8. Repare que para diversos valores de 3 a pro-
babilidade de transi¢do P,,_,, € muito pequena sempre que AE = 0 (ver Figura 4.4 a). Por isso,
em 1953 Nicolas Metropolis propds uma variante do método de Monte Carlo conhecida como
método de Metropolis, com a peculiaridade de que é muito mais eficiente [69] (ver Figura 4.4
b) para valores de AE = 0 e € dado pela Equagdo 4.9. O método de Metropolis € muito mais
utilizado e € aplicado a muitos sistemas por sua simplicidade e efici€ncia.

4Um sistema como o modelo de Ising pode ter um grande niimero de configurages 2 e todas dependendo
dos estados de spin +1 de cada 4&tomo que o forma.
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Figura 4.4 Gréficos da probabilidade de um sistema em um estado m passar a um estado n versus a
mudanga de energia AE, com diferentes valores de B no modelo de Ising de duas dimensdes. O grafico
da esquerda apresenta o método de Monte Carlo e a grafico da direta o método de Metropolis.

4.5 DISTANCIA MINIMA ENTRE DUAS REDES

Como j4 foi mostrado, para obter a distAncia minima entre duas redes 8™"(, 8), precisa-se
de uma udnica numeragdo de nds, de todas as possiveis numeracdes que formam o espaco de
N! combinagdes diferentes. Devido ao fato da dificuldade para implementar os cdlculos de
todas as combinagdes das distancias 6 (o, B) obtidas com todas as possiveis numeragdes, no
artigo [2] se implementa o método de Metropolis. Com ajuda da Equagdo 4.5, fazemos as
seguintes consideragdes especiais de definicio do método. A principal etapa do processo € a
busca de uma nova renumeragdo de uma das redes (por exemplo fixamos a renumeracio da
rede @ e buscamos uma nova numeragéo para a rede 3) de forma tal que a distincia é(a, f3)
diminua. Consideramos apenas renumeragdes sucessivas da rede 8 que difiram entre si pela
troca dos niimeros de um par de nds. Este processo pode ser sumarizado pela Equacgdo 4.12,
onde observa-se, que os termos de energia presentes na Equacdo 4.9 sdo neste caso trocados
pelo valor de Ad(a,B) = 6;1(a,B) — (o, B). Neste caso 9;(cx, ) e &(a, B) representam
dois valores de distancias associadas as duas numera¢des adotadas para a rede 8 e nao necessa-
riamente sdo diferentes. Este procedimento, permite a procura do valor da distincia entre duas
redes o e B de forma rdpida, além de obter uma forma de conseguir diferencar as duas redes.
Repare que, o valor da distdncia minima ™" (¢, 8) serd um indicador da diferenca estrutural
entre duas redes quaisquer. Cabe ressaltar que, a Equacdo 4.12 cumpre com as especifica¢des
necessarias para a execu¢ao do método de Metropolis.

B o B(81(,B)—82(ax,B)) o1(et,B) — & (a,B) >0,
Py = { 1 é1(a,B)—&(a,B) <0. (4.12)

Como parte de uma explicacdo mais especifica do algoritmo de Metropolis é apresentado o
fluxograma do método na Figura 4.5.

Repare que o fluxograma da Figura 4.5 comecga com a escolha da semente para a geracao de
numeros aleatdrios. Estd parte do algoritmo € de extrema importancia ja que se ndo fosse feito
e a semente fora considerada fixa, entdo a geracdo de nlimeros aleatdrios seriam iguais sempre
que fosse utilizado a mesma semente. Ao considerar uma semente fixa se tira do método a
parte de aleatoriedade na geracdo de nimeros aleatdrios, criando uma seqiiéncia de nimeros
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Figura 4.5 Fluxograma para o algoritmo Metropolis aplicado na procura da menor distancia §™"(c, 8),
entre duas redes.

aleatdrios repetitiva. Por outra parte, uma semente fixa pode ajudar de forma fécil em conseguir
identificar um n6 da rede que presente algum tipo de propriedade na renumeracdo de nds. A
utilizagao da semente fixa vai ser utilizada neste trabalho (Capitulo 5) como parte fundamental
na ajuda do reconhecimento de certos nds em redes Multiplex de duas camadas.

Com ajuda do método de Metropolis pode-se encontrar a minima distancia entre duas redes,
sendo iguais estruturalmente se este valor € zero ou pelo contrario apresentaram certo grau de
diferenca estrutural se este valor € diferente de zero. Na Figura 4.6 , se apresentam as simu-
lagdes feitas no artigo [2], no qual apresenta a distancia minima encontrada para diferentes
configuracdes de redes. Note que para o caso de duas redes que sdo de diferentes tipos, o valor
da distancia minima ndo alcanca a ser zero, mostrando assim a existéncia de diferengas estru-
turais entre as duas redes. Como € de esperar na Figura 4.6, para o caso de redes iguais, 0s
valores das distancias conseguem ser zero, depois de 10° passos do método, mostrando que sua
natureza estrutural € igual.
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Figura 4.6 Griéfico do tempo de evolucéo de & (e, 3) versus passos em Monte Carlo. As curvas de "pon-
tos"e "linha-ponto"correspondem foram feitas com duas redes, que sdo Apollonian network e Caley tree.
Para os "pontos"o niimero de nds é de 124 e para "linha-ponto"1096. As outras curvas correspondem
a redes Apolonianas iguais , mas com numerag¢des de nds diferentes inicialmente, também para 124 e
1096 n6s.

4.6 PLANEJAMENTO DO PROBLEMA

Nesta seccao, apresentamos de forma geral a constru¢do dos Multiplex de duas camadas anali-
sados na dissertacdo. No inicio, apresentamos desde uma visao geral as redes a tratar e classifi-
camos elas com respeito ao jeito que foram geradas. Por tltimo € mostrado de forma ilustrativa
os dois tipos de Multiplex feitos com as diferentes combinagdes de redes, que se podem formar
para posteriormente iniciar o desenvolvimento do trabalho.

4.6.1 Construcao do Multiplex de duas Camadas

Para comecar o estudo da difusdo dos Multiplexs de duas camadas tratados nesta dissertagao,
vamos a explicar os procedimentos adotados para gerar as estruturas Multiplex (ver Capitulo 3)
neste trabalho. As redes tratadas no trabalho para a constru¢ao do Multiplex podem ser sepa-
radas por sua topologia em trés classes gerais. Na primeira classificagdo, temos as redes que
sdo geradas estatisticamente e topologicamente iguais. Ou seja, para os vértices i € sua con-
traparte na outra camada i’ (ver Figura 4.7), suas conexdes com outros vértices da mesma rede
serdo 0s mesmos, e portanto suas matrizes de adjacéncia e de vizinhanga sdo iguais >. Este
grupo de redes serdo chamadas neste trabalho como redes totalmente iguais (RTI) e portanto
sua distancia inicial serd de zero, isto por a igualdade em sua topologia e numeragdo de nos (ver
Capitulo 4). A segunda classe de redes, sdo as redes geradas pelo mesmo processo estatistico,

3Isto é devido ao fato que em um comeco, ou seja antes da aplicacio do método de Monte Carlo, as duas redes
possuem igual numeracdo de noés.
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mas cada uma corresponde a uma realiza¢do independente. Por isso, sdo topologicamente di-
ferentes, o que se reflete em uma distancia topoldgica inicial diferente de zero, e portanto suas
matrizes de adjacéncia e vizinhanga sao diferentes. Estas redes serdo chamadas neste trabalho
como redes estatisticamente semelhantes (RES). Na ultima classe estdo as redes as quais sao
geradas de forma estatisticamente diferentes, sendo também topologicamente diferentes entre
si, e chamadas neste trabalho como redes totalmente desiguais (RTD).

Ao longo de todo o trabalho, utilizamos o procedimento de aproximacdo ou afastamento topo-
l6gico entre redes, Baseado no método de Monte Carlo [6], mas com um fim inverso ao normal
que pode ser constatado fazendo a comparacdo das Equagdes 4.12 e 4.13.

[ e B@B)=&(@B)  § (a,B) -8 (a,B) <O,
Pun={ § 51(c.B) — 52(ct. B) > 0. @

Como consequéncia se consegue obter duas camadas distintas do Multiplex (ver Figura 4.8)
para observar as mudangas em sua dinamica espectral.

(a) Multiplex com redes RTI, em r =0 (b) Multiplex com redes RES ou RTD,em ¢t =0

Figura 4.7 Tipos de Multiplex

Portanto, a constru¢do dos Multiplex de duas camadas neste trabalho vai a ser feitas de duas
formas diferentes, que dependerdo das diferentes combinacdes feitas com as trés classes de
redes ja apresentadas (RTI, RPI, RTD).

1. Multiplexs compostos pelas redes RTI (ver Figura 4.7 (a)). Repare que, as duas camadas
apresentam redes que possuem conexdes idénticas com o resto dos vértices da mesma
rede. Além disso, também existem conexdes entre as duas camadas para vértices que
sejam homoélogos em sua numeragdo. Ou seja, o vértice i da rede da acima s6 pode ter
conexdo com o vértice i’ da rede de embaixo.

2. Multiplex compostos pelas redes da segunda e terceira classe, RPI e RTD (ver Figura 4.7
(b)). Repare como as duas camadas possuem conexdes diferentes, entre vértices da
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mesma camada e as conexdes entre vértices homodlogos entre camadas continua sendo
iguais, como se espera da estrutura de um Multiplex (ver Capitulo 3 Secc¢ao 3.3).

4.6.2 Afastamento Topologico por Renumeracao de Nos

Para conseguir obter uma melhor ideia das consequéncias da renumeracao de nés em um Mul-
tiplex, observamos a Figura 4.8, onde pode-se ver, um Multiplex formado por duas redes L
e L, da classe RTI. Repare que na Figura 4.8 se apresenta a renumeracdo dos nés 5’ e 6/ da
rede L,, e portanto sua nova distincia entre redes serd maior que zero (6(Li,Ly) > 0). Isto
¢ uma consequéncia direta da mudanga na topoldgica da rede L, por causa da renumeragdo
feita e espera-se que esta mudanga contribua para aumentar a difusdo no Multiplex. Todo isto
noés leva, a definir agora o afastamento topoldgico entre duas redes quaisquer, como a distan-
cia final (depois a troca) menos a distancia inicial (sem trocas). Mas a pergunta fica em saber
como chegar a saber em quantos passos do método de Monte Carlo, consegue-se um afasta-
mento topoldgico maximo e qual é a influéncia que este afastamento tem nos processos de
difusdo. A resposta a primeira pergunta, estd em fazer um grifico onde o afastamento entre
as duas redes este como uma func¢do dos passos de Monte Carlo e observar quando o afasta-
mento consiga convergir a um valor constante, onde nenhuma renumeragao de nds feita apés
consiga afastar mais as duas redes. Ou seja, suponha que se tem a distancia maxima no i-€simo
passo (6%(L1,Ly) = 8™*(Ly,L,)), entdo ndo existe nenhuma outra renumeracdo de nés que
consiga aumentar ainda mais a distancia entre as duas redes, invés disto todas serdo menores
(6™ (Ly,Ly)) > 8™ (Ly,Ly), Vm=1,2,3...N!).

Apos feita a renumeracao de nds, que proporciona o afastamento topoldgico entre duas redes,
se inicia o estudo da difusdo no Multiplex. Repare que as redes que formam parte do Multiplex
na Figura 4.8 sempre vao a ter o mesmo nimero de nds e arestas sem importar o afastamento
topoldgico feito. Com este abordagem se mostrara que, quando temos duas redes reais intera-
gindo entre elas tipo Multiplex (ver Capitulo 3), € possivel reconfigurar a numeracdo dos nés de
uma destas redes, para conseguir obter um melhor e mais eficiente processo de difusdo. Neste
aspeito é importante ressaltar que o processo de aumento de 6(L;,L,) ocorre, na pratica, por
uma mudanga nas conexdes na camada inferior (L), conforme ao indicado na Figura 4.8c em
cor vermelho. Com efeito, se tomamos o exemplo da rede de aeroportos (nds) e rotas (ares-
tas) de duas companhas de aviagdo que podem definir um Multiplex de duas camadas como &
mostrado de forma ilustrativa na Figura 4.8a, o efeito mostrado na Figura 4.8c € uma mudanca
das rotas (arestas) da companha representada pela camada inferior (L;). Mas o importante é
encontrar uma forma ou método ndo estocdstico onde se saiba que com a mudanca de alguns
poucos nds se consiga rapidamente um grande afastamento entre redes e uma correspondente
mudanca de sua difusdo e tempos de relaxamento. Novamente usando o modelo de rotas aé-
reas, mostramos que € possivel se obter um aumento significativo da difusdo com a mudanca
de algumas poucas rotas.

Outra coisa a ressaltar é o fato da mudanca e consequéncias da manipulagcdo da semente, que
ajuda na geracdo dos nimeros aleatérios no método de Monte Carlo (ver Figura 4.5). A se-
mente com a qual o algoritmo inicia, foi mudada de um cardter aleatério a um cardter fixo, e
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Figura 4.8 Multiplex de duas camadas, onde foi trocado por renumeragdo de nés os nés 5’ e 6. Na
Figura (b), foi permutada a numerac¢io dos nés 5’ e 6/, que agora nio se encontram mais imediatamente
embaixo dos nds 5 e 6. No entanto, as conexdes entre 0 ndé 5 € o0 novo né 5’, bem como entre o n6 6 € o
novo n6 6’ devem ser mantidas. Para que os novos nés 5’ e 6’ fiquem imediatamente abaixo dos nés 5 e
6, a posicdo entre eles foi também trocada na Figura ¢, mas neste caso todas as conexdes em L, entre 0s
nés 5’ e 6’ foram trocadas entre si.

o usudrio pode escolher a vontade seu valor inicial. Isto pela ideia de ter um melhor e maior
gerenciamento dos resultados obtidos pelo método de Monte Carlo. Assim também, serd mais
facil a identificacdo dos nés que, sendo renumerados, fazem que o tempo de difusdo aconteca
de forma mais eficiente para uma certa exigéncia ®. Em conclusio o afastamento topoldgico
conseguido pela renumeracio de nés, pode chegar a ser uma ferramenta ttil no controle da
difusdo, além de suas aplicacdes ndo requerem agregar nds ou arestas novas em uma das redes.

Esta exigéncia pode ser um maior tempo de relaxamento ou menor, por exemplo no caso de duas redes reais
onde uma doenca se transmite, ou no caso do trafico aéreo entre aeroportos.



CAPITULO 5

RESULTADOS E DISCUSSOES

Os processos de difusdo das redes Multiplex de duas camadas apresentada no Capitulo 3, junto
ao conceito de distancia [2] entre redes apresentado no Capitulo 4, formam a base da andlises
neste capitulo da dissertacdo. Portanto, como primeira medida da andlises de difusao em Multi-
plex de duas camadas, serdo abordadas diferentes tipos de configuracdes de Multiplex, para seu
posterior andlises e dependeram de dois fatores de classificagdao apresentados nos Capitulos 2
e 4.

Basicamente as redes conexas que formam os Multiplex deste estudo podem ser, aleatérias,
de pequeno mundo ou livre de escala (ver Capitulo 2) e a0 mesmo tempo possuir outra clas-
sificacdo mais, apresentadas no final do Capitulo 4, baseadas em caracteristicas topoldgicas e
estatisticas (RTI, RES e RTD). Porém pode-se ter redes aleatdrias, de pequeno mundo ou livres
de escala que sejam RTI, RES e RTD. Isto permite, a obtencdo de diversas combinagdes para
Multiplex de duas camadas e posteriormente analisar o comportamento do espectro de difusao,
querendo assim encontrar novas propriedades de difusdo especificas para redes Multiplex ou o
melhoramento dos problemas difusivos validos no mundo real.

5.1 MULTIPLEXS FORMADOS POR REDES RTI
5.1.1 Redes Aleatorias

Comecamos o estudo, com um Multiplex de duas camadas, formado por duas redes RTI alea-
térias (Gfﬁ) 1 para 100, 250, 500, 750, 1000 nés. Em seguida, para cada Multiplex, é adotado
o processo de afastamento topoldgico pela renumeracdo de vértices, mediante o método de

10 ponto acima da letra G, significa que sdo redes totalmente idénticas RTI, além de aleatérias.
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Monte Carlo (ver Capitulo 4). Isto leva a uma forma estrutural do Multiplex qualitativamente
semelhante aquela apresentada na Figura 4.8 no Capitulo 4, onde foi feita a renumeracao de nds
para os nés 5’ e 6', correspondentes com a rede L, que estd embaixo. Este processo foi repetido
diversas vezes para as redes do Multiplex, observando as mudancas que aconteceram na dina-
mica de difusdo. Mostramos em seguida os resultados obtidos para os Multiplexs formados por
diversas redes ER.

* Redes Aleatérias p=0.1: Na Figura 5.1 tracamos a dependéncia dos autovalores AZSL do
Multiplex de duas camadas % formado pelas duas redes G‘SE(% 0.1 com relagdo ao coefici-

ente de difusdo inter-camadas D,. Além de AL, o segundo menor autovalor da matriz
supra-laplaciana, e responsavel por controlar o processo de difusdo inter-redes, por sua
relacdo inversa com o tempo de relaxamento (ver Capitulo 3 Seccdo 3.3.3), tracamos
também, os autovalores A,(L;) para a camada 1, A;(L,) para a camada 2, e o autovalor
A2(L), da matriz L que corresponde a uma representagio matricial de uma rede formada
pela superposi¢do de duas redes L = (L; +L;)/2, e a grandeza Ap = 2D,

Os autovalores Ay(L;), A2(Ly) e A2(L) ndo dependem de D,, e aparecem como linhas
horizontais. Como no caso das RTT as duas camadas sdo exatamente iguais, mesmo apds
do processo de renumeragio, é evidente que A>(L;1) = A2(Lp) = AJ(L; 2). J4 para a matriz
L, que é idéntica a L e L, apenas antes do comeco do processo de renumeragio, isto ndo
se verifica. Apds a troca de apenas um par de nés da rede 2, temos que L, # L # Ly, de
tal forma que, A2(L) # A2(L1) = A2(L2) = AJ(L12). Isto fica evidenciado pelas linhas
horizontais mostradas na Figura 5.1. A distancia entre Lie L, depende do nimero de
trocas efetivadas e de quais nds foram permutados no processo de renumeracdo da rede
2.

Por outro lado, em cor verde e roxo estdo os autovalores ASL, correspondente a 50 e
354 vértices renumerados ou trocados, como parte da rotina de Monte Carlo para afastar
uma rede da outra (ver Capitulo 4). E importante ressaltar que, ao longo desta discussio,
nos referimos a quantidade de vértices renumerados utilizando sempre uma semente fixa
para o gerador de nimeros aleatorios no método de Monte Carlo(ver Figura 4.5). Caso
usemos outra semente, os dados qualitativos sdo mantidos, embora sejam quantitativa-
mente diversos.

Nota-se que qualquer mudanga em QLZLS para um determinado valor de difusao inter-redes
D, significard um menor ou maior tempo no processo de difusdo do Multiplex. E por
isso que o valor QLZSL ¢ de fundamental importancia para este estudo. Outro aspecto im-
portante a se notar é que os valores de A>(L;1) e A3(Ly) para as redes tem o mesmo valor
22,814 na Figura 5.1, comprovando de fato que as redes que formam o Multiplex sdo
RTI. Nao obstante, com o afastamento topolégico feito pela renumeragao de vértices,
espera-se encontrar novas propriedades no processo de difusao do Multiplex de duas ca-

2Chamaremos em adiante de ASE aos autovalores do supra-laplaciano do Multiplex de duas camadas neste
trabalho.
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madas. Para este caso em questdo, fizeram-se diversos afastamentos 3,

A=2D,

A ofLy o

2 | -1,

10 —— '~ A, of L com 354 n6s trocados

— — — ), of Supra-Laplacian de 354 nés trocados
— — — 1, of Supra-Laplacian de 50 n6s trocados

Ay

23.6
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Figura 5.1 Espectro do Multiplex RTI formado pelas redes Gféfml obtido apds afastamento topoldgico
inter-redes em funcéo do coeficiente de difusdo D,. Em cor verde e roxo estdo os autovalores A, cor-
respondentes a 354 y 50 nés renumerados pelo método de Monte Carlo. Nota-se evolucdo do espectro
conforme o nimero de renumeracdes de nds aumenta.

Como os valores das diferentes grandezas na Figura 5.1 sdo muito préximos, torna-se
dificil discernir os diferentes valores dos autovalores 4. E por isso que no lado direito
inferior dela Figura 5.1, estd uma parte com um zoom, permitindo identificar as diferentes
grandezas para um melhor andlises. Note-se que para o segundo menor autovalor A (L)

da matriz (L), apos 354 nés renumerado, temos um valor de 23,383 e como é de esperar
os valores A5 estdo entre A} (L 2) e A2(L) [63].

Repare que na Figura 5.1 mostra-se, a comparacao entre 50 e 354 passos, mas o espectro
ndo apresenta uma mudancga significativa em sua dindmica. No entanto, quando chega-
mos ao passo 355 a dindmica espectral mostra uma mudancga perceptivel e significativa,
0 que € visivel na Figura 5.2. Em primeiro lugar se percebe que A, (L) para 355 nés mu-
dados se afastou bastante do valor A(L; »). Em seguida, notamos também uma mudanga
no comportamento do autovalor lzsL com relacdo a Dy. Em cor roxo estd o lzsL para 354
passos, € em cor verde o AgL para 355 passos de afastamento entre as duas redes pelo
método de Monte Carlo.

Nota-se o prolongamento na Figura 5.2 de sua parte linear, referente aos valores de 2D,
(repare que na Figura 5.2 a mudanga em cor verde vai convergir muito mais rapido). Ou

30s afastamentos feitos estdo determinados por o niimeros de passos no método de Monte Carlo.
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Figura 5.2 Espectro do Multiplex RTI formado pelas redes G?&),m obtido apds afastamento topoldgico
inter-redes em funcéo do coeficiente de difusdo D,. Em cor verde e roxo estdo os autovalores A, cor-
respondentes a 355 y 354 nés renumerados pelo método de Monte Carlo. Nota-se evolucio do espectro
conforme o nimero de renumeracgdes de nds aumenta.

seja, para valores maiores de difusdo inter-redes o tempo de relaxacdo vai ser menor pela
relacdo inversa que existe (7 ~ 1/4;). Isto significa que antes da mudancga pela remune-
racdo, para passos menores a 355, o tempo de relaxamento do Multiplex no intervalo de
10 < D, < 16 é mais devagar, devido a que neste intervalo o espectro ja acabou sua parte
linear.

Comprova-se com uma inspe¢ao dos valores de difusdo inter-redes nas Figuras 5.1 € 5.2,
que existe um vértice especial que faz acontecer uma mudanca brusca. Além disso, a
Figura 5.3 mostra que foi possivel obter afastamentos maiores entre A5(L;2) e A2(L),
e que /IZSL ainda pode continuar prolongando sua parte linear, com a diferenca que foi
preciso 1 x 107 passos para conseguir este pequeno salto no espectro (ver Tabela 5.1).
Mas como saber se 1 x 107 passos é o afastamento topolégico maximo feito pelo método
de Monte Carlo? Ou pelo contrario se continuaremos fazendo um maior nimero de pas-
sos nas duas redes haverd ou nao ainda afastamento entre elas? As respostas a isto sdo
apresentadas pelo método de Monte Carlo e portanto é possivel ter um gréafico de passos
versus o afastamento topolégico, onde se mostra, 0 momento no qual acontece 0 maximo
afastamento topolégico (ver Figura 5.4).

Na Figura 5.4, mostra-se como a medida que os passos sdo feitos pelo método de Monte
Carlo, o afastamento vai aumentando ate convergir, o que indica o maximo de passos no
método para conseguir o afastamento maximo. Num comeco as duas redes tem afasta-
mento igual a zero indicando de novo o fato que sdo RTI. Repare que a curva comecga a
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convergir quando os passos sdo maiores que 1 x 107 e por isto é que foi tomado como
caso extremo ou de maximo afastamento entre redes.

Concluimos entdo, que existe um grupo de vértices especiais que fazem acontecer um
grande afastamento juntamente com o prolongamento da parte linear no espectro do Mul-
tiplex entre A2 (L 2) e A2(L), e para vértices fora deste grupo é claro que existe uma maior
rigidez as mudancas no espectro. Estes dois grupos de vértices podem com certeza ter
aplicacao na construcgao topolégica como os modelos para: "Internet AS graph"ou alguns
modelos epidémicos [23].

A=2D,

nofLy,

— == %, of L com 1x10 nés trocados
102 H——- A, of Supra-Laplacian de 1x107 nés trocados 1
— — — ), of Supra-Laplacian de 355 nés trocados

A

40
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28+ ST .
24 | -
20

1 1 1
‘ 10 12 14 16 18 20
10’ 102
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Figura 5.3 Comparacio dos espectros de 355 (em cor roxo) nds renumerados e o caso de maximo
afastamento topolégico inter-redes (em cor verde) de 1 x 107 nés renumerados em funcio do coeficiente
de difusdo D,, para o Multiplex RTI formado pelas redes Gg(ﬁ).o.l .

Para ter maior certeza desta propriedade, foi feito o mesmo tratamento, para outros tipos
de Multiplexs compostos com redes RTI, com diversos nimeros de vértices e probabi-
lidades, tendo sido obtido sempre o mesmo comportamento. Isto vai ser desenvolvido
em seguida, onde também mostraremos uma forma para a procura dos diferentes vértices
que permitem a manipulacdo da difusdo no Multiplex.



62

Resultados e Discussoes

0.2

0.1

Distancia de Afastamento Inter—Redes
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Figura 5.4 Distancia de afastamento inter-redes conseguida para o Multiplex RTI formado pelas redes
GEE .1, em funcdo do nimero de passos do método de Monte Carlo.

* Redes Aleatorias p=0.01: Da mesma forma como foi tratado no caso anterior, agora

apresentamos um Multiplex composto pelas redes G%f) 001~ Portanto, tentamos verifi-
car se as propriedades ja apresentadas também se manifestam em outros Multiplexs com
diversas configuragdes. Comecamos como no caso anterior, com uma comparacio en-
tre os diversos afastamento feitos pelo método do Monte Carlo, tentando conferir assim,
como se comporta a dinamica espectral e o afastamento entre redes feito. Nas figuras
em seguida serdo utilizados os mesmos esquemas para apresentar os resultados feitos na
secdo anterior, também trabalhando com uma semente fixa para a geracdo de nimeros
aleatdrios.

Na figura 5.5 pode-se ver que entre 50 e 433 passos de afastamento feito, o espectro
ndo sofre mudancgas significativas (como no caso anterior G'%B 0.1 ha Figura 5.1), mos-
trando também assim certa rigidez ante a renumeracao de certo7c0njunto de vértices em
especial. Mas quando acontece a renumeracao de certos vértices presenta-se da mesma
forma que no caso anterior (ver Figura 5.2) uma mudanca significativa do espectro e de
novo Como no caso anterior, parece existir um certo conjunto de vértices que ocasionam
uma mudanga significativamente notavel no espectro (ver Figura 5.6). Neste caso pode-
se ver de novo, A, (L) sofre um aumento significativo, que é acompanhado pelo aumento
da parte linear do espectro, s com a troca de um vértice em especial quando passa do
passo 433 ao 434. Confirmando assim as suspeitas sobre a existéncia de um conjunto de
vértices que ocasionam a prolongacio ou nao da parte linear na difusdo e tempos meno-
res de relaxamento do Multiplex.

E importante notar que, o importante ndo é o nimero do passos no método de Monte
Carlo. O verdadeiramente importante € identificar quais vértices sdo trocados ocasio-
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nando as mudangas no espectro, porque este conjunto de poucos vértices podem contro-
lar a difusdo e também o tempo de relaxamento. E por isto a importincia que tem este
conjunto de vértices com esta propriedade e sua procura torna-se uma parte importante
deste trabalho.

——— A=2D,
10% | MofLy, ]
——= 1, of L com 433 nés trocados

— — — ), of Supra-Laplacian de 433 nés trocados
— — — ), of Supra-Laplacian de 50 nés trocados

5

10—1 1
107" 10° 10’ 102
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Figura 5.5 Espectro do Multiplex RTI formado pelas redes Gg(ﬁm.m obtido apds afastamento topold-
gico inter-redes em funcdo do coeficiente de difusdo Dy. Em cor verde e roxo estdo os autovalores A,
correspondentes a 433 y 50 nds renumerados pelo método de Monte Carlo.

Para o caso extremo de méaximo afastamento a escolha foi feita da mesma forma como
no caso anterior  (ver Figura 5.7). Repare que além do afastamento inter-redes feito, a
parte linear do espectro continua sem mostrar uma mudancga perceptivel ainda depois de
ter um maximo afastamento entre redes (ver Figura 5.8).

O fato que as redes G?&).O.Ol , precisem um menor nimero de passos para o afastamento
topolégico maximo, pode ser devido a natureza da rede jd que por causa de sua probabi-
lidade ela apresenta um menor nimero de conexiones e porem o afastamento topoldgico
precisa de um menor nimero de passos na renumeragao de nds, ou seja, o afastamento
topologico maximo para a rede G‘%&O.Ol em comparagdo com a rede G'%f)yo.l € maior € 0
numero de passos no Monte Carlo para isto € menor.

Para maior comprovacgdo dos resultados obtidos até agora, apresentamos na Tabela 5.1
uma compilagdo de diversas provas de afastamento feitas para diferentes configuragcdes
de Multiplexs, procurando encontrar os mesmos resultados ja obtidos e reafirmando a
existéncia de um conjunto de vértices que permitem manipular o processo de difusao,
e mostrar que os Multiplex formados pelas redes aleatérias RTI, ndo apresentam uma

“Repare que neste caso o maximo afastamento preciso de um menor nimero de passos 5 x 10°
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dependéncia respeito a seu tamanho em este tipo de processos de anélises difusivos. Na
Tabela 5.1 foram escolhidas para formar os Multiplex, redes de 100,250,750 e 1000 nés
com probabilidades de 0.5 e 0.05. Na Tabela 5.1 mostra-se trés colunas, na primeira o
tipo de configuracdo do Multiplex, na segunda o nimero de passos pelo Monte Carlo
na numera¢do de nds e na terceira se mostra a diferenca porcentual dos resultados ob-
tidos mediante uma comparagdo das diferencas porcentuais entre os valores Ay (L), ja
que quando conseguimos um aumento no segundo menor autovalor da matriz L obte-
mos como consequéncia um salto da parte linear no espetro do Multiplex. Repare que
as porcentagens maiores estdo ressaltados com cor verde e sdo aqueles que tem maior
impacto no espectro e representam um salto no espectro da mesma forma como ja foi
mostrado nos graficos anteriores. Assegurando assim a existéncia de um grupo de vérti-
ces especiais que ocasionam uma mudanga significativa no espectro e outro grupo com
mudangas menores ou nenhuma. Permitindo pensar em conseguir selecionar e agrupar
estes vértices para uma melhor manipulagio do processo de difusdo.

——— A=2D,
10% | Mofly, ]
— == 1, of L com 434 nés trocados

— — — ), of Supra-Laplacian de 434 n6s trocados
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Figura 5.6 Espectro do Multiplex RTI formado pelas redes Glsi(ﬁ),o.m obtido apds afastamento topold-

gico inter-redes em func@o do coeficiente de difusdo Dy. Em cor verde e roxo estdo os autovalores A,
correspondentes a 434 y 433 nés renumerados pelo método de Monte Carlo.

Com todos os resultados apresentados e as andlises feitas até agora, € claro que se fosse possi-

vel identificar os vértices que tem a propriedade de acrescentar ou diminuir o autovalor A, (L)

com s6 a troca de um par de vértices, teriamos uma forma fécil de controlar a vontade o tempo
de relaxacao na difusdo do Multiplex de duas camadas RTI. Por isso na seguinte sec¢do, vai-se
mostrar os passos feitos para a obten¢do dos pares de vértices que ajudam a controlar os pro-
cessos difusivos, sem a necessidade do métodos estocdsticos como Monte Carlo, o que faz que
seja mas rapido o processo de reconfiguracao de uma rede e assim controlar a difusao.
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Figura 5.7 Distancia de afastamento inter-redes conseguida para o Multiplex RTI formado pelas redes
Ggéf) 0.01» €m func@o do nimero de passos do método de Monte Carlo.
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Figura 5.8 Comparacdo dos espectros de 434 (em cor roxo) nds renumerados e o caso de maximo
afastamento topoldgico inter-redes (em cor verde) de 5 x 10° nés renumerados em funcio do coeficiente
de difusdo Dy, para o Multiplex RTI formado pelas redes GE§ ;-
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Tipos de Redes | Numero de passos | Diferenca porcentual
2—10 0.3
, 10— 20 8.15]
Gi30,0.5 20— 50 5
50—1x 10 3.4
1 x10* —1x 107 0.52
50—200 10.5
G106.0.05 200 — 400 (38.7]
400—1 x 107 0.3
10— 100 0.7
G550 100 — 200 [10.6]
200—1 x 107 4.6
10—50 0.1
50—200 142
GER . 200 — 400 [15.9]
: 400 — 500 6
500 — 1 x 107 53
1 x10*—1x10° 0.2
50— 354 1,13
G560.0.1 354355 19,16]
355—1x10° 10,5
_ 50 —433 1,1
G530.0.01 433 — 434 [42,41]
434 —1x10° 3,7
' 50— 1000 0,83
G505 1000 — 2000 3.1]
2000 — 1 x 10° 0,4
50—500 5,53
GER 500 — 1000 13,1
v 1000 — 10000 10.1
10000 — 1 x 10° 2,5

Tabela 5.1 Comparagao entre o niimero de passos do método de Monte Carlo e a diferenca porcentual
dos saltos apresentados em diferentes configuracdes de Multiplex RTI. Em cor amarelo se ressalta os
maiores valores porcentuais para cada Multiplex RTL.
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pares de nés que controlam a difusdo em Multiplex G,

Como foi apresentado nas Figuras 5.2 e 5.6, o espectro do Multiplex apresenta mudangas sig-
nificativas quando s@o renumerados alguns pares de nds. Portanto, nesta sec¢cdo se apresentara
os passos feitos para a identificacio e verificacdo dos nds que possuem a propriedade de mu-
dar o espectro. Por sua importancia e suas propriedades estes nds serdo chamados como nds
principais de difusdo (NPD ). A obten¢do de um conjunto de NPD que apresentem a propri-
edades de controlar a difusdo com s6 sua renumeragdo, é de vital importancia em sistemas
Multiplex onde nao € factivel outro tipo de medidas tais como a criagdo de novos noés e arestas
nas redes que formam o Multiplex ou até a a mudanca dos coeficientes de difusdo intra-redes
ou inter-redes. Portanto, se por exemplo existira um Multiplex formado por duas empresas de
aeroportos, como se falou na introdu¢do, é melhor para o problema de transporte ou difusdo
uma solucdo a curto prazo focada nas facilidades das empresas, onde a reorganizacao dos voos
(arestas) > é mais ficil que a criagio de novos aeroportos e mais destinos, porque para isto
precisara de mais infraestrutura e porém nao ficaria como solucao no curto prazo.

Para procurar o conjunto de pares de NPD que mudam o espectro, foi preciso fazer uma lista de
no6s trocados a cada passo do método de Monte Carlo. Mas nesta lista acontecia um problema,
e era que a mudanca do espectro acontecia sempre em diferentes nimeros de passos do método
de Monte Carlo, mostrando o que parecer uma certa aleatoriedade e dificultando assim a iden-
tificagdo dos NPD . Todo isto acontece, pela natureza aleatéria do método de Monte Carlo [6],
nascida da aleatoriedade da semente criadora de nimeros aleatérios. Entdo para solucar este
problema sem afetar de maneira direta o objetivo principal do método, que consiste em afastar
as redes pela renumeracao de nés, foi preciso controlar o valor da semente que gerar os nu-
meros aleatorios do processo e assim a geragao do nimeros aleatdrios foi controlada também.
Isto trouxe como consequéncia que, em certas oportunidades o método precise de mais tempo
computacional para afastar duas redes e conseguir trocar os NPD que mudam o espectro do
Multiplex, ou seja, o gasto computacional pode aumentar em alguns casos pela perda de ale-
atoriedade do método de Monte Carlo, mas em outros casos pode ser até mais rapido. Como
consequéncia desta perda de aleatoriedade e mais tempo computacional o método troca sempre
em forma sequencial os mesmo pares de nds, portanto a mudanca do espectro comego a acon-
tecer sempre no mesmo passo do método, como € evidenciado nas Figuras 5.2 e 5.6.

Com a nova configuracdo fixa da semente geradora de ndmeros aleatdrios, consegui-se identifi-
car que a grande variac@o no espectro estava sempre associado a troca de um par de vértices, ou
mesmo de um vértice especifico com alguns outros dentro do conjunto limitado. Este fato leva
a propria conceituagdo de NPD . O passo seguinte foi verificar se estes pares de nds (que se
acham sdo NPD ), podem ser parte de alguma propriedade das redes complexas apresentadas
no Capitulo 2. Beneficios trazidos pelo fato que os pares de NPD sejam parte de algum tipo de
propriedade sdo vérios, por exemplo a facilidade na hora da identificacdo quando temos redes
que sdo muito grandes, onde o método de Monte Carlo pode acarrear muito tempo computa-

>Note-se que nos referimos a reorganizacio de arestas quando se faz a renumeracio de nés como na Figura 4.8
onde aparente mente se observa isto quando sao renumerados os nds, mas na realidade as redes ainda tem topolo-
gias iguais.
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cional para a manipulacdo da difusdo. Ou seja, o gasto computacional poderia ser menor e
a manipulagdo da difusdo por causa de uma rdpida identificacdo dos NPD . Por outro lado, a
descoberta destes NPD em redes Multiplex, pode abrir de fato a adocdo deste tipo de modelo
Multiplex na hora da criagdo de certos tipos de redes como por exemplo redes de transporte
que precisam muitas vezes de tempos menores.

Na procura de uma propriedade que encaixe melhor com os NPD , se descobriu que, estes
pares de nds coincidiam com os nés que possuiriam a maior distancia global da rede d; ;. J4
com o conhecimento desta informagdo sobre NPD , se procedeu com a verificagdo, ou seja
quando for realizada uma renumeracdo de nés (onde os nds envolvidos sejam exclusivamente
NPD ), deve-se entdo perceber uma mudanga no espectro de difusdo do Multiplex do mesmo
jeito como nas Figuras 5.2 e 5.6, sem precisar utilizar um gasto computacional maior como ¢é
feito pelo método de Monte Carlo.

Com a lista de n6s com maior distancia global da rede em ordem decrescente e feita por meio
do calculo das distancias entre nés (d; j), se procuro obter resultados trocando os vértices com
maior distincia global da rede com os de menor. Os resultados obtidos foram satisfatérios e
apresentados seguidamente nas Figuras 5.9, 5.10, 5.11 e 5.12. Repare que as Figuras 5.9 ¢ 5.10,
correspondem ao Multiplex formado pelas redes G5E(§),0.1 , € as Figuras 5.11 e 5.12 ao Multi-

plex formado pelas redes G?é% 0.01- O formato utilizado nas figuras € neste caso focado com a
comparagdo, € por isso que em cor verde se apresenta a renumeracao feita tdo s6 trocando o n
com maior distancia global da rede ( NPD ), e em cor roxo estdo a renumeracio de nds feita
pelo método de Monte Carlo (ver Figuras 5.2 e 5.6). Por outro lado em cor preto, também se
apresenta a comparagdo quando se efetua a renumeragdo de dois NPD e o méximo afastamento
possivel apresentado nas Figuras 5.3 e 5.8. Note-se que a proximidade dos resultados € depre-
cidvel, mostrando de forma féicil e rapida como pode-se diminuir o tempo de relaxamento do
Multiplex.

Nas Figuras 5.9 e 5.10 correspondentes ao Multiplex formado pelas redes G%ﬁ) 01 € evidente
a proximidade dos autovalores de cor verde e roxo (sendo tdo s6 uma pequena Eiiferenga por-
centual de 1,75%). Demostra-se assim de maneira contundente, o resultado surpreendente da
manipulacdo do espectro de difusdo mediante a renumeracdo de um sé vértice ( NPD ). A
pequena diferenca existente entre os autovalores presentes nas Figuras5.9 e 5.10 € dada por
consequéncia dos pequenos aportes dos outros nds da rede que nao sao NPD . Por outra parte
respeito a Figura 5.10, temos o segundo autovalor de dois NPD renumerados (em cor verde)
com os autovalores correspondentes a 355 e 1 x 107 nés renumerados (em cores roxo e preto)
pelo método de Monte Carlo. Repare que nesta vez o segundo autovalor dos NPD sobrepassa
ao 355 nés renumerados (com uma diferenca porcentual de 4,4%) e além disto, fica muito
perto do caso de 1 x 107 renumerados (a diferenca porcentual é de 6.4%). Isto reafirma o fato
da manipulacdo da difusdo mediante a renumeracdo de um o mais NPD .
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Figura 5.9 Comparacéo dos espectros de 355 (em cor roxo) nds renumerados e a troca do vértice com
maior afastamento na rede (em cor verde) em fungdo do coeficiente de difusdo D,, para o Multiplex RTI
formado pelas redes Gﬁﬁ).o.l.
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Figura 5.10 Comparacio dos espectros de 355 (em cor roxo) nés renumerados, 1 x 107 (em cor preto)
ndés renumerados e a troca de dois dos vértices com maior afastamento na rede (em cor verde) em funcao
do coeficiente de difusdo Dy, para o Multiplex RTI formado pelas redes GE§ .
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Figura 5.11 Comparacéo dos espectros de 434 (em cor roxo) nés renumerados e a troca do vértice com
maior afastamento na rede (em cor verde) em fungdo do coeficiente de difusdo D,, para o Multiplex RTI
formado pelas redes Ggéf).om
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Figura 5.12 Comparacdo dos espectros de 434 (em cor roxo) nds renumerados, 5 X 10° (em cor preto)
nds renumerados e a troca de trés dos vértices com maior afastamento na rede (em cor verde) em funcao
do coeficiente de difusdo Dy, para o Multiplex RTI formado pelas redes GE§ ;-

Para o Multiplex G'%% 001 » apresentamos as Figuras 5.11 e 5.12, onde foi feito 0 mesmo trata-
mento e comparacoes ja mencionadas. Repare que na Figura 5.11 acontece de novo o mesmo



5.1 MULTIPLEXS FORMADOS POR REDES RTI 71

fato, com tdo s6 a troca de um vértice o espectro fica quase igual (com uma diferenca porcentual
de 15.8%) que no caso de 434 nds renumerados pelo Monte Carlo. Além disso, apresenta-se
uma notdria diferenca na convergéncia dos dois autovalores, possivelmente pela causa da renu-
meracao dos outros nos da rede. Por outra parte na Figura 5.12 foi feita a renumeracgdo de trés
NPD conseguindo ultrapassar o autovalor (em 2.5%) correspondente a 434 nds renumerados
com Monte Carlo e para a comparagdo com o caso extremo nesta vez a diferenca porcentual
foi de 1.22%, mostrando assim o que espera-se que aconteca quando renumeramos NPD .

5.1.2 Redes Livres de escala

Continuando com a andlises de Multiplexs compostos por redes RTI, agora apresentamos o
estudo da renumeracdo de nds para as redes livres de escala ja mostradas, com suas principais
caracteristicas (ver Capitulo 2). A criacdo das redes livres de escala ndo apresenta um cres-
cimento puramente aleatdrio (ver Capitulo 2), mais um crescimento aleatdrio seletivo obede-
cendo certa probabilidade influenciada pelo grau de cada né (ver Equacdo 2.19) e obedecendo
uma lei de potencias (ver Sec¢do 2.3.3). Deste modo as redes livres de escala tem uma estru-
tura dominada principalmente por um nimero relativamente pequeno de nés designados como
polos ou hubs 6. Além disso, apresentam uma alta resisténcia a estrutural quando sdo tirados
no6s da rede (de forma aleatdria) permitindo continuar os processos ou propriedades que apre-
sentam. Por tal motivo, como um primeiro pensamento que pode existir uma resisténcia dos
processos difusivos ante a renumeracdo de nés.

A pretensdo nesta sec¢do €, observar o comportamento espectral ante a renumeragcdo de nos
pelo método de Monte Carlo de um Multiplex, formado por duas redes livres de escala (RTT)
de 100,367, 1000 nds. Os resultados em seguida serdo apresentados da mesma forma como no
caso anterior das redes aleatdrias e ao final serd dada uma pequena conclusdo dos resultados
obtidos sobre a difusdo e como afeta isto os tempos de relaxacdo do Multiplex. Cabe ressaltar
que, as redes livres de escala sdo de muita importancia ja que sdo as mais utilizadas para si-
mulacgdes de redes reais pelas propriedades que possuem e portanto a manipulacdo da difusao
pode gerar posteriores andlises e aplicacOes em redes reais que possuam uma configuragdo tipo
Multiplex. Em adiante se falara de Multiplex compostos por redes livres de escala ao menos
que se diga o contrario e serdo denotados as redes que o compdem o Multiplex como Gﬁ'E .

6 Alguns poucos nés com uma conectividade muito alta.
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Redes de 100 Nos

Damos comeco as andlises de Multiplex formados pelas redes GlLOEO' . Se ressalta que por
causa do tamanho da rede o gasto computacional é menor, mas isto ndo garanta que o afasta-
mento maximo seja feito em um menor nimero de passos de Monte Carlo. Observamos que
o afastamento maximo em func¢do do nimero de passos de Monte Carlo depende também do
nimero de nds da rede.

A Figura 5.13 mostra o comportamento do afastamento dependendo do niimero de passos de
Monte Carlo como j4 € conhecido. Note-se que a curva do grafico converge mais rapidamente,
jé para passos maiores a 1000 o afastamento miximo esta quase conseguido. Por outra parte
os valores que alcanga o afastamento sdo superiores aos conseguidos para Multiplex formados
por redes aleatérias, mas cabe ressaltar que este fato ndo garanta possiveis resultados difusivos
maiores, ja que ndo podemos esquecer a natureza estrutural das redes que formam o Multi-
plex. Portanto neste caso a escolha da distdncia maxima serd ao redor de 1 x 10° passos de
Montecarlo.
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Figura 5.13 Distancia de afastamento inter-redes conseguida para o Multiplex RTI formado pelas redes
GhE-, em fungdio do nimero de passos do método de Monte Carlo.
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Figura 5.14 Espectro do Multiplex RTI formado pelas redes Gf('f)' obtido apds afastamento topoldgico
inter-redes em funcdo do coeficiente de difusdo D,. Em cor verde, roxo, preto e azul estdo os autovalores
A, correspondentes a 100, 500, 3000 e 1 x 106 nés renumerados pelo método de Monte Carlo.

Na Figura 5.14 se apresenta o espectro de difusdo para diferentes passos de Monte Carlo. O
espectro de difusdo mostra um comportamento progressivo a medida que o afastamento entre
as duas redes ¢ maior. Repare que o espectro ndo apresenta notdvel aumento dos valores de
difusdo, ainda quando possui valores de afastamento superiores aos apresentados até o mo-
mento. Isto mostra que para este tipo de redes livres de escala se apresenta uma resisténcia
difusiva ante a renumera¢do de nds. Outro fato a ressaltar € o comportamento das curvas apos
500 nos trocados, ja que a diferenca entre valores superiores de 500 fica ainda menor, este fato
concorda com a forma da Figura 5.13, onde para 500 passos o valor do afastamento € 1,036 e
para 1 x 10° é de 1,147.

Redes de 367 Nos

Para Multiplex Formado por redes de 367 RTI apresentamos da mesma forma que no caso
anterior as Figuras 5.15 e 5.16, correspondentes ao afastamento e o espectro para diferentes
passos de afastamento entre rede.

Na Figura 5.15 repare que o afastamento conseguido € um pouco menor do caso de redes de
100. Além que, a taxa de crescimento também € menor. Neste caso embora as redes possuam
um maior nimero de nés o afastamento maximo é conseguido para 1 x 10° passos e como no
caso anterior a rede depois dos 1000 passos fica perto do valor maximo.
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Figura 5.15 Distancia de afastamento inter-redes conseguida para o Multiplex RTI formado pelas redes
GLE:, em fungdo do nimero de passos do método de Monte Carlo.
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Figura 5.16 Espectro do Multiplex RTI formado pelas redes Gégg' obtido apds afastamento topoldgico
inter-redes em fungdo do coeficiente de difusdo D,. Nota-se evolucdo do espectro conforme o nimero
de renumeragdes de nds aumenta.
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Por outra parte a Figura 5.16 apesar de parecer apresentar semelhanca com a Figura 5.14 e um
comportamento progressivo respeito ao afastamento, mostra também algumas pequenas dife-
rencas presentes nas separacdes entre as curvas de 1000 e 1 x 10°. Por outra parte se observa a
presenca de uma resisténcia do espectro ante o afastamento.

Redes de 1000 Nos

Como parte final do estudo do espetro em Multiplex formados por redes RTI livre de escala,
apresentamos o caso de redes com 1000 ndés. Comecamos com a Figura onde mostramos o
afastamento em fun¢do do numero de passos de Monte Carlo. Repare que pelo tamanho das
redes foi preciso de muito mais passos para chegar ao valor de distancia médxima, além de um
maior tempo computacional na procura dos autovalores. Repare que com a observacdo das
Figuras 5.13, 5.15 e 5.17, pode-se afirmar que os valores das distancias maximas dependem da
configuracdo estrutural que possuem, embora sejam de diferentes tamanhos.

| s
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/

Figura 5.17 Distancia de afastamento inter-redes conseguida para o Multiplex RTI formado pelas redes
GEE;, em fungdo do nimero de passos do método de Monte Carlo.

Distancia de Afastamento Inter—-Redes

2 10° 10* 10° 108 107

Passos Monte Carlo



76 Resultados e Discussoes

——— A=2D,

102 | 2 0f Ly, g

—-—= ), of Lcom 10x10° nés trocados

— — — ), of Supra-Laplacian de 100 nés trocados

— — — ), of Supra-Laplacian de 500 nés trocados

— — — X, of Supra-Laplacian de 3000 nés trocados
A, of Supra-Laplacian de 10x10° nés trocados

%)

_q I
10
107" 10° 10’ 102
Dx

Figura 5.18 Espectro do Multiplex RTI formado pelas redes G%OEOO obtido apds afastamento topolégico
inter-redes em fungdo do coeficiente de difusdo D,. Nota-se evolucdo do espectro conforme o nimero
de renumeracgdes de nés aumenta mostrando que este comportamento é independente do tamanho que
as redes possuam.

Por outra parte a Figura 5.18, apresenta de fato o mesmo comportamento progressivo visto ja
nas Figuras 5.14, 5.16. Devido a este comportamento no afastamento apresentado em todos os
casos e da importancia que joga o papel estrutural das redes, se pode concluir que os Multiplex
formados por redes livres de escala RTI possuem uma certa resisténcia a mudancas nos pro-
cesso difusivos ante a renumeragdo de nds para afastar uma rede de outra. Tudo isto, traz como
consequéncia, pequenas modificacdes nos tempos de relaxamento do Multiplex e porém o mar-
gem de manipulacao da difusdo € curto. Outro aspecto a ressaltar também € a comparagao dos
comportamentos entre as os Multiplex formados por redes aleatérias e os formados por redes
livres de escala. Por exemplo os afastamentos apresentados nas redes aleatorias dependem em
grande medida do fator probabilistico que possuem, ocasionando um comportamento inverso
entre afastamento e probabilidade, mas nas redes de livres de escala os afastamentos se mantém
sim importar o tamanho das redes.

Manipulacao Espectral Mediante os Nos de Maior Grau

Nesta sec¢do € apresentado o método do grau, que em adiante serd citado como MG. Este
método nasce da observacao das propriedades estruturais presentes nas redes livres de escala
(ver Capitulo 2) e principalmente a presenga dos hubs ou polos, que possuem valores de grau
altos. A ideia principal do método consiste na troca ou renumeracdo dos nds que possuam
maior grau com os nés de menor grau de uma das redes do Multiplex. Como consequéncia
disto o nimero maximo de trocas possiveis € limitado e corresponde a metade dos nés da rede
a renumerar. Mas cabe ressaltar que a medida que as trocas sdo feitas a diferenca de grau entre
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os nds € menor, e portanto nas Ultimas trocas do MG a diferenca de grau pode ser de um ou
zero. Isto significa que em alguns casos a ultima troca ndo é importante no afastamento da rede
livre de escala.
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Figura 5.19 Comparacgéo dos espectros de renumeragdo de nés e o método de grau (MG) para o Mul-
tiplex formado pelas redes livre de escala RTI de 100 nds. Repare que o MG utiliza a troca de 49 nds e
o método de Monte Carlo de 1 x 10°.

Além da renumeracio de nds mediante o método de Monte Carlo, se mostra nas Figuras 5.19,
5.20 e 5.21 os espectros dos Multiplex formados pelas redes livre de escala RTI de 100, 367, e
1000 nés. Repare que nos graficos estdo também, os dois valores mais altos conseguidos afas-
tando as duas redes mediante o método de Monte Carlo. Além disso, também sao apresentados
os valores espectrais dos autovalores A, (MG) que correspondem com o MG. Note-se que em
os trés graficos o método de MG consegue obter melhores estados de difusdo que o método de
Monte Carlo. Isto € muito importante, jd que se consegue maiores estados de difusdo para o
Multiplex, com un nimero muito menor de nds renumerados. Isto mostra também que existe
uma relacdo entre a renumeracao seletiva e organizada dos nés com niveis de grau e o aumento
da dindmica da difusdo do Multiplex RTI formado pelas redes livre de escala.

Por outra parte os resultados obtidos, mediante o uso do MG, apresentam uma particular im-
portancia, j4 que as redes livre de escala sdo as que melhor representam as redes reais em sua
forma estrutural, Por isso uma grande parte dos problemas aplicdveis a redes reais, utilizam as
redes complexas livre de escala. Por exemplo, si temos um Multiplex formado por duas redes
reais, com uma forma estrutural semelhante com as redes livre de escala. A implementacdo
e aplicacdo do método de renumeragdo de nés pelo Monte Carlo € excessivamente dificil de
realizar, ja que as redes reais podem possuir um grande nimero de nds e portanto serd neces-
sario um nimero de passos de Monte Carlo muito grande para poder conseguir observar um
aumento significativo nos estados de difusdo, mas se € utilizado o MG o nimero de passos
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diminui consideravelmente conseguindo um aumento na difusido semelhante.
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Figura 5.20 Comparagdo dos espectros de renumeracéo de nés e o método de grau (MG) para o Mul-
tiplex formado pelas redes livre de escala RTI de 367 nds. Repare que o MG utiliza a troca de 182 nés
e o método de Monte Carlo de 1 x 10°.
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Figura 5.21 Comparacao dos espectros de renumeragdo de nés e o método de grau (MG) para o Multi-
plex formado pelas redes livre de escala RTI de 1000 nds. Repare que o MG utiliza a troca de 499 nés
e o método de Monte Carlo de 10 x 10°.
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5.1.3 Redes Small World

Para concluir a parte da andlises dos Multiplex formados pelas redes RTI, apresentamos o
Multiplex formado pelas redes Small World. Foram trabalhadas redes com diferentes proba-
bilidades, mas serdo apresentados os casos para os quais as probabilidades sdo de 0.05, 0.1 e
0.5. A escolha destas probabilidades para as redes Small World é baseada na ideia de mostrar
que o comportamento espectral € independente do uso de uma probabilidade menor ou maior
e assim obter um andlises mais geral. Por outra parte cabe ressaltar que em todas as diferentes
probabilidades utilizadas, a difusdo apresento tempos de relaxamentos (7 ~ 1/A;) bastante al-
tos em comparagao com 0s outros casos ja a presentados até agora. Mostrando assim a grande
importancia que representa as configuracdes estruturais em processos de difusdo de Multiplex
de duas camadas.

Small World p=0.05

Na Figura 5.22, se apresenta o grafico do afastamento entre as duas redes, onde se observa
que o afastamento conseguido supera por muito os outros casos ji discutidos. Isto se deve
ao fato que, para este valor de p, muito poucas conexdes de curto alcance foram permutadas
criando ligagcdes de longo alcance. Mas ressaltamos que este fato ndo traz necessariamente mu-
dancgas significativas no espectro, pelo contrario € s6 um indicador do afastamento, que duas
redes RTI podem conseguir. Isto deve-se em uma grande medida as configuracdes estruturais
de cada tipo de rede.
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Figura 5.22 Distancia de afastamento inter-redes conseguida para o Multiplex RTI formado pelas redes
de pequeno mundo com probabilidade p = 0.05 de 500 nés, em fun¢do do nimero de passos do método
de Monte Carlo.

Na Figura 5.23 apresentamos o espectro do Multiplex para diferentes afastamentos consegui-
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dos. Repare que neste caso o comportamento do espectro fica muito diferente do observado até
agora, a comecar pelos valores de A, que sdo bastante inferiores aos obtidos nos casos jé discu-
tidos. Ressalta-se ainda que, o espectro nesta vez apresenta um aumento progressivo da difusao
até os 1000 passos o equivalente a um 91% do afastamento total mostrado na Figura 5.22. Mas
para passos maiores de 1000, os valores de difusdo de A, tem um comportamento contrario
do afastamento e mostram valores menores que nos casos de 500 e 1000 passos. Todo isto
acontece ainda sem haver-se conseguido o mdximo afastamento como se observa comparando
as Figuras 5.22 e 5.23. Portanto o aumento no espetro de difusdo nao estd ligado em sua totali-
dade com o aumento do afastamento entre as redes.
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Figura 5.23 Espectro do Multiplex RTI formado pelas redes de pequeno mundo com probabilidade
p = 0.05, obtido apds afastamento topoldgico inter-redes em fun¢do do coeficiente de difusdo D,. Note-
se que para afastamentos maiores a 1000 renumeracdes o espectro muda seu comportamento, mostrando
valores de A, menores.

Small World p=0.1

Nesta secdo apresentamos na Figura 5.24 o afastamento para Multiplex formados pelas redes
Small World com p = 0.1. Como no caso anterior os valores de afastamento conseguidos sao
superiores aos apresentados até agora, mas se fazemos a compara¢do com os a presentados na
Figura 5.22, pode-se ver que existe uma grande diferenca. Este fato esta relacionado as poucas
arestas que foram permutadas para as redes Small World p = 0.05, embora este ndmero j4 seja
maior que no caso anterior.

Por outro lado o espectro de difusdo apresenta de novo um comportamento semelhante com
o apresentado na Figura 5.23, mas neste caso a diferenca tdo notdria que existia entre os afas-
tamentos superiores a 1000 passos € menor. Este comportamento deve-se ao fato que em redes
Small World quando o parametro p fica mais proximo a 1, as propriedades estruturais comecam
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Figura 5.24 Distancia de afastamento inter-redes conseguida para o Multiplex RTI formado pelas redes
de pequeno mundo com probabilidade p = 0.1, em funcido do nimero de passos do método de Monte
Carlo.

a mudar (ver Figura 2.5). Porém € de esperar que entre mais proximos a 1 o comportamento
seja diferente até mudar ao apresentado em Multiplex formados com redes aleatérias RTI. Por
exemplo na Figura 5.26 Se observa o espectro para um caso onde p = 0.5. Note que se observa
ainda mais a mudanca no comportamento, este fato seguira possivelmente até obter uma tran-
sicao do comportamento de redes Small World ao apresentado com as redes aleatorias RTL.

Em conclusdo para Multiplex formados por redes de duas camadas RTI (aleatdrias, livres de
escala ou de pequeno mundo), se apresentam diversos comportamentos difusivos respeito a
renumeracao de nés. Mas em sua grande maioria apresenta um aumento na difusdo quando o
afastamento entre redes pela renumeracgdo de nds € feito. Em alguns casos como em redes alea-
torias foi possivel conseguir uma manipulacdo do espectro mediante a troca de certos nds, que
possuiam a propriedade de ser os mais afastados da rede e foram chamados de nds principais
da difusao NPD . Outro fato foi no caso das redes livre de escala, onde a difusdo apresenta um
comportamento progressivo ligado com o aumento da distancia entre redes. Mas para o caso
das redes de mundo pequeno € possivel conseguir um uma méxima difusdo quando se consegue
um 90% do afastamento total entre as redes, este comportamento fica menor quando p — 1.
Em todos os casos se mostra que o processo de renumeragdo consegui mudar as dindmicas es-
petrais. Para as seguintes sec¢des tentaremos verificar se os resultados conseguidos se mantém
para redes RES ou apresentam novos comportamentos difusivos.
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Figura 5.25 Espectro do Multiplex RTI formado pelas redes de pequeno mundo com probabilidade
p = 0.1, obtido apds afastamento topoldgico inter-redes em fungédo do coeficiente de difusdo D,.
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Figura 5.26 Espectro do Multiplex RTI formado pelas redes de pequeno mundo com probabilidade
p = 0.5, obtido apéds afastamento topoldgico inter-redes em fungdo do coeficiente de difusio D,.
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Nesta seccao serdo apresentados os resultados para Multiplex de duas camadas formados pelas
redes RES, cuja forma representativa foi mostrada na Figura 4.7 no Capitulo 4. Este tipo de re-
des podem possuir uma distancia inicial topoldgica inter-redes diferente de zero, em contraste
com as RTI que possuem uma distancia topologia inicial igual a zero, Como consequéncia
disto, os autovalores A, (L) e A2(Ly) ndo serdo mais iguais, como no caso das redes RTI. Este
fato abre a possibilidade a outra nova formas de aplicagdo do método de renumeracdo. Esta
nova forma € a aproximacao das redes mediante o método de Monte Carlo em sua forma tradi-
cional. por isso serd apresentado agora os graficos do espectro que representam o afastamento
e a aproximacao entre redes. Com isto espera-se poder mostrar que mediante a renumeracao de
nos pode-se ter um certo grau de controle sobre os tempos de relaxamento do Multiplex. Estas
novas formas de aplicacdo abrem a possibilidade de poder chegar a conseguir efeitos como a
super difusdo (ver Capitulo 4), além de uma melhor manipulacido do espectro que é um dos
objetivos desta dissertacao.

5.2.1 Redes Aleatodrias

Se inicia o trabalho com diversas probabilidades de redes aleatdrias e serdo apresentados dois
dos casos que se consideram representativos, permitindo obter conclusdes sobre este tipo de
dindmicas difusivas. Os casos apresentados sdo, primeiramente um com baixa probabilidade
p = 0.05 e seguidamente outro com alta probabilidade p = 0.5. Isto determinara se pode existir
algum tipo de dependéncia no espectro com respeito ao parametro de probabilidade p e também
ajudard com uma melhor comparagdo das distancias inter-redes conseguidas. Em conclusao,
para duas redes com diferencas topoldgicas pode-se aplicar a renumeracao de nds para aproxi-
mar as duas redes ou caso contrario afastd-las. Estes dois fatores aportam novas ferramentas
para possiveis aplicagdes em redes reais com uma estrutura parecida as trabalhadas.

Redes Aleatoérias com p = 0.5

Na Figura 5.27 pode-se ver o grafico das distancias para um Multiplex formado por duas redes
aleatorias Gg(ﬁ),o.s- Repare que no comeco as duas redes comecam o processo de afastamento
(em cor vermelho) ou de aproximagdo (em cor azul) com uma distancia inicial definida em
0.48. Outro fato importante é o nimero de passos necessarios para conseguir afastar ou apro-
ximar as duas redes, ja que sé até os 100 passos se comeca a perceber uma pequena diferenca
entre os dois procedimentos. Também se mostra como o méximo afastamento (8" (L;,L,))
ou aproximagio (6™"(Ly,L,)) ocorre em um grande niimero de passos (10 x 109).

Na Figura 5.28 se mostra o espectro para o caso de aproximacdo das duas redes. Note-se como
no comeco quando a renumeragdo € igual a zero (linha em cor verde) existe um valor definido
que corresponde com o ponto de partida na Figura 5.27. Além disso, o grafico mostra como
a aproximagao maxima de difusdo das redes é conseguida para 6000 passos, correspondente a
57,1% da aproximacao total mostrada na Figura 5.27. Por outra parte a linha roxa representa os
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1000 passos. Aqui, ao invés de ser ter uma diminui¢do do espectro, nota-se o efeito contrario.
De forma semelhante acontece para a distancia minima, pelo qual pode-se observar que nao
existe uma relacdo direta entre a aproximacao das redes e a diminui¢ao da dindmica espectral.
Por isto o processo de aproximacdo inter-redes parece reagir de forma diferente ao esperado.
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Figura 5.27 Distancia inter-redes entre redes Gg(ﬁmj que formam o Multiplex RES, afastamento em
cor vermelho e aproximag@o em cor azul, em fun¢do do niimero de passos do método de Monte Carlo.

Cabe ressaltar que da mesma forma como no caso das redes RTI se procurou conseguir trocar
os nds tanto de maior afastamento como de menor afastamento de ambas redes, para saber se
o espectro respondia de igual forma como no caso das redes aleatérias RTI, mas os resultados
obtidos nao fazem mudanca alguma no espectro do Multiplex. Por isso, para o caso de redes
aleatorias RES nao € possivel a manipulacdo do espectro mediante o uso dos NPD .

E importante dizer que o processo tanto de aproximacio como de afastamento por renume-
racdo de nds consegue a mudanca do espectro, mas é conveniente lembrar, que a quantidade de
passos depende do valor da semente geradora de ndmeros aleatérios. Dependendo do valor da
semente, pode acontecer que em alguns casos 0 90% do afastamento seja conseguido com um
numero menor de passos de Monte Carlo.

Para o caso quando as duas redes sdo afastadas temos a Figura 5.29. Repare que neste caso os
valores dos nimeros de passos sdo maiores, mas como j4 se falou isto € por causa da escolha
da semente geradora de nimeros aleatérios e nio representa um significado importante. Note
que, ao contrario do caso da aproximacao, neste caso se obtemos um comportamento progres-
sivo com respeito ao afastamento conseguido, mostrando assim uma clara diferenca com as
redes RTI. Além disso, ressaltamos o fato que os valores de difusdo para o Multiplex formado
pelas redes aleatdrias RES sdo os que apresentam os valores mais altos, portanto sdo os que
conseguem ter os menores tempos de relaxamento.
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Figura 5.28 Espectro do Multiplex de duas camadas RES para a aproximacdo de duas redes G%fmj,
apresentando o comportamento espectral do segundo autovalor A, em relagio ao coeficiente de difusdo

inter-redes Dy, para diferentes distancias feitas pela renumeracio de nés.
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Figura 5.29 Espectro do Multiplex de duas camadas RES para o afastamento de duas redes GEE | <,
apresentando o comportamento espectral do segundo autovalor A, em rela¢do ao coeficiente de difusido

inter-redes Dy, para diferentes distancias feitas pela renumeracao de nés.
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Redes Aleatorias com p = 0.05

Agora apresentamos um Multiplex formado por Gfég 0.05 Para encerrar esta sec¢do € mostrar
que o comportamento do espectro pode ou ndo ter algﬁm tipo de relagdo com a probabilidade.
Comecamos mostrando a Figura 5.30, que representa o afastamento como ja se sabe, mas a
principal diferenca com a Figura 5.29 s@o os maiores valores de afastamento conseguidos por
causa da diferenga nas probabilidades.
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Figura 5.30 Distancia inter-redes entre redes Gg(gf) 0.05s que formam o Multiplex RES, afastamento em
cor vermelho e aproximagdo em cor azul, em funcido do niimero de passos do método de Monte Carlo.

Na Figura 5.31 se apresenta o espectro ao se aproximar as duas redes do Multiplex e na Fi-
gura 5.32 o espectro ao se afastar as duas redes. Notamos em primeiro lugar dois fatos em
comparagdo com a Figura 5.29 e 5.28. O primeiro € o valor que possuem os autovalores, por
exemplo nas Figuras 5.29 e 5.28 os valores dos autovalores podem oscilar entre 159 e 173
e os valores do coeficiente de difusdo inter redes entre 80 e 86. Mas no espectro das Figu-
ras 5.31 e 5.32 os valores dos autovalores sao muito menores. Isto significa que existe tempos
de relaxamento menores para redes que possuem uma maior probabilidade, provavelmente pela
diferenca no nimero de arestas por causa da diferenca de probabilidades. Além disso, os es-
pectros das Figuras 5.31 e 5.32, se apresentam um comportamento ante a renumeracao de nds
crescente ou decrescente dependendo do caso, mostrando assim uma clara diferenca com o
caso anterior.

Ao contrario do Multiplex formado por redes aleatorias RTI e apresentado na sec¢do 5.1.1
nao foi possivel encontrar um conjunto de nos NPD que possam dar uma mudanga no espectro
de difusdao com s6 uma ou dois renumeracdes de nds especificas. Mas apesar disto o processo
estocdstico de afastamento ou aproximamento mostra que continua sendo efetivo para aumentar
ou diminuir os tempos de relaxamento do Multiplex.
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Figura 5.31 Espectro do Multiplex de duas camadas RES para a aproximacdo de duas redes G%E).OAOS,
apresentando o comportamento espectral do segundo autovalor A, em relagio ao coeficiente de difusdo
inter-redes Dy, para diferentes distancias feitas pela renumeracio de nés.
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Figura 5.32 Espectro do Multiplex de duas camadas RES para o afastamento de duas redes GER , s
apresentando o comportamento espectral do segundo autovalor A, em rela¢do ao coeficiente de difusido
inter-redes Dy, para diferentes distancias feitas pela renumeracao de nés.
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5.2.2 Redes Libre de Escala

Apresentaremos agora o Multiplex formados pelas redes livres de escala RES. Como no caso
das redes RTI serdo apresentados trés tipos de Multiplex que dependeram do nimero de nds
das redes que o formam. Isto ajuda a facilitar a comparacao, além de mostrar que o método de
afastamento pela renumeragdo de nds ndo apresenta uma dependéncia com o tamanho das redes
que formem o Multiplex. Outro fato apresentado nesta sec¢io é a semelhancga dos graficos de
distancia inter-redes, ja que para as redes de 100, 367 e 1000 nds, os intervalos sdo quase os
mesmos, mostrando claramente que a distancia conseguida ndo € dependente do tamanho das
redes que formam o Multiplex.

Redes de 100 nos

Iniciamos como nas redes RTI, apresentando o grafico das distincias (ver Figura 5.33), onde
observa-se, o afastamento (linha em cor vermelho) e aproximamento (linha em cor azul) de
duas redes RES livres de escala de 100 nds. Note que neste caso o grafico apresenta diferencas
entre as distancias de afastamento e aproximacio conseguidas. Por exemplo, observe que a
linha que representa o afastamento consegue uma maior distancia final e aumenta muito mais
rapidamente em comparagcdo com a linha da aproximacgao entre redes. Isto significa que, em
principio, as duas redes nao eram tao diferentes e por isso a distancia de aproximacao € me-
nor. Por outra parte parece que para o método foi mais eficiente em conseguir afastar as duas
redes. Também note que de igual forma ao caso anterior das redes RTI, o Multiplex formado
pelas redes livre de escala, apresenta maiores distincias inter-redes com respeito ao Multiplex
formado pelas redes aleatorias.
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Figura 5.33 Distancia inter-redes entre redes livre de escala de 100 nds que formam o Multiplex RES,
afastamento em cor vermelho e aproximacdo em cor azul, em fun¢c@o do nimero de passos do método
de Monte Carlo.
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Figura 5.34 Espectro do Multiplex de duas camadas RES para a aproximacdo de duas redes livre de
escala de 100 nés, apresentando o comportamento espectral do segundo autovalor A, em relagdo ao
coeficiente de difusdo inter-redes D,, para diferentes distancias feitas pela renumeracdo de nés.

Nas Figuras 5.34 e 5.35 se apresenta o espectro para a aproximacgdo e afastamento entre as
duas redes. Para os dois casos se apresenta um comportamento onde dependendo do nimero
de passos, o espectro diminui ou aumenta. Isto mostra que para este tipo de redes existe uma
relacdo direta entre as distancias de afastamento ou aproximacao conseguidas e as mudangas
no espectro. Para o afastamento na Figura 5.35, e comparado com as redes RTI, nota-se
uma grande semelhanga no comportamento progressivo que as duas possuem. Isto mostra que,
independentemente da rede livre de escala de 100 nds que forma o Multiplex, a difusdo pode
ser alterada mediante a renumeragdo de nés. Ou seja, ndo existe uma grande diferenca entre os
espectros para estes dois Multiplex formados com redes RTI e RES de 100 n6s. Isto acontece
de igual forma para o grafico representativo da distincia inter-redes (ver Figura 5.35).

Redes de 367 nos

Na Figura 5.36 mostra-se o grafico da distancia entre duas redes de 367 nds. Note-se que o
grafico apresenta uma semelhanca com a Figura 5.33 para a rede de 100 nés. Além disso, se
comparamos a Figura 5.36, com a Figura 5.15 que correspondente as redes RTI de 367 nos,
notamos que os valores de afastamento sdao também quase iguais. Isto indica que para duas
redes livres de escala qualquer € normal esperar os mesmos valores no afastamento e de apro-
ximacdo das redes, este fato serd confirmado com as redes de 1000 mostradas em seguida.



90 Resultados e Discussoes

4 T
—— A=2D,
Aof L
35 --- - Ayof Ly 9

— == A, of L com 100000 nés trocados

— — — 1, of Supra-Laplacian de 0 nés trocados
3 | — — — X, of Supra-Laplacian de 500 nés trocados E
A, of Supra-Laplacian de 1000 nés trocados

A, of Supra-Laplacian de 100000 nés trocados

25 B
<
2L  _—co=============73
15 | yd 1
1t /’ f
05 pd |
7 I I I I I I I I
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Dx

Figura 5.35 Espectro do Multiplex de duas camadas RES para o afastamento de duas redes livre de
escala de 100 nés, apresentando o comportamento espectral do segundo autovalor A, em relagdo ao
coeficiente de difusdo inter-redes D,, para diferentes distancias feitas pela renumeracdo de nos.
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Figura 5.36 Distancia inter-redes entre redes livre de escala de 367 nés que formam o Multiplex RES,
afastamento em cor vermelho e aproximacdo em cor azul, em fun¢do do nimero de passos do método
de Monte Carlo.
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Figura 5.37 Espectro do Multiplex de duas camadas RES para a aproximagdo de duas redes livre de
escala de 367 nés, apresentando o comportamento espectral do segundo autovalor A, em relagdo ao
coeficiente de difusdo inter-redes D,, para diferentes distancias feitas pela renumeracdo de nos.
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Figura 5.38 Espectro do Multiplex de duas camadas RES para o afastamento de duas redes livre de
escala de 367 nés, apresentando o comportamento espectral do segundo autovalor A, em relagdo ao
coeficiente de difusdo inter-redes D,, para diferentes distancias feitas pela renumeracdo de nos.
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Nas Figuras 5.37 e 5.38 se mostram os espectros do Multiplex formado pelas redes de 367 n6s
para os respetivos casos de aproximacao e afastamento das redes que o formam. Note-se que
no caso da aproximacao a relacdo entre o nimero de passos e menores valores de difusao nao
€ observa. Pelo contrario s6 o caso de distincia minima (linha em cor azul) consegue fazer que
a difusdo seja menor que no caso inicial de zero trocas (linha em cor verde). Isto pode ser pela
proximidade que as duas redes apresentam no inicio (ver Figura 5.36) e portanto estas redes
s@0 as mais proximas se as comparamos com as Figuras 5.33 e 5.39 que correspondem as redes
de 100 e 1000 nés. Esta menor distancia entre as duas redes ocasiona que o espectro ja esteja
em um valor quase minimo de difusdo, e que o método de renumeracdo neste caso sé tem uma
opg¢do possivel que € o caso de minima distncia. Repare que foi possivel conseguir um valor
de A, menor, correspondendo ao caso de minima distdncia entre as redes (linha de cor azul).
portanto apesar de tudo o método de renumeracio de nés consegue encontrar pelo menos uma
renumeracdo onde o espectro do Multiplex alcanca valores menores de difusdo.

Para o caso do espectro de afastamento entre duas redes (ver Figura 5.38), repare que existe
também um comportamento progressivo entre os passo do método e maiores valores de difu-
sdo. Este comportamento foi apresentado nas redes RTI e também nas redes de 100 nés da
seccdo anterior.

Redes de 1000 nos

Para os Multiplex formado pelas redes livre de escala RES de 1000 nds, sdo apresentados
nas Figuras 5.39, 5.40 e 5.41, os resultados obtidos da distancia inter-redes e os espectros dos
resultados de afastar e aproximar as duas redes que o formam o Multiplex. Disto pode-se obser-
var que os resultados apresentam uma grande semelhanca com os ja apresentados nas sec¢oes
anteriores de redes livre de escala de 100 e 367 nds e para o caso de afastamento com as redes
livre de escala RTI. Com estes resultados se mostra que ndo existe uma dependéncia espectral
do Multiplex formados pelas redes livre de escala RTI ou RES com respeito ao tamanho da
rede e, paralelamente, existe uma dependéncia espectral com o método de renumeracao quando
se deseja um aumento ou diminuicdo da difusdo.

Em relacdo aos graficos de distancia inter-redes, pode-se ver que nao mostram uma ligagdo
entre os tamanhos das redes e as distancias conseguidas afastando ou aproximando as redes,
pelo contrario as distincias inter-redes ficam mais ou menos em um mesmo intervalo de valores
em todos os casos mostrados.

Por outro lado para os gréficos do espectro mostrados nas Figuras 5.40 e 5.41 obedecem o
mesmo comportamento progressivo de igual forma como foi visto nas redes de 100 e 367 nds.
Mostrando assim que entre o processo de renumeragdo de nds e as mudancas no espectro existe
uma relacdo direta e que a manipulag¢do da dinadmica espectral para Multiplexs formados com
redes livre de escala € possivel. Este resultado tem muita importancia ja que a maior parte
das redes reais sdo catalogadas como redes livre de escala. Portanto estes resultados podem
ser aplicados a modelos que cumpram com a forma estrutural tipo Multiplex da qual foram
apresentados varios exemplos no Capitulo 4.
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Figura 5.39 Distancia inter-redes entre redes livre de escala de 1000 nés que formam o Multiplex RES,
afastamento em cor vermelho e aproximacdo em cor azul, em fun¢do do nimero de passos do método
de Monte Carlo.
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Figura 5.40 Espectro do Multiplex de duas camadas RES para a aproximagdo de duas redes livre de
escala de 1000 nés, apresentando o comportamento espectral do segundo autovalor A, em relacdo ao
coeficiente de difusdo inter-redes D,, para diferentes distancias feitas pela renumeracdo de nos.
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Figura 5.41 Espectro do Multiplex de duas camadas RES para o afastamento de duas redes livre de
escala de 1000 nés, apresentando o comportamento espectral do segundo autovalor A, em relagdo ao
coeficiente de difusdo inter-redes D,, para diferentes distancias feitas pela renumeracdo de nés.

Manipulacao Espectral Mediante os Nos de Maior Grau

Como no caso dos Multiplexs RTI onde o método de grau (MG) mostrou ser melhor no au-
mento da difusdo do Multiplex, nesta secdo se utilizara 0o MG para tentar afastar o espectro dos
Multiplexs RES formados pelas redes livre de escala de 100, 367 e 1000 nés. Tudo isto para
conseguir obter uma comparacdo com o método de Monte Carlo, e assim determinar qual é
mais aplicdvel em problemas reais que possuam uma estrutura semelhante aos Multiplex. por
outra parte se ressalta o fato que o MG € também uma ferramenta para aumentar os valores da
difusdo com um menor niimero de passos possiveis em comparagdo com o método de Monte
Carlo.

Nas Figuras 5.42, 5.43 e 5.44 se apresenta os espectros dos Multiplex RES formados pelas
redes livre de escala de 100, 367 e 1000 nés. Repare que em todos os graficos se apresentam o
segundo autovalor A;(MG) correspondente com as trocas feitas pelo MG. Também de forma
geral em todos os graficos se apresenta o caso de zero trocas junto a mais dois casos concer-
nentes as maiores renumeracdes de nds feitas mediante o método de Monte Carlo. Isto ajuda
na observacdo e comparagao das diferencas entre os dois tipos de métodos utilizados. Por outra
parte, lembre-se que no MG existe um numero maximo possivel de trocas.

Por outra parte, se observamos as Figuras 5.42, 5.43 e 5.44 de forma individual, nota-se que
a diferenca espectral com os dois casos do método de Monte Carlo, ndo € muito grande. Para
mostrar este fato com maior precisio, se encontro a diferenca porcentual entre os espectros do
MG e o caso extremo do método de Monte Carlo, para cada um dos graficos apresentados. Isto
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foi listado na Tabla 5.2, onde temos quatro colunas que, primeiramente identificam o Multiplex
a tratar em relacdo com o nimero de nds das redes livre de escala que os formam. Seguida-
mente sdo apresentados os valores dos passos de Monte Carlo e o nimero de trocas com o
MG, que mostram uma clara diferenca em seus valores. Por ultimo € a presentada a diferenca
porcentual entre os afastamentos conseguidos pelos dois métodos. Repare que se consegue
obter uma grande parte do aumento espectral sem a necessidade de trocar um grande nimero
de nds. Isto mostra a existéncia de uma maior efetividade no aumento espectral com a troca
de um menor nimero de nés com o MG. Por outra parte, apesar da efetividade do MG, nao
se conseguiu obter os valores de mdximo afastamento conseguidos pelo Monte Carlo, mas se
ressaltar que na pratica com redes reais com un nimero muito maior de nés € ainda melhor a
implementacdo do MG que a renumeragdo de nds, por causa do tempo computacional que isto
consume.

4 ‘

— A=2D,
Ayof Ly
3.5 | --- - Mofl, 1
— == L, of L com 100000 nés trocados
— — — 1, of Supra-Laplacian de 0 n6s trocados
3 | — — — A,(MG) of Supra-Laplacian de 16 nés trocados E
— — — ,(MG) of Supra-Laplacian de 49 nés trocados
A, of Supra-Laplacian de 1000 nés trocados
25 H A, of Supra-Laplacian de 100000 nés trocados 4
<
2r R
15 yd 1
R R i R R R R e
e
P pZ
1F S g
e 4
05 s~ |

Figura 5.42 Comparacgado dos espectros de renumeragdo de nés e o método de grau (MG) para o Mul-
tiplex formado pelas redes livre de escala de 100 nds. Repare que o MG utiliza a troca de 49 nds e o
método de renumeracio de 1 x 10* para ter uma pequena diferenca porcentual de 8.4%.

Rede Livre de Escala | Nimero de Passos Monte Carlo | Numero de Trocas MG | D. Porcentual
1000 10 x 10° 499 3.7
367 10 x 10° 128 9.1
100 1 x 10* 49 8.4

Tabela 5.2 Diferenca porcentual entre o método de renumeracdo de nés e o método de grau (MG).
Note-se que se consegue obter uma pequena diferenga porcentual com o MG com um nimero muito
menor de renumeragdo de nds, mas se ressalta que apesar de alcancar estes valores de afastamento ndo
se consegue igualar oo valor conseguido pela renumeracio de nés.
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Figura 5.43 Comparacdo dos espectros de renumeragdo de nds e o método de grau (MG) para o Mul-
tiplex formado pelas redes livre de escala de 367 nés. Repare que o MG utiliza a troca de 128 nés e o
método de renumeracio de 1 x 10* para ter uma pequena diferenga porcentual de 9.1%.
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Figura 5.44 Comparacgao dos espectros de renumeragdo de nés e o método de grau (MG) para o Mul-
tiplex formado pelas redes livre de escala de 1000 nds. Repare que o MG utiliza a troca de 499 nés e o
método de renumeracio de 1 x 10* para ter uma pequena diferenca porcentual de 3.7%.
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5.2.3 Redes Small World

Para finalizar esta discussdo sobre os Multiplex formados pelas redes RES, apresentamos as
redes Small World que serdo mostradas com diferentes valores do parametro p, de igual forma
como no caso dos Multiplexs formados pelas redes Small World RTI. Isto com o objetivo de
esclarecer se existe algum tipo de dependéncia no espectro conforme os valores do parametro
p mudam e se a aplicacdo da renumeragdo de nds € possivel sem importar o tipo de valor p.
Além disso, a andlises dos resultados ajuda na obtencao de conclusdes comparativas entre os
dois tipos de redes Small World trabalhadas (RTI, RES) para formar o Multiplex de duas ca-
madas. De esta forma é possivel uma comparagdo dos resultados com os Multiplex formados
pelas redes Small Worl RTI. Considerando que esta comparacdo, sé € possivel quando as redes
sdo afastadas, mas, sim, o comportamento do espectro nestes casos € igual, entdo pode-se gene-
ralizar ainda mais a aplicac@o do método de renumeragao de nés na manipulacao da dindmica
da difus@o em redes Small World que formem um Multiplex.

Small World p=0.05

Na Figura 5.45 se mostra o grafico das distancias entre redes conseguidas afastando ou apro-
ximando as duas redes. Repare que, a excep¢ao das redes aleatorias, os graficos das distancias
inter-redes das redes livres de escala e de pequeno mundo, mostram uma resisténcia ante a
aproximacdo das redes, para ver este fato observe as Figuras 5.33, 5.36, 5.39 e 5.45, todas
mostram que o processo de aproximacao das redes (linha em cor azul) apresenta uma notdria
diferenga com o processo de afastamento para a mesma semente geradora de nimeros aleato-
rios. Esta diferenca esta no fato da distancia conseguida em relacdo ao nimero de passos feito
pelo método de Monte Carlo. Ou seja, foi muito mais facil para o método conseguir afastar as
redes RES de pequeno mundo e livre de escala em comparacdo com as redes aleatérias RES.
Por outra parte, note que as distancias conseguidas na Figura 5.45 sdo as maiores das redes
RES, mas s@o menores em comparagdo com as conseguidas nas redes de Small World RTI
(ver Figura 5.22).

A Figura 5.46 mostra o comportamento do espectro quando as duas redes sdo aproximadas.
Note-se que além de ter uma forma mais complexa o grafico, se apresenta um comportamento
um pouco diferente ao mostrado até agora. Por exemplo, se observamos o autovalor corres-
pondente a 10000 passos (linha em cor amarelo) e o examinamos em duas partes (uma parte
linear, A, = 2D,, e outra ndo linear, 1, # 2D,), se observa em um principio (parte linear) como
a linha amarela que corresponde a este autovalor € menor que o autovalor em cor verde corres-
pondente a zero passos ou trocas. Isto estd de acordo com o que se espera que aconte¢a quando
se utiliza o0 método de renumeracdo de nés. Mas depois em sua parte ndo linear (A, # 2D,)
os valores do autovalor com 10000 passos se comportam de maneira ascendente até ficar com
um valor mais alto que os outros autovalores correspondentes. Este comportamento da linha
em cor amarelo ressalta o fato de poder conseguir todos os diferentes estados de difusdo, com
s6 a mudanca da grandeza D,. Além disso, para 10000, 100000 e 1 x 106 passos mostra-se o
fendmeno da super-difusao (ver Capitulo 4) em uma parte dos valores do parametro de difusdao
inter-redes D,. Para os autovalores dos outros passos se apresenta comportamentos semelhan-
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Figura 5.45 Distancia inter-redes entre redes de pequeno mundo com probabilidade p = 0.05 que for-
mam o Multiplex RES de duas camadas, afastamento em cor vermelho e aproximacio em cor azul, em
funcdo do nimero de passos do método de Monte Carlo

tes, mas nao conseguem obter todos os estados de difus@o como no caso dos 10000 passos. Por
outra parte ressaltamos que apesar disto o caso de minima distancia inter-redes (linha em cor
azul) consegue obter os estados de menor difusdo , entre todos.

O espectro correspondente ao afastamento entre as duas redes € apresentado na Figura 5.47.
Repare que o comportamento é semelhante ao apresentado nas redes Small World RTI, ja que
os maximos valores de difusdo sdao apresentados para os 1000 passos, o equivalente a tdo s6
20.3% do afastamento total que a distancia entre redes pode conseguir (ver Figura 5.45). Ou-
tro aspecto a ressaltar é a presenca de um espaco entre as as linhas de afastamentos maiores a
100000 passos e 1000 passos. Este comportamento foi presente também em redes Small World
RTI e foi desaparecendo a medida que o parametro ficava mais perto de um.

Portanto em relacdo ao afastamento se pode concluir que para obter os maximos valores de
difusd@ao (menores tempos de relaxamento do Multiplex) ndo € necessério alcangar 0 maximo
afastamento possivel entre as duas redes com o método de renumeracdo de nds. Nos casos a
seguir se observard se estes resultados mudam da mesma forma como no caso das resdes RT1L.
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Figura 5.46 Espectro do Multiplex de duas camadas RES para a aproximacdo de duas de pequeno
mundo com probabilidade p = 0.05, apresentando o comportamento espectral do segundo autovalor A,
em relacdo ao coeficiente de difusdo inter-redes D,, para diferentes distancias feitas pela renumeragao

de nods.
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Figura 5.47 Espectro do Multiplex de duas camadas RES para o afastamento de duas de pequeno
mundo com probabilidade p = 0.05, apresentando o comportamento espectral do segundo autovalor A,
em relacdo ao coeficiente de difusdo inter-redes D,, para diferentes distancias feitas pela renumeragao

de nos.
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Small World p=0.1

Na Figura 5.48 € apresentado o gréafico da distancia inter-redes. Repare que a forma do grafico
inter-redes € semelhante com apresentada no caso de p = 0.05 e portanto existe a presenca de
uma resisténcia ante a aproximacdo das redes. Este comportamento foi observado nos casos
anteriores das redes RES (excluindo as redes aleatdrias). Por exemplo, si consideramos o ponto
correspondente aos 1000 passos na Figura 5.48, observamos que a aproximac¢ao da rede (linha
em cor azul) leva s6 19.2% do total que pode-se alcangar e por outra parte o afastamento (linha
em cor vermelho) para esse mesmo valor leva ja um 67.6% do total. Outra coisa a ressaltar €
que o valor da magnitude total da distancia conseguida aproximando as duas redes equivale a
52.17% do valor total da distdncia conseguida entre afastar e aproximar as redes. O que signi-
fica que tanto o afastamento como a aproximacao das duas redes conseguem uma magnitude de
distancia parecida. Esta quase simetria nas distdncias conseguidas pode-se observar também
na Figura 5.45, onde o afastamento representa 41.4% frente a 58.6% da aproximacao. Caso
contrario nas redes livre de escala onde a aproximagdo consegue obter um maior porcentagem
que o afastamento.

Por outra parte na Figura 5.49 se mostra o espectro para a aproximacao das duas redes. Re-
pare que este € o primeiro caso onde nao foi possivel conseguir menores valores de difusao
em comparacdo com o caso inicial de zero troca de nés (linha em cor verde). Se observamos
este comportamento da mesma forma como no caso anterior, ou seja em suas duas partes, uma
linear e outra ndo linear, pode-se ver que na parte linear todos os valores do espectro conse-
guidos se comportam com valores de difusdo iguais, mas a diferenca se apresenta na parte nao
linear, quando todos os valores de difusdo passam a distanciar-se entre si. Este comportamento
foi pesquisado em redes de diferentes probabilidades (ver Figuras 5.50, 5.51 e 5.52), mas nédo
se apresentou mais, pelo que se conclui que, ndo existe relacdo alguma com o parametro p.
Note-se que também nos casos apresentados nas Figuras 5.50, 5.51 e 5.52 se consegue sempre
com o caso de minima distancia, os menores valores de difusdo, mostrando que, desta forma as
redes Small World apresentam uma maior dificuldade na manipulacdo da difusdo quando sao
aproximadas, mas na maior parte dos casos se consegue menores valores de difusdo com o fato
da existéncia da distancia minima inter-redes.

Para o caso de afastamento entre as duas redes apresentamos a Figura 5.53, onde pode-se
ver que apresenta-se 0 mesmo comportamento que as redes Small World RTI e RES. Repare
que quando € feita a renumera¢do de 1000 nds, o equivalente a 67,6% do afastamento total,
se consegue os maiores valores de difusdo inter-redes. Por outra parte pode-se ver que existe
como na Figura 5.47, correspondente ao caso de p = 0.05, uma distancia entre os casos de
maximos valores de difusdo (linhas para os casos de 100000 e 1 x 10° passos) e os outros va-
lores de afastamento (linha em cor roxo de 1000 passos de afastamento) que mostraram uma
menor difusdo. Para entender melhor isto compare as Figuras 5.47, 5.53, 5.54, 5.55 € 5.56 que
mostram a presen¢a do mesmo comportamento descrito nos espectros de afastamento quando
0 pardmetro p tem um comportamento progressivo.
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Figura 5.48 Distincia inter-redes entre redes de pequeno mundo com probabilidade p = 0.1 que for-
mam o Multiplex RES de duas camadas, afastamento em cor vermelho e aproximacao em cor azul, em
funcdo do nimero de passos do método de Monte Carlo.
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Figura 5.49 Espectro do Multiplex de duas camadas RES para a aproximacdo de duas de pequeno
mundo com probabilidade p = 0.1, apresentando o comportamento espectral do segundo autovalor A,
em relacdo ao coeficiente de difusdo inter-redes D,, para diferentes distancias feitas pela renumeragdo
de nos.
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Figura 5.50 Espectro do Multiplex de duas camadas RES para a aproximacdo de duas de pequeno
mundo com probabilidade p = 0.07, apresentando o comportamento espectral do segundo autovalor A,
em relacdo ao coeficiente de difusdo inter-redes D,, para diferentes distancias feitas pela renumeragao
de nés.
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Figura 5.51 Espectro do Multiplex de duas camadas RES para a aproximacdo de duas de pequeno
mundo com probabilidade p = 0.2, apresentando o comportamento espectral do segundo autovalor A,
em relacdo ao coeficiente de difusdo inter-redes D,, para diferentes distancias feitas pela renumeragao
de nés.
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Figura 5.52 Espectro do Multiplex de duas camadas RES para a aproximacdo de duas de pequeno
mundo com probabilidade p = 0.5, apresentando o comportamento espectral do segundo autovalor A,
em relacdo ao coeficiente de difusdo inter-redes D,, para diferentes distancias feitas pela renumeragao
de nés.
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Figura 5.53 Espectro do Multiplex de duas camadas RES para o afastamento de duas de pequeno
mundo com probabilidade p = 0.1, apresentando o comportamento espectral do segundo autovalor A,
em relacdo ao coeficiente de difusdo inter-redes D,, para diferentes distancias feitas pela renumeragao
de nés.
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Figura 5.54 Espectro do Multiplex de duas camadas RES para o afastamento de duas de pequeno
mundo com probabilidade p = 0.07, apresentando o comportamento espectral do segundo autovalor A,
em relacdo ao coeficiente de difusdo inter-redes D,, para diferentes distancias feitas pela renumeragao
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Figura 5.55 Espectro do Multiplex de duas camadas RES para o afastamento de duas de pequeno
mundo com probabilidade p = 0.2, apresentando o comportamento espectral do segundo autovalor A,
em relacdo ao coeficiente de difusdo inter-redes D,, para diferentes distancias feitas pela renumeragao

de nos.
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Figura 5.56 Espectro do Multiplex de duas camadas RES para o afastamento de duas de pequeno
mundo com probabilidade p = 0.5, apresentando o comportamento espectral do segundo autovalor A,
em relacdo ao coeficiente de difusdo inter-redes D,, para diferentes distancias feitas pela renumeragao
de nos.

Com tudo isto pode-se dizer que o Multiplex formado pelas redes RES Small World tem uma
relacdo direta entre o afastamento e o aumento da difus@o no espectro, mas para 0 processo
de aproximacdo de redes o espectro ndo apresenta este tipo de relacdo e em alguns casos ndo
se alcanca a obter menores valores de difusdo para a aproximacdo das redes que formam o
Multiplex. Portanto as redes Small world apresentam uma resisténcia ante a manipulagdo do
espectro, deixando tdo s6 uma manipulagdo parcial dos processos difusivos.
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5.3 DIFUSAO EM MULTIPLEX RTD

Nesta ultima se¢do, vai-se abordar os Multiplex formados pelas redes RTD (ver Figura 4.7)
que, de forma diferente dos outros tipos de Multiplexs (RTI, RES), sdo formados pelas com-
binacdes dos modelos de redes que foram apresentadas no Capitulo 2 Sec¢do 2.3. As diversas
caracteristicas e propriedades dos diferentes modelos de redes, possibilitam um melhor com-
plemento para o estudo e entendimento da dindmica espectral em Multiplex de duas camadas.

De forma semelhante aos Multiplex RES da sec¢do anterior, as redes que formam o Multiplex
RTD possuirdo autovalores com diferentes valores iniciais. Ou seja, os segundos autovalores
das camadas ndo serdo iguais (A>(L;) # A2(L,)), como se apresentou no caso dos Multiplex
RTI. Portanto existe a grande possibilidade de obter nos estudos da dindmica espectral o feno-
meno de super-difusdo (ver Capitulo 4), ou inclusive conseguir aumentar ou diminuir de forma
total ou parcial a super-difusdo por meio da renumeracdo de nds, afastando ou aproximando as
duas redes do Multiplex.

Para estes tipos de Multiplexs RTI, foram escolhidas trés tipos casos, onde se apresentam
as combinacdes possiveis. Por outra parte, todas as redes trabalhadas nesta sec¢do terdo um
tamanho padrdo 500 e as probabilidades de redes aleatdrias ou de pequeno mundo serdo dife-
renciadas como p, € ps a0 menos que se diga o contrario.

5.3.1 Redes Aleatdrias e Small World

Nesta se¢do serdo trabalhados trés diferentes configuracdes de Multiplexs, formados pelas redes
aleatdria e de pequeno mundo, compartilhando a mesma probabilidade. ou seja, p, = ps = p.
Na primeira configuracdo se apresenta quando o valor probabilistico € p = 0.1. Ressaltamos
que a rede aleatdria utilizada nesta parte do estudo é a mesma que se utilizou no caso dos Multi-
plex RTI formados pelas redes aleatdrias. Isto com o fim de evidenciar as possiveis diferencas
que se apresentem entre os dois tipos de Multiplexs, quando os dois tipos de Multiplex (RES
e RTI) compartilham uma das rede que o formam, além de se observar se o comportamento
espectral pode obedecer o uso dos NPD . No segundo e terceiro caso, temos um Multiplexs
formado por uma rede Small World e aleatérias onde o pardmetro de probabilidade é p =0.5 e
p = 0.05. Isto ajudard a observar se os comportamentos espectrais sdo dependentes dos valo-
res probabilisticos de p ou pelo contrario se ndo se mantém os comportamentos, mostrando a
dependéncia com o parametro p.

Por outra parte devido a diferenca presente nas redes se escolheu em todos os casos que a
rede a ser renumerada serd a rede aleatdria. Isto por causa de duas razdes, a primeira € a pre-
senga dos NPD nos Multiplex RTI quando as redes aleatdrias foram renumeradas e a segunda
sdo os valores pequenos de difusdo apresentados nas configuracdes dos Multiplex formados
pelas redes Small World. E por isso que se escolheu como rede padrao a Small World e a rede
renumerada portanto foi rede aleatéria.
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Na Figura 5.57 se apresentam os graficos das distancias inter-redes, para os trés tipos de Mul-
tiplexs. Repare que os trés graficos que formam a Figura 5.57 apresentam em diferente cor a
distancia inter-redes de afastamento e aproximacao de cada um dos casos de Multiplex, que
sdo diferenciados pela probabilidade p. Note-se que no primeiro grafico em cor azul apresen-
tamos a distancia inter-redes, para o caso quando p = 0.1. Neste caso , a distancia topologia
de afastamento conseguida, em comparacao das redes aleatérias RTI (ver Figura 5.4), € muito
semelhante, mas acontece o contrario para o caso das distancias de de afastamento e aproxi-
macao das redes Small World RES (ver Figura 5.48). Agora, para os Multiplex onde p = 0.5
e p = 0.05 na Figura 5.57, os valores conseguidos das distincias inter-redes sao parecidos aos
casos apresentados nas redes aleatérias RES (ver Figuras 5.27 e 5.30).

Ao comparar todos os grificos, notamos que apesar das diferencas que se percebem nas dife-
rentes grandezas como a clusterizacao e a distancia media entre as redes aleatdrias e de pequeno
mundo, os valores das distancias inter-redes de aproximacao e afastamento sao pequenos. Isto
mostra a existéncia de pequenas diferengas estruturais ou topoldgicas. Ou seja, ndo se apre-
sentam valores muito grandes nas distancias inter-redes e portanto uma rede aleatdria pode ser
muito semelhante a uma rede de mundo pequeno (ver Figura 2.6).

Repare também que, os graficos iniciam a partir dos 10 passo de Monte Carlo porque a partir
deste instante se comecam a apresentar maiores distdncias de afastamento ou aproximagdo
inter-redes. Este fato, mais as pequenas distancias inter-redes e a simetria presente nos graficos
mostram de novo a existéncia de pequenas diferencas topoldgicas entre os dois modelos de
redes.

Nas Figuras 5.58, 5.59 e 5.60 se apresentam os espectros de aproximacao das redes dos trés
tipos de Multiplex. Note-se que em todos os grificos se mostra um claro comportamento pro-
gressivo dos autovalores, a medida que as duas redes sdo renumeradas no processo de aproxi-
macao. Por outra parte observa-se como os valores dos estados de difusdo sdo maiores a medida
que o parametro de probabilidade € maior, portanto os maiores valores dos estados de difusao
sdo apresentados na Figura 5.59 que corresponde a p = 0.5. Por outra parte, se ressalta que
em todos os Multiplex apresentados se conseguiu obter menores valores de difusdo mediante
a aproximagdo das redes, mas cabe dizer que os valores apresentados nao representam mudan-
cas muito significativas no espectro. Isto mostra como este tipo de configuracdes de Multiplex
apresentam uma certa resisténcia do espectro de difusio ante o processo de renumeragao de nés.

Por outra parte note-se que nas Figura 5.58 e 5.59 se apresenta o fendmeno da super-difusdo em
todo o espectro, mas no caso da Figura 5.60 o fendmeno da super-difusdo se apresenta de uma
forma diferente ante o processo de renumeragdo de nds. Ou seja, no inicio (caso de zero trocas)
a super difusdo esta presente de forma parcial do espectro, mas quando se utiliza o processo de
aproximacao das duas redes e como consequéncia mudangas no espectro, a super-difusdo deixa
de ser parcial para ser total a partir dos 1000 nés trocados até o caso de distancia minima. Esta
transi¢cdo, onde no inicio uma das redes do multiplex tem uma maior difusao que o Multiplex,
para certos valores do coeficiente de difusdo D,, ¢ mudada a uma onde, sem importar o valor
do coeficiente Dy, a super difusdo sempre acontece.
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Figura 5.57 Trés diferentes graficos de distancia inter-redes, entre redes de pequeno mundo com pro-
babilidade p; e redes aleatérias com probabilidade p, que formam o Multiplex RTD, em fun¢do dos

passos do método de Monte Carlo.
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Figura 5.58 Espectro do Multiplex de duas camadas RTD para a aproximacédo das redes de pequeno
mundo e aleatdria com probabilidade p = 0.1. Apresentando o comportamento espectral do segundo
autovalor A, em relagdo ao coeficiente de difusdo inter-redes D,, para diferentes distincias feitas pela

renumeragao de nos.
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Figura 5.59 Espectro do Multiplex de duas camadas RTD para a aproximacao das redes de pequeno
mundo e aleatéria com probabilidade p = 0.5, apresentando o comportamento espectral do segundo
autovalor A, em relagdo ao coeficiente de difusdo inter-redes Dy, para diferentes distancias feitas pela

renumeracio de nos.
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Figura 5.60 Espectro do Multiplex de duas camadas RTD para a aproximacgédo das redes de pequeno
mundo e aleatéria com probabilidade p = 0.05, apresentando o comportamento espectral do segundo
autovalor A, em relagio ao coeficiente de difusio inter-redes D,, para diferentes distancias feitas pela
renumeracdo de nos..

Por ultimo apresentamos as Figuras 5.61, 5.62 e 5.63, que correspondem aos espectros do
Multiplex, quando as duas redes apresentam diferentes afastamentos. Note-se que da observa-
¢do dos espectros de afastamento e aproximag¢do o comportamento ante a renumeracao de nos
apresenta uma mudangas s6 para valores grandes do coeficiente de difusdo inter-redes (D),
que corresponde a parte ndo linear do espectro. Isto mostra a grande resisténcia espectral dos
Multiplexs ante o processo de renumeragdo de nds. Ou seja, todos os espectros tanto de apro-
ximacdo como de afastamento ndo apresentaram mudancas espectrais na parte linear, mas a
medida que o coeficiente de difusdo inter-redes D, é maior, uma mudanca pouco significativa
comeca a ser percebida. Portanto para conseguir mudangas espectrais dos estados de difusao
em este tipo de Multiplex, se precisa de dois fatos. O primeiro € a utilizacdo do método de
renumeracao para afastar ou aproximar as duas redes do multiplex e o segundo fato esta ligado
aos valores altos do coeficiente de difusao inter-redes D,.

Outro fato a ressaltar também, € de novo a presenca do fendmeno de super-difusdo nos mes-
mos casos apesentados nos espectros de aproximacao das redes (ver Figuras 5.58 € 5.59). Este
fendmeno acontece de forma parcial (ver Figura 5.63) ou de forma total. Mas, a diferenga do
caso da aproximacao o afastamento ndo chega a mudar de forma significativa a super-difusao.
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Figura 5.61 Espectro do Multiplex de duas camadas RTD para o afastamento de duas redes Small
World de 500 nés com p = 0.1, apresentando o comportamento de A, em relagdo ao coeficiente de
difusdo inter-redes D,, para diferentes distincias feitas pela renumeracgdo de nés.

300 T
A=2D,
Ayof Ly
- Mofly
250 ff -~ - A, of L com 15x10° nés trocados ]
— — — 1, of Supra-Laplacian de 0 n6s trocados
— — — 1, of Supra-Laplacian de 1000 nés trocados
A, of Supra-Laplacian de 10000 nés trocados
200 - A, of Supra-Laplacian de 15x10% nés trocados T
< 150 i
100 e
50 % g b
0 - ! ! ! ! ! ! !

60 80

Dx

100 120 140

Figura 5.62 Espectro do Multiplex de duas camadas RTD para o afastamento de
World de 500 nés com p = 0.5, apresentando o comportamento de A, em rela¢do
difusdo inter-redes D,, para diferentes distancias feitas pela renumeracao de nos.
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Figura 5.63 Espectro do Multiplex de duas camadas RTD para o afastamento de duas redes Small
World de 500 nés com p = 0.05, apresentando o comportamento de A, em relagdo ao coeficiente de
difusdo inter-redes D,, para diferentes distancias feitas pela renumeragéo de nos.

5.3.2 Redes Aleatodrias e Livre de escala

Nesta parte apresentamos dois configuragdes de Multiplexs que sao formado por uma rede
aleatdria de probabilidade p,, junto com a rede livre de escala. Da mesma forma como no caso
anterior, a configuracdo escolhida para os Multiplex é uma rede livre de escala (como uma rede
fixa) junto a permutacdo com dois tipos de redes aleatdrias com valores de probabilidade p =
0.1 e 0.01. Além disso a rede a ser renumerada em todos os casos serd a rede aleatdria, devido
a suas capacidades de mudancga espectral ante a renumeragao de nds respeito da rede livre de
escala, que em todos os casos apresentou uma resisténcia ante a renumeracao de nds. Por outra
parte a escolha dos valores de p, na rede aleatdria pretende analisar além das mudancas ante a
renumeracao de nds, os efeitos que pode alcancar diferentes redes aleatérias ante a mesma rede
livre de escala.

Na Figura 5.64 apresentam-se os graficos das distancias topoldgicas inter-redes dos dois ti-
pos de configuracdes de Multiplexs, formados pelas combina¢des de uma rede aleatdria (com
valores de probabilidade p, = 0.1 ou p, = 0.01) e uma redes livre de escala. Repare que as dis-
tancias topoldgicas inter-redes para os dois tipos de Multiplex sao semelhantes as apresentadas
nas redes aleatérias dos Multiplexs RTI e RES, e além disso, a forma dos graficos apresentam
uma clara distingdo com as redes livre de escala RES. Mas como foi mostrado no caso anterior,
esta semelhanca nas distancias inter-redes ndo significa comportamentos espectrais de difusdao
iguais entre os Multiplexs. Ou seja, os intervalos das distancias conseguidos nos Multiplexs
ndo garantam a existéncia de comportamentos espectrais similares entre diferentes Multiplexs.



5.3 DIFUSAO EM MULTIPLEX RTD 113

Aleatodria p,=0.1 e Scale Free de 500 nés

0 T T T
0.22 3 3 3 : :
0.21

0.2
0.19
0.18
0.17

S I T S S SN
10’ 10° 103 10* 10° 10° 10’
Passos Monte Carlo

Distancia Inter—-Redes

Aleatodria p,=0.01 e Scale Free de 500 nés

0.8
0.74
0.68
0.62
0.56 | | ‘ | ‘

A e S s s e
0 10° 10° 10* 10° 108 107

Passos Monte Carlo

Distancia Inter—Redes

Figura 5.64 Dois diferentes graficos de distancia inter-redes, entre a rede aleatéria com probabilidade
P € rede livre de escala de 500 nés que formam o Multiplex RTD, em funcao dos passos do método de
Monte Carlo.
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Por outra parte se observamos os dois gréficos da Figura 5.64, pode-se ver que apresentam
diferencas nas distancias inter-redes. Isto sugere que a rede aleatéria p = 0.1 € mais seme-
lhante topologicamente da rede livre de escala que a rede aleatéria p = 0.01. Isto é baseado na
observacao dos gréficos e das magnitudes das distancias inter-redes. Por exemplo, no grafico
correspondente com a rede aleatdria p, = 0.01 se observa que o método de renumeracao de nds
consegue maiores valores de distancia inter-redes com um nimero menor de passos de Monte
Carlo em comparag¢do com o outro caso da rede aleatéria p = 0.1. Isto mostra que a menos
probabilidade as distancias inter-redes de uma rede aleatéria 7 com uma rede livre de escala sdo
maiores.

Na Figura 5.65 sdo apresentados os graficos dos espectros de aproximagao e afastamento para
os dois tipos de Multiplexs, que sardo diferenciados pelo valor de probabilidade da rede ale-
atéria p,. Note-se que os graficos de aproximacdo (a) e afastamento (b) correspondem ao
Multiplex formado pela rede aleatéria p, = 0.1 e os graficos dos espectros de aproximacao (c)
e afastamento (d) ao Multiplex formado pela rede aleatéria p, = 0.01. Repare também que em
todos os graficos dos espectros o segundo autovalor A>(L;) corresponde com a rede livre de
escala, ja que como se falou estd rede foi a mesma para os dois Multiplexs e portanto € normal
observar o autovalor A,(L;) com igual valor em todos os graficos da Figura 5.65. Por outra
parte, em todos os graficos dos espectros se apresenta o fendmeno da super-difusio, mas para
cada Multiplex a rede que causa a super-difusdo ndo é a mesma. Por exemplo no caso do Mul-
tiplex formado pela rede aleatéria p, = 0.1 (graficos (a) e (b)) a super-difusdo é causada pelo
segundo autovalor da rede aleatdria (A3(L;)) e no caso do Multiplex formado pela rede aleatd-
ria Pg.o1 (graficos (c) e (d)) a super-difusdo € causada pelo segundo autovalor da rede livre de
escala (A2(L,)). Isto mais a mudanga no espectro pela renumeragio de nés mostra dois fatos
importantes na andlises: o primeiro € que, em todos os casos, o fendmeno da super-difusao
estd presente ainda depois dos processos de afastamento ou aproximacdo das redes. Ou seja,
o afastamento ou aproximac¢do das redes mediante Monte Carlo ndo desaparece a o fendmeno
da super-difusdao nem totalmente ou parcialmente. O segundo fato é que na Figura 5.65, se
apresentam melhores tempos de difusdo, em comparagao com qualquer Multiplexs RTI e RES
formado pelas redes livres de escala.

Por outra parte, e de forma geral, em todos os graficos dos espectros apresentados na Fi-
gura 5.65 o método de renumeracdo de nds, ndo consegue mudanca alguma na parte linear
(A2 = 2Dy) dos espectros de afastamento e aproximagdo dos Multiplexs. Entretanto para a
parte ndo linear dos espectros (A, # 2D, ), a renumeragdo de nds consegue mudar o compor-
tamento difusivo, mas cabe ressaltar o fato que a mudanca acontece em uma forma nao muito
significativa e de igual forma como nos outros casos dos Multiplex RTD j4 apresentados. Isto
mostra que, apesar de obter melhores valores de difusdo em comparagdo com os outros Mul-
tiplex formados pelas redes livre de escala, ainda existe a resisténcia do espectro ante a renu-
meracao de nds, presente de igual forma nos Multiplex RTI e RES formados pelas redes livre
de escala. Por outra parte isto também mostra a ndo existéncia de NPD neste tipo de Multiplex
pela presenca das redes aleatdrias.

"Lembrando-se que entre menor seja a probabilidade a rede aleatéria é mais parecida a uma rede regular conexa
em forma de anelo.
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Figura 5.65 Espectros de afastamento e aproximacdo pela renumeracdo de nés do Multiplex RTD
formado pela rede aleatéria com probabilidade p, junto a rede livre de escala de 500 nds. (a) e (b)
correspondem com a aproximacao e afastamento do Multiplex formado pela rede aleatéria p, = 0.1.
(c) e (d) correspondem com a aproximacgdo e afastamento do Multiplex formado pela rede aleatéria
pa = 0.01. Note-se que a renumeracdo muda o comportamento espectral, tanto na aproximagdo como
no afastamento, para valores altos do coeficiente de difusao inter-redes D,.
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5.3.3 Small World e Scale Free

Como parte final da andlises desta dissertag¢do, apresentamos o Multiplex formado pela combi-
nacdo da rede de pequeno mundo, dependente do pardmetro p; e a rede livre de escala. Iden-
tificaremos os Multiplexs neste caso pelo valor de probabilidade da rede Small World ps. De
igual forma como no caso da secao anterior, serdo trabalhados dois tipos de Multiplex formados
pelas redes de pequeno mundo de diferentes probabilidades ps; € a mesma rede livre de escala,
mas nesta seccao a rede a ser renumerada serd a rede livre de escala, ja que apresentou maiores
valores de difusdo no espectro em comparacio da rede de pequeno mundo.

Por outra parte, se espera que este tipo de configuracdo melhore o espectro do Multiplex e
mostre as relacdes presentes quando existem diferentes tipos de redes de pequeno mundo. Isto
terminara de mostrar se existe ou ndo algum tipo de dependéncia do parametro de probabilidade
em Multiplex RTD.

Small World pg=0.5 e Scale Free de 500 nds
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Figura 5.66 Dois diferentes graficos de distancia inter-redes, entre a rede de pequeno mundo com
probabilidade p, e rede livre de escala de 500 nés que formam o Multiplex RTD, em fun¢éo dos passos
do método de Monte Carlo.
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Na Figura 5.66 observamos as distancias topolégicas inter redes para os dois tipos de confi-
guracdes dos Multiplexs. Repare que de forma similar a de outros Multiplex, RTD o com-
portamento das distancias inter-redes de afastamento e aproximacdo ndo apresentam muitas
diferencas nem dificuldades ante o método de renumeracdo de nds. Além disso, note-se que
os gréficos das distincias apresentam valores semelhantes tanto de aproximagdo como de afas-
tamento com algumas pequenas diferengas no comportamento. Este comportamento e valores
semelhantes ndao acontece nos Multiplex RES tanto com opara redes livre de escala como para
as redes de pequeno mundo. Por outro lado isto também sugere que, sem importar o valor da
probabilidade as redes de pequeno mundo apresentam a mesma proximidade com a redes livre
de escala.

Na Figura 5.67 apresentamos os graficos dos espectros de afastamento e aproximacdo dos
Multiplexs. Note-se que os graficos de aproximagdo (a) e afastamento (b) correspondem ao
Multiplex formado pela rede Small World p; = 0.5 e portanto os gréficos de aproximagao (c)
e afastamento (d) ao Multiplex formado pela rede Small World p; = 0.05. Repare que neste
caso o segundo autovalor A, (L;) possui 0 mesmo valor em todos os graficos da Figura 5.67 e
por conseguinte € o autovalor da rede livre de escala que foi utilizada para os dois Multiplex.
Por outra parte, repare este comportamento néo € igual para o segundo autovalor A,(L;) corres-
pondente com a rede de mundo pequeno com valores do parametro de probabilidade p =0.5¢
p = 0.05. Note que, de forma similar aos outros Multiplex RTD apresentados nas sec¢des an-
teriores, todos os espectros da Figura 5.67 ndo se apresentam mudangas significativas na parte
linear (A, = 2D, ) e de igual forma sé estd presente uma pequena mudanga na parte nado linear
do espectro (A, # 2D,). Isto mostra que os Multiplex formados pelas diferentes configura¢des
de redes apresentam uma maior oposi¢ao espectral ante a renumeragao de nés. Mas além disso
para valores altos do coeficiente de difusdo D, se consegue a modificagc@o espectral.

Por outra parte, em relagdo ao fendmeno da super-difusdo, observa-se que se apresentou nos
gréficos (a), (¢), (d) de forma total e a renumeragdo de nés nao conseguiu mudar este compor-
tamento. Mas no gréifico de afastamento (b) correspondente ao Multiplex formado pela rede
Small World p; = 0.5, se conseguiu mudar a super-difusdo de uma forma total sobre todo o
espectro a uma forma parcial, quando D, > 20 e € aplicado o método de renumeracao de nds,
para afastar as duas redes. Repare que este comportamento de super-difusdo é causado em to-
dos os graficos da Figura 5.67 pela rede L. Ou seja a rede livre de escala apresentou melhores
valores de difusdo que o Multiplex.

Com todos os resultados apresentados para os Multiplex RTD, se pode concluir que, com
relacdo as distancias inter-redes os Multiplex nao apresentam uma ligacao das distancias com
as dindmicas espectrais, e os espectros de difusdo apresentam a maior resisténcia de todos os
Multiplex. Além disso, se conseguiu mudar a os estados de difusdo para as diferentes configu-
racOes apresentadas mediante a renumeracdo de nos para valores altos do parametro de difusao
inter-redes D,.
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Figura 5.67 Espectros de afastamento e aproximacgdo pela renumeracdo de nés do Multiplex RTD
formado pela rede de pequeno mundo com probabilidade p, junto a rede livre de escala de 500 nos.
(a) e (b) correspondem com a aproximacio e afastamento do Multiplex formado pela rede de pequeno
mundo p; = 0.5. (c) e (d) correspondem com a aproximacdo e afastamento do Multiplex formado
pela rede de pequeno mundo p; = 0.05. Note-se a existéncia da super difusdo em todos os casos e
a similaridade no comportamento comportamento espectral com os outros casos dos Multiplex RTD,
tanto na aproximagdo como no afastamento, para valores altos do coeficiente de difusdo inter-redes D;.



CAPITULO 6

CONCLUSOES

Ao longo desta dissertacio se mostrou as mudancgas espectrais existentes no modelo Multiplex
de duas camadas quando, mediante o método de renumeracdo de nds, afastamos ou aproxi-
mamos as redes compdem o Multiplex. A utilizagdo destas ferramentas ocasionou certas mu-
dancas nos espectros dos trés tipos de configuragdes de Multiplexs estudadas (RTI, RES e
RTD) onde se mostrou que a manipulacdo do espectro era possivel. Contudo, notam-se algu-
mas diferencas que dependem das configuragdes estruturais presentes nos Multiplex. Por isso,
comecamos falando alguns aspectos em geral sobre diferencas em geral entre os trés tipos de
modelos estudados.

* Os Multiplex formados pelas redes aleatdrias, foram os que apresentaram 0s menores
valores de distancia inter-redes. No caso dos Multiplexs RTI menores valores de afasta-
mento mostram o dificil que é conseguir fazer que duas redes totalmente iguais possam
ser diferentes por médio da renumeracdo de nés. Mas apesar dos valores das distancias
no caso dos Multiples RTI os espectros apresentaram a existéncia de um conjunto de nds
com propriedades espectrais de aumentar os valores dos estados de difusdo, estes nds
foram chamados como nds principais de difusdo (NPD). Para os outros tipos de Mul-
tiplex (RES e RTD) ndo se evidenciou a existéncia de nds especias com propriedades
espectrais.

* para os Multiplex RTI e RES formados pelas redes livre de escala, sempre se apresenta-
ram distancias inter-redes iguais independentemente do tamanho das redes. Isto mostrou
que o tamanho da rede livre de escala ndo é um fator de grande importincia para incre-
mentar ou diminuir os valores de distancia inter-redes e portanto ndo existe uma ligacao
direta entre o tamanho da rede e os valores da distancia topoldgica inter-redes. Por ou-
tra parte os espectros dos Multiplex formados pelas redes livre de escala apresentaram
sempre uma grande resisténcia a mudar os estados de difusdo ante o afastamento ou apro-
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ximacdo das redes que compdem o Multiplex, apesar disto, para os Multiplex RTI e RES
se conseguiu mudar o espectro mediante a criagdo do método de grau (MG), mostrando
uma maior efici€ncia na manipulacdo do espectro de difusao em comparagdo com caso
do método de Monte Carlo.

* Para as redes small world RTI, se apresentou maiores valores de distancia de afasta-
mento, os dados disto sugerem que entre menor o valor do parametro probabilistico p
maiores serdo as distancias inter-redes. Mas os valores espectrais de difusdo de todos os
Multiplex (RES e RTD ) formados pelas redes Small World apresentaram os menores
valores de difusdo de todos os Multiplexs.

* Por outra parte os Multiplex RES e RTD formados com redes aleatdrias apresentaram os
maiores valores espectrais de difusdo de todos os Multiplex. Isto € muito importante nas
aplicacdes de redes reais porque se encontra uma configuracio para a qual se tem valores
de difusdo altos e mediante a renumeracdo de nds se consegue aumentar mais um pouco
mais.

Além dos aspectos apresentados, ressaltamos que apesar de todas as diferentes configuracdes
de Multiplexs usadas no Capitulo 5, o método de renumeragao de nés mediante Monte Carlo
sempre mostrou obter mudangas nas dindmicas espectrais dos espectros de difusdo. Isto mostra
que sempre € possivel a manipulacdo dos espectros que é um dos aspectos importantes dos
objetivos deste trabalho, além de ser de grande importancia nas aplicacdes com redes reais.
Por outra parte um dos aspectos interessantes apresentados foi os espectros dos Multiplexs
RTD, ja que as mudancas espectrais tdo s se mostraram para certos valores do coeficiente de
difusao inter-redes Dy. Além disso, nos Multiplex RTD foi o tnico caso onde se apresentou
a super difusdo e mediante o afastamento ou a aproximagdo das redes foi possivel mudar este
comportamento. Por outra parte se mostrou que nao existe relacdo alguma entre as redes que
possuam distancias inter-redes semelhantes e os espectros dos Multiplex.
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