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Resumo

We studied the algebraic structure of the Galilean Duffin-Kemmer-Petiau matrices
and performed the reduction of its algebra to obtain a sum of irreducible subal-
gebras associated to spin-0 and spin-1 particles. In this approach the projection
operators, which provides the scalar and vector sectors of the theory, arise as in-
dependent elements from the basis algebra. We applied these operators to show
the equivalence between conserved currents in the second order and DKP formal-
ism. As a second step we quantized the Galilean Duffin-Kemmer-Petiau scalar field
using the quantization method of fields with constraint, the Dirac method. Fi-

nally, we present an approach for the generating functional for Green’s functions.

Prof. Dr. Esdras Santana dos Santos
Dissertation Committee Chair






Resumo

Estudamos a estrutura algébrica das matrizes Duffin-Kemmer-Petiau Galileana e re-
duzimos sua algebra para uma soma direta de subalgebras irredutiveis para particulas
de spin-0 e spin-1. Nesta abordagem os operadores de projecao, responsaveis pela se-
lecao dos setores escalar e vetorial da teoria, ocorrem como elementos independentes
da base de cada subalgebra. Aplicamos esses operadores para demonstrar a equiva-
léncia entre as correntes conservadas nos formalismos de segunda ordem e o DKP.
Em um segundo momento o campo Duffin-Kemmer-Petiau Galileano, para particulas
de spin - 0, foi quantizado de acordo com o método de quantizacao canonica de sis-
temas vinculados, método de Dirac. Finalmente, apresentamos uma abordagem para

o funcional gerador das fungoes de Green.
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Capitulo 1

Introducao

Uma equacao de onda que descreve o comportamento de um campo ¥ associado

a uma particula livre relativistica de massa m é dada por
(O - m?)¥(x) =0, (1.1)

onde d = V?—02, com c = 1 e h = 1. Esta expressio de segunda ordem nas derivadas,
conhecida como equagao de onda de Klein-Gordon-Fock [1], foi inicialmente usada por
Schrodinger para investigar o espectro do atomo de hidrogénio obtendo resultados
corretos para este espectro na ordem o? da constante de estrutura fina, porém uma
grande discrepancia para os efeitos de ordem o* que foi atribuida ao fato de nao
ter sido incluido na equacao o spin do elétron. Neste contexto e buscando contruir
uma descrigao onde houvesse a possibilidade de incluir outros graus de liberdade da
particula, como spin do elétron, Dirac [2] propos a equagao de onda invariante pelas

transformacoes de Lorentz e linear nas derivadas, dada por
(a0, —m) ¥ (x) =0, (1.2)

onde o campo ¥(z) tem 4 componentes e os fatores o/ sao tomados como matrizes

4 x 4 que obedecem a algebra

ala” + oot = 2¢"", (1.3)



onde g"” é a métrica do espaco-tempo quadridimensional de Minkowski. A expressao
(1.2), cujas solucoes também devem satisfazer (1.1), passou a ser conhecida como a
equacao de Dirac para particulas relativisticas de massa m e spin 1/2. Deu-se aqui o
inicio do estudo das equacoes linearizadas de onda.

Com o sucesso da equagao de Dirac dada por (1.2), surge o interesse em pro-
por também, para outras classes de particulas, equacoes de onda linearizadas nas
derivadas que pudessem ser usadas como alternativa a equacao de onda de Klein-
Gordon-Fock. Utilizando a notagao spinorial, Fierz e Pauli [3| formularam equagoes
lineares para particulas relativiticas de spin arbitrario (inteiro e semi-inteiro) tomando
como principio guia a hipdtese de que cada componente do campo deveria satisfazer
a uma equacao de segunda ordem. Nesta formulacao, as componentes do campo nao
sao todas independentes pois obedecem a relagoes subsidiarias. Ainda na mesma
direcao, Belinfante [4] define as componentes spnoriais do campo de spin 3/2 e cal-
cula seu momento magnético intrinseco. Esta equagao foi reescrita por Gupta [5]
na forma (1.2) explicitando uma representacdo matricial 16x16. Entretanto o uso de
condicoes subsididrias mostrou-se particularmente uma dificuldade desta formulacao
quando interacoes sao introduzidas.

Uma outra investigacio foi feita por de Broglie [6] que buscou combinar dois
léptons para obter um féton massivo. As equacgoes de onda obtidas foram dadas em
termos de matrizes 16x16 resultantes do produto de duas diferentes representacoes
das matrizes presentes na equacao de Dirac. Entretanto, Petiau |7]| efetuou algumas

modificagdes na algebra, obtendo matrizes também 16x16 que satisfazem a algebra
ata’a? + atarat = at'g™ + at g, (1.4)

cujas trés representacoes irredutiveis sao de dimensdes 1, 5 e 10 [8|. Inspirados nas
equagoes de A. Proca [9] para campos vetoriais massivos e pela possibilidade de
expressa-las numa equagdo linearizada, Duffin [10] e Kemmer [11] propuseram uma

equagao de onda da forma (1.2) onde as matrizes o sdo 16x16 e satisfazem a al-



gebra (1.4). As representacoes irredutiveis destas matrizes sdo de dimensoes 5 e 10
associadas aos campos escalar e vetorial respectivamente, além de uma, trivial unidi-
mensional sem significado fisico. Esta equacao passou a ser conhecida como a equagao
de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP).

Investigando equacgoes de onda, lineares nas derivadas, que pudessem ser usa-
das para descrever particulas de spin arbitrario, inteiro ou semi-inteiro, Bhabha [12]
propos equagoes de onda do tipo (1.2), livre de interacoes, da qual todas as pro-
priedades das particulas devem ser obtidas sem o uso de condicés subsidiarias. Neste
contexto cada componente da funcao de onda nao deve satisfazer necessariamente
a uma equacao de segunda ordem porém a uma equacao construida a partir de
um produto de equacoes de segunda ordem. Esta circunstancia pode ser entendida
interpretando-se os estados da particula com spin maior que 1 como estados cujas
massas de repouso sao miltiplos do valor mais baixo da massa de repouso. Esta
formulagao apresenta resultados similares aos da teoria DKP para particulas de spin
menor ou igual a 1. Outras contribui¢oes ao estudo da teoria de equacgoes lineares
podem ser encontradas na revisao historica feita por Krajcik e Nieto [13].

Investigando a equivaléncia entre as teorias DKP e de segunda ordem, alguns
resultados mais recentes foram adicionados como a prova de equivaléncia entre os
elementos fisicos da matriz S para o campo de particulas escalares interagindo com
0s campos externos eletromagnético, Yang-Mill e gravitacional [14]. A teoria DKP
também mostrou-se equivalente a de segunda ordem quando na presencga do acopla-
mento minimo eletromagnético onde também foram analisados os termos andmalos
que surgem na Hamiltoniana da equagao de onda acoplada [15]. A teoria DKP rel-
ativistica tamb 'm tém sido aplicada com sucesso em mecanica quantica no estudo
de osciladores de bosons escalares e vetoriais [16], de osciladores em espagos nao co-
mutativos [17], por Gribov na QCD (em largas e custas distacias) [18], no estudo de
Hamiltonianas covariantes [19]|, & condensacao de Bose-Einstein [20], ao estudo do

campo eletromagnético a temperatura finita [21], espago-tempo com torsao [22], etc.



No ano de 1989 Takahashi e outros [23] empreenderam o desenvolvimento de uma
estrutura tensorial associada as simetrias Galileanas, com o qual foi possivel formu-
lar uma teoria de campo nao-relativistica covariante, tendo como grupo cinemaético
o grupo de Galilei estendido, formado pelas transformagoes num espago-tempo 5-
dimensional com métrica e produto escalar definidos e onde a equagao de Schrédinger
é escrita na sua forma covariante. Este formalismo, onde a equagao de Schrédinger
assume uma forma similar & de Klein-Gordon-Fock, tornou possivel o surgimento da
versao nao relativistica da equagdo DKP [24, 25]. Assim, fazendo uso das represen-
tacoes irredutiveis da algebra de Lie do grupo de Sitter em 4 + 1 dimensoes, foram
obtidas as representacoes explicitas para as matrizes DKP e aplicadas a sistemas de
osciladores de férmions, bosons escalares e vetoriais. As correspondentes equacgoes
de Bhabha foram construidas descrevendo particulas nao-relativisticas de spin 0, 1 e
1/2. Em [26] o operador de Liouville e a equagao de Liouville-Von-Neumann foram
construidos para a particula livre e em interagao com um campo externo.

Do ponto de vista matemético a algebra das matrizes DKP ¢ redutivel, isso signi-
fica dizer que é possivel separar a algebra numa soma direta de subespacos invariantes
para spin-0 e spin-1. Para realizar essa divisao é conveniente introduzir operadores de
projecao, os quais serao responsaveis pela selecao do espago de spin no qual queiramos
trabalhar [27, 28]. Neste sentido, buscando selecionar o setor escalar e vetorial da
teoria foi construida em [29] uma formulacao do campo DKP covariante de Galilei
via operadores de projecao. Em particular, foi discutida a presenca de um termo
anomalo quando a interagao eletromagnética é introduzida.

A despeito da formulacdo e das aplicacoes acima descritos diversos problemas
ainda permenecem em aberto. Um deles ¢ a investigacao da condensacao de Bose-
Einstein via formulacao DKP. Por outro lado, nao foi construida ainda a formulagao
e aplicacao da teoria DKP para o eletromagnetismos Galileano. A formulagao DKP a
tempetura finita se apresenta como uma possivel linha de investigacao. O estudo da

subdlgebras irredutiveis DKP e suas conexoes com o spin de cada setor do campo se



faz necessario e seré investigado ao longo deste trabalho. A formulagao Hamiltoniana
desta teoria, levando em conta a sua estrutura de vinculos e a posterior quantizagao
ainda nao foram contemplados neste formalismo e também se constituem num dos
objetivos deste trabalho.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira. No proximo capitulo apre-
sentaremos a estrutura tensorial da covariancia Galileana, assim como a formulagao
do campo DKP covariante de Galilei. A reducao da &lgebra DKP a duas subélgebras
irredutiveis ( P - dlgebra e R - dlgebra) atuando em seu respectivo espaco de spin sera
construida no terceiro capitulo. No capitulo 4 apresentamos o método de quantizacao
canonica de sistemas vinculados e a formulacao da integral de trajetoria para vinculos
de segunda-classe. De posse das ferramentas necessarias, realizamos no capitulo cinco
a quantizagao canoénica do campo DKP Galileano e a formulacao do funcional gerador
para as funcoes de Green. Conclusoes e perspectivas sao apresentadas no capitulo

seis.



Capitulo 2

Covariancia Galileana e o Campo

DKP

Neste capitulo apresentamos algumas motivacoes para a construcao do espaco-
tempo 5-dimensional associado a formulacao Galilei covariante da fisica nao relativis-
tica [30, 31, 32]. Neste contexto, via extensdo central do grupo de Galilei revisita-se
a analise tensorial bem como as equacoes covariantes de movimento para os campos
fundamentais Galileanos [33]. Em seguida, uma teoria de campos via equagoes de
primeira ordem do tipo Duffin-Kemmer-Petiau (DKP), covariante de Galilei, é dis-
cutida explicitando sua Lagrangiana, equagoes de movimento bem como as solugoes
associadas. Finalmente, apresentamos uma breve discussao sobre o surgimento de
um termo andémalo devido a interagao do campo DKP com o campo eletromagnético

Galileano.

2.1 Formulacao Galilei Covariante

O grupo cinematico associado as simetrias presentes em sistemas nao relativisticos,

chamado de grupo de Galilei, é definido pelo conjunto de transformacoes espago-



temporais entre referenciais
2 = Ria? +v't + o, ' =t+0, i=1,...,3 (2.1)

onde R representa a matriz de rotacao no espaco Euclidiano tridimensional, v a ve-
locidade relativa entre os referenciais inerciais envolvidos, a’ e b sendo os parametros
associados as translagoes espaciais e temporais respectivamente. A estrutura das
transformacoes acima apresenta algumas caracteristicas que as tornam mais intrin-
cadas em relagdo ao seu analogo relativistico. A primeira delas ¢ que (2.1) deixa
invariantes a distancia e o produto escalar usuais Euclidianos que nao apresentam de-
pendéncia temporal. Por outro lado, quando aplicamos (2.1) a Lagrangiana L = %mxf

de uma particula livre nao-relativistica obtemos

df
L L'=L+— 2.2
- T (22)
onde f é uma funcao dada por
i vy L i\2
f=m(Rz")v" + §m(v )t + const. (2.3)

Como pode ser percebido, a Lagrangiana L nao é completamente invariante medi-
ante as transformagoes nao-homogéneas de Galilei (2.1). Por outro lado, quando no
contexto quantico nao relativistico, a fun¢do de onda ¥(x,t) de Schrédinger nao se
transforma como um escalar verdadeiro mediante (2.1), isto & ¥/(x/,t') = e/ W(x, )
[34, 35, 36]. Finalmente, mostrou-se em |37, 38] que ndo existe uma métrica quadridi-
mensional invariante sobre as transformagoes de Galilei (2.1).

Com o objetivo de solucionar as questoes acima colocadas introduz-se nas trans-

formagoes (2.1) um grau de liberdade extra s que se transforma por:
/ i a1 L
s’ = s+ (R )v' + 5(1} )t + const. (2.4)

Assim, o formalismo covariante de Galilei tem inicio com um espago estendido Gy 1, 0

qual realmente é um espago de Minkowski em 4 + 1 dimensoes. Numa linguagem de



teoria de grupos, simplesmente exploramos o fato que o grupo de Galilei (centralmente
estendido) em um espago-tempo de dimensao 3 + 1 é um subgrupo do grupo de
Poincaré em 4 + 1 dimensoes [39]. Neste sentido, a partir de (2.1) e (2.4) define-se o

vetor z# neste espaco-tempo 5-dimensional Galileano da forma
ot = (zh 2?23 2t ) = (2,9, 2,1, 5) (2.5)
que se transforma por:
' =R +u'at +a, " =at+at, 2 =2"— 'R+ % V>t 4+ a® (2.6)

Estas transformacoes, sem as translacoes, podem ser expressas na forma tensorial

como
't = A" Y (2.7)
onde,
[ R, R, Ry ' 0]
R?, R?, R, —v? 0
A, = | R3, R Ry  —v3 0. (2.8)
0 0 0 1 0
I —v;RYy —uR'y —vR's S|V 1 |

Esta transformacao deixa invariante o seguinte produto escalar
Ty, =x-y—2ty’ — 2%y, w=1...5 (2.9)

e como consequéncia a distancia (r — y)u (x —y)t = (X—y)Q. Assim, podemos

definir a métrica Galileana como sendo:

13,3 0 O
G = 0 0 —11. (2.10)
0 -1 0

Uma representagao apropriada para o penta-momento no espaco Gs; pode ser

dada por:

Pu = (P1, P2, 3, Pa, 05) = (1, D2, p3, —E, —m). (2.11)



Ou seja, as varaveis canonicas conjugadas proporcionam uma, interpretacao fisica
transparente da dimensao extra do momenta, isto é p; = —m. Desta forma podemos

definir os colchetes de Poisson no espaco-tempo nao-relativistico como sendo

{xuapv} = Guv (2.12)

onde g,, é o tensor métrico dado por (2.10), a demonstracao da expressao (2.12)
pode ser encontrada em [40]. A expressdo (2.12) demonstra que a coordenada s é
conjugada a massa m da mesma maneira que ¢ é conjugado a energia E' e o momento
p' & coordenada ;.

As transformacoes (2.6) quando aplicadas as derivadas d,, nos dao

/
8,2 = ?7;2 y (2.13)
explicitamente
0 = 0;+v;05
Oy = 0,+v'0;+ %V205 (2.14)
o = 0s. (2.15)

Destas transformagcoes obtemos naturalmente os invariantes 9,0" e Js. Destes invari-

antes podemos escrever as equacoes de auto-valor:

9,0MV = KU, (2.16)

U = —imW, (2.17)

onde k e m sao constantes associadas & massa da particula. Ou seja, a dependéncia

da fungao ¥(x) com relagao a z° pode ser dada por
U(z) = e "y (x, t). (2.18)

A coordenada extra pode ser relacionada com a quase invaridncia da Lagrangiana

para uma particula livre sob transformacoes de Galilei, ou a fase da funcao de onda
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que ira garantir a invariancia Galileana da equacao de Schrodinger |23, 26]. Por outro

lado, se usamos a realizacao para o penta-momento p,
py — —10,, = (—iV, —i0y, —105) (2.19)

podemos obter a seguinte relagao de dispersao valida no cenario nao-relativistico da
covariancia Galileana
p2 k2

ppt=-k — E=-—+

= ) 2.20
2m  2m ( )

k2

5 adicionada ao termo cinético usual nao representa qualquer modifi-

A constante
cagao na medida da energia do sistema tendo em vista que a grandeza medida no
laboratorio é a diferenga de energia.

Com a construcao do espaco-tempo Galileano mostrado acima, pode-se construir
formulagao Lagrangiana Galilei covariante e assim a partir das Lagrangianas associ-
adas a cada campo obter, usando o principio variacional, as equacoes de movimento
para os campos fundamentais nao relativisticos conhecidos, a saber: o campo escalar
complexo de Schrodinger; o campo de Pauli-Dirac para particulas de spin 1/2, o
limite do campo de Proca e os limites elétrico e magnético do campo de Maxwell.

Neste sentido, fazendo uso de (2.18) e substituindo a equagao (2.17) em (2.16) pode-se

escrever

2%\11(95) = <—2V—m + Qk_m) U(x). (2.21)

que é obtida a partir da Lagrangiana livre

(0, 9°0"¥ — K*|¥]?) . (2.22)

1
LEscala'r e
m
A equagao (2.21), a menos do fator constante %, representa a equagao de Schrodinger

para um campo escalar complexo livre W.

2.1.1 O Eletromagnetismo Galileano

Um estudo detalhado dos limites do campo de Maxwell foi apresentado por Lévy-

Leblond e Le Bellac em [32] onde se mostra que a invariancia Galileana n&o é obtida
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apenas pelo limite nao relativistico usual para baixas velocidades. Em [34] fica evi-
dente que este simples limite, apresenta um problema quando analisado do ponto de
vista da teoria de grupos, pois os campos elétrico e magnético nao apresentam uma
transformacao que satisfaz a lei de composicao de grupos, ou seja, duas tranformacgoes
sucessivas destes campos nao conduz a uma transformacoes do mesmo tipo. Assim,
buscando explicar este problema, Lévy-Leblond e Le Bellac propuseram dois limites
para o campo eletromagnético usual: o limite elétrico e o limite magnético. O limite
elétrico corresponde as situacoes onde o moédulo do campo elétrico € muito maior
que o modulo do magnético multilplicado pela velocidade da luz. As equactes de

movimentam que sao obtidas sao dadas por

V-B = 0,

V-E. = p.,

VxB = J+0E,.,

VxE, = 0, (2.23)

onde as constantes fundamentais foram tomadas iguais a unidade e B e E. sao os
campos magnétrico e elétrico deste limite. O limite magnético é obtido na situagao
inversa, onde o médulo do magnético multiplicado pela velocidade da luz é muito

maior que o médulo do campo elétrico. As equagoes obtidas sao

V-B = 0,
V-En = pp,
VxB = J,
VxE, = —0B, (2.24)

onde E,, é o campo elétrico deste limite. Neste contexto, utilizando a construcgao

5-dimensional mostrada anteriormente, propoe-se em [33] a densidade Lagrangiana

1
L = —FuF" +J,A", (2.25)
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onde F),, = 0, A, —0,A,, sendo que A, e J, representam respectivamente o potencial

a corrente penta-dimensionais definidos como:
A, = (A, —9¢,,—¢.), (2.26)
‘]M = (J7 P _pe) (227)

sendo A e J os trivetores potencial e densidade de corrente, ¢,,, ¢. € p,,, p. 05 po-
tenciais escalares e densidade de cargas nos respectivos limites magnético e elétrico.
Sendo que, esses potenciais escalares ndo podem coexistir simultaneamente em situ-
acoes fisicas reais no formalismo covariante de Galilei. Por exemplo, se quisermos
analizar este modelo no limite magnético, entao devemos considerar ¢, como um
campo auxiliar escolhido como sendo igual a zero nas equacoes de movimento. As

equacoes de movimento obtidas a partir da Lagrangiana acima sao do tipo
DAY = -] — VA =-J", (2.28)

onde tém-se usado a condicao m = 0.

2.1.2 O Campo de Pauli-Dirac

Particulas nao relativisticas de spin 1/2 sao descritas pela equacgao de Pauli-Dirac

Galilei covariante [31], expressa como:
(Y0, + k) ¥(x)=0 (2.29)

e obtida, a partir da densidade de Lagrangiana

L= %Efy“c’mf - %(aﬁ)yw + kU (2.30)
onde ¥ = Uty n= -2 (44 ++%), e ¥(x) = Uil com as funcgoes 1, () e 1y(2)
nn =45 (" +7), o) ¢oes 1, 2
2

possuindo a forma dada por (2.18). As matrizes 4" sdo 4 - dimensional e obedecem

a seguinte algebra de Clifford:

{v", 7"} = 29", (2.31)
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tendo uma representacao particular dada por:

. a0 0 0 0 V2
v = L, 7= : v = . (2.32)
0 —o -2 0 0 0
Multiplicando a equagao (2.29) a esquerda pelo operador (7”0, — k) e usando a alge-

bra acima, obtemos:
(0,0" — k)W = 0.

Esta expressao evidencia que cada componente do campo de Pauli-Dirac livre, obedece
a equacao de onda nao relativistica de Schrodinger. Utilizando outra representacao,
Lévy-Leblond [30] mostrou que quando um campo de gauge é introduzido nessas
equacoes, podemos obter a equagao de Pauli-Dirac de uma particula nao-relativistica
sob a acao de um campo eletromagnético, demonstrando que a razao giromagnética,
g = 2 para particulas de spin 1/2, pode ser também interpretada como uma conse-
quéncia da relatividade Galileana e nao exclusivamente da relatividade especial. Tal
resultado também pode ser reproduzido com a formulagdo mostrada acima [31]. O
spin do campo de Pauli-Dirac pode ser evidenciado também fazendo uso do terceiro

invariante da teoria, aquele associado ao tensor de Pauli-Lubanski Galilei covariante

dado por:
1 oAb
W5H = 565#[)045]) M s (233)
onde MM = ghp” — x¥pt + %EW and X = —% [v*,4"]. O invariante citado é obtido
pelo produto
5 5i 23 o1 (1

Esta contracao mostra-nos que a equacao de Pauli-Dirac, Galilei covariante, descreve

particulas de spin Aplicagoes deste campo tém sido feitas a exemplo do acopla-

1
5

mento nao minimal associado ao oscilador de férmions [16].
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2.1.3 O Campo de Proca Galileano

O limite nao relativistico do campo campo vetorial massivo, o campo de Proca,
pode ser obtido de forma analoga ao eletromagnetismo Galileano descrito acima via

a Lagrangiana

|
L = —FuF"™+ SAA" (2.35)

onde naturalmente obtém-se a condigao J,A" = 0. Desta Lagrangiana obtemos as

equagoes de movimento
O F"™ +KPA” =0, — (9,0"+ k") A" =0, (2.36)

que é a equacao de Schrodinger para o campo A*. Este campo também admite os
dois limites, elétrico e magnético citados anteriormente.

A formulagao Lagrangiana deste campo, com suas grandezas conservadas e uma
proposta de construcao de uma eletrodinamica quantica nao relativistica podem ser

encontradas em [34].

2.2 0O Campo DKP Covariante de Galilei

A densidade Lagrangiana que descreve o campo DKP Galileano [29, 33| pode ser

expressa COImo:

1— 1, — —
cujas equagoes de movimento associadas sao dadas por
(840, + k)¥ =0, (0,V)B" — Uk =0 (2.38)

sendo ¥ = Uipen = (B*+5°)241. As cinco matrizes (3 satisfazem a seguinte relacio

algébrica fundamental:

BrBTRR + BPB7 " = g Bl + g™ B (2.39)
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Conforme as transformacoes Galileanas (2.7) os campos ¥, ¥ e as matrizes (3 ., devem

se transformar de acordo com

L= A (2.40)
) = UM)¥(x)

V() = Y(z)U (A
)

- Au Vﬂu?

onde para o caso de transformagoes infinitesimais A, = g""+w" e U = 1+%ww,5””
com wy, = —w,, e S* = [ B"]. As equacoes DKP acima descrevem campos
nao relativisticos escalares ou vetoriais. Neste contexto, a equacao DKP apresenta a
mesma forma para descrever dois campos distintos representados pelo campo genérico
V. Portanto, a estes dois campos deve-se associar os setores escalar e vetorial de ¥
que serao descritos por diferentes representacoes para as matrizes 3. Neste sentido
conclui-se que as representacoes (ou suas dimensoes) obtidas para as matrizes ("
dependem do spin do campo em estudo. Assim, torna-se necessaria a construcao de
operadores de projecao apropriados que realizem a selecao do setor do campo ¥ que
se deseja estudar [29]. Uma representacaao explicita 15 x 15 para o setor vetorial

da teoria DKP nao relativistica é mostrada no Apéndice A, e a representacao para o



setor escalar é dada pelas matrizes 6 x 6 abaixo:

o 5

o [

o [

o O O O O oo =, o o o o o

o O o o o O

o O O O o o o o o o o o

o O O o o O

o o o o o o

- o O O O O

o O o o o O

o O O O o o o o o o o o

o O o o o O

o O O o o o o o o o o o

- o O O O O

764:

A penta-corrente conservada possui a forma:

e sua equacao da continuidade

j“ — ﬁﬁqu

onde j* = (VMT), p = (T3*W) e j° = (UF°T).

o O o o o o

o O o o o o

- o O o o O

o O o o o O

o O o o o o

o O o o o O

o o o o o o

_ o O O O O

o o o o o o

o o o o o o

0" = OR(TBT) + 0,(TBT) + 95(V3°T) = 0,

o o o o = O

o o o O

16

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

Vamos considerar agora, solugoes para o setor escalar da equacao DKP para uma
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particula livre. Reescrevendo a primeira das equagoes (2.38) com o penta-momento:

(B3"pu + k)¥(z) =0 (2.46)
sendo p, = —i0, definido como (2.11) e o fator —i tem sido absorvido em %, portanto
obtemos

(B'pi — B'E —mf° + k)¥(z) =0 (2.47)
(2.48)

para estados estacionarios: EV(z) = i0,¥(x). Usando a representacao explicita das

matrizes [ e a seguinte forma para V(z):

¥y (2)
Ya(T)
U(z) = ¥s() (2.49)
Vy(x)
¥s(z)
_¢6(x)_
temos que
-k: 0 0 0 0 pcg- -wl(x)- [ 0 ]
0 £k 0 0 0 p, y(x) 0
0 0 k 0 0 p, y(x) _ 0 (2.50)
0 0 0 kK 0 0 V() Erpg ()
0 0 0 0 k —m ¥s(x) 0
_px py Pz m 0 k ] _¢6(x)_ _—E%(x)_

Resolvendo (2.50) para 14(x), e absorvendo a constante k na energia através da

redefinicao:

E— E+ — (2.51)
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obtemos a equagao de Schrodinger para o campo escalar 1g(x)

Bug(a) = (o) (2.52)

sendo
—D1
—P2

W)= | P | L) (2.53)

E k

m

k

a solucao nao normalizada para a equacao DKP de uma particula livre covariante
de Galilei. No Capitulo 4 as solugbes (2.53) serdo importantes para a formulagdo da
teoria do operador de campo covariante de Galilei.

Seja o campo DKP interagindo com um campo eletromagnético definido no for-
malismo covariante de Galilei. O acoplamento minimal do campo DKP com o campo
eletromagnético Galileano, D, = 0, —ieA,, gera o seguinte termo de interagao a ser

somado na densidade Lagrangiana DKP (2.37)
Lr=eA, V", (2.54)

Note que esta é a forma adequada do campo DKP, no sentido de que fornece trans-

formacoes de gauge locais de forma consistente:
U — U = Ay, (2.55)

Entao, assim como no caso relativistico [15], sob esta transformagao local de gauge
a densidade Lagrangiana DKP se torna um invariante de gauge. Levando em conta
o termo de interacao dado pela equagio (2.54), na densidade Lagrangiana (2.37) as

equacoes de movimento possuem a forma:

(8" Dy + k)W =0, (D, 9)3" — Uk = 0. (2.56)
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Vamos discutir agora um suposto termo anomalo sem significado fisico, o qual surge
na teoria quando partimos da equacao DKP minimamente acoplada. Ao contrairmos

a esquerda a expressao (2.56) com o operador D,(%3", obtemos
(8°8”B"DaDy — kB°"Da)¥ = 0 (2.57)

usando as propriedades das matrizes " na equacgao acima, é possivel obter, apos

alguns desenvolvimentos algébricos, a expressao
D¥ = BB Da¥ + o Fuu( 835 + 8" ¥ (2.38)

onde F,, = é[Du, D, ] representa o campo de forga eletromagnético Galileano. Entao,
contraindo a equagao (2.58) a esquerda com o operador D,, obtemos uma equacao

de segunda ordem
D, D" + k2U — %FM,,S’“’\I/ - %(6“5”5“ + 3R Dy(Fap¥) =0 (2.59)

onde

S =", 87 (2.60)

Portanto, assim como no caso relativistico [15], no formalismo covariante de Galilei
temos um termo andmalo proporcional a e/2k. Podemos provar que este termo ano-
malo nao possui significado fisico, através do fato que o mesmo desaparece apos a

analise das componentes fisicas do campo na equagao DKP.
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Capitulo 3

Algebras e Subalgebras.

Neste capitulo iremos desenvolver uma estrutura algébrica onde os operadores de
projecao ocorrem como elementos independentes da base, atuando em cada setor do
campo DKP. A teoria aqui desenvolvida seguird de perto a construcao relativistica
apresentada por Fischbach, Nieto e Scott em [27]. Este capitulo segue a seguinte
estrutura: na primeira se¢ao serd desenvolvida uma série de propriedades algébricas
para as matrizes 3", assim como a enumeracao de todos os elementos da élgebra numa
forma de tabela. Na segunda e terceira segoes seré realizada a redugao da algebra
para uma soma direta de subalgebras irredutiveis, as P-algebra e R-algebra. Nestas
mesmas secoes serao consideradas aplicacoes fisicas associadas & equivaléncia entre
as correntes conservadas, via formulacdo em segunda ordem para os campos escalar

e Proca covariantes de Galilei e a corrente DKP.

3.1 Preliminares Algébricas.

As matrizes 5" que aparecem na equagdo DKP Galileana (2.38) satisfazem a

algebra DKP (2.39)
PG+ PR = g+ B (31)
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com A = 1,...5 e ¢g") é a métrica Galileana. A algebra gerada através das cinco
matrizes 5" possui trés representacoes irredutiveis, uma das quais é trivial de dimen-
sao 1. Das outras duas representacoes fisicamente interessantes, a primeira consiste
de matrizes seis por seis e a segunda de matrizes quinze por quinze [25], o primeiro
caso descreve particulas de spin-0 e a segunda particulas de spin-1. Como ¢ sabido da
algebra linear, a dimensao de um espaco vetorial corresponde ao nimero de elementos
linearmente independentes que gera o espago. No caso de um espago vetorial, onde os
elementos do espago sao matrizes, a dimensao corresponde 4 multiplicacao do ntimero
de linhas pelo nimero de colunas das matrizes que geram o espaco. Portanto, para
escrevermos os 262 elementos independente da algebra DKP, 1 para o caso trivial, 36
para o setor de spin-0 e 225 para o setor de spin-1, é conveniente introduzir elementos

auxiliares [27]. O primeiro desses elementos ¢
no= 28 -1, =@ -1 =123 (32
no= (B )P+ 0 =0ttty

Uma representacao explicita das matrizes n* e dos elementos auxiliares pode ser

encontrada no Apéndice B. As matrizes (3.2) possuem as seguintes propriedades

gt = n'p (3.3)
gt = ' (3.4)
o = B (3.5)
g = (3.6)
ot = —ntpt (3.7)
) = 1 (3.8)
=t (3.9)
= (3.10)
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Tais expressoes podem ser verificadas através da multiplicacao diretas das matrizes

nos Apéndices A e B. O outro elemento auxiliar é definido como

(&) = (87,

o qual possui as seguintes propriedades

AN+

(&) +

6/ A

H_

(&)
(&)
) (EN”
(€M)
&) (€")

( A\ — [V —

v

+

() =1- (8"

(3.11)

w
—_
w

N N N N N
w W
=
ot [N

e N N N

Os 262 elementos independentes da algebra sao listados na tabela abaixo:

Elementos:

()

(b)

(c)

Numero de Elementos

I

ﬁ#

pre
ety
ety

I

5#

B" 3"
BB 37
B B" 3% B8
n#

ntn”
nn'n?
ntn’nnP
n"B"
3’87
B’ 8% B*
ntn” 37
ntn”3° 6
n'n"n’ 5"

I

ﬁﬂ

Ll
sl
pr e 7 B
T~

r v
rerere
rervrere
reg”
F,U,/BV/BO'
Deg 3 g
THT 37
F#FVﬁgﬁp
F“FVFUﬁp

1
)
25
25
25
)
15
)
1
25
20
25
25
25
d

onde T'* pode ser: (£")~ ou (£")" [27]. Os elementos listados na tabela acima, foram

obtidos realizando diversas operacoes de multiplicacdo entre as matrizes [G".

calculo é longo e tedioso e nao serd apresentado aqui.

Tal
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3.2 SubAlgebra Spin-0: P -Algebra.

A formulagao de projetor do campo DKP Galileano para particulas de spin-0 seréd
apresentada nesta secao. Este operador pode ser construido usando a representagao
explicita das matrizes (3", assim como na formulacdo da teoria da relatividade do
campo DKP. Para o setor escalar, spin-0, o operador de projecao pode ser escrito
como [29]:

P =

(B8 BPE VY, (317)

onde P2 = P. Com este operador, podemos construir os operadores
pr = pPpg, pPrpY = Pg” (3.18)

Seja agora o operador ¥ P definido como

“P = (P") = (PB")i = 3P (3.19)

pr("P) =g"pP (3.20)

Os 36 elementos da subélgebra spin - 0, chamada P - algebra, sao sinbolizados como:

{P,P* P, ("P)(P")} ={P, P" "P "P"} (3.21)
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0S quais sao respectivamente , um escalar, um vetor e um tensor de segunda-ordem.

Os operadores da P-algebra possuem as seguintes propriedades

pp* = p*
YPP = 'P
P(*P) = (P")P=0
P(P") = (*P")P =0
(P)(P7) = ("P)("P)=0
(P")("P) = Pg" (3.22)
(P("PY) = Pg"
("PH(P) = "Pg™
"P(*PY) = ("PY)P"=0
("P)(PY) = "Pg".

A demonstracao das expressoes acima pode ser encontrada no Apéndice D. Com o
objetivo de tornar a notacao da algebra mais compacta, podemos estender a ordem
do indice de cinco para seis dimensoes. Desta forma, podemos definir os elementos

da algebra como sendo

6ps=p, 6pr = pH, npb=np (3.23)
de modo que, a P - algebra consiste dos elementos

{(“P"|a,b=1,...6} = {P,P* "P, "P"} (3.24)
A regra de multiplicacao sera entao:

(an)cd — gacgbd (325)
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onde _ -
1 00 O 0 O
010 0 0 O
) 001 0 0 O
g° =
000 O —-10
000 -1 0 O
000 O 0 1

Esta métrica claramente gera o grupo SO(5,1) [24]. O conjuto (3.24) possui 36
elementos linearmente independentes e formam uma base para a subalgebra spin-0.
A representacao explicita da P - algebra pode ser encontrada no Apéndice C. Uma

notagdo compacta para a representagao matricial dos operadores (3.24) é dada por

(‘P*) =ali,p), (*P*)=-al5,p), (°P*)=—a(4,p) (3.26)

onde {a(i,pn),a(b,u),a(4,pu)]i=1,...3 e p=1,...5} representa os elementos de
uma matriz seis por seis na P-algebra, cujos inicos elementos nao nulos estao na linha
correspondente ao primeiro indice e na coluna correspondendo ao segundo indice.

Neste momento iremos definir o elemento unitario da P-algebra como sendo:
e=P+g,("P") (3.27)

se usarmos a representagao explicita do conjunto de operadores (3.24) disposta no

Apéndice C, podemos perceber que o operador unitario (3.27) possui a forma

100 000
01 00O0O0
001000
e= (3.28)
000100
000O01O0
00 0O0O01
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logo, percebemos claramente o porque da defini¢ao de (3.27) como elemento unitério

da P-algebra. Podemos expressar as matrizes 3* sob a forma [27]
B=r+*p (3.29)

Para a subdlgebra spin-0 o conjunto {,P|a,b=1,...6} definido por (3.24) e a ex-
pressdo (3.29) substituem a relacao fundamental (3.1) que definem as matrizes 8" e
sua algebra. Fazendo uso das propriedades definidas em (3.22) para a P- algebra,
podemos realizar uma reducao de um produto de matrizes " para uma conbinacao
linear dos operadores da P-algebra |12]|. A partir das relacoes (3.29) podemos con-

siderar o seguinte produto de matrizes "
2n
(8 =] o™ (3.30)
i=1
usando as propriedades (3.22) da P-algebra temos que

(PP = (P)(:P)(PY)... 02 P) + (MPY(P)(RP). (PP (3.31)
(PPt = (@R 4 ()PP

Assim, uma série de expressoes envolvendo um produto de matrizes " pode ser

expressa apenas em termos dos operadores VP e P* e suas respectivas propriedades.

3.2.1 Aplicacoes Fisicas.

A densidade Lagrangiana para o campo DKP livre possui a forma
1— . N —
L= 5\116 (0,V) — 5 (GM\D) OFU + kU (3.32)
juntamente com as suas equagoes de movimento

B0,V + kWU = 0, (0,V)3" — k¥ = (3.33)
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onde U = Uip.. As consequéncias da acio dos operadores P e P* sobre o campo

DKP sao como segue:

e PU(MN)V =PV (3.34)
o PMU(N)VY = P*U + Wt P"U (3.35)
Sendo
1
U=1+ 5@”@,,, S = [@L, 3,] (3.36)

onde S, é o gerador das transformacoes infinitesimais e w” seus parametros. Logo,
podemos observar que PV se transforma como um escalar e P*UW¥ como um vetor.

Na P - algebra a matriz U(A) deve satisfazer as seguintes relagoes
U M (PUA) = A", (P7) (3.37)
U M("PUA) = A", (7P)

entre os elementos da P-dlgebra. Para uma transformacao infinitesimal do tipo A, " =

g," +w, " as propriedades (3.37) sao satisfeitas por
UA) =1+ w,("P), UA)=1—w,("P") (3.38)

a demonstragdo das expressoes (3.37) é uma mera aplicacdo das propriedades dos
operadores da P-algebra e pode ser encontrada no Apéndice E. De fato, as ex-
pressoes (3.38), podem ser consideradas transformagoes unitarias: U(A)UH(A) = 1

e UT'(A)U(A) = 1. A demonstragio ¢ mostrada abaixo

c UMUT(A) = [1+wu("P)[L —wu("P")] (3.39)
— 14w [("PY) - (*PY)]
=1

« UM AU(A) = [1-wu(P)[L 4w, ("))
— 14w [(PY) - ("PY)]

= 1,
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onde se desprezou termos da ordem de w?. Em particular

() = 1+w,("P)]¥(x) (3.40)

V() = U(z)[1—wu("P)

Aplicando os operadores { P, P”, ¥ P} da P-algebra para a equacao DKP (3.33) temos,

para os campos ¥ e U, as equagoes

0, (P = —kPU, 8" P = — k(P (3.41)
8,0 (*P) = kUP, TP = kU("P).

As equagoes (3.41) quando conbinadas resultam
o9, PV — K*PU = 0, "0, UP — K*UP =0 (3.42)

que representam, na P-algebra, equacgoes de Schrédinger expressas no formalismo
covariante de Galilei. Estas equacoes demonstram que todos os elementos da matriz
coluna PV e da matriz linha WP sdo campos escalares, isto é, descrevem particulas
de spin - 0. Se usarmos a representacao explicita (2.49) para ¥, juntamente com a
representacao explicita dos operadores P e P* mostradas no Apéndice C, podemos

obter as expressoes:

o) o)
py=| pry = | (3.43)

Vs (G

Usando as expressoes (3.41) juntamente com a expressao acima podemos obter a
seguinte relagao

P = (3.44)
fazendo

b = Vko (3.45)

onde ¢ im campo escalar, obtemos

1
b =
Y = \/%a% (3.46)
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tal que, no formalismo covariante de Galilei, a expressao do campo W possui a forma,

sendo k # 0

—Lon
U — "o (3.47)
Vke
e, consequentemente
@) 1 | O
py=| Py =—— | (3.48)

Vig | VE | o

Multiplicando a equa¢ao DKP (3.33) pelo operador 0,(3%3" a esquerda podemos

obter algumas relacoes de vinculo impostas ao campo DKP
0"V = 9,8 6"V, o'W = (0,9)5" 3" (3.49)

Usando, respectivamente, a expressao (3.29) para as matrizes 3 e o elemento unitéario
(3.27) da P-algebra, podemos expressar as equagoes de vinculo (3.49) em duas formas

diferentes. A primeira forma é

O’V = 3" PV + 9,(*P")¥, o'V = 9"VUP + 9,9("P*) (3.50)
a segunda forma

Oa(“P")U = 0"g,, (" P")V, 0,V ("P*) = 0"Vg,, (" P") (3.51)

Os elementos da P-algebra (3.24) sao um conjunto completo de operadores de pro-

jecao, abaixamento e levantamento. Os elementos da base
{(“*P"|a,b=1,...6}

quando operando sobre um campo W’ projeta para ¥ a a-ésima componente

v = (“P), U =T(“Ph). (3.52)

Para a < b os elementos , P, projetam para ¥ e ¥ a b-ésima componente e o aumenta

para a a-ésima posicao. Da mesma forma os elementos , P, com a > b sao operadores
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de abaixamento. Para ter uma observacao clara desta propriedade dos elementos da
P-algebra, seria interessante consultar as representacoes explicitas destes operadores
no Apeéndice C e realizar a mutiplicacao direta das matrizes com a expressao (2.49)

para . Segue abaixo um exemplo desta propriedade

0 0 (N

(3.53)

] (a] [a) ] ] (a]
] (a] [a) ] (@] —
] (a] [a) @] o (a)
o o [a) @] o (a)
@] [a] [a) @] [a]
@] o o @] o
<-
W~
] (a] (a) @] [a]

A equacdo de Schrodinger para os campos escalares ¢ e 1" pode ser expressa como
OMOh — k*p =0, I — kP = 0. (3.54)
A corrente sera dada por
Ju ¢ == [0 ou — (O] . (3.55)
Por outro lado, a corrente na teoria DKP possui a forma
Jpkp = VE. (3.56)
Usando a expressao (3.29) para as matrizes , na P-algebra e a expressao (3.41)
temos

rkp = V(P + HP)V (3.57)

1, — 1
= (0 TP)V — W), PV

= 1 [(@P),(PY) — (B,TP)(PY)].

Logo, desde que WP e PV sdo soluges da equagao (3.42), as duas correntes (3.55) e
(3.57) sao idénticas. Estes resultados reafirmam a equivaléncia entre da teoria DKP
Galileana e a de segunda ordem. O que de fato deveria ser o esperado, pois ambas as

teorias reproduzem a equacao de Schrodinger da mecanica quantica nao - relativistica.
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3.3 SubAlgebra Spin-1: R -algebra.

Vamos agora construir os operadores que selecionam o setor vetorial da teoria
DKP covariante de Galilei, isto é, operadores que selecionam o setor de spin-1 do

campo V. Para isto definimos
RM = (BY)2(6%)%(6%)? [8"(8* + 8°) — ¢ — ¢"°] (3.58)
e obtemos os operadores dados por [29]
R" = RIS, RM = — R, R 3% = g"*R! — g"*R". (3.59)
A partir da expressao (3.58) e definindo o operador ,R como
"R = (R"), *R) =" R (3.60)
podemos deduzir as seguintes propriedades

= (" +g°)R"

= ¢"™(R'+ R’

@
N
rS

g/L4 +gu5)Ru)\

&
o
&é

w
(@)
Y

R9)(R) =0

w
o
St

)

)

) (
(R") = (R"™)(R7)=0
(“R) (

) = (99" —g"g")(R' + R).

Os 225 elementos linearmente independente para a subalgebra de spin-1, R - 4lgebra,

sao dadas por:

{FR", "R Y R*, RN} (3.67)
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0S quais sdo, respectivamente, tensores: de segunda, terceira e quarta ordem. Segue

abaixo a forma como esses tensores devem ser construidos

"R = (R)(RY) (3.68)
"R = ("RY)B = (“R)(R™) (3.69)
R = FCRY) = (PR)(RY) (3.70)
ARHe = B"(*RMB° = (“R)(R*) (3.71)

As propriedades da R-algebra sao listadas abaixo

CR)CR) = 247 ("R)
(R)CRT) = ~2g"("R”)

CROR) = (TRNER) =

(;LRV)(p)\RUT (p)\RUT)<uRV) =0

(“RY)(°R — 277 (M RP) (3.72)

(V/\R,u
([,LRI/)\ T RPO

)
("R
("R
(

/)
)
)
)
/)
) R)

) R)
("R R
(R (7R
-
.

VA RHo

(“R™)87

) Rl/g)\a M R/\gua’

(
—2¢""("*R*7)
(AR (7R =0
(AR R™) = 0
—2(g™g"" — " g™") (" R™)
_npiv

_W

_AVR;LU _Av RoH
- )

ﬂU(V/\R,u) _A R,ugou v Ruga)\. (373)

Todas as propriedades listadas acima, foram obtidas mediante calculo direto das

matrizes (Apéndice A) que representam os operadores da R - algebra. Mais uma vez,
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com o objetivo de tornar a notacao da algebra mais compacta, podemos estender
a ordem do indice de cinco para seis dimensoes. Desta forma, podemos definir, os

elementos da R - algebra
64 RV6 =i RV 60 QYA =1 R\, VA RH6 —vA P (3.74)
E, na forma compacta
{*R“|a,bc,d=1,...6} = {"R", "R, "*R", "*R"" } . (3.75)
As regras de multiplicacao para os elementos da R-algebra sintetizadas da forma
(0 Red) (¢f Roh) = b Reh[gel gda _ gea gdf] (3.76)
cujo elemento unitario é expresso por

= [ 1 o v
€= guo "R+ nggm,(“ R"). (3.77)

assim como no caso da P-algebra, se usarmos a representacao explicita dos operadores
da R - algebra, iremos perceber que o elemento unitéario (3.77) é uma matriz unitaria
quinze por quinze. Multiplicando as expressoes (3.77) a direita por [3,, obtemos uma

representacao das matrizes 5" na R-algebra
ﬁA = Guo ”Rg)\ + Guo /\“RU (378)

Usando as propriedades (3.72) da R-algebra temos que o produto de matrizes § pode
ser reduzido, usando os elementos independentes da base, sob a forma [27]
(ﬁk)% = ( Ruh)(AzuRu) o (AznuRu) + (AwRu)(uRqu)(uRqun) (3.79)
(PP = (PPER) 4 ()R

Logo, uma série de expressoes envolvendo um produto de matrizes 5 pode ser expressa

apenas em termos dos operadores R - 4lgebra e suas respectivas propriedades.
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3.3.1 Aplicacoes Fisicas.
A equagao DKP para spin-1 é dada através da equagao (3.33)
B0,V + kWU = 0, (0,V)B" — k¥ =0 (3.80)

onde as matrizes # possuem uma representacao quinze-dimensional ver Apéndice A.

As equagoes de vinculo definidas em (3.49) na R-algebra sdo dadas por
IV = 079, ("R7)V — 07g" ("R%) + 0° Gao Go ("M R7" )W (3.81)
PT = (0T GuolB) = (0°T) g (uR7) + (070 oo (VR)  (3.52)

L o BN = o (PRTN ~ g (RO (3.83)
LTG0 () = (00 (PR) — (0T)o () (380
A aplicagao dos operadores { R*, R "R, "R} na equagao DKP (3.80) proporciona
0 (R"™MY = —k(R)Y, OMRY)W — 0" (RN = —k(R")¥  (3.85)
9, V("R) = kV(“R), PV(“R) — 0"V (*R) = kU (™R)
As equagoes (3.85) quando conbinadas se tornam
O [DN(R)Y —0"(RMY] = KRV  — U =k*(R")T (3.86)
O [PT("R) — 0" T(*R)] = K*T(*R) — HhUY =kT("R)
ou
ONOMNRV) W — K*(RV)V = 0, ONRMY =0 (3.87)
MOV ("R) — K*U(“R) = 0, HV(*R) =0

As expressdes para UM e U™ representam o tensor de forca dos campos vetoriais
massivos R,V e ,RV, os quais obedecem a equacao de Proca covariante de Galilei.

A corrente conservada associada ao campo de Proca Galileano é

jp == |RU™ ~ 0 (RY) (3.88)



a correspondente corrente DKP
ngP = Eﬁ#‘l’

usando as expressoes (3.78) para as matrizes (3 na R-algebra temos que

ngP — \Ij [gVU VRO-‘UJ + gyo' HVRO-] \II

= Uguo("R)(R™)V + Vg, (" R)(R°)¥

identificando

1 — 1. -~
RMV W — U[LV qj MVR — _ ji2%4 U
(R™)W = 20", (T R=

obtemos

Jiwr == |(CR)U — T"(R")
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(3.89)

(3.90)

(3.91)

(3.92)

Portanto, as correntes conservadas DKP e Proca sao de fato idénticas no formalismo

covariante de Galilei.
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Capitulo 4

O Método de Quantizacao Canodnica

de Sistemas Vinculados.

Como mostrado no Capitulo anterior, as componentes do campo DKP nao sao
independentes, isto é, apresentam vinculos entre si. Neste cenario, usaremos neste
Capitulo o método da quantizacao canonica de campos vinculados para quantizarmos
o campo DKP covariante de Galilei. O uso deste método também ¢é justificado pelo
fato de o mesmo apresentar ferramentas apropriadas para se selecionar o setor fisico
da teoria. A teoria apresentada aqui segue de perto o tratamento exposto em [41, 42].
Em um primeiro instante serd apresentada a formulagao Lagrangiana e Hamiltoniana
para sistemas singulares. Na segunda secao uma descricao clara e suscinta sobre a
classificacao de vinculos de primeira e segunda-classe e a definicao dos colchetes de
Dirac serao apresentadas. Uma vez construido o setor fisico da teoria em um nivel
classico, a terceira secao descrevera como realizar a quantizacao canoénica de forma
consistente e a deducao da integral de trajetoria para uma teoria com vinculos de

segunda-classe.
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4.1 A Formulacao Hamiltoniana para Sistemas Sin-
gulares.

A Hamiltonizagao de sistemas singulares foi primeiramente proposto por Dirac
[41] e amplamente discutido durante os Gltimos anos [42|. O tratamento de tais sis-
temas, assim como também de sistemas nao-singulares, possui como ponto de partida
a descricao do sistema mecanico a partir da formulagao Lagrangiana. O ponto crucial
no nosso trabalho sera a divisao da teoria em teorias Lagrangianas singulares e nao-
singulares e seu posterior tratamento. Isto torna-se importante devido ao processo de
hamiltonizacao que deverd ser considerado para a construcao do método de quanti-
zacao que melhor se aplique a nossa situacao. A descricao classica de uma particula

seguindo a formulacao Lagrangiana tem como origem a ac¢ao classica expressa como

5= [ L. (14.1)
onde (g, ) sao denominadas, respectivamente, coordenadas e velocidades generaliza-

das. Aplicando o principio variacional, as equacoes de Lagrange surgem sob a forma
0S 0L B d (0L
§¢¢  Oq*  dt \ 0¢°

onde n é o nimero de coordenadas generalizadas. Resolvendo a equagao (4.2) obtemos

=0, a=1,...,n (4.2)

as aceleragOes generalizadas [42]

02L 17'T1oL 2L
P = - | . 4.
1 {aqaaq'b] L?qa aqaach} (43)

Através da expressao acima podemos ver que existirdA uma solucdo tnica para as

equagoes de Lagrange, expressas sob a forma de um conjunto de coordenadas e ve-

locidades generalizadas, se a matriz
0?L
9q*0q°

possuir determinante nao-nulo. Esta matriz é denominada Hessiana. O fato de uma

Moy — H (1.4)

teoria ser singular (ndo-singular) reside no fato de que o determinante da matriz

Hessiana seja nulo (ndo-nulo).
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A passagem do formalismo Lagrangiano para o Hamiltoniano é feita a partir da

introducao dos momentos generalizados p, conjugados as coordenadas generalizadas

a

q
oL

= aq'a'

A partir desta expressao para o momento canonico, as velocidades podem ser expres-

Pa (4.5)

sas em funcao de g e p, isto é,

" =v*(q.p). (4.6)
Tais velocidades s sao expressiveis em termos das coordenadas e dos momentos ge-
neralizados se o determinante da matriz Hessiana for nao nulo. Portanto, a nulidade
da matriz Hessiana estabele duas condigoes importantes: caracteriza o sistema em
singular e impossibilita o tratamento da teoria em termos da formulacao Hamiltoniana
usual. Uma maneira de resolvermos essa impossibilidade sera estabelecer um sistema

de 3n equacoes para 3n fungoes desconhecidas do tempo ¢,p e v

oL oL
@ _ .a Yy = ’ = 4.7
q* =", Po= 5 Pa= 52 (4.7)
Assim, podemos introduzir a funcao H*
H* = p,v* — L (4.8)

das variaveis (¢, p,v), a qual depende apenas das coordenadas e momentos que podem
ser expressos como equacoes de movimento de Hamilton nao nulas. A partir da funcao

(4.8) podemos obter as seguintes identidades

oOH* oL" OH* oL" OH*
= =Po— — = 4.
e Buy” opa (4.9)

8¢~ g e

através dessas identidades podemos escrever as equagoes (4.7) como

‘a a ¥ . . oOH*
q :{C],H}, Pa:{pa,H}, 8’(}“:0‘ (4.10)

Ao sistema de equagoes (4.7) denominamos de sistema Hamiltoniano estendido. Em

teorias singulares para o qual a matriz Hessiana é singular, seu posto sera considerado
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como constante, ou seja

2

= R, n—R=m; >0 (4.11)

onde n possui o mesmo significado definido anteriormente e m; é o niimero de vinculos

primarios. Desta forma, podemos dividir o grupo de variaveis (¢, v, p) em dois grupos

= ¢ Ty =Pria, =00 a=1..m (4.13)

onde o primeiro grupo de equagoes (4.12) sao denominadas expressiveis e o segundo
grupo de nao-expressiveis. As velocidades V = V(gq, 7, \) sao fungées de (¢, p) e das
velocidades nao-expressiveis A. Substituindo as velocidades V' nas equagoes remanes-

centes, temos

oL" oOH*
= = 4.14
TN ( B)) O> (4.14)
e introduzindo as funcoes
OH* oLv
o) — (g, 1) = 4.1
chegamos nas relagoes
®((11) =Ta — foz<Q7 H) =0 (416)

chamadas de vinculos primérios. Desta forma, de acordo com as defini¢coes acima,

podemos construir a seguinte Hamiltoniana
HY = 7 + \*o (4.17)

onde a funcao H coincide com Hamiltoniana definida em (4.8). Assim as equagoes de

movimento de Hamilton adquirem a forma
ig={q. HV},  p={p, HY}, oW =0 (4.18)

Nesse estigio o sistema (4.18) e, portanto, o sistema Hamiltoniano de equagdes es-

tendidas (4.7) tomam a forma

n={n, HV}, oW =0, HY = H(n) + 10V (n) (4.19)
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sendo n = (¢,p) um par de variaveis canonicamente conjugadas. Devemos chamar

(4.19) como sistema Hamiltoniano de equagoes com vinculos primérios.

4.2 Descricao de Vinculos de Primeira e Segunda
Classe.

A presenca de vinculos primérios entre as equacgoes de movimento no formalismo
Hamiltoniano estabelece que a teoria é singular. A igualdade (4.16) implica que os
vinculos devem ser conservados no tempo, desta forma novos vinculos podem surgir.
Portanto, a condicao de conservacao dos vinculos primérios no tempo, serd obtida

calculando a derivada dos vinculos em relagao ao tempo, assim
p(1) — 1 Hy 1 1 M1 \8 _
o0 = {0, BV} = {a, 1} + {0, oL X =0 (4.20)

a qual pode ser reescrita como equacoes algébricas para encontrar A\ como funcao de

(¢, p), ou seja
—1
L {<I><1> @é”} {0, H) (4.21)

o )

Consideremos vinculos primarios tal que o determinante composto dos colchetes de

Poisson de todos os vinculos primérios seja nao-nulo;

det ‘ ‘ {cbgl) , @é”} £0 (4.22)

H<1><1>:0

Entao, todos os A podem ser encontrados de uma maneira explicita a partir de
(4.20). Neste caso (4.20) sera transformado em um sistema de equagoes consistindo

de equacdes ordinarias de Hamilton com a Hamiltoniana H" dada por

W _g_aemlem Ml M
HO = [ — o0 {CI)a , o }aﬁ {CDB ,H} (4.23)
sendo
a_ W ML LM
A _—{npa)’cpﬁ }aﬁ {cpﬂ ,H} (4.24)
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Se a condigao (4.20) nao for satisfeita, conclui-se que a matriz {@&1) , @gl)} ¢ singular

e possui posto r < mq, o que implica na existéncia de m; —r \,’s nao determinados.
Neste contexto, novos vinculos podem surgir, os quais serao denominados vinculos
de segundo estagio. Devemos nos referir a todos os vinculos determinados desta
maneira, e que diferem dos primarios, como secundarios, isto ¢, vinculos secundarios
sao vinculos de segundo, terceiro,..., estagio. O procedimento de conservacao dos
vinculos encerra em um k-ésimo estagio, pois o nimero de graus de liberdade ¢ finito.

Assim, podemos classificar os vinculos da seguinte forma

plivd) = (0 Uy, 1<i<j<k (4.25)

ol = @) = @lih) @ = @) (4.26)

sendo ® todos os vinculos da teoria. Além disso chamamos a superficie descrita pelas
equagoes

Pld) = (4.27)

como sendo a superficie de vinculo. Um vinculo é chamado de primeira classe se
o seu colchete de Poisson com qualquer outro vinculo for nulo. Caso contréario o
vinculo é denominado de segunda classe. A presenca de vinculos de primeira classe
na teoria significa dizer que, existem funcoes arbitrarias do tempo entre as equagoes
de movimento, e nem todas as fungoes A podem ser determinadas. Consideremos uma
teoria com vinculos de segunda classe, neste caso a matriz composta do colchetes de

Poisson de todos os vinculos possui determinante nao-nulo, ou seja,
det |[{®, ®}[y_y # 0 (4.28)

assim, a partir da condi¢ao de conservagdo dos vinculos no tempo (4.20), todas as
fungdes A podem ser excluidas do sistema de equagaes Hamiltonianas (4.19). De fato,
vamos considerar a condi¢ao de conservacao de todos os vinculos da teoria (4.27) no
tempo

(i)l(l) _ {(I)ly H(l)} _ {(I)h H} + {(I)h (I)((xl)} pan {(I)} =0 (4.29)
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os dois primeiros termos sdo familiares, vide expressao (4.20), a tinica expressao des-
conhecida vem a ser o termo {®}, o qual significa conbina¢oes lineares de vinculos.
Substituindo todas as fungdes A nas equacoes de movimento (4.19) iremos obter um

sistema equivalente de equagoes de movimento, isto é

= {777 H,S?)} B0, (4.30)

sendo

'Y = H—o,{®, o}, {®y, H} (4.31)

As equagoes de movimento (4.30) podem ser escritas como sendo

onde {7, H}D(q)) é o chamado colchete de Dirac entre n e H. A defini¢ao geral dos

colchetes de Dirac de duas fungoes F' e G é dada por
{F7 G}D(cb) = {F7 G} - {F7 (I)l} {(I)l7 (I)l/}_l {q)l’a G} (433)

O colchetes de Dirac é uma generalizagao dos colchetes de Poisson, sendo mais con-
veniente para uma teoria com vinculos de segunda classe, pois seleciona as variaveis
que realmente possuem dinamica, eliminando algumas outras do formalismo. Segue

abaixo algumas propriedades dos colchetes de Dirac

o {F, G}D(<I>) =-{aG, F}D(q>) (4.34)
o {I', G+ AK} g =1{F, Glpey + M, K} pa) A = constante

o {FA0 B} {GAK Pl {KAP G} =0,

onde a primeira propriedade decorre da antissimetria do paréntese de Poisson e a
altima é a identidade de Jacobi da mecanica cléssica, expressa agora em termos dos
colchetes de Dirac.

A implementacao de vinculos de forma consistente na mecanica quantica exige

um certo cuidado, pois as variaveis candnicas se tornam operadores atuando em um
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espaco de Hilbert, e estes operadores possuem relacoes de comutagao nao triviais uns
com os outros. Para realizar a quantizacdo canonica numa teoria com vinculos de
segunda-classe, devemos escolher novas variaveis canonicas. Suponha que existam
variaveis canonicas (w, (), tal que um conjunto canoénico de vinculos 2 seja equiva-
lente ao conjunto vinculos ®, e além disso, w e () sejam conjuntos separados de
pares de varidveis canonicas. Nestas novas variaveis a superficie de vinculo é descrita
através da equacao 2 = 0. As variaveis w podem, portanto, ser assumidas como
sendo as coordenadas candnicas sobre a superficie de vinculo, fisicamente essas s&o
as coordenadas que realmente possuem dindmica na teoria, no sentido de que elas
podem ser descritas por equacoes de movimento de Hamilton. Nestas novas varidveis

as equacoes de movimento se tornam

& = {w, Hy} poy (4.35)

a Hamiltoniana H,, recebe o nome de Hamiltoniana fisica, isto se deve ao fato de
que apenas variaveis consideradas fisicas, ou seja varidveis que podem ser expressa
mediante equagoes de Hamilton, pertecem a funcao H,,. Nestas novas varidveis os
colchetes de Dirac se tornam iguais aos colchetes de Poisson sob a nova superficie de
vinculo €2 = 0.

Para concluir essa se¢do, vamos considerar a teoria do campo de Dirac (livre) que
descreve particulas e antiparticulas com spin 1/2. A densidade Lagrangiana possui a

forma
L= 777}(1.7“ w m)l/} (436)

sendo ¢ um spinor de Dirac, ¢ = ¥'° o seu conjugado e v, sdao um conjunto de

matrizes de Dirac satisfazendo a relagao fundamental
VA At =29

O formalismo Hamiltoniano se inicia com o calculo dos momentos a partir da densi-
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dade Lagrangiana (4.36)

oL .- oL
Py = @ = )", py===0 (4.37)

b}
<

os vinculos primarios sao dados por
1 = py, oS = py — iV (4.38)
As densidades Hamiltonianas H e H" sao dadas por
H = (=i 0y, + m)ip, HY =H + Npy + N (py — iv7°) (4.39)

Claramente temos uma teoria com vinculos de segunda classe, assim, todas as funcoes
A podem ser encontradas através da condicao de conservacao dos vinculos no tempo
(4.20). Podemos encontrar o novo conjunto de varidveis canonicamente conjugadas

(w, ) como sendo dado por

wh =1 — z'p;wo, Wa = Dy (4.40)

Q' =9 +ipyy°, Q= py (4.41)

Expressando a Hamiltoniana H em termos das variaveis (w, {2) e colocando €2 igual a

zero, podemos obter a Hamiltoniana fisica
Hon = —iway’ (=i O + m)w' (4.42)

Podemos assumir que p, e ¥ como sendo um par de varidveis canonicas, pois o
colchetes de Poisson entre essa variaveis é igual ao encontrado na literatura [42],

portanto
Hon = —ipy (=70 + m) = P(=in* 0y, + m)y (4.43)

a qual concorda com o resultado encontrado na literatura para a equagao de Dirac.
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4.3 Quantizacao Canonica e a Mecanica Quantica
Consistente.

Tradicionalmente quantizar uma teoria significa obter uma teoria quantica, por
meio de uma teoria cléssica expressa na forma Hamiltoniana, substituindo as var-
iaveis candnicas classicas por operadores, atuando em um espaco de Hilbert abstrato.
Portanto, iremos descrever de forma breve, o processo de quantizacao canonica para
sistemas vinculados e a deducao do funcional gerador para uma teoria com vinculos
de segunda-classe, seguiremos de perto a abordagem exposta em [44] .

No formalismo Hamiltoniano as coordenadas generalizadas ¢; e seu momento
canonicamente conjugado p;, sao os observiveis mecanicos fundamentais de uma
particula ou sistema. Na mecanica quantica essas varidveis canonicas se tornam op-
eradores, denotados por @); e Py e sao assumidos obedecer a seguinte relacao de
comutacao

(Qj, Pc] = ihd (4.44)
Os operadores () e P sao assumidos ter um conjunto completo de autoestados |q) e

Ip) tal que, com ¢,5 =1,...,n

Qjla) = ¢;lq), Pj|p) = pjlp) (4.45)

O produto interno dos estados |g) e |p) sdo assumidos obedecer
(ald') = 0"(a =4, (plp') = 0"(p — ) (4.46)

tal que esses estados sejam ortonormais no sentido continuo. Definindo

/d”p|p><p| =1, /dnCI|C]><Q| =1 (4.47)

A similaridade formal da expressao (4.44) com o colchetes de Poisson de dois ob-
servaveis A(p,q) e B(p,q) devem ser substituidos pelos comutadores da mecénica

quantica da seguinte maneira

(A(.0). Blp,a)} — + [A(P,Q), B(P,Q) (1.48)
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Como estamos tratanto de uma teoria vinculada os colchetes de Poisson devem ser
substituidos pelos colchetes de Dirac, portanto para uma teoria com vinculos a regra
de quantizacao (4.48) toma a forma

{A(.0), BG.0)}pay — =1 [A(P,Q), BP,Q) (1.49)

O operador momento expresso na representacao de coordenadas possui a forma:

.
(alPild’) = —ih5 0 (¢—d) (4.50)

J

por sua vez, temos o seguinte produto interno

1 1
{qlp) = @y P \ 5P (4.51)
logo,
/ ® ! = dp ip.(q—q') /R n /

(dld) = [ d"plalp)(pld’) = 2 =0"(qg—4q') (4.52)

Na descricao de Heisenberg da mecanica quantica os observiveis sao dependentes do

tempo e podem ser expressos como:
Op(t) = eM/hQge= N (4.53)

satisfazendo a seguinte equacao:

. d 0
ZﬁEOH(t) = Zh&OH + [OH, H] (4.54)

Na formulacao da integral de trajetoria da Mecanica Quantica o objeto de maior
interesse é a amplitude de transicao. Se o sistema estiver, na descricao de Schrédinger,
em um estado |¢, t,) em um instante t,, entao a amplitude de transigdo para o estado

|1, tp) em um instante ¢, é definido com

Z(l/}7 ¢> - <¢7 tb|¢7 ta>

A amplitude de transicao entao fornece a probabilidade do sistema transitar entre os
respectivos estados |¢,t,) e |¢,t,). Antes da dedugao convém fazer algumas obser-

vagoes. Primeiro, serd assumido que o limite de integracao usado nas deducoes serd
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de +o00. Segundo, serd assumido que o Hamiltoniano nao possui dependéncia tem-
poral explicita. Terceiro, o sistema a ser considerado serd de apenas uma particula
movendo-se em um potencial unidimensional. O primeiro passo na derivacao da inte-
gral de trajetoria sera construir autoestados instantaneos, |q,t) e |p,t), da descri¢do

de Heisenberg com operadores Q(t) e P(t). Estes sao definidos por

lg,t) = e"/"q), p,t) = e™"|p)

Estes estados nao sao estados na descricao de Schrodinger. Contudo, estes estados

sao completos, desde que

/ dqlg, t){(q,t| = eH/" (/ dq|q>(q\) o—iHt/h _

Os estados |q,t) sao autoestados do operador Q(¢) na descricao de Heisenberg, no

sentido que
Qt)lg. t) = gla,t), P(t)|p,t) = plp.t)
Estes estados também possuem a importante propriedade que, para [i, ) um estado

na descricao de Schrédinger, temos que

(g, =t[y, 1) = {ql¢) = ¥(q) (p, —tl,t) = (pl¥) = ¥(p)

de forma que podem ser usados para derivar a forma da integral de trajetoria para
o elemento de transicao entre estados na descricao de Schrodinger. O objeto de
interesse, Z, serd definido como um produto interno dos autoestados em tempos
diferentes, ou seja

Z(qastas @, t) = (qbs tb]qa, ta)

onde sera assumido que t, > t,. Conhecer a forma para Z nos permite realizar o
calculo de uma forma mais geral, desde que o elemento de transicao entre estados na

descricao de Schrodinger é dado por

(0, —ty| s —ta) = / / a0, —tol s 1) (G /s ) (s by —La)

— /_ /_ ande(b*(qa)w(qa)Z(qa’ tm Qb, tb) (455)
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sendo que, foi inserido duas relagoes de completeza na expressao acima. Uma vez que o
estado inicial e o estado final do sistema sejam especificados por fun¢oes normalizadas
#(q) e ¥(q), o sistema se propaga no tempo de v para ¢ através da fungdo Z. Por
esta razao o elemento de transi¢ao pode ser denominado como o propagador, desde
que, ele contém todas as informacoes com respeito ao desenvolvimento temporal do
sistema.

O intervalo de tempo t, —t, sera primeiro particionado em N passos infinitesimais
de duragdo € = (t, — t,)/N, onde o limite N — oo estd subentendido em tudo o
que segue. Em seguida, N — 1 conjuntos completos de autoestados |¢) intermediarios
serao inseridos no elemento de transicao sequencialmente em cada um dos respectivos
tempos t, = t, + ne. Isto fornece

Z(Qarta, @ ty) = / dql---/ dgn—-1{(qv, to|qn—1,tn-1) (4.56)

—0o0 [e.o]

(gn—1,tn=1] - a1, 1) (@1, t1]qas ta)

tal que o elemento de transicao tenha sido reduzido ao produto de N elementos de
transicao, os quais sao infinitesimais no sentido de que sua diferenca temporal se
aproxime a zero. Cada um dos elementos de transicao pode agora ser analisado.
Desde que, a diferenca temporal entre dois estados é €, entao o j-ésimo elemento
possui a forma

(Qi+1, 415, t5) = <Qj+1|€_iEH(P’ Q)/h|Qj>

Para avancarmos serd necessirio usar uma convencao adcional. Para calcular o ele-
mento de matriz do Hamiltoniano na exponencial, a mesma deve ser expandida em
uma série de poténcias. Apos a expansao todos os operadores P serao movidos para a
esquerda e todos os operadores () serao movidos a direita, de forma que obtemos um

ordenamento de coordenadas. Estes resultados mostram que o elemento de transicao
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infinitesimal se torna, para e ~ 0

(qjp1|e " HPDM gy = / dp;{gj11|p;) (p;|e " H LD/ g (4.57)

—00

= / dpje_iEH(pj’qj)/h@jH|pj><Pj,clj>

—00

Este elemento infinitesimal pode ser simplificado da seguinte forma

1
(g5+11p;)(pjla;) = ﬁe%(qﬂ“ w)/h

usando o fato que g; é a coordenada associada com o estado em um tempo t; podemos

fazer a identificacao formal

1 dg; .
lim =(gj+1 — ¢5) = d;:%

€E—

Usando essa indentificacao, os elementos de matriz infinitesimais podem ser expressos

na forma
> dp; i .
(G+1,tj1lgs, t) =~ ﬁeﬁp hﬁ(qug' — H(pj, q;)) (4.58)
dp; 1
= / ﬁewp {ﬁeL(pj,qj)}
onde

L(pj» 45) = pid; — H(pj, ¢5)
é a densidade lagrangiana na formulacdo Hamiltoniana da mecénica classica. O ele-
mento de transicao Z pode finalmente ser escrito como o produto de N elementos

infinitesimais

(@, by t):/m% PN g e lNZleL
b, lp|Ga, La . 27Th oh q1 - gN-1 1% hFO pj?QJ

onde a identificacao gy = q, e gy = ¢, esté implicitas na expressao acima. O argu-
mento da exponencial possui a forma de uma soma de Riemann, permitindo-nos a

identificacao

N-1

tp
lg%z GL(pju QJ) = / dtL(p]a QJ) - S[p<t)7 Q(t)) taa tb]
j=0 ta
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Portanto, a acao classica tem aparecido no elemento de transicao quantico. A medida
da integral de trajetoria aparecendo na expressao acima serd escrita formalmente

como

lim @ dpy—1
N—oo 2h o 27h

A forma final do elemento de transicao sera dado por

dqy ...dgn—1 = DpDgq

qa i ty
(@b, o] qa, ta) = / DpDgexp [ﬁ / dtL(p, q)}
1) ta

Esta expressao é a forma fundamental para a versao do propagador na integral de
trajetoria. Algumas aplicacoes da integral de trajetéria encontradas na literatura nao
possuem Dp aparecendo na medida. Isto nao é necessariamente incorreto desde que
¢ possivel integrar todos os p; para uma grande classe de Lagrangianas.

A partir desse momento iremos descrever como introduzir, de forma consistente,
os vinculos na medida da integral de trajetoria. A discussao apresentada aqui sera
restrita & vinculos da forma f(Q). A técnica geral para implementar os vinculos na
integral de trajetoria, é construir operadores de projecao sobre o subespaco fisico dos

estados ¢, ou seja

Pr= 5, [ @0 - gDl =N, [ (;%&pmpxp\ (4.59)

onde N, e N, sao constantes de normalizacao. Estes operadores de projecao sao con-
struidos a partir dos autoestados dos operadores ();, os quais na forma nao vinculada
podem ser escritos como |qy,...q,) = |¢). Em termos dos autovalores a equacdo de

vinculo pode ser escrita como
fla, - q.) =0 (4.60)
e serd assumido possuir a seguinte raiz

G =71(q1, - Gn-1) =7(qL) (4.61)

onde, por simplicidade notacional, podemos assumir que os ¢, podem ser encontrados,

e ¢, denota a solugao no subespacgo dos ¢; que sejam ortogonais a variavel vinculada
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¢n- Usando os operadores de projecao (4.59) e repetindo os passos para a dedugao de

Z, temos que;

da Z ty
Z(qa> ta, b, ts) = (@b, to|qas ta) =/ D"pD’qexp [ﬁ/ dtL(p, q)}
[*13 ta

sendo
v, Ty dpj dg;
D'pDq = [ [ 5(pn)d(an — (a1, .- - gn1))dpndq” H @rhy (4.62)
ou ainda
d Zd ;
D'pDq = [ [ 6(p.)5(®@ ) det {@k,@k,}n p C (4.63)

onde p, representa todos os momentos da teoria, ®? sio vinculos secundarios e
det {®y, Py} representa o determinante da matriz dos colchetes de Poisson de todos
os vinculos da teoria. Uma outra dedugao da integral de trajetéria numa teoria com

vinculos de segunda classe pode ser encontrada em [45, 46].
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Capitulo 5

Quantizacao Canodnica do Campo

DKP Covariante de Galilei.

No presente capitulo, seguindo de perto a construgao apresentada em [41, 42, 43],
realizamos a quantizacao canonica do setor escalar do campo DKP covariante de
Galilei. Na primeira se¢ao construimos a formulacao Hamiltoniana da teoria para
sistemas singulares, obtendo a equacao de campo de Schrodinger escrita no formalismo
covariante de Galilei. A quantizagao sera reservada para a segunda se¢ao. Na terceira
secao serd obtido o funcional gerador para as fungoes de Green, mediante a introdugao

do sistema vinculado na integral de trajetoria.

5.1 Formulacao Hamiltoniana.
Seja a densidade Lagrangiana que descreve o campo DKP livre
1— 1, — —
L= 5\116“ (0,V) — 3 (GM\D) BHU + kU (5.1)

As matrizes " satisfazem a relacdo algébrica fundamental (3.1). Usando a represen-

tacao do setor escalar apresentada no capitulo 2, podemos expressar os campos V¥ e
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¥ por

(Ch
¥y
s * * * * * * w3

‘II:W1 Yy 3 —5 — 4y _¢6]7 V= : (5-2)
Uy
Vs

Vs

Neste contexto, podemos também expressar a densidade Lagrangiana (5.1) na forma

de componente (ver Apéndice F):

1

L= 5 [Q/J*H&;ﬂ% - Za/ﬂ/JH - (8u¢*u)1/’6 + ((‘Lzﬁg)w“] + k(¢*u¢u - ¢Z¢6) (5~3)

Introduzindo os momentos candnicos

oL oL 1, oL oL 1
bi = .,'207 p4:—.4:—§¢67 p5=—.5=0, pﬁz—-:§¢4 (5~4)
o o o Obg
oL oL 1 oL oL 1
pp = ——=0, pi=—0g=—2t pi=—2r=0 pi=—u=z0"
o ot 2T T "ol 2

a partir deste momento, durante todo o texto, os indices latinos percorrem os nimeros

1,2,3. Portanto, podemos construir a densidade Hamiltoniana inicial H

H o= pd" + P + psthg + petg — L (5.5)
|

= 5 [0 0, — ¥t + Y0 + Vs0s0 — (™ ek — (058 N +

+ (Og)d" + (FsUp)Y"] — k(Y™ — Vi)

A partir das Eqgs. (5.4) podemos perceber que existem vinculos priméarios

oV = p— S¥ Lol =pit 7% o) = p; - §¢4’ @l =pi+ 5o

of) = pi, oy =p, o =ps e =p (5.6)
Os vinculos primérios

{ol, 0", 0", 0’ o), of) " o’ |
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podem ser recombinados, de tal forma que temos o seguinte quadro

o = ps— A 5 = ps+ 5% 5 = pj - 3V @ =pi + 2V

‘I)él) = p; + D5, ‘I’él) =Dpi+Ds (5.7)

sendo m; = 1,...6 o numero de vinculos primarios e ¢ = 1...3. Assim podemos

dividir o conjunto de vinculos (5.7) em

{@gl), (13(21)7 <I>§1), <I>Ef)} — vinculos de segunda classe (5.8)

{@él) oY } - vinculos de primeira classe. (5.9)

A matriz dos colchetes de Poisson para os vinculos primarios (5.7) possui a forma

0 0 0 -1 0 0
0O 0 1 0 00

110 =10 0 0 O

oo |- o

2
1 0 0 0 00
0 0 0 0 00
0O 0 0 0 00

portanto
det”{@&l),@(ﬁl)}H =0, posto =4 = p,

a matriz (5.10) é singular, entao temos que m; —p; = 6—4 = 2 funcoes A permanecem
indeterminadas. Podemos construir a densidade Hamiltoniana H® de acordo com o

procedimento padrao [22]

HY = H4+ oY (5.11)
1 , . 4
= 5 [0 — U0 + Y50 + Y505y — (9™t — (0597 )0 +

+ Q)Y + (Os0p)0°] — k(™0 — i) + A"
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A densidade Hamiltoniana H" difere da densidade Hamiltoniana H por uma de-
pendéncia explicita das funcoes A indeterminadas. Os vinculos primérios devem ser

conservados no tempo, ou seja
= {0, HOY = {0, H} + {cp“ q><1>} N =0

o que pode ser observado como uma equacao algébrica para encontrar as fungdes A

indeterminadas, para o conjunto (5.6), obtemos

o o = {o 1)+ {ol" 00} = {a) 1} + {o, o} Xt (5.12)
= A = 0" — 05 — kb

o &) = Lol 1)+ {af) o} a7 = {3t} + {8l @V} X0 (5.13)
N

o o) = {of 1)+ o) o b a7 = {af) )} + {ol o} X2 (5.14)
= A= 0)" — 050° — kg

e 0 = Lol )+ {ol 0 b3 = {ol m} + {aP, @A (5.15)

= Mk,

o ) = {ol 1} 4 {ol 0"} = [l H} (5.16)
= O0ibg + kb + 051 + k)5

Ci = afa) s (o a0} = {0l ) -

= Oithg + ki + 05 + iy

sendo

Moo= 0" — 050" — ki, N = ket (5.18)
)\2 = - z’W - 35¢5 - k¢67 )\1 = —]“/)4

as expressoes (5.18) surgem como uma consequéncia da condi¢ao de conservacao dos

vinculos primérios de segunda-classe (5.8). A condi¢do de conserva¢ao aplicada ao
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conjunto de vinculos primarios de primeira-classe (5.9) proporciona os vinculos se-

cundarios
B = b + kb, + Ostbs + kibs, B = B+ ki + Oy + kuS (5.19)

Logo, temos que

2) (2
80— {0 o)
¢ um conjunto de vinculos secundérios, onde v = 1,2. Os vinculos (5.6) e (5.19)
sao um conjunto de vinculos de segunda-classe. Realizando um reordenamento de

todos os vinculos encontrados até agora, no sentido de que a matriz correspondente

ao colchetes de Poisson de todos os vinculos possua uma estrutura simples, temos

que;
(1:)1 = p6—%¢*4, CT>2 :P4+%¢Za &)3:]91'4‘195, &)4=pf+p§
D5 = Oy + ki + D5t + ki, D6 = Oihg + kb, + D5t + ks,
d; = g — %1/14, Dy = Py + %1%

Portanto, temos o seguinte conjunto total de vinculos de segunda classe
(i = {é17é27é3a&)47é57é67é77é8} (520>

A matriz composta do colchetes de Poisson dos vinculos (5.20) possue a forma

[ 0 0 0 0 0 —0; — 05 0 -1 ]
0 0O 0 0 0 k 1 0
0 0 0 0 0 —k 0 0
H{é & }H 0 0O 0 0 —k 0 0 0
L4 ky XK/ -
0 0 0 k 0 0 0; +05 —k
0,+0s —k k O 0 0 0 0
0 -1 0 0 —0;,— 05 0 0 0
1 0 00 k 0 0 0
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e sua inversa

(0 0o 0o 1 0 0 0 1 |
0 0 0 2% o 0 -1 0
0 0 0 0 0 k' 1 -
. H{ék’&’k’}le -1 —%% g 0 k' 0 0 0 al21)
0 0 0O —-k* 0 0 0 0
o 0 —k* 0 0 0 0 O
0o 1 1 o 0 0 0 0
-1 0 %= 0 0 0 0 0
com
B, = {2, 02}, posto |[{ &y, & || =8 (5.22)

Em um conjunto de vinculos de segunda-classe, o ntumero total de vinculos deve
necessariamente ser par. Isto segue a partir do fato que uma matriz antissimétrica
singular possui sempre posto par [42]. Aplicando a condi¢ao de conservacao para todo

os vinculos no tempo

), — {ék,mw} - {@.,H} v {cﬁk,ék,} M=o
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obtemos
o= {end ) {aurd - (o0} {0n) (5.23)
= —0p)g — ki, — Ostbg — kb — kb,
S O R O B G A ) 2
- -2 Z % [Oitbg + kop,] — 0t 05 (Ot + kb — [—0" — Os¥® — kb
Vo= e d) @) - {8} () + (5.25)

- foi o

=~ — Os)® — kb + (05 + 05),

M= {éhiq}J{éh7{}—{é%iq}J{é%7{}—{é&iq}J{é&%@w52®

N {@@5}1 (3,7} (5.27)
_ % (= Otbs — kb — Ostbg — ki)

o {&)3@6}—1 (o, 1) (5.28)
_ % (000 + K + O+ k]

Vo= e} {aua) - {an b)) {n) (5.29)
= =0y — ki} — 050 — kaps — k),

oo o) o) (8 (5] 0

0+ 05 9, + s

= [Oihg + k3] — (050 + kot — [—0i0* — 050 — kg

k k

Portanto, em uma teoria com vinculos de segunda-classe, todas as fun¢oes A em (5.23)
sdo proporcionais ao conjunto de vinculos (5.19) mais as fung¢des A ja encontradas em

(5.18) [22]. Substituindo as fun¢oes A\ determinada diretamente em (5.11) obtemos

HO = 1+ Bt
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a qual representa a Hamiltoniana com todas as fungoes (5.23), os vinculos (5.6) e

(5.19) presente. As equagoes de movimento para 14 sao dadas por

b = {0 HO} = =0 — kb, — Osib — ks — ks
by = {wn O} =~ — ki — 505 — ki — ko

logo, temos que
Outhg + kv, =0, Outhg + kb, =0

de forma analoga para @/14;

<4

O = {0 R = —0w - 050" — ko
entao,
§p, + kibg =0
e para **;
O = {u H Y = kg — 0 — 007

da mesma forma,

DU + kg = 0

(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

A partir das Eqgs. (5.32), (5.34) e (5.36) obtemos uma equagao do tipo Klein-Gordon

O0ibg — k*1hg = 0, OO aby — k2 =0

(5.37)

a qual representa a equagao de Schrodinger para os campos escalares ¢, e g, escritas

no formalismo covariante de Galilei em um nivel cléssico.
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5.2 Quantizacao.

Segundo a discussao da se¢ao 4.2 devemos encontrar um novo conjunto de variaveis

canodnicas w e um conjunto de vinculos 2 semelhante a ®, uma escolha seria

wl = Vg, w® = pe, wz(xl) =y, %(12) = D4 (5.38)
O = po- U D=pidge D= O+ ke O + ke
Q4 = pi+ps, Q5 = 05 + ki + O5v5 + ks, Q¢ = p; + 5
Q7 = pat %wz, Qs =pg — %¢4

Nas novas variaveis a superficie de vinculos seria descrita através das equacgoes €2 = 0.
As variaveis w podem, portanto, serem assumidas como sendo as novas coordenadas
canonicas sobre a superficie de vinculo, as relacaes de comutagao a tempos iguais em
termos dos colchetes de Dirac sao listadas abaixo.

Colchetes de Dirac da variavel canonica ¢", i = 1, 2, 3 com todas as outras variaveis

{0 = A0 - L d e d) a0 =0 (0)

'{¢i’¢4}D<é> - ‘W’W}_{w }{ } { }

o {0y = (0007} - {08} B8} (B0t} =0 pan)
GO IR G

’{wiv%}p@) = {v' s} -

Dyt =0 (5.40)

Dy gt =0 (5.42)

com todos 0os momentos

{pibpe = (- {0 e} a8} {Ben)  G3)

° {wi,m}D@) = {¢iap4} - {¢l, (53} {&33,@1/}_1 {CIDZ/,p4} =0 (5,44)
* {Wa%}p(@) = {¢'ps} - {W, ‘53} {Ci’g,‘i)z'}_l {®6,p5} =0 (5.45)
(W' p6}pay = (¥ we}—{v 6}_1 {®ops} =0 (5.46)

:e,“
w
——
—
KA
&
KA



colchetes de Dirac de 9*
o {v, ¢4}D(<i>)
o (v, 77D5}D(<i>)
o {v", wG}D(&))

com todos 0os momentos

{'pitpa =

b {w47p4}D((i>)

° {¢4’p5}D(&>) -

° {1#4,]96}]3@)

colchetes de Dirac de °

° {wsaw}p(é)
* {@bs’%}p(é)

com todos 0os momentos

* {wE’,pj}D(@)

° {¢57p4}D(<i>) -

. {w57p5}D((i3)

d {¢57PG}D(§>)

colchetes de Dirac de 14

com todas as variaveis

= ot {ut e B b} {0t} =0

= v = {08} {82 b} {8607} =0
= (ol {ot @ B b} {Biu} -0

= {¢4,p4} - {154 @2} {&)2,@3}_1 {q)ﬁ p4}
= {¢47p4}
= {v,

com todas as variaveis

-1

= {wh 0t = {00 8} {885} {85,0%) =0

- {ws,pj}—{w5,<f3} {ég,éﬁ} {&)6 pj}:o
= () - {00} {8 b} {Ben) =0
= {0}~ {00 b} {ao @) {ip) =0
= {0}~ {07} (a8} {dne} =0

com todas as variaveis

o (Vv piay = (oot} — {8} {@0, 81} {@1,05} =0
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(5.47)
(5.48)

(5.49)

(5.50)

(5.51)

(5.52)

(5.53)

(5.54)

(5.55)

oo =
ot W
90 S

~ o~~~
S
ot
oo

~—

o
o
©

(5.60)
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com todos 0os momentos

o Wondp = (Won}— (e @) {180} {Bep,} =0 (5.61)
(o nidp = Wond— {v @} {0} {Ben}=0 (562
o {Ve, D5} pa) = {¢6,p5}—{w6,<i>1}{<i>1,i>l}_l{i>l,p5} =0 (5.63)
o (o pidpy = Woned — {06 B} {8106} {Beps} = (0500} (5.64

através das expressoes acima podemos perceber que os tnicos colchetes de Dirac nao

nulos sao dados por:

{ G(Xa $5),]56(X,,$/5)} — 3 {¢6<X7 SUS),]D@(X/, $/5)}D(Q) _ Z'ez'm(:c —x/5)5(x . X/)
[A4(X, %), ps(x, x'5)} =1 {1/)4()(, 2%, ps(x, m’5)}D(Q) = ieim(”5_wl5)5(x —x')
Q

p=0 (5.65)

Isto confirma que as tinicas variaveis que podem ser consideradas fisicas na teoria sao

o conjunto w em (5.38).

5.3 Funcional Gerador para as Funcoes de Green

Como um primeiro passo para a deducao de uma expressao explicita para a funcao
de Green covariante de Galilei do campo DKP, devemos escrever as solucoes fisicas

na forma de operador de campo para uma particula livre. Tais solucoes sao dadas

por
U(r) = (273)3/2 / d'p {a ) (p)e? + 5 (p)u (p)e b (5.66)
@(m) = (27T1)3/2 /d3p{d(+)<p)ﬂ(+)(p)ei1).x+B(—)(p)ﬂ( )(p)e—’ip.a:}

i) =[O 0w = [0 (567
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satisfazem as seguintes relacdes de comutagao

~

(@ (p),a™(p)] = d(p - ), b (), 6| =dp-p)  (5.68)
A equagao DKP para uma particula livre foi dada na expressao (2.46)
(8P + k)u™ (p) = 0 (5.69)

suas solugoes foram calculadas no Capitulo 1, expressao (2.53)

—P1 P1

—D2 D2

)y _ V2| P Oy V2| P3
—m

k k

sendo que aqui, as apresentamos normalizadas. No Apéndice G demonstramos as

seguintes relacoes de ortonormalidade

(P (p),u P (p)) = 7™ (p)ul" (p) = 1 (5.71)
(u(p),u?(p)) =u ) (p)u(p) = 1

(“(7)(13)7“&)(10)) = (U(H(p),u(’)(p)) = 0.

As equagbes (5.70) enfatizam que a teoria do campo covariante de Galilei é compativel
com a idéia de particulas com energia E e massa +m, e uma antiparticula, por as-
sim dizer, com energia —F e massa —m [4]. Portanto, podemos denotar u(*)(p) o
operador associado a particula e u(~)(p) o operador associado a antiparticula. Us-
ando as relacoes de ortonormalidade (5.71) podemos inverter as expressoes (5.66), ver

Apéndice G, e obter

i) = G [ AT @) ) (5.72)

E(H(p) = 2#)3/2/d3 e~y p)\if(x)
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Os operadores de projecao para particulas e antiparticulas covariantes de (Galilei po-

dem ser definidos sob a forma
Ay =u®(p)a(p), A =u(p)a(p). (5.73)

Projetando os operadores (5.73) sobre os spinores (5.70) e usando as relagoes de

ortonomalidade (5.71) temos que

AuP(p) = uP(p), Ayul T (p) =0 (5.74)
AuD(p) = —ul(p), A_u™(p) = 0.
Com o objetivo futuro de calcular processos de espalhamento, convém especificarmos

o propagador do campo DKP covariante de Galilei, isto é, sua funcao de Green. O

propagador nao relativistico deve satisfazer a seguinte equagao
(8,0" + k)Gprp(x' —x) =6 (z' — x) (5.75)
onde a fung¢do delta de Dirac 6°(2' — x) pode ser definida como [47]
(e — x) = %eim@f’“”x%(x' —x)5(2 — o (5.76)

bem como sua representagao integral

1

8 (2 —z) = )i

/d‘r’peip'(x/x) (276 (p* — m)] . (5.77)

Inserindo a transformada de Fourier de Gpgp(z’ — ) em (5.75) temos que

d®p

ip.(a'—x) _ §5(..0 _
(2#)56 8’ (2" — ). (5.78)

d5 . /
/ﬁ(@ﬂ“ + k)elp'(x 7I)GDKP(Z7) = /

Portanto, um bom candidato para a funcao de Green seria

1

G =— 5.79
prp(p) zﬂ#pﬂ Tk ( )
Desta forma, segue das relagoes acima
1 _—
Gprp(z' —x) = )l /d‘:’pe”‘"(x G pp(p) (276 (p* — m)] . (5.80)



65

Um resultado que concorda com o encontrado na literatura [27].

Neste ponto iremos deduzir o funcional gerador das fungoes de Green para o campo
DKP covariante de Galilei, porém, convém antes realizar uma discussao a respeito da
superficie de vinculo da teoria. Esta discussao ird ser importante para a definicao da
medida de integracao na integral de trajetoria. A abordagem que seguimos é devida
a |42, 43, 44, 45, 46]. A densidade Lagrangiana é independente do subconjunto de
velocidades {m, ¢:7¢5>¢;} Logo, segue imediatamente que

pi = oc =0, pi = a.ﬁ*i =0 (5.81)
o O
oL oL

p5:_.5:()7 p; = .*520-
o) o)

Conforme (5.4), o sistema de equagdes que determina as velocidades
{1% ¢z ) ¢5> ¢5}

em termos dos {p;, p;, ps, pk, } ¢ indeterminada. Tal caso leva imediatamente a pre-
senca de vinculos secundarios na teoria dados pela expressao (5.19). Certamente para
acomodar esses vinculos na medida da integral de trajetoria é necesséario resolver as
equacoes classicas de vinculos, desde que isto determine o subespaco fisico da me-
dida da integral de trajetoria. Os vinculos secundéarios (5.19) sao fungoes soluveis dos
{1;, V7, 15,15} no sentido que cada um possue uma tunica raiz para os {1;, V], ¥y, Vs }
sendo canonicamente conjugado aos momentos {p;, pf, ps, pi}. Seguindo a trajetoria

usual (ver Capitulo 4, segao 4.3) da integral de trajetoria em teoria quantica de campo,

podemos definir a medida de integracao como sendo dada por:

DpDyy, = lim Hé(pwwp;)é(@53))5(@;2))(1% {pey @2} det {p,, 0217}

- 1d“pzdw doptd’

H H Qﬂ- n—w 27T>n—wj (582)

sendoa =1,...6 e w = 1,2,3,5. Entao a expressao (5.82) pode ser reescrita sob a
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forma

DpyDyy, = lim Hé D) 8 (P%,) 6 (D=t + ki) 6 (905 + kL)

fo fo A7 pid®p; d=p;d=y’ ] [dipid*y; diprd ;] [dopid®y; doprd®y
(2m)r—=  (2m)"—= (2m)»  (2m) (2m)  (2m)n

O funcional gerador como
20.59.7) = #'II | PoDUS 05 Dty + h) 0L + k%)
det {Q, U}/ exp {z / &P (p,ﬂ'/) + "+ pehs +
+ pibg —H' ﬂbaJ“)} (5.83)

com pa = (P Do P} P§) € Yo = (U %, Vs ¥5) € det {Q, Q}'? = 1. Tntegrando
sobre todos os momentos, com Z, = Z(0,0,0,0), obtemos

2(7,9.9.,77) = 25 HH/W Dt + k) 8 (Ot + k)

exp { [ o [0, — vidar + o, — i) +
+ YT+ T+ T+ T (5.84)

Pode-se demonstrar que integrando sobre 1, na Eq. (5.84) e usando as fungoes 6,

pode-se obter
2(7.5°.9.7) = ew{i [Eotr W WOENTE) 4
- J(2)G(x,2)0,T"(2") — »7(96)(3”17* (@)G(z,2")  +
1 i nNav g,/ 5
— EJ ()0,G(z,2")0"T"(z") — E'ﬂ( 2)0° (2" — ) Ty(x }}
sendo
G(z,7') = (0,0" — k*)16°(2' — ) (5.85)

a funcao de Green de uma campo escalar ;.
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Capitulo 6

Conclusao

Nesta dissertacao estudamos a teoria do campo DKP covariante de Galilei. Para
isto iniciamos apresentando a formulacao (alilei covariante 5-dimensional proposta
por Takahashi e conhecida como covariancia Galileana, seus campos fundamentais
como o campo escalar, o de Pauli-Dirac, o eletromagnético Galileano e o campo
de Proca nao relativistico assim como suas Lagrangianas associadas. Seguindo a
formulagao via equacoes linearizadas de onda apresentamos também os elementos
basicos da teoria de Duffin-Kemmer-Petiau Galilei covariante.

Buscando entender a estrutura algébrica das matrizes que compoem a algebra
DKP, listamos os elementos da sua algebra através da introducao de elementos auxi-
liares construidos a partir das matrizes DKP. Em seguida desenvolvemos uma série
de propriedades algébricas para as matrizes §", assim como a enumeracao de todos
os elementos da algebra numa forma de tabela. Para esta lista foram obtidas 262
elementos independentes da algebra, o que estd de acordo com o esperado uma vez
que este numero é igual a soma dos quadrados dos niimeros 1, 6 e 15 que significam
as dimensoes das representacoes irredutiveis das matrizes DKP: matrizes 6 x 6 associ-
adas ao campo DKP escalar, matrizes 15 x 15 associadas ao campo DKP vetorial e a
representacao trivial de dimensao 1 sem significado fisico. Somado a isto, realizamos

também a divisao da algebra DKP em P - &lgebra (spin - 0) e R - algebra (spin
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- 1), associadas a selagdo dos setores escalar e vetorial da teoria respectivamente.
Como aplicagoes fisicas destes resultados mostramos a equivaléncia entre as correntes
conservadas via formulacao em segunda ordem para os campos escalar e Proca co-
variantes de Galilei e as correntes DKP associadas aos setores de de spin zero e 1 da
teoria.

Considerando a estrutura de vinculos da teoria DKP, usamos a formulacao Hamil-
toniana para sistemas singulares, conhecida na literatura, efetuamos a quantizagao
canonica da teoria do campo DKP covariante de Galilei, para particulas de spin-0.
O método de Dirac de quantizacao foi utilizado como ferramenta para tal. Com isto
percebemos que, das seis componentes do campo DKP, temos apenas duas compo-
nentes que podem ser consideradas fisicas. No curso da quantizacao obtemos uma
equacao de Schrodinger expressa no formalismo covariante de Galilei. Com o obje-
tivo futuro de calcular processos de espalhamento, definimos a funcao de Green para
o campo DKP, sendo que uma discussao acerca da superficie de vinculo foi de im-
portancia vital para a introdugao do sistema vinculado na medida de integracao da
integral de trajetoria.

Com os resultados obtidos algumas perspectivas futuras deste trabalho podem
ser apontadas: sua aplicacao a condensacao de Bose-Einstein, a quantizacao do setor
vetorial do campo DKP Galileano bem como a investigacao de processos de espa-

lhamento nao relativisticos.



Apéndice A

Representacao das matrizes § para spin-0:
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Representacao das matrizes (§ para spin-1:
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Apéndice B

Representagao matricial dos elementos auxiliares 7,:
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Representacao matricial dos elementos auxiliares 5; e,
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Apéndice C
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Representacao explicita para os 36 elementos da subalgebra de spin 0 (P - algebra).

Para o operador que seleciona o setor escalar P:

Para os operadores vetorial P, e ,P:
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Apéndice D
Demonstragao das propriedades (3.22) para P - dlgebra:
PP, = PPB,=P?3,=P3,=F,
P)P = (8,P)P=p,P°=0,P=,P
(P.)(,P) = P.B,P=PguP =P, =Pg,

(PGP = PuluP)(Py) = PuB,P(Py) = PguP(P) = P*gu Py
= Pg;wPA:guuPP)\:g;wPA

P)WP) = P)P)P) = (P)PBA(P) = (P)Pgr.P
= (P)P’95, = (LP)Pgru =v Py,
(wB)oPr) = (WP)P)(P)Py) = (uP)(PB,)(oP)(F))
= (WP)P?guo(Pr) = (uP)Pguo(Pr) = (uP)(Pr)gvo = (uP2)guo
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Apéndice E

1—w"(.P)] (Fy) [1+w™(.F)]

P)[1+ WW(MPVH — " (,P)(Fy) 1+ WW(MPV)]

De forma semelhante

o UM N)(,P)UA) = [1-w"(,P)](-P)[1+w" (D)

[
= (P) 1+ (uB)] = o (uP) (o P) [1 + ™ (. F))]
= (L) + 0 P)ub) = (W) (o P) = (uP) (o P)w (1 Fy)
= (P) +"[GP)uh)) = (WP P)]
= (oP) = w900 (uP)
= (0" —w, ") P



Apéndice F

Deducao da densidade Lagrangiana na forma de componente:
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4
Vs
[ Vs ]
+ VY5 + gt = VY, — i
Portanto, a densidade Lagrangiana possui a forma
L= 5[0 O 0700+ 070t + 97 0y + 0 0s0] — 5 Va0 + Bt

+ 050 + ot + 0sy°)] — % [(O19*! + 0o + B3y0™ + 04p™ + 050" )] +

g (@’ + @vd)e? + @suihs® + (O + @sui)™] + k(™ — i)

na forma covariante

1

L= 5[0 — Ye0ut" — (0,07 )t + (0u¥06)0"] + (V™ — ¥5¢5)

Apresentamos uma aproximacao matricial para a teoria. A densidade Lagrangiana
¢ dada por:

C— %w (0,0) % (0,7) 5"V + KTV



Os momentos sao dados por:

oL _

oL _

P = &
ov

e P =
ov

A densidade Hamiltoniana é dada por

ol
S

H = U —

e
b+ P

|
ol
Sl

Do | —

vinculos primarios

1— — 1
oM =p— 5@54, o =P 4 554\11
vinculos secundéarios
O3 = M(B0;+ B°05 + k)T
@ = Y(p'o; + 05 — k)N

1

——p4

2

2

L34t

L
U — {%@6“ (0,¥) — % (0,9) B"¥ + kmf}

[—UB (00) — UG (050) + (9,0) 3"V + (959)5° V] — kU W
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(6.1)

sendo M =14 4'8° e N =1+ 3°6%. A deducio explicita da expressio para os

vinculos secundarios segue abaixo. As matrizes M e N sao dadas por

o M = 1—1—5455:
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Apéndice G

Neste Apéndice iremos demonstrar as relagoes (5.71) e (5.66) expostas no capitulo
5. Para a relagdo (5.71) iremos usar frequentemente a relagao de disperssao (2.20),

portanto

o (WP (p),uP(p) = T (p)u®(p) = [uD(p)] Pul?)(p)

o
—D2
= L[—pl —p2 —ps —m —E k}L e
V2k V2k | g
m
L k i
= g3 [Pl +pr 4P —2mE+ 17
= # [p.g" y + K] = # [pup" + K]
= 2%2[21:2] =1
(WO uOp) = TOEUO ) = [WO@)] e (p)
e
P2
= —L[pl p2 p3 m E k]i "
V2k V2k | g
—m
L k i
1
= —5@ PP+ = 2mE 4+ k]
= —% [pug" Dy + K] = —% [pp" + K]
= —L[zkﬁ] =-1

2k?



o (WO uP ) = TOEuD ) = [WO@)] u (p)

—D1
—P2

1 [ Ek:} 1 —D3
\/§k‘ P1 P2 p3 m \/§k‘ >

L k -
1
= o [—pi — 5 — p3 + 2mE + k]
1 1
= o3 g P + K] = o o + K] = 0

(W), uOp) = TEUO ) = [ E)] e (p)

1 [ Ek} 1 D3
NG —P1 —P2 —pP3 —m — Vok | _p

—1m
L k -
1
= g3 [P =P Py 4 2mE + K]
1 1
= 553 g P + K] = o [pup + K] =0

Segue abaixo a demonstra¢ao da expressao (5.66). Seja

e aomi = [ereiOom | e e me

+ I ) p)ere| |
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devido as relagoes de ortonormalidade (5.71), a expressao acima se reduz a

Jaseraomie) = [areram ] [ e e}
= [ [ e i)

= (2n) | &®26(x) — z;)a ) (p)

Portanto,

de forma similar para 5(+)(p)

[arermiimie = [eaeraim | e muome
+ E(H(D)U(“(p)ei’””

devido as relacoes de ortonormalidade (5.71), a expressao acima se reduz a
/dsxle—ip,x/ﬂ(ﬂ (p)\if(x) _ /d3xle—ip,gy’ﬂ(+) (p) {/ d3pl;(+)(p)u(+) (p>6ip.:n}

= /d3 ’/dSpeZp’ 22D () (p)
= ) [ oo )i ()
— @nH(p)

Portanto,

L/al%r;eip"”ﬂ()(p)\if(al:)

i (p) = @ny
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