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Resumo

We studied the algebraic structure of the Galilean Du�n-Kemmer-Petiau matrices
and performed the reduction of its algebra to obtain a sum of irreducible subal-
gebras associated to spin-0 and spin-1 particles. In this approach the projection
operators, which provides the scalar and vector sectors of the theory, arise as in-
dependent elements from the basis algebra. We applied these operators to show
the equivalence between conserved currents in the second order and DKP formal-
ism. As a second step we quantized the Galilean Du�n-Kemmer-Petiau scalar �eld
using the quantization method of �elds with constraint, the Dirac method. Fi-
nally, we present an approach for the generating functional for Green's functions.

Prof. Dr. Esdras Santana dos SantosDissertation Committee Chair





Resumo

Estudamos a estrutura algébrica das matrizes Du�n-Kemmer-Petiau Galileana e re-
duzimos sua álgebra para uma soma direta de subálgebras irredutíveis para partículas
de spin-0 e spin-1. Nesta abordagem os operadores de projeção, responsáveis pela se-
leção dos setores escalar e vetorial da teoria, ocorrem como elementos independentes
da base de cada subálgebra. Aplicamos esses operadores para demonstrar a equiva-
lência entre as correntes conservadas nos formalismos de segunda ordem e o DKP.
Em um segundo momento o campo Du�n-Kemmer-Petiau Galileano, para partículas
de spin - 0, foi quantizado de acordo com o método de quantização canônica de sis-
temas vinculados, método de Dirac. Finalmente, apresentamos uma abordagem para
o funcional gerador das funções de Green.
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Capítulo 1

Introdução

Uma equação de onda que descreve o comportamento de um campo Ψ associado
a uma partícula livre relativística de massa m é dada por

(�−m2)Ψ(x) = 0, (1.1)
onde � = ∇2−∂2

t , com c = 1 e ~ = 1. Esta expressão de segunda ordem nas derivadas,
conhecida como equação de onda de Klein-Gordon-Fock [1], foi inicialmente usada por
Schrödinger para investigar o espectro do átomo de hidrogênio obtendo resultados
corretos para este espectro na ordem α2 da constante de estrutura �na, porém uma
grande discrepância para os efeitos de ordem α4 que foi atribuida ao fato de não
ter sido incluido na equação o spin do elétron. Neste contexto e buscando contruir
uma descrição onde houvesse a possibilidade de incluir outros graus de liberdade da
partícula, como spin do elétron, Dirac [2] propôs a equação de onda invariante pelas
transformações de Lorentz e linear nas derivadas, dada por

(αµ∂µ −m) Ψ(x) = 0, (1.2)
onde o campo Ψ(x) tem 4 componentes e os fatores αµ são tomados como matrizes
4× 4 que obedecem a álgebra

αµαν + αναµ = 2gµν , (1.3)
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onde gµν é a métrica do espaço-tempo quadridimensional de Minkowski. A expressão
(1.2), cujas soluções também devem satisfazer (1.1), passou a ser conhecida como a
equação de Dirac para partículas relativísticas de massa m e spin 1/2. Deu-se aqui o
início do estudo das equações linearizadas de onda.

Com o sucesso da equação de Dirac dada por (1.2), surge o interesse em pro-
por também, para outras classes de partículas, equações de onda linearizadas nas
derivadas que pudessem ser usadas como alternativa à equação de onda de Klein-
Gordon-Fock. Utilizando a notação spinorial, Fierz e Pauli [3] formularam equações
lineares para partículas relativíticas de spin arbitrário (inteiro e semi-inteiro) tomando
como princípio guia a hipótese de que cada componente do campo deveria satisfazer
à uma equação de segunda ordem. Nesta formulação, as componentes do campo não
são todas independentes pois obedecem a relações subsidiárias. Ainda na mesma
direção, Belinfante [4] de�ne as componentes spnoriais do campo de spin 3/2 e cal-
cula seu momento magnético intrínseco. Esta equação foi reescrita por Gupta [5]
na forma (1.2) explicitando uma representação matricial 16x16. Entretanto o uso de
condições subsidiárias mostrou-se particularmente uma di�culdade desta formulação
quando interações são introduzidas.

Uma outra investigação foi feita por de Broglie [6] que buscou combinar dois
léptons para obter um fóton massivo. As equações de onda obtidas foram dadas em
termos de matrizes 16x16 resultantes do produto de duas diferentes representações
das matrizes presentes na equação de Dirac. Entretanto, Petiau [7] efetuou algumas
modi�cações na álgebra, obtendo matrizes também 16x16 que satisfazem a álgebra

αµαναλ + αλαναµ = αµgνλ + αλgµν . (1.4)

cujas três representações irredutíveis são de dimensões 1, 5 e 10 [8]. Inspirados nas
equações de A. Proca [9] para campos vetoriais massivos e pela possibilidade de
expressá-las numa equação linearizada, Du�n [10] e Kemmer [11] propuseram uma
equação de onda da forma (1.2) onde as matrizes αµ são 16x16 e satisfazem a ál-
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gebra (1.4). As representações irredutíveis destas matrizes são de dimensões 5 e 10

associadas aos campos escalar e vetorial respectivamente, além de uma trivial unidi-
mensional sem signi�cado físico. Esta equação passou a ser conhecida como a equação
de Du�n-Kemmer-Petiau (DKP).

Investigando equações de onda, lineares nas derivadas, que pudessem ser usa-
das para descrever partículas de spin arbitrário, inteiro ou semi-inteiro, Bhabha [12]
propôs equações de onda do tipo (1.2), livre de interações, da qual todas as pro-
priedades das partículas devem ser obtidas sem o uso de condiç�es subsidiárias. Neste
contexto cada componente da função de onda não deve satisfazer necessariamente
a uma equação de segunda ordem porém a uma equação construida a partir de
um produto de equações de segunda ordem. Esta circunstância pode ser entendida
interpretando-se os estados da partícula com spin maior que 1 como estados cujas
massas de repouso são múltiplos do valor mais baixo da massa de repouso. Esta
formulação apresenta resultados similares aos da teoria DKP para partículas de spin
menor ou igual a 1. Outras contribuições ao estudo da teoria de equações lineares
podem ser encontradas na revisão histórica feita por Krajcik e Nieto [13].

Investigando a equivalência entre as teorias DKP e de segunda ordem, alguns
resultados mais recentes foram adicionados como a prova de equivalência entre os
elementos físicos da matriz S para o campo de partículas escalares interagindo com
os campos externos eletromagnético, Yang-Mill e gravitacional [14]. A teoria DKP
também mostrou-se equivalente à de segunda ordem quando na presença do acopla-
mento mínimo eletromagnético onde também foram analisados os termos anômalos
que surgem na Hamiltoniana da equação de onda acoplada [15]. A teoria DKP rel-
ativística tamb�m têm sido aplicada com sucesso em mecânica quântica no estudo
de osciladores de bósons escalares e vetoriais [16], de osciladores em espaços não co-
mutativos [17], por Gribov na QCD (em largas e custas distâcias) [18], no estudo de
Hamiltonianas covariantes [19], à condensação de Bose-Einstein [20], ao estudo do
campo eletromagnético a temperatura �nita [21], espaço-tempo com torsão [22], etc.
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No ano de 1989 Takahashi e outros [23] empreenderam o desenvolvimento de uma
estrutura tensorial associada às simetrias Galileanas, com o qual foi possível formu-
lar uma teoria de campo não-relativística covariante, tendo como grupo cinemático
o grupo de Galilei estendido, formado pelas transformações num espaço-tempo 5-
dimensional com métrica e produto escalar de�nidos e onde a equação de Schrödinger
é escrita na sua forma covariante. Este formalismo, onde a equação de Schrödinger
assume uma forma similar à de Klein-Gordon-Fock, tornou possível o surgimento da
versão não relativística da equação DKP [24, 25]. Assim, fazendo uso das represen-
tações irredutíveis da álgebra de Lie do grupo de Sitter em 4 + 1 dimensões, foram
obtidas as representações explícitas para as matrizes DKP e aplicadas a sistemas de
osciladores de férmions, bósons escalares e vetoriais. As correspondentes equações
de Bhabha foram construidas descrevendo partículas não-relativísticas de spin 0, 1 e
1/2. Em [26] o operador de Liouville e a equação de Liouville-Von-Neumann foram
construidos para a partícula livre e em interação com um campo externo.

Do ponto de vista matemático a álgebra das matrizes DKP é redutível, isso signi-
�ca dizer que é possível separar a álgebra numa soma direta de subespaços invariantes
para spin-0 e spin-1. Para realizar essa divisão é conveniente introduzir operadores de
projeção, os quais serão responsáveis pela seleção do espaço de spin no qual queiramos
trabalhar [27, 28]. Neste sentido, buscando selecionar o setor escalar e vetorial da
teoria foi construida em [29] uma formulação do campo DKP covariante de Galilei
via operadores de projeção. Em particular, foi discutida a presença de um termo
anômalo quando a interação eletromagnética é introduzida.

A despeito da formulação e das aplicações acima descritos diversos problemas
ainda permenecem em aberto. Um deles é a investigação da condensação de Bose-
Einstein via formulação DKP. Por outro lado, não foi construida ainda a formulação
e aplicação da teoria DKP para o eletromagnetismos Galileano. A formulação DKP a
tempetura �nita se apresenta como uma possível linha de investigação. O estudo da
subálgebras irredutíveis DKP e suas conexões com o spin de cada setor do campo se
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faz necessário e será investigado ao longo deste trabalho. A formulação Hamiltoniana
desta teoria, levando em conta a sua estrutura de vínculos e a posterior quantização
ainda não foram contemplados neste formalismo e também se constituem num dos
objetivos deste trabalho.

Este trabalho está organizado da seguinte maneira. No próximo capítulo apre-
sentaremos a estrutura tensorial da covariância Galileana, assim como a formulação
do campo DKP covariante de Galilei. A redução da álgebra DKP a duas subálgebras
irredutíveis ( P - álgebra e R - álgebra) atuando em seu respectivo espaço de spin será
construida no terceiro capítulo. No capítulo 4 apresentamos o método de quantização
canônica de sistemas vinculados e a formulação da integral de trajetória para vínculos
de segunda-classe. De posse das ferramentas necessárias, realizamos no capítulo cinco
a quantização canônica do campo DKP Galileano e a formulação do funcional gerador
para as funções de Green. Conclusões e perspectivas são apresentadas no capítulo
seis.
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Capítulo 2

Covariância Galileana e o Campo

DKP

Neste capítulo apresentamos algumas motivações para a construção do espaço-
tempo 5-dimensional associado à formulação Galilei covariante da física não relativís-
tica [30, 31, 32]. Neste contexto, via extensão central do grupo de Galilei revisita-se
a análise tensorial bem como as equações covariantes de movimento para os campos
fundamentais Galileanos [33]. Em seguida, uma teoria de campos via equações de
primeira ordem do tipo Du�n-Kemmer-Petiau (DKP), covariante de Galilei, é dis-
cutida explicitando sua Lagrangiana, equações de movimento bem como as soluções
associadas. Finalmente, apresentamos uma breve discussão sobre o surgimento de
um termo anômalo devido à interação do campo DKP com o campo eletromagnético
Galileano.

2.1 Formulação Galilei Covariante

O grupo cinemático associado às simetrias presentes em sistemas não relativísticos,
chamado de grupo de Galilei, é de�nido pelo conjunto de transformações espaço-
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temporais entre referenciais

x′i = Ri
jx
j + vit+ ai, t′ = t+ b, i = 1, . . . , 3 (2.1)

onde R representa a matriz de rotação no espaço Euclidiano tridimensional, v a ve-
locidade relativa entre os referenciais inerciais envolvidos, a i e b sendo os parâmetros
associados às translações espaciais e temporais respectivamente. A estrutura das
transformações acima apresenta algumas características que as tornam mais intrin-
cadas em relação ao seu análogo relativístico. A primeira delas é que (2.1) deixa
invariantes a distância e o produto escalar usuais Euclidianos que não apresentam de-
pendência temporal. Por outro lado, quando aplicamos (2.1) à Lagrangiana L = 1

2
mẋ2

i

de uma partícula livre não-relativística obtemos

L → L′ = L+
df

dt
, (2.2)

onde f é uma função dada por

f = m(Ri
jx
j)vi +

1

2
m(vi)2t+ const. (2.3)

Como pode ser percebido, a Lagrangiana L não é completamente invariante medi-
ante as transformações não-homogêneas de Galilei (2.1). Por outro lado, quando no
contexto quântico não relativístico, a função de onda Ψ(x, t) de Schrödinger não se
transforma como um escalar verdadeiro mediante (2.1), isto é Ψ′(x′, t′) = eifΨ(x, t)

[34, 35, 36]. Finalmente, mostrou-se em [37, 38] que não existe uma métrica quadridi-
mensional invariante sobre as transformações de Galilei (2.1).

Com o objetivo de solucionar as questões acima colocadas introduz-se nas trans-
formações (2.1) um grau de liberdade extra s que se transforma por:

s′ = s+ (Ri
jx
j)vi +

1

2
(vi)2t+ const. (2.4)

Assim, o formalismo covariante de Galilei tem início com um espaço estendido G4,1, o
qual realmente é um espaço de Minkowski em 4 + 1 dimensões. Numa linguagem de
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teoria de grupos, simplesmente exploramos o fato que o grupo de Galilei (centralmente
estendido) em um espaço-tempo de dimensão 3 + 1 é um subgrupo do grupo de
Poincarè em 4 + 1 dimensões [39]. Neste sentido, a partir de (2.1) e (2.4) de�ne-se o
vetor xµ neste espaço-tempo 5-dimensional Galileano da forma

xµ = (x1, x2, x3, x4, x5) = (x, y, z, t, s) (2.5)
que se transforma por:
x′i = Ri

jx
j + vix4 + ai, x′4 = x4 + a4, x′5 = x5 − viRi

jx
j +

1

2
|v|2 x4 + a5 (2.6)

Estas transformações, sem as translações, podem ser expressas na forma tensorial
como

x′µ = Λµ
νx

ν (2.7)
onde,

Λµ
ν =



R1
1 R1

2 R1
3 −v1 0

R2
1 R2

2 R2
3 −v2 0

R3
1 R3

2 R3
3 −v3 0

0 0 0 1 0

−viRi
1 −viRi

2 −viRi
3

1
2
|v|2 1


. (2.8)

Esta transformação deixa invariante o seguinte produto escalar
xµyµ = x · y − x4y5 − x5y4, µ = 1, . . . 5 (2.9)

e como consequência a distância (x− y)µ (x− y)µ = (x− y)2. Assim, podemos
de�nir a métrica Galileana como sendo:

gµν =


13×3 0 0

0 0 −1

0 −1 0

 . (2.10)

Uma representação apropriada para o penta-momento no espaço G4,1 pode ser
dada por:

pµ = (p1, p2, p3, p4, p5) = (p1, p2, p3,−E,−m). (2.11)
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Ou seja, as varáveis canônicas conjugadas proporcionam uma interpretação física
transparente da dimensão extra do momenta, isto é p5 = −m. Desta forma podemos
de�nir os colchetes de Poisson no espaço-tempo não-relativístico como sendo

{xµ, pν} = gµν (2.12)
onde gµν é o tensor métrico dado por (2.10), a demonstração da expressão (2.12)
pode ser encontrada em [40]. A expressão (2.12) demonstra que a coordenada s é
conjugada a massa m da mesma maneira que t é conjugado a energia E e o momento
pi à coordenada xj.

As transformações (2.6) quando aplicadas às derivadas ∂µ nos dão
∂′µ =

∂xµ′

∂xν
∂ν (2.13)

explicitamente
∂′i = ∂i + vi∂5

∂′4 = ∂4 + vi∂i +
1

2
v2∂5 (2.14)

∂′5 = ∂5. (2.15)
Destas transformações obtemos naturalmente os invariantes ∂µ∂µ e ∂5. Destes invari-
antes podemos escrever as equaçoes de auto-valor:

∂µ∂
µΨ = k2Ψ, (2.16)
∂5Ψ = −imΨ, (2.17)

onde k e m são constantes associadas à massa da partícula. Ou seja, a dependência
da função Ψ(x) com relação a x5 pode ser dada por

Ψ(x) = e−imx
5

ψ(x, t). (2.18)
A coordenada extra pode ser relacionada com a quase invariância da Lagrangiana
para uma partícula livre sob transformações de Galilei, ou a fase da função de onda
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que irá garantir a invariância Galileana da equação de Schrödinger [23, 26]. Por outro
lado, se usamos a realização para o penta-momento pµ

pµ −→ −i∂µ = (−i∇,−i∂4,−i∂5) (2.19)
podemos obter a seguinte relação de dispersão válida no cenário não-relativístico da
covariância Galileana

pµp
µ = −k2 → E =

p2

2m
+

k2

2m
. (2.20)

A constante k2

2m
adicionada ao termo cinético usual não representa qualquer modi�-

cação na medida da energia do sistema tendo em vista que a grandeza medida no
laboratório é a diferença de energia.

Com a construção do espaço-tempo Galileano mostrado acima, pode-se construir
formulação Lagrangiana Galilei covariante e assim a partir das Lagrangianas associ-
adas a cada campo obter, usando o princípio variacional, as equações de movimento
para os campos fundamentais não relativísticos conhecidos, a saber: o campo escalar
complexo de Schrödinger; o campo de Pauli-Dirac para partículas de spin 1/2, o
limite do campo de Proca e os limites elétrico e magnético do campo de Maxwell.
Neste sentido, fazendo uso de (2.18) e substituindo a equação (2.17) em (2.16) pode-se
escrever

i
∂

∂t
Ψ(x) =

(
−∇

2

2m
+

k2

2m

)
Ψ(x). (2.21)

que é obtida a partir da Lagrangiana livre
LEscalar = − 1

2m

(
∂µΨ

∗∂µΨ− k2|Ψ|2
)
. (2.22)

A equação (2.21), a menos do fator constante k2

2m
, representa a equação de Schrödinger

para um campo escalar complexo livre Ψ.

2.1.1 O Eletromagnetismo Galileano
Um estudo detalhado dos limites do campo de Maxwell foi apresentado por Lévy-

Leblond e Le Bellac em [32] onde se mostra que a invariância Galileana nâo é obtida
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apenas pelo limite não relativístico usual para baixas velocidades. Em [34] �ca evi-
dente que este simples limite, apresenta um problema quando analisado do ponto de
vista da teoria de grupos, pois os campos elétrico e magnético não apresentam uma
transformação que satisfaz a lei de composição de grupos, ou seja, duas tranformações
sucessivas destes campos não conduz a uma transformações do mesmo tipo. Assim,
buscando explicar este problema, Lévy-Leblond e Le Bellac propuseram dois limites
para o campo eletromagnético usual: o limite elétrico e o limite magnético. O limite
elétrico corresponde às situações onde o módulo do campo elétrico é muito maior
que o módulo do magnético multilplicado pela velocidade da luz. As equações de
movimentam que são obtidas são dadas por

∇ ·B = 0,

∇ · Ee = ρe,

∇×B = J + ∂tEe,

∇× Ee = 0, (2.23)
onde as constantes fundamentais foram tomadas iguais a unidade e B e Ee são os
campos magnétrico e elétrico deste limite. O limite magnético é obtido na situação
inversa, onde o módulo do magnético multiplicado pela velocidade da luz é muito
maior que o módulo do campo elétrico. As equações obtidas são

∇ ·B = 0,

∇ · Em = ρm,

∇×B = J,

∇× Em = −∂tB, (2.24)
onde Em é o campo elétrico deste limite. Neste contexto, utilizando a construção
5-dimensional mostrada anteriormente, propõe-se em [33] a densidade Lagrangiana

L = −1

4
FµνF

µν + JµA
µ, (2.25)
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onde Fµν = ∂µAν−∂νAµ, sendo que Aµ e Jµ representam respectivamente o potencial
a corrente penta-dimensionais de�nidos como:

Aµ = (A,−φm,−φe), (2.26)
Jµ = (J,−ρm,−ρe) (2.27)

sendo A e J os trivetores potencial e densidade de corrente, φm, φe e ρm, ρe os po-
tenciais escalares e densidade de cargas nos respectivos limites magnético e elétrico.
Sendo que, esses potenciais escalares nâo podem coexistir simultaneamente em situ-
ações físicas reais no formalismo covariante de Galilei. Por exemplo, se quisermos
analizar este modelo no limite magnético, então devemos considerar φe como um
campo auxiliar escolhido como sendo igual a zero nas equações de movimento. As
equações de movimento obtidas a partir da Lagrangiana acima são do tipo

∂µ∂
µAν = −Jν → ∇2Aν = −Jν , (2.28)

onde têm-se usado a condição m = 0.

2.1.2 O Campo de Pauli-Dirac
Partículas não relativísticas de spin 1/2 são descritas pela equação de Pauli-Dirac

Galilei covariante [31], expressa como:
(γµ∂µ + k) Ψ(x) = 0 (2.29)

e obtida, a partir da densidade de Lagrangiana
L =

1

2
Ψγµ∂µΨ− 1

2
(∂µΨ)γµΨ + kΨΨ (2.30)

onde Ψ = Ψ†η, η = i√
2
(γ4 + γ5), e Ψ(x) =

 ψ1(x)

ψ2(x)

 com as funções ψ1(x) e ψ2(x)

possuindo a forma dada por (2.18). As matrizes γµ são 4 - dimensional e obedecem
a seguinte álgebra de Cli�ord:

{γµ, γν} = 2gµν , (2.31)
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tendo uma representação particular dada por:

γi =

 σi 0

0 −σi

 , γ4 =

 0 0

−
√

2 0

 , γ5 =

 0
√

2

0 0

 . (2.32)

Multiplicando a equação (2.29) a esquerda pelo operador (γν∂ν − k) e usando a álge-
bra acima, obtemos:

(
∂µ∂

µ − k2
)
Ψ = 0.

Esta expressão evidencia que cada componente do campo de Pauli-Dirac livre, obedece
a equação de onda não relativística de Schrödinger. Utilizando outra representação,
Lévy-Leblond [30] mostrou que quando um campo de gauge é introduzido nessas
equações, podemos obter a equação de Pauli-Dirac de uma partícula não-relativística
sob a ação de um campo eletromagnético, demonstrando que a razão giromagnética,
g = 2 para partículas de spin 1/2, pode ser também interpretada como uma conse-
quência da relatividade Galileana e não exclusivamente da relatividade especial. Tal
resultado também pode ser reproduzido com a formulação mostrada acima [31]. O
spin do campo de Pauli-Dirac pode ser evidenciado também fazendo uso do terceiro
invariante da teoria, aquele associado ao tensor de Pauli-Lubanski Galilei covariante
dado por:

W5µ =
1

2
ε5µραβp

ρMαβ, (2.33)

onde Mµν = xµpν − xνpµ + 1
2
Σµν and Σµν = − i

2
[γµ, γν ]. O invariante citado é obtido

pelo produto

W5µW
5µ = W5iW

5i = m2 3

4
= m2 1

2

(
1

2
+ 1

)
. (2.34)

Esta contração mostra-nos que a equação de Pauli-Dirac, Galilei covariante, descreve
partículas de spin 1

2
. Aplicações deste campo têm sido feitas a exemplo do acopla-

mento não minimal associado ao oscilador de férmions [16].
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2.1.3 O Campo de Proca Galileano
O limite não relativístico do campo campo vetorial massivo, o campo de Proca,

pode ser obtido de forma análoga ao eletromagnetismo Galileano descrito acima via
a Lagrangiana

L = −1

4
FµνF

µν +
k2

2
AµA

µ, (2.35)

onde naturalmente obtém-se a condição ∂µAµ = 0. Desta Lagrangiana obtemos as
equações de movimento

∂µF
µν + k2Aν = 0, →

(
∂µ∂

µ + k2
)
Aν = 0, (2.36)

que é a equação de Schrödinger para o campo Aµ. Este campo também admite os
dois limites, elétrico e magnético citados anteriormente.

A formulação Lagrangiana deste campo, com suas grandezas conservadas e uma
proposta de construção de uma eletrodinâmica quântica não relativística podem ser
encontradas em [34].

2.2 O Campo DKP Covariante de Galilei

A densidade Lagrangiana que descreve o campo DKP Galileano [29, 33] pode ser
expressa como:

L =
1

2
Ψβµ∂µΨ− 1

2
(∂µΨ)βµΨ + kΨΨ (2.37)

cujas equações de movimento associadas são dadas por

(βµ∂µ + k)Ψ = 0, (∂µΨ)βµ −Ψk = 0 (2.38)

sendo Ψ = Ψ†η e η = (β4+β5)2+1. As cinco matrizes β satisfazem a seguinte relação
algébrica fundamental:

βµβνβρ + βρβνβµ = gµνβρ + gρνβµ (2.39)
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Conforme as transformações Galileanas (2.7) os campos Ψ, Ψ e as matrizes βµ devem
se transformar de acordo com

x′µ = Λµ
νxν (2.40)

Ψ′(x′) = U(Λ)Ψ(x)

Ψ
′
(x′) = Ψ(x)U−1(Λ)

U−1(Λ)βµU(Λ) = Λµ
νβν ,

onde para o caso de transformações in�nitesimais Λµ
ν = gµν+wµν e U = 1+ 1

2
wµνS

µν

com wµν = −wνµ e Sµν = [βµ, βν ]. As equações DKP acima descrevem campos
não relativísticos escalares ou vetoriais. Neste contexto, a equação DKP apresenta a
mesma forma para descrever dois campos distintos representados pelo campo genérico
Ψ. Portanto, a estes dois campos deve-se associar os setores escalar e vetorial de Ψ

que serão descritos por diferentes representações para as matrizes βµ. Neste sentido
conclui-se que as representações (ou suas dimensões) obtidas para as matrizes βµ
dependem do spin do campo em estudo. Assim, torna-se necessária a construção de
operadores de projeção apropriados que realizem a seleção do setor do campo Ψ que
se deseja estudar [29]. Uma representaçãao explícita 15 × 15 para o setor vetorial
da teoria DKP não relativística é mostrada no Apêndice A, e a representação para o
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setor escalar é dada pelas matrizes 6× 6 abaixo:

• β1 =



0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0


, β2 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0


(2.41)

• β3 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0


, β4 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −1

0 0 0 1 0 0


(2.42)

• β5 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0


. (2.43)

A penta-corrente conservada possui a forma:

jµ = ΨβµΨ (2.44)

e sua equação da continuidade

∂µj
µ = ∂k(Ψβ

kΨ) + ∂4(Ψβ
4Ψ) + ∂5(Ψβ

5Ψ) = 0, (2.45)

onde jk ≡ (ΨβkΨ), ρ ≡ (Ψβ4Ψ) e j5 ≡ (Ψβ5Ψ).
Vamos considerar agora, soluções para o setor escalar da equação DKP para uma
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partícula livre. Reescrevendo a primeira das equações (2.38) com o penta-momento:

(βµpµ + k)Ψ(x) = 0 (2.46)

sendo pµ = −i∂µ de�nido como (2.11) e o fator −i tem sido absorvido em k, portanto
obtemos

(βipi − β4E −mβ5 + k)Ψ(x) = 0 (2.47)
(2.48)

para estados estacionários: EΨ(x) = i∂4Ψ(x). Usando a representação explícita das
matrizes β e a seguinte forma para Ψ(x):

Ψ(x) =



ψ1(x)

ψ2(x)

ψ3(x)

ψ4(x)

ψ5(x)

ψ6(x)


(2.49)

temos que 

k 0 0 0 0 px

0 k 0 0 0 py

0 0 k 0 0 pz

0 0 0 k 0 0

0 0 0 0 k −m

px py pz m 0 k





ψ1(x)

ψ2(x)

ψ3(x)

ψ4(x)

ψ5(x)

ψ6(x)


=



0

0

0

Eψ6(x)

0

−Eψ5(x)


(2.50)

Resolvendo (2.50) para ψ6(x), e absorvendo a constante k na energia através da
rede�nição:

E −→ E +
k2

2m
(2.51)
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obtemos a equação de Schrödinger para o campo escalar ψ6(x)

Eψ6(x) =
p2

2m
ψ6(x) (2.52)

sendo

Ψ(x) =



−p1

−p2

−p3

E

m

k


ψ6(x)

k
(2.53)

a solução não normalizada para a equação DKP de uma partícula livre covariante
de Galilei. No Capítulo 4 as soluções (2.53) serão importantes para a formulação da
teoria do operador de campo covariante de Galilei.

Seja o campo DKP interagindo com um campo eletromagnético de�nido no for-
malismo covariante de Galilei. O acoplamento minimal do campo DKP com o campo
eletromagnético Galileano, Dµ = ∂µ − ieAµ, gera o seguinte termo de interação a ser
somado na densidade Lagrangiana DKP (2.37)

LI = eAµΨβ
µΨ. (2.54)

Note que esta é a forma adequada do campo DKP, no sentido de que fornece trans-
formações de gauge locais de forma consistente:

Ψ −→ Ψ′ = eieΛ(x)Ψ. (2.55)
Então, assim como no caso relativístico [15], sob esta transformação local de gauge
a densidade Lagrangiana DKP se torna um invariante de gauge. Levando em conta
o termo de interação dado pela equação (2.54), na densidade Lagrangiana (2.37) as
equações de movimento possuem a forma:

(βµDµ + k)Ψ = 0, (DµΨ)βµ −Ψk = 0. (2.56)
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Vamos discutir agora um suposto termo anômalo sem signi�cado físico, o qual surge
na teoria quando partimos da equação DKP minimamente acoplada. Ao contrairmos
à esquerda a expressão (2.56) com o operador Dαβ

αβν , obtemos

(βαβνβµDαDµ − kβαβνDα)Ψ = 0 (2.57)

usando as propriedades das matrizes βµ na equação acima, é possível obter, após
alguns desenvolvimentos algébricos, a expressão

Dν = βαβνDαΨ +
e

2k
Fαµ(β

µβνβα + βµgνα)Ψ (2.58)

onde Fµν = i
e
[Dµ, Dν ] representa o campo de força eletromagnético Galileano. Então,

contraindo a equação (2.58) à esquerda com o operador Dν , obtemos uma equação
de segunda ordem

DνD
νΨ + k2Ψ− ie

2
FµνS

µνΨ− e

2k
(βµβνβα + βµgνα)Dν(FαµΨ) = 0 (2.59)

onde
Sµν = [βµ, βν ] (2.60)

Portanto, assim como no caso relativístico [15], no formalismo covariante de Galilei
temos um termo anômalo proporcional a e/2k. Podemos provar que este termo anô-
malo não possui signi�cado físico, através do fato que o mesmo desaparece após a
ánalise das componentes físicas do campo na equação DKP.



20

Capítulo 3

Álgebras e Subálgebras.

Neste capítulo iremos desenvolver uma estrutura algébrica onde os operadores de
projeção ocorrem como elementos independentes da base, atuando em cada setor do
campo DKP. A teoria aqui desenvolvida seguirá de perto a construção relativística
apresentada por Fischbach, Nieto e Scott em [27]. Este capítulo segue a seguinte
estrutura: na primeira seção será desenvolvida uma série de propriedades algébricas
para as matrizes βµ, assim como a enumeração de todos os elementos da álgebra numa
forma de tabela. Na segunda e terceira seções será realizada a redução da álgebra
para uma soma direta de subálgebras irredutíveis, as P-álgebra e R-álgebra. Nestas
mesmas seções serão consideradas aplicações físicas associadas à equivalência entre
as correntes conservadas, via formulação em segunda ordem para os campos escalar
e Proca covariantes de Galilei e a corrente DKP.

3.1 Preliminares Algébricas.

As matrizes βµ que aparecem na equação DKP Galileana (2.38) satisfazem a
álgebra DKP (2.39)

βµβνβλ + βλβνβµ = βµgνλ + βλgνµ (3.1)
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com λ = 1, . . . 5 e gνλ é a métrica Galileana. A álgebra gerada através das cinco
matrizes βµ possui três representações irredutíveis, uma das quais é trivial de dimen-
são 1. Das outras duas representações �sicamente interessantes, a primeira consiste
de matrizes seis por seis e a segunda de matrizes quinze por quinze [25], o primeiro
caso descreve partículas de spin-0 e a segunda partículas de spin-1. Como é sabido da
álgebra linear, a dimensão de um espaço vetorial corresponde ao número de elementos
linearmente independentes que gera o espaço. No caso de um espaço vetorial, onde os
elementos do espaço são matrizes, a dimensão corresponde á multiplicação do número
de linhas pelo número de colunas das matrizes que geram o espaço. Portanto, para
escrevermos os 262 elementos independente da álgebra DKP, 1 para o caso trivial, 36

para o setor de spin-0 e 225 para o setor de spin-1, é conveniente introduzir elementos
auxiliares [27]. O primeiro desses elementos é

ηi = 2(βi)2 − 1, η4 = (β4 − β5)2 − 1 i = 1, 2, 3 (3.2)
η5 = (β4 + β5)2 + 1, η6 = η1η2η3η4η5.

Uma representação explícita das matrizes ηµ e dos elementos auxiliares pode ser
encontrada no Apêndice B. As matrizes (3.2) possuem as seguintes propriedades

βiηi = ηiβi (3.3)
β4η4 = −η4β5 (3.4)
β5η5 = η5β4 (3.5)
β4η5 = η5β5 (3.6)
β5η4 = −η4β4 (3.7)
(η2)λ = 1 (3.8)
ηληµ = ηµηλ (3.9)
η6ηλ = ηλη6. (3.10)
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Tais expressões podem ser veri�cadas através da multiplicação diretas das matrizes
nos Apêndices A e B. O outro elemento auxiliar é de�nido como

(ξµ)+ = (βµ)2, (ξµ)− = 1− (βµ)2 (3.11)
o qual possui as seguintes propriedades

(ξλ)− + (ξλ)+ = 1 (3.12)
η6(ξλ)± = (ξλ)±η6 (3.13)

(ξλ)+(ξλ)− = (ξλ)−(ξλ)+ (3.14)
(ξλ)+(ξν)+ = (ξν)+(ξλ)+ (3.15)
(ξλ)−(ξν)− = (ξν)−(ξλ)− (3.16)

Os 262 elementos independentes da álgebra são listados na tabela abaixo:

Elementos: (a) (b) (c) Número deElementos
I I I 1
βµ βµ βµ 5
βµβν βµβν βµβν 25
βµβνβσ βµβνβσ βµβνβσ 25
βµβνβσβρ βµβνβσβρ βµβνβσβρ 25
(βµ)2 ηµ Γµ 5
(βµ)2(βν)2 ηµην ΓµΓν 15
(βµ)2(βν)2(βσ)2 ηµηνησ ΓµΓνΓσ 5
(βµ)2(βν)2(βσ)2(βρ)2 ηµηνησηρ ΓµΓνΓσΓρ 1
(βµ)2βν ηµβν Γµβν 25
(βµ)2βνβσ ηµβνβσ Γµβνβσ 50
(βµ)2βνβσβρ ηµβνβσβρ Γµβνβσβρ 25
(βµ)2(βν)2βσ ηµηνβσ ΓµΓνβσ 25
(βµ)2(βν)2βσβρ ηµηνβσβρ ΓµΓνβσβρ 25
(βµ)2(βν)2(βσ)2βρ ηµηνησβρ ΓµΓνΓσβρ 5

onde Γµ pode ser: (ξµ)− ou (ξµ)+ [27]. Os elementos listados na tabela acima, foram
obtidos realizando diversas operações de multiplicação entre as matrizes βµ. Tal
cálculo é longo e tedioso e não será apresentado aqui.
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3.2 Subálgebra Spin-0: P -álgebra.

A formulação de projetor do campo DKP Galileano para partículas de spin-0 será
apresentada nesta seção. Este operador pode ser construido usando a representação
explícita das matrizes βµ, assim como na formulação da teoria da relatividade do
campo DKP. Para o setor escalar, spin-0, o operador de projeção pode ser escrito
como [29]:

P = −1

2
(β4 + β5)2(β1)2(β2)2(β3)2, (3.17)

onde P 2 = P . Com este operador, podemos construir os operadores

P µ = Pβµ, P µβν = Pgµν (3.18)

Seja agora o operador νP de�nido como
νP = (P ν)† = (Pβν)† = βνP (3.19)

e
βµ(νP ) = gµνP (3.20)

Os 36 elementos da subálgebra spin - 0, chamada P - álgebra, são sinbolizados como:

{P, P µ, µP, (µP )(P ν)} = {P, P µ, µP, µP ν} (3.21)
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os quais são respectivamente , um escalar, um vetor e um tensor de segunda-ordem.
Os operadores da P -álgebra possuem as seguintes propriedades

PP µ = P µ

νPP = νP

P (µP ) = (P µ)P = 0

P (µP ν) = (µP ν)P = 0

(P µ)(P ν) = (νP )(µP ) = 0

(P µ)(νP ) = Pgµν (3.22)
(P µ)(νP λ) = P λgµν

(νP λ)(µP ) = νPgλµ

νP (µP λ) = (µP λ)P ν = 0

(µP ν)(σP λ) = µP λgνσ.

A demonstração das expressões acima pode ser encontrada no Apêndice D. Com o
objetivo de tornar a notação da álgebra mais compacta, podemos estender a ordem
do índice de cinco para seis dimensões. Desta forma, podemos de�nir os elementos
da álgebra como sendo

6P 6 ≡ P, 6P µ ≡ P µ, µP 6 ≡µ P (3.23)

de modo que, a P - álgebra consiste dos elementos
{
(aP b)| a, b = 1, . . . 6

}
= {P, P µ, µP, µP ν} (3.24)

A regra de multiplicação será então:

(aP b)cd = gacgbd (3.25)
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onde

gbc =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 −1 0

0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 0 1


Esta métrica claramente gera o grupo SO(5, 1) [24]. O conjuto (3.24) possui 36

elementos linearmente independentes e formam uma base para a subálgebra spin-0.
A representação explícita da P - álgebra pode ser encontrada no Apêndice C. Uma
notação compacta para a representação matricial dos operadores (3.24) é dada por

(
iP µ

)
= a(i, µ),

(
4P µ

)
= −a(5, µ),

(
5P µ

)
= −a(4, µ) (3.26)

onde {a(i, µ), a(5, µ), a(4, µ) | i = 1, . . . 3 e µ = 1, . . . 5} representa os elementos de
uma matriz seis por seis na P -álgebra, cujos únicos elementos não nulos estão na linha
correspondente ao primeiro índice e na coluna correspondendo ao segundo índice.

Neste momento iremos de�nir o elemento unitário da P -álgebra como sendo:

e = P + gµν(
µP ν) (3.27)

se usarmos a representação explícita do conjunto de operadores (3.24) disposta no
Apêndice C, podemos perceber que o operador unitário (3.27) possui a forma

e =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1


(3.28)
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logo, percebemos claramente o porque da de�nição de (3.27) como elemento unitário
da P -álgebra. Podemos expressar as matrizes βλ sob a forma [27]

βλ = P λ +λ P (3.29)

Para a subálgebra spin-0 o conjunto {aPb|a, b = 1, . . . 6} de�nido por (3.24) e a ex-
pressão (3.29) substituem a relação fundamental (3.1) que de�nem as matrizes βµ e
sua álgebra. Fazendo uso das propriedades de�nidas em (3.22) para a P - álgebra,
podemos realizar uma redução de um produto de matrizes βµ para uma conbinação
linear dos operadores da P -álgebra [12]. A partir das relações (3.29) podemos con-
siderar o seguinte produto de matrizes βµ

(βλ)2n =
2n∏
i=1

βλi (3.30)

usando as propriedades (3.22) da P -álgebra temos que

(βλ)2n = (P λ1)(λ2P )(P λ3) . . . (λ2nP ) + (λ1P )(P λ2)(λ3P ) . . . (P λ2n) (3.31)
(βλ)2n+1 = (βλ)2n(P λ2n+1) + (βλ)2n(λ2n+1P )

Assim, uma série de expressões envolvendo um produto de matrizes βµ pode ser
expressa apenas em termos dos operadores νP e P µ e suas respectivas propriedades.

3.2.1 Aplicações Físicas.
A densidade Lagrangiana para o campo DKP livre possui a forma

L =
1

2
Ψβµ (∂µΨ)− 1

2

(
∂µΨ

)
βµΨ + kΨΨ (3.32)

juntamente com as suas equações de movimento

βµ∂µΨ + kΨ = 0, (∂µΨ)βµ − kΨ = 0 (3.33)
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onde Ψ = Ψ†η5. As consequências da ação dos operadores P e P µ sobre o campo
DKP são como segue:

• PU(Λ)Ψ = PΨ (3.34)
• P µU(Λ)Ψ = P µΨ + ωµ νP

νΨ (3.35)
Sendo

U = 1 +
1

2
ωµνSµν , Sµν =

[
βµ, βν

] (3.36)
onde Sµν é o gerador das transformações in�nitesimais e ωµν seus parâmetros. Logo,
podemos observar que PΨ se transforma como um escalar e P µUΨ como um vetor.

Na P - álgebra a matriz U(Λ) deve satisfazer as seguintes relações
U−1(Λ)(P µ)U(Λ) = Λµ

ν(P
ν) (3.37)

U−1(Λ)(µP )U(Λ) = Λµ
ν(
νP )

entre os elementos da P -álgebra. Para uma transformação in�nitesimal do tipo Λµ
ν =

gµ
ν + ωµ

ν as propriedades (3.37) são satisfeitas por
U(Λ) = 1 + ωµν(

µP ν), U−1(Λ) = 1− ωµν(
µP ν) (3.38)

a demonstração das expressões (3.37) é uma mera aplicação das propriedades dos
operadores da P -álgebra e pode ser encontrada no Apêndice E. De fato, as ex-
pressões (3.38), podem ser consideradas transformações unitárias: U(Λ)U−1(Λ) = 1

e U−1(Λ)U(Λ) = 1. A demonstração é mostrada abaixo
• U(Λ)U−1(Λ) = [1 + ωµν(

µP ν)] [1− ωµν(
µP ν)] (3.39)

= 1 + ωµν [(µP ν)− (µP ν)]

= 1

• U−1(Λ)U(Λ) = [1− ωµν(
µP ν)] [1 + ωµν(

µP ν)]

= 1 + ωµν [(µP ν)− (µP ν)]

= 1,
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onde se desprezou termos da ordem de ω2. Em particular
Ψ′(x′) = [1 + ωµν(

µP ν)] Ψ(x) (3.40)
Ψ
′
(x′) = Ψ(x) [1− ωµν(

µP ν)]

Aplicando os operadores {P, P ν , νP} da P -álgebra para a equação DKP (3.33) temos,
para os campos Ψ e Ψ, as equações

∂µ(P
µ)Ψ = −kPΨ, ∂νPΨ = −k(P ν)Ψ (3.41)

∂µΨ (µP ) = kΨP, ∂νΨP = kΨ(νP ).

As equações (3.41) quando conbinadas resultam
∂µ∂µPΨ− k2PΨ = 0, ∂µ∂µΨP − k2ΨP = 0 (3.42)

que representam, na P -álgebra, equações de Schrödinger expressas no formalismo
covariante de Galilei. Estas equações demonstram que todos os elementos da matriz
coluna PΨ e da matriz linha ΨP são campos escalares, isto é, descrevem partículas
de spin - 0. Se usarmos a representação explicíta (2.49) para Ψ, juntamente com a
representação explícita dos operadores P e P µ mostradas no Apêndice C, podemos
obter as expressões:

PΨ =

 O5×1

ψ6

 , P µΨ =

 O5×1

ψµ

 (3.43)

Usando as expressões (3.41) juntamente com a expressão acima podemos obter a
seguinte relação

ψµ = −1

k
∂µψ6 (3.44)

fazendo
ψ6 =

√
kφ (3.45)

onde φ úm campo escalar, obtemos
ψµ = − 1√

k
∂µφ (3.46)
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tal que, no formalismo covariante de Galilei, a expressão do campo Ψ possui a forma,
sendo k 6= 0

Ψ =

 − 1√
k
∂µφ

√
kφ

 (3.47)
e, consequentemente

PΨ =

 O5×1
√
kφ

 , P µΨ = − 1√
k

 O5×1

∂µφ

 (3.48)

Multiplicando a equação DKP (3.33) pelo operador ∂αβαβν à esquerda podemos
obter algumas relações de vínculo impostas ao campo DKP

∂νΨ = ∂αβ
αβνΨ, ∂νΨ = (∂αΨ)βνβα (3.49)

Usando, respectivamente, a expressão (3.29) para as matrizes β e o elemento unitário
(3.27) da P -álgebra, podemos expressar as equações de vínculo (3.49) em duas formas
diferentes. A primeira forma é

∂νΨ = ∂νPΨ + ∂α(
αP ν)Ψ, ∂νΨ = ∂νΨP + ∂αΨ(νPα) (3.50)

a segunda forma
∂α(

αP ν)Ψ = ∂νgµν(
µP ν)Ψ, ∂αΨ(νPα) = ∂νΨgνµ(

νP µ) (3.51)
Os elementos da P -álgebra (3.24) são um conjunto completo de operadores de pro-
jeção, abaixamento e levantamento. Os elementos da base

{
(aP b)| a, b = 1, . . . 6

}
quando operando sobre um campo Ψ′ projeta para Ψ a a-ésima componente

Ψ′ = (aP b)Ψ, Ψ
′
= Ψ(aP b). (3.52)

Para a < b os elementos aPb projetam para Ψ e Ψ a b-ésima componente e o aumenta
para a a-ésima posição. Da mesma forma os elementos aPb com a > b são operadores
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de abaixamento. Para ter uma observação clara desta propriedade dos elementos da
P -álgebra, seria interessante consultar as representações explícitas destes operadores
no Apêndice C e realizar a mutiplicação direta das matrizes com a expressão (2.49)
para Ψ. Segue abaixo um exemplo desta propriedade

Ψ′(x′) = (1P 2)Ψ(x) =



0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0





ψ1(x)

ψ2(x)

ψ3(x)

ψ4(x)

ψ5(x)

ψ6(x)


=



ψ2(x)

0

0

0

0

0


. (3.53)

A equação de Schrödinger para os campos escalares ψ e ψ∗ pode ser expressa como
∂µ∂µψ − k2ψ = 0, ∂∗µ∂∗µψ

∗ − k2ψ∗ = 0. (3.54)
A corrente será dada por

jKGµ = −
[
ψ∗∂µψ − (∂∗µψ

∗)ψ
]
. (3.55)

Por outro lado, a corrente na teoria DKP possui a forma
jµDKP = ΨβµΨ. (3.56)

Usando a expressão (3.29) para as matrizes βλ na P -álgebra e a expressão (3.41)
temos

jµDKP = Ψ(P µ + µP )Ψ (3.57)
=

1

k
(∂∗µΨP )Ψ− 1

k
Ψ∂µPΨ

= −1

k

[
(ΨP )∂µ(PΨ)− (∂∗µΨP )(PΨ)

]
.

Logo, desde que ΨP e PΨ são soluções da equação (3.42), as duas correntes (3.55) e
(3.57) são idênticas. Estes resultados rea�rmam a equivalência entre da teoria DKP
Galileana e a de segunda ordem. O que de fato deveria ser o esperado, pois ambas as
teorias reproduzem a equação de Schrödinger da mecânica quântica não - relativística.



31

3.3 Subálgebra Spin-1: R -álgebra.

Vamos agora construir os operadores que selecionam o setor vetorial da teoria
DKP covariante de Galilei, isto é, operadores que selecionam o setor de spin-1 do
campo Ψ. Para isto de�nimos

Rµ = (β1)2(β2)2(β3)2
[
βµ(β4 + β5)− gµ4 − gµ5

] (3.58)

e obtemos os operadores dados por [29]

Rµν = Rµβν , Rµν = −Rνµ, Rµνβα = gναRµ − gµαRν . (3.59)

A partir da expressão (3.58) e de�nindo o operador νR como
νR = (Rν)†, βλ(νR) =λν R (3.60)

podemos deduzir as seguintes propriedades

(Rµ)(Rν) = (gµ4 + gµ5)Rν (3.61)
(Rµ)(νR) = gµν(R4 +R5) (3.62)

(Rµ)(Rνλ) = (gµ4 + gµ5)Rνλ (3.63)
(Rµλ)(Rν) = (Rµλ)(Rνσ) = 0 (3.64)
(Rµν)(λR) = (Rµ)(νλR) = 0 (3.65)

(Rµν)(ρσR) = (gρνgµσ − gσνgµσ)(R4 +R5). (3.66)

Os 225 elementos linearmente independente para a subálgebra de spin-1, R - álgebra,
são dadas por: {

µRν , µRνλ, νλRµ, νλRµσ
} (3.67)
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os quais são, respectivamente, tensores: de segunda, terceira e quarta ordem. Segue
abaixo a forma como esses tensores devem ser construidos

µRν = (µR)(Rν) (3.68)
µRνλ = (µRν)βλ = (µR)(Rνλ) (3.69)
νλRµ = βν(λRµ) = (νλR)(Rµ) (3.70)
νλRµσ = βν(λRµ)βσ = (νλR)(Rµσ) (3.71)

As propriedades da R-álgebra são listadas abaixo
(µRν)(σRρ) = −2gνσ(µRρ)

(µRν)(σRρτ ) = −2gνσ(µRρτ )

(λRσ)(ρνRσ) = (σRρλ)(µRν) = 0

(µRν)(ρλRστ ) = (ρλRστ )(µRν) = 0

(µλRγ)(σRρ) = −2gγσ(µλRρ) (3.72)
(νλRµ)(τRρσ) = −2gµτ (νλRρσ)

(µRνλ)(τRρσ) = (νλRµ)(ρσRτ ) = 0

(ρσRτκ)(µRνλ) = (νλRµ)(ρσRτκ) = 0

(µνRρσ)(λτRακ) = −2(gλσgρτ − gστgλρ)(µνRακ)

µRνλ = −µRλν

νλRµ = −λνRµ

νλRµσ = −λνRµσ =λν Rσµ,

e
(µRνλ)βσ =µ Rνgλσ −µ Rλgνσ, βσ(νλRµ) =λ Rµgσν −ν Rµgσλ. (3.73)

Todas as propriedades listadas acima, foram obtidas mediante cálculo direto das
matrizes (Apêndice A) que representam os operadores da R - álgebra. Mais uma vez,
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com o objetivo de tornar a notação da álgebra mais compacta, podemos estender
a ordem do índice de cinco para seis dimensões. Desta forma, podemos de�nir, os
elementos da R - álgebra

6µRν6 ≡µ Rν , 6µRνλ ≡µ Rνλ, νλRµ6 ≡νλ Rµ. (3.74)

E, na forma compacta
{
abRcd | a, b, c, d = 1, . . . 6

}
=

{
µRν , µRνλ, νλRµ, νλRµσ

}
. (3.75)

As regras de multiplicação para os elementos da R-álgebra sintetizadas da forma

(abRcd)(efRgh) = −2abRgh[gcfgda − gcagdf ], (3.76)

cujo elemento unitário é expresso por

ẽ = gµσ
µRσ +

1

2
gµγgσν(

µσRγν). (3.77)

assim como no caso da P -álgebra, se usarmos a representação explicita dos operadores
da R - álgebra, iremos perceber que o elemento unitário (3.77) é uma matriz unitária
quinze por quinze. Multiplicando as expressões (3.77) à direita por βλ, obtemos uma
representação das matrizes βµ na R-álgebra

βλ = gµσ
µRσλ + gµσ

λµRσ (3.78)

Usando as propriedades (3.72) da R-álgebra temos que o produto de matrizes β pode
ser reduzido, usando os elementos independentes da base, sob a forma [27]

(βλ)2n = (µRµλ1)(λ2µRµ) . . . (λ2nµRµ) + (λ1µRµ)(µRµλ2)(µRµλ2n) (3.79)
(βλ)2n+1 = (βλ)2n(µRλ2n+1µ) + (βλ)2n(λ2n+1µRµ)

Logo, uma série de expressões envolvendo um produto de matrizes β pode ser expressa
apenas em termos dos operadores R - álgebra e suas respectivas propriedades.
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3.3.1 Aplicações Físicas.
A equação DKP para spin-1 é dada através da equação (3.33)

βµ∂µΨ + kΨ = 0, (∂µΨ)βµ − kΨ = 0 (3.80)
onde as matrizes β possuem uma representação quinze-dimensional ver Apêndice A.
As equações de vínculo de�nidas em (3.49) na R-álgebra são dadas por

∂νΨ = ∂νgµσ(
µRσ)Ψ− ∂σgµν(νRσ) + ∂σgασgµσ(

αµRσν)Ψ (3.81)
∂νΨ = (∂νΨ)gµσ(

µRσ)− (∂µΨ)gνσ(µR
σ) + (∂σΨ)gνσgµσ(

νµRσα) (3.82)
e

1

2
∂νgµγgσν(

µσRγν)Ψ = ∂σgασgµσ(
αµRσν)Ψ− ∂σgµν(

µRσ)Ψ (3.83)
1

2
(∂νΨ)gµγgσν(

µσRγν) = (∂σΨ)gνσgµσ(
νµRσα)− (∂µΨ)gνσ(

µRσ) (3.84)
A aplicação dos operadores {Rµ, Rµν , µR, µνR} na equação DKP (3.80) proporciona

∂µ(R
νµ)Ψ = −k(Rν)Ψ, ∂λ(Rν)Ψ− ∂ν(Rλ)Ψ = −k(Rνλ)Ψ (3.85)

∂µΨ(µνR) = kΨ(νR), ∂λΨ(νR)− ∂νΨ(λR) = kΨ(λνR)

As equações (3.85) quando conbinadas se tornam
∂λ

[
∂λ(Rν)Ψ− ∂ν(Rλ)Ψ

]
= k2(Rν)Ψ → ∂λU

λν = k2(Rν)Ψ (3.86)
∂λ

[
∂λΨ(νR)− ∂νΨ(λR)

]
= k2Ψ(νR) → ∂λŨ

λν = k2Ψ(νR)

ou
∂λ∂

λ(Rν)Ψ− k2(Rν)Ψ = 0, ∂λ(R
λ)Ψ = 0 (3.87)

∂λ∂
λΨ(νR)− k2Ψ(νR) = 0, ∂λΨ(λR) = 0

As expressões para Uλν e Ũλν representam o tensor de força dos campos vetoriais
massivos RνΨ e νRΨ, os quais obedecem a equação de Proca covariante de Galilei.
A corrente conservada associada ao campo de Proca Galileano é

jµP = −
[
(νR)Uµν − Ũµν(Rν)

] (3.88)
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a correspondente corrente DKP

jµDKP = ΨβµΨ (3.89)

usando as expressões (3.78) para as matrizes β na R-álgebra temos que

jµDKP = Ψ [gνσ
νRσµ + gνσ

µνRσ] Ψ (3.90)
= Ψgνσ(

νR)(Rσµ)Ψ + Ψgνσ(
µνR)(Rσ)Ψ

identi�cando
(Rµν)Ψ = −1

k
Uµν , (Ψ)µνR =

1

k
µνŨ (3.91)

obtemos
jµDKP = −

[
(νR)Uµν − Ũµν(Rν)

] (3.92)
Portanto, as correntes conservadas DKP e Proca são de fato idênticas no formalismo
covariante de Galilei.
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Capítulo 4

O Método de Quantização Canônica

de Sistemas Vinculados.

Como mostrado no Capítulo anterior, as componentes do campo DKP não são
independentes, isto é, apresentam vínculos entre si. Neste cenário, usaremos neste
Capítulo o método da quantização canônica de campos vinculados para quantizarmos
o campo DKP covariante de Galilei. O uso deste método também é justi�cado pelo
fato de o mesmo apresentar ferramentas apropriadas para se selecionar o setor físico
da teoria. A teoria apresentada aqui segue de perto o tratamento exposto em [41, 42].
Em um primeiro instante será apresentada a formulação Lagrangiana e Hamiltoniana
para sistemas singulares. Na segunda seção uma descrição clara e suscinta sobre a
classi�cação de vínculos de primeira e segunda-classe e a de�nição dos colchetes de
Dirac serão apresentadas. Uma vez construido o setor físico da teoria em um nível
clássico, a terceira seção descreverá como realizar a quantização canônica de forma
consistente e a dedução da integral de trajetória para uma teoria com vínculos de
segunda-classe.
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4.1 A Formulação Hamiltoniana para Sistemas Sin-
gulares.

A Hamiltonização de sistemas singulares foi primeiramente proposto por Dirac
[41] e amplamente discutido durante os últimos anos [42]. O tratamento de tais sis-
temas, assim como também de sistemas não-singulares, possui como ponto de partida
a descrição do sistema mecânico a partir da formulação Lagrangiana. O ponto crucial
no nosso trabalho será a divisão da teoria em teorias Lagrangianas singulares e não-
singulares e seu posterior tratamento. Isto torna-se importante devido ao processo de
hamiltonização que deverá ser considerado para a construção do método de quanti-
zação que melhor se aplique a nossa situação. A descrição clássica de uma partícula
seguindo a formulação Lagrangiana tem como origem a ação clássica expressa como

S =

∫
L(q, q̇)dt (4.1)

onde (q, q̇) são denominadas, respectivamente, coordenadas e velocidades generaliza-
das. Aplicando o princípio variacional, as equações de Lagrange surgem sob a forma

δS

δqa
=
∂L

∂qa
− d

dt

(
∂L

∂q̇a

)
= 0, a = 1, ..., n (4.2)

onde n é o número de coordenadas generalizadas. Resolvendo a equação (4.2) obtemos
as acelerações generalizadas [42]

q̈b =

[
∂2L

∂q̇a∂q̇b

]−1 [
∂L

∂qa
− ∂2L

∂q̇a∂qc
q̇c

]
. (4.3)

Através da expressão acima podemos ver que existirá uma solução única para as
equações de Lagrange, expressas sob a forma de um conjunto de coordenadas e ve-
locidades generalizadas, se a matriz

Mab =

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂2L

∂q̇a∂q̇b

∣∣∣∣∣∣∣∣ (4.4)
possuir determinante não-nulo. Esta matriz é denominada Hessiana. O fato de uma
teoria ser singular (não-singular) reside no fato de que o determinante da matriz
Hessiana seja nulo (não-nulo).
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A passagem do formalismo Lagrangiano para o Hamiltoniano é feita a partir da
introdução dos momentos generalizados pa conjugados às coordenadas generalizadas
qa

pa =
∂L

∂q̇a
. (4.5)

A partir desta expressão para o momento canônico, as velocidades podem ser expres-
sas em função de q e p, isto é,

q̇a = va(q, p). (4.6)
Tais velocidades só são expressíveis em termos das coordenadas e dos momentos ge-
neralizados se o determinante da matriz Hessiana for não nulo. Portanto, a nulidade
da matriz Hessiana estabele duas condições importantes: caracteriza o sistema em
singular e impossibilita o tratamento da teoria em termos da formulação Hamiltoniana
usual. Uma maneira de resolvermos essa impossibilidade será estabelecer um sistema
de 3n equações para 3n funções desconhecidas do tempo q, p e v

q̇a = va, ṗa =
∂L

∂qa
, pa =

∂L

∂va
(4.7)

Assim, podemos introduzir a função H∗

H∗ = pav
a − Lv (4.8)

das variáveis (q, p, v), a qual depende apenas das coordenadas e momentos que podem
ser expressos como equações de movimento de Hamilton não nulas. A partir da função
(4.8) podemos obter as seguintes identidades

∂H∗

∂qa
≡ −∂L

v

∂qa
,

∂H∗

∂va
≡ pa −

∂Lv

∂va
,

∂H∗

∂pa
≡ va (4.9)

através dessas identidades podemos escrever as equações (4.7) como
q̇a = {qa , H∗} , ṗa = {pa , H∗} ,

∂H∗

∂va
= 0. (4.10)

Ao sistema de equações (4.7) denominamos de sistema Hamiltoniano estendido. Em
teorias singulares para o qual a matriz Hessiana é singular, seu posto será considerado
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como constante, ou seja
posto

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂2L

∂q̇a∂q̇b

∣∣∣∣∣∣∣∣ = R, n−R = m1 > 0 (4.11)
onde n possui o mesmo signi�cado de�nido anteriormente em1 é o número de vínculos
primários. Desta forma, podemos dividir o grupo de variáveis (q, v, p) em dois grupos

X i = qi, Πi = pi, V i = vi, i = 1 ..., R (4.12)
xα = qR+α, πα = pR+α, λα = vR+α, α = 1, ...,m1 (4.13)

onde o primeiro grupo de equações (4.12) são denominadas expressiveis e o segundo
grupo de não-expressiveis. As velocidades V = V (q, π, λ) são funções de (q, p) e das
velocidades não-expressiveis λ. Substituindo as velocidades V nas equações remanes-
centes, temos

π =
∂Lv

∂λ
,

(
∂H∗

∂λ
= 0

)
(4.14)

e introduzindo as funções
Φ(1)
α =

∂H∗

∂λα
, fα(q,Π) =

∂Lv

∂λα
(4.15)

chegamos nas relações
Φ(1)
α = πα − fα(q,Π) = 0 (4.16)

chamadas de vínculos primários. Desta forma, de acordo com as de�nições acima,
podemos construir a seguinte Hamiltoniana

H(1) = H + λαΦ(1)
α (4.17)

onde a função H coincide com Hamiltoniana de�nida em (4.8). Assim as equações de
movimento de Hamilton adquirem a forma

q̇ =
{
q , H(1)

}
, ṗ =

{
p , H(1)

}
, Φ(1) = 0. (4.18)

Nesse estágio o sistema (4.18) e, portanto, o sistema Hamiltoniano de equações es-
tendidas (4.7) tomam a forma

η̇ =
{
η , H(1)

}
, Φ(1) = 0, H(1) = H(η) + λαΦ(1)

α (η) (4.19)
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sendo η = (q, p) um par de variáveis canonicamente conjugadas. Devemos chamar
(4.19) como sistema Hamiltoniano de equações com vínculos primários.

4.2 Descrição de Vínculos de Primeira e Segunda
Classe.

A presença de vínculos primários entre as equações de movimento no formalismo
Hamiltoniano estabelece que a teoria é singular. A igualdade (4.16) implica que os
vínculos devem ser conservados no tempo, desta forma novos vínculos podem surgir.
Portanto, a condição de conservação dos vínculos primários no tempo, será obtida
calculando a derivada dos vínculos em relação ao tempo, assim

Φ̇(1)
α =

{
Φ(1)
α , H(1)

}
=

{
Φ(1)
α , H

}
+

{
Φ(1)
α , Φ

(1)
β

}
λβ = 0 (4.20)

a qual pode ser reescrita como equações algébricas para encontrar λ como função de
(q, p), ou seja

λβ = −
{

Φ(1)
α , Φ

(1)
β

}−1 {
Φ(1)
α , H

} (4.21)
Consideremos vínculos primários tal que o determinante composto dos colchetes de
Poisson de todos os vínculos primários seja não-nulo;

det
∣∣∣∣∣∣{Φ(1)

α , Φ
(1)
β

}∣∣∣∣∣∣
Φ(1)=0

6= 0 (4.22)

Então, todos os λ podem ser encontrados de uma maneira explícita a partir de
(4.20). Neste caso (4.20) será transformado em um sistema de equações consistindo
de equaçães ordinárias de Hamilton com a Hamiltoniana H(1) dada por

H(1) = H − Φ(1)
α

{
Φ(1)
α , Φ

(1)
β

}−1

αβ

{
Φ

(1)
β , H

} (4.23)

sendo
λα = −

{
Φ(1)
α , Φ

(1)
β

}−1

αβ

{
Φ

(1)
β , H

} (4.24)
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Se a condição (4.20) não for satisfeita, conclui-se que a matriz {
Φ

(1)
α , Φ

(1)
β

} é singular
e possui posto r < m1, o que implica na existência de m1 − r λα's não determinados.
Neste contexto, novos vínculos podem surgir, os quais serão denominados vínculos
de segundo estágio. Devemos nos referir a todos os vínculos determinados desta
maneira, e que diferem dos primários, como secundários, isto é, vínculos secundários
são vínculos de segundo, terceiro,..., estágio. O procedimento de conservação dos
vínculos encerra em um k-ésimo estágio, pois o número de graus de liberdade é �nito.
Assim, podemos classi�car os vínculos da seguinte forma

Φ(i,...,j) = (Φ(i), ...,Φ(j)), 1 ≤ i < j ≤ k (4.25)
Φ(...,j) = Φ(i,...) = Φ(i,...,k), Φ = Φ(1,...) (4.26)

sendo Φ todos os vínculos da teoria. Além disso chamamos a superfície descrita pelas
equações

Φ(i,...,j) = 0 (4.27)
como sendo a superfície de vínculo. Um vínculo é chamado de primeira classe se
o seu colchete de Poisson com qualquer outro vínculo for nulo. Caso contrário o
vínculo é denominado de segunda classe. A presença de vínculos de primeira classe
na teoria signi�ca dizer que, existem funções arbitrárias do tempo entre as equações
de movimento, e nem todas as funções λ podem ser determinadas. Consideremos uma
teoria com vínculos de segunda classe, neste caso a matriz composta do colchetes de
Poisson de todos os vínculos possui determinante não-nulo, ou seja,

det ||{Φ , Φ}||Φ=0 6= 0 (4.28)
assim, a partir da condição de conservação dos vínculos no tempo (4.20), todas as
funções λ podem ser excluidas do sistema de equaçães Hamiltonianas (4.19). De fato,
vamos considerar a condição de conservação de todos os vínculos da teoria (4.27) no
tempo

Φ̇
(1)
l =

{
Φl , H

(1)
}

= {Φl , H}+
{
Φl , Φ(1)

α

}
λα + {Φ} = 0 (4.29)
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os dois primeiros termos são familiares, vide expressão (4.20), a única expressão des-
conhecida vem a ser o termo {Φ}, o qual signi�ca conbinações lineares de vínculos.
Substituindo todas as funções λ nas equações de movimento (4.19) iremos obter um
sistema equivalente de equações de movimento, isto é

η̇ =
{
η , H

(1,2)
k

}
, Φ = 0, (4.30)

sendo
H

(1,2)
k = H − Φl {Φ , Φ}−1

ll′ {Φl′ , H} (4.31)
As equações de movimento (4.30) podem ser escritas como sendo

η̇ = {η , H}D(Φ) , Φ = 0 (4.32)
onde {η , H}D(Φ) é o chamado colchete de Dirac entre η e H. A de�nição geral dos
colchetes de Dirac de duas funções F e G é dada por

{F , G}D(Φ) = {F , G} − {F , Φl} {Φl , Φl′}−1 {Φl′ , G} (4.33)
O colchetes de Dirac é uma generalização dos colchetes de Poisson, sendo mais con-
veniente para uma teoria com vínculos de segunda classe, pois seleciona as variáveis
que realmente possuem dinâmica, eliminando algumas outras do formalismo. Segue
abaixo algumas propriedades dos colchetes de Dirac

• {F , G}D(Φ) = −{G , F}D(Φ) (4.34)
• {F , G + λK}D(Φ) = {F , G}D(Φ) + λ {F , K}D(Φ) , λ = constante

•
{
F, {G , K}D(Φ)

}
D(Φ)

+
{
G, {K , F}D(Φ)

}
D(Φ)

+
{
K, {F , G}D(Φ)

}
D(Φ)

= 0,

onde a primeira propriedade decorre da antissimetria do parêntese de Poisson e a
última é a identidade de Jacobi da mecânica clássica, expressa agora em termos dos
colchetes de Dirac.

A implementação de vínculos de forma consistente na mecânica quântica exige
um certo cuidado, pois as variáveis canônicas se tornam operadores atuando em um
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espaço de Hilbert, e estes operadores possuem relações de comutação não triviais uns
com os outros. Para realizar a quantização canônica numa teoria com vínculos de
segunda-classe, devemos escolher novas variáveis canônicas. Suponha que existam
variáveis canônicas (ω,Ω), tal que um conjunto canônico de vínculos Ω seja equiva-
lente ao conjunto vínculos Φ, e além disso, ω e Ω sejam conjuntos separados de
pares de variáveis canônicas. Nestas novas variáveis a superfície de vínculo é descrita
através da equação Ω = 0. As variáveis ω podem, portanto, ser assumidas como
sendo as coordenadas canônicas sobre a superfície de vínculo, �sicamente essas sâo
as coordenadas que realmente possuem dinâmica na teoria, no sentido de que elas
podem ser descritas por equações de movimento de Hamilton. Nestas novas variáveis
as equações de movimento se tornam

ω̇ = {ω,Hph}D(Ω) (4.35)

a Hamiltoniana Hph recebe o nome de Hamiltoniana física, isto se deve ao fato de
que apenas variáveis consideradas físicas, ou seja variáveis que podem ser expressa
mediante equações de Hamilton, pertecem a função Hph. Nestas novas variáveis os
colchetes de Dirac se tornam iguais aos colchetes de Poisson sob a nova superfície de
vínculo Ω = 0.

Para concluir essa seção, vamos considerar a teoria do campo de Dirac (livre) que
descreve partículas e antipartículas com spin 1/2. A densidade Lagrangiana possui a
forma

L = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ (4.36)
sendo ψ um spinor de Dirac, ψ̄ = ψ†γ0 o seu conjugado e γµ são um conjunto de
matrizes de Dirac satisfazendo a relação fundamental

γµγν + γνγµ = 2gµν

O formalismo Hamiltoniano se inicia com o cálculo dos momentos a partir da densi-
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dade Lagrangiana (4.36)

pψ =
∂L
∂ψ

= iψ̄γ0, pψ̄ =
∂L
∂ψ̄

= 0 (4.37)

os vínculos primários são dados por

Φ
(1)
1 = pψ̄, Φ

(1)
2 = pψ − iψ̄γ0 (4.38)

As densidades Hamiltonianas H e H(1) são dadas por

H = ψ̄(−iγk∂k +m)ψ, H(1) = H + λ1pψ̄ + λ2(pψ − iψ̄γ0) (4.39)

Claramente temos uma teoria com vínculos de segunda classe, assim, todas as funções
λ podem ser encontradas através da condição de conservação dos vínculos no tempo
(4.20). Podemos encontrar o novo conjunto de variáveis canonicamente conjugadas
(ω,Ω) como sendo dado por

ω1 = ψ − ipψ̄γ
0, ω2 = pψ (4.40)

Ω1 = ψ̄ + ipψγ
0, Ω2 = pψ̄ (4.41)

Expressando a Hamiltoniana H em termos das variáveis (ω,Ω) e colocando Ω igual a
zero, podemos obter a Hamiltoniana física

Hph = −iω2γ
0(−iγk∂k +m)ω1 (4.42)

Podemos assumir que pψ e ψ como sendo um par de variáveis canônicas, pois o
colchetes de Poisson entre essa variáveis é igual ao encontrado na literatura [42],
portanto

Hph = −ipψγ0(−iγk∂k +m)ψ = ψ̄(−iγk∂k +m)ψ (4.43)
a qual concorda com o resultado encontrado na literatura para a equação de Dirac.
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4.3 Quantização Canônica e a Mecânica Quântica
Consistente.

Tradicionalmente quantizar uma teoria signi�ca obter uma teoria quântica, por
meio de uma teoria clássica expressa na forma Hamiltoniana, substituindo as var-
iáveis canônicas clássicas por operadores, atuando em um espaço de Hilbert abstrato.
Portanto, iremos descrever de forma breve, o processo de quantização canônica para
sistemas vinculados e a dedução do funcional gerador para uma teoria com vínculos
de segunda-classe, seguiremos de perto a abordagem exposta em [44] .

No formalismo Hamiltoniano as coordenadas generalizadas qj e seu momento
canonicamente conjugado pj, são os observáveis mecânicos fundamentais de uma
partícula ou sistema. Na mecânica quântica essas variáveis canônicas se tornam op-
eradores, denotados por Qj e Pk e são assumidos obedecer a seguinte relação de
comutação

[Qj, Pk] = i~δjk (4.44)
Os operadores Q e P são assumidos ter um conjunto completo de autoestados |q〉 e
|p〉 tal que, com i, j = 1, . . . , n

Qj|q〉 = qj|q〉, Pj|p〉 = pj|p〉 (4.45)
O produto interno dos estados |q〉 e |p〉 são assumidos obedecer

〈q|q′〉 = δn(q − q′), 〈p|p′〉 = δn(p− p′) (4.46)
tal que esses estados sejam ortonormais no sentido contínuo. De�nindo∫

dnp|p〉〈p| = 1,

∫
dnq|q〉〈q| = 1 (4.47)

A similaridade formal da expressão (4.44) com o colchetes de Poisson de dois ob-
serváveis A(p, q) e B(p, q) devem ser substituidos pelos comutadores da mecânica
quântica da seguinte maneira

{A(p, q), B(p, q)} −→ 1

i~
[A(P,Q), B(P,Q)] (4.48)
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Como estamos tratanto de uma teoria vinculada os colchetes de Poisson devem ser
substituidos pelos colchetes de Dirac, portanto para uma teoria com vínculos a regra
de quantização (4.48) toma a forma

{A(p, q), B(p, q)}D(Φ) −→
1

i~
[A(P,Q), B(P,Q)] (4.49)

O operador momento expresso na representação de coordenadas possui a forma:
〈q|Pj|q′〉 = −i~ ∂

∂qj
δn(q − q′) (4.50)

por sua vez, temos o seguinte produto interno
〈q|p〉 =

1

(2π~)n
exp

(
i

~
p.q

)
(4.51)

logo,
〈q|q′〉 =

∫ ∞

−∞
dnp〈q|p〉〈p|q′〉 =

∫ ∞

−∞

dnp

(2π)n
eip.(q−q

′)/~ = δn(q − q′) (4.52)
Na descrição de Heisenberg da mecânica quântica os observáveis são dependentes do
tempo e podem ser expressos como:

OH(t) = eiHt/~OSe
−iHt/~ (4.53)

satisfazendo a seguinte equação:
i~
d

dt
OH(t) = i~

∂

∂t
OH + [OH , H] (4.54)

Na formulação da integral de trajetória da Mecânica Quântica o objeto de maior
interesse é a amplitude de transição. Se o sistema estiver, na descrição de Schrödinger,
em um estado |φ, ta〉 em um instante ta, então a amplitude de transição para o estado
|ψ, tb〉 em um instante tb é de�nido com

Z(ψ, φ) = 〈ψ, tb|φ, ta〉

A amplitude de transição então fornece a probabilidade do sistema transitar entre os
respectivos estados |φ, ta〉 e |ψ, tb〉. Antes da dedução convém fazer algumas obser-
vações. Primeiro, será assumido que o limite de integração usado nas deduções será



47

de ±∞. Segundo, será assumido que o Hamiltoniano não possui dependência tem-
poral explícita. Terceiro, o sistema a ser considerado será de apenas uma partícula
movendo-se em um potencial unidimensional. O primeiro passo na derivação da inte-
gral de trajetória será construir autoestados instantâneos, |q, t〉 e |p, t〉, da descrição
de Heisenberg com operadores Q(t) e P (t). Estes são de�nidos por

|q, t〉 = eiHt/~|q〉, |p, t〉 = eiHt/~|p〉

Estes estados não são estados na descrição de Schrödinger. Contudo, estes estados
são completos, desde que∫ ∞

−∞
dq|q, t〉〈q, t| = eiHt/~

(∫ ∞

−∞
dq|q〉〈q|

)
e−iHt/~ = 1

Os estados |q, t〉 são autoestados do operador Q(t) na descrição de Heisenberg, no
sentido que

Q(t)|q, t〉 = q|q, t〉, P (t)|p, t〉 = p|p, t〉

Estes estados também possuem a importante propriedade que, para |ψ, t〉 um estado
na descrição de Schrödinger, temos que

〈q,−t|ψ, t〉 = 〈q|ψ〉 = ψ(q) 〈p,−t|ψ, t〉 = 〈p|ψ〉 = ψ̄(p)

de forma que podem ser usados para derivar a forma da integral de trajetória para
o elemento de transição entre estados na descrição de Schrödinger. O objeto de
interesse, Z, será de�nido como um produto interno dos autoestados em tempos
diferentes, ou seja

Z(qa, ta, qb, tb) = 〈qb, tb|qa, ta〉

onde será assumido que tb > ta. Conhecer a forma para Z nos permite realizar o
cálculo de uma forma mais geral, desde que o elemento de transição entre estados na
descrição de Schrödinger é dado por

〈ψ,−tb|φ,−ta〉 =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dqadqb〈ψ,−tb|qb, tb〉〈qb, tb|qa, ta〉〈qa, ta|φ,−ta〉

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dqadqbφ

∗(qa)ψ(qa)Z(qa, ta, qb, tb) (4.55)
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sendo que, foi inserido duas relações de completeza na expressão acima. Uma vez que o
estado inicial e o estado �nal do sistema sejam especi�cados por funções normalizadas
φ(q) e ψ(q), o sistema se propaga no tempo de ψ para φ através da função Z. Por
esta razão o elemento de transição pode ser denominado como o propagador, desde
que, ele contém todas as informações com respeito ao desenvolvimento temporal do
sistema.

O intervalo de tempo tb− ta será primeiro particionado em N passos in�nitesimais
de duração ε = (tb − ta)/N , onde o limite N → ∞ está subentendido em tudo o
que segue. Em seguida, N − 1 conjuntos completos de autoestados |q〉 intermediários
serão inseridos no elemento de transição sequencialmente em cada um dos respectivos
tempos tn = ta + nε. Isto fornece

Z(qa, ta, qb, tb) =

∫ ∞

−∞
dq1 . . .

∫ ∞

−∞
dqN−1〈qb, tb|qN−1, tN−1〉 (4.56)

〈qN−1, tN−1| . . . |q1, t1〉〈q1, t1|qa, ta〉

tal que o elemento de transição tenha sido reduzido ao produto de N elementos de
transição, os quais são in�nitesimais no sentido de que sua diferença temporal se
aproxime a zero. Cada um dos elementos de transição pode agora ser analisado.
Desde que, a diferença temporal entre dois estados é ε, então o j-ésimo elemento
possui a forma

〈qj+1, tj+1|qj, tj〉 = 〈qj+1|e−iεH(P,Q)/~|qj〉

Para avançarmos será necessário usar uma convenção adcional. Para calcular o ele-
mento de matriz do Hamiltoniano na exponencial, a mesma deve ser expandida em
uma série de potências. Após a expansão todos os operadores P serão movidos para a
esquerda e todos os operadores Q serão movidos a direita, de forma que obtemos um
ordenamento de coordenadas. Estes resultados mostram que o elemento de transição
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in�nitesimal se torna, para ε ≈ 0

〈qj+1|e−iεH(P,Q)/~|qj〉 =

∫ ∞

−∞
dpj〈qj+1|pj〉〈pj|e−iεH(P,Q)/~|qj〉 (4.57)

=

∫ ∞

−∞
dpje

−iεH(pj , qj)/~〈qj+1|pj〉〈pj|qj〉

Este elemento in�nitesimal pode ser simpli�cado da seguinte forma
〈qj+1|pj〉〈pj|qj〉 =

1

2π~
eipj(qj+1−qj)/~

usando o fato que qj é a coordenada associada com o estado em um tempo tj podemos
fazer a identi�cação formal

lim
ε→0

1

ε
(qj+1 − qj) =

dqj
dt

= q̇j

Usando essa indenti�cação, os elementos de matriz in�nitesimais podem ser expressos
na forma

〈qj+1, tj+1|qj, tj〉 ≈
∫ ∞

−∞

dpj
2π~

exp

[
− i

~
ε (pj q̇j −H(pj, qj))

]
(4.58)

=

∫ ∞

−∞

dpj
2π~

exp

[
1

~
εL(pj, qj)

]
onde

L(pj, qj) = pj q̇j −H(pj, qj)

é a densidade lagrangiana na formulação Hamiltoniana da mecânica clássica. O ele-
mento de transição Z pode �nalmente ser escrito como o produto de N elementos
in�nitesimais

〈qb, tb|qa, ta〉 =

∫ ∞

−∞

dp0

2π~
. . .

dpN−1

2π~
dq1 . . . dqN−1 exp

[
1

~

N−1∑
j=0

εL(pj, qj)

]
onde a identi�cação q0 = qa e qN = qb está implícitas na expressão acima. O argu-
mento da exponencial possui a forma de uma soma de Riemann, permitindo-nos a
identi�cação

lim
ε→0

N−1∑
j=0

εL(pj, qj) =

∫ tb

ta

dtL(pj, qj) = S[p(t), q(t), ta, tb]
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Portanto, a ação clássica tem aparecido no elemento de transição quântico. A medida
da integral de trajetória aparecendo na expressão acima será escrita formalmente
como

lim
N→∞

dp0

2π~
. . .

dpN−1

2π~
dq1 . . . dqN−1 ≡ DpDq

A forma �nal do elemento de transição será dado por
〈qb, tb|qa, ta〉 =

∫ qa

qb

DpDqexp
[
i

~

∫ tb

ta

dtL(p, q)

]
Esta expressão é a forma fundamental para a versão do propagador na integral de
trajetória. Algumas aplicações da integral de trajetória encontradas na literatura não
possuem Dp aparecendo na medida. Isto não é necessariamente incorreto desde que
é possivel integrar todos os pj para uma grande classe de Lagrangianas.

A partir desse momento iremos descrever como introduzir, de forma consistente,
os vínculos na medida da integral de trajetória. A discussão apresentada aqui será
restrita à vínculos da forma f(Q). A técnica geral para implementar os vínculos na
integral de trajetória, é construir operadores de projeção sobre o subespaço físico dos
estados q, ou seja
P q = Nq

∫
dnqδ(qn − r(q1, . . . qn−1))|q〉〈q|, P p = Np

∫
dnp

(2π)n
δ(pn)|p〉〈p| (4.59)

onde Nq e Np são constantes de normalização. Estes operadores de projeção são con-
struidos a partir dos autoestados dos operadores Qj, os quais na forma não vinculada
podem ser escritos como |q1, . . . qn〉 ≡ |q〉. Em termos dos autovalores a equação de
vínculo pode ser escrita como

f(q1, . . . qn) = 0 (4.60)
e será assumido possuir a seguinte raiz

qn = r(q1, . . . qn−1) ≡ r(q⊥) (4.61)
onde, por simplicidade notacional, podemos assumir que os qn podem ser encontrados,
e q⊥ denota a solução no subespaço dos qi que sejam ortogonais à variável vinculada
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qn. Usando os operadores de projeção (4.59) e repetindo os passos para a dedução de
Z, temos que;

Z(qa, ta, qb, tb) = 〈qb, tb|qa, ta〉 =

∫ qa

qb

DvpDvq exp

[
i

~

∫ tb

ta

dtL(p, q)

]
sendo

DvpDvq =
∏
n

δ(pn)δ(qn − r(q1, . . . qn−1))dpndq
n
∏
i

dp∗i dq
∗
i

(2π~)n−i
(4.62)

ou ainda
DvpDvq =

∏
n

δ(pn)δ(Φ
(2))det {Φk,Φk′}

∏
i

dpidqi
(2π~)n−i

(4.63)
onde pa representa todos os momentos da teoria, Φ(2) são vínculos secundários e
det {Φk,Φk′} representa o determinante da matriz dos colchetes de Poisson de todos
os vínculos da teoria. Uma outra dedução da integral de trajetória numa teoria com
vínculos de segunda classe pode ser encontrada em [45, 46].



52

Capítulo 5

Quantização Canônica do Campo

DKP Covariante de Galilei.

No presente capítulo, seguindo de perto a construção apresentada em [41, 42, 43],
realizamos a quantização canônica do setor escalar do campo DKP covariante de
Galilei. Na primeira seção construimos a formulação Hamiltoniana da teoria para
sistemas singulares, obtendo a equação de campo de Schrödinger escrita no formalismo
covariante de Galilei. A quantização será reservada para a segunda seção. Na terceira
seção será obtido o funcional gerador para as funções de Green, mediante a introdução
do sistema vinculado na integral de trajetória.

5.1 Formulação Hamiltoniana.

Seja a densidade Lagrangiana que descreve o campo DKP livre

L =
1

2
Ψβµ (∂µΨ)− 1

2

(
∂µΨ

)
βµΨ + kΨΨ (5.1)

As matrizes βµ satisfazem a relação algébrica fundamental (3.1). Usando a represen-
tação do setor escalar apresentada no capítulo 2, podemos expressar os campos Ψ e
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Ψ por

Ψ = [ψ∗1 ψ∗2 ψ∗3 − ψ∗5 − ψ∗4 − ψ∗6] , Ψ =



ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

ψ5

ψ6


. (5.2)

Neste contexto, podemos também expressar a densidade Lagrangiana (5.1) na forma
de componente (ver Apêndice F):

L =
1

2
[ψ∗µ∂µψ6 − ψ∗6∂µψ

µ − (∂µψ
∗µ)ψ6 + (∂µψ

∗
6)ψ

µ] + k(ψ∗µψµ − ψ∗6ψ6) (5.3)
Introduzindo os momentos canônicos

pi =
∂L

∂ψ̇
i = 0, p4 =

∂L

∂ψ̇
4 = −1

2
ψ∗6, p5 =

∂L

∂ψ̇
5 = 0, p6 =

∂L

∂ψ̇6

=
1

2
ψ∗4 (5.4)

p∗i =
∂L

∂ψ̇
∗i = 0, p∗4 =

∂L

∂ψ̇
∗4 = −1

2
ψ6, p∗5 =

∂L

∂ψ̇
∗5 = 0, p∗6 =

∂L

∂ψ̇
∗
6

=
1

2
ψ4

a partir deste momento, durante todo o texto, os índices latinos percorrem os números
1, 2, 3. Portanto, podemos construir a densidade Hamiltoniana inicial H
H = pµψ̇

µ
+ p∗µψ̇

∗µ
+ p6ψ̇6 + p∗6ψ̇

∗
6 − L (5.5)

=
1

2

[
−ψ∗i∂iψ6 − ψ∗5∂5ψ6 + ψ∗6∂iψ

i + ψ∗6∂5ψ
5 − (∂iψ

∗i)ψ6 − (∂5ψ
∗5)ψ6 +

+ (∂iψ
∗
6)ψ

i + (∂5ψ
∗
6)ψ

5
]
− k(ψ∗µψµ − ψ∗6ψ6)

A partir das Eqs. (5.4) podemos perceber que existem vínculos primários
Φ

(1)
1 = p6 −

1

2
ψ∗4, Φ

(1)
2 = p4 +

1

2
ψ∗6, Φ

(1)
3 = p∗6 −

1

2
ψ4, Φ

(1)
4 = p∗4 +

1

2
ψ6

Φ
(1)
5i = p∗i , Φ

(1)
6i = pi, Φ

(1)
7 = p∗5, Φ

(1)
8 = p5 (5.6)

Os vínculos primários{
Φ

(1)
1 ,Φ

(1)
2 ,Φ

(1)
3 ,Φ

(1)
4 ,Φ

(1)
5i ,Φ

(1)
6i ,Φ

(1)
7 ,Φ

(1)
8

}
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podem ser recombinados, de tal forma que temos o seguinte quadro

Φ
(1)
1 = p6 −

1

2
ψ∗4, Φ

(1)
2 = p4 +

1

2
ψ∗6, Φ

(1)
3 = p∗6 −

1

2
ψ4, Φ

(1)
4 = p∗4 +

1

2
ψ6

Φ
(1)
5 = p∗i + p∗5, Φ

(1)
6 = pi + p5 (5.7)

sendo m1 = 1, . . . 6 o número de vínculos primários e i = 1 . . . 3. Assim podemos
dividir o conjunto de vínculos (5.7) em{

Φ
(1)
1 ,Φ

(1)
2 ,Φ

(1)
3 ,Φ

(1)
4

}
− vínculos de segunda classe (5.8)

e {
Φ

(1)
5 ,Φ

(1)
6

}
− vínculos de primeira classe. (5.9)

A matriz dos colchetes de Poisson para os vínculos primários (5.7) possui a forma

∥∥∥{
Φ(1)
α ,Φ

(1)
β

}∥∥∥ =
1

2



0 0 0 −1 0 0

0 0 1 0 0 0

0 −1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


(5.10)

portanto
det

∥∥∥{
Φ(1)
α ,Φ

(1)
β

}∥∥∥ = 0, posto = 4 = ρ1

a matriz (5.10) é singular, então temos quem1−ρ1 = 6−4 = 2 funções λ permanecem
indeterminadas. Podemos construir a densidade Hamiltoniana H(1) de acordo com o
procedimento padrão [22]

H(1) = H + λαΦ(1)
α (5.11)

=
1

2

[
−ψ∗i∂iψ6 − ψ∗5∂5ψ6 + ψ∗6∂iψ

i + ψ∗6∂5ψ
5 − (∂iψ

∗i)ψ6 − (∂5ψ
∗5)ψ6 +

+ (∂iψ
∗
6)ψ

i + (∂5ψ
∗
6)ψ

5
]
− k(ψ∗µψµ − ψ∗6ψ6) + λαΦ(1)

α
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A densidade Hamiltoniana H(1) difere da densidade Hamiltoniana H por uma de-
pendência explícita das funções λ indeterminadas. Os vínculos primários devem ser
conservados no tempo, ou seja

Φ̇(1)
α =

{
Φ(1)
α ,H(1)

}
=

{
Φ(1)
α ,H

}
+

{
Φ(1)
α ,Φ

(1)
β

}
λβ = 0

o que pode ser observado como uma equação algébrica para encontrar as funções λ
indeterminadas, para o conjunto (5.6), obtemos

• Φ̇
(1)
1 =

{
Φ

(1)
1 ,H

}
+

{
Φ

(1)
1 ,Φ

(1)
β

}
λβ =

{
Φ

(1)
1 ,H

}
+

{
Φ

(1)
1 ,Φ

(1)
4

}
λ4 (5.12)

= λ4 − ∂iψ
∗i − ∂5ψ

∗5 − kψ∗6

• Φ̇
(1)
2 =

{
Φ

(1)
2 ,H

}
+

{
Φ

(1)
2 ,Φ

(1)
β

}
λβ =

{
Φ

(1)
2 ,H

}
+

{
Φ

(1)
2 ,Φ

(1)
3

}
λ3 (5.13)

= λ3 + kψ∗4

• Φ̇
(1)
3 =

{
Φ

(1)
3 ,H

}
+

{
Φ

(1)
3 ,Φ

(1)
β

}
λβ =

{
Φ

(1)
3 ,H

}
+

{
Φ

(1)
3 ,Φ

(1)
2

}
λ2 (5.14)

= −λ2 − ∂iψ
i − ∂5ψ

5 − kψ6

• Φ̇
(1)
4 =

{
Φ

(1)
4 ,H

}
+

{
Φ

(1)
4 ,Φ

(1)
β

}
λβ =

{
Φ

(1)
4 ,H

}
+

{
Φ

(1)
4 ,Φ

(1)
1

}
λ1 (5.15)

= λ1 + kψ4

• Φ̇
(1)
5 =

{
Φ

(1)
5 ,H

}
+

{
Φ

(1)
5 ,Φ

(1)
β

}
λβ =

{
Φ

(1)
5 ,H

} (5.16)
= ∂iψ6 + kψi + ∂5ψ6 + kψ5

• Φ̇
(1)
6 =

{
Φ

(1)
6 ,H

}
+

{
Φ

(1)
6 ,Φ

(1)
β

}
λβ =

{
Φ

(1)
6 ,H

} (5.17)
= ∂iψ

∗
6 + kψ∗i + ∂5ψ

∗
6 + kψ∗5

sendo

λ4 = −∂iψ∗i − ∂5ψ
∗5 − kψ∗6, λ3 = −kψ∗4 (5.18)

λ2 = −∂iψi − ∂5ψ
5 − kψ6, λ1 = −kψ4

as expressões (5.18) surgem como uma consequência da condição de conservação dos
vínculos primários de segunda-classe (5.8). A condição de conservação aplicada ao
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conjunto de vínculos primários de primeira-classe (5.9) proporciona os vínculos se-
cundários

Φ
(2)
1 = ∂iψ6 + kψi + ∂5ψ6 + kψ5, Φ

(2)
2 = ∂iψ

∗
6 + kψ∗i + ∂5ψ

∗
6 + kψ∗5 (5.19)

Logo, temos que
Φ(2)
γ =

{
Φ

(2)
1 ,Φ

(2)
2

}
é um conjunto de vínculos secundários, onde γ = 1, 2. Os vínculos (5.6) e (5.19)
são um conjunto de vínculos de segunda-classe. Realizando um reordenamento de
todos os vínculos encontrados até agora, no sentido de que a matriz correspondente
ao colchetes de Poisson de todos os vínculos possua uma estrutura simples, temos
que;

Φ̃1 = p6 −
1

2
ψ∗4, Φ̃2 = p4 +

1

2
ψ∗6, Φ̃3 = pi + p5, Φ̃4 = p∗i + p∗5

Φ̃5 = ∂iψ
∗
6 + kψ∗i + ∂5ψ

∗
6 + kψ∗5, Φ̃6 = ∂iψ6 + kψi + ∂5ψ6 + kψ5,

Φ̃7 = p∗6 −
1

2
ψ4, Φ̃8 = p∗4 +

1

2
ψ6

Portanto, temos o seguinte conjunto total de vínculos de segunda classe

Φ̃ =
{

Φ̃1, Φ̃2, Φ̃3, Φ̃4, Φ̃5, Φ̃6, Φ̃7, Φ̃8

} (5.20)

A matriz composta do colchetes de Poisson dos vínculos (5.20) possue a forma

•
∥∥∥{

Φ̃k, Φ̃k′

}∥∥∥ =



0 0 0 0 0 −∂i − ∂5 0 −1

0 0 0 0 0 k 1 0

0 0 0 0 0 −k 0 0

0 0 0 0 −k 0 0 0

0 0 0 k 0 0 ∂i + ∂5 −k

∂i + ∂5 −k k 0 0 0 0 0

0 −1 0 0 −∂i − ∂5 0 0 0

1 0 0 0 k 0 0 0
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e sua inversa

•
∥∥∥{

Φ̃k, Φ̃k′

}∥∥∥−1

=



0 0 0 1 0 0 0 1

0 0 0 ∂i+∂5
k

0 0 −1 0

0 0 0 0 0 k−1 1 −∂i+∂5
k

−1 −∂i+∂5
k

0 0 k−1 0 0 0

0 0 0 −k−1 0 0 0 0

0 0 −k−1 0 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0 0 0

−1 0 ∂i+∂5
k

0 0 0 0 0



(5.21)

com
Φ̃k =

{
Φ(1)
α ,Φ(2)

γ

}
, posto

∥∥∥{
Φ̃k, Φ̃k′

}∥∥∥ = 8 (5.22)
Em um conjunto de vínculos de segunda-classe, o número total de vínculos deve
necessariamente ser par. Isto segue a partir do fato que uma matriz antissimétrica
singular possui sempre posto par [42]. Aplicando a condição de conservação para todo
os vínculos no tempo

˙̃Φk =
{

Φ̃k,H(1)
}

=
{

Φ̃k,H
}

+
{

Φ̃k, Φ̃k′

}
λk

′
= 0
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obtemos

λ1 = −
{

Φ̃4, Φ̃1

}−1 {
Φ̃4,H

}
−

{
Φ̃8, Φ̃1

}−1 {
Φ̃8,H

} (5.23)
= −∂iψ6 − kψi − ∂5ψ6 − kψ5 − kψ4

λ2 = −
{

Φ̃4, Φ̃2

}−1 {
Φ̃4,H

}
−

{
Φ̃7, Φ̃2

}−1 {
Φ̃7,H

} (5.24)
= −∂i + ∂5

k
[∂iψ6 + kψi]−

∂i + ∂5

k
[∂5ψ6 + kψ5]−

[
−∂iψi − ∂5ψ

5 − kψ6

]
λ3 = −

{
Φ̃6, Φ̃3

}−1 {
Φ̃6,H

}
−

{
Φ̃7, Φ̃3

}−1 {
Φ̃7,H

}
+ (5.25)

−
{

Φ̃8, Φ̃3

}−1 {
Φ̃8,H

}
= −∂iψi − ∂5ψ

5 − kψ6 + (∂i + ∂5)ψ4

λ4 =
{

Φ̃1, Φ̃4

}−1 {
Φ̃1,H

}
−

{
Φ̃2, Φ̃4

}−1 {
Φ̃2,H

}
−

{
Φ̃5, Φ̃4

}−1 {
Φ̃5,H

} (5.26)
= ∂iψ

∗i + ∂5ψ
∗5 + kψ∗6 + (∂i + ∂5)ψ

∗
4

λ5 = −
{

Φ̃4, Φ̃5

}−1 {
Φ̃4,H

} (5.27)
=

1

k
[−∂iψ6 − kψi − ∂5ψ6 − kψ5]

λ6 = −
{

Φ̃3, Φ̃6

}−1 {
Φ̃3, H

} (5.28)
=

1

k
[∂iψ

∗
6 + kψ∗i + ∂5ψ

∗
6 + kψ∗5]

λ7 = −
{

Φ̃2, Φ̃7

}−1 {
Φ̃2,H

}
−

{
Φ̃3, Φ̃7

}−1 {
Φ̃3,H

} (5.29)
= −∂iψ∗6 − kψ∗i − ∂5ψ

∗
6 − kψ∗5 − kψ4

λ8 = −
{

Φ̃1, Φ̃8

}−1 {
Φ̃1,H

}
−

{
Φ̃3, Φ̃8

}−1 {
Φ̃3,H

} (5.30)
= −∂i + ∂5

k
[∂iψ

∗
6 + kψ∗i ]−

∂i + ∂5

k
[∂5ψ

∗
6 + kψ∗5]−

[
−∂iψ∗i − ∂5ψ

∗5 − kψ∗6
]

Portanto, em uma teoria com vínculos de segunda-classe, todas as funções λ em (5.23)
são proporcionais ao conjunto de vínculos (5.19) mais as funções λ já encontradas em
(5.18) [22]. Substituindo as funções λ determinada diretamente em (5.11) obtemos

H̃(1) = H + Φ̃kλ
k
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a qual representa a Hamiltoniana com todas as funções (5.23), os vínculos (5.6) e
(5.19) presente. As equações de movimento para ψ6 são dadas por

ψ̇6 =
{
ψ6, H̃(1)

}
= −∂iψ6 − kψi − ∂5ψ6 − kψ5 − kψ4 (5.31)

ψ̇
∗
6 =

{
ψ∗6, H̃(1)

}
= −∂iψ∗6 − kψ∗i − ∂5ψ

∗
6 − kψ∗5 − kψ4

logo, temos que

∂µψ6 + kψµ = 0, ∂µψ
∗
6 + kψ∗µ = 0 (5.32)

de forma análoga para ψ4;

ψ̇
4

=
{
ψ4, H̃1

}
= −∂iψi − ∂5ψ

5 − kψ6 (5.33)

então,
∂µψµ + kψ6 = 0 (5.34)

e para ψ∗4;
ψ̇
∗4

=
{
ψ∗4, H̃1

}
= −kψ∗6 − ∂iψ

∗i − ∂5ψ
∗5 (5.35)

da mesma forma,
∂µψ∗µ + kψ∗6 = 0 (5.36)

A partir das Eqs. (5.32), (5.34) e (5.36) obtemos uma equação do tipo Klein-Gordon

∂µ∂µψ6 − k2ψ6 = 0, ∂µ∂µψ
∗
6 − k2ψ∗6 = 0 (5.37)

a qual representa a equação de Schrödinger para os campos escalares ψ6 e ψ∗6, escritas
no formalismo covariante de Galilei em um nível clássico.
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5.2 Quantização.

Segundo a discussão da seção 4.2 devemos encontrar um novo conjunto de variáveis
canônicas ω e um conjunto de vínculos Ω semelhante a Φ̃, uma escolha seria

ω(1) = ψ6, ω(2) = p6, ω
(1)
4 = ψ4, ω

(2)
4 = p4 (5.38)

Ω1 = p6 −
1

2
ψ∗4, Ω2 = p∗4 +

1

2
ψ6, Ω3 = ∂iψ6 + kψi + ∂5ψ6 + kψ5

Ω4 = pi + p5, Ω5 = ∂iψ
∗
6 + kψ∗i + ∂5ψ

∗
6 + kψ∗5, Ω6 = p∗i + p∗5

Ω7 = p4 +
1

2
ψ∗6, Ω8 = p∗6 −

1

2
ψ4

Nas novas variáveis a superfície de vínculos seria descrita através das equações Ωk = 0.
As variáveis ω podem, portanto, serem assumidas como sendo as novas coordenadas
canônicas sobre a superfície de vínculo, as relaçães de comutação a tempos iguais em
termos dos colchetes de Dirac são listadas abaixo.

Colchetes de Dirac da variável canônica ψi, i = 1, 2, 3 com todas as outras variáveis

•
{
ψi, ψj

}
D(Φ̃)

=
{
ψi, ψj

}
−

{
ψi, Φ̃3

}{
Φ̃3, Φ̃3

}−1 {
Φ̃3, ψ

j
}

= 0 (5.39)
•

{
ψi, ψ4

}
D(Φ̃)

=
{
ψi, ψ4

}
−

{
ψi, Φ̃3

}{
Φ̃3, Φ̃2

}−1 {
Φ̃2, ψ

4
}

= 0 (5.40)
•

{
ψi, ψ5

}
D(Φ̃)

=
{
ψi, ψ5

}
−

{
ψi, Φ̃3

}{
Φ̃3, Φ̃3

}−1 {
Φ̃3, ψ

5
}

= 0 (5.41)
•

{
ψi, ψ6

}
D(Φ̃)

=
{
ψi, ψ6

}
−

{
ψi, Φ̃3

}{
Φ̃3, Φ̃1

}−1 {
Φ̃1, ψ6

}
= 0 (5.42)

com todos os momentos

•
{
ψi, pj

}
D(Φ̃)

=
{
ψi, pj

}
−

{
ψi, Φ̃3

}{
Φ̃3, Φ̃6

}−1 {
Φ̃6, pj

} (5.43)
=

{
ψi, pj

}
+ 1 = 0

•
{
ψi, p4

}
D(Φ̃)

=
{
ψi, p4

}
−

{
ψi, Φ̃3

}{
Φ̃3, Φ̃l′

}−1

{Φl′ , p4} = 0 (5.44)
•

{
ψi, p5

}
D(Φ)

=
{
ψi, p5

}
−

{
ψi, Φ̃3

}{
Φ̃3, Φ̃l′

}−1

{Φ6, p5} = 0 (5.45)
•

{
ψi, p6

}
D(Φ̃)

=
{
ψi, p6

}
−

{
ψi, Φ̃3

}{
Φ̃3, Φ̃6

}−1 {
Φ̃6, p6

}
= 0 (5.46)
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colchetes de Dirac de ψ4 com todas as variáveis

•
{
ψ4, ψ4

}
D(Φ̃)

=
{
ψ4, ψ4

}
−

{
ψ4, Φ̃2

}{
Φ̃2, Φ̃3

}−1 {
Φ̃3, ψ

4
}

= 0 (5.47)
•

{
ψ4, ψ5

}
D(Φ̃)

=
{
ψ4, ψ5

}
−

{
ψ4, Φ̃2

}{
Φ̃2, Φ̃6

}−1 {
Φ̃6, ψ

5
}

= 0 (5.48)
•

{
ψ4, ψ6

}
D(Φ̃)

=
{
ψ4, ψ6

}
−

{
ψ4, Φ̃2

}{
Φ̃2, Φ̃1

}−1 {
Φ̃1, ψ6

}
= 0 (5.49)

com todos os momentos

•
{
ψ4, pj

}
D(Φ̃)

=
{
ψ4, pj

}
−

{
ψ4, Φ̃2

}{
Φ̃2, Φ̃6

}−1 {
Φ̃6, pj

}
= 0 (5.50)

•
{
ψ4, p4

}
D(Φ̃)

=
{
ψ4, p4

}
−

{
ψ4, Φ̃2

}{
Φ̃2, Φ̃6

}−1 {
Φ̃6, p4

} (5.51)
=

{
ψ4, p4

}
•

{
ψ4, p5

}
D(Φ̃)

=
{
ψ4, p5

}
−

{
ψ4,Φ2

} {
Φ̃2, Φ̃l′

}−1 {
Φ̃l′ , p5

}
= 0 (5.52)

•
{
ψ4, p6

}
D(Φ̃)

=
{
ψ4, p6

}
−

{
ψ4, Φ̃2

}{
Φ̃2, Φ̃6

}−1 {
Φ̃6, p6

}
= 0 (5.53)

colchetes de Dirac de ψ5 com todas as variáveis

•
{
ψ5, ψ5

}
D(Φ̃)

=
{
ψ5, ψ5

}
−

{
ψ5, Φ̃3

}{
Φ̃3, Φ̃3

}−1 {
Φ̃3, ψ

5
}

= 0 (5.54)
•

{
ψ5, ψ6

}
D(Φ̃)

=
{
ψ5, ψ6

}
−

{
ψ5, Φ̃3

}{
Φ̃3, Φ̃1

}−1 {
Φ̃1, ψ6

}
= 0 (5.55)

com todos os momentos

•
{
ψ5, pj

}
D(Φ̃)

=
{
ψ5, pj

}
−

{
ψ5, Φ̃3

}{
Φ̃3, Φ̃6

}−1 {
Φ̃6, pj

}
= 0 (5.56)

•
{
ψ5, p4

}
D(Φ̃)

=
{
ψ5, p4

}
−

{
ψ5, Φ̃3

}{
Φ̃3, Φ̃6

}−1 {
Φ̃6, p4

}
= 0 (5.57)

•
{
ψ5, p5

}
D(Φ̃)

=
{
ψ5, p5

}
−

{
ψ5, Φ̃6

}{
Φ̃6, Φ̃l

}−1 {
Φ̃l, p5

}
= 0 (5.58)

•
{
ψ5, p6

}
D(Φ̃)

=
{
ψ5, p6

}
−

{
ψ5, Φ̃3

}{
Φ̃3, Φ̃6

}−1 {
Φ̃6, p6

}
= 0 (5.59)

colchetes de Dirac de ψ6 com todas as variáveis

• {ψ6, ψ6}D(Φ̃) = {ψ6, ψ6} −
{
ψ6, Φ̃1

}{
Φ̃1, Φ̃1

}−1 {
Φ̃1, ψ6

}
= 0 (5.60)
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com todos os momentos

• {ψ6, pj}D(Φ̃) = {ψ6, pj} − {ψ6,Φ1}
{

Φ̃1, Φ̃6

}−1 {
Φ̃6, pj

}
= 0 (5.61)

• {ψ6, p4}D(Φ̃) = {ψ6, p4} −
{
ψ6, Φ̃1

}{
Φ̃1, Φ̃6

}−1 {
Φ̃6, p4

}
= 0 (5.62)

• {ψ6, p5}D(Φ̃) = {ψ6, p5} −
{
ψ6, Φ̃1

}{
Φ̃1, Φ̃l

}−1 {
Φ̃l, p5

}
= 0 (5.63)

• {ψ6, p6}D(Φ̃) = {ψ6, p6} −
{
ψ6, Φ̃1

}{
Φ̃1, Φ̃6

}−1 {
Φ̃6, p6

}
= {ψ6, p6} (5.64)

através das expressões acima podemos perceber que os únicos colchetes de Dirac não
nulos são dados por:[

ψ̂6(x, x
5), p̂6(x

′, x′5)
]

= i
{
ψ6(x, x

5), p6(x
′, x′5)

}
D(Ω)

= ieim(x5−x′5)δ(x− x′)[
ψ̂4(x, x

5), p̂5(x
′, x′5)

]
= i

{
ψ4(x, x

5), p5(x
′, x′5)

}
D(Ω)

= ieim(x5−x′5)δ(x− x′)

Ω̂k = 0 (5.65)

Isto con�rma que as únicas variáveis que podem ser consideradas físicas na teoria são
o conjunto ω em (5.38).

5.3 Funcional Gerador para as Funções de Green

Como um primeiro passo para a dedução de uma expressão explícita para a função
de Green covariante de Galilei do campo DKP, devemos escrever as soluções físicas
na forma de operador de campo para uma partícula livre. Tais soluções são dadas
por

Ψ̂(x) =
1

(2π)3/2

∫
d3p

{
â(−)(p)u(−)(p)e−ip.x + b̂(+)(p)u(+)(p)eip.x

} (5.66)
Ψ̂(x) =

1

(2π)3/2

∫
d3p

{
â(+)(p)u(+)(p)eip.x + b̂(−)(p)u(−)(p)e−ip.x

}
sendo que os operadores

â(+)(p) =
[
â(−)(p)

]†
, b̂(−)(p) =

[
b̂(+)(p)

]† (5.67)
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satisfazem as seguintes relações de comutação[
â(−)(p), â(+)(p′)

]
= δ(p− p′),

[
b̂(−)(p), b̂(+)(p′)

]
= δ(p− p′) (5.68)

A equação DKP para uma partícula livre foi dada na expressão (2.46)
(βµpµ + k)u(±)(p) = 0 (5.69)

suas soluções foram calculadas no Capítulo 1, expressão (2.53)

u(+)(p) =

√
2

2k



−p1

−p2

−p3

E

m

k


, u(−)(p) =

√
2

2k



p1

p2

p3

−E

−m

k


(5.70)

sendo que aqui, as apresentamos normalizadas. No Apêndice G demonstramos as
seguintes relações de ortonormalidade(

u(+)(p), u(+)(p)
)

= u(+)(p)u(+)(p) = 1 (5.71)(
u(−)(p), u(−)(p)

)
= u(−)(p)u(−)(p) = −1(

u(−)(p), u(+)(p)
)

=
(
u(+)(p), u(−)(p)

)
= 0.

As equações (5.70) enfatizam que a teoria do campo covariante de Galilei é compatível
com a idéia de partículas com energia E e massa +m, e uma antipartícula, por as-
sim dizer, com energia −E e massa −m [4]. Portanto, podemos denotar u(+)(p) o
operador associado a partícula e u(−)(p) o operador associado a antipartícula. Us-
ando as relações de ortonormalidade (5.71) podemos inverter as expressões (5.66), ver
Apêndice G, e obter

â(−)(p) =
1

(2π)3/2

∫
d3xeip.xu(−)(p)Ψ̂(x) (5.72)

b̂(+)(p) =
1

(2π)3/2

∫
d3xe−ip.xu(+)(p)Ψ̂(x).
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Os operadores de projeção para partículas e antipartículas covariantes de Galilei po-
dem ser de�nidos sob a forma

Λ+ = u(+)(p)u(+)(p), Λ− = u(−)(p)u(−)(p). (5.73)
Projetando os operadores (5.73) sobre os spinores (5.70) e usando as relações de
ortonomalidade (5.71) temos que

Λ+u
(+)(p) = u(+)(p), Λ+u

(−)(p) = 0 (5.74)
Λ−u

(−)(p) = −u(−)(p), Λ−u
(+)(p) = 0.

Com o objetivo futuro de calcular processos de espalhamento, convém especi�carmos
o propagador do campo DKP covariante de Galilei, isto é, sua função de Green. O
propagador não relativístico deve satisfazer a seguinte equação

(βµ∂
µ + k)GDKP (x′ − x) = δ5(x′ − x) (5.75)

onde a função delta de Dirac δ5(x′ − x) pode ser de�nida como [47]
δ5(x′ − x) =

1

l
e−im(x′5−x5)δ(x′ − x)δ(x′4 − x4) (5.76)

bem como sua representação integral
δ5(x′ − x) =

1

(2π)5l

∫
d5pe−ip.(x

′−x) [
2πδ(p4 −m)

]
. (5.77)

Inserindo a transformada de Fourier de GDKP (x′ − x) em (5.75) temos que∫
d5p

(2π)5
(βµ∂

µ + k)eip.(x
′−x)GDKP (p) =

∫
d5p

(2π)5
eip.(x

′−x) = δ5(x′ − x). (5.78)
Portanto, um bom candidato para a função de Green seria

GDKP (p) =
1

iβµp
µ + k

(5.79)
Desta forma, segue das relações acima

GDKP (x′ − x) =
1

(2π)5l

∫
d5pe−ip.(x

′−x)GDKP (p)
[
2πδ(p4 −m)

]
. (5.80)
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Um resultado que concorda com o encontrado na literatura [27].
Neste ponto iremos deduzir o funcional gerador das funções de Green para o campo

DKP covariante de Galilei, porém, convém antes realizar uma discussão a respeito da
superfície de vínculo da teoria. Esta discussão irá ser importante para a de�nição da
medida de integração na integral de trajetória. A abordagem que seguimos é devida
à [42, 43, 44, 45, 46]. A densidade Lagrangiana é independente do subconjunto de
velocidades {ψ̇i, ψ̇∗i , ψ̇5, ψ̇

∗
5}. Logo, segue imediatamente que

pi =
∂L
∂ψ̇

i = 0, p∗i =
∂L
∂ψ̇
∗i = 0 (5.81)

p5 =
∂L
∂ψ̇

5 = 0, p∗5 =
∂L
∂ψ̇
∗5 = 0.

Conforme (5.4), o sistema de equações que determina as velocidades

{ψ̇i, ψ̇
∗
i , ψ̇5, ψ̇

∗
5}

em termos dos {pi, p∗i , p5, p
∗
5, } é indeterminada. Tal caso leva imediatamente a pre-

sença de vínculos secundários na teoria dados pela expressão (5.19). Certamente para
acomodar esses vínculos na medida da integral de trajetória é necessário resolver as
equações clássicas de vínculos, desde que isto determine o subespaço físico da me-
dida da integral de trajetória. Os vínculos secundários (5.19) são funções solúveis dos
{ψi, ψ∗i , ψ5, ψ

∗
5} no sentido que cada um possue uma única raiz para os {ψi, ψ∗i , ψ5, ψ

∗
5}

sendo canonicamente conjugado aos momentos {pi, p∗i , p5, p
∗
5}. Seguindo a trajetória

usual (ver Capítulo 4, seção 4.3) da integral de trajetória em teoria quântica de campo,
podemos de�nir a medida de integração como sendo dada por:

DpbDψb = lim
N→∞

∏
$

δ (p$) δ (p∗$) δ
(
Φ(2)
$

)
δ
(
Φ∗(2)
$

) det{
p$,Φ

(2)
$

} det{
p∗$,Φ

∗(2)
$

}
N−1∏
i

N−1∏
j

dapid
aψj

(2π)n−$
dap∗i d

aψ∗j
(2π)n−$

(5.82)

sendo a = 1, . . . 6 e $ = 1, 2, 3, 5. Então a expressão (5.82) pode ser reescrita sob a
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forma

DpbDψb = lim
N→∞

∏
$

δ (p$) δ (p∗$) δ (∂$ψ6 + kψ$) δ (∂∗$ψ
∗
6 + kψ∗$)

N−1∏
i

N−1∏
j

[
d$pid

$ψj
(2π)n−$

d$p∗i d
$ψ∗j

(2π)n−$

] [
d4pid

4ψj
(2π)n

d4p∗i d
4ψ∗j

(2π)n

] [
d6pid

6ψj
(2π)n

d6p∗i d
6ψ∗j

(2π)n

]
O funcional gerador como

Z
(
J ,J ∗,Jµ,J ∗µ

)
= Z−1

0

∏
a

∏
$

∫
DpaDψaδ(pa)δ (∂$ψ6 + kψ$) δ (∂∗$ψ

∗
6 + kψ∗$)

det {Ωk,Ωk′}1/2 exp

{
i

∫
d5x

(
pµψ̇

µ
+ p∗µψ̇

∗µ
+ p6ψ̇6 +

+ p∗6ψ̇
∗
6 − H̃1 + ψaJ a

)} (5.83)

com pa = (pµ, p6, p
∗
µ, p
∗
6) e ψa = (ψµ, ψ6, ψ

∗
µ, ψ

∗
6) e det {Ωk,Ωk′}1/2 = 1. Integrando

sobre todos os momentos, com Z0 = Z(0, 0, 0, 0), obtemos

Z
(
J ,J ∗,Jµ,J ∗µ

)
= Z−1

0

∏
a

∏
$

∫
Dψaδ (∂$ψ6 + kψ$) δ (∂∗$ψ

∗
6 + kψ∗$)

exp

{
i

∫
d5x

[
ψ∗µ∂µψ6 − ψ∗6∂µψ

µ + k(ψ∗µψµ − ψ∗6ψ6) +

+ ψJ + ψ∗J ∗ + ψµJµ + ψ∗µJ ∗µ
]} (5.84)

Pode-se demonstrar que integrando sobre ψa na Eq. (5.84) e usando as funções δ,
pode-se obter

Z
(
J ,J ∗,Jµ,J ∗µ

)
= exp

{
i

∫
d5xd5x′ [kJ ∗(x)G(x, x′)J (x′) +

− J ∗(x)G(x, x′)∂µJ µ(x′)− J (x)(∂∗µJ ∗µ(x′))G(x, x′) +

− 1

k
J µ(x)∂µG(x, x′)∂νJ ν(x′)− 1

k
J4(x)δ

5(x′ − x)J4(x
′)

]}
sendo

G(x, x′) = (∂µ∂
µ − k2)−1δ5(x′ − x) (5.85)

a função de Green de uma campo escalar ψ6.
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Capítulo 6

Conclusão

Nesta dissertação estudamos a teoria do campo DKP covariante de Galilei. Para
isto iniciamos apresentando a formulação Galilei covariante 5-dimensional proposta
por Takahashi e conhecida como covariância Galileana, seus campos fundamentais
como o campo escalar, o de Pauli-Dirac, o eletromagnético Galileano e o campo
de Proca não relativístico assim como suas Lagrangianas associadas. Seguindo a
formulação via equações linearizadas de onda apresentamos também os elementos
básicos da teoria de Du�n-Kemmer-Petiau Galilei covariante.

Buscando entender a estrutura algébrica das matrizes que compõem a álgebra
DKP, listamos os elementos da sua álgebra através da introdução de elementos auxi-
liares construidos a partir das matrizes DKP. Em seguida desenvolvemos uma série
de propriedades algébricas para as matrizes βµ, assim como a enumeração de todos
os elementos da álgebra numa forma de tabela. Para esta lista foram obtidas 262

elementos independentes da álgebra, o que está de acordo com o esperado uma vez
que este número é igual a soma dos quadrados dos números 1, 6 e 15 que signi�cam
as dimensões das representações irredutíveis das matrizes DKP: matrizes 6×6 associ-
adas ao campo DKP escalar, matrizes 15× 15 associadas ao campo DKP vetorial e a
representação trivial de dimensão 1 sem signi�cado físico. Somado a isto, realizamos
também a divisão da álgebra DKP em P - álgebra (spin - 0) e R - álgebra (spin
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- 1), associadas à selação dos setores escalar e vetorial da teoria respectivamente.
Como aplicações físicas destes resultados mostramos a equivalência entre as correntes
conservadas via formulação em segunda ordem para os campos escalar e Proca co-
variantes de Galilei e as correntes DKP associadas aos setores de de spin zero e 1 da
teoria.

Considerando a estrutura de vínculos da teoria DKP, usamos a formulação Hamil-
toniana para sistemas singulares, conhecida na literatura, efetuamos a quantização
canônica da teoria do campo DKP covariante de Galilei, para partículas de spin-0.
O método de Dirac de quantização foi utilizado como ferramenta para tal. Com isto
percebemos que, das seis componentes do campo DKP, temos apenas duas compo-
nentes que podem ser consideradas físicas. No curso da quantização obtemos uma
equação de Schrödinger expressa no formalismo covariante de Galilei. Com o obje-
tivo futuro de calcular processos de espalhamento, de�nimos a função de Green para
o campo DKP, sendo que uma discussão acerca da superfície de vínculo foi de im-
portância vital para a introdução do sistema vinculado na medida de integração da
integral de trajetória.

Com os resultados obtidos algumas perspectivas futuras deste trabalho podem
ser apontadas: sua aplicação à condensação de Bose-Einstein, a quantização do setor
vetorial do campo DKP Galileano bem como a investigação de processos de espa-
lhamento não relativísticos.
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Apêndice A

Representação das matrizes β para spin-0:

• β1 =



0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0


, β2 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0



• β3 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0


, β4 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −1

0 0 0 1 0 0



• β5 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0





70

Representação das matrizes β para spin-1:

• β1 =



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



• β2 =



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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• β3 =



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



• β4 =



0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
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• β5 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Apêndice B

Representação matricial dos elementos auxiliares ηµ:

• η1 =



1 0 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 0

0 0 −1 0 0 0

0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 1


, η2 =



−1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 −1 0 0 0

0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 1



• η3 =



−1 0 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 1


, η4 =



−1 0 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 0

0 0 −1 0 0 0

0 0 0 0 −1 0

0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 0 1



• η5 =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 −1 0

0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 0 −1


, η6 =



−1 0 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 0

0 0 −1 0 0 0

0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 −1
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Representação matricial dos elementos auxiliares ξ+
µ e ξ−µ :

• ξ+
1 =



1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1


, ξ+

2 =



0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1



• ξ+
3 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1


, ξ+

4 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 0 0



• ξ+
5 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


, ξ−1 =



0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0



• ξ−2 =



1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0


, ξ−3 =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0
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• ξ−4 =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 0 1


, ξ−5 =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1
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Apêndice C

Representação explicita para os 36 elementos da subálgebra de spin 0 (P - álgebra).
Para o operador que seleciona o setor escalar P :

• P =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1


Para os operadores vetorial Pµ e µP :

• P1 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0


, P2 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0



• P3 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0


, P4 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0
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• P5 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0


, 1P =



0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0



• 2P =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


, 3P =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0



• 4P =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −1

0 0 0 0 0 0


, 5P =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


Para o operador tensorial µPν :

• 1P1 =



1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


, 1P2 =



0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
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• 1P3 =



0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


, 1P4 =



0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0



• 1P5 =



0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


, 2P1 =



0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0



• 2P2 =



0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


, 2P3 =



0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0



• 2P4 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


, 2P5 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
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• 3P1 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


, 3P2 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0



• 3P3 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


, 3P4 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0



• 3P5 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


, 4P1 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0



• 4P2 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


, 4P3 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 −1 0 0 0

0 0 0 0 0 0
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• 4P4 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 0 0


, 4P5 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 0



• 5P1 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


, 5P2 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0



• 5P3 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 −1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


, 5P4 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0



• 5P5 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
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Apêndice D

Demonstração das propriedades (3.22) para P - álgebra:

PPµ = PPβµ = P 2βµ = Pβµ = Pµ

(νP )P = (βνP )P = βνP
2 = βνP =ν P

(Pµ)(νP ) = PµβνP = PgµνP = P 2gµν = Pgµν

(Pµ)(νPλ) = Pµ(νP )(Pλ) = PµβνP (Pλ) = PgµνP (Pλ) = P 2gµνPλ

= PgµνPλ = gµνPPλ = gµνPλ

(νPλ)(µP ) = (νP )(Pλ)(µP ) = (νP )Pβλ(µP ) = (νP )PgλµP

= (νP )P 2gλµ = (νP )Pgλµ =ν Pgλµ

(µPν)(σPλ) = (µP )(Pν)(σP )(Pλ) = (µP )(Pβν)(σP )(Pλ)

= (µP )P 2gνσ(Pλ) = (µP )Pgνσ(Pλ) = (µP )(Pλ)gνσ = (µPλ)gνσ
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Apêndice E

• U−1(Λ)(Pσ)U(Λ) = [1− ωµν(µPν)] (Pσ) [1 + ωµν(µPν)]

= (Pσ) [1 + ωµν(µPν)]− ωµν(µPν)(Pσ) [1 + ωµν(µPν)]

= (Pσ) + ωµν(Pσ)(µPν)− ωµν(µPν)(Pσ)− ωµν(µPν)(Pσ)ω
µν(µPν)

= (Pσ) + ωµν [(Pσ)(µPν)− (µPν)(Pσ)]

= (Pσ) + ωµνgσµ(Pν)

= (δσ
ν + ωσ

ν)Pν

Renomeando os índices mudos temos que:

U−1(Λ)(Pµ)U(Λ) = Λµ
ν(Pν)

De forma semelhante

• U−1(Λ)(σP )U(Λ) = [1− ωµν(µPν)] (σP ) [1 + ωµν(µPν)]

= (σP ) [1 + ωµν(µPν)]− ωµν(µPν)(σP ) [1 + ωµν(µPν)]

= (σP ) + ωµν(σP )(µPν)− ωµν(µPν)(σP )− ωµν(µPν)(σP )ωµν(µPν)

= (σP ) + ωµν [(σP )(µPν)− (µPν)(σP )]

= (σP )− ωµνgνσ(µP )

= (δσ
µ − ωσ

µ)µP

Renomeando os índices mudos temos que:

U−1(Λ)(µP )U(Λ) = Λµ
ν(νP )
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Apêndice F

Dedução da densidade Lagrangiana na forma de componente:

• Ψ̄β1∂1Ψ = [−ψ∗1 − ψ∗2 − ψ∗3 ψ∗5 ψ∗4 ψ∗6]



0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0





∂1ψ1

∂1ψ2

∂1ψ3

∂1ψ4

∂1ψ5

∂1ψ6



= [−ψ∗1 − ψ∗2 − ψ∗3 ψ∗5 ψ∗4 ψ∗6]



∂1ψ6

0

0

0

0

∂1ψ1


= −ψ∗1∂1ψ6 + ψ∗6∂1ψ1

• Ψ̄β2∂2Ψ = [−ψ∗1 − ψ∗2 − ψ∗3 ψ∗5 ψ∗4 ψ∗6]



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0





∂2ψ1

∂2ψ2

∂2ψ3

∂2ψ4

∂2ψ5

∂2ψ6



= [−ψ∗1 − ψ∗2 − ψ∗3 ψ∗5 ψ∗4 ψ∗6]



0

∂2ψ6

0

0

0

∂2ψ2


= −ψ∗2∂2ψ6 + ψ∗6∂2ψ2
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• Ψ̄β3∂3Ψ = [−ψ∗1 − ψ∗2 − ψ∗3 ψ∗5 ψ∗4 ψ∗6]



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0





∂3ψ1

∂3ψ2

∂3ψ3

∂3ψ4

∂3ψ5

∂3ψ6



= [−ψ∗1 − ψ∗2 − ψ∗3 ψ∗5 ψ∗4 ψ∗6]



0

0

∂3ψ6

0

0

∂3ψ3


= −ψ∗3∂3ψ6 + ψ∗6∂3ψ3

• Ψ̄β4∂4Ψ = [−ψ∗1 − ψ∗2 − ψ∗3 ψ∗5 ψ∗4 ψ∗6]



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −1 0





∂4ψ1

∂4ψ2

∂4ψ3

∂4ψ4

∂4ψ5

∂4ψ6



= [−ψ∗1 − ψ∗2 − ψ∗3 ψ∗5 ψ∗4 ψ∗6]



0

0

0

∂4ψ6

0

−∂4ψ5


= ψ∗5∂4ψ6 − ψ∗6∂4ψ5

• Ψ̄β5∂5Ψ = [−ψ∗1 − ψ∗2 − ψ∗3 ψ∗5 ψ∗4 ψ∗6]



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 −1 0 0





∂5ψ1

∂5ψ2

∂5ψ3

∂5ψ4

∂5ψ5

∂5ψ6
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= [−ψ∗1 − ψ∗2 − ψ∗3 ψ∗5 ψ∗4 ψ∗6]



0

0

0

0

∂5ψ6

−∂5ψ4


= ψ∗4∂5ψ6 − ψ∗6∂5ψ4

• ∂1Ψ̄β
1Ψ = [−∂1ψ

∗
1 − ∂1ψ

∗
2 − ∂1ψ

∗
3 ∂1ψ

∗
5 ∂1ψ

∗
4 ∂1ψ

∗
6]



0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0





ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

ψ5

ψ6



= [−∂1ψ
∗
1 − ∂1ψ

∗
2 − ∂1ψ

∗
3 ∂1ψ

∗
5 ∂1ψ

∗
4 ∂1ψ

∗
6]



ψ6

0

0

0

0

ψ1


= −(∂1ψ

∗
1)ψ6 + (∂1ψ

∗
6)ψ1

• ∂2Ψ̄β
2Ψ = [−∂2ψ

∗
1 − ∂2ψ

∗
2 − ∂2ψ

∗
3 ∂2ψ

∗
5 ∂2ψ

∗
4 ∂2ψ

∗
6]



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0





ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

ψ5

ψ6



= [−∂2ψ
∗
1 − ∂2ψ

∗
2 − ∂2ψ

∗
3 ∂2ψ

∗
5 ∂2ψ

∗
4 ∂2ψ

∗
6]



0

ψ6

0

0

0

ψ2


= −(∂2ψ

∗
2)ψ6 + (∂2ψ

∗
6)ψ2
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• ∂3Ψ̄β
3Ψ = [−∂3ψ

∗
1 − ∂3ψ

∗
2 − ∂3ψ

∗
3 ∂3ψ

∗
5 ∂3ψ

∗
4 ∂3ψ

∗
6]



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0





ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

ψ5

ψ6



= [−∂3ψ
∗
1 − ∂3ψ

∗
2 − ∂3ψ

∗
3 ∂3ψ

∗
5 ∂3ψ

∗
4 ∂3ψ

∗
6]



0

0

ψ6

0

0

ψ3


= −(∂3ψ

∗
3)ψ6 + (∂3ψ

∗
6)ψ3

• ∂4Ψ̄β
4Ψ = [−∂4ψ

∗
1 − ∂4ψ

∗
2 − ∂4ψ

∗
3 ∂4ψ

∗
5 ∂4ψ

∗
4 ∂4ψ

∗
6]



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −1 0





ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

ψ5

ψ6



= [−∂4ψ
∗
1 − ∂4ψ

∗
2 − ∂4ψ

∗
3 ∂4ψ

∗
5 ∂4ψ

∗
4 ∂4ψ

∗
6]



0

0

0

ψ6

0

−ψ5


= (∂4ψ

∗
5)ψ6 − (∂4ψ

∗
6)ψ5

• ∂5Ψ̄β
5Ψ = [−∂5ψ

∗
1 − ∂5ψ

∗
2 − ∂5ψ

∗
3 ∂5ψ

∗
5 ∂5ψ

∗
4 ∂5ψ

∗
6]



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 −1 0 0





ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

ψ5

ψ6
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= [−∂5ψ
∗
1 − ∂5ψ

∗
2 − ∂5ψ

∗
3 ∂5ψ

∗
5 ∂5ψ

∗
4 ∂5ψ

∗
6]



0

0

0

0

ψ6

−ψ4


= (∂5ψ

∗
4)ψ6 − (∂5ψ

∗
6)ψ4

• Ψ̄Ψ = [−ψ∗1 − ψ∗2 − ψ∗3 ψ∗5 ψ∗4 ψ∗6]



ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

ψ5

ψ6


= −ψ∗1ψ1 − ψ∗2ψ2 − ψ∗3ψ3 + ψ∗5ψ4 +

+ ψ∗4ψ5 + ψ∗6ψ6 = ψ∗µψµ − ψ∗6ψ6

Portanto, a densidade Lagrangiana possui a forma

L =
1

2

[
ψ∗1∂1ψ6 + ψ∗2∂2ψ6 + ψ∗3∂3ψ6 + ψ∗4∂4ψ6 + ψ∗5∂5ψ6

]
− 1

2

[
ψ∗6(∂1ψ

1 + ∂2ψ
2+

+ ∂3ψ
3 + ∂4ψ

4 + ∂5ψ
5)

]
− 1

2

[
(∂1ψ

∗1 + ∂2ψ
∗2 + ∂3ψ

∗3 + ∂4ψ
∗4 + ∂5ψ

∗5)ψ6

]
+

+
1

2

[
(∂1ψ

∗
6)ψ

1 + (∂2ψ
∗
6)ψ

2 + (∂3ψ
∗
6)ψ

3 + (∂4ψ
∗
6)ψ

4 + (∂5ψ
∗
6)ψ

5
]
+ k(ψ∗µψµ − ψ∗6ψ6)

na forma covariante

L =
1

2
[ψ∗µ∂µψ6 − ψ∗6∂µψ

µ − (∂µψ
∗µ)ψ6 + (∂µψ

∗
6)ψ

µ] + k(ψ∗µψµ − ψ∗6ψ6)

Apresentamos uma aproximação matricial para a teoria. A densidade Lagrangiana
é dada por:

L =
1

2
Ψβµ (∂µΨ)− 1

2

(
∂µΨ

)
βµΨ + kΨΨ
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Os momentos são dados por:

• P =
∂L

∂Ψ̇
= −1

2
β4Ψ

• P =
∂L

∂Ψ̇
= −1

2
Ψβ4

A densidade Hamiltoniana é dada por

H = P Ψ̇ + P Ψ̇− L

= P Ψ̇ + P Ψ̇−
{

1

2
Ψβµ (∂µΨ)− 1

2

(
∂µΨ

)
βµΨ + kΨΨ

}
=

1

2

[
−Ψβi(∂iΨ)−Ψβ5(∂5Ψ) + (∂iΨ)βiΨ + (∂5Ψ)β5Ψ

]
− kΨΨ

vínculos primários

Φ(1) = P − 1

2
Ψβ4, Φ∗(1) = P +

1

2
β4Ψ (6.1)

vínculos secundários

Φ(2) = M(βi∂i + β5∂5 + k)Ψ

Φ∗(2) = Ψ(βi∂←i + β5∂←5 − k)N

sendo M = 1 + β4β5 e N = 1 + β5β4. A dedução explícita da expressão para os
vínculos secundários segue abaixo. As matrizes M e N são dadas por

• M = 1 + β4β5 =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1


+



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 −1
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=



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0



• N = 1 + β5β4 =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1


+



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −1



=



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0


Portanto

• Mβ1∂1Ψ =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0





0 0 0 0 0 ∂1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

∂1 0 0 0 0 0





ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

ψ5

ψ6
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=



0 0 0 0 0 ∂1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0





ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

ψ5

ψ6


=



∂1ψ6

0

0

0

0

0



• Mβ2∂2Ψ =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0





0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 ∂2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 ∂2 0 0 0 0





ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

ψ5

ψ6



=



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 ∂2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0





ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

ψ5

ψ6


=



0

∂2ψ6

0

0

0

0



• Mβ3∂3Ψ =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0





0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 ∂3

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 ∂3 0 0 0





ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

ψ5

ψ6
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=



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 ∂3

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0





ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

ψ5

ψ6


=



0

0

∂3ψ6

0

0

0



• Mβ5∂5Ψ =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0





0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 ∂5

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −∂5 0





ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

ψ5

ψ6



=



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 ∂5

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0





ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

ψ5

ψ6


=



0

0

0

∂5ψ6

0

0



• MΨ =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0





ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

ψ5

ψ6


=



ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

0

0
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Logo,
Φ(2) = M(βi∂i + β5∂5 + k)Ψ

=



∂1ψ6

0

0

0

0

0


+



0

∂2ψ6

0

0

0

0


+



0

0

∂3ψ6

0

0

0


+



0

0

0

∂5ψ6

0

0


+ k



ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

0

0



=



∂1ψ6

∂2ψ6

∂3ψ6

∂5ψ6

0

0


+ k



ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

0

0



• ∂1Ψβ
1N = ∂1 [−ψ∗1 − ψ∗2 − ψ∗3 ψ∗5 ψ∗4 ψ∗6]



0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0





1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0



= ∂1 [−ψ∗1 − ψ∗2 − ψ∗3 ψ∗5 ψ∗4 ψ∗6]



1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


= [−∂1ψ

∗
1 0 0 0 0 0]
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• ∂2Ψβ
2N = ∂2 [−ψ∗1 − ψ∗2 − ψ∗3 ψ∗5 ψ∗4 ψ∗6]



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0





1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0



= ∂2 [−ψ∗1 − ψ∗2 − ψ∗3 ψ∗5 ψ∗4 ψ∗6]



0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


= [0 − ∂2ψ

∗
2 0 0 0 0]

• ∂3Ψβ
3N = ∂3 [−ψ∗1 − ψ∗2 − ψ∗3 ψ∗5 ψ∗4 ψ∗6]



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0





1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0



= ∂3 [−ψ∗1 − ψ∗2 − ψ∗3 ψ∗5 ψ∗4 ψ∗6]



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


= [0 0 − ∂3ψ

∗
3 0 0 0]
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• ∂5Ψβ
5N = ∂3 [−ψ∗1 − ψ∗2 − ψ∗3 ψ∗5 ψ∗4 ψ∗6]



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0





1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0



= ∂5 [−ψ∗1 − ψ∗2 − ψ∗3 ψ∗5 ψ∗4 ψ∗6]



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0


= [0 0 0 0 ∂5ψ

∗
6 0]

• ΨN = [−ψ∗1 − ψ∗2 − ψ∗3 ψ∗5 ψ∗4 ψ∗6]



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0


= [−ψ∗1 − ψ∗2 − ψ∗3 0 ψ∗4 0]

Logo,

Φ∗(2) = Ψ(βi∂←i + β5∂←5 − k)N

= [−∂1ψ
∗
1 0 0 0 0 0] + [0 − ∂2ψ

∗
2 0 0 0 0] + [0 0 − ∂3ψ

∗
3 0 0 0] +

+ [0 0 0 0 ∂5ψ
∗
6 0]− k [−ψ∗1 − ψ∗2 − ψ∗3 0 ψ∗4 0]

= [−∂1ψ
∗
1 − ∂2ψ

∗
2 − ∂3ψ

∗
3 0 ∂5ψ

∗
6 0]− k [−ψ∗1 − ψ∗2 − ψ∗3 0 ψ∗4 0]
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Apêndice G

Neste Apêndice iremos demonstrar as relações (5.71) e (5.66) expostas no capítulo
5. Para a relação (5.71) iremos usar frequentemente a relação de disperssão (2.20),
portanto

•
(
u(+)(p), u(+)(p)

)
= u(+)(p)u(+)(p) =

[
u(+)(p)

]†
η5u(+)(p)

=
1√
2k

[
−p1 − p2 − p3 −m − E k

] 1√
2k



−p1

−p2

−p3

E

m

k


=

1

2k2

[
p2

1 + p2
2 + p2

3 − 2mE + k2
]

=
1

2k2

[
pµg

µνpν + k2
]

=
1

2k2

[
pµp

µ + k2
]

=
1

2k2
[2k2] = 1

•
(
u(−)(p), u(−)(p)

)
= u(−)(p)u(−)(p) =

[
u(−)(p)

]†
η5u(−)(p)

= − 1√
2k

[
p1 p2 p3 m E k

] 1√
2k



p1

p2

p3

−E

−m

k


= − 1

2k2

[
p2

1 + p2
2 + p2

3 − 2mE + k2
]

= − 1

2k2

[
pµg

µνpν + k2
]

= − 1

2k2

[
pµp

µ + k2
]

= − 1

2k2
[2k2] = −1
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•
(
u(−)(p), u(+)(p)

)
= u(−)(p)u(+)(p) =

[
u(−)(p)

]†
η5u(+)(p)

=
1√
2k

[
p1 p2 p3 m E k

] 1√
2k



−p1

−p2

−p3

E

m

k


=

1

2k2

[
−p2

1 − p2
2 − p2

3 + 2mE + k2
]

=
1

2k2

[
−pµgµνpν + k2

]
=

1

2k2

[
−pµpµ + k2

]
= 0

•
(
u(+)(p), u(−)(p)

)
= u(+)(p)u(−)(p) =

[
u(+)(p)

]†
η5u(−)(p)

=
1√
2k

[
−p1 − p2 − p3 −m − E k

] 1√
2k



p1

p2

p3

−E

−m

k


=

1

2k2

[
−p2

1 − p2
2 − p2

3 + 2mE + k2
]

=
1

2k2

[
−pµgµνpν + k2

]
=

1

2k2

[
−pµpµ + k2

]
= 0

Segue abaixo a demonstração da expressão (5.66). Seja∫
d3x′eip.x

′
u(−)(p)Ψ̂(x) =

∫
d3x′eip.x

′
u(−)(p)

{∫
d3p

[
â(−)(p)u(−)(p)e−ip.x+

+ b̂(+)(p)u(+)(p)eip.x
]}
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devido as relações de ortonormalidade (5.71), a expressão acima se reduz a∫
d3x′eip.x

′
u(−)(p)Ψ̂(x) =

∫
d3x′eip.x

′
u(−)(p)

{∫
d3pâ(−)(p)u(−)(p)e−ip.x

}
=

∫
d3x′

∫
d3peipi.(x

′
i−xi)â(−)(p)

= (2π)3

∫
d3x′δ(x′i − xi)â

(−)(p)

= (2π)3â(−)(p)

Portanto,
â(−)(p) =

1

(2π)3

∫
d3xeip.xu(−)(p)Ψ̂(x)

de forma similar para b̂(+)(p)∫
d3x′e−ip.x

′
u(+)(p)Ψ̂(x) =

∫
d3x′e−ip.x

′
u(+)(p)

{∫
d3p

[
â(−)(p)u(−)(p)e−ip.x+

+ b̂(+)(p)u(+)(p)eip.x
]}

devido as relações de ortonormalidade (5.71), a expressão acima se reduz a∫
d3x′e−ip.x

′
u(+)(p)Ψ̂(x) =

∫
d3x′e−ip.x

′
u(+)(p)

{∫
d3pb̂(+)(p)u(+)(p)eip.x

}
=

∫
d3x′

∫
d3peipi.(xi−x′

i)b̂(+)(p)

= (2π)3

∫
d3x′δ(xi − x′i)b̂

(+)(p)

= (2π)3b̂(+)(p)

Portanto,
b̂(+)(p) =

1

(2π)3

∫
d3xe−ip.xu(−)(p)Ψ̂(x)
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