UNIVERSIDADE FEDERAL DA BAHIA

INSTITUTO DE FiSICA
Programa de Pé6s-Graduagao em Fisica

Dissertacao de Mestrado

ESTUDO DE SISTEMAS QUANTICOS USANDO O METODO
DO ELEMENTO FINITO: SISTEMAS CONFINADOS E
PROCESSOS DE ESPALHAMENTO

MARCILIO NUNES GUIMARAES

2007






UNIVERSIDADE FEDERAL DA BAHIA

INSTITUTO DE FISICA

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM FISICA

ESTUDO DE SISTEMAS QUANTICOS USANDO O METODO
DO ELEMENTO FINITO: SISTEMAS CONFINADOS E

PROCESSOS DE ESPALHAMENTO

MARCILIO NUNES GUIMARAES

Orientador: Prof. Frederico Vasconcellos Prudente

Dissertagao apresentada ao Instituto de Fisica da Universidade
Federal da Bahia como parte dos requisitos para a obtencao do

titulo de Mestre em Fisica.

Salvador - 2007



ESTUDO DE SISTEMAS QUANTICOS USANDO O METODO DO
ELEMENTO FINITO: SISTEMAS CONFINADOS E PROCESSOS DE

ESPALHAMENTO

Copyright 2007
by

MARCILIO NUNES GUIMARAES



Abstract

The main goal of this dissertation is to develop and implement efficient numerical procedures for
the study of confined quantum systems and quantum scattering processes. We study the confined
hydrogen atom by an infinite spherical potential barrier, the artificial helium atom (or quantum dot
with two electrons) in the presence of a magnetic field, the elastic scattering of a particle by a central
potential and the collinear scattering of an atom by a diatom. The procedures that we utilize are
based on variational formalism for bound states and on R matrix variational formalism for non-
bound states. Both employ the finite element method (FEM) for expanding the wavefunction in a
finite basis set. The FEM is a general nomenclature for a set of procedures which divide the space
into elements and expand the wavefunction in basis functions defined on each of these elements. In
particular, we utilize the p-version of the finite element method (p-FEM) which presents as advantage
the issue of the boundary condition on confined systems can be done straightforward on wavefunction
by removing a local basis function of the expansion. Moreover, it permits the development of an
efficient algorithm to invert matrices, important for the study of scattering processes, that reduces
significantly the computational time in R matrix calculation. We also propose a procedure to optimize
the elements mesh and providing a faster convergence of results that we denominate auto-consistent
quantum mechanical procedure. We evaluate the efficiency of methodologies here employed comparing

our results with several ones previously published at literature.






Resumo

O objetivo central desta dissertacao é desenvolver e implementar computacionalmente pro-
cedimentos numéricos eficientes para o estudo de sistemas quéanticos confinados e de processos de
espalhamento quantico. Estudamos o atomo de hidrogénio confinado por uma barreira potencial
esférica infinita, o &tomo de hélio artificial (ou ponto quantico com dois elétrons) na presenca de um
campo magnético, o espalhamento eldstico de uma particula por um potencial central e o espalhamento
colinear de um atomo por um didtomo. Os procedimentos que utilizamos sao baseados no formalismo
variacional para estados ligados e no formalismo variacional da matriz R para estados nao ligados.
Ambos empregam o método do elemento finito (MEF') para expansao da funcao de onda em termos de
um conjunto finito de funcoes de base. O MEF é uma nomenclatura geral para um conjunto de proce-
dimentos que divide o espaco em elementos e expande a funcao de onda em funcgoes de base definidas
em cada um desses elementos. Em particular, utilizamos a versao-p do método do elemento finito
(p-MEF) que apresenta a vantagem de que a condi¢do de contorno sobre sistemas confinados pode
ser feita diretamente sobre a funcao de onda pela retirada de uma funcao de base da expansao. Além
disso, permite o desenvolvimento de um algoritmo eficiente de inversao de matrizes, importante para o
estudo de processos de espalhamento, que reduz significativamente o tempo computacional no calculo
da matriz R. Também propomos um procedimento para otimizar a malha de elementos e proporcionar
uma convergéncia mais rapida dos resultados que denominamos de procedimento mecanico quantico
auto-consistente. Avaliamos a eficiéncia das metodologias utilizadas comparando nossos resultados

com diversos outros previamente publicados na literatura.
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Introducao

O objetivo geral da fisica atomica e molecular é obter uma compreensao dos fenémenos
que envolvem atomos e moléculas na fase gasosa. Atualmente, a teoria fisica que fornece a melhor
aproximacao para esses fenomenos é a mecanica quantica [60, 69]. A teoria ondulatéria da mecanica
quantica nos diz, entre outras coisas, que o movimento de particulas microscépicas como elétrons e
prétons esta associado a uma funcao que é obtida de uma equagao de ondas conhecida como equacao
de Schrédinger. Podemos, a partir do conhecimento dessas fungoes de onda, obter uma descrigao
detalhada da estrutura de véarios sistemas fisicos, fazendo, por exemplo, previsdes para os valores da
energia total de um atomo ou molécula ou para o valor da secao de choque total em um processo de

colis@o entre particulas.

Em particular, os estudos concentram-se em dois tipos de problemas fisicos: (i) a deter-
minagao do espectro de energia para estados ligados e (i) a determinacdo das probabilidades de
transicao e da secao de choque de colisdao para estados nao ligados. Uma das motivagoes para deter-
minacao do espectro de energia para estados ligados de 4tomos e moléculas esta associada a possibili-
dade de interpretacao dos dados espectroscépicos experimentais para esses sistemas, além de auxiliar
na compreensao de varios fendmenos fisicos e quimicos. Também, o avango em nanociéncias e nano-
tecnologia tem possibilitado a construcao de dispositivos ou a reducao de objetos até uma escala de
dezena de nanoémetros; esses dispositivos e objetos nanométricos apresentam novas e incomuns pro-
priedades fisico-quimicas que certamente nao poderao ser totalmente explicadas sem uma abordagem

mecanico-quantica. Por sua vez, a determinacgao das probabilidades de transicao é fundamental para



o entendimento de um enorme conjunto de fenémenos fisico-quimicos que englobam desde a quimica
atmosférica e o processo de combustao quimica até fenomenos de interesse astrofisico; também a de-
terminacao da secao de choque de colisao, quando comparada com a observada experimentalmente,

permite a deducao de informacoes relativas a interacao entre as particulas.

O estudo tedrico para determinacao de propriedades de sistemas quanticos consiste basi-
camente em resolver a equacao de Schrodinger dependente ou independente do tempo. Porém, um
grande problema defrontado pelos cientistas que usam a teoria quantica em seus estudos é o de resolver
essa equacao na maioria dos sistemas fisicos de interesse. Por isso, a fisica atomica e molecular tedrica
tem como objetivo fundamental desenvolver modelos tedricos e métodos numéricos/computacionais
eficientes para a descrigao da dinamica desses sistemas fisicos [19, 101]. Normalmente, a primeira das
aproximagoes utilizadas baseia-se no modelo adiabdtico para uma molécula; esse modelo permite a
separagao dos movimentos eletronico e nuclear originando o conceito de superficie de energia potencial
(SEP). Desta forma, o estudo de sistemas moleculares divide-se normalmente em duas sub-dreas: (7)
a estrutura eletronica que estuda o movimento dos elétrons mantendo as posicées dos ntcleos fixas e
(7i) a dindmica nuclear que estuda o movimento vibracional e rotacional dos nucleos governado pela

SEP obtida do problema eletronico.

O objetivo central desta dissertacao é desenvolver e implementar computacionalmente um
procedimento numérico eficiente tanto para o estudo de sistemas quanticos confinados como para o
estudo da dinamica nuclear em processos de espalhamento quantico. Essas duas classes de sistemas
possuem diferencas fundamentais em sua formulacao teérica. Por exemplo, nos sistemas confinados a
funcao de onda que rege o movimento das particulas estd fortemente restrita em uma regiao do espago e
essencialmente busca-se determinar as autofungdes estacionarias e os autovalores de energia do sistema
que, neste caso, assumem valores discretos. Por outro lado, em um processo de espalhamento a fungao
de onda estd livre para se propagar em toda a regiao do espaco de configuragoes e a energia assume
valores continuos nao sendo mais uma incégnita, e sim um dado de entrada. Neste caso deseja-se obter

os elementos da matriz S de espalhamento que sao relacionados com as quantidades fisicas assintoticas



como secao de choque de espalhamento e probabilidades de transicao.

Os sistemas confinados tratados nesta dissertacao s@o vistos no capitulo 1. Um deles é
0 atomo de hidrogénio confinado espacialmente por uma barreira potencial esférica infinita. Este
sistema é usado como um modelo para o d&tomo de hidrogénio sob pressao e é bastante estudado na
literatura por ser um dos poucos exemplos de sistemas quénticos confinados que pode ser resolvido
analiticamente, permitindo, assim, uma comparacao dos resultados numéricos com os valores exatos.
O outro sistema estudado é um ponto quantico vertical com dois elétrons — também conhecido como
atomo de hélio artificial — na presenca de um campo magnético externo. Este sistema também
tem atraido bastante atencao de pesquisadores devido as suas promissoras aplicagoes tecnoldgicas
e por ser um sistema relativamente simples. Ambos os sistemas sdo estudados usando o formalismo
variacional para estados ligados que conduz a um problema de autovalor-autovetor generalizado, e tem
sido utilizado extensivamente em problemas de determinacao de estados ligados de sistemas fisicos por

causa da sua acuracia e flexibilidade para implementacao computacional.

No capitulo 2 tratamos dos problemas de espalhamento quéntico, estudando também dois
processos fisicos. O primeiro deles é o espalhamento eldstico de uma particula por um potencial do
tipo central que representa um dos processos de colisao mais simples e que também tem sido bastante
empregado na literatura para testar novas metodologias. Em seguida estudamos o espalhamento
colinear de um atomo por um didtomo. Estes processos tém atraido muita atencao, pois, além de
serem importantes para o entendimento de mecanismos de varios processos fisico-quimicos, eles tém
uma dinamica interessante devido a ocorréncia de vérios efeitos quanticos. Também empregamos um
método independente do tempo baseado no formalismo variacional para estudé-los. Para problemas de
espalhamento, os métodos variacionais sao baseados no principio de estacionaridade para quantidades
fisicas de espalhamento como, por exemplo, a fungdo de onda ou a matriz S de espalhamento. Em
particular, empregamos o formalismo variacional para obten¢do da matriz R e a relacionamos com a
matriz S. A implementacao também é realizada com o uso de coordenadas hiperesféricas que tém,

como veremos no capitulo 2, a vantagem de descrever todos os canais de espalhamento igualmente.



O método numérico utilizado em conjunto com o formalismo variacional é abordado no
capitulo 3. Nés utilizamos o método do elemento finito (MEF) para a expansao da funcao de onda
em termos de um conjunto finito de funcoes de base. O MEF é uma nomenclatura geral para um
conjunto de procedimentos que consiste em dividir o espaco em elementos e expandir a funcao de
onda em fungoes de base definidas em cada um desses elementos. Em particular, empregamos a
versao-p do método do elemento finito (p-MEF) pois apresenta as seguintes vantagens: a condic¢ao de
contorno sobre sistemas confinados pode ser imposta facilmente sobre a fungéao de onda do sistema
pela retirada de uma funcao de base da expansao; e permite o desenvolvimento de um algoritmo
eficiente de inversao de matrizes, importante para o estudo de processos de espalhamento, o que
reduz significativamente o tempo computacional no calculo da matriz R. Também propomos um
novo procedimento conhecido como procedimento mecanico quantico auto-consistente para otimizar a
malha de elementos proporcionando uma convergéncia mais rapida dos resultados.

No capitulo 4 analisamos a eficiéncia do método utilizado comparando nossos resultados
com diversos outros previamente publicados na literatura. Nossa énfase é dada ao cédlculo dos niveis
de energia para os sistemas confinados, mas apresentamos também alguns outros resultados como
polarizabilidade e pressao efetiva para o atomo de hidrogénio confinado. Por sua vez, no caso dos
processos de espalhamento damos énfase aos calculos do deslocamento de fase para o espalhamento
de uma particula por uma potencial central, e as probabilidades de transicao para o espalhamento
colinear atomo-didtomo. Por fim, no capitulo 5 fazemos as conclusoes do trabalho e falamos sobre as

perspectivas de extensao dos estudos com aplicagoes da presente metodologia.



Capitulo 1

Sistemas Quanticos Confinados

1.1 Introducao

Na fisica atomica e molecular, o confinamento nao pode ser considerado como um problema
recente, contudo o interesse por sistemas quanticos confinados tem aumentado consideravelmente ao
longo dos ultimos anos (veja [18, 24, 42, 13]). Realmente, muitos fenémenos fisico-quimicos podem
ocorrer em ambientes que sao considerados cavidades como, por exemplo, a existéncia de dtomos e
moléculas sob alta pressao ou de impurezas em solidos, reagoes quimicas em peneiras moleculares
de zedlitos ou em fulerenos, etc. Além disso, a chegada de modernas técnicas experimentais possi-
bilitaram a fabricacao de nanoestruturas semicondutoras, como pocos quanticos e pontos quanticos
[40], fornecendo motivacao adicional para o estudo de sistemas quanticos confinados. O confinamento
espacial é responsavel por modificar as propriedades fisico-quimicas do objeto em relacao ao sistema
livre devido a interacao entre as propriedades mecanico quanticas da “gaiola” confinante e aquelas do
objeto enclausurado; essas modificagbes tornam-se mais significantes se o tamanho efetivo do objeto
é da mesma magnitude que o tamanho da cavidade.

Frequentemente, uma solugéo exata ou aproximada é bastante til para o entendimento de
algumas propriedades de um sistema confinado. Nesta dire¢ao sao propostas varias maneiras de impor

o confinamento espacial em sistemas quanticos [42, 20]; sdo exemplos, a introdugao de um potencial



modelo que simule o confinamento, a substituicao do potencial fisico por um potencial modelo, a
imposicao de condi¢oes de contorno sobre a funcao de onda nas bordas de confinamento, entre outros.
A escolha de uma dessas maneiras, assim como a forma do potencial modelo, dependera fortemente da
natureza do confinamento que pode ser de dois tipos. Um tipo é o confinamento por uma barreira de
potencial repulsiva, que pode ser penetravél ou aproximadamente impenetravel; isso é encontrado, por
exemplo, para dtomos sob extrema pressao ou inseridos em cavidas (como em zedlitos, ou impurezas
em sélidos). Outro tipo é o confinamento por um invélucro atrativo, que é sempre penetravel; isso é
encontrado, por exemplo, para atomos em fulerenos.

Um dos primeiros exemplos de sistema quantico confinado, pertencente a uma pequena classe
de problemas em fisica atomica que pode ser resolvido exatamente, é o 4&tomo de hidrogénio limitado
por uma barreira potencial esférica infinita [3]. Este modelo de dtomo comprimido foi introduzido
em 1937, quando Michels et al. [61] propuseram simular o efeito da pressao em um &dtomo. Este
trabalho foi seguido pelo de Sommerfeld e Welker [93] que realizaram célculos do estado fundamental
e reconheceram a importancia deste modelo em astrofisica. Além disso, diversos artigos tém estudado
este sistema nos dltimos anos, incluindo o uso no entendimento do interior de planetas gigantes [34, 35]
e de atomos embebidos em meio neutro (exemplo, plasma neutro ou hélio liquido; veja as referéncias
[95, 84]).

Note que para uma gaiola esférica repulsiva a posi¢ao natural de uma atomo é no centro, mas
para potenciais atrativos, esta ndo é uma situagao geral. Contudo, mesmo se o atomo estd fora do
centro, é razoavel primeiro resolver o problema com simetria esférica, e entao desenvolver expansoes
que representam o efeito do deslocamento do 4tomo para alguma outra posicdo. Analogamente, a
superficie de confinamento nao precisa ser esférica, contudo, é razoavel comecar com uma esfera, e
entao considerar como o sistema é modificado pela distorcao da superficie confinante.

Uma outra situagdo muito similar ao confinamento de dtomos é a quantizagao da energia
de elétrons confinando-os em um ponto quantico (cristal semicondutor com um diametro de alguns

nanometros). De fato, o hamiltoniano de um ponto quantico é essencialmente o mesmo que o do



atomo confinado, exceto que o confinamento é habitualmente modelado pelo enclausuramento do
sistema por um potencial harmoénico, sendo aparentemente uma aproximagao um tanto boa para
raios grandes. Como pontos quanticos sao similares a atomos, eles sao frequentemente referidos como
atomos artificiais ou atomos de ponto quantico. Comparacoes tém sido feitas, por exemplo, entre as
propriedades do ponto quantico com dois elétrons, o &tomo de hélio e o ion negativo de hidrogénio,

confinados por um potencial harménico [86].

O que atrai a atencao aos pontos quanticos é a possibilidade de controlar suas formas, suas
dimensoes, suas estruturas de niveis de energia e o nimero de elétrons confinados. Ja que pon-
tos quanticos absorvem e emitem luz em uma faixa espectral muito estreita, que é controlada, por
exemplo, por uma campo magnético externo, eles podem ter aplicacoes na construcao de lasers semi-
condutores controldveis mais eficientes e precisos. Também ¢é bastante promissora a possibilidade do

ponto quantico ser usado como “bit” quantico numa nova geracao de computadores.

Neste capitulo tratamos de dois sistemas quanticos confinados, a saber: o atomo de hi-
drogénio e o atomo de hélio artificial (ponto quantico com dois elétrons). Na se¢ao 1.2 apresentamos o
formalismo variacional para estados ligados, cuja idéia bésica é que resolver a equacao de Schrodinger
é equivalente a resolver um problema variacional cujas solugoes pertencem a um espago vetorial F’
mais restrito que o espago F das solugoes verdadeiras [60]; o sucesso deste método depende da escolha
das fungoes de base no espaco F’. Na secao 1.3 formulamos o problema do dtomo de hidrogénio con-
finado por uma barreira potencial esférica infinita e apresentamos as resolugoes analitica e numérica,
usando o formalismo variacional. J& na secdo 1.4 formulamos o problema do atomo de hélio artificial

e também aplicamos o formalismo variacional para obter a solugdao numérica.

1.2 Formalismo variacional para estados ligados

O formalismo variacional para a determinagao de estados ligados constitui-se geralmente no

seguinte procedimento: dado o sistema fisico de interesse, contrdi-se o hamiltoniano em um sistema de



coordenadas conveniente; constréi-se um funcional de energia; expande-se a fungdo de onda em termos
de um conjunto de funcgoes de base; integram-se os elementos das matrizes hamiltoniana e superposicao
usando algum método apropriado, como, por exemplo, método de quadratura ou procedimento es-
tocdstico; e resolve-se o problema generalizado de autovalor-autovetor obtendo-se os autovalores de
energia e suas respectivas autofungoes.

A equagao de Schrodinger nao relativistica independente do tempo para um sistema fisico

composto de N particulas é dada por

HY(x) = E¥(x) , (1.1)

onde ¥(x) é a fungao de onda do sistema, x é uma ponto do espago R3Y que representa os N vetores

de posicao e Héo operador hamiltoniano do sistema dado por

Al
Zﬁvi +V(x), (1.2)

onde m; ¢ a massa da j-ésima particula, V? é o laplaciano associado a j-ésima particula e V(x) é o
potencial de interagao entre as particulas do sistema.
Do principio variacional, o problema de resolver a equacao (1.1), é equivalente a encontrar

solucoes que satisfazem a condicao de extremo de um funcional de energia,

J[0] = /\IJ*(X) {ﬁ - E} U(x)dv (1.3)

onde dv é o elemento de volume, H é o hamiltoniano da expressao (1.2) e E é o multiplicador de
Lagrange associado a normalizagao da fungao de onda [30].

Podemos aplicar a identidade de Green [44] ao funcional (1.3) e obter o seguinte funcional:

sy = [ ’;Z<W*<XQEW‘P<X”w*(x)[wx)—m(x)
th J
—5 [ sV (W (), (1.4)

T



onde ds é o elemento de superficie, €2 representa o volume em R3Y dentro de uma superficie fechada T
onde se impoe a condicao de contorno sobre ¥(x) e ¥'s(x) é a derivada normal da funcao de onda em
um ponto x da superficie I'.

No caso de sistemas livres consideramos que o volume 2 é infinito; ja no presente caso, devido
ao confinamento espacial, consideramos que {2 é finito. Em ambos os casos a condigao de contorno
implica que a fungao de onda deve se anular na superficie I' e a integral de superficie da equacao (1.4)

serd zero. Assim, o funcional de energia, seja o sistema livre ou confinado, é dado por:

2 W (x W(x
J[¥] :/dy ZZ(VJ‘I’ ( %v]\p( ) Vi) - Blu) . (1.5)
0] J

Tanto o funcional (1.3) como o funcional (1.5) podem ser usados no calculo do espectro de energia de
sistemas quanticos. Em particular, utilizamos o funcional (1.5).
As autofungdes e os autovalores de J[¥] sao encontrados expandindo a fungao de onda em

conjunto finito de funcoes de base {f;}:

V(x) = Zcifi(x) ;
=1

onde os {¢;} sao os coeficientes da expansdo. Substituimos esta expansao no funcional (1.5) de forma

a obter

2 S (x) -V fo(x
e = St far§ G TECL D L prvg ~ Elfutoe) e (16)
i’ J

Empregando a notagao matricial, definimos as matrizes hamiltoniana e superposicao dadas

respectivamente por

2 R (x) -V fo(x
R R S R AT 17)
[¢) J

(O}, = / dv £ (%) fir (x). (1.8)

Q

Definindo também o vetor dos coeficientes e seu transposto conjugado dados por
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1
S
p
o funcional (1.6) pode, entdo, ser escrito como
Jlc] = ¢'Hc—Ec'Oc . (1.9)

Impondo entao a condigao de estacionaridade (§J = 0), temos

dJ[c] = Jlc+dc] —J[c]

= 6c'(H— EO)c+c/(H— EO)dc+ dc'(H — EO)dc

Desprezando os termos de segunda ordem em dc, obtemos os seguintes problemas de autovalor-
autovetor generalizado:

Hc =FEOc (1.10)

c'H = EcfO. (1.11)

E como H e O s@o matrizes hermitianas, temos que a equacao (1.11) é a adjunta da equagao (1.10).
Assim, o espectro de energia e as respectivas funcoes de onda de um particular sistema quéntico
confinado sao obtidas resolvendo somente o problema de autovalor-autovetor generalizado da equacao
(1.10).

Uma caracteristica do formalismo variacional é que o espectro de energia converge para o
verdadeiro com o aumento do nimero de funcoes de base. Para isso, um grande esfor¢o computacional
é requerido, seja para calcular as integrais (1.7) e (1.8), seja para resolver a equagao (1.10). Portanto,
a eficiéncia do calculo numérico dependerd de uma escolha correta das funcées de base que serao
utilizadas para expandir a funcao de onda do sistema. Na presente dissertacao, a metodologia numérica

utilizada baseia-se na versao-p do método do elemento finito [74], que abordaremos na capitulo 3.



11

1.3 O atomo de hidrogénio confinado

1.3.1 Formulacao do problema fisico

Consideremos um sistema composto por duas particulas, no caso um préton e um elétron,

de massas mq e my, confinados espacialmente. O operador hamiltoniano é dado por

~ K2 h?
H(r17r2) = _Tmlv% - %V% + Vint (|r1 - 1'2’) + ‘/conf(rlarQ) y (1-12)

onde ry e ro representam as coordenadas de cada particula, V% e V% sao os laplacianos em coordenadas
cartesianas para cada uma delas, Vi, (Jr1 — ra|) é o potencial coulombiano de interagao entre elas, que
depende apenas de suas posigoes relativas, e Voo, s(r1, r2) € um potencial confinante das duas particulas.

Para explorarmos a simetria translacional, escolhemos as coordenadas relativas entre as

particulas e as coordenadas do centro de massa,

r—ry_1; o R=lmaritmers) (1.13)
(my 4+ mg)

Neste sistema de coordenadas, o hamiltoniano torna-se

H = Hg + Hy + Veons(r,R) | (1.14)
onde
N h2 9
Hp = ——— 1.15
R oM VR (1.15)

¢é o termo correspondente ao movimento do centro de massa, sendo M = m1+ msg a massa total, e
~ h2
H, = —EVE + Vine(r) (1.16)

é o termo correspondente ao movimento relativo do atomo, sendo u = (m; - ma)/(m1 + ma) a massa
reduzida do sistema.

Em sistemas livres, onde Vo r(r, R) = 0, 0 movimento do centro de massa pode ser separado
exatamente do movimento relativo. Entretanto, quando ha confinamento espacial [Viof(r,R) # 0]

isso pode nao ocorrer. Contudo, considerando o atomo de hidrogénio enclausurado em uma esfera
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de raio r. por uma barreira de potencial infinita, assumindo uma massa infinita para o nicleo e
localizando-o no centro da esfera, a expressao (1.15) se anula e o hamiltoniano do sistema confinado
fica com simetria esférica tornando-se o da expressao (1.16) mais o potencial confinante. Assim, o

problema ¢ reduzido ao de uma particula de massa p em um potencial central V' (r) dado por

Vine(r) ser <
Vi(r)=
00 ser>r.

Como o hamiltoniano tem simetria esférica estudamos o problema em coordenadas esféricas

(x = rcosfseng, y = rsenflseng, z = rcos¢). Nestas coordenadas, o operador fica:

W9 ,0  I?

H=——"— = 1.1
2pur? ar  or + 2pur? V), (1.17)
onde
-~ 1 0 0 1 02
72— _p2 “ il - 1.1
h <sen0 8086n689 T sen?d 8¢2) (1.18)

é o operador momento angular. Os harménicos esféricos Y™ (6, ¢) sdo as autofungoes do operador L?

com autovalores dados por [60]
L2Y™(0,6) = K11+ 1)Y™(0,9) , (1.19)

onde [ é o nimero quantico relacionado com o momento angular total e m com a componente L, do
momento angular.

E facil ver das expressoes (1.17) e (1.18) que H e L? comutam e, portanto, tém uma base em
comum. Somos, entao, conduzidos a expandir a funcao de onda do sistema em termos dos harmonicos

esféricos:
() = SR (Y70, 0). (1.20)
%
Nessa expansao mantemos m fixo pois o autovalor do operador 12 ¢ degenerado para este niimero
quantico, conforme visto na expressao (1.19).

Substituindo a expansao (1.20) na equagao de Schrodinger independente do tempo cujo ha-

miltoniano é o da expressao (1.17), multiplicando a esquerda por Y;"*(6, ¢) e integrando sobre uma
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esfera unitdria obtemos:
S [ ey 6.0 {f - B} R(r)Y6.0) =0,
l/

onde FE é a energia do sistema e df) = senfldfd¢. Explicitando o hamiltoniano na equagao acima

chegamos a:

> { b [ donme.ore.0

ll

bt Ri(r) [ dO¥P6.0)TY (0,0

LIV - ElRulr) [ a0 0,000 | o
Considerando que os harmonicos esféricos sao ortogonais entre si, ou seja,
/ QY™ (0, )Y (6.6) = 611Gt - (1.21)
e que

[ ey .02 (0.0 = W+ 1) [ 0y (6.6) 0,0

= h2l,(l/ + 1)5ll’5mm’a (1.22)

chegamos, entdo, a equacao de Schrodinger radial, escrita em unidades atomicas (h = pu = e = 1),

para o atomo de hidrogénio confinado por uma barreira de potencial esférica infinita:

10,0 I(I+1) -
{_2r2 o ar T2 +V<T>—E}Rl<r>—07 (1.23)
onde,
—1 r<r,
vin =< " . (1.24)

Assim, a solucao do equagao de Schrodinger tridimensional se reduz a solugao da equagao unidimensio-
nal (1.23). O confinamento é imposto fazendo a fungao de onda se anular na superficie de confinamento,

ou seja, a parte radial da fungao de onda deve satisfazer a condi¢ao de contorno R;(r.) = 0.



14

1.3.2 Solugao analitica

Como vimos, o problema de resolver a equagao de Schrodinger do atomo de hidrogénio reduz-

se a procurar as solugoes da equagao radial (1.23) que pode ser reescrita como

;fz}%z(r) + 2iRz(r) + {2E + % - l(l;; Y } Ri(r)=0, (1.25)

rdr

com [ sendo zero ou um inteiro positivo.

Definindo A2 = —1/2F e p = 2r/), a equacao (1.25) pode entdo ser escrita da seguinte forma

d? 2 d L XA l(l+1)
—R -—R - - — = R =0. 1.26
S Ble)+ 2 Ru(p) {4 2 1 }mp) (1.26)

Substituindo Ry;(p) = efépplF(p) na equacao (1.26), obtemos

d*F(p)
dp?

dF(p)

T(B—p)=g,~ —aF(p) =0, (1.27)

onde a =1+1—Xe 3=2l+2. A solucao geral F(p) da equagao (1.27) é dada por [9, 65]
F(a,f:p) = A M(a, Bip) + B - p'"M(a+1- 6,2 B;p) (1.28)

sendo A e B sado constantes arbitrarias, e

o Lalat ) alat1)(a+2)p

M(a,ﬁ;p)ZI—i—ﬁp—i— n *‘-1- 1) fﬁ— (1.29)

¢é a funcao hipergeométrica confluente.

Observe que a fungao (1.28) possuird uma divergéncia em p = 0, pois [ é sempre um nimero
inteiro nao negativo; logo devemos evitar isso fazendo B = 0. Portanto, a solugao geral da equagao
radial (1.25) é

2\ ! 2
R (r) = Aexp (— ) (;) M <l F1oA242; ;) : (1.30)

No tratamento usual do atomo de hidrogénio livre, uma das condi¢bes para que a funcao de

onda seja fisicamente aceitavel é que ela seja limitada no espaco. Isso consiste em fazer

lim Ry(r)=0. (1.31)

T—00
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Analisando a solugao radial (1.30) observamos que ela é o produto de uma exponencial decrescente
e a funcao hipergeométrica confluente. Portanto, para que a condi¢do (1.31) seja satisfeita, a série
que representa a funcao hipergeométrica confluente tem que ter necessariamente o conjunto finito de
termos! (ver ref. [69]). Desta forma, o pardmetro a da expressdo (1.29) deve ser um ntimero inteiro
e nao positivo. Essa condicao corresponde a termos [ +1—-A =0, -1, =2, --- ou A =n = [+ 1,
[+2,1+3, --. Esta imposicdo fornece valores discretos de energia, £ = —1/2n?, e mostra que as
fungoes hipergeométricas confluentes estao diretamente relacionadas com os polinémios associados de
Laguerre [1, 9].

No caso do atomo de hidrogénio enclausurado em uma esfera de raio r. por uma barreira
potencial infinita conforme o potencial da expressao (1.24), a fungao de onda deve se anular sobre a
superficie de confinamento. Desta forma, dado um valor do ntimero quéntico I, o problema passa a

ser encontrar quais possiveis valores do parametro A que satisfazem a seguinte condicao
R)\I(T'C) =0. (1.32)

Esse parametro estd diretamente relacionado com a energia, £ = —1/ 222, ¢ poderd assumir, além
de valores reais nao inteiros, valores imaginarios. Os valores imaginarios para A estdo associados as
energias positivas que podem aparecer no atomo de hidrogénio confinado.

A pesquisa dos possiveis valores de A pode ser realizada de forma relativamente simples
utilizando tanto um programa de computagao numérica como algébrica. Em particular, empregamos
o pacote computacional Maple para encontrar a raizes da equagao (1.32) e determinar as energias do

sistema. O algoritmo utilizado é apresentado no apéndice A.

1.3.3 Solugao numérica

De acordo com o formalismo variacional exposto na secao 1.2, o problema de resolver a

equacao de Schrodinger para o dtomo de hidrogénio confinado espacialmente é equivalente a encon-

! Assim, teremos
lim Ry (r) = lim Pu(r) _ py Pu0)

T— 00 T— 00 exp(’l“) - r— 00 Poo (’l“)

=0

onde P, representa um polinémio de ordem n e P, uma série infinita de poténcias.
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trarmos as solugoes do funcional de energia
J[U] = /dy\Il*(r) {ﬁ - E} U(r), (1.33)

com H sendo o hamiltoniano da expressio (1.17).

Expandindo a funcao de onda nos harmoénicos esféricos

w(r) = S M gm0, ), (1.34)
l

substituindo-a no funcional (1.33) e considerando que para r > 7. as fungoes x;(r) se anulam, obtemos:

=Y [rar {_;‘;Xmg’?g“) [ 210 (6,0)Yn 6.0)

gy X ) / QY (6, ¢) L*Yirm (6, ¢)

+X Oy () - gt / danm(e,qﬁmm(e,@} (1.35)

com d) = senfdfd¢. Usando as relagoes de ortogonalizacao dos harmonicos esféricos, (1.21) e (1.22),

podemos reescrever o funcional (1.35) da seguinte maneira

I =S il
l

onde
Tc

2 g2
alx = fari o) { =5 4 Vi - B o) (1.36)
0

¢ o funcional de energia para um determinado momento angular [ e fo (r) =V (r)+[RA(1+1)/2ur?.
Considerando que x;(r) deve se anular na superficie de uma esfera de raio r = r,, visto o potencial

V(r) dado pela espressao (1.24), aplicamos a identidade de Green ao funcional (1.36) e chegamos a

b 2 dxi(r r
nl = far { G DO 41y ) - B }. (1.37)
0

As autofungoes radiais e os autovalores de energia sao encontrados expandindo a fungao x;

em termos de um conjunto finito de funcoes de base {f;}:

xi(r)=> i), (1.38)
j=1
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com {cé} sendo os coeficientes da expansao, e impondo a condicao de estacionaridade sobre o funcional
(1.37). Assim, as solugdes variacionais sao obtidas resolvendo o problema de autovalor-autovetor

generalizado

H'c = EOc (1.39)

onde c é o vetor dos coeficientes. As matrizes hamiltoniana e superposicao sao dadas por

y 2dfr(r) df(r
{Hl}ij _/dr{hdfz( )dfj< )‘i‘fi*('f')Vlef(T)fj(T)}
0

2u  dr dr

Tc

(O}, = / dr () f5(r)
0

Como ja foi dito anteriormente, o método de expansao da fungao (1.38) que utilizaremos para
resolver o problema é a versao-p do método do elemento finito, onde teremos que impor que x;(0) = 0
para que a funcao de onda (1.34) seja continua na origem, e que x;(r.) = 0 por causa do confinamento

espacial.

1.4 O atomo de hélio artificial

Nesta secao formulamos o problema preliminar de uma particula carregada em um campo
elétrico e um magnético e posteriormente tratamos do problema central: o ponto quantico com dois
elétrons na presenca de um campo magnético externo.

1.4.1 Particula carregada em um campo eletromagnético

Seja uma particula de carga e na presenca de um campo eletrostético E(r) e de um magne-

tostatico B(r). Entao a forga exercida sobre ela é dada por

F(r,i) =e (E(r) + %f x B(r)> : (1.40)

onde r = r(t) é o vetor posigao da particula e ¢ é a velocidade da luz no vdcuo. Os campos E(r) e

B(r) podem ser representados mediante um potencial escalar ¢(r) e um potencial vetor A(r), isto é,
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E(r) = —Vo(r) e B(r) =V x A(r) . (1.41)

Com o uso das expressoes (1.40) e (1.41), a forca sobre a particula adquire a forma
. 1,
F(r,f)=¢ [—V(p(r) +of X (V x A(r))]

c

—e [—V(p(r) 4 %v - A(r)) — L (V) A(r)]

S [cp(r) - A(r)] _Cl A (1.42)

Para uma particula nao-relativistica de massa m. a equacdao de movimento é dada pela 2° lei de

Newton, entao equagao a (1.42) torna-se

et = —ev [cp(r) L A(r)} NS

dt c cdt
e+ Aw] 4w [ - L aw] =0 (1.43)

A equacao acima nos fornece a descricdo no espacgo das configuracoes da dinamica de uma
particula classica em um campo elétrico e magnético estatico. Entretanto, a correspondéncia formal
entre a teoria classica e a teoria quantica é estabelecida a partir de outras formulacoes da mecanica
cléssica [32, 94]. A formulagao de Lagrange, por exemplo, baseia-se em um principio variacional que
usa o funcional agao S e impde sobre ele a condicao de extremo, §S = 0, resultando em um conjunto
de equagoes cujas solugoes descrevem a evolucao das coordenadas generalizadas com o tempo. Para o

sistema em questao, as equacoes sao:

d o 0

onde L = L(r,I) é a lagrangiana do sistema e as equagoes acima sao conhecidas como equagoes de

Euler-Lagrange. Comparando as equagoes (1.43) e (1.44), observamos que

;L = mei‘—i-zA(r) e grL =V (Zr -A(r) — e<p(r)> . (1.45)
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Entao, das relagbes acima, vemos que a lagrangiana deve ser

1
L(r,#) = Sme[#f’ + gf A—ep. (1.46)

O momento generalizado da particula e a hamiltoniana H do sistema sao definidas como
p = 0L/t

H(r,p)=p- -t — L(r,1). (1.47)
Assim, substituindo a lagrangiana (1.46) na expressao (1.47) e escrevendo I em fungdo do momento
generalizado p, obtemos a hamiltoniana de uma particula carregada em um campo elétrico e um
magnético

1
H =

(p — %A)2 +ep . (1.48)

Depois de obtido a expressao classica da hamiltoniana é possivel realizar a quantizacao do
sistema fisico pela substituicao das varidveis canénicas de posicao e momento pelos seus respectivos

operadores quanticos [60]. Fazemos isso na préxima subsegao.

1.4.2 Formulagao do problema fisico

Do exposto na subsecao anterior, o movimento de dois elétrons de massa efetiva m} em
um ponto quantico na presenca de um campo magnético externo deve ser descrito pelo seguinte

hamiltoniano

2

1 e 2

H=3) [Qm* (pi—cA) + vmf<rz-)} + Vine(r1 = 12 (1.49)
=1 €

onde Vo, £(r;) € 0 potencial de confinamento do ponto quantico sobre a i-ésima particula e Vi, (|r1 — ra|)
é o potencial coulombiano de interacao entre as particulas em um meio com constante dielétrica
uniforme.

Dependendo do método usado para criar o ponto quantico, o potencial de confinamento pode

ser aproximado por um potencial modelo. Em muitos casos uma boa aproximagao é o potencial de
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confinamento harmoénico anisotrépico:

*

Mw

Veonf (T1,T2) (22 +y7) + w2z} . (1.50)

=1

Considerando o campo magnético externo constante e perpendicular ao plano-zy, B = (0,0, B), esco-

lhemos o calibre

2 5 )

P; 1 e

H = Z {2m* [Qef (7 +97) +wizf] - QWCin} + s —ra]’ (1.51)
i=1 e

onde ng = wi + w?/4, w. = eB/mc é frequéncia de ciclotron e L., = xipy, — Yips; € projecao do
momento angular da i-ésima particula na dire¢ao do campo magnético.

Introduzindo as coordenadas relativas e do centro de massa [equagao (1.13)], o operador
hamiltoniano da expressdo (1.51) pode ser decomposto em dois termos?. Usando unidades atomicas
efetivas (h = m} = e¢/\/k = 1), temos que o termo devido ao movimento do centro de massa ¢ dado
por

~

1 1 -~
H., = _Zvﬁ + Q2 (XP+Y?) - gwelz + wz? (1.52)
e o0 termo devido ao movimento relativo é dado por

~ 1 1 1 1
H,. = —V?P + Esz (x2 + y2) 2wcl + 4w222 + - o (1.53)

onde Ly e [, sao as componentes na direcao-z do operador momento angular das coordenadas do
centro de massa e relativas, respectivamente.
A inclusao do spin eletronico consiste em adicionar um termo devido ao efeito Zeeman que

descreve a interacdo do spin com o campo magnético®:

Hpin = 9*7’;3 (§1 + §2) ‘B (1.54)

2De modo geral, se o hamiltoniano de um sistema de particulas contém somente termos lineares e quadraticos nas
coordenadas e momentos, lineares nos momentos angulares (ou seja, elementos do tipo r, r*>, p, p> e r X p) e se o
potencial de interagao depende somente das coordenadas relativas, entao o movimento do centro de massa desacopla do
movimento relativo (ver ref. [40]).

30 efeito da interacdo spin-érbita é desprezado.
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onde /S\Z é o operador momento angular intrinseco (spin) do i-ésimo elétron, g = eh/2m, é o magneton
de Bohr e g* é o fator giromagnético efetivo de spin. O Hamiltoniano do sistema quantico fica entao

decomposto em trés termos

~ ~

H = Hep + Hyep + Hopin. (1.55)

Por consequéncia, a funcao de onda total pode ser separavel em um produto das partes devido aos

movimentos do centro de massa e relativo, e ao spin eletronico:
\I/(R, r, Sh SQ) = \chm(R>\Ilrel(r)\Ijspin(Sla SQ) .

Esta funcao devido a indistinguibilidade dos elétrons deve ser antisimétrica sob uma permutacao dos
elétrons. Uma vez que a coordenada do centro de massa permanece a mesma sob tal permutacgao, a
funcao de onda do centro de massa é sempre simétrica. Logo, a funcao de onda do movimento relativo
simétrica corresponderd a um estado singleto, e a antisimétrica correspondera a um estado tripleto.
Os autovalores de energia do hamiltoniano (1.55) sdo a soma das energias do centro de massa,
do movimento relativo e da energia adicional de Zeeman. A equagdo de Schrédinger independente
do tempo associada ao hamiltoniano do centro de massa (1.52) contém um termo do tipo oscilador
harmoénico no plano-XY com frequéncia angular 2. e outro do tipo oscilador harmoénico na direcao-Z

com frequéncia angular w,. Suas autoenergias podem ser escritas exatamente como

1 1
Ecm:(2N+‘M|+1)Q€f+ <Nz+2> wz—gwa , (1.56)
onde N =0,1,2,..., Ny =0,1,2,... e o inteiro M é o ntimero quantico relacionado com a componente

na dire¢do-Z do operador momento angular do centro de massa. J4 o hamiltoniano associado ao efeito
Zeeman (1.54) conduz a

Espin = g*HBB (m31 + mSQ) (157)

onde mg, € o nimero quantico associado a componente §Zi do momento angular de spin da i-ésima
particula.
Porém, a equagao de Schrodinger independente do tempo referente ao hamiltoniano (1.53)

nao pode ser resolvida analiticamente devido a interacdo coulombiana. Ainda assim, visto que o
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hamiltoniano comuta com o operador paridade definido por ﬁllfrel(r) = W,(—r), expandimos a

funcio de onda em harmoénicos esféricos, cuja paridade é (—1)! [60]. Logo temos

r

Uy(r) = SN M ym 9,6) | (1.58)
l

onde a expansao ¢ separada em uma parte com [ sendo impar e outra com [ sendo par. Por outro
lado, j& que a componente na direcao-z do operador momento angular do momento relativo lAZ é
conservado, m é um bom numero quantico, sendo fixado para cada estado. Realizando algumas
operagoes baseadas nas propriedades (1.21) e (1.22) dos harmonicos esféricos, a equagdo do movimento

relativo, em coordenadas esféricas, é reduzida a seguinte forma

2 1(0+1) 1.4, 5 1 1
R T S AT O E— Z
[ dr2+ 2 +4 ofT 2wm+r x; (1)
1
+ZZAM2T2A?;;XZ (T) = Erele (T) ) (159)
l
com
AT = / Y (Q) cos*0Y™ (Q) dS, (1.60)

sendo Aw? = w? — ng.

Portanto, para encontramos a energia total, £, de um ponto quantico vertical com dois
elétrons precisamos resolver a equagao de autovalor-autofungao (1.59) e determinarmos F,.;, de forma
que

E=F.,+FE,+ Espin . (161)

1.4.3 Solugao numérica

Um procedimento numérico para se resolver a equacao (1.59) e encontrar as autoenergias e
autofuncoes do problema relacionado ao movimento relativo é baseado no formalismo variacional. O

funcional de energia, neste caso, é escrito como

J[\I/rel] = /dV\IljelO') {ﬁrel - Erel} \Ilrel(r) .
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Analogamente ao que fizemos na subsecao anterior, comecamos com a expansao (1.58) e a
substituimos no funcional acima, fazemos a mudanca para coordenadas esféricas, realizamos algumas
operacoes baseadas nas propriedades dos harmonicos esféricos, e aplicamos a identidade de Green ao
funcional, chegando, entao, a

m m
T rat] = > T alow + Fitbal} (1.62)
w

sendo

Te

il = ar {0000

dr dr

i) [V )~ B )}

um termo do funcional (1.62) que depende dos estados [ e m, onde Vlfr{(r) =1(1+1)/r*+ ngr2/4 +

wem/2+1/r; e

Tc
1 :
Fipla) = 38? [ drg (o) - A
0

um termo que acopla os nimeros quanticos [ e I’. Também consideramos que as fungoes x;(r) se
anulam para r > r., onde r. é suficientemente grande.

Observemos que as integrais Aj}; dadas pela expressao (1.60) podem ser resolvidas utilizando
as propriedades dos harmonicos esféricos [1, 9]. O resultado do cédlculo dessas integrais nos mostra
que os ntiimeros quantico [ e I’ ficam acoplados de forma que !’ serd par se, e somente se, [ também for
par e, do contrario, ambos serdo impares*. Portanto, podemos empregar o procedimento variacional
considerando o conjunto de valores de [ e I’ sendo pares (ou fmpares) no funcional (1.62).

Agora expandimos a funcao x;(r) em um conjunto de funcées de base { fj(r)} com coeficientes

{cé-m}, substituimos a expansao no funcional (1.62), impomos a condi¢ao de estacionaridade (6.J = 0)

4Com efeito, as propriedades dos harmoénicos esféricos conduzem & expressio

m_ [U=m+1)(I—m+2)(I+m+2) 3
i = L 20+ 1)(21 + 3)2(20 + 5) } 0142 +
_(l—m+1)(l—|—m—|—1) (1 —m)(l+m)

(20 +1)(20 + 3) (20— 1)(20+ 1)

_(l—m)(l—l—m)(l—m—l)(l-y-m_l)}éé/
(20 +1)(20 — 1)2(21 + 3) -2

} Op g+
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sobre ele e chegamos ao problema de autovalor-autovetor generalizado,
H"c = E,.,Oc , (1.63)
onde H™ ¢é a matriz hamiltoniana

{HW%=7W{V@@WWﬂ+ﬁmwmmmwhw+§fﬁmﬂmm~ﬁ}

dr
0
e O ¢ a matriz superposicao

{ng/WﬁMMN%w

Portanto precisamos resolver o problema de autovalor-autovetor generalizado para obtermos
o espectro de energia e as respectivas funcoes de onda. A continuidade de W,.;(r) impde que x;(0) =0

e a condicao de contorno assintética impoe que y;(r.) = 0.
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Capitulo 2

Processos de Espalhamento Quantico

2.1 Introducao

O estudo tedrico de processos de espalhamento na fase gasosa é fundamental para o enten-
dimento de um enorme conjunto de fendmenos fisicos que englobam desde a quimica atmosférica e o
processo de combustao quimica, que tém importantes implicagoes no meio ambiente, até fenémenos
de interesse astrofisico que ocorrem nos meios estelares [23]. Sao exemplos de processos de espalha-
mento a colisao atomo-atomo, a excitagao rovibracional de uma molécula por meio da colisao com
uma particula e as reagoes quimicas bimoleculares. Na tentativa de entender melhor a natureza desses
processos, diversos progressos em estudos tedricos tém sido feitos tornando praticavel a realizacao de
célculos acurados da dinamica quantica de varios sistemas (veja [106, 63] e referéncias citadas). Este
progresso é devido tanto ao desenvolvimento de novas técnicas como ao aparecimento de computadores
mais poderosos.

Um dos exemplos mais simples de processos de espalhamento é a colisao elastica de uma
particula por um potencial central [27, 105]. Este modelo tem sido usado como uma aproximagao
para o problema de espalhamento de elétrons por dtomos ou moléculas. Esses dtomos ou moléculas
alvos sao muitos mais massivos do que os elétrons, portanto, suas velocidades antes e depois da colisao

sao muito menores do que a do elétron incidente. Assim, como uma primeira aproximacao, pode-se
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considerar as particulas alvo como possuindo uma massa infinita e estando em repouso. Além disso,

neglegencia-se a estrutura das particulas alvo pela introdugao de um potencial modelo.

Um caso mais complicado é o das reagoes bimoleculares. Tais reacoes tém sido matéria de
diversos estudos tedricos ao longo dos anos, pois, além de serem importantes em varios processos fisico-
quimicos, muitos efeitos quanticos tém sido encontrados em processos de colisao em baixas energias.
Uma revisao dos métodos desenvolvidos para o estudo das reacoes bimoleculares pode ser vista na
referéncia [64]. Para suplantar as dificuldades no estudo desses processos muitos trabalhos tém usado o
modelo colinear, confinando os 4tomos a mover-se em linha reta no referencial de laboratério. A baixa
dimensionabilidade matematica da correspondente teoria permite uma analise direta deste sistema,

nao abstruida pelas complexidades matematicas das rotacdes moleculares.

As metodologias aplicadas ao estudo de espalhamento de dtomos e/ou moléculas distinguem-
se entre as que resolvem a equagao de Schrodinger dependente do tempo e as que resolvem a equagao
independente do tempo. Os estudos que invocam o método dependente do tempo [52] baseiam-se na
evolucao temporal do pacote de ondas que é calculado em uma grade de pontos que expande o espaco
das configuractes. A vantagem desses métodos é que sao mais simples de se implementar podendo ser
empregados para tratar sistemas envolvendo um maior nimero de graus de liberdade. A desvantagem
é que sao, em geral, menos acurados. Por outro lado, o tratamento independente do tempo é, em geral,
mais vantajoso para esclarecer os mecanismos de reacao, permitindo a realizagao direta de estudos no
nivel estado para estado, porém tém a dificuldade do acoplamento entre um grande niimero de estados
vibracionais e rotacionais conduzirem a um grande conjunto de equacoes diferenciais acopladas para
se resolver, sendo portanto maior o esforco computacional envolvido.

Um importante desenvolvimento na teoria das reagoes bimoleculares foi a introducao de
sistemas de coordenadas hiperesféricos [4, 80]. Essas coordenadas tém a vantagem de descreverem
igualmente todos os canais (ineldstico, reativo e dissociativo). Também a equagao de Schrodinger
para reacgoes bimoleculares colineares expressa em coordenadas hiperesféricas polares (ou de Delves)

permite uma separabilidade do movimento na coordenada hiperradial do movimento hiperangular.
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Essencialmente, expande-se a funcao de onda em termos de novas fungoes de base que sao autofungoes
da parte angular mais o potencial de interacdo para o hiperraio fixo. Assim, o hiperraio é tratado
como uma varidvel adiabdtica variando lentamente, andlogo as distancias internucleares na repre-
sentacao adiabatica para moléculas abordada no apéndice B, permitindo a redugao de um problema

multidimensional para unidimensional.

Um procedimento que também tem contribuido para o progresso recente do estudo da
dindmica quantica de rea¢oes quimicas é o método da matriz R [54, 53]. Esse método foi origi-
nalmente proposto em 1947 por Wigner e Eisburg [104] no contexto da fisica nuclear, mas tem sido
aplicado em diversos problemas de espalhamento quantico [56, 91, 72]. As principais caracteristicas

da matriz R é que ela é simétrica, real e garante a unitariedade e simetria da matriz S.

Neste capitulo tratamos de dois processos de espalhamento quéantico, a saber: o espalhamento
elastico de uma particula por um potencial central e o espalhamento colinear de um atomo por um
didtomo. Na se¢ao 2.2 apresentamos uma forma variacional do método da matriz R para o estudo de
processos de espalhamento. Na secao 2.3 abordamos o conceito de matriz S de espalhamento e sua
conexao com a matriz R. Na secao 2.4 esbocamos o método de solugao do problema de espalhamento
de uma particula por um potencial central e aplicamos a formulagdo variacional. Ja na secdo 2.5
tratamos do problema de espalhamento colinear de um atomo por um didtomo, onde damos uma
nocao sobre alguns sistemas de coordenadas, apresentamos a formulagao variacional do problema e,

por fim, discutimos o método de projecao hiperesférica.

2.2 Formalismo variacional da matriz R

Na teoria quantica de espalhamento, frequentemente deseja-se resolver a equagao de Schro-
dinger nao relativistica independente do tempo para o movimento dos nicleos dentro da aproximagao
adiabatica de Born-Oppenheimer. Nesta aproximacao a interacao entre os nucleos é descrita pela

superficie de energia potencial que traz informacao da energia de repulsao entre os nucleos e da
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energia de um particular estado eletronico correspondendo a uma determinada configuragao nuclear
do sistema molecular — veja detalhes no apéndice B. Assim, o hamiltoniano para um sistema composto

de N &atomos, dentro da aproximacao de Born-Oppenheimer, é dado por

2
A=-1
2

|

2
j=1""
onde x representa os [N vetores de posi¢do dos nicleos, M; é a massa do j-ésimo niicleo e V(x) é a
superficie de energia potencial.

O formalismo variacional da matriz R para tratar de processos de espalhamento que apre-
sentamos nesta segao € similar ao formalismo variacional que ja foi utilizado para determinacao de

niveis de energia na se¢ao 1.2. Ou seja, dado o hamiltoniano (2.1), construimos o funcional de energia

J[U, U] = /du ZZ(W’*(XJ)\%W(X))+\If*(x)[V(x)—E]\If(X)
Q J ’
2

—Z/ds\lf*(x)\llls(x) , (2.2)

r
que foi obtido utilizando-se a identidade de Green, onde €2 é o volume contido na superficie I' e Uy(x)

é a derivada normal da funcao de onda em um ponto x da superficie I'.

As propriedades fisicas que caracterizam os estados de espalhamento conduzem a uma condigao
de contorno diferente da aplicada a estados ligados. Formalmente, esta diferenca na teoria de espa-
lhamento é evidenciada dividindo o espaco das coordenadas em duas regioes: a regiao exterior, ou
assintOtica, em que a solucao analitica da equacdo de Schrodinger é conhecida; e a regiao interior,
ou de interagdo, onde o processo de colisao é essencialmente governado pelas forcas de curto alcance
entre as particulas. O método da matriz R relaciona a funcao de onda com sua derivada normal
na superficie de fronteira entre as duas regioes. Como somente a informagao assintética é, em geral,
observada experimentalmente, o requerimento de continuidade da funcao de onda na superficie que
delimita as duas regides conecta a matriz R com a desejada quantidade assintética, a matriz S (e,

consequentemente, com a se¢ao de choque diferencial e total). Em particular, o método da matriz R
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na forma variacional especifica, na superficie I', que

U(x) = /dx’R(x;x’)\I/’S(x’) , (2.3)
r

onde R(x;x’) relaciona os pontos x e x" em I' e é chamado de nicleo da matriz R. Assim, adicionando
a integral em toda a superficie do produto de ¥ (x) com a condicao (2.3) ao funcional (2.2) obtemos

um novo funcional:

e = fard g vl () - B

Q
2

_Z/dx{\ﬂ*(x)qf’s(x) + TS0 (x)}
T
2
T

Com a finalidade de obter o nicleo da matriz R, expandimos a funcao de onda em um

conjunto finito de funcoes de base:
P

U(x) = cifix),

i=1

onde os {¢;} sao os coeficientes da expansao. Substituindo-a no funcional (2.4), obtemos

2 - (x) - o (x
T ws] = et [ S THILTID oty ) - Bl e
i’ o J J

2
—% > /dx {c} f{ (x)Ws(x) + U5 (x) fi(x)ci }
T
2
+h2/dxdx'\Pg(x)R(x;x’)\Iffg(x’) (2.5)
r

Empregando a notacao matricial, podemos definir os elementos da matriz

R~V fr(x) V,fu(x .
(H-pO}y = [ S VIR o ) — 1 o ¢

Q J ’
e o vetor dos coeficientes e o das funcoes de bases dados respectivamente por

C1
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Desta forma, o funcional (2.5) pode, entdo, ser escrito como
A2
JleWs] = o (H-FO)e-"> / dx { et (x) Wy (x) + WE (x)f (x)c
T
h2
—|—2/dxdx"l'gf(x)R(x;X')‘II'S(X’).
r

Impondo a condicao de estacionaridade sobre o funcional acima temos que

6J h? t /
ST 0 = (H-FO)c :2/dxf (x)Pg(x) (2.6)
r
e
oJ -0 £ —[d /R — \I// / 2.7
Op’* - = (X)C_ X (X,X) S(X) ) ( : )
S r

além das respectivas expressoes adjuntas. Observe que a condicao de contorno para estados ligados
impoe que a funcao de onda e sua derivada normal se anulem na superficie I', assim a integral de
superficie do lado direito da equacao (2.6) é zero e obtemos um problema de autovalor-autovetor
generalizado idéntico a equacao (1.10). No presente caso, isolamos o vetor ¢ na equagao (2.6), o
substituimos na equagao (2.7) e obtemos a expressao para o nucleo da matriz R dada por

_ﬁ2();
~ 9 "YWH_EO

f1(x') .
Note que o ntcleo da matriz R possui uma singularidade quando H—FEO se anula, neste caso deve
existir uma solucao estaciondria tal que W' (x) = 0 na superficie I'.

Normalmente, o nimero de funcoes de base utilizado em problemas de espalhamento é muito
grande. Isso requer um grande esforco computacional, tanto no calculo dos elementos da matriz
H—-FEO como na sua inversao para obtencao do nucleo da matriz R. Considerando que as matrizes
hamiltoniana e superposicao tém dimensao p X p, o esfor¢o computacional no cdlculo dos elementos da
matriz cresce com p? enquanto que o esforco na inversio cresce com p> [73]. Portanto, é fundamental
termos fungoes de base que reduzam a memoria requerida para guardar as matrizes no computador e
diminuam o tempo computacional para inversao da matriz. Como veremos no capitulo 3, a versao-p

do método do elemento finito faz com que as matrizes H e O fiquem muito esparsas e fornece um

eficiente algoritmo de inversao de matrizes.
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2.3 DMatriz S de espalhamento

Antes de abordarmos o conceito de matriz S de espalhamento, é conveniente comegarmos
nossa discussao com algo que é muito 1til no tratamento de colisdes entre particulas compostas (por
exemplo, dtomos e moléculas), o conceito de canal. Um canal é qualquer possivel modo de fragmentagao
do sistema no curso da colisdo. Para simplificar, limitemos nossa atencdao em um sistema triatomico
A, B e C. Suponhamos, por exemplo, o &tomo A e o didtomo BC entrando em colisao, este é chamado

de canal de entrada. Alguns dos possiveis configuracoes finais sao

A+B+C (dissociagao)
A+ BC  (espalhamento eléstico)
A+BC —
A+ (BC)* (excitagao)
AC+ B (rearranjamento)

Cada um dos diferentes produtos de particulas apds a colisao em algum particular estado quantico
corresponde a um canal.

No formalismo independente do tempo a funcao de onda assintética é a solugdo da equagao
de Schrédinger independente do tempo bem antes a colisao ter comegado (fungao de onda incidente)
mais a solucao apds a colisao totalmente terminada (fungao de onda emergente). Assim, a expressao

geral da funcdo onda na regido assintética é dada por!

b b .
() = AT —=e ™t (n) = > AT =ity (n) (2.8)

onde, a coordenada & descreve o movimento translacional do sistema e 7 descreve os movimentos rota-
cional e vibracional; a funcao Xj(n) representa um estado assintético ligado com nimero quéntico j e
autovalor de energia F;; a energia total ¢ F sendo que k; = %’;(E — Ej) estd associado ao momento
translacional; b; = 1 ou 0 se j representa um canal aberto (E; < E) ou fechado (E; > E), respectiva-

mente; A;»" e Ajm sdo os coeficientes da fungéo de onda incidente e emergente, respectivamente.

! A representacio da situagéo fisica por meio de ondas estaciondrias como na equacio (2.8) é uma idealizacio. Na rea-
lidade, deve ser construido um pacote de ondas formado pela superposicdo de ondas estacionarias para diferentes vetores
de onda. No entanto, pode ser mostrado que essa consideragdo produz resultados corretos legitimando o procedimento
que é adotado na presente dissertagao [96, 60].



32

FEm processos de espalhamento quantico as medidas sao feitas, em geral, em particulas antes
e apés a colisao. Consequentemente, toda informacao experimentalmente relevante estd contida em
um operador que conecta a funcao de onda incidente com a funcao de onda emergente, este operador é
chamado de operador S de espalhamento, e quantidades fisicas, como secao de choque de espalhamento
e probabilidade de transicao, sdo relacionadas com os elementos da matriz S de espalhamento. A

relagao matematica da matriz S com a fungao assintdtica é dada por
A = SA™ (2.9)

onde A e A°™ s@o os vetores dos coeficientes {A;”} e {A$™}, respectivamente. A probabilidade
de transi¢ao do sistema de um dado estado assintético incidente para um dado estado assintético

emergente é relacionada com os elementos da matriz S da seguinte forma
Py(E) = |Syl* . (2.10)

Como discutimos na secao 2.2, a relagdo entre a matriz S e a matriz R é obtida através da
continuidade da funcao de onda na superficie I' que delimita a regido de interagao, cujo volume é €2,
e regiao assintdtica (externa a €2). O formalismo variacional da matriz R especifica que a fungao de

onda na superficie I' é

V() = / dn/ R )Wy (€o,11) (2.11)
T
onde
! a\II )
w(6n) = T

com &, fixo definindo a superficie I". Substituindo a func¢ao (2.8) na expressao (2.11), multiplicando a
esquerda por x;(7) e integrando em 7, obtemos

n n
Aénbie_ikiSO — Afmbieikigo = — ZZ'RijA;nbje—ik’jfo — ZZ'RijA;mbjeikjfo, (2.12)
J J

onde

(R}, = ik, / dndsy' X () R(m; ), () (2.13)
r
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sao os elementos da matriz R.

Empregando a notacao matricial, definimos a matriz momentum,

e—iklfo 0
M = , (2.14)
0 e_ikngo
e os vetores ~ _ ~ _
b AP bl Af™
Ain — . e AC™m —
b, A" b, AS™
Assim, reescrevemos a equagao (2.12) como
MA™ — M*A“" = —iIRMA™ — iRM*A“"
e apés uma simples manipulacao algébrica chegamos a
A" = [(1 —iR)M*|}(1 + iR)MA™.
Comparando a equagao acima com a equacao (2.9) concluimos que
S =[1-iR)M* |71+ iR)M (2.15)

é a expressao da matriz S em termos da matriz R que tem seus elementos dados pela equagao (2.13). A
expressao (2.15) também demonstra a unitariedade da matriz S, isto é, SS = 1. Em outras palavras,
a soma dos médulos ao quadrado de qualquer coluna ou linha da matriz S é igual a unidade.

E importante ressaltar que mesmo a informacao fisica estando associada apenas com os canais
abertos (b; = 1), é importante o uso de alguns canais fechados no calculo da matriz R para se obter

uma boa convergéncia dos resultados da matriz S.

2.4 Espalhamento elastico por um potencial central

Nesta secao consideramos o espalhamento elastico de uma particula por um potencial do tipo

central [105]. Como vimos na subsecao 1.3.1, a técnica de separa¢ao do movimento do centro de massa



34

permite a extensao deste tratamento para colisoes entre duas particulas interagentes.

2.4.1 Decomposicao por ondas parciais

Para encontrarmos a funcao de onda assintética do problema em questao devemos resolver

a seguinte equagao de Schrodinger
R _,
—2—V +V(r) | ¥(r) = E¥(r), (2.16)
7
onde p é a massa da particula. Estamos particularmente interessados no comportamento da solucao

da equagao acima no infinito (isto é, r — oo = V(r) — 0) que é da forma

lim U (r) = e* + (0, $) e: : (2.17)

T—00

onde o primeiro termo representa uma onda plana incidente (ao longo da diregao z) e o segundo termo
¢ uma onda esférica emergente (espalhada), sendo f(€,¢) a amplitude de espalhamento.

Se desejamos conhecer a fungao de onda estacionéria assintotica ¥ devemos obter a amplitude
de espalhamento f(6,¢). Fazemos isto resolvendo a equac@o de Schrdodinger (2.16) em coordenadas
esféricas. De acordo com o exposto na subsecao 1.3.1, a solucao da equagéo pode ser obtida pela
expansao em harmonicos esféricos. Porém, considerando que o problema tem simetria axial, a funcao
de onda e a amplitude de espalhamento ndo dependem de ¢. Entao a expansado pode ser feita em

termos do polindmios de Legendre da seguinte forma

W(r) = QZT“# Xlﬁr) Py(cost), (2.18)
l

que é conhecida como decomposigao por ondas parciais. A funcao x;(r) radial é a solucao da seguinte

equacao

h? d? 2+ 1)

-5tV — =F . 2.19

v+ e - B (219)
Procurando-se entao uma solugao que se anule na origem e que para r — oo tenha o comportamento

assintético chegamos a

l
lim x;(r) = ajsen (k:r - g + 61) , (2.20)
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onde k = \/W e §; é o deslocamento de fase? que depende do niimero quantico I. O deslocameto
de fase é a diferenga entre a fungao (2.20) e a solucao assintética da equacao (2.19) se considerdssemos
apenas que V(r) = 0 em todo o espago, neste caso a solucao seria dada por x;(r) = rj;(kr) onde
Ji(kr) sao as funcoes esféricas de Bessel que tém a seguinte forma assintdtica:

sen (k‘r - %r)

lim ji(r) = (2.21)

=00 kr

O deslocamento de fase é diretamente relacionada com a amplitude de espalhamento e com

a matriz S de espalhamento. Para demonstrar isto, usamos o fato de que os polinémios de Legendre e
as funcoes de Bessel formam um conjunto completo que expande o espago das autofuncoes de energia
E. Por isso, expandimos as ondas planas incidentes e a amplitude de espalhamento em termos deles

da seguinte forma [60]

ethz = gikreost Z(Ql + 1)itj(kr)Py(cosb) (2.22)
!
e
1) =31 2122 L3P (cost) (2.23)
l

Levando em conta a forma assintética da fungao de Bessel (2.21), usando as duas equagoes acima e
substituindo na expressao (2.17), escrevemos a forma assintética de ¥ (r) separando as ondas incidentes

e emergentes:
204+ 1 : x . -
lim () =3 CLEL et [o=ir=5) — 5y607=)] By(cosh) (2.21)
onde S; = 1 — f;. Por outro lado, substituindo a forma assintética (2.20) na expressao (2.18), obtemos

20+ 1 ) - , .
limVU(r) = Z (éz—)ilHal [e_z(kr_l?‘*"sl) - el(kr_l?""sl)} Py(cosb) . (2.25)
r—00 r
l

Igualando as espressoes (2.24) e (2.25), concluimos que

a; = €

Sy = o, (2.26)

2Em inglés “phase shift”.
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A expressao (2.26) forma os elementos da matriz S que no presente caso é diagonal. A amplitude de

espalhamento fica dada por

£(6) > (2 +1)(S; — 1) Py(cost) .

l

2ik
Na préxima subsecao utilizamos o formalismo variacional da matriz R para calcularmos a

matriz S; e consequentemente o deslocamento de fase 9;.

2.4.2 Formulagao variacional

De acordo com o exposto na subsec¢ao 1.3.3, o funcional de energia de uma particula de massa

w sob a influéncial de uma potencial central V(r) deve ser dado por

T =Tl
l

onde

2 J2
abal = [[ari ) { =5 4 Vi) - Bt (2.27)

O funcional (2.27) é o funcional de energia para a onda parcial | e devemos utiliza-lo para encontrar
o ntcleo da matriz R.

Considerando que o problema se reduz a uma dimensao, a superficie de fronteira entre as
regioes de interagao e assintética fica definida por um ponto r = 7,,4.. Logo, a condicao de contorno

imposta pelo o formalismo variacional da matriz R especifica que

dx(r)
ér , (2.28)

rmax

X1 (Tmzim) =R

onde R; é a matriz R da onda parcial [. Assim, empregando a identidade de Green e adicionado o
produto do conjugado da derivada de x;(r) no ponto r = 7,4, com a condigao (2.28) ao funcional

(2.27) obtemos um novo funcional:

e 2 dy*(r r
M) = /m{hdm“¢“)+ﬁmmdm—mmm}
0

2u  dr dr
h2

_E {XT(dem)XE(dem) + X;* (dex)Xl(rmdx) - XE* (dex)RlXE(rmda:)} ) (2‘29)



37

onde x}(rmaz) € a derivada de x;(r) no ponto r = ryaqe.
Para obtermos a matriz R;, expandimos a funcao de onda radial em um conjunto finito de

funcoes de base:

Substituimos a expansao acima no funcional (2.29) e impomos a condi¢do de estacionaridade do
funcional em relacao ao conjugado dos coeficientes {cé} e da derivada de y;(r). Assim, obtemos a
matriz R; para um processo de espalhamente eldstico com um canal assintético:
R 1 .
Ry = M;;ﬂ (Tmaz) {HZ—EO}” f5 (rmaz) (2.30)

onde

{m' - o} - Zd {EEOBO ¢ ) [y 0)- 5] 150}

Por outro lado, a relacao entre a matriz R; e a matriz S;, pode ser obtida usando a conti-

nuidade da funcao no ponto r = r,4, que delimita as regides de interacao e assintética. A funcdo de
onda x;(r) na regido assintética é dada pela equagao (2.20) e o formalismo da matriz R especifica que

a fungao de onda tem que satisfazer a condi¢ao (2.28), sendo assim devemos ter que

lm

l
sen <krmgm ) + 5l> = Rjkcos (krmdx — g + 51) .

Escrevendo a forma assintética de y;(r) separando as ondas incidentes e emergentes, e realizando

algumas operacoes algébricas chegamos a

i
2

[1 — ikRy) e'(krmas—5) 200 — [1 4 jjRy] e~ (krmaa—75),

Comparando a equag@o acima com a equagao (2.26) concluimos que

_ o _ [LHIRR] o
S = = iRy

Frmds—1g) (2.31)
que é a expressao da matriz S; de espalhamento em termos da matriz R; para [-ésima onda par-

cial. Quantidades fisicas como secao de choque diferencial e total de espalhamento estao diretamente

associadas a matriz S; ou ao deslocamento de fase d; [96, 105].
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2.5 Espalhamento colinear de um atomo por um didtomo

Nesta secao consideramos um processo de espalhamento de um atomo por uma molécula
diatomica onde compelimos a molécula a manter uma orientacao colinear com o atomo durante o
curso da colisdao e os nicleos se movem com energia abaixo da energia de dissociacao. Restringimos,

entao, nossa atencao em processos quimicos do tipo

A+ BC(vp) (eldstico/ineldstico)
A+ BC(V[) — ,
AB(vp)+C (reativo)
onde v; e vp sao os nimeros quanticos vibracionais dos reagentes e dos produtos, respectivamente.

Além disso, consideramos que a reacao ocorre em um unico estado eletronico adiabatico. Assim, o

hamiltoniano do sistema triatémico colinear pode ser dado por

I R SC
" 2M4 92y 2Mp oy 2Mc 9z

H= +V(za,zB,z0) , (2.32)

onde x4, rp € x¢c sao as coordenadas dos nucleos de massas My, Mp e Mg, respectivamente, e

V(xza,zp,xc) é a superficie de energia potencial em um particular estado eletronico.

2.5.1 Sistema de coordenadas

No estudo da dinamica de sistemas de particulas, tanto no ponto de vista da mecanica classica
quanto da mecanica quantica, é de crucial importancia a escolha adequada do sistema de coordena-
das a ser utilizado. Tal sistema de coordenadas deve permitir a maxima exploracao das simetrias do
problema tornando o hamiltoniano o mais simples possivel. Entretanto, uma dificuldade no estudo de
processos de espalhamento reativo é que o sistema de coordenadas que melhor descreve uma determi-
nada regiao do espaco de configuracoes nem sempre é o que descreve melhor uma outra regiao, sendo
portanto, comumente usados diferentes sistemas de coordenadas em regioes diferentes do espaco. Uma
boa revisao sobre estes varios conjuntos de coordenadas usados em sistemas triatomicos pode ser visto
na referéncia [80]. Aqui nds apresentaremos alguns sistemas de coordenadas e mostraremos como eles

simplificam o problema em questao.
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Figura 2.1: Coordenadas de Jacobi para um sistema triatomico colinear

Coordenadas de Jacobi

A regiao assintética do espacgo de configuragoes é melhor descrita por dois conjuntos de
coordenadas de Jacobi, cada um descrevendo melhor um canal do sistema. Sejam as distancias inter-

nucleares e a coordenada do centro de massa dadas por

rAap = |ra—xB|

rpc = |z — xc|

Mpxp+ Mpxp + Moz

X =
Ma+ Mp + Mc

Entao, para o canal de rearranjamento A + BC' (ou canal «), as coordenadas de Jacobi sdo definidas
como:

10
R, = rap+=--rpc
(6% MB

Ta = TBC Y
onde pupco = (MpMc)/(Mp+Mc) é a massa reduzida do didtomo BC'. Para o canal de rearranjamento

AB + C (ou canal (3), as coordenadas de Jacobi apropriadas sao:

HaB
Rs = rpoc+=""rap
B Mp

rﬁ = TAB,

onde pap = (MaMp)/(Ma+ Mp) é a massa reduzida do didtomo AB. Os dois conjuntos de coorde-
nadas de Jacobi sao mostrados na figura (2.1).

Utilizando os diferentes conjuntos de coordenadas de Jacobi, o hamiltoniano (2.32) torna-se

ﬁ:ﬁx—l—ﬁ)\ )\:Oé,ﬁ,
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onde
~ m2 9?2
X = ToMox?

é o termo correspondente ao movimento do centro de massa, sendo M = M4 + Mp + Mg a massa

total,

~ K2 0? 2 92
Hy = — _ Y
24 po ORE QMBcarg_FV(Raﬂh)

¢ o termo referente ao movimento interno do sistema na canal a, sendo py g = Ma(Mp + Mc)/M

a massa reduzida do sistema A + BC, e

P I
o a0 ORG  2uap O

+ V(R’ﬁ, 7’/'3)

é o termo referente a0 movimento interno do sistema no canal 3, sendo pyp o = (Ma + Mp)Mc /M
a massa reduzida do sistema AB + C.

Escolhendo um referencial fixo no centro de massa do sistema desacoplamos o movimento
deste restando apenas dois graus de liberdade referente ao movimento interno do sistema. Nosso

préximo passo é definir os sistemas de coordenadas de Jacobi ponderadas pelas massas.

Coordenadas de Jacobi ponderadas pela massa

As coordenadas de Jacobi ponderadas pela massa sdo definidas de modo que a equagao de
movimento do sistema seja como a de uma particula de massa reduzida g movendo-se em um espaco

bidimensional e sujeita a um potencial V. Tais coordenadas sao

R,\ = a,\R’A

-1,
AN = Gy Ty A=aq,F,

onde

[
-

(MABC>4 (UARC>4
g = | —= e ag = | —= )
KBC HAB
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Uma caracteristica deste sistema de coordenadas é que os vetores de Jacobi ponderados pela massa

de cada canal sao relacionados entre si por uma rotagao cinematica em duas dimensodes [89, 5]:

rg CoSWag —Senwag| |Ra

Rg Senwag  COSWag Ta

onde o angulo de rotacao cinemaética é dado por

1
MaMc\ 2
AC) . (2.33)

wag = arctyg < Ml

O hamiltoniano neste sistema de coordenadas fica entao dado por

R [ 92 0?
R

o 8R?\+6r?\) + V(Ra,7A)

onde pp = (MaMpMc /M )% ¢ a massa reduzida de todo sistema. A fungao de onda assume sua forma
assintotica quando a superficie de energia potencial nao apresenta acoplamento entre os diferentes
canais de rearranjamento, isto acontece quando Ry — oo, onde A = «, 3. A expressao para a fungao
de onda assintética nos canais pode entao ser escrita como

U(Ry,7y) = Z Uj(ra)ui(Ry) , (2.34)

onde

) — ~.pFkjRA
uj(Ry) = cje™
e Uj(ry) sdo os estados vibracionais assintéticos no canal A, solugdes da seguinte equagao

hQ 82

_@877"3\ + V(R ra) | Uj(ra) = ExU;(r») - (2.35)

O sistema de coordenadas de Jacobi ponderadas pela massa é conveniente para expressar
condigOes assintéticas, porém é desvantajoso na descricao da regiao de forte interacao, pois existe um
grande acoplamento entre os canais de rearranjamento do sistema. Nesta regiao é mais vantajoso usar

o sistema de coordenadas hiperesférico.



42

Coordenadas hiperesféricas

Para configuragoes colineares, o sistema de coordenadas hiperesférico se reduz as coordenadas

polares, que sao definidos como um hiperraio,

N|=

1
p:(Ri+r§)2:(R%+r%) 0<p<oo,
e um hiperangulo,
R
0 = arctgr—a = arctg—ﬁ — Wag 0<60<0,40 ,
Ra 7’5

onde w3 é 0 angulo de rotagao cinematica definido na equacao (2.33) e 8,4, = arctyg ( J\%‘Bj\% ) % Uma
caracteristica deste sistema de coordenadas é a independéncia do hiperraio de uma particular escolha
de A, B e C, isto é, ele é invariante sob rotacao cinematica.

O hamiltoniano para o movimento dos nicleos neste sistema de coordenadas é dado por

N 2 1 52 2
H:—h [6 190 10

— a5t -5 +=5==| +Vp0), 2.36
2u |0p?  pdp P 892] (6, 6) (2.36)
que ¢é independente do arranjo definido pelas coordenadas de Jacobi. Assumimos que a fungao de onda

pode ser escrita como

n

W(p.0) =p2 > hi(p)g;(0.p) . (2.37)
j=1

onde os g;(6,p) sao fungdes hiperangulares que dependem parametricamente do hiperraio que sao
obtidas resolvendo a seguinte equacao hiperangular,

R 1 9?
e 4
2 p? 06>

(pﬁ)} 9(0,p) = (p)g(0,p) , (2.38)
onde matemos o hiperraio fixo. Note que a expressao geral da funcao de onda assintética em coorde-
nadas hiperesféricas é obtida quando fazemos p — oo na expansao (2.37).

Uma pequena desvantagem das coordenadas hiperesféricas é devido ao fato de que as condigoes
de contorno assintéticas sao expressas em termos das coordenadas de Jacobi. Como a superficie de
fronteira I' entre regides que empregam diferentes sistemas de coordenadas nao se igualam, conse-

quentemente, é necessario projetar a funcao de onda escrita em coordenadas hiperesféricas em uma

superficie com R) constante para se obter a matriz S de espalhamento; veremos isso mais adiante.
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2.5.2 Formulacao variacional

O formalismo variacional da matriz R implica que, para a obtermos em coordenadas hipe-
resféricas, devemos primeiro construir o funcional de energia para o sistema triatémico colinear neste

sistema de coordenadas, ou seja,

J[U] = / pdpdd T (p, 0) {ﬁ - E} U(p,0) (2.39)

onde H ¢ o hamiltoniano da expressao (2.36) e E é a energia total do sistema.

Substituindo a funcao de onda dada pela expansao (2.37), cujo conjunto ortogonal de fungdes
9i(0, p) sao as solucoes da equacao (2.38) com autovalores £;(p), no funcional (2.39) e realizando
algumas operacoes matematicas obtemos

-y / do {=Eni (o) Ehilo) + i(o) [V () — E] (o)
7 o

~Eni(0) 245 (0 + A (0)] s(0)} (2.40)

onde Vi (p) = £i(p) — h2/8pp?,

. d \ d?
AE;)(p)Z/dHQi (9’p)8fpgj(97p) e Ag)(p) =/d99i (9,,0)672%(9,;))

sdo os termos de acoplamento®.

Empregando a notacao matricial, definimos os operadores matriciais

V90, = v ()

(A}, =1 [t + a2

3Em alguns casos é 1til inserir a relagdo de completeza, > gx(6,p)gi(0',p) = §(6 — 6'), na definicio de AEJQ.)(p) e
%

reescrevé-lo em termos dos A(l)( ) [98]:
Ik / 8 /
Z A6t} (0. p) 5 | 910, P)9i (8", P) 5 9: (0", )

= > AP (AL () + d—pAE?(p)

k
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junto com o vetor das fungoes hiperradiais e seu transposto conjugado

hi(p)

h(p)=| : e hT(P):[hT(p) h;‘l(p)}‘

ha(p)

Desta forma, o funcional (2.40) pode entao ser escrito como

% 22 -
/azphT { a2 +A(p) + VY (p) - E} h(p) . (2.41)
0

FEm coordenadas hiperesféricas a superficie de fronteira entre as regioes de interacao e as-
sintética é definida apenas por p = p,,4,- L0go, a condicao de contorno imposta pelo formalismo
variacional da matriz R sobre o conjunto de fungoes hiperradiais e suas derivadas normais é especifi-

cada como

RhM

h(pmd:r) = dp

, (2.42)

Pmax
onde R" é a matriz R em coordenadas hiperesféricas. Assim, empregando a identidade de Green
e adicionando o produto do transposto conjugado da derivada de h(p) no ponto p = p,,4, com a

condigao (2.42) ao funcional (2.41) obtemos um novo funcional

T ¥ = Zxdp{idh;ﬁ)d*;;) (o) [Ap) + V7T (0) ~ E] i)}

h2 + / rt
= 12 om0 (i) + 1 (P i) |
h2
+ﬂth (pmdx)th/(pmdx) ) (243)

onde h'( ) é a derivada de h(p) no ponto p = p,,4z-

Pméz

Para obter a matriz R" expandimos as funcoes de ondas hiperradiais em um conjunto finito

de fungoes de base {f;}:

P =S¢ f) . (2.44)
j=1
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onde os {cl-

]} sdo os coeficientes da expansdo. Podemos representar o conjunto de fungoes acima

usando a notacao matricial definindo as matrizes funcoes de base e os vetores coeficientes da expansao

fi(p) 0 ¢

fj(p) = e ¢ =

= 4 nxn -

Assim, podemos representar o conjunto de equagoes (2.44) como

h(p) =Y fi(p)c;. (2.45)

Substituimos a equagao (2.45) no funcional (2.43) e empregamos a seguinte notagao matricial
Pmax h2 dfT(p) df/(p) i —~
H-EO}, = [ dpd o=y gl() [A(p) + V¥ (p) - E] £
(|-£o),, - | p{m LS 1) [AG) =V (0~ B] £:(0)
0
C1

c=|: e F(P):[fl(p) fp(p)}’

Cp

onde {H — EO}, ;, ¢ um bloco de dimensdo n x n referente ao nimero de estados em (2.37), ¢ é o
vetor dos coeficientes com dimensao n-p e F(p) é um vetor retangular com dimensao n x (n-p). Assim,

reescrevemos o funcional (2.43) da seguinte forma

h2
J[Ca h,] = CT (H - EO) Cc— ﬂ {CTFT(pmdac)h/<pmdac) + h/T(pmdac)F(pm(ix)c}

K2
+—h't O RMy! f)

Requerendo a estacionaridade do funcional J[c, h’] em relagao ao conjugado dos coeficientes {c;} e das

derivadas de {h;} e fazendo uma manipulacao algébrica similar a apresentada na segao 2.2, obtemos

a expressao para a matriz R em coordenadas hiperesféricas

K2 1
R" = ZF(pmdx)mFT(pmd:c) . (2.46)

Na proxima secao vamos descrever o procedimento que projeta a funcao de onda escrita em

coordenadas hiperesféricas em uma funcao de onda em coordenadas de Jacobi ponderadas pela massa
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para entao determinar a matriz R em coordenadas de Jabobi ponderadas pela massa a partir da matriz

R hiperesférica; tal procedimento é conhecido como projecao hiperesférica.

2.5.3 Projecao hiperesférica

Como discutimos no fim da subsegao 2.5.1, as condigbes de contorno assintdticas sao melhores
expressas em coordenadas de Jacobi ponderadas pela massa onde os estados vibracionais assintéticos
sdo obtidos tomando o limite Ry — oo sendo A = «, 3. Por outro lado, os estado assintéticos em
coordenadas hiperesféricas sé podem ser calculados no limite p — oo; portanto, faz-se necessario pro-
jetar a funcao de onda definida em uma hiperesfera em uma fungao de onda definida numa apropriada
superficie de Jacobi [103]. Para tanto, faremos a seguir uma andlise da fungao de onda em torno de
P = Pmaa-

Analogamente ao que fizemos na secido anterior para determinacdo do funcional de energia,
substituimos a expansao (2.37) na equagao de Schrédinger cujo hamiltoniano é o da expressao (2.36),
multiplicando a esquerda por p% g: (0, p), integrando em 0 e realizando algumas operacoes matematicas
obtemos a equagao matricial

~

2 2
e+ R0+ V()] o) = BB

Portanto, para p — p,,4,» @ €quacao acima torna-se

2 2
[—;L;;z + e(pmdx):| h(p) = Eh(p) ,

onde {€(pmaz) tij = 0ij€i(Pmas) € consideramos que

9g:(0, p)

~ ) ) —
dp ~0 = Aij (Iomd:c) - Aij (pmdz) =0.

Pmax

Assim, as funcgoes hiperradiais e suas derivadas podem ser expandidas em termos de solucbes do tipo

seno e cosseno, tal que

h(p) = s(p)A+c(p)B (2.47)

(o) = s(p)A+c(p)B, (2.48)
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onde A e B sao vetores de coeficientes que dependem da condicao de contorno assintdtica, e, s e ¢ sao

matrizes diagonais com elementos dados por

si(p) = sen [k (p = Pimaa)] si(p) = senh [k; (p — Praa)]
ci(p) = cos [k (P~ pmaa)] ci(p) = cosh [k; (p = Pmaa)]

onde escolhemos as fungoes trigonométricas se o canal for aberto, isto é, E > €;(p,,4.); Ou escolhemos as

fungdes hiperbélicas se o canal for fechado, isto é, E < &;(pas), sendo que ki = \/:I:%(E — €i(Pmaz))-
Substituindo as equagcoes (2.47) e (2.48) na condicao de contorno (2.42), podemos relacionar os vetores

de coeficientes A e B :

A=X-B, (2.49)
onde

X = [(omae) ~ RS (i) [elmsa) ~ R'€ (prnas)] (2.50)

Para fazer a projecao do sistema de coordenadas hiperesférico para o de Jacobi ponderado
pelas massas, requeremos que o lado direito das equagoes (2.34) e (2.37) e de sua derivadas concordem

numa superficie Ry = RS°, obtendo
_1
D Uilraui(RY) = > p2g;(0,p)h;(p)
( J
. ) — 1
ZUZ‘(TA)U;(RA ) = BTN ZP 2g;(0,p)h;(p) -
( J

Em seguida multiplicamos a esquerda por U} (ry), integramos sobre 7y e usamos as equacoes (2.47) e

(2.48) para obter o vetor u(RS°) e sua derivada a partir das seguintes relagoes

u(R®) 1V o 12 o

= AT ‘B (2.51)
u(R%) o 1y o 1y
w(RY) ¥ o 1 o

= A ‘B (2.52)
u'(RY) o 1 o 1y
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(1)

onde os elementos das submatrizes I’ sao dados por

{1(53) }z‘j

{1(0‘4) }ij

/ UM si(0)g; (0 p)drs A= a8

/ UM )p bes(0)g; (0. 0)drs A =a, B

/ U2 (ra)ot {5(0)05(6, p)cosd — (20)s1(0)g; (6. p)cost

dg;i (0, p) dg;(0, p)

s5i(p) o cost) — p~tsi(p) 50 Sene} dre,

/ UL (r5)p7% {5(0)91(8, p)sen(8 +wap) — (20)~"55(p)g;(8, p)sen(8 + wag)

dg;(0, p) dg;(0, p)

+55(p) P 'si() =5,

sen(0 +wag) +p~ cos(0 + wag)} drs

[ U2 {6 (91550 p)cosd — (20)ei(p)gy 0. )cost

1 0g;(0, p) ~1. . ,99;(0,p)
+c;(p) R cosh — p~c;j(p) 20 senf 3 drq,
{1}, = / UL (r5)p™% {(0)95(0: p)sen(8 +wap) — (20) " ¢;(p)g; (0, p)sen(8 + wap)
0g;(0 0g;(0
—I-Cj(p)‘%(gp’p)sen(ﬁ +wag) + p_lcj(p)%(;e’p)cosw + wag)} drg .

Os blocos fora da diagonal das matrizes {I(i)}, definidas a partir das expressoes (2.51) e (2.52), s@o
zero porque os indices das funcoes hiperangulares, {g;}, foram organizados de modo que os menores
indices estao associados as funcgoes localizadas no canal a enquanto que os indices restantes estao
associados as funcoes localizadas no canal G%.

A matriz R em coordenadas de Jacobi ponderadas pelas massas relaciona as fungoes u(R3°)

e suas derivadas da seguinte forma:

wE) =R’ . (2.53)

u(RE) u'(RE)
Combinando as equagoes (2.51) e (2.52) com as equagoes (2.49) e (2.53), a matriz R em coordenadas

de Jacobi ponderadas pela massa é entao dada como

R’/ = |1V .X + 1(2)} ) [1(3) X 4 1(4)] -1

“Na prética, ndo organizamos os ndices das funcbes {g;} segundo a localizacdo nos canais, portanto, as matrizes

{I(i)} nao tiveram uma estrutura em blocos.
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onde a matriz X é dada pela equagao (2.50) e implicitamente arranjamos suas linhas e colunas para
concordar com os indices das equagoes (2.51) e (2.52).

Os elementos da matriz R sao dados por
{R}ij = M{RJ}W- )
e finalmente encontramos a matriz S empregando a férmula (2.15):
S =[(1—iR)M* ] '(1+iR)M, (2.54)

onde a matriz M é dada pela expressao (2.14) fazendo {, = RS°. No capitulo 4 aplicamos esse

formalismo para tratar a reagao bimolecular colinear H + HD — Ho + D.
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Capitulo 3

Metodologia numérica

3.1 Introducao

Uma das dificuldades encontradas nos estudos tedricos em fisica atomica e molecular é a
impossibilidade da realizacao de calculos analiticos exatos para a determinagao precisa das proprieda-
des de interesse na maioria dos sistemas quanticos. Portanto, um fator importante a ser considerado
nesses estudos é a metodologia teérico/computacional utilizada para a sua realizagdo. Tal metodologia
numérica deve, entre outras coisas, fornecer uma boa acuracia nos célculos e requerer um menor esforgo
computacional para sua execucao. Neste sentido, varios tipos de aproximagoes tedricas tem sido de-
senvolvidas e/ou utilizadas para realizagao de cédlculos mecéanico-quanticos tanto para a determinacao
de estados ligados ou estdveis como para o estudo de reagdes quimicas [101, 106].

Em particular, os dois sistemas confinados abordados no capitulo 1 tem sido estudados por
meio de diversas metodologias. Por exemplo, Goldman e Joslin [31] assim como De Groot e Ten
Seldam [22] utilizaram a solugao exata do problema do dtomo de hidrogénio confinado, ao passo
que Zhu e Trickey [107] desenvolveram solugdes analiticas para algumas frequéncias de confinamento
do ponto quantico vertical com dois elétrons em um campo magnético. Por sua vez, Laughlin [49]
e Wagner et al [102] usaram teoria de perturbagdo para calcular algumas propriedades do atomo

de hidrogénio confinado e do ponto quantico com dois elétrons confinados em um disco circular,
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respectivamente. Contudo, métodos baseados no principio variacional estao entre os mais empregados
na literatura. Entre os mais importantes temos os que usam funcoes de base teste com parametros
variacionais nao lineares [58, 59, 99, 25| ou expandem a funcdo de onda em um conjunto finito de
funcoes base [33, 108, 75] e os que usam a aproximagao Hartree-Fock [70, 71] ou o modelo de interacao
de configuracoes [82].

Com relagao ao estudo dos processos de espalhamento abordados no capitulo 2 também
podemos citar varias metodologias utilizadas. Por exemplo, Rémelt e Manz [83, 57] usaram o método
de propagacao da matriz S ao longo da coordenada radial de Delves enquanto que Kuppermann et
al [26, 48, 45] propagaram a func¢ao de onda independente do tempo em coordenadas hiperesféricas
polares. Também a classe de métodos baseados no principio variacional tem sido bastante utilizada

[2]. Como, por exemplo, os que baseiam-se nos formalismos de Kohn [47] e de Schwinger [87].

Um procedimento bastante acurado que é aplicado em mecéanica quantica junto com o for-
malismo variacional é método do elemento finito (MEF) para a expansdo da fungao de onda em um
conjunto base finito [81]. O MEF é uma nomenclatura geral para um conjunto de procedimentos que
sao baseados na técnica de discretizacdo do espaco em elementos e no uso de fungoes de base poli-
nomiais definidas em cada um desses elementos. O método do elemento finito sempre foi largamente
utilizado na andlise de problemas de engenharia [43, 109], mas nos ultimos anos tem aumentado a sua
aplicac@o no estudo da dindmica molecular e estrutura eletronica para sistemas ligados [67, 92, 76], as-
sim como em processos de espalhamento [56, 41, 77]. Existem duas versoes para o MEF: a versao-h usa
polindmios de mesmo grau em todos os elementos da malha enquanto que a versao-p usa polindmios

de graus diferentes nos varios elementos, sendo, assim, mais flexivel.

Este capitulo é organizado da seguinte forma. Na secao 3.2 descrevemos a versao-p do método
do elemento finito (p-MEF) em uma dimensao e mostramos suas principais caracteristicas. Na se¢ao
3.3 apresentamos o procedimento mecanico quantico (PMQ) auto-consistente para construgao de uma
malha de elementos otimizada. Por fim, na secdo 3.4 desenvolvemos o procedimento de inversao

de matriz baseado no método de particao de matriz e discutimos sua aplicacdo em problemas de
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espalhamento.

3.2 Versao-p do método do elemento finito

O método do elemento finito (MEF) consiste em dividir o espaco em subregioes (ou elementos)
e expandir a funcao de onda em termos de fungoes de base definidas em cada uma dessas subregioes.
No caso unidimensional, o intervalo de integragao [a,b] é dividido em N, elementos, sendo o i-ésimo
elemento definido no intervalo de g;—1 até ¢; com gg = a e gy, = b, e a funcao de onda é expandida da

seguinte forma:

Ne ki L
U(g)=> > fia), (3.1)

i=1;=0

onde as fungoes de base { f; (q)} satisfazem a seguinte propriedade:

f;(Q) =0 se q¢[gi-1,q] (3.2)

O parametro k; é a mais alta ordem dos polinémios associados com i-ésimo elemento, f; (q) é a j-ésima
funcao de base do mesmo elemento e {c;} sao os coeficientes da expansao.

A versao-p do método do elemento finito (p-MEF) utiliza como base fungoes interpolan-
tes lineares e funcoes de forma, permitindo empregar polinomios de diferentes ordens em diferentes

elementos. As duas funcoes interpolantes sdo definidas como sendo

i i 4 —4q
r = fig) = ——
1(a) fola) G — Gi1
; ; q—4gi-1
L) = filg)=-—"— q € [gi-1, q), (33)
q; — gi—1

enquanto as k; — 1 fungoes de forma sao definidas como
; ; . _1 i i .
Si(@) = fi(@) = 45 +2)72 [Pia(y') = Pja(y)] , j=1, k-1, (3.4)

onde y* = 2fi(q) — 1 e Pj(y") sao os polinomios de Legendre. Na figura 3.1 mostramos as fungdes

interpolantes e as fungoes de forma até a terceira ordem. Essas fungoes, definidas nas expressoes (3.3)
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0,0 0,5 1,0

Figura 3.1: Algumas funcoes de base locais usadas na p-MEF

e (3.4), obedecem as seguintes relagoes nas bordas dos elementos:

fiaim) = 1= fi ()
fola) = 0= fi(g1)

filgi) = 0= fi(a) J=1- k-1 (3.5)

Notemos que, baseado nas relagoes (3.5), a imposicao da continuidade da fungado de onda nos nés
da malha de elementos nos leva a relacao c}'ﬂ = c%“ entre os coeficientes de expansao, impondo que
flé, (q) + fé“(q) seja considerada uma tunica funcao de base que atua em dois elementos. Devemos
entdo definir um novo conjunto de coeficientes independentes {ay}, cuja relagdo com os coeficientes

¢} é dada por
{ej
ak:c§-<:>k::(i—1)k:l-—|—j—|—1.
A representacao matricial B de qualquer operador local B é obtida empregando-se o forma-

lismo variacional, conforme descrito nas secoes 1.2 e 2.2. Seja a funcéo de onda dada pela expansao

(3.1) cujo as fungoes de base satisfazem a propriedade (3.2). Neste caso os elementos nao nulos da
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matriz B sao

qi—1
e a matriz assume a seguinte forma:
Bl b o0 o 0
Hif B2 b2 0 0
0o ®)F B> b’
B= : (3.6)
0 0 (b¥)f 0
BNe bNe
0 0 . 0 (bMe)f BNetl
onde
Birl +Bi, Bj, - B, By, 0 - 0
Bi— iO %1 Bik’i—l pio Biki 0 --- 0
I B’iﬁ—l 0 B,ii_l R Blii—l — _B]ii_l b0 e 0_

comi=1,...N. e

Ne+1 _ pNe
BNt = B

Notemos que empregando-se a p-MEF a matriz B é esparsa, concentrada na diagonal e
também serd hermitiana se B for hermitiano. Além disso, ela tem uma estrutura em blocos que é
fundamental para o desenvolvimento da técnica de inversao de matrizes que apresentamos na secao
3.4. Outra propriedade importante é que somente uma funcéo de base é diferente de zero no ultimo
né da malha. Devido a isso, o confinamento espacial sobre a fungao de onda x;(r) nos dois sistemas
apresentados no capitulo 1 é imposto facilmente empregando a p-MEF bastando apenas retirar a
funcao de base fé\j ¢(q) da expansao (3.1). Além disso, o requerimento da continuidade da funcao de
onda na origem impde que retiremos a fungao f(}(q) da expansao. Logo, para o dtomo de hidrogénio

a dimensao das matrizes hamiltoniana e superposicao serd (N - k; — 1) x (N - k; — 1), enquanto que
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para o ponto quantico a dimensao das matrizes serd (Ne - k; — 1) -n X (Ne-k; —1)-n , onde n é o

nimero de harmonicos esféricos usados na expansao da funcao de onda radial.

3.3 Procedimento mecanico quantico auto-consistente

Um ponto importante no método do elemento finito é a escolha do tamanho de cada elemento
da malha unidimensional ou a distribuicao dos nés que definem estes elementos. Uma maneira simples
de construir a malha é obter uma discretizagao equidistante para os nés, {¢;, i = 0,--- , N}, dados

por

b—a)

N (3.7)

q¢:a~|—i(

Contudo, em muitos casos é necessario uma malha otimizada para se obter melhor convergéncia dos
resultados com um numero menor de funcées de base. Neste trabalho introduzimos uma modificagao
no procedimento mecénico quantico (PMQ) de construir malhas otimizadas para cada potencial, ini-
cialmente proposto por Prudente e Soares Neto [76]. O PMQ baseia-se na regra de quadraturas
gaussianas [39, 29|, utilizada no método da representacao da varidvel discreta otimizada ao potencial
(ou PO-RVD) [90]. Tal método utiliza um conjunto de funcoes ortonormais para construir uma qua-
dratura gaussiana associada a ele, onde os pontos desta quadratura podem ser dados como sendo os
autovalores do operador posicdo em uma base de funcGes ortonormais.

Os passos basicos do procedimento proposto por nds, o qual denominamos de procedimento

mecanico quantico auto-consistente, sao os seguintes:

1. Calcula-se um conjunto de autofuncoes ¢;(¢q) do sistema molecular em questao usando a p-MEF

com uma dada malha, que inicialmente podera ser discretizada uniformemente.

2. Usando as N, — 1 primeiras autofuncoes, contréi-se uma matriz cujos elementos sao

b

(Q}, = / A4t (q)ad;(q)

a

onde Q é a representacao matricial do operador posicao @
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3. Diagonaliza-se a matriz Q, e os respectivos N, — 1 autovalores sao os qi,q2, ..., qN,—1 1n6s que

definem as bordas dos elementos.

4. Faz-se um teste de convergéncia comparando os autovalores de energia obtidos com a nova
malha com os obtidos com a malha anterior. Se a diferenga entre eles estiver fora de uma dada
tolerancia volta-se ao passo 1 repetindo-se o procedimento com a nova malha. Quando atingir a

convergéncia o processo € finalizado, chegando assim & malha final.

No capitulo 4 aplicamos a presente metodologia, por exemplo, no estudo do d4tomo de hi-
drogénio e do processo de espalhamento elastico por um potencial central, e analisamos a eficiéncia
da nossa malha otimizada comparado a outros procedimentos, bem como discutimos a eficiéncia deste
procedimento tanto no estudo de sistemas quénticos ligados como no estudo de processos de espalha-

mento quantico.

3.4 Técnica de inversao de matrizes

Neste trabalho estamos interessados em inverter a matriz B = H — EO necessaria para ob-
tencao da matriz R de acordo com o formalismo variacional desenvolvido no capitulo 2. Conforme
vimos na se¢ao 3.2 para o caso unidimensional, utilizando a p-MEF a matriz B assume uma estrutura
em blocos dada pela expressao (3.6). Usando a notagao do método do elemento finito, a inversa de B

pode ser escrita como

Cl 1 ClQ Cl Ne+1
) CQ 1 C2 2 . CQ Ne+1
C = B_ =
CNe+1 1 CNe—H 2 . CNe—H Ne+1

Além disto, outra propriedade importante da p-MEF é que somente uma funcao de base que expande

a funcao de onda sera diferente de zero no ultimo né da malha, ou seja, o vetor das funcoes de base
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assumira a forma

f(qu)=[0 0 - 1]

Devido a essas propriedades, utilizando a p-MEF para expandir a funcao de onda na direcao
radial no caso do espalhamento de uma particula por um potencial central visto na secao 2.4 ou na
direcao do hiperraio no caso do processo de espalhamento colinear reativo visto na segao 2.5, obtemos

que as matrizes R para cada um dos sistemas sao respectivamente

h? h?
Rl 7CN6+1 Ne+1 e Rh — 7CNE+1 Ne+1 )
2p

Portanto, precisamos apenas do ultimo bloco da inversa da matriz B para obter a matriz R. Note que
no processo de espalhamento de uma particula por um potencial central a matriz B tem dimensao
(Ne-ki+1) X (Ne-k;+1) e seu tltimo bloco tem dimensao 1, enquanto que no processo de espalhamento
colinear reativo a matriz B tem dimensao (N k;+1)-nx (Ne-k;+1)-n e seu ultimo bloco tem dimensao
n x n, onde n é o nimero de fungoes hiperangulares. O processo de inversao que desenvolvemos a

seguir visa calcular somente este tltimo bloco da matriz inversa.

Método de particao de matriz

O método de particao de matrizes visa inicialmente inverter matrizes de ordem tao grande
que todos os seus elementos nao podem ser armazenados na memoria do computador [37, 29]. Consi-

deremos o problema de inverter uma matriz quadrada X que é particionada como

X1 X2
X = ,

Xo1 Xoo

sendo X1 e X99 submatrizes quadradas e nao-singulares. A inversa da matriz X é definida como

S Yii Yo
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onde as submatrizes de Y tém a mesma dimensao que as submatrizes de X com indice correspondente.

Usando o fato de que X - Y = 1, obtemos as seguintes equagoes:

X11Y11 +X12Y91 = 1
X11Y12 +X12Y22 = 0
X21Y11 +X22Y9 = 0

X21 Y12+ X20Y9 = 1.

Entao, com algum trabalho algébrico achamos as submatrizes da matriz inversa:

Yii = (Xll — X12X2_21X21)_1
Yio = —X'Xie (X0 — X21X1711X12)_1
Yor = —X5Xor (Xun — XioX55 Xar)
Yo = (Xo2-— X21X1_11X12)_1

Assim, o problema original é reduzido a encontrar a inversa das submatrizes X11, Xa2, (X11 — X12X2_21X21)
e (ng — X21X1_11X12). Em particular interessa-nos um caso especial do método da particao chamado
de método escalar em que X2 e Yo sao vetores coluna, X9 € Y1 sao vetores linha, e, X9 € Yoo

S&0 numeros.

Procedimento de inversao por blocos

Aplicamos agora o procedimento de inversao de matriz por blocos para calcular o ultimo

bloco da inversa da matriz B. Esta técnica foi originalmente desenvolvida por Prudente e Soares Neto
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[77], e baseia-se no método de partigdo de matriz discutido anteriormente. Sendo assim definimos:

Xin=| 0 (b)f . 0 , Xgo = BN

BNe—l bNe—l

| 0 0 (bYehHi BN
- . -
0
X2 =1 : e Xo1=10 0 --- 0 (bNe)f
0
bV

1 _ N+l Netl

O 1ultimo bloco da matriz inversa é definido como YéVQ”L sendo dado por

_ —1
Y2]\£6+1 = (X22—X21X111X12)

—1
- (BNe“—(bNe)TYgV;bNe) , (3.8)

onde Yévj é o ultimo bloco da matriz inversa de X;1. Portanto, podemos utilizar novamente o método

de particdo para obtermos este bloco. Para tanto redefinimos:

Xu=| 0 ®) . 0 , Xgp =B

BNe—2 bNe—2

0 0 (bNe—2)T BNe-1
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X2 = : e Xo1r=|0 0 --- 0 (bNe—1yt

0

bNe—1

O 1ltimo bloco da matriz inversa fica entao dado por

_ -1
Y = (X2 — X21X111X12)
_ (BNe _ (bNe—l)TYé\fze—lee—l) -1 ’
onde Y%fl é o ultimo bloco da inversa da matriz X7 redefinida. Assim, percebemos que, de forma
geral, para se obter um bloco Y%Q devemos calcular o bloco Ygl através da expressao geral:
. . , . N
b= (B - )R ) (3.9)

sendo Y3, = (BY)~L.
Entao, o procedimento para o obtencao do dltimo bloco da inversa da matriz B pode ser

resumido da seguinte forma:

1. Inverte-se o bloco B! da matriz B e obtém-se Yi,;
2. Usando a expressao (3.9), calculam-se os blocos Y&, até obter o bloco Yévf;

3. Usando a expressio (3.8), calcula-se o bloco CNet1 Netl que é o 1iltimo bloco da inversa da

matriz B.

Notemos que este algoritmo de inversao diminui significativamente o tempo computacional
para inversao da matriz B, pois, além de ser desenvolvido para obter apenas o ultimo bloco da matriz
inversa, também nao utiliza todos os blocos da matriz na inversdo. Consequentemente, esta técnica
reduz bastante a memoria requerida para guardar a matriz B no computador, visto que esta matriz

¢é bastante esparsa e o procedimento utiliza na inversao somente os blocos nao nulos dessa matriz.
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No capitulo 4 discutimos a eficiéncia da aplicagdo deste procedimento no estudo da reagao colinear

H+HD — Hy+ D.
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Capitulo 4

Resultados

4.1 Sistemas confinados

Neste secao apresentamos os resultados para os dois sistemas quanticos confinados espacial-
mente estudados no capitulo 1. O primeiro deles é um modelo do dtomo de hidrogénio sob pressao,
em que calculamos niveis de energia, polarizabilidade de dipolo e pressao efetiva para varios raios de
confinamento [36]. J& o segundo é um modelo do ponto quantico com dois elétrons, em que obte-
mos o espectro de energia para diferentes parametros do potencial e analisamos o efeito do campo
magnético uniforme externo sobre seus niveis de energia. Todos os célculos foram realizados por meio
de uma implementacao computacional (em FORTRAN 77) baseado no formalismo variacional para
estados ligados e na versao-p do método do elemento finito (p-MEF) apresentados nas segoes 1.2 e
3.2, respectivamente. Também foram empregadas unidades atomicas (h = m. = e/\/kg = 1) [88, 101]
no estudo do dtomo de hidrogénio e unidades atomicas efetivas (h = m = e/\/k = 1) no célculo do
ponto quantico. Em todos os calculos com a p-MEF a ordem dos polinémios empregada foi a mesma

para todos os elementos da malha (i.e., k; = k, Vi).
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4.1.1 Atomo de hidrogénio confinado
Espectro de energia

Resolvemos o problema de autovalor-autovetor generalizado dado pela equagao (1.39) e com-
putamos as energias para os estados 1s, 2s, 2p, 3s e 3d do 4tomo de hidrogénio confinado para diversos
raios de confinamento. Usamos a expansao (3.1) com diferentes nimeros de fungdes de base, variando
tanto o nimero de elementos da malha, N, quanto a ordem dos polinémios, k. Os resultados bas-
tante acurados obtidos previamente por Aquino [8] e por Goldman e Joslin [31] sdo usados, quando
possivel, como referéncia para avaliar a precisdo dos nossos resultados. Aquino empregou um método
numérico, proposto inicialmente por Palma e Campoy [66] para estudar sistemas quanticos livres, que
usa a aproximacao da fungao de onda em série de Taylor. Por sua vez, Goldman e Joslin utilizaram a
solucao analitica da parte radial da equagao de Schrédinger para o atomo de hidrogénio, anédlogo ao
apresentado na subsecao 1.3.2 desta dissertacao, e, para cadal e r, fixado, procuraram numericamente
os zeros das fungoes hipergeométricas confluentes. As energias calculadas por Aquino tém precisao de
10-11 algarismos, enquanto que Goldman e Joslin encontraram resultados que tém pelo menos uma
acuracia de 7 algarismos. Destacamos que realizamos um calculo semelhante ao feito por Goldman e
Joslin, porém usando o programa de computagao algébrica Maple [3], como descrito no apéndice A;
alguns valores da energia para diferentes raios de confinamento sao mostrados na tabela A.2.

Inicialmente, analisamos o processo de convergéncia das energias usando a p-MEF com uma
malha discretizada uniformemente, dada pela expressao (3.7), quando N, e k sao aumentados, defi-

nindo o seguinte fator de convergeéncia:
AFE (N, k) = |E(Ne, k) — E(Ne, k—1)|

onde E(N,, k) é a energia como fungao dos parametros da base (N, e k). Nas tabelas 4.1 e 4.2, os
valores de energia e o fator de convergéncia sao apresentados para os estados 1s, 2p e 3d para raios de
confinamento, r., iguais a 2,0 bohr e 10,0 bohr, respectivamente. Os valores de energias calculados

por Aquino [8] também sao apresentados para comparagao. Podemos notar que o fator AE(N, k)
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indica o nimero de algarismos de precisao da energia F (N, k) e, com isso, podemos observar quando
a energia de um particular estado alcanca a convergéncia que, no presente estudo, foi definido quando

AE(Ne, k) <1071

Chamamos atencao para o fato de que, se nas tabelas 4.1 e 4.2 N, é mantido fixo, o erro
diminui rapidamente quando k£ aumenta. Por outro lado, se k é fixado o erro também diminui quando
N, aumenta, porém mais lentamente. Por exemplo, com r. = 2,0 bohr e N, = 2, a p-MEF leva
a um resultado aceitavel (até uma precisdo de seis algarismos) para k = 5 (dimensao das matrizes
hamiltoniana e superposigao igual a 9 x 9), enquanto que para k = 2 (duas funcoes interpolantes e
uma fungao de forma) a p-MEF n&o fornece um resultado tdo bom. Isto sugere que as autofuncoes
para o dtomo de hidrogénio sao melhor aproximadas por polinémios de alta ordem (para k = 6, a
p-MEF fornece valores aceitaveis de energia para N, > 3). Logo, devemos ter um compromisso entre
o numero de elementos e a ordem dos polindmios para alcancar uma boa convergéncia dos resultados.
Isto justifica o uso de N, = 5 para todos os calculos dos niveis de energia subsequentes desta subsegao

enquanto que k é escolhido para alcangar uma acuracia de pelo menos 11 casas decimais.

Em seguida, nas tabelas 4.3, 4.4 e 4.5, as energias para os estados 1s, 2p e 3d para varios
raios de confinamento sao, respectivamente, apresentadas e comparadas com as energias calculadas
pelo método variacional proposto por Marin e Cruz [58, 59] e por uma modificagao da aproximagao de
Marin e Cruz proposta por Varshni [99]. Além disso, nas tabelas 4.3 e 4.4, as energias calculadas por
outro método variacional utilizando o conjunto de base gaussiano proposto por Zicovich-Wilson et al
[108] (com o conjunto de base Bl e aproximacao A3 apresentada em [108] que totaliza 20 funcoes de
base) e as energias obtidas por um cédlculo perturbativo de variagdo dependente do tempo realizado

por Saha et al [84] também sao mostrados para comparagao.

Podemos notar nestas tabelas que os resultados obtidos a partir da p-MEF e os obtidos por
Aquino e por Goldman e Joslin concordam em todos os algarismos avaliados para qualquer estado

de energia independente do raio de confinamento. Para obter esta precisao, o valor da maior ordem
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Tabela 4.1: Resultados para os autovalores de energia e fatores de convergéncia, AE(Ne, k), do dtomo de hidrogénio confinado em fungao dos

pardmetros da base (N, e k) para r. = 2,0 bohr. Os valores de energia obtidos por Aquino [8] s@o apresentados para comparagao; energias e

fatores de convergéncia estao em hartree.

EeA Aquino
Estado N, k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=17 k=8
1s 2 -0, -0,12 -0,12500 -0,1250000 -0,1250000000  -0,12500000000 -0,12500000000
0,4 0,01 0,00009 0,0000003 0,0000000004 < 1,0 (-11)
3 -0, -0,125  -0,125000 -0,12500000 -0,12500000000 -0,12500000000
0,2 0,003 0,000009 0,00000001 < 1,0 (-11)
5 -0,12 -0,1250 -0,1250000  -0,1250000000  -0,12500000000 -0,12500000000
0,09 0,0004  0,0000004 0,0000000002 < 1,0 (-11)
7 -0,12 -0,1250 -0,12500000 -0,12500000000 -0,12500000000
0,05 0,0001  0,00000006  0,00000000001
2p 2 1,7 1,6 1,5760 1,57602 1,5760188 1,576018786 1,57601878561  1,57601878560
0,5 0,1 0,0008 0,00003 0,0000001 0,000000002 < 1,0 (-11)
3 16 1,58 1,57602 1,576019 1,576018786 1,57601878561  1,57601878561  1,57601878560
0.4 0,02 0,00009 0,000001 0,000000002 0,00000000001  <1,0 (-11)
5 16 1,576 1,576019 1,57601879 1,57601878561  1,57601878561 1,57601878560
0,1 0,002 0,000005 0,00000002 0,00000000002  <1,0 (-11)
7 1,58 1,5760  1,5760188 1,576018786 1,57601878561 1,57601878560
0,07 0,0005  0,0000007 0,000000001 <1,0 (-11)
3d 2 3,346 3,33 3,32752 3,32750 3,32750916 3,327509156
0,007 0,02 0,00003 0,00001 0,00000002 0,000000001
3 33 3,33 3,328 3,327509 3,3275091 3,3275091565 3,32750915650
0,6 0,02 0,001 0,000008 0,0000002 0,0000000004 <1,0 (-11)
5 33 3,328 3,32751 3,3275092 3,3275091565 3,32750915650
0,2 0,004 0,00005 0,0000002 0,0000000008 <1,0 (-11)
7 3,33 3,328 3,327509 3,32750916 3,32750915650  3,32750915650
0,08 0,001 0,000006 0,00000001 0,00000000003  <1,0 (-11)




67

(11-) 0'T > 20000000000°0 100000000 2000000 S0000°0 €000
L6€8L260L00°0— 0L6E€8LT60L00°0—  L6E8LT60L00°0—  84260L00°0—  £60.00°0— 60.L00°0— 900°0— 2
(11=) 0'T > G000000000°0 10000000 10000°0 1000°0 000
L6€8LT60L00°0— L6€8LT60L00°0—  0F8L60L00°0—  8¢60L00°0—  60.L00°0—  T.00°0— 900°0— G
(11-) 0'T > £000000°0 20000000°0 1000000 1000°0 £000°0 8200
L6€8LT60L00°0—  L6€8L860L00°0— 0¥8LT60°L— 8L760L00°0— £60L00°0— 1200°0—  6900°0— 900°0— ¢
1000000°0 £0000000°0 £00000°0 600000 €000°0 700°0 160°0
L6€8L260L00°0— 078L260°'L— 8.760L00°0— £60L00°0— 60L00°0— 0L00°0— 900'0— 200°0— ¢ pe
(T1-) 0‘1 > 2000000000°0 80000000°0 10000°0 80000 200°0
GRTFG6GSSTT 0— GRFFG6GSSTT'0—  6FFG6GSSTT0—  PS6SS]TT0—  98811°0—  SSIT'0— SIT0— 2
(11-) 0'T > ¢0000000000°0 900000000°0 100000°0 600000 %000 600°0
GSFPG6G8STT'0—  G/FFGESSSIT'0—  G8FFSES||TT0— GTG6G88TT 0— 098STT'0—  988TT0— 61T°0— 9II°0— ¢
00000000000 2000000000 2000000°0 #0000°0 100°0 200°0 7000
GRFFG6SESSTT'0—  G8FFGESSSTT 0— GFG6GSSTT 0— G6GSSTT'0— 988T1'0— 6IT°0— SIT'0— O0II'0— ¢
200000000°0 70000000 g0000°0 ¥000°0 700°0 10°0 9000
GRFFG6SSSTT 0— GFC6S88TT 0— G6GS]TT 0— 988TT‘0— 8]TT0— STT0— I1°0— €0T°0— ¢ dg
(11-) 0°1 > #000000000°0 20000000°0 8000000 90000 200 10
8TELIT666667'0—  8TLIT66666F 0— ££92666667 0— 9266666%'0— 666667 0— 0005°0— 08'0— g'o— L
1000000000°0 100000000 100000°0 600000 £00°0 700 10
8TLIT666667'0—  ££9T66666% 0— 97666667 0— 666667 0— 000050 00S°0— 0S'0— g'0— ¢
S0000000°0 £00000°0 60000°0 2000 200 60°0 z'0
8CL9T666667 0— 92666667 0— 666667 0— 0000G°0— 00S°0— 08°'0— 87'0— 70— ¢
700000°0 600000 100°0 100 S0°0 10 10
8TL9T666667 0— 66666% 0— 66667 0— 00G'0— 05'0— 67'0— 70— ¢0— ¢ ST
8=y L=9 9=24 g=y =49 €=y =Y °N opesy
055?« vouHd

"991}IRY WO OB)SO BIOUDSIOAUOD 9P SOI0Je]
o serdous ‘oedereduroo ered sopejusserde oes [g] oumby Iod soprjqo BI8I9UL ap selo[eA SO "Iyoq () ‘0] = 4 eIed (¥ 8 A7) oskq ®p soljourered
SOp ORdUNJ WD OPRUYUOD OTUYSOIPIY 9P OWOIR Op ‘(Y PN )HY “RIOUISIOAUOD 9P S9I0JR] o RISIOUS op SIO[RAOINE SO eIed SOPRINSIY 7§ BPQR],



68

Tabela 4.3: Autovalor de energia (em hartree) para o estado 1s do dtomo de hidrogénio comprimido
em fungao do raio de confinamento (em bohr); os resultados da p-MEF sao calculados usando N, = 5.

Te Marin Varshni®  Zicovich- Saha Goldman p-MEF7 Aquino?
e Cruz”® Wilson et al.¢ et al.? e Joslin®

0,1 474,902 469,427 468,9930 468,993038659
0,5 14,897 14,758 14,74797 14,7479700303
0,81 4,39164157091  4,39164157090
1,0 2,3906 2,3749 2,38187 2,373991 2,37399086610
1,3 0,9218 0,9173 0,91703708068
1,6 0,27233  0,27135 0,27131231264
2,0 -0,12500 -0,12500 -0,12210  -0,1250000 -0,12500000000 -0,12500000000
3,0 -0,42255 -0,42255  -0,423949 -0,42396728773

4,08671 -0,48533085511  -0,48533085511
5,0 -0,4947"  -0,496275 -0,49240 -0,49641700659
7,0 -0,4993"  -0,499794 -0,49871 -0,49986257755  -0,49986257755
10,0 -0,499981 -0,499810 -0,4999993 -0,49999926328 -0,49999926328
14,0 -0,49999999950  -0,49999999949

@ Refs. [58, 59]; ° ref. [99]; © ref. [108]; € ref. [84]; © ref. [31]; T presentes [36]; 9 ref. [8]; " de Dutt et al [25].

Tabela 4.4: Autovalor de energia (em hartree) para o estado 2p do dtomo de hidrogénio comprimido
em fungao do raio de confinamento (em bohr); os resultados da p-MEF sao calculados usando N, = 5.

Te Marin Varshni®  Zicovich- Saha Goldman p-MEF/ Aquino?
e Cruz® Wilson et al.® et al.? e Joslin®

0,1 991,0076 991,007589441

0,4 58,523" 58,4481237200

0,6 25,201 24,968 24,9369470365

1,0 8,306 8,232 8,22325  8,223138 8,22313831616

1.4 3,8429 3,8107 3,80688476719

2,0 1,5896 1,5774 1,57602  1,576019 1,57601878561  1,57601878560
2,5 0,853" 0,85197846099  0,85197846099
3,0 0,48470 0,48155  0,486314 0,48125031253  0,48125031252
50  0,007733 0,007601 0,134479 0,00759 0,00759392047  0,00759392046
7,0  -0,08741 -0,08741 0,121634 -0,08749 -0,08747901793

8,0 -0,10445006641 -0,10445006640
10,0 0,121471 -0.11887 -0,1188595 -0.11885954485 -0,11885954485
14,0 -0,12454059799  -0,12454059799
20,0 -0,12499460665 -0,12499460664

@ Refs. [58, 59]; © ref. [99]; © ref. [108];  ref. [84]; ©

ref.

[31]; 7 presentes [36]; 9 ref. [8];

" de Dutt et al [25].
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Tabela 4.5: Autovalor de energia (em hartree) para o estado 3d do dtomo de hidrogénio comprimido
em fungao do raio de confinamento (em bohr); os resultados da p-MEF sao calculados usando N, = 5.

Te Marin Varshni®  Goldman p-MEF? Aquino®
e Cruz® e Joslin®

0,1 1644,530 1644,52992240

0,5 63,16018 63,1601844674

1,0 15,117 14,990 14,96746 14,9674640862

1,5 6,346 6,294 6,28481943532

2,0 3,3591 3,3320 3,327509 3,32750915650

3,0 11,3044 1,2944 1,29280327199

4,0  0,6266 0,6220 0,6513558 0,62135577618

50  0,33174  0,32943 0,32911714297

7,0 0,09729  0,09666 0,09658964090  0,09658964089
8,0 0,04605824738  0,04605824737
10,0 -0,00704 -0,00709 -0,007092784 -0,00709278397 -0,00709278397
14,0 -0,04311347041 -0,04311347041
20,0 -0,05396756442  -0,05396756442

@ Refs. [58, 59]; © ref. [99]; © ref. [31]; ¥ presentes [36]; © ref. [8].

dos polindmios das fungoes de base associadas com um elemento variaram entre k = 4 e kK = 9 para
pequenos e grandes raios de confinamento, respectivamente. Estes valores de k representam matrizes
com dimensoes entre 19 x 19 e 44 x 44. O numero total de funcoes de bases empregado aqui é
relativamente menor do que os usados em outros procedimentos variacionais se analisarmos a precisao
alcancada nos célculos. Por exemplo, Zicovich-Wilson et al empregaram um conjunto de base com 20
fungoes e obtiveram resultados de pouco valor para os estados 2s e 2p. Chamamos também atencgao
para o fato de que as funcoes de base da p-MEF serem locais e, consequentemente, a integracao nao
é realizada sobre toda regiao do espacgo, o que reduz o tempo computacional. Além disso, quando
comparado com outros métodos mostrados nas tabelas 4.3 a 4.5, a p-MEF é um dos que apresentam

melhores resultados.

Para os estados 2s, 3s e 3p, os resultados obtidos a partir da p-MEF com uma malha dis-
cretizada uniformente sdo mostrados nas tabelas 4.6, 4.7 e 4.8, respectivamente, e sao comparados
novamente com os resultados precisos calculados por Aquino [8] e Goldman e Joslin [31] para varios
valores de 7.. Além disso, na tabela 4.6, os valores calculados por De Groot e Ten Seldan [22], Go-
odfriend [33] e Zicovich-Wilson et al [108] para grandes raios de confinamento sdo mostrados para
comparacao. Outra vez os resultados obtidos a partir da p-MEF concordam dentro de 11 algarismos

com os de Aquino e em 7 algarismos com os de Goldman e Joslin, demonstrando a excelente precisao
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Tabela 4.6: Autovalor de energia (em hartree) para o estado 2s do d4tomo de hidrogénio comprimido
em fungao do raio de confinamento (em bohr); os resultados da p-MEF sao calculados usando N, = 5.

Te De Groot e  Goodfriend® Zicovich- Goldman  p-MEF® Aquino’
Ten Seldam® Wilson et al.¢ e Joslin®

0,1 1942,720 1942,72035455

0,5 72,67204 72,6720391905

1,0 16,57026 16,5702560935

2.0 3,327509 3,32750915650  3,32750915649
4,0 0,420525 0,4202356  0,42023563171

7,0  -0,0974 -0,0513 -0,021059 -0,05126039361 -0,05126039361
8,0 -0,08473872136  -0,08473872135
10,0 -0,1162 -0,1120 -0,052848 -0,1128062 -0,11280621030 -0,11280621029
14,0 -0,12401502943 -0,12401502943
17.0 -0,12487792106 -0,12487792105
20,0 -0,12499 -0,12500 -0,12498711431

@ Ref. [22]; ? ref. [33]; © ref. [108]; ¥ ref. [31]; ¢ presentes [36]; / ref. [8].

Tabela 4.7: Autovalor de energia (em hartree) para o estado 3s do dtomo de hidrogénio comprimido
em fungao do raio de confinamento (em bohr); os resultados da p-MEF sao calculados usando N, = 5.

Te Goldman p-MEF? Aquino©

e Joslin®
0,5 170,5852 170,585164188
1,0 40,86312 40,8631246010
2,0 9,314150 9,31415043540  9,31415043551
4,0  1,872702 1,87270206562
7,0 0,39224114311  0,39224114311
8,0 0,24649197699  0,24649197699
10,0 0,09142232 0,09142232241  0,09142232240
14,0 -0,01606557645 -0,01606557644
17,0 -0,04045674564 -0,04045674563
20,0 -0,04991804760

@ Ref. [31]; ® presentes [36]; © ref. [8].

do presente método para obter as energias do atomo de hidrogénio confinado para os estados funda-
mental e excitados para diferentes valores do momento angular, associado ao nimero quantico [, até

mesmo usando um niimero pequeno de bases.

Pode-se notar claramente nas tabelas alguns efeitos sobre o espectro de energia devido ao
confinamento espacial. Um deles é o aumento dos valores da energia quando da diminui¢éo da regiao
de confinamento. Uma vez que o raio da esfera confinante fica menor que um raio critico no qual a
energia é zero (veja, por exemplo, a referéncia [100]), o valor esperado da energia cinética, devido ao
impulso da parede da esfera confinante sobre o elétron, supera o efeito do potencial coulombiano de
ligagao, fazendo com que a energia total seja positiva, isto é, acima do limiar de ionizagao do dtomo

livre; neste caso o elétron torna-se nao ligado ao atomo e seu comportamento assemelha-se ao de uma
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Tabela 4.8: Autovalor de energia (em hartree) para o estado 3p do dtomo de hidrogénio comprimido
em fungao do raio de confinamento (em bohr); os resultados da p-MEF sao calculados usando N, = 5.

Te Goldman p-MEF?

e Joslin®
0,5 114,6436 114,643552519
1,0  27,47400 27,4739953025
2,0  6,269003 6,26900279199
4,0 1,261521 1,26152121488

7,0 0,25780061693
8,0 0,15736819744
10,0  0,04919076 0,04919076059
14,0 -0,02726848249
20,0 -0,05161141976

@ Ref. [31]; ® presentes [36].

particula em uma caixa esférica impenetravel. Outro efeito interessante é a quebra de degenerescéncia
dos niveis nl, com 0 # [ < n — 1, devido & compressao isotrépica. Para mostrar isto representamos
na figura 4.1 os estados de energia 2s, 2p, 3s, 3p e 3d como func¢do do raio de confinamento, r..
Podemos verificar nesta figura que a separagao entre os niveis de energia nl aumenta quando o raio
de confinamento diminui.

Por outro lado, podemos notar que o confinamento pode causar degenerescéncias acidentais
entre estados com momentos angulares diferentes e inversao dos valores de energia, como pode ser
observado, também nas tabelas 4.5 e 4.6, com os estados 2s e 3d para r. = 2,0 bohr. Este fenémeno,
quando descrito pelo formalismo do vetor de Lenz, pode ser visto como uma simetria escondida [78, 79].
Além disso, Connerade et al [16, 17] tém demonstrado que esta inversao entre os niveis de energia
ns e np é um comportamento geral de atomos multieletronicos sujeitos a pressoes extremamente
altas; mostra-se em alguns exemplos que a competicao s—p desaparece sob altas pressdes ocorrendo
uma mudanga na ordem de preenchimento das camadas eletronicas, este fenémeno é conhecido como

colapso orbital.

Outras propriedades

E bem conhecido que nem sempre um método util para computar o espectro de energia
é capaz de reproduzir outras propriedades eletronicas. Afim de examinar a eficiéncia da p-MEF no

célculo de tais propriedades, determinamos a polarizabilidade («) e a pressao efetiva (P) para o dtomo
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Figura 4.1: Valores da energia (em hartree) em funcao do raio de confinamento (em bohr) para os
estados 2s, 2p, 3s, 3p e 3d do atomo de hidrogénio. Os resultados foram calculados usando a p-MEF
com N, =5 e k =>5. Observe na figura a degenerescéncia acidental entre os estados 2s e 3d.

de hidrogénio confinado no estado 1s. A polarizabilidade de dipolo é uma importante quantidade na
descrigao de interagoes interatémicas e espalhamento elétron—atomo (veja, por exemplo, as referéncias
[25, 28] e outras 14 citadas). Para obter valores acurados de «, é necessario conhecer o comportamento
da funcao de onda de estados excitados sobre todo o espaco confinante. Por outro lado, a estimativa da
pressao efetiva para um dado raio de confinamento é importante para entender o interior de planetas
como Jupiter e Saturno [34]. Em ambos os casos, N. = 6 e k = 6 foram utilizados nos célculos
com base na p-MEF enquanto que para o calculo da pressao efetiva também N, = 10 e k = 10 foram
usados para investigar a convergéncia dos resultados. Esta definicdo dos parametros da base da p-MEF
assegura uma excelente precisao dos resultados.

A polarizabilidade de dipolo descreve a resposta de segunda ordem de um sistema a um
campo elétrico externo. Ela pode ser calculada pelo uso do método de perturbacao a partir do seu

segundo termo. A polarizabilidade de dipolo para o estado 1s assume entao a seguinte expressao [15]:

a=2%" [(Wp(r) |1 cos 6] U1 (x)) |

n>2 (Enp - Els) ’

onde ¥, e F,, sao a funcao de onda e a energia do estado np, respectivamente; e a soma é sobre
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Tabela 4.9: Polarizabilidade « (em unidades atomicas) para o estado 1s do dtomo de hidrogénio
confinado em funcao do raio de confinamento r.; os resultados da p-MEF sao calculados usando
N, =6¢ek =6.

Te Dutt Banerjee Saha Laughlin? Laughlin® p-MEF7

et al.® et alb et al.©
0,4 0,00085 0,000853148792
1,0 0,02868 0,03 0,0291 0,0287920226
1.4 0,09857 0,0990912992
2,0 0,34016 0,35 0,3344 0,342558 0,342558 0,342558109
2,5 0,69490 0,700675176
3,0 1,02432 1,20 1,19170606
4,0 2,35782 2,39 2,336311498 2,377982333  2,37798233
5,0 3,40294 3,43 3,2176  3,402946464 3,422454224  3,42245422
7,0 3,51298 4,35 3,8079 4,346176702  4,347638027  4,34763803
9,0 4,49 4,487342421  4,487413391  4,48741338
12,0 4,499827685  4,499828228  4,49982819

@ Ref. [25]; ? ref. [10]; © ref. [84]; 7 valores aproximados de [49];
¢ valores numéricos precisos de [49]; / presentes [36].

todos os estados eletronicos com [ = 1.

Na tabela 4.9 e na figura 4.2, mostramos os resultados obtidos a partir da p-MEF para
varios raios de confinamento. Eles sdo comparados na tabela 4.9 com os valores computados por
Dutt et al [25], provenientes de uma férmula aproximada sugerida por Buckingham [14] usando um
célculo numérico exato; com valores calculados por Banerjee et al [10] que utilizou o procedimento de
perturbagao variacional; com os valores calculados por Saha et al [84] que também utilizou célculos
perturbativos de variagdo; com valores obtidos por Laughlin [49] que utilizou um método seguido
por Dalgarno e Lews [21]; e com valores numéricos precisos extraidos do mesmo artigo do Laughlin.
Note que nossos resultados sao idénticos aos valores numéricos precisos de Laughlin, que indica que
a funcao de onda obtida com a p-MEF é bastante acurada. Além disso, podemos notar na figura 4.2
que com o decréscimo do raio de confinamento (ou seja, com o aumento da pressao sobre o dtomo) a
polarizabilidade diminui tendendo a zero. De fato, abaixo de um dado raio critico os estados passam
a ser nao ligados e a polarizabilidade perde o seu significado.

Como tltimo teste da p-MEF, calculamos a pressao efetiva (P) para o estado 1s do dtomo de
hidrogénio confinado. A pressao pode ser definida considerando uma mudanga no valor esperado do
volume, V', ocupado pelo dtomo e a mudanca na energia, F/, de seu estado fundamental sob compressao,

e entao usamos diretamente a expressao 0 = PJV. Assim, a pressao efetiva é proporcional & variacio
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Figura 4.2: Polarizagdo (em unidades atomicas) do estado 1s do atomo de hidrogénio comprimido
como fungao do raio de confinamento (em bohr). Os resultados obtidos a partir da p-MEF foram
calculados com N, =6 e k = 6.

da energia em fungao do raio de confinamento como podemos ver na seguinte expressao [61]:

1 dEy,
472 dre

P(r,) = (4.1)

onde F1s é a energia do estado 1s. J4 que nao temos uma expressao analitica para FE1,, é necessario

reescrever a equagao (4.1) da seguinte forma aproximada:

1 Eis(re+h) — Ers(re — h)

P ~ —
(re) 4772 2h

Na tabela 4.10 sao exibidos trés conjuntos de resultados para P usando a p-MEF: primeiro
com N, =6, k=6eh =10"2; outro com N, = 6, k = 6 e h = 107°; e o tltimo com N, = 10,
k=10e h =107°. Além disso, resultados obtidos por Banerjee et al [10] sdo também mostrados para
comparacao. Podemos notar que os resultados usando a p-MEF com N, = 6 e kK = 6 sao sensiveis a
uma mudanca de h = 1072 para h = 107°. Os tiltimos sdo mais préximos com os valores obtidos por
Banerjee et al, enquanto que os primeiros diferem um pouco, principalmente para pequenos valores de
re. Assim, nossa expectativa é que os resultados com a base N, = 10 e £ = 10 tenham valores mais

acurados para a pressao efetiva.
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Tabela 4.10: Pressao efetiva P (em 10® atm) para o estado 1s em funcio do raio de confinamento (em
bohr).

r.  Banerjee p-MEF? p-MEF? p-MEF°

et al.® (h=1072) (h=1079) (h =1079)
1,0 5,9262368E-1 5,9276127E-1  5,9262356E-1 5,9262358E-1
2,0 1,2783740E-2 1,2784664E-2 1,2783740E-2 1,2783740E-2
3,0 1,0259727E-3 1,0260178E-3  1,0259727E-3  1,0259728E-3
4,0 1,263271E-4 1,263318E-4 1,263271E-4 1,2632707E-4
50 1,79001E-5  1,79002E-5  1,79001E-5  1,7900090E-5
6,0 2,6079E-6 2,6072E-6 2,6071E-6 2,6070534E-6
7.0  3,763E-7 3. 763E-7 3. 763E-7 3,7629083E-7
@ Ref. [10]; * presentes [36] com N, =6 e k = 6;
¢ Presentes resultados [36] com N, = 10 e k = 10.

4.1.2 Atomo de hélio artificial

Resolvemos o problema de autovalor-autovetor generalizado dado pela equagao (1.63) com
a expansao (3.1) e computamos os valores da energia relativa, F,..;, obtidos da solu¢ao da equagao
associada ao movimento relativo de dois elétrons em um ponto quantico — conforme discutido na
se¢do 1.4 — para diferentes valores dos parametros (w, , w, € w.) do potencial harmoénico anisotrépico
confinante dado pela expressao (1.50) e do campo magnético externo na diregao-z dado por B =
wemic/e. A energia total, E, pode ser facilmente calculada a partir das expressoes (1.56) e (1.57),

ficando:

E= Ecm + Erel + Espin .

Utilizamos aqui uma nomenclatura baseada na solucao analitica do problema sem considerar
a interagdo coulombiana entre os elétrons. Sendo assim, a solugdo analitica do problema nos fornece

as autoenergias:

1 1
Erer = (2n+ |m| +1)Qcf + <nz + 2) w, + Qwemn (4.2)

onde n e m sao respectivamente os numeros quanticos radial e azimutal associados ao oscilador
harménico no plano-zy com frequéncia angular €.y = \/wi +w?2/4, e n, é o nlimero quantico as-

sociado ao oscilador harmonico na diregao-z com frequéncia angular w, .
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Caso isotrdpico

Inicialmente examinamos a situagao isotrépica (w; = w,) na auséncia do campo magnético

(we = 0). Neste caso a expressao (4.2) assume a seguinte forma:

3
E.= <2n +1+ 2> w (4.3)

onde w = w) = w, el = |m|+ n, é o nimero quantico associado ao momento angular total do
movimento relativo que nesta situagao é desacoplado em [, pois Aw = 0 [veja a equacao (1.59)].

Na tabela 4.11 apresentamos o espectro de energia para os seguintes valores dos parametros
do potencial: w = 0.1, 0.5, 4,0. Comparamos os resultados obtidos usando a p-MEF com os obtidos
usando o método da representacao da varidvel discreta (RVD) calculados por Prudente, Costa e
Vianna [75]. O célculo das energias F,.; a partir da p-MEF é realizado efetuando uma discretizagao
equidistante da malha, adotando N, = 20, k = 5 e usando 6 termos na expansao da funcao W, (r) em
harmonicos esféricos [veja a equacao (1.58)] com uma particular simetria (I par ou impar). Todos os
nossos valores de energia estao bastante proximos dos obtidos pela RVD, sendo assim, consideramos
que os nossos resultados sao bons, atentando ao fato de que a nossa matriz tem dimensao 594 x 594,
permitindo um tempo de computacao razoavelmente rapido, ao passo que a RVD utilizou 100 fungoes
de base e 30 harmonicos esféricos obtendo uma matriz de dimensao 3000 x 3000.

Na tabela 4.12 novamente mostramos alguns valores de energia obtidos a partir da p-MEF
escolhendo a mesma malha e parametros da base que os da tabela anterior. Comparamos nossos
resultados com os obtidos por Pino e Villalba [71] que determinaram as energias resolvendo as equagoes
de Schrédinger (exato), Hartree-Fock (HF) e Kohn-Sham (KS) aplicando o método da expansdo 1/N*
e uma técnica numérica acurada. Também estao contidos na tabela os valores de energia calculados
por Patil e Varshni [68] que usaram uma solu¢ao numérica acurada e um método baseado numa fungao
de onda modelo. A comparacao entre os resultados indica que a p-MEF fornece valores compativeis

com o presente na literatura.

'Em inglés “shifted 1/N expansion”
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Tabela 4.11: Energias E,..;, em unidades atomicas efetivas, de alguns estados (n, [) do dtomo de hélio
artificial para o caso isotrépico (w = w, = w, ) e sem campo (w. = 0). Os resultados com a p-MEF
usam Ne = 20, kK = 5 e 6 harmonicos esféricos.

w=0,1 w=20,5 w=4,0

n 1 RVD* p-MEF?' RVD® p-MEF?»? RVD® p-MEF??
0 0 0,35000 0.35000 1,25000  1,25000 7,52321 7.52322

0 1 040317 0.40317 1,60967 1.60966 11,04681 11.04653
0 2 047766 0.47766 2,04361 2.04361 14,84358  14.84359
0 3 056141 0.56141 2,50384 2.50384 18,72534  18.72535
0 4 0,65000 0,65000 2,97666 2.97666 22,64581  22.64582
2 0 0,71942 0.71942 3,15053  3.15053 23,16595 23.16628
2 1 0,78339 0.78339 3,55631  3.55627 26,87990  26.87872
1 4 0,84588 0,84588 3,96681 3,96681 30,61697 30,61699
3 0 090919 0,90919 4,12176  4,12176 31,07409 31,07498
2 3 095152 0,95152 4,47983  4,47983 34,65435  34,65475
1 6 1,03209 1,03209 4,93487  4,93488 38,52490  38,52494
1 7 1,12710 1,12709 5,42342  5,42342 42,49207  42,49212
3 3 1,14775  1,14775 5,47088 5,47088 42,62821 42,62987
0 10 1,21767 1,21767 5,90195 5,90195 46,43074  46,43075
0 11 1,31479 1,31479 6,39541  6,39541 50,41208 50,41208

@ Referéncia [75]
b1 Presentes resultados (malha= 40 Bohr)
b2 Presentes resultados (malha= 15 Bohr)

Tabela 4.12: Energias relativas E,.;, em unidades atomicas efetivas, de alguns estados (n, [) do dtomo
de hélio artificial esférico. Os resultados com a p-MEF usam Ne = 20, kK = 5 e 6 harmonicos esféricos.

Patil e
w (n,0) HF-1/N* KS-1/N® HF-num® KS-num® Varshni® p-MEF€
0.05 (0,0) 0,214 0.207490281
(0,2075)f
(0,1) 0,237  0.229831182
(0,230)f
(0,2) 0,2665  0.263503844
(0,2635)f
(1,0) 0,314  0.297788553
(0,298)F
0.25 (0,0)  0,7413 0,7894 0,7491 0,7992 0.714262058
(0,7108)4 (0,71426)°
0.5 (0,0 1,25 1,25
(1,25)F
(0,1) 1,584 1.60965706
(1,6095)f
(0,2) 2,0385 2.0436139
(2,0445)7
(1,0) 2,25 2.19011692
(2,19)7
1.0 (0,0) 2,2673 2,3711 2,2717 2,3791 2.23012095
(2,2217)¢ (2,23012)°
4.0 (0,00  7,5693 7,7902 7,5693 7,7928 7.52322002
(7,5057)4 (7,5232)¢

@ Ref. [71]; ? ref. [68]; © presentes;
4 Valor numérico acurado usando o método da expansdo 1/N [71];

¢ Valor numérico acurado usando método numérico de Schwartz [71];
7 Valor numérico acurado [68].
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Figura 4.3: Espectro de energia relativa por frequéncia angular, E,./w, em funcao da frequéncia
angular, w, do atomo de hélio artificial para o caso isotrépico sem campo. Os valores sao dados em
unidades atomicas efetivas.

Além disso, mostramos na figura 4.3 o espectro de energia por frequéncia angular, F,..;/w,
em funcao da frequéncia angular, w. Nesta figura pode ser observado claramente que a estrutura em
bandas finas aparece quando w aumenta de valor e torna-se mais evidente & medida que o confinamento
vai ficando mais forte. De fato, para grandes valores de w a influéncia da correlagao coulombiana de
repulsao sobre os elétrons é menor e seus movimentos passam a ser principalmente governados pelo
potencial harmomico de confinamento cujo espectro de energia associado possui degenerescéncias para

alguns valores de n e [, como visto na expressao (4.3).

Caso anisotrépico

Agora examinamos a situacao anisotrépica (w; # w,) considerando novamente o campo

magnético nulo (w. = 0). Neste caso a expressao (4.2) assume a seguinte forma
1
Eep=2n+|m|+Dw, + (nz + 2> w, .

Na tabela 4.13 apresentamos o espectro de energia do movimento relativo (E,..;) associado aos

ndmeros quanticos n, m e n, para os seguintes valores dos parametros do potencial de confinamento:
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Tabela 4.13: Energias E,¢;, em unidades atomicas efetivas, de alguns estados (n, m, n,) do dtomo de
hélio artificial para o caso anisotrépico para cada valor de w,, com w; = 0,5 e w. = 0. Os resultados
com a p-MEF usam Ne = 20, k = 5, 6 harmonicos esféricos e malha de 15 Bohr.

w, =0,25 w,=1,0
RVD? p-MEF? RVD? p-MEF?
1,046978  1,046978 1,553151 1,553151
1,156472 1,156468 1,880816  1,880805
1,410785 1,410792 2,305474  2,305474
1,452050  1,452042 2,434862 2,434863
1,610223 1,610227 2,434888  2,434869
1,620164 1,620164 2,761631 2,761631
1,843295 1,843464 2,833564  2,833564
1,852083  1,852093 2,833591 2,833570
1,899628 1,899628 3,232266  3,232266
1,981385 1,981472 3,279371  3,279371
2,073775  2,073935 3,279371  3,279379
2,078237 2,078266 3,332921  3,332991
2,094963  2,094963 3,332951  3,332945
2,118335 2,118443 3,446825  3,446939
2,310391  2,311267 3,710894  3,710894

Ref. [75]; ® Presentes
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w,=0,25e 1,0 com w; = 0,5 Mais uma vez comparamos os nossos resultados obtidos com auxilio
da p-MEF com os obtidos por meio da RVD. Ambos os procedimentos usam os mesmos parametros
da base que no caso anterior. Notemos que os resultados dos dois métodos sao bastante proximos
concordando em quase todos os casos até a quarta casa decimal. Salientamos que nossas matrizes tém
dimensoes menores e podemos aumentar a precisao dos nossos resultados aumentando o ntimero de
elementos da malha, a ordem dos polinébmios em cada elemento e o niimero de termos da expansao

em harmonicos esféricos.

Na tabela 4.14 mostramos os valores de energia, E,.;, calculados considerando a situagao dos
elétrons confinados em um disco no plano-zy (w, = 0). Os resultados obtidos a partir da p-MEF sao
comparados com as energias calculadas por Patil e Varshni [68] que usaram uma solugdo numérica
acurada e uma funcao de onda modelada. Patil e Varshni analisaram a relagdo interdimensional entre
as solucoes em trés e duas dimensoes e usaram a solucao radial tridimensional para o caso isotrépico a
fim de obter os estados do problema bidimensional. Um procedimento andlogo é feito fazendo Aw? = 0
el =m — 1/2 na equagado (1.59). A comparagao entre os resultados indica que as energias calculadas

com a p-MEF estao mais préximas da solucao acurada do que o outro método.
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Tabela 4.14: Energias E,¢;, em unidades atomicas efetivas, de alguns estados (n, m) do dtomo de
hélio artificial em forma de disco. Os resultados com a p-MEF usam Ne = 10, k = 5 e 6 harmonicos
esféricos.

0.0) 0.0) 0.2)

Patil e Patil e Patil e

4w?  Varshni® p-MEF® Varshni® p-MEF? Varshni® p-MEF?

0,01 0,22 0.20406508 0,229 0.216656529 0,25 0.24572668
(0,204)¢ (0,2165)° (0,2455)¢

0,1 0,4915 0.481049398 0,546 0.538568332 0,652 0.651149949
(0,4805)¢ (0,5385)¢ (0,651)¢

0,5 0,8915 0.890813806 1,0505 1.05114753 1,3265 1.32970755
(0,887)¢ (1,051)¢ (1,3295)¢

1,0 1,162 1.1678742 1,408 1.41394877 1,816 1.82181125
(1,16)° (1,414)¢ (1,822)¢

5,0 2,186 2.22455814 2,8465 2.86849593 3,827 3.84033467
(2,186)¢ (2,8685)¢ (3,8405)¢

@ Ref. [68]; ¥ Presentes; ¢ valor numérico acurado.

Também apresentamos na figura 4.4 o grafico das energias F, em funcdo do parametro
w, com w; = 0,5. Neste grafico investigamos o comportamento do espectro do sistema quando a
componente-z do momento angular tem niimero quéantico m = 0. Diferentemente do caso isotrépico,
observa-se na figura diversos cruzamentos entre os niveis de energia com o aumento do confinamento
vertical. Contudo, nota-se que o estado singleto n = n, = m = 0 permanece como fundamental inde-
pendentemente do valor de w,. Um gréafico bastante parecido com o apresentado pode ser observado
para outros valores de m, porém os niveis estardao aproximadamente deslocados. Consequentemente
concluimos que, até em um confinamento vertical realistico, nao deverao haver cruzamentos entre
niveis com diferentes valores de m e com iguais valores de n e n,, e o estado fundamental permanecera

sendon =n, =m = 0.

Inclusao do campo magnético

Por dltimo, examinamos a situagao do ponto quantico na presenca de um campo magnético
externo na diregdo-z (w. # 0). Sob a influéncia desse campo os elétrons ficam sujeitos a uma com-
pressao adicional no plano perpendicular ao campo devido ao acréscimo no valor da frequéncia angular
do oscilador no plano-zy. A expressao geral da energia devido ao movimento relativo dos elétrons sem

considerar a interagao coulombiana entre eles é dada pela expressao (4.2).
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Figura 4.4: Espectro de energia relativa, F,..;, em fun¢do de w, com w; = 0,5 para o dtomo de hélio
artificial. Os valores sao dados em unidades atomicas efetivas.

Nas figuras 4.5 e 4.6 investigamos o comportamento do estado fundamental como funcao do
campo magnético (ou seja, de w.). Nos graficos apresentamos as energias devido a interagao elétron-
elétron, F,, com os seguintes nimeros quanticos: n =n, =0e m =0, —1, ..., —5. Em ambas as
figuras foi considerado w; = 0,454 e w, = 2,466; esses valores foram utilizados por Lin e Jiang [55]
para comparar seus dados tedricos com os experimentais. Na primeira figura negligenciamos o fator
giromagnético efetivo de spin (¢* = 0) enquanto que na segunda consideramos g* = 0,44 e massa
efetiva m* = 0, 067m.

Nota-se na figura 4.5 que sem o campo magnético o estado fundamental é o estado singleto
com m = 0 e o primeiro estado excitado é o estado tripleto degenerado com m = —1. Contudo,
quando o campo magnético é aplicado o estado m = 0 permanece como fundamental somente para
um campo pequeno e cresce em energia a medida que o campo aumenta enquanto que os estado
m = —1, =2, ...,—5 diminuem em energia, produzindo, assim, uma seqiiéncia alternada de estados
fundamentais singleto e tripleto. Por outro lado, nota-se na figura 4.6 que para um fator ¢g* diferente

de zero os estados tripletos dividem-se e mudam suas energias com o aumento do campo magnético

enquanto que o estado singleto, que tem spin zero, muda mais lentamente a sua energia com relagao
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Figura 4.5: Energia relativa, E,;, do estado fundamental em funcdo da frequéncia de ciclotron w, (i.
e., do campo magnético) para o d&tomo de hélio artificial com fator g* = 0. Consideramos w; = 0,454
e w, = 2,466 em unidades atomicas efetivas.

Singleto
- Tripleto

Figura 4.6: Energia relativa, F,,, do estado fundamental em funcao da frequéncia de ciclotron w,
(i. e., do campo magnético) para o atomo de hélio artificial com fator ¢g* = 0,44. Consideramos
w| = 0,454 e w, = 2,466 em unidades atomicas efetivas.
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a um dos estados tripletos; assim, ocorre, para um certo valor do campo, uma troca de papéis entre
os dois estado. Para campos magnéticos fortes todos os estados singletos serao suprimidos e havera
somente uma sequéncia de estados fundamentais tripletos. O mesmo comportamento também é visto

para o caso de dois elétrons confinados em um disco circular (veja as referéncias [102, 70]).

4.2 Processos de espalhamento quantico

Nesta secao apresentamos os resultados para dois processos de espalhamento quantico estu-
dados no capitulo 2. O primeiro deles é o espalhamento eldstico de uma particula por um potencial
central, onde calculamos o deslocamento de fase (ou “phase shift”) e sua tangente em funcao da energia
para alguns tipos de potenciais modelos. O outro processo é um modelo colinear para o espalhamento
de um atomo por um didtomo, onde calculamos as probabilidades de transicao reativa e inelastica do
sistema H + HD além dos niveis de energia vibracional das moléculas Hs e HD. Todos os célculos
foram realizados por meio de uma implementagao computacional (em FORTRAN 77) baseado no for-
malismo variacional da matriz R e na versao-p do método do elemento finito (p-MEF) apresentados
nas secoes 2.2 e 3.2, respectivamente. Salvo se diga o contrario, empregamos unidades atomicas e

usamos polindmios de mesma ordem para todos os elementos da malha (k; = k, Vi).

4.2.1 Espalhamento elastico por um potencial central

Nesta subsegao utilizamos o procedimento mecénico quantico (PMQ) auto-consistente para
otimizacao da malha ao potencial, conforme descrito na se¢do 3.3, no problema de espalhamento
eldstico por um potencial do tipo central. O PMQ ja foi utilizado por Prudente e Soares Neto [76] no
estudo de alguns sistemas unidimensionais e foi bem sucedido no calculo dos autovalores de energia
desses sistemas. Nosso objetivo é testar a eficicia do PMQ auto-consistente no estudo de processos
de espalhamento quantico, comparando os resultados obtidos por meio dele com os obtidos fazendo
uso de uma malha equidistante.

Entretanto, como uma demonstracao da eficiéncia do PMQ auto-consistente no estudo de
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Tabela 4.15: Niveis de energia (em hartree) para o dtomo de hidrogénio livre em fungdo do nimero
de elementos N, da malha num intervalo [0, 150] bohr, usando polinémios de ordem 5.

Malha uniforme Malha nao uniforme
Nivel n  Exato N.=5 N,=10 N.=15 N.=5 N,=10 N.=15
1 -0,50000 -0,25818 -0,39818 -0,46238 -0,49999 -0,49999 -0,49999
2 -0,12500 -0,07642 -0,11039 -0,12154 -0,12500 -0,12500 -0,12500
3 -0,05555  -0,03683 -0,05082 -0,05465 -0,05547 -0,05555 -0,05555
4 -0,03125 -0,02195 -0,02912 -0,03089 -0,03104 -0,03125 -0,03125
5 -0,02000 -0,01471 -0,01886 -0,01982 -0,01956  -0,02000 -0,02000
6 -0,01389 -0,01060 -0,01321 -0,01378 -0,01256 -0,01389 -0,01389

sistemas ligados, inicialmente calculamos alguns niveis de energia para o dtomo de hidrogénio livre,
cujo hamiltoniano é dado pela expressao (1.12) com Vo f(r1,r2) = 0. Para isso, resolvemos a equacao
(1.39) empregando a p-MEF, com discretiza¢oes uniforme e nao uniforme da malha, e variamos o
numero de elementos, N, usando polinémios de ordem 5. Os resultados s@o mostrados na tabela
4.15, onde sao comparados com os valores exatos. Note na tabela que os resultados obtidos com a
malha nao uniforme convergem mais rapidamente para o valor exato do que os obtidos com a malha
uniforme. Por exemplo, com N, = 10 praticamente todos os niveis ja convergiram para o valor exato
com a malha otimizada enquanto que com a malha equidistante mesmo com N, = 15 nenhuma nivel
alcanca o valor exato. Logo, a utilizacao de elementos otimizados ao potencial permitiu a obtencao

de resultados acurados mesmo com um nimero pequeno de funcoes de base.

Agora consideramos o problema de espalhamento elastico de uma particula por um potencial
do tipo central para trés casos representativos, sendo um potencial puramente repulsivo, um puramente
atrativo e um que contém ressonancias. A equagao de Schrodinger do problema é a da expressao (2.16),

cujo os potenciais considerados sao os seguintes:

e Potencial atrativo (caso I)

e Potencial repulsivo (caso IT)
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e Potencial de Hazi e Taylor [38] (caso IIT)

V(r) = :

com vy = 0, 225.

Para uma onda parcial com [ = 0, resolvemos o problema de inversao de matriz dado pela
equagao (2.30) encontrando a matriz R para essa onda parcial, e calculamos o deslocamento de fase
Jdo e sua tangente por meio da equagao (2.31). O mesmo problema também foi tratado por Prudente e
Soares Neto [77] utilizando o mesmo formalismo que o nosso e empregando a p-MEF com uma malha
de elementos de mesmo tamanho. Os resultados obtidos por eles para o deslocamento de fase e sua
tangente estao em excelente concordancia com os obtidos por outros autores que usaram diferentes
metodologias.

Nas tabelas 4.16 e 4.17 mostramos os valores dos erros fracionais de tg(dg) para o ndmero
de onda k = 0,15 e 0, 55, respectivamente, usando o potencial do caso I. Os resultados foram obtidos
empregando a p-MEF variando o nimero de elementos e a ordem dos polinomios. Na tabela 4.16 estao
apenas os nossos resultados obtidos usando malhas uniforme e ndo uniforme, enquanto que, na tabela
4.17 comparamos nossos resultados obtidos com malha nao uniforme com os calculados por Prudente
e Soares Neto [77] usando uma malha uniforme. Notamos nas tabelas que, fixando um nimero de
elementos da malha e ordem dos polinémios, o erro fracional é um pouco menor quando é utilizada
a malha nao uniforme e polindbmios de menor ordem, enquanto que, quando usamos polinémios de
ordem maior, nao hé diferenca entre os resultados obtidos com as duas malhas.

Por sua vez, os valores para os erros fracionais em tg(dp) para o nimero de onda k = 0,15
e 0,55, usando o potencial do caso II, sao mostrados na tabela 4.18. Novamente empregamos a p-
MEF usando os mesmos parametros anteriores e comparamos nossos resultados, calculados usando
uma malha nao uniforme de elementos, com os calculados por Prudente e Soares Neto empregando

uma malha uniforme. Notamos que, neste caso, na maioria das vezes a malha nao uniforme fornece
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Tabela 4.16: Erros fracionais em tg(dg) com k = 0,15 para o espalhamento eldstico por um potencial
central usando o potencial do caso I em funcdo do nimero de elementos N, da malha e ordem dos
polinémios, num intervalo [0, 20] bohr. O resultado exato é tg(dy) = —1, 7449393.

Malha uniforme Malha nao uniforme
N, 5% ordem 8% ordem 11° ordem 5% ordem 8 ordem 11% ordem
2 2(-2) 2(-3) 1(-6) 7(-3) 3(-6) 8(-8)
4 6(-3) 1(-6) 7(-8) 6(-4) 1(-7) 6(-8)
5 2(-3) 1(-7) 6(-8) 2(-4) 7(-8) 6(-8)
6 6(-4) 1(-7) 6(-8) 6(-5) 6(-8) 6(-8)
8 7(-5) 6(-8) 6(-8) 7(-6) 6(-8) 6(-8)
10 1(-5) 6(-8) 6(-8) 10(-7) 6(-8) 6(-8)
15 2(-7) 6(-8) 6(-8) 9(-8) 6(-8) 6(-8)

Tabela 4.17: Erros fracionais em tg(dp) com k = 0,55 para o espalhamento eldstico por um potencial
central usando o potencial do caso I em fun¢ao do nimero de elementos N, da malha e da ordem dos
polinémios, num intervalo [0, 20] bohr. O resultado exato é tg(dp) = 2,2003837.

Malha uniforme® Malha nao uniforme

N, 5%ordem 8% ordem 11% ordem 5% ordem 8% ordem 11% ordem
2 -2(-1) -8(-3) -4(-b) -3(-1) -7(-5) -7(-8)
4 -1(-2) -2(-5) -1(-7) -1(-3) -9(-8) < -1(-8)
5 -6(-3) -6(-7) < -1(-8) -2(-4) -2(-8) < -1(-8)
6 -3(-3) -2(-7) < -1(-8) -5(-5) < -1(-8) < -1(-8)
8 -4(-4) -5(-8) < -1(-8) -5(-6) < -1(-8) < -1(-8)
10 -7(-5) < -1(-8) < -1(-8) -7(-7) < 1(-8) < -1(-8)
15 -1(-6) < -1(-8) < -1(-8) -2(-8) < -1(-8) < -1(-8)
@ Ref. [77]

resultados menos acurados ou iguais aos da malha uniforme equivalente (ou seja, mesmo nimero de
elementos e ordem do polinémios).

Por fim, na tabela 4.19 sao apresentados valores do deslocamento de fase §p em funcgao da
energia, usando o potencial do caso IIT com r. = 6,0 bohr. Mais uma vez foi empregado a p-MEF
com diferentes nimeros de elementos da malha e usando polinémios de ordem 5. Comparamos nossos
resultados com os calculados por Prudente e Soares Neto e com os valores exatos de Hazi e Taylor [38].
Novamente notamos que os resultados obtidos usando uma malha nao uniforme sdo menos acurados
do que os resultados obtidos usando uma malha equidistante.

Desta forma, verificamos que o PMQ nao se mostrou tao eficiente quando é aplicado ao
estudo de processos de espalhamento quantico como quando é aplicado no célculo de estados ligados
de sistemas quanticos. Esta ineficiéncia pode decorrer do fato de que o PMQ auto-consistente concentra
mais pontos nas regioes de minimo do potencial e menos pontos nas regides onde o potencial assume

o valor méximo, como mostramos na figura 4.7 para o potencial do caso III. Assim, como uma
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Tabela 4.18: Erros fracionais em tg(dp) com k = 0,15 e 0,55 para o espalhamento eldstico por um
potencial central usando o potencial do caso IT em funcdo do niumero de elementos N, da malha e
da ordem dos polinémios, num intervalo [0, 20] bohr. O resultado exato é tg(dg) = —0,27689624
(k=0,15) e tg(dg) = —0,8436219 (k = 0,55).

Malha uniforme®

Malha ndo uniforme

k N, 5% ordem 8% ordem 11% ordem 5% ordem 8% ordem 11% ordem

0,15 2 4(-2) 8(-7) < 1(-8) 3(-3) 3(-5) 8(-8)
5 2(-6) 2(-8) < 1(-8) 1(-5) 3(-8) 1(-8)
6 6(-7) < 1(-8) < 1(-8) 2(-6) 2(-8) 1(-8)
10 3(-8) < 1(-8) 6(-8) 1(-8)

0,55 2 1(-3) < 1(-7) 5(-8) 9(-2) 4(-5) 7(-7)
5 1(-5) < 1(-8) < 1(-8) 1(-4) 5(-8) < 1(-8)
6 2(-6) < 1(-8) 1(-8) 1(-5) 1(-8) < -1(-8)
10 7(-8) < 1(-8) 1(-7) < -1(-8)

@ Ref. [77]

Tabela 4.19: Deslocamento de fase §p em fungdo da energia para o espalhamento eldstico por um
potencial central usando o potencial do caso III com r. = 6,0, para alguns elementos N, da malha
num intervalo [0, 26] bohr, usando polinémios de ordem 5.

Malha uniforme?®

Malha nao uniforme

Energia Exato®

N.=10 N,=20 N,=40

N.=10 N,=20 N,=40

0,1829543  1,16758
0,3903266  0,52853
0,4242980  0,61987
0,4356381  1,00578
0,4388743  1,40092
0,4394626  1,50580
0,4400106 -1,52886
0,4405336 -1,41997
0,4410453 -1,30911
0,4415584 -1,19638
0,4508920 -0,13489
0,4737665  0,12241
0,5338320  0,10886
0,6209181  0,01976
0,7886753 -0,06279

1,16758  1,16750 1,16759
0,52851  0,52853  0,52853
0,61968  0,61987  0,61987
1,00461  1,00578  1,00579
1,39851  1,40090  1,40092
1,50312  1,50578  1,50581

1,53177  -1,52888  -1,52886

-1,42305 -1,42000 -1,41997

1,31229  -1,30913 -1,30911

1,19952  -1,19634 -1,19631

-0,13554 -0,13490 -0,13489
0,12231  0,12241  0,12241
0,10881  0,10887  0,10887
0,01971  0,01976  0,01976

-0,06300 -0,06279  -0,06279

1,16754  1,16750 1,16759
0,52358  0,52850  0,52853
0,57097  0,61949  0,61987
2,32052  1,00316  1,00579
0,89033  1,39542  1,40092
0,92655  1,49967  1,50581

217717 -1,53554  -1,52886

2,13674 -1,42706 -1,41997

2,09259 -1,31645 -1,30910

2,04314  -1,20373  -1,19631

-0,50155 -0,13643 -0,13489
0,08900  0,12219  0,12241
0,10242  0,10880  0,10887
0,01601  0,01971  0,01976

-0,06828 -0,06291  -0,06278

@ Ref. [77]; © ref. [38].
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V [hartree]

r [bohr]

Figura 4.7: Potencial de Hazi-Taylor e os pontos da malha “otimizada” a este potencial usando o
PMQ auto-consistente.

caracteristica basica das colisoes é a existéncia de um potencial repulsivo, é possivel que durante o
processo de otimizagao da malha os elementos fiquem concentrados na regiao assintética do potencial
e mais esparsos na regiao de forte interagao, piorando a descricao do problema. Assim, a malha de
elementos uniforme, por descrever igualmente todas as regioes, produz entdo melhores resultados.

Estudos neste sentido estao sendo realizados para o melhor entendimento do método.

4.2.2 Espalhamento colinear de um atomo por um didtomo

Em principio, o método exposto na secao 2.5 para obtencao da matriz S é aplicdvel a qualquer
processo de espalhamento colinear de um atomo por um didtomo. A fim de escolher um sistema
adequado ao nosso interesse, examinamos diversos fatores. Primeiro, o sistema deve possuir um
ntumero pequeno de estados ligados associados ao poco potencial diatémico, do contrario, o sistema
pode requerer um nimero excessivo de fungoes de base para atingir a convergéncia, aumentando, assim,
o custo computacional. Segundo, devemos escolher um sistema no qual estejam disponiveis resultados
prévios de outros autores para que possamos compara-los com os nossos. Finalmente, embora nao seja

essencial, é util que o sistema possua uma superficie de energia potencial realistica, pois os resultados
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Tabela 4.20: Parametros utilizados na superficie de energia potencial LEPS para o sistema H + HD.

Energias de Distancias de Expoentes de Parametros
dissociacao equilibrio Morse de Sato

Dap = 0,06496 hartree r.,, = 1,402 bohr 3,5 = 1,6828 bohr~!  s,45 = 0,04
Dpc = 0,06496 hartree 7., = 1,402 bohr [Bgo = 1,6828 bohr™!  spc = 0,04
Dsc =0,04718 hartree 7., = 1,402 bohr [, =1,6828 bohr™'  s4c =0,04

terao algum significado fisico. Sendo assim, escolhemos o sistema H + HD pois atende a todos os
critérios acima com o adicional de que as pequenas massas envolvidas acentuam os efeitos quanticos.

Para o sistema em questao, varios exemplos de superficies de energia potencial estao dis-
poniveis. Um exemplo de superficie bastante acurada é a fornecida por Liu e Siegbahn, e ajustada
por Truhlar e Horowitz [97], conhecida como LSTH. Porém, a fim de compararmos nossos resultados
com outros previamente publicados, escolhemos a superficie semi-empirica Londo-Eyring-Polanyi-Sato

(LEPS) para modelar o sistema cuja forma funcional é dada por [46]:

V(ras,rBc,rac) = QaB+ Qe+ Qac

1 1
7 (Jap — Jgc)* + (Jse — Jac)* + (Jac — JAB)Q} -

onde
(sap+3)zap —6(sap + %)
=Dsp-x
QaB AB " TAB 155 £ 1)
e
S(SAB-l-l)l’AB—Q(SAB-i-?))
Jap=Dap-x 2 :
AB AB * TAB L(sap 1+ 1)
sendo

wap = exp[Bap (ress —7T4B)|

com expressoes similares para Qpc, Qac, JBc, Jac, Tc € Tpc bastando substituir os indices nas
expressoes acima. Os parametros desta superficie foram modificados por Leforestier [50] para di-
minuir a energia de dissociagdo para 1,77 eV, e consequentemente o nimero de estados ligados nos
diatomos. Seus valores sao mostrados na tabela 4.20. Assim, neste modelo as moléculas Ho e HD

tém, respectivamente, seis e sete estados ligados.
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Antes de apresentarmos os resultados para o sistema em questao vamos relembrar resumida-
mente o procedimento adotado para obtencao da matriz S de espalhamento. Comegamos por reescrever
a equagao de Schrédinger em coordenadas de Jacobi que conduziu as coordenadas hiperesféricas. A
formulagao do problema em coordenadas hiperesféricas permitiu entao a realizacao dos calculos em
dois passos separados. O primeiro foi um problema de diagonalizacao de matriz a fim de encontrar
os autovalores e autofungoes da equagao hiperangular (2.38) parametrizada no hiperraio. Para isso
empregamos a p-MEF com uma malha nao uniforme obtida usando o PMQ auto-consistente. O se-
gundo passo foi a obtengao da matriz R em coordenadas hiperesféricas [vide equagao (2.46)] usando
o potencial efetivo e os termos de acoplamento obtidos do problema hiperangular. Para tal, emprega-
mos a p-MEF com discretizacao equidistante da malha, visto que, como vimos na subsecao anterior,
o PMQ nao é adequado ao estudo de processos de espalhamento. Também utilizamos o procedimento
de inversao por blocos apresentado na secao 3.4. Em seguida realizamos a projecao hiperesférica para
obtencao da matriz R em coordenadas de Jacobi requerendo que a funcao de onda assintética, e sua
derivada, em coordenadas hiperesféricas e em coordenadas de Jacobi ponderadas pela massa concor-
dem em uma superficie Ry = R$°. Para isso os estados vibracionais dos didtomos, solucoes da equacao
(2.35), foram calculados usando a p-MEF com malha otimizada considerando a seguinte extensao para

as coordenadas de Jacobi ponderadas pela massa:

Riozw,o?ndxfr% , A=a,f

9 .
oo a1

onde r., é a distancia de equilibrio do diatomo. Os valores de energia vibracional estao na tabela 4.21
juntamente com os valores calculados por Leforestier [51]. Nos cédlculos a seguir utilizamos apenas
esses 13 estados ligados para expandir a funcao de onda total. Finalmente, a matriz .S foi encontrada
usando a férmula (2.54) que a conecta com a matriz R. A partir do conhecimento da matriz S podemos

entao obter as quantidades assintoticas de interesse como, por exemplo, as probabilidades de transicao
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Tabela 4.21: Niveis de energia (em eV) das moléculas Hy e HD usando a superficie modelo LEPS com
parametros modificados. Os resultados obtidos com a p-MEF usam malha otimizada com N, = 30 e
k = 10.

Nivel de H, HD

energia  Leforestier® p-MEF® Leforestier® p-MEF®
v=20 0,262 0,26187647 0,228 0,22798336
v=1 0,723 0,72268000 0,637 0,63675010
v=2 1,100 1,09954931 0,983 0,98258498
v=3 1,392 1,39248158 1,266 1,26548424
v=4 1,601 1,60147704 1,486 1,48544214
v=>5 1,727 1,72653676 1,643 1,64245683
v==06 1,737 1,73653011

@ Ref. [51]; ¥ presentes

no nivel estado para estado que sao relacionadas com os elementos da matriz S pela expressao (2.10).

Nas figuras 4.8, 4.9, 4.10 e 4.11 mostramos as formas do potencial para diversos valores do hi-
perraio. O potencial varia gradativamente de um minimo simples na regiao de interagao para um duplo
pogo potencial na regidao assintotica. Algumas correspondentes autofungoes hiperangulares também
sao tragadas nas mesmas figuras. Nota-se que a medida que p cresce as solugoes associadas aos estados
ligados das moléculas diatomicas passam a se localizar nas regides em torno de 6 ~ 0 ou 0,,4,. Além
disso, na figura 4.12, mostramos os autovalores obtidos da solugdo da equagao hiperangular (2.38).
Assintoticamente, as primeiras autoenergias ¢;(p) podem ser associadas aos reagentes ou produtos pela
localizacao da fungao hiperangular no vale do reagente ou produto, respectivamente, enquanto que, as
outras autoenergias, que possuem valores maiores, estarao associadas ao canal dissociativo, que nao
consideramos na presente dissertacao. Por exemplo, na reacao H + HD — Hy + D temos que €1 e
€9 sao identificadas assintoticamente com os canais HD(vp = 0) e Ha(vr = 0), respectivamente. Por
causa da assimetria dos canais essas energias nao degeneram na regiao assintdtica como ocorreria com

o sistema H + Hs.

Na tabela 4.22 mostramos as probabilidades de transigao Pyo(FE) reativa e ineldstica, ado-
tando F = 0,5 eV e F = 1,4 eV, respectivamente, para o sistema H + HD, aumentando propor-
cionalmente os valores de p,,4, ¢ do nimero de elementos da malha, N, e mantendo o nimero de
fungoes de base, k, fixo em cada elemento, visto que um aumento em k£ aumenta significativamente o

tempo computacional. Notamos na tabela que, dado um valor de N, as probabilidades de transicao
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Figura 4.8: Forma da superficie de energia potencial e a autofungao hiperangular g3(6,p) com p = 5
bohr para o sistema H + HD.
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Figura 4.9: Forma da superficie de energia potencial e a autofuncao hiperangular g4(6,p) com p = 10
bohr para o sistema H + HD.
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Figura 4.10: Forma da superficie de energia potencial e a autofungao hiperangular g7(6,p) com p = 20

bohr para o sistema H + HD.
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Figura 4.11: Forma da superficie de energia potencial e a autofungao hiperangular g;(60,p) com p = 40

bohr para o sistema H + HD.
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Tabela 4.22: Probabilidade de transigdo Py o(E) nas energias E = 0,5 e 1,4 eV para H + HD em

fungao de p,,4, (em bohr) e N, com k =6 .

Pméz

Ne

Py o(E)

Reativo®

Ineldsticof

15,0

20,0

25,0

40,0

75

113
150
100
150
200
125
188
250
400

0,535836890576521
0,535836623628951
0,535836394976122
0,535151641157662
0,535151393905935
0,535151202618934
0,535029021807520
0,535028906372132
0,535028762990821
0,535063484440316

0,883299004121584
0,883298915333938
0,883298822706706
0,882976783091226
0,882976674307849
0,882976602042652
0,882844817179216
0,882844723009111
0,882844650225687
0,882965764129688

TE=05eV;T E=1,4¢eV

convergem para um dado valor quando p,,,;, aumenta. Em vista disso, tentando um meio termo entre
acuracia e menor custo computacional, escolhemos p,,;, = 20 bohr com os parametros N, = 200 e
k = 6 para os proximos calculos apresentados.

Para verificar a acurédcia de nossa metodologia, mostramos na tabela 4.23 algumas proba-
bilidades de transicao inelastica e reativa com canal de entrada H + HD numa energia de 1,4 eV, e
comparamos com as obtidas por Sakimoto e Onda [85], que desenvolveram um método independente

do tempo utilizando coordenadas hiperesféricas e a representagdo da varidvel discreta. Também sao

0,15
0,10 4
0,05

0,00

€ [Hartree]

-0,05

-0,10

-0,15

14 16

p [Bohr]

Figura 4.12: Sete primeiros autovalores obtidos da solu¢ao da equacao hiperangular (2.38) em funcao
do hiperraio p.
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Tabela 4.23: Comparagao das probabilidades de transi¢ao de estado para estado (v; — vp) numa
energia FF = 1,4 eV para o sistema H + HD. Os resultados obtidos com a p-MEF usam p,, ;. = 20
bohr, N, =200 e k = 6.

Sakimoto
Transicao Leforestier® e Onda’ p-MEF*¢
Inelastico 0 —0 0,889 0,8924 0,8830
0—3 0,0004 0,0004 0,0005
0 — todos 0,993 0,9975 0,9955
Reativo 0—1 0,0011 0,0012 0,0019
0—3 0,0002 0,0002 0,0002
0 — todos 0,0023 0,0026 0,0045

@ Ref. [50];  ref. [85]; © presentes.

apresentados na tabela outros resultados extraidos do mesmo artigo, porém, calculados por Leforestier
[50], que usou um método de pacote de onda dependente do tempo. Notamos uma boa concordancia
dos nossos resultados com os dos outros dois métodos, o que demonstra viabilidade da nossa metodo-
logia.

Finalmente, nas figuras 4.13, 4.14 e 4.15 mostramos as probabilidades de transicao reativa,
com canal de entrada H + H D, nos estados vibracionais v; =0 paravp =0, vy =1 paravp =0, 1e
vy =2paravp =0, 1, 2, como funcao da energia total, F, que varia numa extensao de 0,2 até 1,77 eV.
Observa-se nas figuras que a reacao de troca, com energia abaixo do limiar de dissociagao, é bastante
rica em ressonancias. Salientamos que Sakimoto e Onda fizeram graficos das probabilidades totais
de reacao e notamos que nossas figuras concordam com as deles para os mesmos estados vibracionais

iniciais o que valida nossos resultados.
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Figura 4.13: Probabilidade de transicao Py ¢ para a reagdo H + HD — Hs+ D em fungao da energia
total E.
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Figura 4.14: Probabilidades de transicao P; g e P 1 para a reacao H + HD — Hy + D em funcao
da energia total F.
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Figura 4.15: Probabilidades de transicao P» g, Po1 € P o para a reacao H + HD — Hy + D em
funcao da energia total F.
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Capitulo 5

Conclusao

Nesta dissertagao desenvolvemos e implementamos computacionalmente uma nova metodo-
logia numérica para determinar algumas propriedades de sistemas quanticos confinados e processos de
espalhamento quantico. Foram estudados o 4&tomo de hidrogénio confinado por uma barreira potencial
esférica infinita, o d&tomo de hélio artificial (ou ponto quantico com dois elétrons) na presenca de um
campo magnético, o espalhamento eldstico de uma particula por um potencial central e o espalhamento
colinear dtomo-didtomo. O procedimento utilizado foi baseado no principio variacional empregando
a versao-p do método do elemento finito (p-MEF) para expandir a parte radial (ou hiperradial) da
funcao de onda em um conjunto finito de funcoes de base. Observamos, de modo geral, que nossos
resultados concordaram com outros bastante precisos previamente publicados.

Com respeito ao estudo dos sistemas confinados apontamos alguns aspectos importantes con-
siderando os resultados da sec@o 4.1. Primeiro pudemos verificar que a presente metodologia fornece
todos os niveis de energia (dentro de um limite de fungdes de bases infinito), enquanto que alguns
dos métodos usuais s@o restritos a poucos estados, como, por exemplo, os métodos com funcao de
onda modelada propostos por Marin-Cruz [58, 59], e, Varshni e Patil [99, 68]. Segundo, o proce-
dimento variacional utilizando a p-MEF ¢ suficientemente acurado para toda a extensao do raio de
confinamento; por exemplo, o método proposto por Laughlin [49] para obtengao da polarizabilidade do

atomo de hidrogénio confinado é satisfatério somente para raios de confinamento grandes. Terceiro,
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o nimero de fungoes de base necessario para atingir a convergéncia dos resultados é relativamente
pequeno; por exemplo, com o conjunto base N =5 e k até 9 (que representa até 44 fungoes de base),
os resultados estdo préximos daqueles obtidos por Aquino [8] para todos os raios de confinamento
e estados eletronicos estudados do dtomo de hidrogénio; por sua vez, no estudo do atomo de hélio
artificial usamos 594 funcoes de base obtendo resultados compativeis com os obtidos com a RVD [75]
que empregou 3000 fungodes de base. Chamamos também atencao para o fato de que usando a p-MEF
em um problema de confinamento a imposicao da condi¢ao de contorno pode ser feita diretamente
sobre a fun¢do de onda, sendo suficiente remover uma funcao de base local da expansao da funcao de

onda.

Com relagao ao estudo dos processos de espalhamento também apontamos alguns aspectos
importantes considerando os resultados da secao 4.2. Primeiro notamos que o procedimento mecanico
quantico (PMQ) auto-consistente utilizado para obtengao da malha nao foi tao eficiente para o estudo
de processos de espalhamento como o é para o tratamento de estados ligados. Por outro lado, para
as reagoes colineares, o PM(Q) é bastante eficiente na resolucao da parte hiperangular do problema,
pois concentra os elementos em cada canal do potencial. Segundo, a nossa metodologia permite obter
todas as probabilidades de transicao reativa e ineldstica, dada a energia total, e uma caracteristica
vantajosa do formalismo da matriz R é que as matrizes utilizadas para obtengao da mesma s6 precisam
ser construidas uma vez e guardadas na meméria RAM ou no disco rigido do computador; depois
podem ser utilizadas para calcular as informacoes de espalhamento em vérias energias. Além disso,
a aplicacao da p-MEF em problemas de espalhamento permite desenvolver um algoritmo de inversao
para obtencao da matriz R que reduz bastante o tempo computacional. Por iltimo, ressaltamos
que resultados mais préximos dos valores reais para o sistema estudado H + HD podem ser obtidos
utilizando outras superficies de energia potencial mais acuradas disponiveis na literatura, como, por

exemplo, a superficie LSTH.

Uma outra consideragao é que muitos métodos usam funcoes de bases teste modeladas para

descrever problemas especificos e tais funcoes tém que ser modificadas se desejamos estudar um sistema
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diferente ou mais complexo. Contudo, a p-MEF pode ser aplicada a uma variedade de sistemas sem
a necessidade de novas funcoes de base teste. Vale também ressaltar que as matrizes da p-MEF sao
esparsas e concentradas na diagonal e utilizamos rotina computacional otimizada para calcular as
integrais dos polinémios de Legendre.

Por fim, concluimos que o procedimento apresentado foi em geral bastante eficiente e acredita-
mos ter demonstrado a viabilidade da aplicacao dele no estudo tanto de sistemas quénticos confinados
como de processos de espalhamento quantico. Ressaltamos que pretendemos usar o procedimento ja
implementado para estudar as reagoes colineares para sistemas do tipo massivo-leve-massivo como,
por exemplo, a reacao Cl + HCl — CIH + Cl. Destacamos também que uma perspectiva para o
procedimento desenvolvido nesta dissertacao é a extensao dele para o estudo de problemas multidimen-
sionais tal como o cédlculo de estados rovibracionais de moléculas poliatomicas e o estudo de reagoes
bimoleculares multidimensionais. Para esses problemas é necessario desenvolver uma forma eficiente
de tratar a parte envolvendo os angulos que definem a orientacao de um ponto na hipersuperficie do
problema em coordenadas hiperesféricas. Neste sentido uma das possibilidades é uma combinacao do
nosso procedimento com o algoritmo de hiperquantizagao que tem sido utilizado no estudo de reagoes
quimicas por Aquilanti et al [6, 7]. Esse algoritmo pode ser utilizado para o estudo da parte angular

enquanto a p-MEF pode ser usada para tratar a parte radial do problema.
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Apéndice A

Algoritmo do Maple para o atomo de
hidrogénio

Mostramos abaixo o algoritmo desenvolvido empregando o programa de computacao algébrica
Maple 7 para a obtencao dos niveis de energia, F, do atomo de hidrogénio confinado por uma bar-
reira de potencial esférica impenetravel. Como descrito na subsecao 1.3.2, este algoritmo pesquisa
as raizes das fungoes hipergeométricas confluentes, dadas pela equagao (1.29), para um dado raio de

confinamento r. e nimero quantico [:

Definicao do momento angular [, raio confinante rc¢ e maior grau dos polindémios
da funcao hipergeométrica confluente

>1:=0;rc := 2;grau := 4;

l:=0
rc:=2
grau =4

Obtencao da funcao hipergeométrica confluente
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> hipergeom := expand(sum('product((1+1 —x+k)/(2*14+ 2 + k),

k=0.j—1)*((2xrc)/x)"j)/j"/ij= 0..grau));

, 1 21 5 161 £
hipergeom := 9% + poc Sl el g g
Obtencao das raizes da funcao hipergeométrica
> f := expand(x"grau * hipergeom) = 0;
1 4 3 8 5 16 32
= ——x" — B =0
F= g g Tt Tt
> sols := fsolve(f, x, complex);
sols : = —13.45436881,.7271844067 — 1.7432203661,

7271844067 + 1.7432203661 , 2.000000000

> x := sols[4];

x = 2.000000000
Determinacao da energia
>E:=-1/(2x(x°2));

E := —.1250000000

Como sabemos, as func¢oes hipergeométricas possuem um nimero infinito de termos, entre-
tanto, por questoes didaticas, no algoritmo acima a aproximamos em um polinémio de grau igual a
4. Na pratica o maior nimero de termos que conseguimos com o Maple foi até o grau 80, de modo
que o erro devido ao truncamento das funcoes hipergeométricas confluentes foi bem pequeno. De fato,
notamos que para numero de termos maiores que 50 os valores de energia atingiram a convergéncia
dentro do numero de casas decimais considerado, como é mostrado na tabela A.1. Na tabela A.2
mostramos os valores das energias dos seis primeiros estados para diferentes raios de confinamento e
para o sistema livre. Salientamos que o resultado pode ser considerado exato considerando o nimero

de casas decimais apresentado.
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Tabela A.1: Convergéncia dos valores de energia para diferentes estados do d4tomo de hidrogénio
confinado com o aumento do nimero de termos no truncamento da fungao hipergeométrica confluente.
Energia em hartree e raio . em bohr.

N° de termos Estado
2st 2s* 2pt 3s* 3dt 3d*
10 3.089 0.1142 0.7925 -0.223 3.804 0.2180
20 9.049 04156 1.574 0.391 11.71 0.5903
30 16.72 0.4202 1.576 1.126 14.97 0.6214
40 16.57 0.4202 1.576  1.898 14.97 0.6214
50 16.57 0.4202 1.576  1.873 14.97 0.6214
60 16.57 0.4202 1.576 1.873 14.97 0.6214
70 16.57 0.4202 1.576  1.873 14.97 0.6214
80 16.57 0.4202 1.576  1.873 14.97 0.6214

T r.=1.0 bohr; ¥ r, = 2.0 bohr; * r. = 4.0 bohr

Tabela A.2: Niveis de energia para o dtomo de hidrogénio confinado. Energia em hartree e raio r. em

bohr.

Estado

Te 1s 2s 2p 3s 3p 3d
0,5 14,75 72,67 36,66 170,5 114,6 63,16
1,0 2,374 16,57 8,223 40,86 27,47 14,97
1,5 0,4370 6,644 3,231 17,36 11,68 6,285
2,0 -0,1250 3,327 1,576 9,314 6,269 3,327
3,0 -0,4240 1,112 0,4812 3,735 2,512 1,293
4,0 -0,4833 0,4202 0,1435 1,873 1,261 0,6214
6,0 -0,4993 0,0127 -0,0556 0,6317 0,4215 0,1803
9,0 -0,5000 -0,1028 -0,1137 0,1533 0,0926  0,0140
15,0 -0,5000 -0,1245 -0,1248 -0,0269 -0.0350 -0.0466
oo -0,5000 -0,1250 -0,1250 -0,0556 -0,0556 -0,0556
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Apeéndice B

Aproximacao Born-Oppenheimer

No estudo tedrico de moléculas e reagoes quimicas é indispensavel a realizacao de algumas
aproximagoes de forma a resolver a equacao de Schrodinger do sistema. Sob esse ponto vista, o modelo
adiabdtico de uma molécula assume um importante papel [60]. Esse modelo baseia-se na idéia de que
os elétrons, sendo menos massivos e rapidos, ajustariam quase instantaneamente sua distribuicao a
mudanca de posicao dos nicleos. Por outro lado, os nicleos, sendo mais massivos e lentos, sentiriam,
além de suas repulsdes mutuas, apenas um potencial médio devido aos elétrons. Tal aproximacao,
permite a separagao dos movimentos eletronico e nuclear originando o conceito de superficie de energia
potencial.

O operador hamiltoniano nao-relativistico para uma molécula poliatdmica na auséncia de

campos externos composta de N elétrons e M nicleos é dado, em unidades atomicas, por

7. f v _z lor §~ZaZs g1 §§nZa (B.1)
N A= . isp BB T i>1A>]TiA7 '

onde o primeiro termo é o operador energia cinética dos nicleos sendo M4 a massa do A-ésimo nucleo;
o segundo termo é o operador energia cinética dos elétrons; o terceiro termo é a energia potencial de
repulsdo entre os ntcleos sendo Z4 e Zp as cargas dos A-ésimo e B-ésimo nicleos, e Rap a distancia
entre eles; o quarto termo ¢ a energia potencial de repulsao entre os elétrons sendo r;; a distancia

entre o i-ésimo e o j-ésimo elétron; e o ultimo termo é a energia potencial de atracao entre elétrons e
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ntcleos sendo 7;4 a distancia entre o i-ésimo elétron e o A-ésimo nucleo.
A dita separagao do movimentos eletronico e nuclear é realizada considerando que a funcao

de onda molecular pode ser expandida numa base de fungoes de onda eletronicas,

ZXk’ )op (r,R) | (B.2)

onde r e R s&o as coordenadas dos elétrons e dos nicleos, respectivamente. A funcao de onda eletronica
¢, (r,R) é autofungao da seguinte equagao de Schréodinger para os elétrons

1

[—ZQV? LV, R)] Ou(r,R) = < (R)9y (1, R) |

i=1
onde V(r,R) é a soma das energia potencial de repulsao entre os elétrons e a energia potencial de
atragao entre elétrons e ntcleos. Substituindo a expansao (B.2) na equagao de Schréodinger indepen-
dente do tempo associada ao hamiltoniano (B.1), multiplicando a esquerda por ¢ (r, R), integrando

sobre as coordenadas eletronicas e usando a ortogonalidade das fungoes de onda eletronica, obtemos

Mo
[—Z2M V4 +Vi(R)— E

M
(R) = [Z r (XD + Yéi?(R))] w(R), (B3)
k' LA=1

M
onde Viy(R) = ex(R)+ Y. ZaZp/Rap ¢ a superficie de energia potencial associada ao k-ésimo estado
A>B

eletronico e,

X (R) /drgbk r,R)Vapu(r,R) e YR /drgbk r,R)V4¢y (1, R)

(4)

sao chamados de termos de acoplamento nao-adiabaticos; se k = k', entdo os X', sao nulos para
b

(4)

funcoes eletronicas reais e os Y}, ;.” sao denominados termos adiabdticos.
b
A aproximagao adiabética, conhecida também como aproximacao de um estado, assume o
total desacoplamento dos estados eletronicos, significando que os termos nao-adiabaticos desaparecem

1

da equacao (B.3). J4 a aproximacao Born-Oppenheimer' assume que a variacao da funcao de onda

eletronica em relacao as coordenadas nucleares seja pequena, significando que também os termos

'"Em seu trabalho original Born e Oppenheimer fizeram uma abordagem perturbativa [12], enquanto que a abordagem
variacional com a expansao da fun¢do de onda molecular em fungdes de base foi feita por Born e Huang [11].
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adiabaticos devem ser nulos. Assim a equagao de Schrédinger para o movimento nuclear da molécula

fica dada por

M
1
—Z—Vi + Vi(R) | xx(R) = Ex(R) .
A:12MA

Note que a aproximacao adiabatica tem validade desde que o acoplamento entre diferentes
estados eletronicos nao seja consideravel. Cruzamentos entre curvas de energia potencial em moléculas
diatomicas é uma situacao tipica em que tal aproximacao falha completamente. Outro problema é que
na aproximagao de Born-Oppenheimer os pontos da superficie de energia potencial sao obtidos para
um conjunto de coordenadas nucleares fixas, ou seja, considera-se massas infinitas para os nucleos,
logo os efeitos das massas finitas dos nicleos sobre a distribuicao eletronica ndo podem ser avaliados.
Por essas e outras razoes alguns estudos consideram a possibilidade de ir além dessa aproximacao —

veja maiores detalhes na referéncia [62].
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