UNIVERSIDADE FEDERAL DA BAHIA

INSTITUTO DE FiSICA
Programa de Pés-Graduagao em Fisica

Dissertagao de Mestrado

Um modelo de equacoes diferenciais funcionais com retardo

temporal para a dinamica de infeccao pelo VIH

Flora Souza Bacelar

2004






UNIVERSIDADE FEDERAL DA BAHIA

INSTITUTO DE FISICA

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM FISICA

Um modelo de equacoes diferenciais funcionais com retardo

temporal para a dinamica de infeccao pelo VIH

Flora Souza Bacelar

Orientador: Roberto Fernandes Silva Andrade

Dissertacao apresentada ao Instituto de Fisica
da Universidade Federal da Bahia para a

obtencao do titulo de Mestre em Fisica.

Salvador - 2004



Um modelo de equacoes diferenciais funcionais com retardo temporal

para a dinamica de infeccao pelo VIH

Copyright 2004
by

Flora Souza Bacelar



Abstract

The dynamics of HIV in infected patients is characterized by three distinct phases: i)
the primary infection, where a large spread of virus charge during the construction of a
specific immunologic response is observed; ii) the latency period, during which the amount
of remaining virus is small and a progressive decay of the number of TCD4* cells; iii) The
HIV phase, where the number of TCD4™" cells attain only ~ 30% of a healthy individuum.
While the primary infection occurs in a relative short time interval (~ few weeks), with
an apparent recover from the infected to the healthy state, the second phase takes over
a much larger time scale (~ years)and, if not treated by anti-retrovirus drugs, leads to
the death of the patient to the action of other pathogens. In 2001, Zorzenon dos Santos
and Coutinho introduced a single cellular automaton (CA) model, which could describe all
three phases of the HIV infection. In the present work, we propose a model of functional
differential equations to describe all phases of the HIV dynamics, which takes into account
the same mechanisms included in the quoted CA model. We proceed an analyzes based on
the characterization of the fixed points of the differential equations, as well as on numerical
integration of the system, showing that it is able to accurately describe all the three distinct
phases, with fairly good qualitative and quantitative agreement to the reported clinical

observations.

Roberto Fernandes Silva Andrade
Dissertation Committee Chair






Resumo

A dinémica de infec¢ao pelo HIV em seres humanos é formada por trés fases: i) a infeccao
priméria, caracterizada por uma grande disseminagao viral durante a montagem da resposta
imunolégica especifica, seguida de um decréscimo da taxa viral; ii) o periodo de laténcia
durante o qual a taxa viral é baixa e hd um decréscimo na contagem das células TCD4™".
iii) A sindrome da imunodeficiéncia adquirida, quando a contagem de células T atinge cerca
de 20 - 30 % do valor de um individuo saudavel. Enquanto a infec¢ao priméria ocorre em
um intervalo de tempo curto (~ semanas), com uma aparente recuperacao do organismo, a
segunda fase ocorre em uma escala de tempo muito maior (~ anos) e , se nao combatida por
agentes antiretrovirais, leva o paciente a morte pela acdo de outros patégenos. Em 2001,
Zorzenon dos Santos e Coutinho propuseram um modelo de autoématos celulares capaz
de descrever de maneira adequada todas as fases da infeccao pelo VIH. Neste trabalho
foi proposto um modelo de equacoes diferenciais funcionais para a descricao da interagao
sistema imunolégico - VIH, levando-se em conta as mesmas etapas descritas no modelo de
automatos celulares. A partir de andlises dos pontos fixos e de integragdo numérica das
equagoes diferenciais, obtém-se resultados que reproduzem a presenca de escalas de tempo

distintas para as trés fases da infecgao.
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Introducao

Desde a primeira notificagao da Sindrome da Imunodeficiéncia Adquirida (SIDA)
como uma nova enfermidade associada a supressao do sistema imunoldgico (S.I.) em 1981,
e a identificagdo do Virus da Imunodeficiéncia Humana (VIH) uma década depois, avangos
tecnologicos e conceituais favoreceram a um conhecimento bastante detalhado tanto da
morfologia do VIH e das células do sistema imunolégico quanto de sua interacao. Apesar
do nivel de compreensao alcancado acerca da estrutura molecular do virus, das células
do S.I. e da interac@o entre eles, nao se conhece ainda os mecanismos pelos quais o VIH
incita a SIDA e por que motivos o intervalo de tempo entre a infeccdo com o VIH e o
estabelecimento da SIDA é tao longo e varidvel. Tais motivos dificultam o desenvolvimento

de vacinas preventivas e terapias.

Modelos matematicos vém sendo desenvolvidos na tentativa de se aumentar a
compreensao da dinamica de infec¢ao pelo VIH. A dinamica apresenta trés fases distintas:
i) a fase priméria caracterizada pelo alto crescimento da carga viral no organismo e a
redugdo desta por agao do S.I. a uma percentagem quase nula, ii) o perfodo de laténcia
caracterizado pelo crescimento lento da carga viral e decrescimento das células alvo (do

S.I.) sendo uma fase assintomética; iii) a SIDA. A maior dificuldade na criacdo destes



modelos é a escala temporal diferenciada de uma fase da doenca para a outra. A primeira
fase se d4 em uma escala de tempo da ordem de semanas, a segunda possui uma escala de
tempo da ordem de anos. Dada a complexidade da dinamica de infeccao pelo VIH, muitos
modelos desenvolvidos abordaram somente uma das fases da doenca, e a grande maioria dos
modelos acrescenta tratamentos antiretrovirais. No entanto nao foi notado nenhum modelo

que descrevesse todas as trés fases da infeccao a parametros fixos.

Em 2001, Zorzenon dos Santos e Coutinho [1] apresentaram um modelo capaz de
descrever todas as etapas da doenca a parametros fixos. KEste modelo foi elaborado em
Autéomatos Celulares (AC), onde cada sitio representa uma célula alvo do VIH, que podem
ser encontradas em quatro estados possiveis: células saudaveis, células infectadas livres para
espalhar a doenca, células infectadas identificadas pelo S.I. e células mortas. A evolugao da
rede é dada por um conjunto de regras que simulam os mecanismos do processo infeccioso.
Este artigo foi inspiracao para outros trabalhos que visam um estudo mais acurado do
modelo em automatos. Também ele é ponto de partida para o trabalho desenvolvido nesta

dissertacao.

Neste trabalho se faz a representagdao, em equacoes diferenciais ordinarias, das
regras do automato, na tentativa de reproduzir qualitativamente e quantitativamente os
mesmos resultados obtidos por Zorzenon dos Santos e Coutinho, mostrando as trés etapas
da infecg@o pelo VIH e suas duas escalas temporais distintas. Essa representacao é feita
com a transcricao das regras do autéomato em um sistema de equacoes de taxa, onde uma
de suas variaveis possui um argumento com retardo temporal. Nao é de interesse inicial

a investigacao de possiveis terapias, mas a descricao completa da dinamica de infeccdo em



um sistema livre.

No capitulo 1 apresentam-se os aspectos fenomenolégicos abordados neste tra-
balho. E necessdrio se ter uma nocao do funcionamento do S.I. para uma maior proximidade
com a realidade e compreensao dos resultados obtidos. Por isso, neste capitulo apresenta-
se a organizacao do S.I., ou seja, a ontogenia e funcionalidade das células constituintes.
Além do mecanismo genérico de defesa humano contra os diversos patégenos, especifica-se
a acao do agressor, VIH, detalhando o processo de infeccao a nivel celular e a dinamica das

populagoes de linfécitos e virus no organismo, com a curva padrao da literatura médica.

No capitulo 2 uma breve discussao sobre sistemas dindmicos culmina na mode-
lagem matemadtica, ferramentas utilizadas neste trabalho. A diferenca entre sistemas dis-
cretos e continuos é explicitada, bem como as linguagens para descrevé-los. Desta forma
apresentam-se a defini¢do e propriedades dos automatos celulares, a linguagem discreta uti-
lizada por Zorzenon dos Santos e Coutinho para a descricao de seu modelo. O mesmo é
feito para a linguagem continua eleita neste trabalho, as equacoes diferenciais ordindrias.
Também é discutida a teoria de estabilidade linear e os efeitos da introducao do retardo

temporal em equagoes diferenciais.

No capitulo 3 é apresentado o modelo de autématos celulares que descreve as
trés etapas da dinamica do VIH, e a transcricdo para equacoOes diferenciais ordindrias com
retardo temporal. Para um aperfeicoamento da descrigao da dindmica de infecgao, o modelo
transcrito com quatro equagoes diferenciais é ampliado em mais um grau de liberdade.
Esta modificagao possibilita a reproducao das trés fases da infeccao com suas duas escalas

temporais bem diferenciadas, somando-se a da descricao da evolucao da dindamica para a



cura completa, o que acontece para uma virose qualquer, além de outros comportamentos.

No capitulo 4 sao apresentados, em detalhes, os resultados para os dois modelos
elaborados neste trabalho. O estudo dos pontos fixos salienta as diferencas e semelhancas
entre os dois modelos. Da mesma forma a andlise de estabilidade linear contribui para uma
melhor compreensao do estudo local. Devido a complexidade dos modelos, a integragao
analitica nao foi possivel, mas sdo apresentadas as integragoes numeéricas e as trajetérias no
espaco de fase.

Por fim, devido ao fato de um algoritmo para a integragao de equagoes diferenciais
com retardo temporal nao ter sido encontrado na literatura estudada, é apresentado no
apéndice A o algoritmo elaborado especificamente para este trabalho. No Apéndice B alguns
estudos foram desenvolvidos para uma equacao teste com retardo temporal que pode ser
integrada analiticamente, corroborando com o algoritmo implementado bem como com as

técnicas utilizadas nestes estudos.



Capitulo 1

Fenomenologia

1.1 Sistema imunolégico

O sistema imunolégico é formado por um conjunto de células e substancias bioquimicas
que se relacionam de modo bastante complexo [2]. Dessa intrincada relacao, o S.I. desem-
penha algumas funcbées no organismo, como a retirada de células mortas, renovacao de
determinadas estruturas, rejeicao de enxertos, defesa contra microorganismos invasores e
limpeza do organismo. Ou seja, a retirada de células mortas, de tecido necrosado ou infla-
mado, de proteinas estranhas, calos dsseos formados numa fratura e tecido de cicatrizacao
exuberante [3]. Dentre estas, pode-se salientar a mais conhecida, a fungao de protegao do
organismo contra invasores patogénicos, que se realiza de duas formas distintas: i) a atuagao
de células fagocitarias (resposta inespecifica); ii) atuagao de anticorpos (resposta especifica).
O reconhecimento do antigeno é o ponto alto da resposta imune especifica, onde os linfécitos
T auxiliadores sao desencadeadores deste processo e durante o qual se estabelece a memoria

imunolégica [4], [5], [6].



1.1.1 Organizacao celular da resposta imunolégica

As células do sistema imune sdo os leucécitos ou glébulos brancos, os quais agem
de acordo com suas respectivas fungoes: receber ou enviar mensagens de ataque ou su-
pressao, apresentar o ”inimigo” ao ”exército” do sistema imune, atacar para matar, construir
substancias que neutralizam os ”inimigos” ou neutralizam substancias liberadas por eles.
Pela morfologia, os leucécitos se dividem em granulécitos ou agranulécitos. Os primeiros

)
possuem um citoplasma granuloso e sao formados na medula dssea. Os agranulécitos rev-
elam um citoplasma homogéneo, sem granulagoes e se formam em érgaos linféides, como o

bago o timo e a imensa rede de ganglios linfaticos [7].

Os granulécitos se dividem em neutréfilos, eosinéfilos e basofilos. Os neutroéfilos,
leucécitos mais populosos do sangue, sao os principais fagdcitos sanguineos e participam
da reagao inflamatéria (pus). FEosinéfilos, ou acidéfilos, denominam-se desta forma por
apresentarem afinidade com a eosina, um corante acido. Eles realizam a fagocitose de
bactérias ou qualquer outro material estranho, porém sua principal funcao é a exocitose
da PBM (proteina bésica maior), que é toxica para parasitas de humanos e causam a sua
morte. Finalmente os basdfilos, que sao afins a hematoxilina, um corante basico, participam
de reacOes alérgicas e processos inflamatérios liberando potentes mediadores quimicos como
a histamina, serotonina e fatores quimiotaxicos dos neutréfilos e dos eosindfilos (ECF-A)
[3].

Os agranuldcitos se dividem em linfécitos e mondécitos. Os linfécitos desempenham
um papel fundamental na resposta imunoldgica especifica. Eles sao divididos em linfécitos

B (LB), T - auxiliadores (LTa), T - citotéxicos (LTc) e os NK (natural killers). Os LB



s@0 responsaveis pela resposta humoral (produgao de anticorpos), os LT auxiliam o sistema
imune a resposta celular onde os LTa reconhecem os macréfagos ativados (MHC-II) e os LTc
reconhecem e lisam, i.e., destroem a membrana celular das células rejeitadas de transplantes
e enxertos (MHC-I). Os NK, que sdo células matadoras naturais, lisam e destroem células
tumorais ou infectadas por virus, sem que estas expressem algum antigeno ativador da
resposta especifica, ou seja, eles realizam a resposta inespecifica. Os monécitos sao células
circulantes no sangue que migram para algum tipo de tecido originando os macréfagos que
sao células de altissimo poder fagocitario. A depender do local para onde migram recebem
as seguintes denominagoes: macréfagos alveolares (pulmao), micréglias (cérebro), células de
Kuppfer (figado), células de Langehans (pele), células dendriticas (linfonodos), etc. Além
de fagdcitos, os macréfagos também tém a funcao de apresentadores de antigenos (APC),
os quais expressam o MHC-II complexo de histocompatibilidade principal para a ligagao

com os LTa.

1.1.2 Tecido linfoide

Os linfécitos circulam no organismo através de vasos linfaticos e sanguineos e
se originam nos 6rgaos linféides priméarios, atuando mais eficazmente nos érgaos linféides
secundérios (Figura 1.1).

Os orgaos linféides primaérios, constituidos pelo timo e tecidos hematopoéticos
(figado fetal e medula éssea), sd@o os érgaos nos quais se realizam a linfopoese (produgao
dos linfécitos) onde as células se diferenciam das células tronco, proliferam-se e amadurecem
em linfécitos funcionais. Os linfécitos T recebem essa denominagao porque sao originarios

do Timo. Os linfécitos B se originam no figado fetal e na medula éssea, e sao denominados



orgios linfoides tecudos e orgiios
primarios Infordes secnmdanos

anel de waldeyer
{tonsilas e adenoides)

/ tecido Inféide associado
aos bronguios

timo - ® é Imfonodos

medula medula éssen

assea ~—r=+——— baco

T ndduloes linfeides

linfonodos
mesenmicos

“‘“i%
g . placas de Peyer
tecido linfoide
wrogenital

Infonodos

Figura 1.1: Tecido linféide de [6]

desta forma porque foram descobertos primeiramente nas aves, que na sua cloaca possuem
uma estrutura chamada Bursa de Fabricius onde os LB sao maturados.

Os érgaos linféides secundarios, formados pelos linfonodos, bago e tecidos linféides
associados ao trato gastrintestinal, respiratorios e pele, funcionam como filtros, retendo
microorganismos e particulas estranhas drenadas pela linfa. Assim as respostas imunes
celular e humoral ocorrem nestes érgaos periféricos, onde sao geradas células efetoras e
de memoéria. Portanto a funcdo destes 6rgaos é maximizar o encontro entre linfocitos e

substancias estranhas, permitindo o surgimento das respostas imunolégicas [2].

1.1.3 Resposta imunoldégica celular e humoral

Ao penetrar no organismo, o patogeno sofre o ataque dos macréfagos que de-

senvolvem a categoria de defesa inata que é rapida e inespecifica. Eles agem indiscrimi-



nadamente, sem a necessidade de exposicao prévia e, ao serem reconhecidos, os patégenos
se elevam a categoria de antigenos, que sao agentes agressores ao organismo, que é ca-
paz de reconhecé-los e montar uma resposta de defesa. Os antigenos podem apresentar
as propriedades de antigenicidade e imunogenicidade. Quando um antigeno reage com um
produto do sistema imunolédgico, diz-se que ele apresenta antigenicidade, mas se ele é capaz
de induzir a resposta imunolégica e reagir com o produto da resposta, diz-se que ele apre-
senta imunogenicidade. Os requisitos necessarios para a imunogenicidade de um antigeno
sao [2],[4]: a estranheza - quanto mais diferentes as origens do antigeno, maior serd a sua
imunogenicidade; peso molecular - geralmente as substancias que melhor estimulam a re-
sposta imune tem peso molecular acima de 10kDa (1Da = massa do dtomo de hidrogénio);
complexidade - presenga de cadeias laterais favorece a ligacao de moléculas dos antigenos
aos receptores presentes nos linfécitos e macréfagos; a conformacao espacial; acessibilidade -
quando os epitopos (ou determinantes antigénicos) ficam sobre a membrana; digestibilidade

e constituicao genética do animal.

Uma vez reconhecidos, os antigenos incitam dois tipos de respostas, a celular e a
humoral. Na primeira ha a producao de células especializadas que reagem com antigenos
estranhos sobre a superficie de outras células do hospedeiro. A célula reativa, por exemplo,
pode matar a célula do hospedeiro infectada com virus, que possui em sua superficie os
antigenos virais, eliminando a célula infectada antes da replicacao viral. Em outros casos,
a célula reagente secreta sinais quimicos que ativam macroéfagos para destruir os microor-
ganismos invasores. Na resposta humoral ha a produgao de anticorpos que sao proteinas

denominadas imunoglobulinas. A ligacdo dos anticorpos inativa virus e toxinas bacteri-
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anas, bloqueando sua capacidade de ligacdo aos receptores das células e também seleciona

o microorganismo para a destruicao, facilitando a ingestao pela célula fagocitaria.

A incumbéncia principal do sistema imunoldgico é o reconhecimento e a montagem
de respostas a todas as células e moléculas estranhas ao organismo. Uma das explicacoes
para este processo foi dada por MacFarlane Burnett em 1959 [5], [8], [9], com a teoria da
selecao clonal. Essa teoria diz que cada individuo gera uma vasta diversidade de linf6citos
e, na presenca de um antigeno, somente alguns sao selecionados para atuarem. Durante seu
desenvolvimento, os linfécitos tornam-se comprometidos para reagir com um antigeno em
particular antes de serem expostos aos mesmos. Cada célula expressa esse comprometimento
na forma de receptores protéicos de superficie celular, (Figura 1.2), que especificamente se
acoplam ao antigeno. A ligacdo do antigeno aos receptores ativa a célula causando sua
proliferacao (clones) e maturagao [10]. O Modelo de Rede de Niels Kay Jerne de 1974,[5],
[11], [12], foi durante algum tempo uma teoria considerada independente, sem conflitos com
a de Burnett, mas hoje é considerada por alguns imunologistas uma teoria complementar.
Nessa teoria, o sistema imune, ao invés de ser um conjunto discreto de clones que responde
somente quando é estimulado por um antigeno, é uma rede regulada de moléculas e células
que reconhecem umas as outras mesmo na auséncia do antigeno [12]. A dinamica da rede é
regulada pelo mecanismo de ativagao e supressao que sao caracteristicas do proprio sistema
imune. O modelo de reconhecimento é a principal tarefa das células B, T, dos anticorpos
e seus produtos. A rede deve incorporar todos esses elementos, de forma que seja formada
por todo o sistema imune e nao somente por uma parte dele. A memodria imunoldgica é

uma conseqiiéncia de interagoes da rede contrastando com a teoria de selecao clonal em que
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Figura 1.2: Receptores (marcadores) dos LT de [6]

a memoéria imunoldgica é devida a persisténcia de células de memoéria que possuem vida

longa [13].

Durante a montagem de uma resposta especifica (celular e humoral) um patégeno
A é “atacado” por macroéfagos que, como dito anteriormente, desenvolvem a resposta in-
especifica. Todo esse processo também é chamado de resposta primaria que varia de uma a
quatro semanas. Ela aumenta réapida e exponencialmente, para entao decair gradualmente,
correspondendo ao tempo necessario para o sistema montar uma resposta maxima com a
producao de anticorpos especificos. Apds o individuo ser reinoculado com o antigeno A,
(Figura 1.4), o periodo do aparecimento da resposta é mais curto e mais intenso correspon-
dendo a resposta imune secundaria, quando hé a atuacao das células de meméria. Ao se
injetar um outro patégeno B percebe-se que a resposta sera do tipo primaria, mostrando a

especificidade do sistema imune.
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Mecanismos das respostas do sistema imune

Através de suas propriedades de imunogenicidade o antigeno é identificado pelos
macréfagos que irdao emitir seus pseuddépodes para englobé-lo. Apés o englobamento formar-
se-4 uma vesicula chamada fagossoma que unida aos lisossomas (responséaveis pela digestao
intracelular) formarao o fagolissoma. A partir dai comecam a atuar enzimas hidroliticas
que irao fragmentar o antigeno. Essa degradacao ocorrida no fagolissoma é chamada de di-
gestao intracelular. Dos produtos gerados por essa digestao, aminoacidos, acticares monos-
sacarideos, ions, ATP, e outras substancias aproveitaveis saem pela membrana da vesicula.
Porém, peptideos antigénicos sao levados a superficie da membrana para se unir ao MHC-II.
Esses peptideos irao se unir aos receptores de superficie dos linfécitos T (TCR) e ao mesmo
tempo o MHC-II ird se unir ao marcador deste linfécito auxiliador (CD4). Este complexo
unido com a interleucina-I (citocina, IL-I) liberada pelo préprio macréfago, ativard o LTa
que entao produzird e liberard interleucina-II (IL-II). Esta estimula a expansao clonal dos
linfécitos juntamente com o interferon gama (IFN-gama) que, por sua vez, vai estimular a
fagocitose e ativagao do mecanismo de transcrigao do gene HLA-D, que é o gene do MHC-
II. Estimulados pelas citocinas liberadas pelos LTa, os LB irdo crescer e diferenciar-se em
plasmocitos para produzir anticorpos contra o antigeno. O mesmo acontece com os LTc,
cujos clones irdao atacar e provocar a lise celular e, consequentemente, a morte do patégeno.
Como descrito anteriormente pela teoria da selecao clonal, além de células efetoras também
serao produzidas células de meméria que possuem vida longa e que ficam circulando no
organismo até a reinoculagdo deste mesmo antigeno, tornando desta forma a resposta se-

cundaria mais eficaz que a primaria.
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1.2 Virus

Das caracteristicas dos seres qualificados como viventes, como organizacao celular
e consumo de energia a custa de um equipamento quimico-enziméatico préprio, os virus pos-
suem somente a capacidade de reproducao e a faculdade de se adaptarem ao meio através
de mutagoes [14], [15]. Sua estrutura é dotada de um ”corpo” ou virion composto de um
acido nucléico (ADN ou ARN), e uma parte protéica na forma de uma capside ou capsideo,
que envolve o miolo do acido nucléico. Devido a auséncia total de um equipamento ca-
paz de promover as suas operagdes metabdlicas (sintese de substancias, oxidagoes para
desprendimento de energia e aproveitamento oportuno) tornam-se eles parasitas intracelu-
lares obrigatérios. Penetrando no citoplasma celular, eles "roubam” aminodcidos para a
sintese das suas capsulas e envoltérios e nucleotideos para a sintese de seus acidos nucléicos
além de consumir a energia da célula hospedeira, utilizar o trabalho dos ribossomos e a

atividade catalitica das enzimas dessa mesma célula.

Existe uma perfeita relacdo bioquimica entre a natureza de cada virus e certos
receptores especificos da superficie das células, e por isso essa afinidade justifica o para-
sitismo de cada tipo de virus com suas respectivas células-alvo. Dessa forma, os virus da
gripe atacam as células das vias respiratérias, os virus da raiva atacam o sistema nervoso,
os da caxumba atacam as glandulas salivares e assim em diante. KEste trabalho enfoca o
comportamento do virus da imunodeficiéncia humana, o qual possui acido nucléico do tipo

ARN e as células TCD4™" como as principais células-alvo [16],[17],[18].
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1.2.1 Virus da imunodeficiéncia humana (VIH)

Infecgao pelo VIH a nivel celular

Como dito anteriormente, o virion do VIH se liga ao receptor de superficie dos
linfécitos T auxiliadores (CD4). Apés este acoplamento o seu envoltdrio protéico faz com a
membrana da célula um arranjo tal que ambos constituem uma mesma estrutura. Assim o
material genético do virus (ARN) é injetado na célula hospedeira. A partir dai uma enzima,
que ¢é parte do VIH, lé a sequiéncia do ARN viral e a transcreve em uma seqiiéncia de ADN
complementar. Esta enzima se chama transcriptase reversa e é sobre ela que atua o AZT,
uma droga inibidora da transcricao reversa que é usada para tornar mais lento o processo
da infeccdo. Uma vez sendo o ARN viral transcrito em uma seqiiéncia de ADN, esta é
inserida no ADN da célula hospedeira através de uma enzima chamada integrase, e o ADN
integrado é chamado provirus. Em seguida o provirus produz miltiplas cépias do ARN
viral que possuem os cddigos necessarios para a producao das proteinas e enzimas virais
(transcriptase reversa, integrase e protease). Essas proteinas e enzimas sdo traduzidas em
uma seqiiéncia disposta em uma longa cadeia polipeptidica e antes que se tornem funcionais
sao cortadas e separadas desta cadeia pela enzima protease. Existem drogas que impedem
este processo e sao chamadas inibidores de protease, bloqueando a habilidade da protease
de quebrar a seqiiéncia polipeptidica em enzimas funcionais interferindo na continuacao da
infecgao [19]. Por fim, o ARN viral e suas proteinas associadas sao encapsulados e liberados
da superficie do linfécito. Os virus liberados da célula nao sao exatamente iguais ao original
que a infectou, pois devido a mutagoes ocorridas durante os processos de transcricao, os

virus sofrem uma série de variagoes que tornam o tratamento e combate a estes mais dificeis.
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Dinamica da infecgao pelo VIH a nivel de individuo

A dinadmica de infec¢ao pelo VIH é subdividida em trés fases, (Figura 1.5): i) A
infeccao primaria, que se inicia nas primeiras semanas apés a inoculacao do virus, ocorrendo
uma grande disseminacao viral e um decréscimo da taxa de células TCD4". Durante esse
periodo o individuo apresenta alguns sintomas similares a outras viroses como a gripe. A
montagem da resposta imunolégica especifica é seguida de um decréscimo da taxa viral
e uma recuperacao das células TCD4" a niveis quase normais, caracterizando, assim, o
fim desta fase quando também os sintomas clinicos desaparecem. ii) O periodo de laténcia,
durante o qual a taxa viral é baixa e onde ha uma lenta replicacao do virus e um decréscimo
na contagem das células TCD4" do sangue, representa um periodo longo podendo durar de
alguns meses a vdrios anos no qual o individuo nao apresenta sintomas [14]. iii) Quando a
contagem de células T auxiliares atinge cerca de 0 — 30% abaixo do normal, ou seja abaixo
de 300 por ml do sangue o paciente adquire a sindrome da imunodeficiéncia adquirida
(SIDA) ocorrendo a reativagdo de organismos latentes no hospedeiro ou a infecgdo por
organismos cosmopolitas aos quais se estd constantemente exposto. Em resumo, enquanto
a infecgao primdria ocorre em um intervalo de tempo curto (~semanas), com uma aparente
recuperacao do organismo, a segunda fase ocorre em uma escala de tempo muito maior
(~anos) e, se ndo combatida por agentes anti-retrovirais, leva o paciente a morte pela agao

de outros patogenos.



contagem de
linféeitos chpar' infamodn
{céhlasimm~ ) U], primdria 2 sindvome HIV aguda dhito
0 ampla dissermngio viral
o ‘ R colonizacio dos drglios linféides ibeden
&0 \ . ’ oportumnistas
\l laténeia clinica ¥
II|I .
\ } e sintomas
: ¥

} | \\ constitueionais

viremiz plasmatica
[edpias de
Fildiml % 1071

Figura 1.5: Um curso tipico da infecgao pelo HIV de [6].
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Capitulo 2

Sistemas dinamicos e modelamento

matematico

A utilizagdo de sistemas dindmicos na descricao de fendomenos naturais envolve a
modelagem matemadtica, teoria qualitativa de equagoes diferenciais (estabilidade estrutural
e de Liapunov, pontos fixos, estrutura do espago de fase) e a simulacao desses sistemas, que
podem ser de natureza fisica, quimica, biolégica, econémica, ecoldgica, etc. Esses sistemas
representam um conjunto de elementos interligados por relacoes de causalidade dependente
de sua natureza, cujas propriedades descritivas variam com o tempo, podendo também

variar espacialmente.

As propriedades descritivas de um sistema dindmico deterministico sao caracter-
izadas por um conjunto de varidveis, {z;,i = 1,...,n}, que num dado instante de tempo
definem o estado do sistema [20]. As relacoes de causa e efeito nos elementos constitu-

intes acarreta em uma “lei de movimento” (evolugao do estado) inteiramente determinista.
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Durante sua evolucao temporal os sistemas dinamicos podem apresentar alguns comporta-
mentos tipicos, como a periodicidade, a tendéncia a um determinado estado, comportamento
irregular visitando um nimero muito grande de estados possiveis ou imutabilidade do es-
tado. Esses comportamentos podem ser estruturalmente estdveis ou instdveis a depender
das qualidades do sistema que sao representados por um conjunto de parametros, u, chama-
dos de parametros de controle. Dessa forma os parametros de controle sao varidveis que

produzem comportamentos diferentes nas variaveis de estado do sistema.

Do ponto de vista matematico um sistema dinamico pode ser definido rigorosa-
mente, satisfazendo alguns poucos requisitos [21]. Assim, seja um espago métrico X, com
métrica g e R o conjunto dos niimeros reais. Um sistema dindmico em X é o conjunto (X, R,
m), onde 7 é uma aplicacao definida por 7: X x R — X, satisfazendo os seguintes axiomas:
i) m(z,0) = =z, para todo z € X (axioma de identidade); ii) 7(7w(z,t1),t2) = 7(x,t1 + t2),
para todo x € X ety, to € R (axioma de grupo); e para o caso de sistemas continuos que
podem ser descritos por equagoes diferenciais, vale o axioma: iii) m é continuo (axioma de
continuidade). Dado um sistema dinamico em X, o espaco X e a aplicacdo 7 sdo respecti-

vamente chamados de espaco de estados e a aplicacao de estados do sistema dinamico.

Tomando agora X", ou seja, um espago métrico n-dimensional, pode-se considerar
cada variavel z1, x2, x3,..., T, como um eixo do espaco dos estados conhecido também
como espago de fase. Cada estado é descrito por um tnico ponto = = (x1, x2, ..., Tn), assim
a evolucao do estado é representada por uma tnica curva no espago de fase sendo chamada
de érbita ou trajetéria [22]. Quando o sistema dinadmico é dependente de parametros, u,

continuam valendo os trés axiomas citados acima. Porém para p € M, sendo M um espago
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métrico, o sistema passa a ser descrito no espaco métrico W = X" xMen: W xR — W,

sendo m = 7((x,0),t).

O conhecimento sobre um fenomeno natural pode ser construido a partir de dados
experimentais que, associados a modelos matematicos, auxiliam na predicao de seu com-
portamento. Modelos tedricos matematicos, dessa forma, sao utilizados em diversas areas
do conhecimento, podendo descrever comportamentos a estimulos diversos diminuindo a
necessidade de um nimero grande de experimentos que, a depender do caso, poderiam ser

prejudiciais, muito onerosos e/ou impossivel em relagao a recursos disponiveis.

Uma vez determinado o sistema em estudo, ou seja, quais sao suas varidveis x e
parametros de controle u, deve-se escrever as relagoes de causa e efeito em termos de leis
de evolugao, como a segunda lei de Newton, a lei da cinética quimica, a lei da dinamica de
populacao, etc. As leis de evolugao, suplementadas equagoes constitutivas como a lei de Ohm

—
nos sistemas elétricos (U = RI), lei de Hooke (F = —k7"), lei dos gases perfeitos (PV =
nRT) formam o modelo, relacionando matematicamente suas varidveis e obtendo a evolugao
de suas propriedades no tempo. A ferramenta matemadtica a ser utilizada vai depender
da natureza do sistema e/ou abordagem que se queira fazer ao estudo sobre o mesmo.
Por isso pode-se escolher uma linguagem discreta (como equagoes de diferencas finitas ou
mapas, autdmatos celulares, algoritmos genéticos, etc) ou continua (equagoes diferenciais
ordindrias, parciais), com dependéncia espacial (automatos, equacoes diferenciais parciais,
mapas acoplados em uma rede) ou sem dependéncia espacial (equagoes de diferencas finitas,

equacoes diferenciais ordindrias).

A complexidade dos sistemas bioldgicos tem levado a uma abordagem essencial-
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mente interdisciplinar, estimulando fisicos, quimicos, médicos, bidlogos e matematicos a
buscarem uma linguagem comum. Dessa forma motivacoes bioldgicas tém aberto novos
campos de pesquisa para as diferentes dreas citadas acima. Ao projetarem a evolucgao futura
de um sistema biolégico, os modelos matematicos passam a constituir novas ferramentas de
pesquisa, oferecendo a possibilidade de se reduzir substancialmente a quantidade de ensaios
de laboratério e de campo na obtencao de medicamentos, vacinas, controle de epidemias,
etc [23]. E fundamental que o modelamento matematico seja usado apropriadamente re-
conhecendo suas limitagoes, visto que todo modelo é uma representacao simplificada da
realidade. A seguir serdao discutidas algumas ferramentas para a modelagem do sistema em

estudo, VIH + S.I..

2.1 Equacoes diferenciais ordinarias

O determinismo matematico dos sistemas dinamicos,para cada condicao inicial,
representados geometricamente por uma tnica érbita no espaco de fase, advém da definicao
da lei de movimento como um sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem. Quando
nao ha a variacao espacial, a lei de evolugao fica definida por um conjunto de equacoes
diferenciais ordinérias [22].

Seja uma funcao f definida no espaco métrico R™ x R com valores no R". Uma

funcao derivavel x : R — R, é solucao da equagao diferencial:

@ = f(x,t), (2.1)

onde z € R™ representa o campo vetorial ¥ = (z1,x9,...,x,) € t € R. Dessa forma um
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sistema de equacoes diferenciais pode ser introduzido em uma linguagem vetorial, onde o

—

simbolo f também representa uma funcao vetorial, f(Z,t). Para simplificar a notagao, seréd

utilizado neste capitulo z = Z e f = f , logo a equagao (2.1), representa o sistema abaixo:

T = fl(fv t)v (22)
T2 = f2(£7 t)a
Tn = fn(fvt)

A existéncia e unicidade da solucao x é garantido pelo teorema de Picard, quando o
problema dado pela equacao (2.1) é um problema bem definido de Cauchy, ou seja, problema

de valor inicial [24]. Entao o problema de Cauchy se resume a seguinte forma:

i = f(z,1), (2.3)

z(to) = o,

e o teorema de existéncia global (Picard) diz: 3 solugao x(t) e é inica para f(z,t) continua e
satisfazendo a condigao de Lipschitz em relacao a z, ouseja, 3 Lea € R /| f(z,t)— f(z,1)] <
Llz —z|,Vt € Iondel éointervalo [t —tg| <aez € R [24] [25].

Quando um sistema é regido por uma lei de evolugao cuja equacao diferencial é

de ordem superior a um, por exemplo, o péndulo simples,

i+ wiz =0, (2.4)
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pode-se, através de uma transformacao apropriada, reescrever uma equacao de ordem n

como n equagdes de primeira ordem. Na equacao (2.4) essa transformacao levaria a:

i =, (2.5)

. 2
Y = — Wol,

ou seja, um sistema de duas equagoes diferencias ordinarias de primeira ordem acopladas.
Note que em (2.5) z =z e y = x2.
O sistema é dito auténomo quando o lado direito da equacdo (2.1) ndo depende

explicitamente da varidvel independente ¢

= f (x). (2.6)

Qualquer sistema nao autonomo pode ser transformado em um sistema auténomo
por meio de uma transformagao parecida com a feita anteriormente, (2.5), aumentando,
dessa forma, a dimensao do sistema de n para n+ 1, introduzindo a varidvel temporal como
mais um grau de liberdade do sistema.

A vantagem de se trabalhar com sistemas autonomos é que se pode estudar suas
solucoes considerando-as como curvas parametrizadas por ¢ no R™, sem precisar recorrer
a seus graficos no espago R™ x R [25]. Além disso, os sistemas auténomos apresentam
propriedades importantes para a teoria de sistemas dinamicos tais como:

i) Propriedade de translacao: Supondo que z(t) seja solugdo da equagao (2.6),
entdao x(t — ty), com ty uma constante, é também uma solugdo. Como a variavel indepen-

dente, ¢, ndo aparece em (2.6), ao se fazer uma translagdo ao longo do eixo temporal a
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equagao nao é modificada, o que permite dizer que, se o problema de Cauchy & = f(x),
x(0) = o tem solucdo x(t), o problema & = f(x), x(tg) = xo tem solugao z(t — tp). Em-
bora sejam solucoes distintas, correspondem as mesmas orbitas no espaco de fase. Essa

propriedade é importante no estudo de solugoes periddicas.

ii) Um ponto z = z* com f(z*) = 0 é chamado de ponto fixo da equacdo (2.6).
Entao a solugdo z(t) = x* satisfaz a equagao (2.6) para todo tempo t, representando uma
solugao estacionaria. Pontos fixos podem ser considerados trajetérias degeneradas em um
ponto. Devido ao teorema de existéncia e unicidade, tem-se que pontos fixos nao podem ser
alcancados em tempos finitos, pois as solucoes no espaco de fase nao se interceptam. Isso

serd tratado mais adiante em teoria de estabilidade linear.

iii) Supondo que z(t) seja solucao da equagao (2.6) e que exista um nimero positivo
T tal que z(t +T) = z(t), entao z(t) é dita solugdo periédica da equagdo com periodo T
Uma solucao periddica de uma equacao autonoma corresponde a uma Orbita fechada no
espaco de fases, valendo a reciproca, i.e., uma Orbita fechada corresponde a uma solugao

periddica.

No caso de sistemas autéonomos lineares a equacao (2.6) pode ser escrita como
& = Mz onde M é uma matriz quadrada n X n de coeficientes constantes. Dessa forma
fica facil a obtengdo da solugdo exata x(t), representada formalmente por z(t) = ez,
que pode ser escrita de uma forma mais explicita, transformando a matriz M em sua forma
canonica de Jordan [26]. Este procedimento consiste em escrever a solugdo em termos dos

autovalores e autovetores da matriz M, podendo-se fazer o estudo do comportamento das

solucoes que dependem do espectro de M, genericamente formado po autovalores complexos.
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Esse estudo sera visto, resumidamente, mais adiante no tratamento de sistemas nao lineares,
quando sao estudados, em aproximacao, como sistemas lineares.

Quando as f;,i = 1,2,3,...,n, do sistema (2.2) representam funcoes nao lineares,
torna-se dificil a obtencao de solugoes analiticas. Portanto mesmo sem resolvé-las, pode-se
fazer um estudo qualitativo analitico e/ou numérico, enfocando o comportamento de suas
solugoes e dos conjuntos invariantes no espaco de fase, tais como os pontos fixos, érbitas
periddicas, atratores estranhos. Um conjunto invariante no espaco de fase é assim definido:
seja a equagao (2.6) no R™; o conjunto M C R™ é invariante se a solucao x(t) com z(0) € M,

esta contida em M para —oo < t < 400.

2.2 Retardo temporal

A presenca de termos nas equagoes diferenciais que dependem dos valores das
varidveis em instantes de tempo anteriores ao definido pela varidvel de integragao t sao us-
ados para modelar varios mecanismos na evolugao de sistemas dinamicos [27], tais equagoes
sao ditas equacgoes diferenciais funcionais com retardo temporal. No caso de sistemas
biol6gicos, seja em nivel molecular, celular ou populacional, [28], [29], tais mecanismos
podem representar periodos de incubacao, tempo de maturacao e gestacao, estrutura de
idade, variacoes sazonais ou didrias, interacoes através de distancias espaciais e assim por
diante, [30], [31], [32]. Deste modo tem se mostrado realista a introdugao de atrasos tem-
porais nos modelos ordinarios para fendomenos bioldgicos aumentando, assim, a acuidade da

descricao obtida.

A descricao desses fendmenos, que ja trazem em si varidveis cujas taxas de mu-
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danca dependem da historia prévia, resultam em equacoes que frequentemente apresentam
novas propriedades matematicas, bem como dificuldades que requerem uma maior atengao
para a sua analise. Muitas ferramentas matematicas para tratar equacoes com retardo tem-
poral vém sendo estudadas ao longo dos anos, descrevendo adequadamente para o estudo
dos efeitos produzidos pela introdugao do retardo [33][34]. O estudo qualitativo deste tipo
de sistema de equagoes também envolve as mesmas questoes dos sistemas de equacgoes or-
dindrias, (2.6), como a determinagao e classificacao dos pontos de equillibrio e suas dérbitas.
E conveniente ainda ressaltar que o acréscimo do termo de retardo pode modificar a esta-
bilidade dos pontos fixos, e levar a trajetéria a comportamentos periddicos ou 6rbitas mais
complicadas como atratores estranhos em uma regiao limitada.

Na equagao instantanea (2.6), a depender do fenémeno que ela descreva, pode-se

acrescentar atrasos temporais discretos resultando em uma equacao diferencial retardada,

.ﬁ:f(.%'(t),x(t—T)), (2'7)

onde 7 > 0 ¢é o parametro de atraso. Também se pode acrescentar atrasos distribuidos,

resultando em uma equacao diferencial integral,

i = fa(t), / 2(F)G(t — 7)), (2.8)

—o0
onde G é chamada fungdo de memdria e representa a influéncia das varidveis z(7), 7 €
(—00, t) na evolugao so sistema no tempo presente. Para se obter uma solugao particular da
equagao (2.7) para t > 0, deve-se especificar os valores de z(t) sobre o intervalo —7 < t < 0;

j& para a equacgao (2.8) deve-se especificar os valores de x(t) para todo ¢t < 0.
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Git)

Figura 2.1: Tipica fungdo de memdria G(t) para um efeito de limitacao de crescimento em
um modelo com atraso temporal.

Um modelo em que a populacao apresenta um crescimento logistico com atraso

temporal distribuido,

(2.9)

onde GG apresenta um maximo para um tempo representativo 7, tendendo a zero para
tempos longos negativos e positivos, € ilustrado na Figura 2.1 . No limite em que o pico fica
concentrado em torno de 7, a funcdo G pode ser aproximada da fungao delta de Dirac. Se a
substituirmos na equagao (2.9) ela se tornard uma equacao do tipo (2.7), o que mostra que,
em certos casos, um modelo com retardo discreto pode substituir com boa aproximacao um
modelo de retardo distribuido.

Quando um sistema estd em equilibrio, nao se pode afirmar que os valores prévios
das varidaveis influenciam seu estado, ja que estes valores sao constantes. Entao o modelo com
retardo deve manter todos os pontos fixos do modelo original sem retardo, nao acrescendo
nenhum a mais. Em certos casos a integracao numérica fornece a evidéncia da natureza

periddica das solucbes, o que pode ser 1til na representacao de alguns fenémenos como o
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caso da peste Lucila Caprina que ataca os carneiros na Austrélia [33].

Ao invés de descrever, em um termo de retardo, a influéncia das varidveis nos tem-

pos anteriores sobre a varidvel no tempo presente, pode-se obter uma descri¢ao aproximada

da histéria da varidvel, substituindo o atraso em (2.7), (2.8) por um conjunto de equacoes

ordinérias. Considere, por exemplo, o sistema' dado por:

azx(t — 1) — bx(t)y(t), (2.10)

—cy(t) + dx(t)y(t).

em que a, b, ¢, d e T sao parametros. Ele pode ser aproximado pelo conjunto de equagoes

ordindrias instantaneas,

Ty

onde as equagoes incluidas sao

(2.11)

—cy + dzy,

lineares e acopladas e p +1 é a ordem do sistema. O

mesmo pode ser feito para um sistema com retardo distribuido e em ambos os casos, como

o tempo é continuo, essa substituicao resultard em uma descricao exata no limite em que

é considerado um conjunto infinito de equacoes, L — oo, aproximacoes adequadas podem

ser feitas nos termos da série truncando em certo valor de L e/ou no nimero de equagoes

1z e y representam varidveis e ndo campos vetoriais, como notado durante este capitulo.
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n. De forma semelhante, um sistema a derivadas parciais pode ser substituido por um
conjunto de equacoes ordinarias acopladas para cada ponto do espaco. Nota-se entao que a
nao localidade tanto espacial quanto temporal levam a um sistema de equagoes ordinarias

locais de dimensao infinita.

Neste trabalho foi feita a restricao a sistemas espacialmente homogéneos. No
entanto uma descrigao mais detalhada do mesmo modelo incluindo dependéncia espacial

pode ser feita por um sistema de equacgoes diferenciais parciais.

2.3 Teoria de estabilidade linear

Para sistemas nao lineares, pode-se fazer o estudo analitico qualitativo em torno
dos pontos fixos do sistema, investigando-se localmente a estabilidade destes e construindo
diagramas locais, através de um processo de linearizagdo. Nao é possivel através de uma
andlise local se obter o diagrama do espaco de fase completo. No entanto, ele pode ser
esbocado, conectando-se os diagramas locais, ligando os diversos pontos fixos através de
linhas de fluxo [35], observando-se que as informagoes obtidas por integracao numérica das

trajetérias sao bastante importantes para este estudo.

Dado o sistema auténomo (2.6), onde f é uma fungao nao linear, a sua linearizagao
pode ser obtida, tomando-se os termos lineares (de primeira ordem) da expansao em série
de Taylor em torno de um ponto fixo. Como dito, o estudo de estabilidade é local, em torno
de cada ponto fixo do sistema, como determinado em ii) da se¢ao anterior. Tomando um

desses pontos e definindo,
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z =z—1x, (2.12)

o sistema linearizado fica:

z=Jz (2.13)

onde J = %(x*) é a matriz jacobiana n x n ou matriz de estabilidade linear, calculada no

Ttxy, que pode ser escrita em

ponto fixo z*. Uma solugao geral para (2.13) é do tipo z = e
termos de exponenciais e*it, onde Ai(i =1,...,n) representa os autovalores de J, calculados

a partir da equagao caracteristica
det|J — NI| =0, (2.14)

com [ indicando a matriz identidade. Comportamentos periddicos estao relacionados com
a parte imaginaria dos autovalores, e a aproximacao ou afastamento do ponto fixo estao
relacionados com sua parte real.

Os pontos fixos sao classificados de acordo com o espectro dos autovalores \;, que
determina como as solucoes aproximadas do sistema linearizado se comportam em torno
deles. Se Re()\;) < 0, Vi, o ponto z* é dito estavel. Se I\;/Re(N;) > 0, o ponto z* é
instavel. Esta classificagdo pode ser ainda refinada. Por exemplo, no caso de um sistema
de 2 graus de liberdade a presenca de autovalores complexos conjugados com parte real
negativa resultam em oscilagoes de amplitude decrescendo exponencialmente em torno de
x*, caso em que o ponto fixo é chamado de foco estdvel. Para a parte real positiva ha um
crescimento exponencial da amplitude e tem-se um foco instdvel. Quando os autovalores
sao reais a solucao nao apresenta oscilagao: se sao negativos o ponto fixo é classificado como

no assintoticamente estdvel; se sao positivos serd um no instdvel. Caso hajam autovalores
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reais tanto positivos quanto negativos, serd um ponto de sela hiperbolico. No caso de
autovalores reais, coincidentes e nao nulos tem-se um nd improprio. Para A\; imaginarios
puros as solugoes serao periddicas e o ponto fixo é chamado centro [35], [36]. Porém, tanto
neste caso como para autovalores nulos, quando nio vale o teorema de Hartman-Grobman?,
nada se pode afirmar a cerca da estabilidade do ponto fixo e o processo de linearizagao nao
permite conclusoes gerais.

Um ponto fixo estavel é um atrator, ji que atrai as trajetérias que partem de sua
vizinhanca ,
ainda que esta vizinhanca possa ser infinitesimal. A bacia de atracdo de um ponto estével
é a sua vizinhanga formada por todos os pontos que sao atraidos por ele. Pode-se salientar
também outros atratores possiveis, dentre os conjuntos invariantes em sistemas autonomos,
tais como érbitas fechadas (ciclo limite) e unido de pontos fixos e trajetérias que os ligam
(6rbitas heteroclinicas e homoclinicas). As dérbitas heteroclinicas sdo aquelas que conectam
pontos distintos e as homoclinicas ligam um ponto a ele mesmo.

O estudo dos sistemas dinamicos é deterministico quando, dada uma escolha de
suas condicOes iniciais, obtém-se sua trajetéria de maneira univoca. No entanto, dada a difi-
culdade de medigao ou determinacgao destas condigoes, é importante estudar a influéncia das
condigoes iniciais sobre as trajetorias que levam a mudanca de estabilidade do sistema. Este
conceito de estabilidade, que mede a sensibilidade das trajetérias com relacao as condigoes
iniciais é chamada estabilidade de Lyapunov. Um outro tipo de estudo de estabilidade de

sistemas dinamicos diz respeito & influéncia de uma perturbacdo no campo vetorial com-

2Teorema de Hartman-Grobman: na auséncia de autovalores nulos ou puramente imagindrios, existe um
homeomorfismo em alguma vizinhanga em torno do ponto fixo, que toma 6rbitas do fluxo nao-linear e as
leva ao fluxo linear.
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pleto. Aqui, através de uma perturbacao na forma da equacao diferencial, pode-se ter uma
mudanca no retrato de fase [35], [36]. Quando isto acontece, diz-se que o sistema é estrutu-
ralmente instavel. Caso contréario, para pequenas perturbacoes das equagoes, que mantém
a topologia do espaco de fase, o sistema é dito estruturalmente estavel. Estas mudancas das
equagoes podem ser feitas nos parametros de controle do sistema. Assim pensando o sistema
dindmico como func¢ao dos parametros, diz-se que no valor do conjunto de parametros em
que o sistema perde a estabilidade estrutural ocorre uma bifurcacao.

Como citado acima, a determinacao dos autovalores é fundamental no estudo da es-
tabilidade da solucao em torno de um ponto fixo. Quando a equacao caracteristica vinda de
(2.14) é uma funcao polinomial de A, pode-se evocar o teorema fundamental da algebra que
garante, para uma equagao algébrica de grau n, a existéncia de n raizes [37], [38], que neste
caso correspondem aos n autovalores A\;(i = 1,...,n). No entanto, nem sempre a equagao
caracteristica serd polinomial, como no caso de equagoes diferenciais linearizadas em torno
de um ponto fixo com retardo temporal. Aqui obtém-se uma equacao caracteristica tran-
scendental com o aparecimento de termos proporcionais a e~ 7. Neste caso, diferentemente
das equagoes algébricas, geralmente nao é possivel determinar todas as raizes, pois algumas

equacoes podem ter um nimero infinito delas.

2.4 Automatos celulares

Automatos celulares foram introduzidos originalmente em torno de 1950 por John
von Neumann, Stanisllas Ulam e Konrad Zuse [39], como uma possivel idealizacao de sis-

temas bioldgicos e fisicos. Eles sao modelos discretos de sistemas dinamicos, contendo um
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numero muito grande de graus de liberdade, denominados sitios ou células, que interagem

entre si através de regras que definem a dinamica do sistema.

Sendo assim, automatos celulares sao usualmente definidos em uma rede euclidiana
regular com L = Z% sitios, onde Z é o conjunto dos ntimeros inteiros e d a dimensao da rede.
Em alguns casos podem-se definir automatos em redes com topologias menos convencionais,
tipo redes hierarquicas, fractais, etc. Cada célula i, desta rede, pode assumir somente um,
dentre o nimero limitado de estados possiveis, {o;}. O estado assumido por um sitio, a
cada instante de tempo, depende de seu estado e da configuragdo de sua vizinhanga. A
evolucao do sistema pode ser feita por atualizacao sincrona ou paralela, quando todos os
sitios sao atualizados simultaneamente baseados exclusivamente no estado da rede no tempo
anterior. Uma atualizacao é chamada assincrona quando os sitios sao atualizados de forma
nao simultdnea de modo a levar em conta valores de outros sitios ji atualizados no mesmo

instante de tempo.

A partir de uma dada configuragao inicial dos estados (condigoes iniciais) aleatéria
ou fixa, a dinamica do sistema evolui de acordo com uma regra aplicada a cada célula, geral-
mente a mesma para todas elas (regra homogénea) que pode ou nao variar no tempo. Essas
regras podem ser locais (ou nao locais) se a atualizagao depende apenas de células em uma
vizinhanga restrita (ou expandida, englobando toda a rede) e deterministicas (ou proba-
bilisticas) se independe (ou depende) de varidveis estocdsticas. Neste ultimo caso, a regra
nao resulta em uma atualizacao para um tunico estado definido por uma dada configuracgao
da vizinhanca, mas permite varios resultados com uma distribuicao de probabilidade asso-

ciada.
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(a)

()

Figura 2.2: Vizinhanga em 2D de extensao 1 e 2: (a) Von Neumann, (b) Moore.

Em redes de dimensoes a partir de d = 2, ha grande liberdade para dispor as
células e definir as vizinhancas para as regras de atualizagao. Dentre outras combinacoes,
pode-se ressaltar as mais simples e as mais freqlientes vizinhancas, as de Von Neumann e
Moore, [40], (Figura 2.2). Um outro fator importante a ressaltar é que, como o nimero de
células em uma rede é sempre finito, as condi¢oes de contorno adotadas tornam-se essenciais
para a definicao da vizinhanca das células que estdo na borda. Tais condigoes podem ser

periddicas, reflexivas ou fixas (Figura 2.3).

A evolucao do estado do sistema, depois de um tempo longo, para condicoes iniciais
aleatérias, tende a certos padroes espaco-temporais, que segundo a classificacao de Wolfram
para automatos unidimensionais, [39], se dividem em quatro classes: i) a evolugao leva a um
estado homogéneo (todos os sitios como o mesmo valor); ii) a evolugao leva a um conjunto
de estruturas simples e separadas, estdveis ou periddicas; iii) a evolugao leva a um padrao

cadtico; iv) a evolugao leva & estruturas complexas e localizadas que, as vezes, perduram por
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Figura 2.3: Exemplos de condigdes de contorno para modelos unidimensionais. (a)
Periddicas, (b) reflexivas, (c) fixas.

muito tempo. Wolfram também fez analogias destas quatro classes com a linguagem dos
sistemas dinamicos continuos relacionando-os da seguinte forma: i) pontos fixos; ii) ciclos
limites; iii) caos e atratores estranhos; a tltima iv) nao apresenta nenhuma analogia com
os sistemas continuos. Estas defini¢coes podem ser estendidas para automatos de dimensoes
maiores que um.

Alguns automatos possuem equivaléncias a modelos em equagoes diferenciais par-
ciais, embora a abordagem de sistemas dindmicos discretos, via autémato, e continuos sejam
diferentes. Tais descricées tornam-se complementares devido a suas respectivas limitagoes.
Neste trabalho investigaram-se semelhancas do comportamento dinamico entre automatos

e equacoes diferenciais com atraso temporal.
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Capitulo 3

Modelos utilizados

Ao longo dos anos o sistema imunolégico tem sido objeto de estudo para muitos
cientistas por se tratar de um sistema essencial para a manutencao do equilibrio do corpo
e consequentemente da vida, [9], [13]. Em particular, modelos matematicos para patologias
causadas por virus vém sendo elaborados e aperfeigoados, ja que muitas doengas do corpo
humano sao provocadas por virus, [14], [41], [42]. No caso do VIH, existe uma lista de
trabalhos produzidos ao longo dos ltimos 20 anos, com o desenvolvimento de modelos para

estudar diversos aspectos da evolucao dessa enfermidade.

A complexidade da descricao da dinamica do VIH, dentre outros fatores, se deve
a diferenca de escala temporal entre as trés etapas da doenca. Por esta razdo, muitos
modelos foram propostos, especificando somente alguns aspectos da dinamica. Modelos
que descrevem as caracteristicas da infecgao primaria, alguns até abordando a influéncia de
terapias com o uso de drogas antiretrovirais na proliferagao do virus [17], [43], [44], [45],

[46], e modelos que retratam a concentragao de células durante o periodo de laténcia, [47].
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Modelos com retardo temporal para a infeccao da dinamica do VIH foram intro-
duzidos recentemente aumentando a acuidade da descricao do processo infeccioso, incluindo,
atrasos intracelulares. Com isto, ao invés de considerar a producao instantianea de virus
por parte das células alvo TCD4™, inclui-se um perfodo de incubagao [48], [49]. Outros
modelos aliaram o efeito, mais realista, do atraso intracelular com terapias antiretrovirais

para a descrigdo do decrescimento da concentragao do virus no plasma sanguineo [50], [51].

Ainda assim, apesar de tantos modelos propostos, nao foi possivel obter uma de-
scricado concisa da dinamica do VIH, ou seja, uma descricdo com um unico conjunto de
equacoes a parametros fixos que descrevesse as trés etapas da infeccao. Em 1991 Nowak
e May [52], propuseram um modelo capaz de descrever esses trés estdgios. Porém, para
tanto, construiram conjuntos de sistemas de equacOes para cada linhagem do virus, suge-
rindo que a variagao antigénica da populagao destes influencia na aquisicao da sindrome
da imunodeficiéncia adquirida. Zorzenon dos Santos e Coutinho [1] foram os primeiros que
conseguiram, a parametros fixos, descrever as trés estapas da dinamica do VIH, usando a

linguagem dos automatos celulares.

3.1 Modelo de Automatos Celulares

O modelo de Zorzenon dos Santos e Coutinho é um modelo de autéomatos celu-
lares que descreve a interacao entre as células TCD4" nos tecidos linféides, considerando
o espalhamento da carga viral pelo contato entre as células. O modelo leva em conta a
rapida replicacao, a alta taxa de mutagao do VIH e as principais caracteristicas da resposta

imunolégica na presenga de um antigeno.
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O modelo foi construido em uma rede quadrada onde cada sitio foi associado a
uma célula TCD4™, principais células alvo do VIH. Os estados do autémato correspon-
dem aos quatro estados que a célula pode assumir: (i) saudaveis - h ; (ii) infectadas A,
correspondendo as células infectadas que ainda nao foram detectadas pelo sistema imune,
estando livre para espalhar a infeccdo; (iii) infectadas B, correspondendo ao estado final
das células infectadas antes de serem mortas pela agao do sistema imune; e (iv) mortas - d,
células infectadas que foram eliminadas pela resposta imunolégica.

A configuragdo inicial é composta majoritariamente por células sauddveis com
uma pequena fracao, Py, de células A distribuidas aleatoriamente, representando a con-
taminagao inicial pelo VIH. O estado de cada célula é atualizado simultaneamente a cada
passo que representa o intervalo com a dimensao de uma semana, seguindo o conjunto das

seguintes regras:
(1) Atualizacao da célula sauddvel: Uma célula saudével se torna infectada A
se existir pelo menos um numero R4 de células vizinhas A. Também podem

infectar-se se pelo menos existir Rz vizinhos B (R4 < Rp). De outro modo

ela continua saudéavel.

Esta regra representa a infeccao de células saudaveis através da proximidade de
células infectadas. Cada célula saudavel possui 8 vizinhos na rede quadrada, vizinhancga
de Moore, e o motivo do valor de R4 ser menor que Rp esti associado ao fato que as
infectadas B tém uma capacidade menor de espalhar a infecgao. No trabalho original, [1],
Ry=1e Rp=4.

(2) Uma célula A se torna B depois de um intervalo de tempo 7.
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O intervalo de tempo T representa o tempo que o sistema imunolégico leva para
detectar a célula infectada e montar uma resposta de combate a ela, provocando sua elim-
inacao. Devido a alta taxa de mutacao do virus, o sistema imunolégico é forcado a montar
continuamente respostas a cada nova linhagem, fazendo com que nao haja respostas do tipo
secunddria. Portanto o intervalo de tempo 7 se mantém fixo do inicio ao fim da evolugao do
modelo. Esse intervalo do tempo de resposta pode variar entre 2 a 6 semanas, no modelo
original foi tomado 7 = 4.

(3) Resposta imunolégica: Células B se tornam mortas.

Células infectadas B s6 permanecem neste estado durante um passo de tempo, ou
seja , uma semana, sendo eliminadas no passo seguinte. Essa regra representa o combate

do sistema imunolégico.

(4) Descreve a recomposigao das células eliminadas. Uma célula morta pode
com probabilidade 1 — Py4sce. De outra forma, pode ser repassada por uma
célula saudavel com probabilidade P,qsce Ou por uma célula infectada A com

Pl"Obabﬂidade iDinfect (Pnasce > Pinfect)-

No modelo original Pusce = 0.99, 0 que descreve a alta capacidade do sistema
imunolégico de se recuperar de uma imunossupressao gerada por uma infeccao. O repasso
de células mortas por células infectadas A, representa a migracao de células infectadas
provenientes de outros compartimentos do sistema imune para os nédulos linfiticos, bem
como a ativacao de células latentes infectadas. Py, fect = 10~°, usado no modelo original,
estd baseado no fato de que somente uma em 10* ou 10° células do sistema sanguineo

periférico expressam proteinas virais.
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Figura 3.1: Resultados obtidos a partir de simulacoes para um rede bidimensional com
L =700, Pgrv = 0.05, Rp = 4, 7 = 4, Pipfect = 1075, Ppasce = 0.99. A evolucao da
densidade de populagao exibe a mesma dinamica, com trés fases, observada para pacientes
infectados. Foram adotados quadrados abertos para células saudaveis, circulos preenchidos
para células infectadas e tridngulos abertos para células mortas(de [1]).

Este modelo de autéomatos celulares reproduz qualitativamente as caracteristicas
da evolucao da infeccao pelo VIH com as suas duas escalas temporais, reafirmando a im-
portancia das interacoes locais que ocorreriam nos nédulos linfaticos (Figura 3.1). O periodo
de laténcia estd associado ao o surgimento de estruturas espaciais que lentamente cobrem a
rede. Essas estruturas, que aparecem durante as simulacoes, sdo agrupamentos compactos

de células infectadas que poderiam ser associados aos syncytial [53].

!Syncytia sdo estruturas que se formam pela fusdo das membranas celulares de uma célula infectada com
as das células nao infectadas, constituindo uma célula gigante multinuclear. Os syncytia ja fora encontrados
em estudos de outras enfermidades, mas no caso do HIV, somente hé evidéncias da formagao dessas estruturas
em experimentos in vitro, embora alguns estudiosos acreditem que possam se formar in vivo.
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3.2 Modelo de Equacgoes Diferenciais

3.2.1 Modelo com 4 equacgoes diferenciais

A partir das regras do modelo de autématos celulares descrito acima, foi proposto
neste estudo um modelo de equagoes diferenciais ordindrias para a dindmica do VIH. Inicial-
mente foi desenvolvido um sistema de quatro equagoes diferenciais onde as variaveis h, A,
B e d, indicam as fracoes do nimero total de células TCD4" que se encontram nos quatro
estagios correspondentes aos do modelo de autéomatos, conforme descrito na se¢do anterior,
i.e., h: células saudéveis, A: células infectadas que estao livres para o espalhamento da in-
feccao, B: células infectadas que estao no estagio final antes de serem atacadas pelo sistema
imunoldgico e, finalmente, d: células mortas. Desta maneira as equacgoes do modelo tém a

seguinte forma:

h = kad(t) — ksh(t) A™ (t) — keh (t) B" (1), (Ma)
A = —kiA(t—7)+ kad (t) + ksh (t) A™ (t) + keh (t) B" (t),
B = kA({t—71)—kB(t),

d = —ksd(t) — kad (t) + k2B (t).

Os diversos parametros em M, tém os seguintes significados: ki é a taxa de evolugao do
estado infectado A para o infectado B; ko é a taxa de morte da célula infectada B, devido
ao sistema imunolégico; k3 esta ligado a probabilidade Psce de células mortas a serem
substituidas por células saudéveis, da quarta regra do modelo de automatos; k4 esta ligado
a probabilidade Pj, e+ de células mortas a serem substituidas por células infectadas A, da

quarta regra do modelo de automatos; k5 e kg sao as taxas de evolugao do estado h para A
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devido a sua interacido com as células infectadas A e B respectivamente. m estd associado
ao numero de vizinhos R4 de células infectadas A de uma célula saudavel para que ela
se torne infectada A e n estd associado ao nimero de vizinhos Rp de células infectadas
B de uma célula saudavel para que ela se torne infectada A. Tal como eleito no modelo
de automatos, neste estudo foi usado m =1 e n = 4. 7, inserido no termo associado ao
retardo temporal do sistema de equagoes diferenciais, traduz a segunda regra do modelo
de automatos que determina a evolugao das células A, depois de um certo tempo, 7, para

células B.

Este modelo é conservativo, o que pode ser facilmente observado somando-se ambos
os lados do sistema My. Com isso o nimero total de células TCD4™ fica fixo durante todo o
processo. Essa lei de conservacao gera uma relagao de vinculo entre as variaveis, o que reduz
em uma unidade a dimensao do espaco de fase. Uma descricao detalhada dos resultados
obtidos para os modelos propostos sera apresentada no préximo capitulo. Porém pode-
se antecipar algumas de suas caracteristicas, ja que elas motivaram a proposicao de um

segundo modelo, o que sera feito na préxima secao.

Para 7 = 0 esse conjunto de equacgoes resultam em curvas com decaimento ex-
ponencial para um ponto fixo que representa o estado final, caracterizado por uma forte
presenca de células infectadas A e B. A depender dos parametros, pode-se também encon-

trar oscilagoes amortecidas.

Para 7 # 0 foram encontrados conjuntos de parametros adequados para a descrigao
de diversos aspectos das trés etapas da infeccao. Consegue-se descrever a fase da instalagao

da SIDA, em que as células saudaveis estao em ntimero menor que as células infectadas. Para
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determinados conjuntos de parametros, hd uma separacao nitida entre a fase da infeccao
primaéria e o periodo de laténcia. Apesar do aparecimento claro da fase de laténcia entre a
infeccao primaéria e a instalagao da SIDA, a infecgdo priméria nao estd muito bem localizada
de tal forma que o fim desta fase apresenta um decaimento lento se estendendo para longos
valores de tempo. Para descrever melhor o periodo de laténcia baseado neste conjunto
de equactes, bem como as demais etapas o modelo foi enriquecido em mais um grau de

liberdade.

3.2.2 Modelo com 5 equagoes diferenciais

Neste modelo a varidvel h de My foi subdividida em duas populagoes: hi, células
sauddveis antes da infeccdo, que sofrem reducao considerdvel no estigio primario; e ho,
células saudaveis que nascem apds a contaminacao pelo virus e que devem possuir um
crescimento rapido apds a infec¢do primadria, apresentando um decrescimento durante o
periodo de laténcia. A evolucao de ho para o estado A, ou seja, a infeccao das células ho
estd agora atrelada a uma ”vizinhanca” um pouco maior de células infectadas A. Desta

forma o novo conjunto de equagoes tem a seguinte formas:

hi = —kshy (t) AP (t) — kehy (t) B" (t), (Mj)
hy = kad(t) — krhy (t) A9 (t) — kshy (t) B™ (1),
A = —kjA(t —7) + kad (t) + kshy (t) AP (t) +
koha (1) A% () + (kgha (t) + ksha (£))B™ (1),
B = kiA(t—71)—kyB(t),

d = —ksd(t) —kad (t) + k2B (t).
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Note que n continua sendo o ntmero de células infectadas B, necessarias na ”vizinhanca”
de hy e hs para que estas evoluam para o estado infectado A. p e ¢, vindos da subdivisao
do expoente m, representam a presenca de células infectadas A em torno de hy e hsy, respec-
tivamente, para que estas se tornem infectadas A. p = 1 reafirma a mesma dependéncia
descrita por m em My para as células hy. J4 ¢ passa a assumir valores pouco superiores a
1, da ordem de 1.13, por exemplo. Isto introduz uma diferenca crucial entre M5 e My que
considera a mesma ”vizinhanga” m igual a 1.

A introdugao do expoente g em M5 sugere um pequeno avanco do sistema imunolégico
em criar certa resisténcia ao virus, mesmo que isso nao acontegca por completo. Esta
diferenca modifica bastante a evolugao do sistema, permitindo uma localizagao e definigao
maior dos trés estagios da infecgao, ainda que ks = k7 e kg = kg. Periodos de laténcia longos
sao conseguidos para diversas condicOes iniciais e variacoes dos parametros. Foi possivel
identificar que, variando o parametro k5, aparece sempre uma seqiiéncia de comportamentos
tais como: i) oscilagoes com rapido aparecimento da SIDA; ii) infec¢ao primadria seguida de
cura,; iii) dindmica tipica do VIH, com as trés fases bem separadas; iv) volta ao estdgio (i).
Outro aspecto ilustrado se refere a relacdo do aumento da inoculacao do niimero de células
infectadas com a diminuigao do periodo de laténcia. Resultado similar foi obtido no modelo

de automatos celulares [54].
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Capitulo 4

Resultados

Neste capitulo apresentam-se os resultados para a dinamica do VIH a partir dos
modelos de equagoes diferenciais introduzidos no capitulo anterior. Dois tipos de resultados
serao discutidos: 1) identificagao e caracterizagao dos pontos fixos dos modelos; ii) dindmica
de suas trajetérias obtidas por integracao numérica. Devido a complexidade dos modelos
estudados, com a presenca de termos nao lineares e retardo temporal, impoe-se restrigoes
ao estudo analitico das equagbes. Através destas duas abordagens torna-se possivel um
entendimento bastante acurado do modelo, bem como a comparagao dos resultados com os

obtidos pelo modelo de automatos celulares e com, dados clinicos existentes na literatura.

Como pode ser observado no capitulo anterior, o modelo proposto é expresso por
um sistema autéonomo de equacoes diferenciais ordinarias que, de acordo com a Segao 2.1,
possui algumas vantagens ante sistemas nao autéonomos, tornando mais facil o estudo das
solucoes no espaco de fase, as trajetérias no espaco R x R, bem como a andlise de estabi-

lidade linear.
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4.1 Pontos fixos

Do modelo My foram obtidos os pontos fixos, para m = 1 e n = 4. Como o sistema

é conservativo, pode-se usar a condicao de normalizacao,

h+A+B+d=1, (4.1)

que leva a um ponto fixo trivial PFy(h*, A*, B*,d*) = (1,0,0,0), que representa o organismo
sem contaminacgao, além deste ponto fixo o modelo admite um segundo ponto fixo PF7,

expresso em funcao da variavel B pelas seguintes relagoes:

- - = kikoks
h = h(B)= — 4.2
( ) (k2k5 + k1k633)<k3 + k4) ’ ( )
A = AB)= ZB,
B o ks -
d = d(B
( ) ks + ky

onde B, usando a condi¢ao de normalizacao, é determinado através de uma equagao algébrica,

de grau n =4,

_ 1= F_- FE-F
C G C

=0, (4.3)

onde C, E, F e GG sao funcées dos parametros do modelo:

k14 ks + ky
C = 14k (ATHTRLY
2 ( ki (ks + k) )
k‘lk‘gkg
E = :
ks + ky
F = k2k57
G = kiks.

Das expressoes para A e d em (4.2) retiram-se as seguintes condigoes entre os parametros

do modelo: i) para que as células infectadas A sempre tenham uma populagao maior que
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as células infectadas B, o que estd ligado ao fato das células B serem logo eliminadas
pelo sistema imune, é preciso que ko > ki; ii) para que as células mortas estejam sempre
em menor nimero que as células A e B, visto que o sistema imunolégico tem uma alta
capacidade de se recompor, é necessario que , respectivamente k3 +ky > k1 e ks + kg > ko.
No modelo esta recomposicao é expressa, pelos parametros ks e k4 que correspondem as
probabilidades Pgsce € Pinfect da quarta regra do automato. Para os modelos My e Ms,
a quarta regra do automato é controlada por meio dos parametros k3 e k4, e descreve o
processo de aporte de novas células TCD4™, saudéveis ou infectadas, pela corrente sanguinea
no nédulo linfatico.

Para o modelo de cinco equagoes M5 também se obtém os pontos fixos triviais, com
uma condicao de normalizagao parecida com 4.1 aumentando um grau de liberdade da sub-
divisao de h em h; e ho, PFy (h}, h3, A*, B*,d*) = (1,0,0,0,0) e Fﬁ’o (hi, hS, A*, B*,d*) =

(0,1,0,0,0), além do ponto fixo PF}, para p = 1, dado pelas relagoes:

hy = 0, (4.4)
_ o koks B
(k7(E)qu + ks B™) (k3 + k4)
A= AB)=l2p
Ky
_ - ky -
d = dB
(B) k3 + ky

Estas relagoes sao muito parecidas com as (4.2) para o modelo de quatro equagoes. Da

mesma forma, da condi¢cdo de normalizagao

hi+hs+A+B+d=1,
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obtém-se a equacio para a variavel B

EB'+ FB" - GBY' —HB" ' + T =0, (4.5)
onde C, FE, F', G, H e I sao fungdes dos parametros do modelo:

c = (k1+k72)(k33—{—k34)+k‘1]€2

ek
kg
F = o2
c7k1,
k q
G = %y+hﬁ7(2>,
k1

I = koks.

As duas tltimas relacoes (4.4) para A e d sdo iguais as das relagoes (4.2), consequentemente
obtém-se as mesmas condi¢oes impostas pela fenomenologia i) ko > k1 e ii) ks + ks > k1 e
ks + k4 > ko. Como esperado 4.3 se reduz a 4.5 se ¢ = 1. O ponto fixo trivial PF{ é instavel
e s6 se realiza para a condicao inicial h = 1 ou para o caso especial k4 = 0 e k1 = ks em
My, quando PFy e PFy coalescem. Em Msy ele s6 se realiza para a condicao inicial h; = 1.
Qualquer trajetoria iniciando em um ponto de uma vizinhanca préxima a PFy é levada a
PF; ou PF 0. A estabilidade dos pontos genéricos PF; dos modelos My e M5 sera discutida

a seguir.

4.2 Analise de estabilidade linear

Nesta secao serd discutido o espectro dos autovalores e a natureza dos pontos fixos

das equacgoes dos modelos. Especial atencao serda dada a discussao da complexa situacao
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A matriz jacobiana para um ponto de equilibrio PF; (0, ha, A, B, J) do modelo M5

[©N

—v 0 0 0
0 —x —y —z
J=| v a —ke? +y =z
0 0 kie=?7T —ko
0 0 0 ko

onde v, x, y, z sao as func¢des dos parametros:

v o= k5A + kﬁBn,
xr = ]{77Aq + kan,
y = krhoqAT

z = kghann_l

—ks — k4

(4.6)

e 7 é o termo de retardo. Para o modelo My, obtém-se uma matriz quatro por quatro,

excluindo a primeira linha e a primeira coluna de J , fazendo y = ksh e z = k¢hnB" 1,

k‘5:k‘7ek‘6:kg.

A andlise da estabilidade dos pontos fixos depende, como mencionado na Se¢ao 2.3,

do conjunto dos autovalores extraido da equagao caracteristica (2.14). Nos dois modelos,

com ou sem retardo temporal, hd a presenca de um autovalor nulo. De um modo geral, a

presenca de um autovalor com parte real nula impede que se use o teorema de Hartman-

Grobman para se fazer uma correspondéncia univoca entre as trajetérias do sistema original

e as do sistema linearizado. No entanto, no presente caso, este autovalor estd associado a lei
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de conservacao, que permite a eliminacao de uma das variaveis. Embora este procedimento
seja possivel, a forma das equagoes resultantes é mais complexa. Por isso foi preferivel
manter o sistema em sua forma original, e fazer a classificacao dos pontos fixos desprezando
o autovalor nulo.

Como exemplo, no modelo de quatro equagoes, para 7 = 0 e o conjunto de
parametros: k1 = 0,054, ks = 0.0675, k3 = 0.20626500, k4 = 0.00001, k5 = 0.143, kg = 0.01,
n =4, m = 1, o ponto fixo é PF}(0.377306,0.302017,0.241613,0.0790638) e seus respectivos

autovalores sao:

A = —0.21216, (4.7)
Ao = —0.05244 — 0.05559i,

A3 = —0.05244 4 0.05559i,

A o= 0

O autovalor A\; determina uma dindmica de decaimento rapido para um subespaco bidimen-
sional onde se verifica uma dinamica lenta, tipica de um oscilador amortecido. A parte real
de A9 e A3 mostra o quao rapido as oscilacoes decrescem para o ponto fixo PFi e a parte
imagindria descreve a freqiiéncia das oscilagoes. Para corroborar a andlise, a partir das
equacoes integradas numericamente, foi obtido por ajuste de curva um valor muito préximo
ao indicado em (4.7), b = Re A2 = —0.05236 4 0.00046 , como pode ser observado na Figura
4.1(a).

Para o modelo M5 com os mesmos parametros que o modelo My apenas fazendo
ks = k7 e kg = kg obtém-se o mesmo ponto, sendo que h; = 0 e o valor h agora é atribuido &

ho, com a subdivisao do expoente m em p =1 e g = 1. Logo a dindmica de M5 é idéntica a
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de My e o seu ponto fixo é PF1(0,0.377306,0.302017,0.241613,0.0790638) e seus respectivos

autovalores sao:

A = —0.21216, (4.8)
A2 = —0.05244 — 0.055591,

Az = —0.05244 + 0.055591,

A = —0.04322

s = 0.

Observe que \4 é um autovalor desacoplado, associado a —v em (4.6), que é excluido ao se
reduzir a dimensao da matriz jacobiana de M5 para M4. Quando o expoente ¢ é aumentado
para ¢ = 1.13, o ponto fixo torna-se PF; (0,0.447856,0.267799,0.214239,0.0701062) e seus

autovalores sao:

A = —0.21045, (4.9)
Ao = —0.04432 — 0.04437i,

A3 = —0.04432 + 0.04437i,

A = —0.03832,

As = 0.

Como se pode verificar em (4.9) a dinamica tornou-se mais lenta com um pequeno aumento
do expoente g e A4 é o autovalor de parte real de menor moédulo e passa a ser ele o que
comanda a dinamica lenta. Isso pode ser verificado graficamente na Figura 4.2(a), onde foi

obtido o valor b = A4 = —0.03829 =+ 0.00089.
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Figura 4.1: Comportamento da varidvel h(t) obtido numericamente com os parametros
k1 = 0,054, ko = 0.0675, k3 = 0.206265, k4 = 0.00001, ks = 0.143, kg = 0.01, n = 4,
m = 1 e condigbes iniciais h = 0.95, A = 0.05, B = 0, d = 0, h em escala logaritmica
na base neperiana. (a) 7 = 0 e ajuste linear de h = a + bt, onde o coeficiente angular
b = —0.05236 £ 0.00046; (b) 7 = 4 e ajuste linear de h = a + bt, onde o coeficiente angular
b = —0.00537 £ 0.00007

Ao se introduzir o retardo temporal, 7 # 0, a equacdo caracteristica, M (\) =
det|J — M|, deixa de ser uma equagao polinomial e passa a ser transcendental. Neste caso,
como mencionado na Secao 2.3, nao é possivel se determinar o nimero exato de solucoes
da equagao caracteristica e a busca de raizes é muito complicada. Mesmo assim foi possivel
encontrar, por meio de procedimentos numéricos, alguns de seus autovalores. As Figuras
4.3 e 4.4 mostram quantos autovalores reais possuem os pontos fixos PF; dos modelos My
e M5 respectivamente. No caso do modelo My s6 hé a presenca do autovalor nulo. Ja para
o modelo M5, além do autovalor nulo, encontra-se o autovalor real —0.03832, o autovalor

desacoplado, associado a —v em (4.6).

Por causa destas dificuldades, uma anélise diferenciada foi necessaria para se en-

contrar o autovalor que rege a dinamica dos modelos My e M5 com retardo temporal. De
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Figura 4.2: Comportamento da variavel h(t) para os parametros k1 = 0,054, ko = 0.0675,
ks = 0.206265, k4 = 0.00001, ks = 0.143, kg = 0.01, ks = ky e k¢ = ks, p=1e g = 1.13,
n = 4 e condicbes iniciais h;y = 0.95, ho = 0 A = 0.05, B = 0, d = 0, h em escala
logaritmica na base neperiana. (a) 7 = 0 e ajuste linear de h = a + bt, onde o coeficiente
angular b = —0.03829 4 0.00089; (b) 7 = 4 e ajuste linear de h = a + bt, onde o coeficiente

angular b = —0.00236 £ 0.00001.

M)
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64-002 0 002 0.04 0.06 0.08 0.1

Figura 4.3: Modelo My: Gréfico da funcao M (\) no plano real para mesmos os parametros

da Figura 4.1(b).
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Figura 4.4: Modelo M5: Gréfico da funcao M () no plano real para mesmos os parametros
da Figura 4.2(b).

pronto é possivel observar que o retardo torna a dindmica mais lenta em torno do ponto
fixo, visto que a taxa de decaimento retirada graficamente é 10 vezes menor do que para a
dindmica sem retardo, Figuras 4.1(b) e 4.2(b). Para representar graficamente M (\) quando

A é complexo, separa-se as partes real e imaginaria dos autovalores,

A=z + yi,

e da mesma forma para a funcao M(\),

M(\) = u+ vi.

Desta forma, M é expressa por u e v que sao funcoes de = e y , ou seja, u = u(z,y) e
v =v(x,y). A resolugao do sistema u(x,y) = v(x,y) = 0 se faz por processos iterativos tipo
o método de Marguardt.(uma modificagdo do método de Newton-Raphson) Partindo-se de
uma condicao inicial (z;,y;), o algoritmo procura minimizar os valores de |u| e |v|. No caso
dos valores dos parametros utilizados anteriormente nas Figuras 4.3 e 4.4, encontram-se as

solucoes mostradas nas Tabelas 4.1 e 4.2:



Tabela 4.1: Autovalores para o modelo My.
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X y
A1 | —0.0036370050 | £0.078318510
Ao | —0.17796800 | £0.045600310
Az | —0.18484760 +0.57308400
Ay | —0.22926190 +1.0673070
As | —0.27760130 42.0416530
Ag | —0.30706290 43.0115340
A7 | —0.32832160 +3.9800040
As | —0.34496390 +4.9478330
Tabela 4.2: Autovalores para o modelo Ms.
oy X Vi Ai X; Vi
A1 | —0.0024778010 | £0.067345950 | Ag | —0.33113260 | £3.9798530
Ao | —0.17458980 | £0.035557970 | A7 | —0.30988240 | £3.0113360
Az | —0.18799600 +0.57219060 | Mg | —0.32123780 | £3.4957080
Ay | —0.23218820 4+1.0667750 Ag | —0.34777050 | £4.9477110
As | —0.28044190 42.0413630 | Ao | —0.33989990 | £4.4638400

E possivel observar o aparecimento de solugdes com |z| < |z(7 = 0)|, o que indica uma
taxa de decaimento mais lenta do que no caso 7 = 0. No caso do modelo M4 o menor
destes valores corresponde a uma taxa de decaimento ainda mais lenta que a obtida na
Figura 4.1. Ja para o modelo My é encontrado uma excelente correspondéncia entre x e o
valor medido para a taxa de decaimento conforme a Figura 4.2. Para melhor entender o
aparecimento das solugdes M (\) = 0, foram tragados u(z,y) e v(x,y) nas Figuras 4.5 e 4.6
para o modelo My e nas Figuras 4.7 e 4.8 para o modelo Ms. As letras (a)’s destas Figuras
representam graficos em 3D das partes real, u, e imaginéria, v, da funcao M (\) e as letras
(b)’s das mesmas sao mapas topograficos correspondentes aos das letras (a)’s, onde x e y

representam as partes real e imaginaria dos autovalores, A.

Ampliando as Figuras 4.5(b) e 4.6(b), para o modelo My e as Figuras 4.7(b) e
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Figura 4.5: Modelo My: (a) Grafico em 3D da parte real, u, da equacdo caracteristica M
para z e y variando de -1 a 1 e u de -0.003 a 0.003; (b) Grafico topografico de u sob as
mesmas restrigoes do gréfico em 3D. Para mesmos os parametros da Figura 4.1(b).
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Figura 4.6: Modelo My: (a) Gréfico em 3D da parte imaginéria, v, da equagao caracteristica
M para x e y variando de -1 a 1 e u de -003 a 0.003; (b) Grafico topografico de v sob as
mesmas restrigoes do gréfico em 3D. Para mesmos os parametros da Figura 4.1(b).
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Figura 4.7: Modelo M5: (a) Grafico em 3D da parte real, u, da equacao caracteristica M
para x e y variando de -1 a 1 e u de -003 a 0.003; (b) Gréfico topografico de u sob as mesmas
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restrigoes do grafico em 3D. Para mesmos os parametros da Figura 4.2(b).
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Figura 4.8: Modelo M5: (a) Gréfico em 3D da parte imaginéria, v, da equagao caracteristica
M para x e y variando de -1 a 1 e u de -003 a 0.003; (b) Grafico topografico de v sob as
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mesmas restrigoes do gréfico em 3D. Para mesmos os parametros da Figura 4.2(b).
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Figura 4.9: Modelo My: (a) Gréfico topografico de u , onde x variando de -0.006 a 0.006 e
y variando de -0.05 a 0.05 de -1 a 1 e u de -0.003 a 0.003; (b) Gréfico topografico de v sob
as mesmas restrigoes do grafico de u.

4.8(b) para o modelo M5, em uma regiao préxima dos valores dos obtidos para as solugoes
indicadas acima, pode-se observar que sua existéncia é representada pelas intersegoes das
curvas de nivel u = v = 0. Isso pode ser visto nas Figuras 4.9 e 4.10. Nesta ltima pode-se
notar os dois autovalores 0 e —0.03832 mas nao ha qualquer indicio de uma solugao que

corresponda a taxa de decaimento obtida na Figura 4.2.

A forma bastante complicada das fungoes u(x,y) e v(z,y) é evidenciada pelas
figuras 4.5 - 4.8. A existéncia de um grande numero de estruturas oscilantes em u(z,y) e
v(z,y) quando = < 0 é responsavel pela presenga de um nimero muito grande de solugoes
para M () = 0. Note-se também que todas as solugoes ocorrem no semiplano = < 0 o que

indica que nao hé possibilidade de PF} ter comportamento repulsivo.

Finalmente, a despeito da grande complexidade do modelo no caso de 7 # 0, os
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Figura 4.10: Modelo M5: (a) Gréfico topografico de u , x variando de —0.04 a 0.04 e y
variando de -0.05 a 0.05 e u de -0.003 a 0.003; (b) Gréfico topografico de v sob as mesmas
restrigoes do gréfico de u.

resultados da analise do espectro de autovalores permite esperar sempre, nas vizinhancas de
PFy, um comportamento de um foco estavel. O comportamento nao explicado é a taxa de
decaimento mais lenta do que a obtida pelo espectro de solugoes de M (A) = 0. Tal andlise
porém, é restrita a uma vizinhanca de PF;. O comportamento do modelo em condicGes

gerais sera baseado na integracao numérica das trajetérias na segao a seguir.

4.3 'Trajetorias para o modelo de 4 equacoes

Os modelos aqui estudados contém um nimero muito grande de parametros, o
que abre a possibilidade de se encontrar um ntmero também muito grande de possiveis
solugoes. Assim, na medida do possivel, para tornar mais objetiva a discussao dos resultados
e emprestar-lhes maior significado, o estudo foi concentrado nos valores dos parametros que

sejam tipicos dos casos clinicos observados. Desta forma, obedecendo as restrigoes impostas
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Figura 4.11: Modelo My: trajetérias para as condicées iniciais h = 0.95, A = 0.05, B = 0,
d = 0 e os parametros: ki = 0,054, ks = 0.0675, k3 = 0.206265, k4 = 0.00001, k5 = 0.143,
ke =001, n=4, m=1,7=0

pela fenomenologia foram encontrados padroes para as trajetorias. Estes padroes se repetem
com freqiiéncia no espaco dos parametros que, em primeira aproximacao, pode ser dividido

em regioes de medida nao nula, cada uma correspondendo a um destes padroes.

Para o modelo sem retardo (7 = 0) aparentemente nao ha tanta riqueza nas curvas
que representam a dindmica do sistema. Mesmo para varios conjuntos de parametros, as
curvas possuem forma parecida com a Figura 4.11, podendo as curvas de A + B e h se
apresentar mais proximas ou afastadas, o que representa a evolucao imediata para a SIDA
sem dar conta dos dois primeiros estdgios da doenca, a fase primadria e a laténcia. Observe
que nas escalas temporais adotadas nas figuras apresentadas neste trabalho usou-se uma
escala de tempo na qual 3.25 unidades arbitrarias de tempo correspondem a uma semana.
No entanto os valores dos parametros indicados nas figuras nao sofreram a mudanca de escala
correspondente, e indicam os que foram efetivamente utilizados no programa de integragao

numeérica.
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Figura 4.12: Trajetérias para ky > ko, onde os demais parametros sdo mantidos os mesmos
da Figura 4.11.

Tomando-se valores de parametros que se opdem a condicao i) kg2 > kj, observa-se
que as curvas A + B e h nao se interceptam, significando que as células saudéveis estarao
sempre em maior quantidade como indicado na Figura 4.12. O espaco de fase para o
conjunto de parametros apresentados nas Figuras 4.11 e 4.12 possuem a forma apresentada
na Figura 4.13 que, como discutido na secao 4.2, trata-se de um ponto assintoticamente
estavel. Comportamentos oscilatérios também podem ser obtidos para as equagoes sem
retardo, bastando para isso infringir a condigao ii) k3 + kg4 > k1 e ks + kg > ko. Ao
se reduzir o parametro k3, o carater oscilatério fica mais nitido, e o ponto fixo continua
assintoticamente estavel (Figura 4.14). Normalmente observa-se que o nimero de células
mortas, d, suplanta o nimero de células saudéveis e infectadas, o que evidencia que esta

regiao de parametros nao corresponde a um estado possivel do organismo.

Como observado, sem a presenca de retardo temporal, nao se obtém a repre-
sentacao da dinamica de infeccao pelo VIH com suas trés fases e duas escalas temporais.

Contudo introduzindo um retardo de quatro semanas para os mesmos parametros da Figura
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Figura 4.13: Espaco de fase tipico para as dinamicas das Figuras 4.11 e 4.12, onde PF}
representa o ponto fixo assintoticamente estavel.
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Figura 4.14: Comportamento oscilatério para as equagoes sem retardo, k3 = 0.001 e os
demais parametros mantidos os mesmos da figura 4.11.
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Figura 4.15: Modelo My: dinamica de infecgao pelo HIV, com as trés fases da doenca para
as condicoOes iniciais iguais aos da Figura 4.11, com 7 = 4 e o respectivo espago de fase.

4.11, nota-se o aparecimento de uma laténcia muito curta de escala temporal similar a da
fase primaria, da ordem de alguns meses a um ano no maximo, como mostrado na Figura
4.15. No espaco de fase observa-se a dinamica lenta no transito proximo ao ponto fixo PFy,
representando o periodo de laténcia e o decaimento assintético para o ponto PFy. Outros
tipos de comportamento aparecem para mudancas no conjunto de parametros, porém nao
se conseguiu um aumento significativo do periodo de laténcia. A Figura 4.16 mostra os
padroes encontrados na dinamica do sistema quando se varia apenas um dos parametros,
no caso o parametro k. Comportamento similar se encontra também para mudancas em
cada um dos demais parametros, mantendo-se os outros constantes. No espago de fase
nota-se que, dentre os padroes encontrados, aparecem ciclos limites que correspondem a
comportamentos oscilatérios (Figura 4.16(c)).

Na Figura 4.17 ¢ ilustrado como as érbitas dependem do valor de 7, que um dos
parametros cruciais neste modelo. Corroborando o que foi dito acima, nota-se a presenca
dos trés tipos de comportamentos indicados nas Figuras 4.15 e 4.16. Finalmente nota-se

também uma sensibilidade das trajetorias as condigoes iniciais. Aumentando a concentracao
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Figura 4.16: Comportamentos para pequenas mudangas no parametro k1. (a) k; = 0.053;
(b) k1 = 0.055; (c) k1 = 0.056. Os demais parametros sao iguais aos da Figura 4.15.

Figura 4.17: Mudangas de comportamento em funcao do retardo temporal (em semanas),
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mantendo os demais parametros e condic¢oes iniciais, iguais aos da Figura 4.15.
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Figura 4.18: Comportamento da laténcia clinica com a mudanca das condigoes iniciais,
Pry. Parametros iguais aos da Figura 4.15.

de células infectadas, Py g, diminui-se o periodo de laténcia, como observado na Figura

4.18, para valores fixos dos parametros.

E importante enfatizar a importancia do termo de retardo temporal em direcionar
a trajetoria para as vizinhancas do ponto PFj, caracterizada por um transito bastante
lento. Sem este redirecionamento todas as trajetorias sao atraidas rapidamente pelo ponto

fixo estavel PF}, que caracteriza o estado final do estabelecimento da SIDA.

Embora ja se tenha obtido com o conjunto de quatro equacoes uma representacao
dos trés estdgios da doenca, nao foi possivel apenas com mudancas nos parametros a
aquisicao de duas escalas temporais suficientemente diferenciadas, o que restringe o periodo
de laténcia, sendo pouco representativo para os casos clinicos estudados. Por este motivo foi
interessante investigar mudangas no conjunto de equagoes que regem a dinamica do sistema,
culminando em um modelo de cinco equacoes diferenciais com atraso temporal estudado a

seguir.
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Figura 4.19: Modelo Mj5: Trajetérias para as mesmas condigoes iniciais da Figura 4.14 sem
retardo, acrescentando p =1, ks = k7 e kg = kg e ¢ = 1.13.

4.4 Trajetorias para o modelo de 5 equagoes

Tal como no caso de My, o modelo M5 sem retardo temporal apresenta curvas
muito parecidas com as apresentadas na Figura 4.11. Também ¢é encontrado o mesmo com-
portamento ilustrado nas Figuras 4.12 e 4.14 ao se infringir as condigoes i) ko > ki e.ii)
ks + kq4 > k1 e k3 + k4 > ko. No entanto, resultados que nao sao encontrados no modelo
My, sao obtidos para o mesmo conjunto de parametros conforme ilustrado na Figura 4.19,
desde que se altere o valor de q. Neste caso especifico a trajetéria tende assintoticamente a
PF 0, indicando um processo de cura apds a infecgao primaria. Comportamentos oscilatérios
sao encontrados para outros conjuntos de parametros, caracterizados pela presenca de ci-
clos limites no espaco de fase em torno do ponto fixo PF; (Figura 4.20). Contudo, da
mesma forma que a Figura 4.14, as Figuras 4.19 e 4.20 representam estados nao possiveis

do organismo.

Para o modelo com retardo hda uma mudanca brusca na dinamica do sistema.
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Figura 4.20: Modelo M5: Trajetorias para as condigoes iniciais hy = 0.95, ho = 0, A = 0.05,
B=0,d=0. (a) k; = 0,05, ko = 0.7, ks = 0.001, k4 = 0.00001, k5 = 0.186, k¢ = 0.00605,
n=4,q=113; (b) ky = 0,04, ko = 0.8, k3 = 0.0015, ks = 0.000044, ks = 0.1, kg = 0.02,
n =4, ¢ = 1.13. Para ambos os conjuntos de parametros k5 = k7 e kg = ksg.

Mantendo os parametros do grafico da Figura 4.15, observa-se que fazendo ¢ = 1 o com-
portamento é idéntico ao modelo M,. Contudo aumentando este parametro até o valor
de 1.13, observa-se um aumento da laténcia (Figura 4.21). A introdugdo do expoente g
foi fundamental para o aumento do periodo de laténcia (~ 2.5 anos), que agora passa a
ter uma escala bem diferenciada da escala da infecgao priméria (~ 30 semanas). Isto foi
explicitado na Secao 4.2 através da diminuicdo do mddulo da parte real dos autovalores

devido ao aumento do expoente q.

Como para o modelo My, foi desenvolvido um estudo numérico para o conheci-
mento do comportamento das curvas do modelo M5 em fungao dos parametros, na tentativa
da obtenc¢do de uma laténcia ainda maior. Isto foi conseguido, como mostra a Figura 4.22

com um periodo de laténcia de ~ 5 anos, mantido o periodo de infeccao priméaria. Para
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Figura 4.21: Modelo M5: Dinamica de infec¢ao pelo HIV, com as trés fases da doenca para
as condigoes iniciais hy = 0.95, ho = 0, A = 0.05, B =0, d = 0 e os parametros: k1 = 0,054,

ko = 0.0675, k3 = 0.20626500, k4 = 0.00001, k5 = 0.143, kg = 0.01, ky = ks, ks = kg,
n=4,p=1,q¢g=113e, 7 =4.

este sistema de equacodes, varios conjuntos de parametros sao capazes de descrever as trés
etapas da infeccao pelo VIH. Isto demonstra a robustez e estabilidade estrutural do modelo
mostrando que a descrigao dindmica completa nao é um caso fortuito que se situa apenas em
um valor singular do espaco de parametros. Pelo contrério, ele é recorrente em um conjunto
de regides, somando-se aos padroes que aparecem com freqiiéncia neste modelo. Note-se,
contudo, que pode haver mudancas bruscas ou suaves das trajetorias quando se muda cada
um dos parametros, bem como as condigoes iniciais. No espaco de fase a dinamica se torna
ainda mais lenta perto de PNFO que o encontrado nas Figuras 4.15 e 4.21, levando a uma

laténcia ainda mais longa, e se direcionando, depois, assintoticamente para PFi, o estado

da SIDA.

Mantendo o mesmo conjunto de parametros da Figura 4.22 e mudando apenas
o parametro ki, a partir de k; = 0.05, hd uma diminuicdo da laténcia, culminando em

comportamentos oscilatérios ao se aumentar este parametro. Para valores de ki menores
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Figura 4.22: Modelo M5: Dinamica de infeccao pelo HIV, com as trés fases da doenca para
as condicOes iniciais hy = 0.95, ho =0, A = 0.05, B =0, d = 0 e os parametros: k; = 0,05,

ke = 0.07, k3 = 0.2, k4 = 0.00001, k5 = 0.186, k¢ = 0.00605, k7 = ks, ks = k¢, n = 4,
p=1,¢g=113e,7=4.

que k1 = 0.05, a dindmica passa da infec¢do primdria diretamente para a SIDA até o ponto
em que se perde o periodo de infeccao primdria e somente a SIDA é representada (Figura

4.23).

Para o parametro ko a trajetéria passa por padroes oscilatérios até um limite
em que os trés estdgios da infeccdo ficam bem determinados para ko = 0.058 da Figura
4.24. A partir dai, um aumento deste parametro causa um aumento da laténcia mantendo
fixa a fase priméria (Figura 4.25). Quando o perfodo de laténcia atinge seu maximo, um
pequeno aumento no parametro kg leva a trajetéria ao estado da cura completa, ko =
0.071 da Figura 4.24. Esta se parece com a dinamica de uma virose qualquer, em que
passada a infeccao priméria o sistema imunolégico consegue eliminar o virus por completo
do organismo. Em relagao ao VIH este resultado pode representar alguns casos da literatura
em que o individuo apresenta resposta imunoldgica (anticorpos) mas nao apresenta sorologia

positiva, ou seja, nao apresentam particulas virais no sangue indicando aparentemente uma
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Figura 4.23: Comportamento das trajetorias para mudancas no parametro ki, mantendo
os demais parametros e condigoes iniciais iguais aos da Figura 4.22.

imunidade natural contra o VIH [55]. Nesta situacao o ponto fixo ]/D\ﬁo, que é genericamente
uma sela, é alcancado assintoticamente pela trajetoria que dele se aproxima pela direcao
do autovetor associado a um autovalor com Re(\) < 0, (Figura 4.26, érbita heteroclinica
ligando PFy com PF o). Este estado nao foi encontrado para o modelo My. Passada a
representacao de cura, e continuando a aumentar o parametro ko, as trajetorias passam a

representar a passagem direta da infecgdo primaéria para a SIDA, como para ks = 0.075 na

Figura 4.24 .

Mudancas no parametro k3 geram comportamentos parecidos aos encontrados nas
variagoes dos parametros ki e ko, ainda que em seqiiéncia distinta. A partir da laténcia
maxima, k3 = 0.2 da Figura 4.27, um aumento ou diminuicao deste parametro faz diminuir
a laténcia. Porém a diminuicao de k3 possui um limite em que, apdés um breve periodo de

laténcia o organismo vai para a cura completa, como para k3 = 0.13 na Figura 4.28 cujo
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Figura 4.24: Comportamento das trajetorias para mudancas no parametro ko, mantendo
os demais parametros e condigoes iniciais iguais aos da Figura 4.22.
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Figura 4.25: Comportamento do periodo de laténcia para o aumento do pardmetro ko,
mantendo os demais parametros e condicoes iniciais iguais aos da Figura 4.22.
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Figura 4.26: Espago de fase para as condicOes iniciais h; = 0.95, hs =0, A =0.05, B =0,
d = 0 e os parametros: k; = 0,05, ko = 0.071, k3 = 0.2, k4 = 0.00001, k5 = 0.186,
k6=0.00605, k‘7=k‘5, kgzkﬁ,n:4,p:1,q:1.13e,7':4.

espaco de fase apresenta orbitas homoclinica para o ponto PFy e heteroclinica ligando os
pontos PFj e PF o (Figura 4.29). Diminuindo ainda mais k3, aparecem padroes oscilatérios

com periodos cada vez menores.

Um aumento no parametro k4 provoca a diminuicao do periodo de laténcia (Figura
4.30). Como o valor adotado é o que produz a méxima laténcia, a diminui¢ao de seu valor,
mesmo que da ordem de 1077, a partir do pardmetro k4 = 0.00001 desta Figura, leva
o sistema a completa cura do organismo pelo sistema imunoldgico, de modo similar ao
mostrado na Figura 4.24 para ke = 0.071. Como dito na subsecao 3.21, k4 estd associado
a probabilidade P, fet, mostrando que um aumento da circulagao de células infectadas nos
noédulos linfdticos diminui a laténcia acelerando o processo da doenca. Este comportamento

reproduz resultados encontrados em [56].

Mudangas no parametro ks possuem comportamento idéntico a mudancas no

parametro k4 (Figura 4.31).
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Figura 4.27: Comportamento do periodo de laténcia para o aumento do pardmetro ks,

mantendo os demais parametros e condicoes iniciais iguais aos da Figura 4.22.
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Figura 4.28: Comportamento das trajetorias para mudancas no parametro k3, mantendo
os demais parametros e condigoes iniciais iguais aos da Figura 4.22.
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Figura 4.29: Espaco de fase para as condigoes iniciais hy = 0.95, ho =0, A = 0.05, B = 0,
d = 0 e os parametros: k; = 0,05, ko = 0.07, k3 = 0.13, k4 = 0.00001, k5 = 0.186,
k6=0.00605, k7=k5, k8=k6,n=4,p=1,q=1.13e,7‘=4.
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Figura 4.30: Comportamento das trajetdrias para mudangas no parametro k4, mantendo
os demais parametros e condigoes iniciais iguais aos da Figura 4.22.
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Figura 4.31: Comportamento das trajetorias para mudancas no parametro ks, mantendo
os demais parametros e condigoes iniciais iguais aos da Figura 4.22.

Em funcao do pardmetro kg a dindmica possui um comportamento similar ao
observado para a variacao de k3, no sentido que a dependéncia do periodo de laténcia nao é
monotonica. Aumentando kg até certo valor, o periodo de laténcia diminui, (Figura4.32(a)),
e a partir dai o aumento de kg provoca também um aumento da laténcia (Figura 4.32(b)).
Processos de cura, (Figura 4.33(a)), sdo estabelecidos para valores do parametro menores
que o da laténcia maxima kg = 0.00605, e depois que a laténcia passa por um minimo em
0.01, ele torna a crescer. Para valores maiores que kg = 0.013, a cura completa volta a ser
representada. Aumentando ainda mais este parametro kg > 0.026 a trajetéria volta para o

padrao da Figura 4.33(b).

As 7vizinhancas” das células saudaveis formadas por células infectadas A e B
representadas pelos expoentes ¢ e n, respectivamente, também interferem nas trajetérias.
Ja foi dito que a introducao do parametro g foi fundamental para a obtencao de uma laténcia
maior, (Figura 4.34), pode-se ver que efetivamente ha uma dependéncia muito acentuada

neste expoente. Para modificacoes da ordem de 1072 a dindmica varia bastante passando
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Figura 4.32: Comportamento das trajetorias para mudancas no parametro kg, mantendo
os demais parametros e condigoes iniciais iguais aos da Figura 4.22.
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Figura 4.33: Comportamento tipico para o conjunto de parametros e condicbes iniciais
iguais aos da Figura 4.21. (a) parametro k¢ variando entre 0 até 0.006048 e de 0.014 até
0.025, (b) k¢ = 0.026.
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Figura 4.34: Comportamentos para mudancas no expoente ¢, mantendo os demais
parametros e condigoes iniciais iguais aos da Figura 4.22.

pelos comportamentos conhecidos. As células B tém uma capacidade menor que A de
espalhar a infecgao, isso reflete em n > ¢. Semelhante ao resultado encontrado em [53];
quanto maior for o valor de n, maior o periodo de laténcia (Figura 4.35). Em relagdo ao
termo de retardo, o modelo M5 possui um comportamento semelhante ao modelo My, como

pode ser observado na Figura 4.36.

Nos graficos apresentados, foram mostrados os estudos do comportamento das
trajetorias em funcéo da variagdo dos parametros, mantendo sempre os valores idénticos
de k5 e k7, kg e ks. O espaco de parametros, reduzido por estes vinculos, ja descreve a
dindmica de infecgao pelo VIH. Desvinculando-se estes parametros, hd a reprodugao das
trajetorias similares as mostradas até entdao, acrescendo novos comportamentos que nao
representam casos clinicos encontrados na literatura médica. Estes casos serao mostrados a

seguir a titulo de conhecimento, embora nao pertencam ao escopo deste trabalho.

Usando os mesmos parametros da Figura 4.22, um aumento da ordem de 1073

do parametro k7 leva a dinamica diretamente a cura completa, similar a Figura 4.33(a).
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Figura 4.35: Comportamentos para mudancas no expoente n e parametros fixos: k; =
0,051, ke = 0.07, ks = 0.2, ky = 0.00001, k5 = 0.1688, k¢ = 0.01, k7 = k5, ks = kg,
q = 1.13, p= 1, T=4e PHIV = 0.05.
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Figura 4.36: Mudangas de comportametos em fungao do retardo temporal (em semanas),
mantendo os demais parametros e condicoes iniciais iguais aos da Figura 4.22.
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Figura 4.37: Comportamento das trajetorias para mudancas no parametro kv, mantendo
os demais parametros e condigoes iniciais iguais aos da Figura 4.22.

Uma diminui¢ao da mesma ordem de grandeza faz a laténcia diminuir, Figura 4.37, até um
limite em que esta fase desaparece e surgem comportamentos similares ao da Figura 4.33(b).
Outros padroes sao encontrados como mostra a Figura 4.38. Para a variacdo do parametro
kg, uma diminuicdo da ordem de 107°, ao contrério do parametro k7, leva a cura completa,
similar & Figura 4.33(a). J4 um aumento deste parametro gera uma diminui¢ao do periodo
de laténcia Figura 4.39. Este comportamento é similar ao encontrado para o parametro kg,
mas a cura sO vai ser representada para kg > 0.014. Outro tipo de trajetoria encontrada
ajustando estes dois parametros pode ser observada na Figura 4.40, o que reproduz as fases

priméria e a laténcia, direcionando o sistema para um estado oscilatério, nao representando

a SIDA.

Apesar do modelo My possuir cinco graus de liberdade, somente a dois deles sao
atribuidos valores néo nulos no inicio da infeccao. Essa limitacao nas condigOes iniciais é
uma restrigdo imposta pela fenomenologia. Desta forma, o inicio da infecgao, como ja foi

mencionado, é caracterizado por um ntmero majoritario de células saudaveis hq, com uma
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Figura 4.39: Comportamento das trajetorias para mudancas no parametro kg, mantendo
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os demais parametros e condigoes iniciais iguais aos da Figura 4.22.
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Figura 4.40: Comportamento das trajetorias para as condigOes iniciais h; = 0.95, ho = 0,
A =0.05, B=0,d=0 e os parametros: k; = 0,058, ko = 0.07, k3 = 0.2, k4, = 0.00001,
ks = 0.186, kg = 0.00605, k7 = 0.372, kg =0.00617, n=4,p=1,¢q=113¢e, 7 =4.
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Figura 4.41: Periodo de laténcia para mudancas nas condicoes iniciais mantendo os demais
parametros iguais aos da Figura 4.35

pequena percentagem de células infectadas A representando a carga viral introduzida no
organismo. Entende-se aqui como pequena uma fracao entre 0 e 0.1 de carga viral. Um
aumento desta, no inicio da infeccao, conduz a dindmica mais rapidamente para o estado
da SIDA através da diminuicao do periodo de laténcia, conforme ilustrado na Figura 4.41.
Esta sensibilidade das trajetorias as condigoes iniciais também é esperada e corresponde aos

casos clinicos observados.
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Muitos modelos de equagoes diferenciais parciais e ordindrias foram propostos
para a descricao da dinamica de infecgao pelo VIH, porém nenhum deles descreveu toda a
dindmica, com suas duas escalas temporais distintas. Cada um deles limita-se ora a infecgao
primaria, ora ao periodo de laténcia e ora a fase final da doenca, ou seja, o desencadea-
mento da SIDA. Alguns modelos abordaram tratamentos antiretrovirais, outros até usaram
o retardo temporal para a representacao do periodo de incubacao celular, mas ainda assim

para uma descricao mais acurada de somente um dos estigios da doenca.

Nesta dissertagao de mestrado através da transcricao do modelo de autématos
celulares de Zorzenon dos Santos e Coutinho para equacoes diferenciais com retardo tempo-
ral, foram descritas por um tinico modelo de equagdes diferenciais as trés etapas da infecgao
mantendo-se os parametros fixos. Ao que tendo por base uma extensa pesquisa bibliografica,

esta seria uma descrigao inédita na literatura.

Partindo-se de um modelo de quatro varidveis correspondendo aos quatro estados
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do modelo de automatos celulares, algumas modificagoes foram necessarias para o aumento
do periodo de laténcia e acentuacao das duas escalas temporais distintas. Desta forma, um
modelo de cinco equacoes foi elaborado, com a subdivisao das células saudaveis em dois
tipos, cada um correspondendo as células nascidas antes e depois da infeccao. Uma justi-
ficativa para tal mudanca é que as células TCD4" saudéveis, nascidas depois da infeccao,
passaram a ter uma resisténcia maior de infectar-se do que as presentes no organismo no
momento da inoculacao do virus. Isto foi representado através de um pequeno acréscimo
do expoente ¢, que indica um aumento na vizinhanca das células hs por células infectadas

A para haver infeccao.

Além das trajetérias que representam a dinamica completa da doenga, outros com-
portamentos foram encontrados, dentre eles comportamentos oscilatorios, com a presenca de
ciclos limites em seu espaco de fase, e a descrigao da cura completa, em que todas a células
infectadas sao eliminadas do organismo. Tais padroes de comportamento se repetem no
espaco de parametros, o que autoriza afirmar que o modelo apresenta robustez na repre-
sentacao da dinamica viral. Com efeito, apesar da sensibilidade aos parametros e condicoes

iniciais, diversas regides no espacgo de parametros descrevem toda a evolugao da doenca.

Para uma compreensao melhor do modelo, a investigacao conjugou estudos numéricos
e analiticos. A descrigao dos pontos fixos e o estudo de estabilidade linear foram muito efi-
cazes na deteccao da dinamica lenta. Primeiro quando se evidenciou através do cédlculo da
matriz jacobiana e de seus autovalores em torno de PF1, que este ponto fixo é sempre estavel.
Em seguida quando se percebe que os autovalores apresentam uma forte dependéncia com

relagao aos parametros 7 e g, o que por si s6 é indicativo de uma dinamica mais lenta
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para a instalagdo do estado da SIDA, representada por PFj. Finalmente a analise de es-
tabilidade linear junto com a integracao numeérica do sistema mostra que a atracao mais
fraca do PF; permite que as trajetérias passem pela regiao do espaco de fase perto de
FF’Q. Esta é uma regiao de dinamica bastante lenta representativa de condicoes clinicas
proximas as de um individuo saudavel. Por isto este transito préximo a FFO representa o
longo periodo de laténcia reportado clinicamente. Solugoes periddicas e de cura completa
também relacionadas com a diminuicao da atragao do PFy, dando lugar ao aparecimento de
duas novas estruturas no espaco de fase: ciclos limites atrativos em torno de PFj e Orbitas
heteroclinicas, partindo de PFj a ]/3\5’0.

Um dos aspectos interessantes resultantes neste trabalho é que com a descricao das
trés fases da doenga por um tnico sistema de equagoes diferenciais, pode-se agora investigar
a influéncia de diversas estratégias de tratamento antiretrovirais que sejam distribuidas
ao longo de todo o processo patolégico. Cabe também ressaltar que este estudo aborda
a dinamica livre diferentemente do que ocorre na maioria dos modelos ja propostos na
literatura, onde se procura, desde o inicio, estudar a influéncia de tratamentos na evolugao
do estado do paciente.

Finalmente ao modelo também se pode acrescentar termos de difusao (equagoes
a derivadas parciais), para a observagao dos padroes espaciais encontrados no modelo
de automatos celulares, [1]. Padroes celulares que possivelmente se formam durante a
propagacao da doenca nos nédulos linfaticos, tais como os syncytia, formacao de células

multinucleadas.
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Apéndice A

Algoritmo

Para a integracao numeérica dos conjuntos de equagoes dos modelos continuos, foi
necessaria a elaboragao de um algoritmo especial, devido a presenga do termo de retardo
nestas equagoes. Isso se da porque nao é comum ainda na literatura, como na referéncia
padrao [57], rotinas prontas para a integracao deste tipo de equacoes. Este trabalho se
baseou em literatura recente, onde se encontram sugestoes de como se deve proceder [58],

ou métodos numéricos que podem ser implementados [59].

Dentro de uma sub-rotina convencional para a integracao de equagoes ordinarias
[37], foi implementado um loop para tratar o termo de retardo. A subrotina foi elaborada na
forma geral dos métodos de um passo, podendo ser utilizados métodos de primeira a quarta
ordem, com a possibilidade de extensao na ordem do método escolhido. Desta forma por
um arquivo de entrada escolhe-se um método entre os de Euler (primeira ordem), de Heun

(segunda ordem), de Runge-Kutta de terceira e quarta ordem e o método de Gill (quarta
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ordem). Sendo assim a forma geral do método é descrita como segue:

K1 = DTxF(T,Y), (A.1)
K2 = DTxF(T+A2%DT,Y + B21 x K1),

K3 = DT«F(T+ A3xDT,Y + B31* K1+ B32x K2),

K4 = DT%F(T+A4%DT,Y + BAl x K1+ B42 x K2 + B43 x K3),

Y = Y4+ (Cl*xK1+C2xK2+C3xK3+ CdxK4),

onde A2, A3, A4, B21, B31, B32, B41, B42, B43, C1, C2, C3 e C4 sao as constantes que
explicitarao o método a ser utilizado. Neste trabalho foi utilizado o método de Runge-Kutta
de quarta ordem por oferecer uma aproximagao satisfatéria na integracao das equagoes do

modelo para o qual os valores assumidos pelas constantes A;, B;; e C; sao:

A2 = 0.5, A3 = 0, Ad = 0.55,
B21 = 0.5, B31 = 0, B32 = 0.5, B4l = 0, B42 = 0, B43 = 1,

Cl=1/6,C02=1/3,C3=1/3, C4=1/6,

Ainda em (A.1), Y indica as varidveis associadas aos estados das células TCD4™", h, A, B
e d e DT o tamanho do passo de integracao.

A variavel com retardo foi dividida em subpopulag¢bes com retardos, desta forma,
o intervalo de tempo 7 em A (t — 7) foi fracionado em multiplos do tamanho do passo de
integragao DT. Na Secao 2.2 foi mostrado como o sistema com retardo temporal, (2.10),
pode ser substituido por um conjunto de equagoes instantaneas, (2.11). Agora, para efeito de
realizagao de integracao numérica, é suficiente armazenar as subpopulagoes intermediarias

nos valores t — ¢DT, onde ¢ = 1,2,...p, e p = 7/DT, ou seja, o miltiplo do intervalo de
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Tabela A.1: Z(D*7)

=0 t=02[t=04t=06]t=08]t=1,0]t=12]t=14]t=1,6]t=1.8] t =20
Z(1) | yo | ¥(0,2) | y(0,4) | y(0,6) | ¥(0,8) | y(1,0) | y(1,2) | y(1,4) | y(1,6) | y(1,8) | ¥(2,0)
Z(2) | vo vo | ¥(0,2) | y(0,4) | y(0,6) | y(0,8) | y(1,0) | y(1,2) | y(1,4) | y(1,6) | y(1,8)
Z(3) Yo Yo Yo Y(072) Y(O74) Y(OaG) Y(078) Y(170) Y(1’2) Y(1>4) Y(176)
Z(4) Yo Yo Yo Yo Y(0>2) Y(074) Y(O76) Y(078) Y(LO) Y(1>2) Y(174)
Z(5) | yo Yo Yo ¥o yo | ¥(0,2) | ¥(0,4) | y(0,6) | ¥(0,8) | ¥y(1,0) | ¥(1,2)

integracao que equivale ao valor do retardo 7. Na subrotina foi criado um vetor Z com
dimensao p + 1 responsavel pela memoria do retardo temporal, onde cada componente é
uma subpopulacdo com retardo. Assim o vetor é inicializado com a condicdo inicial da

variavel atrasada. Neste trabalho o vetor foi zerado:

DO J = 1,NDIM
z(J) = 0%y (3)
ENDDO

A atualizacao do vetor Z foi feito como um processo de empilhamento, onde sua

primeira componente leva o valor da ultima integracao:

DO J = 1,NDIM-1
Z(NDIM+1-J) = Z(NDIM-J)
ENDDO

Z(1) = Y(3)

Para uma visualizacao melhor, pode-se observar um outro exemplo em que DT =
0.2 e 7 = 1. Se o vetor tivesse dimensao p a dltima componente de Z nao representaria a
populagdo a um instante de tempo 7 atrasado, conforme mostrado na Tabela A.1. Como o
tempo de integragdao comeca no instante 0, isto deve ser levado em conta, como é mostrado
na Tabela ?77.

Este programa foi testado com uma equacao com retardo que pode ser integrada
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Tabela A.2: Z(D*7+1)

=0|t=02|t=04|t=06|t=08|t=10|t=12|t=14|t=1,6|t=18|1t=20
Z(1) | yo | ¥(0,2) | y(0,4) | y(0,6) | ¥(0,8) | y(1,0) | ¥(1,2) | y(1,4) | y(1,6) | ¥(1,8) | y¥(2,0)
Z(2) | yo yo | v(0,2) | y(0,4) | ¥(0,6) | ¥(0,8) | y(1,0) | y(1,2) | y(1,4) | y(1,6) | y(1,8)
Z(3) Yo Yo Yo Y(072) }7(0,4) Y(0’6) Y(078) Y(LO) Y(172) Y(174> Y(1a6)
Z(4) Yo Yo Yo Yo Y(O,2) Y(OA) y(0>6) y(0>8) Y(LO) Y(172) Y(1a4)
Z(5) Yo Yo Yo Yo Yo Y(()?Q) Y(O>4) Y(O>6) y(078) }’(1,0) Y<1a2>
Z(6) | vo Yo Yo Yo Yo Y0 y(0,2) | y(0,4) | ¥(0,6) | ¥(0,8) | y(1,0)
analiticamente:
. T
§ =Syt - 1), (A2)
satisfazendo as solugbes analiticas, para a condicao inicial y(0)=1,
Yy = COS(gt), (A.3)

e para a condicao inicial y(0)=0,

Y= sen(gt).

O programa também reproduziu os resultados das equagoes para o modelo do tratamento

de cancer com metastase proposto por Pinho et al [60].
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Apéndice B

Equacao teste

Como exposto no Apéndice A uma das equagoes teste usadas no algoritmo é a

funcao:

y=—ay(t—r), (B.1)

onde 7 é o termo de retardo temporal. Esta equagao possui o tnico ponto fixo PF(0) e para

—4 ¢ como pode ser observado,

7 = 0 a solugao da integragao é a funcdo exponencial y(t) = e
o ponto fixo é um né assintoticamente estavel. Porém quando 7 # 0 s se consegue solugao
analitica para @ = § e 7 = 1 (A.3); embora a equagdo caracteristica seja transcendental,
pode-se verificar que seus autovalores sao imagindrios puros e o ponto fixo é um centro
(Figura B.1). Isto ilustra claramente a mudanga na estabilidade do ponto fixo provocada
pelo retardo temporal.

O problema de Cauchy (B.1) é extremamente sensivel & mudanga nos parametros

a e 7. Como exemplo, para a < 7, observam-se oscilagoes amortecidas que diminuem a
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1,2
0,84
0,44

0,04

-0,44

Tempo

Figura B.1: Solugao da equagao B.1 onde a = § e 7 = 1, para 7 = 0, em preto, e 7 = 1, em
vermelho.

(a) (b)

1,2+
—Y(t) E 7Yl(t -1) .
08 —Y(t-7) 0,36788] —— Ajuste linear
0,04979;
0,44 3
N 0,00674;
0,0 ]
I IV 9,11882E-4
|
04{ | ! i
| 1,2341E-4
| ;
-018< T T T T T 1’67017E- T T T T T 1
0 10 20 30 40 -10 0 10 20 30 40 50
Tempo Tempo

Figura B.2: (a) Solugao da equagao B.1 onde a = 1.25 e 7 = 1, para 7 = 0, em preto, e
7 =1, em vermelho. (b) Fit linear do tipo y = a + bz, onde b = 0.15761 + 0.0033

amplitude de oscilacao com o aumento de a, Figura B.3. Esta taxa de amortecimento pode
ser calculada numericamente a partir da equacao caracteristica, M(A) = A + ae . Para
a=1.25e 7 =1, obtém-se os autovalores complexos conjugados A\; = —0.16173 + 1.46051¢
e A1 = —0.16173 — 1.460517, cuja parte real rege o decaimento da amplitude da trajetoria,

como pode ser verificado graficamente na Figura B.2.

™

Para a > 7, passa a se observar um comportamento oscilatério com amplitude

crescente, Figura B.4.



91

YY)
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Figura B.3: Solucao para o problema B.1, variando a e fixando 7 = 1.

Tempo

Figura B.4: Solucao da equacao B.1 onde a = 1.6 e 7 = 1, para 7 = 0, em preto, e 7 = 1,
em vermelho.
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