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Abstract

In this work, we have used the thermofield dynamics (TFD) formalism to introduce and to
analyze statistical properties of the thermal counterpart of even coherent states, odd co-
herent states, Yurke-Stoler states, generalized overlapping of number states and generalized
geometric states. Moreover, we show as the formal prescription of TFD can be used for
building new number states of the electromagnetic field . In this perspective a generalized

chaotic number state is considered and studied.






Resumo

Neste trabalho, usamos o formalismo da dindmica de campos térmicos (DCT) para intro-
duzir e analisar as propriedades estatisticas da contrapartida térmica dos estados coerentes
pares, estados coerentes impares, estados de Yurke- Stoler, superposicao de estados nimero
e estados geométricos generalizados. Além disso, mostramos como a prescrigdo formal da
DCT pode ser utilizada para a construcao de novos estados nimero do campo eletromag-

nético. Nesta perspectiva um estado nimero cadtico generalizado é proposto e estudado.
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Introducao

No contexto da teoria quantica de campos, o efeito de temperatura foi acomodado
de modo satisfatério pela primeira vez em 1955 por Matsubara [1], introduzindo o que
passou a ser chamado de formalismo do tempo imagindrio [2, 3, 4]. O método pode ser
compreendido a partir da seguinte observacao. Na descricao de Heisenberg a média térmica

no ensemble canénico ! de um operador Ay (t) é dada por
1
(Ag(t)) = ETTAH(t)e*BH. (0.1)
Usando A (t) = e "H Ay (0)e™ | podemos escrever

(An(t) = ZTre ™ Ap(0) e

_ %Tr ¢i(HHB/DH 4 (0)(i+iB/2)H

)

ou seja, a média térmica de um operador é equivalente ao traco do operador em 7' = 0 com o
tempo (real) sendo substituido por um tempo imagindrio (terminologia pela qual o método
se popularizou). Assim é possivel edificar a teoria quéntica de campos a temperatura finita,
seguindo de perto os procedimentos da teoria a temperatura zero, em particular antevendo as

auspiciosas técnicas pertubativas, tanto para contextos relativisticos como nao relativisticos.

10 argumento a seguir se generaliza para o grande canénico.



A necessidade de uma teoria geral para o problema de sistemas termodinamicos
fora do equilibrio? foi um dos motivos que suscitou o desenvolvimento de teorias a tempo
real, dando origem ao formalismo de Schwinger e Keldish [4, 7] e a dindmica de campos
térmicos (DCT) 3 [8, 9, 10], ambos equivalentes entre si [11]. A DCT, contudo, se diferencia
dos outros métodos por té-los como caso particular e por descrever a fisica estatistica (para
campos e particulas) a partir de espagos Hilbertianos. Ou seja, em DCT a média canonica

de um operador, como dada na equagao (0.1), é reescrita como uma forma bilinear

(An(t)) = (0(B)|AH ()[0(8)),

onde o estado térmico [0(5)) é um vetor normalizado num espago de Hilbert duplicado com
as chamadas regras de conjugagao dual (ou til). Com esta regra, para cada operador A
existe um operador 4, e o estado de vécuo do sistema ¢ dado por um vetor |0, 0) = |0) ®|0),
a partir do qual o estado térmico é construido por uma transformagao de Bogoliubov, U(f),
tal que [10]

0(8)) = U(8)[0,0).

Como veremos?, o estado |0(8)) é também um estado de vdcuo para as quase-particulas
geradas por U(f3), com a &dlgebra dos operadores termalizados sendo mantida invariante,
como conseqiiéncia da natureza canodnica da transformagoes de Bogoliubov. Neste sentido,
o efeito de temperatura em DCT surge como um condensado [10].

Um dos mais interessantes aspectos da DCT é a possibilidade de se estudar o efeito

térmico a partir de uma teoria de representacao de elementos dlgebricos. Esta novidade,

*Este problema, ndo trivial, ainda estd em aberto. Ver as Refs.[5, 6]
3Do inglés, thermofield dynamics.
4Ver o Capitulo 1 dessa dissertacio



que em muitas vezes se constitui numa vantagem, tem sido explorada na literatura em
diversas situagoes, em particular na conexao de DCT com C*-dlgebras [12, 13], assim como
com a nocao de grupos quanticos e dlgebra de Hopf, tal que o efeito de temperatura pode
ser interpretado como deformagdes algébricas [14, 15]. Neste mesmo contexto, a teoria
cinética tem sido formulada pela primeira vez como uma teoria de representacoes de grupos
de simetrias de Lie [16, 17, 18, 19]. Os resultados incluem: uma prova do teorema de
Goldstone (termalizado); técnicas perturbativas e diagramas de Feynman para campos de
calibre a temperatura finita; relagoes de Ward-Takahashi térmicas [8, 10]. Num sentido
geral, a DCT tem sido utilizada em supersimetria e sistemas biol6gicos [10]; d-branas [20,
21]; modelos cosmoldgicos; sistemas magnéticos [9, 22]; supercondutividade [9]; sistemas
confinados, incluindo o efeito Casimir com desdobramentos em filmes supercondutores [23,
24, 25, 26]; e problemas de espalhamento [27]. Embora em estdgio preliminar, uma das
aplicagoes mais interessantes da DCT tem sido em éptica quéntica no estudo de estados
coerentes térmicos [10, 28, 29, 30].

O reconhecimento da importancia dos estados coerentes se deu a partir de 1963
com os trabalhos de Glauber [31, 32, 33], onde, como apelo prético inconteste, o laser é
descrito através de uma teoria puramente quéntica via a nocao de coeréncia da radiagao
eletromagnética®. Um estado coerente é definido a partir dos operadores de criacio e destru-
icdo que descrevem os modos do campos eletromagnético. Considerando um modo apenas,

um estado coerente |a) pode ser definido como um autoestado do operador de destruigao

5Ver também as Refs. [34, 35, 36]



(a), ou seja, a |a) = a |a). Podemos entdo mostrar® que |a) = D(a)|0) com
D(a) = @' —"a,

De um ponto de vista formal, este resultado é similar ao esquema da DCT, onde no caso
de um modo a transformacao de Bogoliubov ¢ dada por U(3) = e~ (@a—afal)

Esta similaridade tedrica é o que torna particularmente atraente o uso da DCT
no estudo da coeréncia sob o efeito de banhos térmicos. Este interesse tem apresentado
desdobramentos consagrados na literatura com os trabalhos de Barnett e Knight [37], que
mostram a praticidade da DCT quando aplicada em 6ptica quantica. Outros resultados
com o uso da DCT foram deduzidos por Mann e Revzen [38] que perscrutaram a nogao
de estados coerentes térmicos e, em particular, determinaram a funcdo caracteristica e
analisaram o conceito de incerteza térmica; por Kireev, Mann, Revzen e Umezawa [39] que
introduziram estados comprimidos térmicos e determinaram a funcao caracteristica para
estes estados; por Chaturvedi, Sandhya, Srinivasan e Simon [40] que introduziram estados
coerentes fermiodnicos térmicos, estados comprimidos fermiénicos térmicos e determinaram
fungoes de correlagdo para estes estados. Ainda na mesma perspectiva, a DCT tem sido
utilizada no estudo das desigualdade de Bell e de estados emaranhados, conceitos fundadores
da chamada computagao quantica [41, 42, 43, 44, 45]. Estes resultados apontam para a
possibilidade de uso do formalismo da DCT em associacao com outros estados de interesse
tanto préatico como tedrico, como estados de superposicao do campo eletromagnético.

Desde o trabalho de Glauber, diversos estados do campo eletromagnético quanti-

zado tém sido propostos e a natureza de suas propriedades nao-cldssicas tem sido extensi-

5Ver o Capitulo 2 deste trabalho.



vamente estudada com forte apelo experimental, principalmente nas ltimas duas décadas.
Como exemplo temos os estados nimero cadtico [47], superposi¢ao de estados nimero [48];
superposicao de estados coerentes [49, 50]; estado intermedidrio nimero comprimido [51];
e a superposicao generalizada de estados comprimidos [52]. Como um dos propdsitos do
presente trabalho, faremos um estudo detalhado da termalizacao desses estados usando a
DCT. Isto inclui a definigdo de cada estado termalizado, cdlculo da distribui¢ao e anélise
da estatistica com a avaliacdo da transicao caoticidade nao-caoticidade através do fator de
Mandel [46]. Em mais detalhe, usaremos o formalismo da dinamica de campos térmicos
para introduzir a contrapartida térmica de estados coerentes pares; estados coerentes im-
pares; estados de Yurke-Stoler [38, 49, 50] e estados geométricos generalizados [53]. Como
um outro objetivo, mostraremos que o esquema da DCT, utilizado de um ponto de vista
formal, pode ser 1til na construgao de outras classes de estados nimero do campo eletro-
magnético [54, 55]. Nossa andlise serd centralizada numa generalizagdo do chamado estado
nimero cadtico [47].

Este texto estd organizado da seguinte forma. No capitulo 1 serd apresentada
uma revisao da dindmica de campos térmicos, onde exibiremos elementos essenciais para
os desenvolvimentos subseqiientes. No capitulo 2 sers feita a quantizacdo do campo eletro-
magnético e uma revisao de éptica quéntica através da introducao da nocao de estados
coerentes, estados comprimidos, e conceitos como o fator de Mandel. No capitulo 3 revisi-
tamos a DCT aplicada a estados coerentes e estados comprimidos. Alguns resultados da
andlise estatistica desses estados, ainda nao discutidos na literatura via a DCT, sao também

analisados. Os capitulos seguintes sao o cerne de nosso trabalho. No capitulo 4 estudaremos



os conceitos de superposicao de estados e estados de interpolagao através da prescrigao da
DCT. No capitulo 5 usaremos os aspectos formais da DCT para introduzir e estudar as
propriedades estatisticas do estado nimero caético generalizado. O capitulo 6 é dedicado

as conclusoes finais e perspectivas.



Capitulo 1

Dindmica de Campos Térmicos

Neste capitulo ¢ feita uma introdugao a dindmica de campos térmicos (DCT)
baseada nas referéncias [8] e [19]. Procuramos fazer uma apresentacao detalhada, e a or-
ganizacao da apresentacao serd da seguinte forma: na segao 1.1 discutiremos o formalismo
geral da dindmica de campos térmicos; na secao 1.2 aplicaremos o formalismo ao oscilador
bosobnico; na segao 1.3 aplicaremos o formalismo ao oscilador fermiénico; na secao 1.4 estu-

daremos a relac¢ao entre o vdcuo térmico |0(3)) e a matriz densidade.

1.1 Introducao ao Formalismo

Em mecénica estatistica do equilibrio, a média no ensemble canénico de um ob-

servdavel A é definida como

1
Z(B)

(A) = Tr [Ae’BH] , (1.1)



onde T'r indica a operagao trago, H ¢ o operador Hamiltoniano do sistema e Z () a fungao
particao dada por

Z(8) =1r ||, (1.2)

com 8 = (kT )71, kp € a constante de Boltzmann e T" a temperatura. Vamos assumir, por

simplicidade, que os autovalores do Hamiltoniano sao discretos,

Hln) = Enln), (1.3)
(mn) = dmn-
Segue entao que
(A) = 7 Eﬂ) (n| Aln) e PEn, (1.4)

A proposta precipua da dindmica de campos térmicos é que a média estatistica
de um observavel A seja substituida pelo valor esperado de A num estado dependente da

temperatura, isto é,

(A) =(0(B)|Al0(B)) = (n| An)e PP, (1.5)

Z ()
onde [0 (f)) é o estado (térmico) num novo espago de Hilbert a ser construido.

O estado |0(8)) deve ser construido de forma a satisfazer a relagdo (1.5), entao,
supondo que pertenca ao espaco de Hilbert usual, pode-se expandi-lo em termos dos au-

toestados de energia |n),
0(8)) =Y fn(B)In), (1.6)

o que resulta em




Porém esta relagao (1.7) nao pode ser satisfeita, pois os coeficientes f, (5) sdo nimeros.
Contudo a igualdade (1.7) assemelha-se a uma relacdo de ortogonalidade entre vetores,
indicando que o estado |0 (3)) € um vetor num espaco formado por |n) e f, (5), o que sugere
a duplicagao do espago de Hilbert original. Esta duplicagao é implementada introduzindo
um sistema ficticio idéntico ao sistema original, chamado sistema til, através do produto
direto entre o sistema original e o sistema til, de tal maneira que a média estatistica original
seja satisfeita.

O sistema til é caracterizado através das regras de conjugagao til (ou dual)

(AB) = AB,

(A+aB) =

() = () s

(4

[A}:o.

v
I

De acordo com as regras de conjugacao til, o sistema til fica descrito pelo Hamiltoniano H

e seus autoestados |n), isto é,

o) = En|n), (1.9)

<T~n ‘ﬁ> = Omn, (1’10)

onde os autovalores E,, sao, por definigao, iguais aos da relagao (1.3).

O estado |0(B)) ¢ agora dado por

Efm ) m, 1) (1.11)
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onde

|m,m) = |m) @ |m,) . (1.12)

De acordo com a relagao (1.5) tem-se

£18) 1:(8) = 5g5e " (113)
que admite como solucao
__ Y BE.e 4

Portanto o estado |0 (/3)) fica dado por

1
0 =—— N e PE2n ). 1.15
10(8)) [Z(B)]Wzn: I, 1) (1.15)

Na seqiiéncia vamos construir |0 (f3)) para situagoes particulares.

1.2 Oscilador Bosénico em DCT

Consideremos como sistema um bdéson com Hamiltoniano
H = wa'a, (h=1) (1.16)

onde af e a sao, respectivamente, os operadores de criacao e destruicao, os quais satisfazem

a dlgebra

la,a"] = 1, (1.17)

la,a] = [al,al]=0. (1.18)
Os autoestados e autovalores de H sdo

H|n) = nw|n), (1.19)
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onde
aln) = /njn—1), (1.20)

a'lny = Vot 1n+1), (1.21)

al0) = 0, (1.22)

n) = 10), (1.23)
e |0) é o estado de vacuo. Os estados |n) s@o ortonormais, isto é,
(m|n) = dmn.- (1.24)

O operador nimero 7 é definido como

e satisfaz a equacao de autovalor

Os autovalores de 7 sdo nimeros inteiros n = 0, £1,£2, ..., e determinam os niveis energéti-
cos do oscilador (nw). No caso do campo eletromagnético os operadores af e a descrevem
fétons e |n) especifica um estado com n fétons.

De acordo com o discutido na segao anterior, introduz-se o sistema til caracterizado
pelo Hamiltoniano

H = wi'a. (1.25)
Os operadores criagao e destruicao til satisfazem a &dlgebra,
[@,a'] = 1, (1.26)

[@,a] = [a',a]=o0. (1.27)
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Além disso,

[a,a] = 0, (1.28)

[a,a'] = 0. (1.29)
De acordo com a relagao (1.15), o estado térmico |0(/3)) fica dado por

0@) = ﬁze"ﬁw/ﬂn,m

- 1/2 Z _nﬁwz 1/2( )1/2( ah)"(@"h"0,0), (1.30)

onde |0,0) é o estado de vécuo do espaco duplicado. O estado térmico [0(3)) é normalizado
por construcao, isto é,

(0(8)[0(8)) = 1, (1.31)
segue entao que

n+m)/2

(m, e Pw |n,n)

0BB) = 775

e~ Puw(ntm)/2 Smbmn

I

N
T e e
- 21 £

_= ;L‘n’
(1 - $) nZ::O
resulta a igualdade
1
Z(B) = T—=pw" (1.32)

Dessa forma
nﬁw/Q

0(8)) = (1 —e ™) 1/22 at)"0,0). (1.33)
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Diversos célculos serao simplificados se a equagao (1.33) puder ser escrita na forma

0(8)) = U (8)0,0), (1.34)

onde U () é uma transformacao unitaria. Para isso, define-se as fungoes hiperbdlicas,

1
6—,6’w/2
sinh0 (8) = v(8) = ———=, (1.36)
1—ehBw
e
tanh 0 (8) = e /2, (1.37)
Observe que u? (8) — v?(B) = 1. Usando a expansdo exponencial, pode-se reescrever a
equagao (1.33) como
0(8)) = ut (8) exp (%aw) 0,0, (1.38)

Conforme as relagoes (1.35) e (1.37), a igualdade (1.38) pode ainda ser escrita como

0(8)) = cosh™!a(B)etenh0B)alal|g Gy

etanh fatat eln(cosh* Lo) e Incoshata | 0, 6>

etanh fatat o In(cosh 0) ¢~ Incosh ga’rae_ In cosh ata | 0, 6>
etanh oatat o~ Incosh 0(ata+ata+1) ’O, 5>

et 00! ¢~ ncosh 0@l +a'a) ctanh(~3a)| ) (1.39)

onde usamos a relagao de comutagao

[@,a'] =1,

0,0) = ¢°j0,0) = &/)"%)0,0),



14

sendo f(f) uma fungao arbitraria de 6.

Com a identidade

6oz(AJrB) — tan ozBeln cosh ozC'etanh ozA7 (140)
e identificando
A = -—aa,
B = Jdfaf,
C = [AB]=—-a —ala,
a = 0=0(p),
a equagao (1.39) pode ser escrita como
0(8)) = ¢~*“P)0,0), (1.41)
onde
G (B) = —if (B) (aa - aTaT) . (1.42)

A transformacao U(S) = e~'G(A) ¢ chamada transformacéo de Bogoliubov e transforma o
vacuo duplicado nao térmico no estado térmico |0(/)), no sentido da equagao (1.34).
Dado um operador F', define-se o correspondente operador termalizado, F (),

através da transformacao de similaridade [23]

F(B) = e G0 pei@B), (1.43)
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Segue entao para os operadores de criagao e aniquilagao térmicos as relagoes

a(f) = e CB)geltB)
a(B) = e CBGICE),
afl(B) = e CWBtC0),
ot(B) = eiCE)gHeiCH) (1.44)

Estes operadores satisfazem a mesma &lgebra dada pelas equacoes (1.26) — (1.29). As re-

lagoes inversas para a(f3) e a(f) sdo dadas por

a = COqg(B)e 4P (1.45)
i = &995(B)e ¢, (1.46)
Usando a identidade
_iB 4 _iB , (—9)? (—i)?
e "PAe'"” = A+ (—i)[B, Al + oY [B,[B, A]] + 3 (B, [B,[B, A]]] + ..., (1.47)

e fazendo a identificacdo A = a e B = G encontra-se os comutadores

G,a] = (—ie(ﬁ))[('da—a*a*),a}:(-ie(ﬁ)){[aa,a]—[zﬁa*,a”

= —(=i0(8)) [alal,a] = — (=i0(8)) [l a] &t = —io(@)at, (1.48)

G.[G.al) = —i0(B)C.aT] = (~i(8))*[(aa ~ aal) &)
= (=i0(8))* {[aa.a'] - [aa!,a"]} = (~i6(8))’ [aa.a]
= (=i0(8))* [a,a")a = (~i6(8))" a. (1.49)

(G, [G,[G. all] = (—i6(8))* G, a] = (—i(5)) ', (1.50)
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G,[G,[G, G, a]lll = (—i6(8))* [G,a!] = (—i6(8))" a, (1.51)
[Gv [G7 [Gv [Gv [G> a]m] = (_ie(ﬁ))4 [G> a] = (—ie(ﬁ)ffﬂ,
e assim por diante, e ainda

G,a] = (—if(B)) [(aa—aTaT),a} :(—ie(ﬁ)){[aa,a}— [zﬁa*,a”

= —(=i0(8)) [alala| = — (=i0(8)) o' [, = —i0(B)al, (1.52)

G.[G.a) = —i0B)C.al] = (~i(8))*[(da  aal) .a]

= (=i0(8) {[aa,al] - [aat,a']} = (~i0(8))? [da, ']

= (=i6(8))*ala,a] = (-i6(5))* . (1.53)

(G, (G, G, a]]] = (—i6(8))* [G,a] = (=if(B))* o, (1.54)

(G, [G,[G,[G,al]]] = (—i6(8))* [G,a'] = (-i6(8))* 3, (1.55)
(G, (G, [G, G, [G,all]]] = (—i0(B))* [G, @] = (=i6(B))" a, (1.56)

e assim em diante. Entdo, de acordo com as relagoes acima, a equagao (1.45) assume a

forma

Le3p)at

W) = a— 0B + 5 6(F)a— 5

1 1 ~
+Ie4(ﬁ)a - 595(5)aT +...

1

1
= (1+ 5eQ(ﬁ) +

0*(B) +...)a

1 1 N
—(0(8) + 5;6°(8) + 550°(8) + .. )@

= coshf(B)a — sinh 0(B)al, (1.57)
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e a relac@o (1.46) fica dada por,

a(8) = @0l + S 0(8)a 6Bl
+%¢wm—§ﬁ%md+“.

1 1 N
:u+5w@+zwm+”m

~(08) + 5,0%(8) + 5,0°(8) + .. )al

3!
= cosh@(B)a — sinh 8(B)al. (1.58)
Isto é, em resumo
a(B) = w(B)a—v(B)al, (1.59)
ap) = u(Ba—ov(p)a (1.60)
De forma similar
a'(B) = u(B)a' —v(B)a, (1.61)
al(B) = u(B)al—v(p)a. (1.62)

Asrelagoes (1.60) a (1.62) podem ser encontradas a partir da relagao (1.59) fazendo
uso das regras de conjugagcao til, relagoes (1.8), e da conjugagao adjunta usual. Para encon-
trar os operadores nao térmicos deve-se proceder de maneira inversa. Por exemplo, para
encontrar o operador nao térmico a, multiplica-se ambos os lados da equagdo (1.59) por

u(f) e a equagao (1.61) por v(3) resultando em

w(Ba(B) = u(B)a—u(B)v(B)d, (1.63)

v(B)al(B) = v(BuB)a —v*(B)a. (1.64)
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Somando as equagOes acima obtém-se
a = u(B)a(B) +v(B)al (), (1.65)

e fazendo uso das regras de conjugacao til e da conjugacao adjunta, as relacdes abaixo sao

encontradas

a = u(Ba(B) +v(B)a'(B), (1.66)
al = w(B)a(B)+v(B)a(p), (1.67)
al = w(B)a'(B)+v(B)a(B). (1.68)

Desta forma podemos escrever, respectivamente, o operador nimero e o operador nimero

quadrado em termos dos operadores de criacao e aniquilacao térmicos como

o= [w(B)al(8) +v(@)a(B)] [u(B)a(8) + v(B) (B)]
= wX(B)al (B)a(B) +u(B)v(8) |a'(B)a! (8) + @(B)a(8)] +v*(B)a(B)al (8), (1.69)



19

= [uA(B)al (B)a(8) +u(B)u(B) [al (B)a! (8) + @(B)a(B)| +v*(B)a(B)a! (5)]
< [w(B)al (B)a(8) + u(Be() o' (B)a!(8) +@Ba(d)| +v*(B)a(B)a! (3)]
= u!(B)al(B)a(B)al(B)a(B) + u*(B)v(B)a’ (B)a(B)a’ (B)a' (B)
+u?(B)val (B)a(B)a(B)a(B) +u*(B)v*(B)al (B)a(B)a(B)al (B)
+u’(B)o(B)al (B)a' (B)a’ (B)a(B) + u (B)v* (B)al (B)al (B)a’ (B)a (8)
+u?(B)0* (B)al (B)al (B)a(B)a(B) + u(B)v*(B)al (B)at (B)a(B)a (B)
+u(B)o* (B)a(B)a(B)a’ (B)a(B) +u*(B)v*(B)a(B)a(B)a’ (B)al (B)
+u?(8)0*(B)a(B)a(B)a(B)a(B) + u(B)v®(B)a(B)a(B)a(B)al (8)
+u?(B)0* (B)a(B)at (B)a’ (B)a(B) + u(B)v*(B)a(B)a (B)al (B)al(B)
+ud(B)u(Ba(B)at(Ba(B)a(B) + v'(B)a(B)al (B)a(Bs)al(8), (1.70)
onde foram usadas as relacoes (1.65) — (1.68).

A atuagao de a(f) no estado térmico |0(3)), de acordo com as equagoes (1.34) —

(1.44), resulta em

a(B)0(B)) = U(B)al(B)'U(B)[0,0)

= U(B)al0,0) =0, (1.71)
de forma similar
a(8)|o(B)) = 0. (1.72)

Assim, o estado térmico |0(3)) pode ser chamado de vacuo térmico.

O valor médio do operador n pode agora ser calculado imediatamente a partir da
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equagao (1.69),

(R) = (0(8)|a'al0(B))

= 3(B) = T (1.73)
que ¢ a conhecida distribuigao de Bose-Einstein, onde usamos a defini¢ao (1.36).
1.3 Oscilador Fermidnico em DCT
Consideremos um sistema de um férmion definido pelo Hamiltoniano
H=wad'a, (h=1) (1.74)
com a' e a satisfazendo a dlgebra
{a,a'} = 1, (1.75)
{a,a} = {a',a’} =0, (1.76)
onde {A, B} = AB + BA ¢ o anti-comutador. Define-se o operador niimero como
n=adla, (1.77)

com a respectiva equacao de autovalor
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Das relagoes (1.75), (1.76) e da condic@o de ortonormalidade do vetor |n) segue que n = 0, 1,

isto é,

alo) = 0,
all) = 10),
a'lo) = 1),
atll) = |0).

O espago de Hilbert do sistema ¢ constituido por dois vetores: |0) e |1). Os autoestados e

autovalores de H sdo

H|0) = 0, (1.78)

H|1l) = wll). (1.79)
Ansdlogo ao caso bosonico, o sistema til é introduzido pelo Hamiltoniano

H = wa'a, (1.80)

{a,a*} — 1, (1.81)

{a,a} = o0, (1.82)

{a,d} = {a,aT} = 0. (1.83)
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Portanto,
1 .
0(8)) = W;f&”m!njw
1 ~ -
= W(|070>+€765"/2’171>)
_ Z(Bl)m(ueﬁw/2afa’*)|o,6>. (1.84)

Da condicao de normalizagao do estado |0(3)) resulta que
Z(B)=1+ePv.

Entao

1

0(8)) =
O estado |0(53)) pode ser obtido do vicuo duplicado através de uma transformagao

unitédria U(f), isto é,

0(8)) = U(B)0,0)

= 7 3)0,0), (1.86)

G (8) = —if (B) (Zia - zifa*) . (1.87)

De fato, usando a expansao da fungao exponencial, a rela¢ao (1.86) pode ser reescrita como

0@) = 3 =[G B)" |0,0)

—=0(8)° (aa - aTaT)5 +20(8)° (da - aTaT)G ~H0.0). (1.88)
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Usando as relagoes de comutagao (1.75), (1.76) e (1.81) — (1.83) e

(ET>m 0,0) = (aT>m 0,0) = 0, para m > 1,
os termos da relagao (1.88) resultardo em

(aa - a%ﬁ) 10,0) = —a'af|0,0),

2
(Zia—?iTaT> |0, 0)

(1.89)

(1.90)

(Zia — ZiTaT) (Zia — ZiTaT) 0,0)
- (5@ — ETaT> a'al|0,0)
—aaa'at|o,0)

—aa'aat|0,0)

—aa'lo,0)

—|0,0), (1.91)

<Zia - ZiTaT> <Zia - ZiTaT>2 10,0)
— <Ea - ETaT> 0,0)

atal|0,0), (1.92)

3 L
<Zia - ZiTaT> <Zia - ZiTaT> |0, 0)
<Ea - ETaT> atat|0,0)
aaatatlo,0)

—[0,0), (1.93)



(Zia - ETaT>5 0,0) = <Zia - ZiTaT> <Zia - Zi]LaT>4 0,0)
= <aa - ETaT> 0,0)

= —a'a’(0,0),

6 5 o
(Zia — ?iTaT> |0,0) = <Zia - ZiTaT> <Zia - ZiTaT> |0, 0)
= — (5@ - ETaT> atat|0,0)

= —|O,6>,

e assim por diante. Isto resulta nas relagoes seguintes

(- a’*af)m 0,0) = (=1)™0,0),

2m+1 ~ ~
(aa—aw)m 0,00 = (~1)™atat|o,0).

Portanto, o estado térmico |0(53)) fica dado por

08) = {1+ 8B atat - 50 - 50 (5 atat + 0(8)"

+20 (B atal — 20(5)° + .}10,0)

51
1 1 1
= {[1 -5 (8)* + I9(6)"‘ - 50 (8)° + ]
+ HG (B) — %9 (B)® + ée (B)° — ] atat}0,0)

= {cos 0 (5) +sinb (5) aTZZT} 0,0).
Definindo-se

cosb(8) = u(B)=(1+e ™)1

sinf (8) = v(B)=(1+e™)2

a relacdo (1.97), resulta na expressao (1.85).
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(1.94)

(1.95)

(1.96)

(1.97)

(1.98)

(1.99)



Para os operadores térmicos a(f) e a(/3) tém-se

)

a(B) = e CBGCD),

Usando a identidade

. . —i 2 — 3
e B Ae’P = A+ (—i)[B, A] + ( 2!) (B, [B, A]] + ( 3!) (B, [B,[B, A]]] + ...,

e fazendo a identificacdo A = a e B = GG, encontra-se os comutadores
G,a] = (—if(B)) [<5a—aTaT> ,a} = (—i0(8)) {[aa, a] — [zﬁa*,a”
= —(—i0(B)) [aw, a] — — (—i6(B)) (aTaTa - aaTaT)

= (-i0(8)) (a'ad! + aalal ) = (~i0(8))al,

G.[G.dll = —i6(B)G.al) = (~ib(8))* [(aa ~ ') &)
= (=i0(8))” {[da, ] — [aa’,a"]} = (~i0(8))” [da,
= (—if(B))? (aaaT - afaa) = (—i0(5))> (-azﬂa - a%)
= —(=i0(8)a,
(.16, [G.d] = — (=i(8)) [G.a] = — (—i0(8))" a,
G, 1G, (G, [G,alll) = — (=i0(8))* [G, ] = (~i6(8))" a,

(G, 1G,[G,[G, G, d]]]]] = (—i0(8))* [G,a] = (—i0(8))°a,
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(1.100)

(1.101)

(1.102)

(1.103)

(1.104)

(1.105)

(1.106)

(1.107)



e assim por diante; e

(G,a] =

e assim por diante.

(~i0(9) [ (a0 ~a'a’) ] = (@) {fao,a] ~ [afa, ] }
~ (=i(8)) [afal. ] = —(~ie(9)) (ala'a —aa'af)

- (-i6(3) (a'3'a + a'aal) = - (-i6(3))a',

= —i0(8)[G,al] = ~ (~i0(8)) [(@a ~ aTal ) ,af
= —(=ib(3))* {[aa.a'] — [@a',al]| = - (~i6(8))’ [aa, o)

= (b)) (aaaT - aTaa) = (—i0(B))? (aacﬁ + aaTa)
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(1.108)

(1.109)

(1.110)

(1.111)

(1.112)

Entao, de acordo com as relagoes acima, a equagao (1.100) assume a forma

1 - 1 1 -
a(f) = a-— ﬂe(ﬁ)aT - 592(5)66 + 593(@@*

Los gyt + ...

1 4
+59 (B)a — =]

1 1
= (1- 592(ﬁ) + Z94(@ —..)a

—(0(8) — %93(5) + 595(5) —..af

= cosf(B)a — senf(B)a’,

(1.113)
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e a relacdo (1.101) fica dada por

Q(8) = @+ o)t — ZOA(E)a — (D)
F (B + %9%5)& b
1 1 -
= (1- 592@) + E94<5’) +...)a

HOB) — 56°(8) + 56°(5) — . )a

3!
= Cose(ﬁ)5+sin0(ﬁ)aT, (1.114)
isto &,
a(B) = u(B)a—v(B)al, (1.115)
a() = u(B)a+uv(p)al, (1.116)

onde foram usadas as relagoes

{a,a*} - {a’,a’*}zl, (1.117)
{a,a} = {a,a}:{a,af}:o, (1.118)

e a restrigdo dada pela equacao (1.89).

De forma similar

aB) = u@a +v(h)a. (1.119)
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As transformagoes inversas sao dadas por

a = u(B)a(B)+v(p)al(B), (1.120)
al = w(B)al (8)+v(B)a(p) (1.121)
i = u(B)a(s)—v(B)a(8), (1.122)
a' = w(B)a (8) —v(B)a(B). (1.123)
Observe que
a(B)[0(8)) = @(B)[0(B)) = 0. (1.124)

Por esta razao, |0(3)) é chamado de vdcuo térmico.

O valor médio do operador 7 é

n(B) = (R)=(0(8)la'al0(B))

= (0)|[u(B)a’(B) + v(B)a(B)[u(B)a(B) +v(B)a' (B))]0(5))

1

= V0) = o (1.125)

que é a conhecida distribuigao de Fermi-Dirac, onde usamos a definigao (1.99).
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1.4 Relagao de |0(3)) e a Matriz de Densidade

A equagao (1.15) nos fornece uma relagao entre o vdcuo térmico e a matriz densi-

dade p do sistema, isto é,

1
0 = —F e PEn/2 n,n
O = n, )

1 _ -
S

1 _ -
= g m

= P21y, (1.126)
onde

i = > |n@), (1.127)

p = . (1.128)
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Capitulo 2

Estados Coerentes

Neste capitulo faremos uma introducao aos estados do campo eletromagnético
quantizado, estado de nimero ou estado de Fock, estados coerentes, estados comprimidos e
estudaremos a estatisticas destes através do Fator de Mandel. Faremos uma apresentagao

detalhada dos tépicos de interesse baseados nas referéncias [28, 31, 34, 57, 59].

2.1 Quantizacao do Campo Eletromagnético

Na auséncia de fontes, o campo eletromagnético é descrito pelas equagoes de

Maxwell, dadas por [57]

V-B=0, (2.1)
0B

V-D=0, (2.3)

VxH= _9D (2.4)

ot’
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onde B = pgH, D = ¢oE, 1 € €¢ sao respectivamente a permeabilidade elétrica e magnética
do espaco livre e pyeo = ¢ 2. As equagdes de Maxwell sdo invariantes de calibre. No calibre

de Coulomb, B e E podem ser encontrados do potencial vetor A (r,t) da seguinte forma

B=VxA, (2.5)
OA
B=-—7 (2.6)

com a condicao do calibre de Coulomb

V-A=0. (2.7)

Substituindo a rela¢ao (2.5) na equagao (2.4) encontramos que o potencial vetor A (r,t)

satisfaz a equagado de onda

1 9%A (r,1)
A =", :
VA (r,t) 2 o2 (2.8)
O potencial vetor pode ser separado em dois termos da seguinte forma,
Ar,t)=AD) (r,t) + A (r,1), (2.9)

onde A (r,¢) contém as amplitudes que variam como e ! para w > 0 e A (r,t) =
(A(+) (r, t))* contém as amplitudes que variam como e™*.
Para um conjunto discreto de varidveis, a expansao do potencial vetor que descreve

o campo confinado num certo volume do espago serd escrita como um conjunto discreto de

funcGes ortogonais para cada modo, isto é,

A (r,1) =) " cpuy, (r) e, (2.10)
k
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onde os coeficientes de Fourier ¢ sao constantes para o campo livre. O conjunto de funcoes

vetoriais ug (r), correspondente as freqiiéncias wy, satisfaz a equagoes da onda

<V2 + LZ—;%) u (r) =0, (2.11)

desde que o volume nado contenha material refratdrio. As funges uy (r) satisfazem a
condicao de transversalidade

V- (r) =0, (2.12)

e formam um conjunto completo ortonormal, isto &,

/ uz (I‘) g (I’) dr = 5k:k" (2.13)
v

As fungoes uy, (r) dependem das condigoes de contorno do volume fisico sob con-
sideracao. Assim, condigoes de contorno periédicas correspondem a modos de onda cam-
inhante e condicGes apropriadas levam-nos as ondas padrao, isto é, funcoes de onda plana

apropriadas ao volume cibico de lado L que podem ser escritas como,

1. .
u) (r) = me(’\) exp (ik - r) (2.14)

onde ¢ ¢ o vetor de polarizacdo unitdrio. O idice do modo pode descrever diversas
varigveis discretas, por exemplo, o indice de polarizacao (A = 1,2) e as trés componentes
cartesianas do vetor de propagacao k. Cada componente do vetor de onda k assume os

valores,

271Ny, 2mny,

ko= 25 by = =

2
k= ”L”Z Mg,y ny = 0,41, 42,43, .., (2.15)

sendo que o vetor polarizacao ¢ & perpendicular a k de acordo com a condigao de transver-

salidade, equacao (2.12).
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O potencial vetor pode entao ser escrito na forma,

2wk60

A(r,t) = Z ( f >1/2 [akuk (r) e ™nt 4 azu}; (r) ei“”“t} , (2.16)
k

desta maneira o campo elétrico fica dado por

1/2 ) )
E(rt)=iY <Z“’T§) [akuk (r) e ™+t — gl u (r) ew’“t} , (2.17)
k

onde os fatores de normalizacdo foram escolhidos de tal forma que as amplitudes ag e aL

sejam adimensionais.

Na teoria eletromagnética cldssica as amplitudes de Fourier sao nimeros com-
plexos. A quantizacdo do campo é acompanhada pela escolha de ay e aL como operadores
mutuamente adjuntos. J& que fétons sao bésons, as relagoes de comutagao apropriadas para

os operadores ag € az sao dadas pelos comutadores

[ak7ak’] = [CLZ?&L'} =0,
[ak,aL] = Opp-

O Hamiltoniano para o campo eletromagnético é dado por

1
H =3 / (20E* + poH?) dr.
Substituindo (2.17) para E e a expressao equivalente para H e fazendo uso das condigoes
(2.12) e (2.13), o Hamiltoniano para o campo eletromagnético pode ser reduzido a forma
da soma de um sistema de osciladores,

1
H:Zﬁwk <a£ak+§> .

k
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Portanto, o comportamento dindmico das amplitudes do campo elétrico pode ser descrito
como um conjunto de osciladores harmoénicos independentes obedecendo as relagoes de co-
mutacao acima. Os estados quanticos de cada modo podem agora ser descritos indepen-

dentemente um do outro.

2.2 Estados Coerentes - Definicao

O Hamiltoniano de um tnico modo do campo é dado por
t 1
H = hw aa+§ . (2.18)

Consideremos estados |«), autoestado do operador de aniquilagdo a com autovalor «, isto
é,
ala) = ala). (2.19)

Os estados |a) sdo chamados de estados coerentes. Da equagao (2.19) segue
(o) a’ = (a] o, (2.20)

O operador a nao é hermitiano, portanto nao podemos afirmar “a priori” que seus autoval-
ores sejam reais e que os autovetores sao ortogonais e formam um conjunto completo.

Fazendo a expansao do estado |a) na base nimero |n) temos
oo
@) = > In)(nla)
n=0
o0
n=0

onde

en (@) = (n|a). (2.22)
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Substituindo a relagao (2.21) na equagao (2.19) resulta

oo oo
D en(@)Valn—1) =) ac, (o) |n), (2.23)
n=1 n=0
desta forma,
o0 o
D enpila)Vn+1n) = acy(a)|n). (2.24)
n=0 n=0
Logo, multiplicando ambos os membros da equagao (2.24) por (m| e usando a relacao de

ortonormalidade dos estados |n), obtém-se,
(MY enpr (@ Vnt1n) = (m]) ac, (a)|n), (2.25)
n=0 n=0
Z 1 (@) vVn+1{mn) = Z acy, () (m |n). (2.26)
n=0 n=0

Portanto,

(2.27)

e desta expressao obtemos

ala) = %co (a),
a a?
() = Ecl () = ﬁcﬂ (o),
o a3
c3(a) = %CQ () = ﬁco (),
4

Cq (¥ = —FC1 () = —F—=Cy &
@) Vi (@) VAl
e assim por diante. Portanto, a relagao de recorréncia para os coeficientes ¢, () é dada por

cn (@) = %Co (o). (2.28)

E entdo, a equagao (2.21) pode ser escrita como

o) = co (@) Y —=|n). (2.29)
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Para a determinacao do coeficiente ¢g (o) usaremos a condi¢do de normalizagao

para os estados |a), isto &,

@ la) = Gnleg (@) 3 @)D
= la@f > )
= (o)
= la@FY n,>
= feo(@feel” =1

0 que implica em

co () = (0 |a) = e~zlol”,

E das equagoes (2.22), (2.28) e (2.31) tem-se

(@) = (n]a)

n
2
n!

Desta forma, o estado coerente do oscilador assume a forma

e seu adjunto

Jl

n=0

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

Usando a relagao (1.23), as equagdes (2.34) e (2.35) podem ser reescritas como,

1(,12 > OéCLTn
o) = ety (28]

(2.36)
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e * \N
e 7l|a‘2 O (O{ a)
@l = eSS
= e zll’ (0] e, (2.37)

Obtém-se assim a distribuicdo de probabilidade para bésons no estado coerente usando a

relagao (2.32), isto &,

a2 a2n
e ()] = eI o (2.38)

4 . . .~ . 2 1t 2 . . P 2
que é a distribui¢ao de Poisson de valor médio |«|”. Isto significa que o nimero de bésons
num estado coerente nao estd definido. O nimero médio de bésons no estado coerente é

dado por,

= of?, (2.39)

onde foram usadas as relagdes (2.19) e (2.20).

2.3 Operador Deslocamento

Uma outra forma de descrever estados coerentes é assumir que existe um operador
unitario D que atua como um operador deslocamento sobre os operadores a e af. Considere

D um operador, fun¢do de um parametro complexo -y, satisfazendo as relagoes

D' (y)aD(y) = a+~, (2.40)

Dl ()a'D(y) = af +4. (2.41)
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Da equagao (2.40) resulta

aD(v) =D (v)a+~D(7), (2.42)

ou seja,
[CL, D (7)] =D (7)7 (2‘43)
aD™ () =D (7) (a—7). (2.44)

Atuando o operador aD~! () no estado coerente |a), obtém-se

aD™ (1) |e) = D' (v)(a—7)l|a)

= (a=7) D7 (7)]a), (2.45)

onde foi utilizada a equagdo (2.19). Consequentemente D! () |a) é um autoestado de a

correspondente ao autovalor o — . Em particular, escolhendo v = «,
aD™! (a)|a) = 0. (2.46)

Como o estado de vdcuo do oscilador ¢ unicamente definido pela relacao (a|0) = 0), o estado

D71 (a) |a) & precisamente o estado de vécuo, |0), ou seja, os estados coerentes sao formas

deslocadas do estado de vdcuo do oscilador, pela atuagao do operador deslocamento D («),
isto é,

la) = D () |0). (2.47)

Vamos agora deduzir uma forma explicita para D («) . Considere um deslocamento

infinitesimal da em torno de a = 1, tal que D (0) = 1. Pode-se entao propor uma forma

explicita em primeira ordem para o operador deslocamento como

D (da) =1+ da'da — ada*. (2.48)
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Observe que as relagdes (2.40) e (2.41) sao satisfeitas. Desta forma o lado esquerdo da

equagao (2.43) fica dado por
[a, D (do)] = l|a,1+ alda — ado*
= dao, (2.49)
e o lado direito por

da D(da) = da |1+ alda—ado®
= da+d (da)? — ada*do
= dao, (2.50)
onde foi usada a relacao [a, aT] =1.

Considerando a = a1 + a2, vamos mostrar que o operador deslocamento D possui

a propriedade de multiplicagao de grupo, ou seja,
D (day 4+ dag) = D (day) D (da) . (2.51)
De fato, a partir da definigao (2.48), resulta entao que

la, D (doy + dag)] = [a, 1+ald (o1 + az) — ad (o] + a;)]

_ day + da. (2.52)
Por outro lado, da equagao (2.50) temos

la, D (day) D (dag)] = [a, D (daq)] D (dag) + D (daq) [a, D (das)]
= da1D (dag) + D (day) dag

~ doy + doa. (2.53)
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Desta maneira, dos resultados (2.52) e (2.53) temos
[a, D (day) + D (daw)] = [a, D (day) D (da)]

o que prova que o operador deslocamento possui a propriedade de multiplicagao (2.51).
Com este resultado, a forma explicita do operador D (a)) pode ser encontrada.
Considere @ = a’A, onde A\ é um parametro real e v um nimero complexo fixo. Da

propriedade (2.51) obtemos

D (a [A+d)]) — D (aX) D (aX) D (awdX) — D (v \)
X X
_ D(ad)) -1 7
= ) D (a))
1+ alad) — aa*d)] — 1
_ [ +a'a d)\aoz ] D(a))

= [a’aT - oz’*a} D(a)N), (2.54)
entao,

%D () = <a’aT — a’*a) D (), (2.55)

cuja solugao é dada por

D (a)) = el@a=ea)r, (2.56)

Como A é arbitrédrio, podemos escolher A = 1, e a equagao (2.56) torna-se

D () = e’ —a"a, (2.57)
Deste modo, das equagoes (2.47) e (2.57), os estados coerentes ficam definidos por

) = @@’ =e"a|0), (2.58)

que é corretamente normalizada ji que D («) é unitdrio.
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E interessante discutir a relacao entre as duas formas que derivamos para os estados

coerentes. Para isto usaremos a identidade de Baker-Campbell-Hausdorff [67],

1
ATB — o~ 3ABlAB

que tem validade para operadores que satisfazem as relacgoes
[A,[A, B]] = [B, [A, B]] = 0.
Fazendo a identificacdo A = aa! e B = —a*a, encontra-se os comutadores

[aaT, —a*a] = —aa® [aT,a} = oo’ = |a|2,

[aaT, [ozaT, —a*a” = [—ozoz*, [aaT, —a*a” =0,
entao o operador deslocamento (2.57) pode ser escrito como
1 2 T *
D (a) =exp —3 |ae|” | exp <aa ) exp (—a*a) .

Substituindo a relagao (2.63) na equacgao (2.58), teremos

*

aanaa
) = e 0)

(2.59)

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

que € a equagao (2.34) . Isto mostra a equivaléncia entre o método do operador de aniquilagao

e o método do operador deslocamento para a definicao do estado coerente.
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2.4 Propriedades dos Estados |a)

2.4.1 Ortogonalidade

Para verificarmos a ortogonalidade dos estados coerentes partiremos das equagoes

(2.34) e (2.35). Desta forma temos,

1 9 9 ,.Y*nan
(la) = 2 MHHR) 37 ——rjo)

— e 2(hPHaP)gra (2.65)
onde foi usada a ortonormalidade dos estados |n). Se os estados |a) e |7y) fossem ortogonais
o produto escalar (2.65) tornar-se-ia nulo para « # ~. Portanto, a norma da projegao do

estado |v) no estado |a) é dada por
2 112 2 " 12 2 "
(v )2 = |e z(hPHal)gra) [o=3(P+al?) grma
— (e —y"a—y"atyy")
—la—~|?

De acordo com o resultado anterior, dois estados coerentes arbitrdrios possuem
superposi¢ao nao nula, superposicao esta que serd tanto menor quanto maior for a diferenca
| — | . Desta forma, estados com valores de o e v muito diferentes sdo aproximadamente

ortogonais. A nao ortogonalidade dos estados coerentes ¢ uma consequéncia de serem

autoestados de um operador nao-hermitiano.

2.4.2 Relacao de Completeza

A relacao de completeza para o conjunto de estados coerentes é fundamental para

a constituicao de uma base. Escrevendo, se for possivel, o operador unidade como uma
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soma ou integral sobre todo o plano complexo a do operador projecao |a) («, a completeza

estard verificada. Para esta proposta, o cdlculo da integral
/Ia> (o] P, (2.67)
deve ser feito. Considerando

a = Rea+ilma=z+iy=|ale? =re?, (2.68)

d’a = d(Rea)d(Ima) = dzdy = rdrd, (2.69)

e usando as relagoes (2.34) e (2.35) teremos,

J (—%mﬁ)é;%mwxp (—%W)gj%

Z ‘ el amangq, (2.70)
Vm TZ

m,n=0

Esta expressao em coordenadas polares pode ser reescrita como

/|a) (o] Pa

o] [ / -
e "™ e dy dfe—(m—n)
Z o Vm In! 0
z O A
= Omn e " r™m T rdr
‘n /
= WZ—’nn!m/o e “2"dz
n=0
= 7> [n)(n
n=0

=, (2.71)

2

onde usamos a nova varidavel z = r“ e as identidades

27
/ doe= (=m0 — 276, (2.72)
0

/ e *2"dz = nl. (2.73)
0
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Desta maneira a relacao de completeza dos estados coerentes pode ser escrita como

1
—/|a) (a|d*a =1, (2.74)
™
onde 1 é o operador identidade. O fato da integral sobre o plano complexo do operador
projecao nao ser 1, significa que o conjunto {|a)} é super-completo.
2.4.3 Relacao de Incerteza

O valor esperado de um operador A calculado num estado [¢) é dado por,

(A), = W AY), (2.75)

e sua variancia, AA, é definida por,

aay,] = (), - [w,]" (2.76)

Vamos usar essas defini¢bes para analisar a incompatibilidade entre posi¢do e momento na
mecénica quantica. Esta incompatibilidade é expressa pela relacao de comutacao entre os
operadores de posicao X e momentum P. Isto é equivalente ao principio de incerteza de
Heisenberg, que estabelece que as medidas simultdneas dos valores médios dos operadores

X e P no estado [¢) s@o tais que

h
AX), (AP), > —. 2.77
(AX), (AP), > 5 (277)
Definindo os operadores posicao X e momentum P como
h
Y G +>
X S (a +at), (2.78)
mhw
= — —af
P i/ 75 <a a ) , (2.79)
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e fazendo uso das equagoes (2.19) e (1.17), os valores médios dos operadores posigao X e

momento P no estado coerente |o) podem ser calculados da forma

- <ay\/$(a+af) )
N

(X)

[0

2
(=) /22 (o] (o af) o)
(i) |2 fo ]

vV 2mhw Im .

Do mesmo modo, as correspondentes variancias sao dadas por

(X%

(P =

~ (qf (a+aT)2|a>
h

= o— [(a+a*)2 + 1]

2mw

= % [(2Rea)2 + 1] ,

(o] (=2 ™2 (0! o)

[1 —(a— 04*)2}

(2.80)

(2.81)

(2.82)

(2.83)

(2.84)

(2.85)
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Portanto, os desvios quadraticos médios no estado coerente sdo dados por

[(AX), ] = (X?), —[(X),)?

_ % ’ (2.86)
(AP 2 = (P —[(P),)?
2
- o] B
_ @ (2.87)
de maneira que,

h mhw

AX)a (BP0 = 5oV =2
_ g (2.88)

Desta forma o estado coerente |&) é um estado de minima incerteza, pois o produto

(AX), (AP), assume o menor valor permitido pelo principio de Heisenberg.

2.4.4 Expansao de Estados Arbitrarios

Mesmo nao sendo ortogonais e formando um conjunto super-completo, pode-se
fazer uma expansao dos estados do oscilador em termos do conjunto de estados coerentes.
Um estado normalizado arbitrério do oscilador harménico, |¥) , pode ser expandido na base

da representacao nimero da forma

) = Y culn)
n=0

[e’e} aT n
= Yallp, (280
n=0 .
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com 3 |en|? = 1.

Considere a funcao

(e} z"
= - 2.90
f (Z) ch \/ﬁ’ ( )

n=0 :
de uma varidvel complexa z, a qual é analitica em todo plano complexo. De acordo com
a equagao (2.89) existe uma correspondéncia entre as fungoes f e os estados do oscilador.
Daqui por diante denotaremos os estados correspondentes a fungao f(z) como |f), de

maneira que a equagao (2.89) pode ser reescrita como

1) =1 (af) o), (2.91)

onde
= (@)’

HGES ok (2.92)

Multiplicando o lado direito da equacao (2.91) pelo operador identidade, definido pela

relacdo (2.74), obtemos a expansao de |f) em termos dos estados |«), isto é,

)=+ [ 1o talas (af) o). (299)

Entretanto, de acordo com a equagao autovalores, (2.20), temos

(al £ (a')

Il

(]2
2l

.:i. 3

B
/N

9—+
N~—
3

= (aff(a), (2.94)

de maneira que,

= %/ daf (@) e 5 o), (2.95)



48

onde foi usado o resultado (2.31). A funcado f (a*) correspondente ao estado |f) pode ser

obtida a partir do produto escalar entre (y| e |f), isto ¢é,

o1 = 3 [t @) o))

N l/apoze 2|a|2f(04*)6_%(‘7‘2“0“2)67*0‘
m

— le—%vz/d%df (o) 7o lof’
7T

_ —3hP 2 vra—|al*
— 3 Z n'ﬂ/d "e (2.96)

Pode-se expandir a fungdo f (a*) numa série de poténcias convergente, pois f (a*)
¢é analitica. Entao vale a relacao

1 /d2a (a*)" e ia—lal® _ (v)™. (2.97)

s

Desta relacao, (2.97), segue que

/dQOch

e"/ a=lof® _ ch , (2.98)

ou ainda,
1 2 * *cvf|cv|2 *
— | &af(af)e’ =1 (2.99)
Desse modo, o produto escalar (2.96) torna-se
Gl = ey ) (2.100)
—vn!
= P f(y 2.101
= e 200 f ("), (2.101)
isto é,
f @) = ez al f). (2.102)

Em conseqiiéncia, existe de fato uma correspondéncia univoca entre os coeficientes f (o)

da expansao (2.95) e os estados |f) do oscilador.
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De forma anéloga, obtém-se a expansao do estado adjunto de (2.95) como

(9] = %/dzveéh'z lg (V)" (] (2.103)

A nao ortogonalidade dos estados coerentes permite-nos escrever um estado coerente em

fungao de todos os outros. De acordo com a equagao (2.95), o estado |«) fica dado por

@) = = [ ettt [P ) o] )] )

= 2 [ervaiah)

- - / dyer s (nPHel) ) (2.104)
i

onde foram usados os resultados (2.102) e (2.65).

2.4.5 Expansao de Operadores

Usando a relagdo de completeza, podemos expandir um operador A na represen-

tacao nimero como

A = Z|n)Anm(m|
= ;Anmﬁ (aT)n|O> (0] (@)™, (2.105)

onde

Apm = (n] Alm). (2.106)

A expansao do operador A em termos dos estados coerentes fica dada por

1 sl iy ol
A =~ [lo) ldanz p) bl

- - / Pad?y |a) (o] Aly) (4. (2.107)
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Pode-se calcular o elemento matricial que conecta os estados coerentes |a) e |y) a partir da

expansao (2.105) da forma

@ A1) = Y A= (ol (o) 001 (@) 1)

m,n

1
= ZAnmm@*nﬁm (a |0) (O] )

1 1) 02 _ 112
= Z Anm—a*nf}/m €_§|O“ 6_5"7‘ (2108)
vn!m! }
m,n

= A(a*’fy) e*%(|a\2+|’y|2), (2109)

onde foram usadas as equagoes (2.19),(2.20) e (2.31) e

*7 4,1

* a Ty
A(Oé 7’7) = ;Anm\/my (2110)

Substituindo a relagao (2.109) na relagao (2.107), tem-se

A== [ @adiyla) Ala*y) (o] 37 07), (2.111)

Isto mostra que hd uma correspondéncia univoca entre a funcao A(a*,) e operador A.
Desta forma, a expansao de um operador A em termos de estados coerentes é unica.

Similarmente para AT,
Al = ig /d2ad2'y ) A* (%, 7) (4] e*%(|a|2+|’7|2)7 (2.112)
T

com

A* (a*,7) = (a] AT ) ezl +hl?), (2.113)

<

2.5 Operador Densidade

As médias estatisticas sdo obtidas de maneira mais simples se calculadas a partir da

expansao do operador densidade p em termos de estados coerentes. O operador densidade
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pode ser representado de maneira tnica por uma funcao analitica em todo plano o* e 3

finitos, denominada R (a*, 3) . Das equagoes (2.108) e (2.110) segue

R(a*,8) = ezl +185) (o) p|g)

0 *\T om
= eslalP+3187 | g—3lal—3181* Z (O‘)'ﬁ‘ (n| p|m)
o Vnlm!
o0
()" ™
= > W(MPW% (2.114)
m,n=0 M

Conhecendo o elemento de matriz (n|p|m), a equagao (2.114) define R (a*, B).
Inversamente, o elemento de matriz p na base da representa¢ao nimero, (n|p|m), pode ser
obtido quando a funcao R (a*, 3) é conhecida. Para tanto, multiplica-se a expressao (2.114)
por (oz)k (B*)l e~lal?=181% ¢ faz-se a integracao em ambos os lados sobre os planos complexo

a e 3, isto é,

r = /d2ad26§]’%(a*”@) (@)F (%)} e~lol~181

= [eats S %wmw (a)* (5)! el

m,n=0

o~ (1l plm) n a2 ol am |
= m;OW/dQOé(@) (a)f el /dQB(ﬁ ) gmelB” (2.115)

Entretanto,
oo 2w
/d2a (a*)n (a)keflcw? _ / eTzranTdr/ d@ef(kfn)e
0 0
= 27r5kn/ e Ry, (2.116)
0
entao,
/ 428 (8*) pme 1’ = 218, / e P Hrdr, (2.117)
0
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Desta maneira,

o0 o0
I = 4r? Z n|p|m 5kn5lm/ er2r”+krdr/ e Mty
0

m,n=0 0
0 o)
= 472 Z k;\p]l / (TQ)ke_TZTdr/ e (r2)lrd7"
m,n=0 0

= 72 (k|p|l) m (2.118)

onde foram usadas as coordenadas polares definidas pelas equagoes (2.68) e (2.69), e as

identidades (2.72) e (2.73). Da primeira linha da equac@o (2.115) e do resultado (2.118),

tem-se,
I N S SR ZOO (@) B™ _jap-|s2

Se R (a*, ) for conhecida pode-se escrever o operador p na forma
p— % /andQB ) R (0, B) (8] e~ (1o +15P). (2.120)
A média estatistica do operador A é definida como
(A) = TrpA. (2.121)

Usando a expressao (2.120) para o operador densidade p, a relacdo (2.121) pode ser escrita

como

W = = [ dadsm (e HTINT o) 6] 4
= & [ @adpr(a” )t S g ) (5] Al

n

= %/ Lad?BR (o, B) e~ 314 H5) (8] A |a)

— & [ @adaR(@ B A" B (2.122)
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O trago do operador p deve ser normalizado & unidade, entao, de acodo com a
expansao (2.120), obtém-se
Trp = = [Padpn (ot p)e P INTr o) (3]
- 5 / Pad?gR (o*, B) e=3 (21 418%) (3] o)
_ %/cﬂacﬂﬁﬁ (o, B) e Blal =181 — 1 (2.123)
Desde que R (a*, ) é uma fungao de poténcias de o, conforme a equagao (2.114), pode-se
calcular a integral no plano complexo «, que aparece em (2.123), com a ajuda do resultado
(2.99), isto ¢,
- / PaR (o*, B) e B0 — 5 (5%, 3). (2.124)

De maneira que a equagao (2.123) resulta em
1
m / PaR (87, 8) e 1 =1, (2125)
T

que ¢é a condicdo de normalizagao sobre a funcéo R.

2.6 Representacao de Coordenadas

A fungao de onda ¢ (z), correspondente & fungao de transformagao do estado |p)

para a representacao de coordenadas{|z)} ¢ obtida por

p(z) = (z o). (2.126)

As equagoes

a = ,/ X—i—z P, 2.127
2h 2mﬁw ( )

t _ LL)
a X \/_ (2.128)
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definem os operadores de destruicao e aniquilacao em funcao dos operadores posicao X e

momentum P, entdo a equagao (2.19) pode ser escrita como

ala) = ala)
1 .
= Norn [mwX +iP]|a) . (2.129)

A funcao transformacao do estado coerente para a represenacao de coordenadas,
a(z) = (z |a), é obtida multiplicando-se ambos os membros da equagao (2.129) pelo au-

tovetor (z| do operador X com autovalor z,

X|z) =z|x), (2.130)

e

(2| P = —in-L (] (2.131)

x| P = - (. .
Desta maneira encontra-se

2mhwa (x| a) = (x| [mwX + iP]|a)
o d
= mwz (z| o) +1i(—ih) e (x|a) . (2.132)

Por um rearranjo dos termos desta equacgao, obtemos a equacao diferencial

d 2mw mw
o (@ la) = [\/ — 795] (z |a), (2.133)

cuja solucao é dada por

<$ |a> _ Ce—(mw/Qh)x2+ Qmw/haa:‘ (2.134)

Entao, de acordo com a normalizacao dos estados coerentes |a)

/oo o (2) o (z) do = /oo ()2 do = 1, (2.135)

—00 —00



95

a constante de integracao C' pode ser encontrada. De fato, da relagao (2.134) obtemos

1 = / |<$ |Oé>’2 drp — / |C’2efmw/hz%m/2mw/ﬁ(a+a*)xdw

—00 —00

oo , 2 "
_ / |C‘ze—[\/mw/m2f(a+a V2| a2 )

o0 " 2
= \C]Qe(“+a*>2/2/ o~ [Vmeliat~erar) VA (2.136)

—00

Usando as varidveis y = /mw/hz, k = (a + a*) /v/2 e a identidade

/ e W= qy = /r, (2.137)

obtemos,
|C|2 _ /%6—%(a+a*)2’ (2.138)
ou seja,
1
o= (%> e~ iloctar) 4l (2.139)

onde 6, ¢ uma fase real arbitrdria. O fator e~ nio ¢ fisicamente relevante, entio a fase 6,

pode ser dada por

*2 2
g, — L") (2.140)
4
das relagoes (2.80) e (2.82), a equagao (2.140) pode ser escrita como
1
0o = [Rea] [Ima] = o (X))o (P)g, - (2.141)
Entao, da equacao (2.140) a equagao (2.139) pode ainda ser escrita como,
1
C=(75)" eallore), (2.142)



e finalmente, a solucdo (2.134) resulta em

1
(o) = (m_;;) * g3 (lal+a?) exp [—%:182 + 2mwaw]
m

= (e ([ ] )

Entretanto, da equagao (2.57),

afa—aa*
(@ o) = (2| D () |0) = (z[e 10),
e usando as relagoes (2.127) e (2.128) temos

foy gt = @ —a) i [ R (atat)
vo—an 2 Womw 2

com a identidade de Baker-Campbell-Hausdorff, (2.59), obtemos

B mw (o — a*) i [ h (a4 a¥)
(xla) = (x]exp [,/ PR X N e 3 P
_ efi(azfa*z) <£L‘| e\/mw/2h(o¢—a*)X6—z‘\/h/2mw(a+a*)P/h |0>

10)

_ efi(a —a 2)6 /mw/Qﬁ(a < ’ i/ h/2mw(a+a*) P/h‘0>.

—ivP/h

Observe que e ¢é o operador translacao, isto é,

<.’L‘| efiuP/h _ <$ - V’ ,

deste modo temos,
(xla) = e i(o?—a™)gy/mw/2h(a—a") <$ iy (a+a”)
= mi(a?mar?) y/mw/2h(a—a")z
1
y <%> 4 o (mw/2h)2? ,—/mw/2h(ata)e ,—§ (ata*)?

mh
1
mw) 4 =5 (la*+a?) = (mw/2h)2? —\/2mw/hax

o6

(2.143)

(2.144)

(2.145)

(2.146)

(2.147)

(2.148)

(2.149)

(2.150)

(2.151)
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Observa-se assim que a representacao de coordenadas do estado coerente |a) a partir de sua
definigao obtida pelo método do operador deslocamento, (2.151), é idéntica aquela obtida
pelo método do operador aniquilagao, (2.144).

Analogamente, encontra-se a fungdo de onda na representagao de momentos, sendo
(p| o autoestado do operador P com autovalor p, para o qual vale a relacio (p| X =

ih (d/dp) (p| . Desta maneira,
(p o) = (rhmw) "1 e~ 32’ +0%) oxp {— [(2hmw)—% P+ m} 2} : (2.152)

As funcoes de onda (2.151) e (2.152) sao exatamente as formas deslocadas das funcoes de
onda do estado fundamental do oscilador harmonico.

A relagao (2.150) pode ser reescrita como

1
_ MW\T (X)) (P),/2h 7[(zf(X>a)/2<AX)a]2+i<P)a/h
<x ]oz> <7Th> € ¢
1
e (TWONT [(2—(X), ) /2(AX), | +i(P), /R
e (m) ¢ , (2.153)

onde as equagoes (2.80) , (2.82) e (2.141) foram usadas e onde 6, ¢ a fase dada pela equagao

(2.140) . Portanto,

‘@ |a>2‘ _ (m_;u)%e—[(z—<x>a)/2<Ax>a]2+z*<P>a/he—[(z—<x>a)/2<Ax>a]2—i<P>a/h
T
1
_ (MW T (e (X),)/(AX),)
(ﬂh) 3 . (2.154)

Isto &, para qualquer estado coerente |a), a fungado de onda na representagao de coordenadas

a(x) = (x |a) € um pacote de onda gaussiano.
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2.7 Evolugao Temporal
O Hamiltoniano do oscilador harmonico é dado por,
+ 1

com a equacao de autovalores,

Hn) — hw(aTcH—%) In)

= hw <n+ %) |n)

= E,|n). (2.156)

O observivel H nao depende explicitamente do tempo, desta maneira a evolugao temporal

de qualquer estado |p) é dada por

o (£)) = e~ ). (2.157)

Entao, para o estado coerente |a), tem-se

a(t) = e a)

o—iHt/h 1ol n
>

2 L ol ) 1)
— e 2|o<\ Z_efw(rﬂrg) |TL>

e n!
x —twt\"™
—iwt/2 —L|a? (ce™™")
€ € ZO vl n)
n=
= e_iw'f/2}ae_w>. (2.158)

O estado |« (t)) permanece um autovetor do operador a para todo instante de
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tempo t, com autovalor ae “?, isto ¢,

ala(t)) = ae*i“’t/2’ae*i”t>

e—iwt/2e—%|a|2 i (Oée . )
n=0 \/ﬁ
oo (Oé uut)

_ e—mt/%—%lalzz = Vil —1)

n=1

71wt/2 |a| Z
_ (aefiwt) efiwt/2 |a| Z

— (aefiwt) efiwt/Z {aefzwt>

—zwt) n+1

)

zwt n

= ae ¥t a(t)). (2.159)
Além disso, a energia média do oscilador é constante

(a(t)| H|a(t)) = <ae‘i°”t\ oiWt/2 f =it /2 ‘ae—iwt>

= hw <ae*i“’t’ <aTa + %) ‘ae*i‘”t>

— o (e ((ae—iwt)* (o) + %) et

1
= hw <|ay2 + 5)

= (a|H|a). (2.160)

Os valores médios dos operadores posicao e momento, dados pelas relagoes (2.81),
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(2.83), (2.84), (2.85), tornam-se

(X)o (B) = (a@)X]a(?))
_ <ae—iwt‘ eiwt/2Xe—iwt/2 ‘ae—iwt>

— <a67iwt‘ X |aefiwt>

= 4/ % {ce™™"| <a - aT> e ™)

h —iw —iw —twt\* —iw
= 5o (aem!| [ae™ 0 + (a7 )] [aeTr)

_ 2_h —iwt
= ,/mee(ae ), (2.161)

(P)o (t) = {a@®)|Pla(t))

. [mhw —iwt —iwt

= —3 5 <ae w ‘ (a— aT> ‘ae >
= V2mhwIm (ee ™), (2.162)
(X?), = 5o [[2Re (ac )]” +1] (2.163)
(P?) = ? 1+ [21m (ae™)]?] (2.164)

com os desvios quadraticos médios dados por

[(AX), O = (X?), 1)~ [(X), O)
h

- 5. (2.165)
(AP), (W] = (P?), () —[(P), ®)]
_ mhw (2.166)
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Como (AX)  (t) e (AP), (t) ndo dependem do tempo temos

h
3 (2.167)

[(AX), (O] [(AP), ()] =

ou seja, o pacote de onda se mantém como um pacote de onda de minima incerteza ao longo
do tempo.

A funcao de onda na representagdo de coordenadas é dada por

a(z,t) = (zla()
= (x’ o wt/2 }aeﬂ'wt> — o iwt/2 <a:\ aeﬂ'wt>

= e W2 e PO/l (o — (X,) ()] 0), (2.168)

onde as relagoes (2.149), (2.82) e (2.80) foram usadas. Da relagao (2.154),

o (z,0)]> = [z ]a®))? =z - (Xa) (1) )
_ (%)1 o310, 0)/8x),0) (2.169)

isto é, o pacote de onda permanece gaussiano e sua forma nao muda com o tempo.

2.8 Estados Comprimidos

Um estado comprimido |£, &) pode ser gerado [28, 35, 52, 57, 58, 59, 63] aplicando-

se o produto do operador deslocamento,
D (o) = exp (aaT - oz*a) , (2.170)

e o operador

} , E=re, (2.171)
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no vacuo, isto é,

€, a) = S (£) D () ]0), (2.172)
com a equacao de autovalor
blg, o) = alg,a).
As expressoes abaixo sao verificadas para o operador de compressao S (&)

b = S(&)aSt(¢), (2.173)

b = S(&)alst(€). (2.174)

A forma explicita do operador b pode ser encontrada usando a relagao (1.47), e fazendo

A= (£a'? — €*a?) /2 e B = a, isto ¢,

b~ asl {5‘”2——5&@] L1 F“w —¢a? [5‘”2 _5*a2,aH (2.175)

1! 2 2! 2 2

1 [€a? —€*a? [€al? — ¢*a? [éal? — *a?
— 2.1
+3![ 5 [ 5 { 5 ,am+ : (2.176)

entao,

2 2

- el foal]et e fuat)

= —¢&dl, (2.177)

CEE ] = o] e )

H

= £, (2.178)
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1 * * 1 *
5 [ga? - ratgera] = Seeet [afa]

1

= ¢ (—2a)

= —geedl, (2.179)

s e - ea —ggerdt] = e
= &', (2.180)
e assim por diante. Desta forma, a equagao (2.175) pode ser escrita como
1 1 . 1 N 1 .
b= at g (—€at) +5 (60 + 5 (—gggal) + (€T + ..
= [a + 55& a+ E&f 13 a] — ﬁﬁaT - 55& al — ...
— a4 deer 4 Legerer 1 le g Leger 2.181
= a —1—555 —i-ﬁffﬁﬁ +...|—a ﬂf—l—gfﬁﬁ + ..., (2.181)
como & = re'®, a equacdo acima toma a forma

1 1 S[1 1
b = a[1+—r2+—7°4+..} —ale [—7’+—r3+..}

2! 41 3
= acoshr —a'e’®sinhr. (2.182)
De forma andloga,
bT = al coshr — ae™*sinh 7. (2.183)

2.9 Superposicao de Estados Coerentes

Introduzimos uma superposicao de estados coerentes da forma [37, 49, 50]

) = N [|a) + ei® y—a>] : (2.184)
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com o fator de normalizacao N dado por

1
= —. (2.185)
V2 + 2 cos ge—2a
Para ¢ = 0, obtemos os estados coerentes pares
W) = Ny [la) +]—a)], (2.186)
onde
1
N+ == —2.
V2 + 2e~2lel
As relagoes seguintes terao utilidade em diversos calculos,
(alila) = (—a|d|-a)=|af?, (2.187)
(it]|—a) = (—a|i]a) = —|afe 2l (2.188)
O estado |, ) satisfaz a equacdo de autovetor
2 _ 2
a® |¥y) =a”|Uy). (2.189)
O valor médio do operador nimero no estado coerentes par é dado por,
(U |7 |0y) =2N2 |of? [1 - e—zla\g} , (2.190)
e o valor médio do operador nimero quadrado é
(U |72 |Ty) = 2N2 |af? [1 +laf? - (1 - \04\2> e_2|°“2} , (2.191)

onde usamos as relagoes (2.187) e (2.188) nas equagdes (2.190) e (2.191).
Substituindo as relagoes (2.190) e (2.191) em (2.216) encontramos o fator de Man-

del para o estado coerente par, isto é,

_ 4o e

Q=——"F (2.192)

1—e4lal®’
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075 T

05 T

Figura 2.1: Fator de Mandel para estado coerente par.

Na figura (2.1), tragamos o gréfico do fator de Mandel para o estado coerente par como
funcéao de a. Observamos que & medida que « cresce a estatistica deste estado tende de

valores super-Poissoniano & Poissoniano.
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Para ¢ = 7, obtemos os estados coerentes fmpares,

(W_) = N_[le) = [-e)], (2.193)
onde
1
N_ = m. (2.194)

O estado |¥_) satisfaz a equagao de autovetor
a|U_)=a? V). (2.195)
O valor médio do operador nimero no estado coerente impar é dado por,
(U_| 7| T_) = 2N? |af? [1 + e_2|a‘2} . (2.196)
O valor médio do operador nimero quadrado no estado coerente impar é dado por
(U_[72|0_) = 2N? |af? [1 +af? + (1 - |a|2> e_2|°“2} , (2.197)

onde usamos as relagoes (2.187) e (2.188) nas equagdes (2.196) e (2.197).
Substituindo as relagoes (2.196) e (2.197) em (2.216) encontramos o fator de Man-

del para o estado coerente fmpar, isto &,

4 \04\2 e—2lol?

Q= (2.198)

Na figura (2.2), tragamos o gréfico do fator de Mandel para o estado coerente impar como
funcao de a. Observamos que a medida que « cresce a estatistica deste estado tende de

valores sub-Poissoniano & Poissoniano.
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alpha
0.5 1 15 2

-0.25 T

05 T

-0.75 T

Figura 2.2: Fator de Mandel para estado coerente fmpar

Para ¢ = 7/2, obtemos os estados de Yurke-Stoler

S

V2

O estado |¥yg) satisfaz a equagdo de autovetor

[Bys) = == [Ja) + ]} (2.199)
a?|Wys) = a? |Uyg). (2.200)
O valor médio do operador niimero no estado de Yurke-Stoler é dado por
(Tys|n|Tyg) =af?. (2.201)
O valor médio do operador niimero quadrado no estado de Yurke-Stoler é dado por
(Tys|a? |[Tys) = |a)* + |af*, (2.202)

onde usamos as relagdes (2.187) e (2.188) nas equagoes (2.201) e (2.202).
Substituindo as relagdes (2.201) e (2.202) em (2.216) encontramos o fator de Man-

del para o estado de Yurke-Stoler, isto é,

Q=0, (2.203)
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portanto o estado de Yurke-Stoler possui estatistica Poissoniana.

2.10 Funcao Q

A fungao Q é composta pelos elementos da matriz diagonal do operador densidade

num estado coerente [47, 57, 64], isto &,

Q(8) =~ (8ln18), (2.204)

que é regular e nao-negativa. A fungao @) para um estado coerente |«) é dada por

1 . .
Q(z,y) = —exp |- (z —20)® — (y — y0)2] , a=x0+1iyo e B =x +y. (2.205)

A fungao Q para um estado comprimido |, ) é dada por

Q(B,8%) == (B D () S (r) [0)]*. (2.206)

1
m
A funcéo Q é til para calcular valores esperados de produtos dos operadores a e af anti-

normalmente ordenados, isto é,

<(a)n (af)m> = /oz"oz*mQ (o, ) d?a. (2.207)

2.11 Funcao Caracteristica

A fungéo caracteristica pode ser definida por [47, 57, 63, 64],

x(n)=Tr {pe”aT_”*“} . (2.208)
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Além disso, define-se a funcao caracteristica simetricamente e anti-simetricamente ordenada

respectivamente, por
() = Tr{pememal, (2.209)
xaln) = Tr{pe—"*ae"“*}. (2.210)

Usando a identidade (2.59), as fungbes caracteristicas sao relacionadas da forma

X = ) esp (510 (2.211)

2.12 Funcao de Wigner

A fungao de Wigner [47, 57, 59, 63, 64], w (3), pode ser definida como uma trans-

formada de Fourier da funcao caracteristica simetricamente ordenada x (1), ou seja,

1
w(f)=— /exp [ — na*] x (n) d*n, (2.212)
que pode assumir valores negativos. Para um estado coerente |a) = {% (X1+iX2)), a
funcao de Wigner é dada por
2 1
w (), 7)) = — exp [—5 <x’12 + x’f)} , (2.213)
T

onde z; = x; — X;. Para o estado comprimido

2
w (23, 23) = — exp [1&26_” + wfeﬂ : (2.214)

A fungao de Wigner pode ser usada para calcular valores esperados de produtos dos oper-

adores a e al simetricamente ordenados,

<{<aT>m(a)n}> = /dgﬁﬁ*mﬁnw (8)- (2.215)
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2.13 Fator de Mandel

O fator de Mandel no estado |¢) é definido por

~AN\2
Q= BA)y _ 1, (2.216)
<n>¢
onde,
(AR = (), — ()%, (2.217)

é a variancia, equacao (2.76).

Para estudarmos a estatistica de um determinado estado, introduzimos o fator de
Mandel [46]. Para Q = 0 a estatistica é dita Poissoniana, para Q > 0 a estatistica é dita
super-Poissoniana e para —1 < ) < 0 a estatistica é dita sub-Poissoniana. Apenas estados
nao cldssicos apresentam estatistica sub-Poissoniana.

Para o estado ntimero, o fator de Mandel é dado por

Q = —> -1

= -1, (2.218)

portanto o estado nimero, um estado quantico puro, possui estatistica sub-Poissoniana.

Para o estado coerente o fator de Mandel é dado por

4 2 4
o - lal—leP—lof

o

= 0, (2.219)

ou seja, o estado coerente possui estatistica Poissoniana, como vimos em (2.38) .
No capitulo seguinte usaremos os resultados e as definiges aqui introduzidas, mas
num contexto térmico. O processo de termalizacao utilizard o formalismo da dindmica de

campos térmicos apresentado no capitulo 1.
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Capitulo 3

Estados Coerentes em DCT

Neste capitulo estamos interessados em estudar o efeito de temperatura associado
com coeréncia. Neste sentido, usaremos o formalismo de DCT e a definicao de estados
coerentes introduzidos nos capitulos precedentes. Apresentaremos uma revisao sustentados,
principalmente, nas referéncias [27] e [37]. Neste capitulo e no préximo estaremos usando a

notagao do capitulo 2 em que 5 =1/ (kgT).

3.1 Estados Coerentes Térmicos

A dinadmica de campos térmicos permite pensar no uso do vdcuo térmico e dos
operadores térmicos bosbnicos para introduzir a termalizacao de um estado coerente como

(38, 48],
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onde

D(a;8) = explaal(8) - a*a(B)] (3.2)

D(e;8) = explaal(B) — aa(B)] (3.3)

e U(B) é a transformacao de Bogoliubov definida por

U(B) = ¢~ 0¥ (aa—alal) (3.4)

Segue como consequéncia que
a(B)la,a;8) = ala,a;pB), (3.5)
a(B)le,&;8) = a*|e, &), (3.6)

A meédia térmica do operador nimero 7 no estado |, &; 5) é

(a, & Blala,6; 8) = (o, d;Blalala, & B)
= {0, Bl[u(B)a’ (B) + v(B)a(B)][w(B)a(B) + v(B)al (8)]|a, &; B)
= [u(B) +v(B)*|af* +v*(8). (3.7)
A média térmica do operador niimero quadrado no estado |, &; 8) ¢ dada por
(a, & BlA|a,&;8) = ullaf® (1+ |af?) +uvlal® (2 + 4]a?)
+ul? [1042 (2+5[a?) + (1+ \042)2]

+odulal® (5 + 4]ef?) +v* [1+|a* (3+|af?)] . (3.8)

Assim, o estado |, &; 5) produz corretamente os efeitos térmicos em estados coerentes.
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3.1.1 Fungao Caracteristica

Os operadores posi¢gao e momento sdo escritos a partir dos operadores de aniquilagao

e criacdo como [38]

&
Il
e N
2
+
jo )
N —— ~~—
—
i
[S—
an]
N—

P = —i\/g(&T—&>. (3.12)

A fungao caracteristica no estado coerente termalizado é dada por [39]

X(,0) = (o8 exp [—Z’ (pP +qQ+p* P+ q*Qﬂ o, & )
- exp{—é ¢ ((AQ)°) + 7 ((AP)”) + pq (APAQ + AQAP) (3.13)
v ((8Q) )+ ((aP)") 4170 (APAG + 5QAP)
+2|p|? <APAP> +2|q? <AQAQ> + 2qp* <AQA?> + 2pq* <APAQ>]}
X exp [—z’ (p (P) +q(Q) +p*? <15> + ¢* <Q>)] : (3.14)
Para explicitar a fungao caracteristica no estado coerente termalizado, as relagoes seguintes
serao tlteis
alaf = [u(8)a'(8) +v(8)a(8)| [w(B)al(8) +v(B)a(8)]
= wX(B)a'(B)al (8) + w(B)v(B) |l (B)a(B) + a(B)a' ()|

+v*(B)a(B)a(B), (3.15)



aa

aa =

aal

aal
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(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)
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onde as relages (1.65) — (1.68) e as relagoes de comutacao entre os operadores térmicos
foram usadas. Tomando-se o valor esperado das equagoes (3.15) — (3.21) no estado coerente

termalizado |o, ; ) obtemos

(afa®) = w*(B)a*® + 2u(B)v(B) o) + v*(B)a?, (3.22)

(aa) = u*(B)a” + 2u(B)v(B) [af* + v*(B)a*?, (3.23)

(ala) = w?(8) [al” + w(B)v(8) [0 + a%] +v%(8) (1 +[af’) (3:24)
(ad) = w(B)a® + u(B)v(B) [1 +2|a*] +v2(B)a"2, (3.25)
(aa®) = w?(B) |af® + u(B)v(B) [® + @] +v*(B) |af*, (3.26)
(aa’) = u?(8) laf® +u(B)v(B) [a™ + o] +v*(B) |af*, (3.27)
(@at) = w(8)a + uw(B)u(B) [1+2]al’] + *(B)a?, (3.28)

onde usamos (3.5) e (3.6).

O valor médio do operador posi¢ao (3.9) pode entao ser encontrado

~ 1 ~
@ = (@8l = (ol +a)laaB)
= J% (@, @ 8] [u(8)al (8) +v (8)a (B) +u(B)a(8) +v(B)a (B)] o, 6)
1 *
= E(OMLOZ)[U@)JFU(@]’ (3.29)

onde foram usadas as relagdes (1.65), (1.67) e (3.5) . De maneira similar,

3 1 .
@ = o= lata) @+ 0@, (3.30)
P = —iﬁ (0= ) [u () + (8)], (3:31)

P = —z@ (a—a) o (8) + u(B)). (3.32)
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A variancia do operador posicao calculada no estado coerente térmico é dada por

(AQ)%) = (Q%) — (Q)*. (3.33)

O valor médio do operador posigao quadrado é dado por
oy _ [ gt f
(@) =5 [<a a') + (aa) + 2(ala) + 1} . (3.34)

Substituindo as relagoes (3.22) — (3.24) na equagao (3.34), obtemos

Q%) = o {02(8) (a2 + a2 + 20aP) + (B (A) 2o

+a*a* + aa) + 02(B)[e® + o + 2(1 + |af?)] + 1}. (3.35)
Elevando-se ao quadrado ambos os membros da equagao (3.29) resulta

(@7 = 5 (0 + 0>+ 2af) [u2 (8) + 0 (8) +2u () v ()] (3.36)

Substituindo as equagoes (3.35) e (3.36) em (3.33) , e apds algumas manipulagoes encontra-

se

(AQ)?) = % coth (%‘”) . (3.37)

Analogamente podemos calcular
(AP)*) = (P?) = (P)?, (3.38)

com

= —5{w*(8) (0 +a® = 2[af’) + 2u(8)v(8) (2]l

—a? = a®) + 0¥ (B)la® +a*? = 2(1 + |a)] - 1}, (3.39)



(P2 = —Z{2(B) (a2 +a? = 2[af?) + 2u(B)(B) 2ol - o

—a'?) +v2(B)[0? + &*? — 2|al?]}.

Entdo,

(AP = g corh ()
Ademais,

(APAP) = (PP) — (P) (P).

+2u(B)o(B)(1 +2|af” - o? — a™?)},

w *
(PY(P) = S{la—a") (u(B) +v*(B))

+2u(B)o(B)(L +2]af* —a? — o)},

substituindo as equagoes (3.42) e (3.43) na equagao (3.41) resulta
~ w Bw
(APAP) = —cosech <—> .
2 2

De maneira semelhante,

(AQAQ) = (QQ) — (@) (Q),

QQ) = 5 [(ad) + (ad) + a'a) + (ol

2w

= 5ol a)? (B(8) +3(6))

+2u(B)(B)(1+2|af’ + o + a*?)},

7

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)
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@1Q) = 5o{(o+a)? (W2(5) +0(5)
F2u(B(B)(1+2af? + 0 + o)}, (3.47

Substituindo as equagdes (3.46) e (3.47) na equagao (3.45) obtemos,

Bw

s w
(AQAQ) = Ecosech <7) .

De forma andloga,

(APAQ + AQAP) = (APAQ + AQAP) = 0. (3.48)

Usando os resultados anteriores, a funcao caracteristica para o estado coerente térmico é

dada por,

X (P q) = (a,a; 8 exp [—i(pP+qQ+p*J5+q*Q)} o, &; B)

2 *2 2
= exp{—i@ w(p2+p*2) 1 (q —;q ) _A (w \p!Q—i—%)}
xexp [<i (p(P)+0(Q) +9"(P) +4(@)] (3.49)
onde
© = coth <67w>, (3.50)

_ Loseen (22
A = §C056Ch< 5 ) (3.51)



3.2 Estados Comprimidos Térmicos
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A implementagao do formalismo da DCT em estados comprimidos se d4 através

da introducao do sistema til, portanto, de acordo com as regras de conjugacao til temos

com a equacao de autovalor

onde

b=S5(&)aS (€)' = acoshr —ale sinhr.

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

Desta maneira os operadores térmicos sao introduzidos a partir dos operadores nao térmicos

através da transformacao de Bogoliubov U (), isto é,

b(B) = U(B)UT(B)

= U(B) |acoshr — ate’® sinhr| U1 (B)

= coshr U (B)aUT (B) — U (B) a'UT (B) €' sinh

= a(B)coshr —a' (B) e sinhr.

(3.57)



Analogamente,
b (B) = a'(B)coshr —a(B)e ¥ sinhr,
b(B) = a(B)coshr—al (B)e sinhr,
b (B) = a'(B)coshr —a(B)e®sinhr,
onde as equagoes

a = u(Ba(B)+v(B)al(B),

a = w(B)al(B) +v(B)a(s),

80

(3.58)
(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

foram usadas. Multiplicando a equacio (3.57) por coshr e a equacdo (3.58) por €'®sinhr,

e ap6s algumas manipulagoes, encontramos
a(B) = b(B) coshr + b (3) € sinh r.
De maneira semelhante
a'(8) = bl (B)coshr +b(B)e’sinhr,
a(8) = b(B)coshr+ bl (B)e “sinhr,
a'(B) = b (B)coshr+b(B)e *®sinhr.

Os operadores térmicos satisfazem as equagoes,

b(B)

&Ea@f) = algdaas),

b(8)

575’04,&;@ = o

€’§,a,6¢;ﬁ>-

As equagdes (3.67) e (3.68) podem ser reescritas como

&&adB)=U () S8 D)D)

0,0).

(3.63)

(3.64)
(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)
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3.2.1 Fungao Caracteristica

A funcao caracteristica no estado comprimido térmico é dada por

x@0) = exp{—3[i* ((AQ?) +2* (APP) +pg (APAQ + AQAP)
ra((aQ)") 52 ((aP)") 40 (aPAQ+ AQAP)
+2p|? <APAJ5> +2qf? <AQAQ> +2gp" <AQA15> + 2pg* <APAQ>]}

X exp [—i (p (P)+q(Q) +p* <15> +q* <Q>)] (3.70)

O valor médio do operador posigao no estado comprimido térmico é dado por,

(e&mas|Qlebaas) = ——(l+a)

(u(B)a(B) +v(B)al (B) + u(B)al(B)

-

+v

=

Ja(B))

(u(B) +v(B)) | (Cosh r + sinh re*i‘z’)

Bl
&

+a* (cosh 7 + sinh rei¢>]. (3.71)

Analogamente,

(u(B) +v(B)) [ (coshr + sinh Te—i¢)

¥~
&

+a* (COSh r + sinh rei‘z’)], (3.72)

(P) = z\/% (u(B)+v(B)) [a (— coshr + sinh re*iqb) +a* (coshr — sinh rei¢)] . (3.73)

(P) = —i\/g (u(B)+v(B)) [a* (— coshr + sinh rei¢> +a (coshr — sinh re*w)} . (3.74)



atal =

aa

As relagoes seguintes terao utilidade ulteriormente,

[u(8)a Ja(8)] [u(8)a(8) +v(8)a(8)]
7

u { B)coshr +b(B)e” sinhr} +v(B) <l~) (B) coshr + bf (B)

X {u(ﬂ) {bT (B) coshr + b (3) e sinhr} +v(pB) <l~) (8) coshr + bt (B)

u? (B) [bT (B) bT (B) cosh? r + {QbJr } ¢ sinh r cosh r
+b(8) b (8) e sinh®r] + 2u (B) v (B) [bT (8) b (B) cosh®r
+b" (8) b (B) e sinhrcoshr + b (8) b (8) e~ sinhr cosh r

+b(B) b (8) e 2 sinh? r] + v (B) [b () b (B) cosh? r

+{2b" (B) b (B) + 1}e~ sinhr coshr + bf (8) bT (3) e~2% sinh? 7],

u(B)a(8) +v(8)a (8)] [u(Ba(8) +v(B)a!(8)

[u(ﬁ) {b (8) coshr + bt () e sinhr} +o(B) (BT (8) coshr + b (3)
X [u(ﬁ) {b (8) coshr + bt (8) e sinhr} +v(B) (6* (8) coshr + b ()
W (B)[b(B)b(B) cosh? r + {zzﬂ (B)b(B) + 1} ¢ sinhr cosh

+T (8) 07 (8) € sinh® r] + 2u (8) v (8) [b (8) b (8) cosh® r

+b(8) b (B) €'’ sinhr coshr + b (8) bT (B) €' sinh r cosh 7

+b1 (8) b (B) € sinh? r] + v* (8) [bT (8) b (8) cosh® r

+{2b" (B) b (B) + 1}€'® sinh r cosh r + b (3) b (3) €% sinh? 7],
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e sinh rﬂ
e~ sinh r)}

(3.75)

6_1& sinh r)}
e_i& sinh rﬂ

(3.76)
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(u(B)al(8) + v(B)a(B)] [u(B)a(8) +v(B)al ()]

- [u(ﬁ) {bT (8) coshr + b (8) e~ sinhr} +v(B) (6 (8) coshr + b (8) e~ sinh r)}
X [u(ﬂ) {b (8) coshr + b (B) ¢ sinhr} +o(B) (13* (8) coshr + b (B) € sinh 7’)}

= u?(B) b' (8)b(B) cosh®r + {bT (BT (B) e +b(B)b () ei¢} sinh r cosh r

{1401 (8)6(8) } sinb?r] +u (8) v (8) b1 (8) B (8) cosh?r

+b' (3) b (B) € sinh 7 coshr + b (3) bT (8) e sinh r cosh r

+b(B)b(B)sinh?r + b (3)b(B3) cosh? r

+b(8) b' () € coshrsinh 7 + b' (8) b(8) e sinhr cosh r

+7 (8) bF () sinh? r] + v* (8) [{1 + b (8) b (8)} cosh® r

+{b(B)b(B)e® +b' (B)b' (B) e "} sinhr coshr

+b' (8) b (B) sinh? 7], (3.77)

onde as relagoes (3.63) — (3.66) e as relagoes de comutacao entre os operadores térmicos

foram usadas. Tomando-se o valor esperado das equagoes acima temos

(ata®y = w2 () [a*Q cosh? 7 + <2 la® + 1) e~ sinhr coshr + a®e™ %% sinh? r
+2u (B) v (8) [a*? cosh® 1 + |a|? e sinh r cosh 7
+|a? e sinh r coshr + a?e ™2 sinh? r] + v? (3) [a*? cosh? r

+ (2 la)? + 1) e sinhr coshr + a?e™ %% sinh? ], (3.78)
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(aa) = u? (8) a? cosh? r + <2 |oz|2 + 1) ¢’ sinh r cosh 7 + a*2€%¢ sinh? r
+2u (8) v (B) [a? cosh? 1 + |o|? €' sinh 7 cosh r
+ |a)? € sinhr cosh r + a*2e%? sinh? 7] + v2 () [a? cosh? 7

+ (2 la)? + 1) €'? sinh r cosh r + a2 sinh? 7], (3.79)

(ny = u*(B) [[a]g cosh? r + <a*26i¢ + 042e_i¢> sinh r coshr 4+ <1 + ]04]2) sinh? r}
2 2 %2 i s
+u (B) v (B) [|er|” cosh? r + a*“e*? sinh r cosh r
+a2e” sinhr coshr + |o|? sinh? r + |a|? cosh? r
+a*2e" cosh rsinh r + o2e’ sinh r coshr 4 |a|? sinh? 7]
+02 (B) [(1 + |a|2> cosh?r + (a*2ei¢ + 01267%)) sinh r coshr

+ |a|? sinh? 7). (3.80)

A variancia do operador posicao calculada no estado comprimido térmico é dada por

(AQ)%) =(Q%) — (@)*. (3.81)

O valor médio do operador posigao quadrado é dado por

Q% = % [(aTaT> + (aa) + 2(ata) + 1], (3.82)
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substituindo as relagoes (3.78) — (3.80) na equagao (3.82) obtemos

@ = %{Zﬂ (B) [[o? (cosh2 r + e~ %% sinh? - + 2¢' sinh r cosh r) + o*?*(cosh? r
+e%9 sinh? 1 4 2¢' sinh r cosh ) + 2 |ar|* (cosh? r
+ (ew + eiid’) sinh 7 cosh 7 + sinh? 7)] 4+ v2 (8) [*?(cosh? r
42 sinh? r + 2¢ sinh 7 cosh ) + a®(cosh? 7 + e~ sinh? r
+2¢7% sinh 7 cosh r) 4 2 ||* (cosh? r + sinh? r + (e_i¢ + ei‘z’) sinh 7 cosh )
+2u (8) v (B) [|ov|? (cosh?  + € sinh 7 cosh r + e~ sinh r cosh -
+sinh? r) + a?(cosh? r 4+ e sinh r cosh r + e~ sinh 7 cosh r
+e7%? sinh? r) + a*?(cosh? r + €' sinh r cosh r
+¢' sinh 7 cosh r 4 €29 sinh? ) + |r|* (cosh? r

+e7 sinh r cosh r + €' sinh r cosh r 4 sinh? r). (3.83)

Substituindo na equagao (3.81) o quadrado da relacao (3.71) e a relagao (3.83), entao apds

algumas manipulagoes encontra-se [39]

(AQ)?) = i [u? (B) (cosh 2r + sinh 2r cos ¢) + v* () (cosh 2r + sinh 27 cos @)] .

Analogamente,
((AQ>2> 1 [v2 (B) (cosh 2r + sinh 27 cos ¢) 4 u? (3) (cosh 2r 4 sinh 2r cos 9],

((AP)?) = —w [u? (B) (cosh 2r — sinh 2r cos ¢) + v* (B3) (cosh 2r — sinh 27 cos ¢)]
<<A]5>2> = lw [v* (B) (cosh 2r — sinh 27 cos ¢) + u® (8) (cosh 2 — sinh 27 cos ¢)]

(APAQ + AQAP) = u? () sinh 2 sin ¢ 4 v? (3) sinh 2r sin ¢, (3.84)
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(APAQ + AQAP) = —v? () sinh 2r sin ¢ — u? (f) sinh 2r sin ¢,

(APAP) = %wu (B) v (B) (cosh 21 — sinh 27 cos ¢ + cosh 2r — sinh 2r cos 2¢),  (3.85)

(AQAQ) = %u (B) v (B) (cosh 27 + sinh 2r cos ¢ + cosh 27 + sinh 2r cos ¢) , (3.86)

(AQAP) = (APAQ) = —%u (B) v () (sinh 27 sin ¢ + sinh 27 sin ¢) . (3.87)

3.3 Fator de Mandel para os Estados Coerentes Térmicos

Substituindo as relagoes (3.7) e (3.8) na relacao (2.216) encontramos o fator de

Mandel para os estados coerentes térmicos

1 L 2
Q = . .
(1+2ﬁ+2(ﬁ+ﬁ2)1/2> ’a’2+ﬁ{(n ) lef? (1 + |of?)

+(1+ )32 0 20?2+ 4laf?) + (2 +72) (|o? (2 + 5]af?)

+ (14 a)?) + 232 (1+ 1) |of? (5 + 4af?)
+72[1 + |af® 3+ |a?)] - (1 +2n

+2 (1 +02)")a? +7)%} - 1. (3.88)

onde 7 = v2 (B), equacdo (1.36). Para T — 0 a relagio (3.88) se reduz a Q = 0, equagio
(2.219), que ¢é o resultado conhecido para os estados coerentes a temperatura zero.

Na figura (3.1) tragamos o grafico do fator de Mandel para o estado coerente
térmico em funcao de n para o = 1,5, 10 respectivamente. Observamos que este estado
possui estatistica Poissoniana e o fator de Mandel varia linearmente com o aumento da

temperatura. A medida que aumentamos « esta variacao torna-se menos acentuada.
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025 T

0 0.25 0.5 0.75 1

Figura 3.1: Fator de Mandel para estado coerente térmico para = 1 (linha preta), o = 2
(linha verde), = 5 (linha vermelha).

No capitulo seguinte, usando a sistemética apresentada neste capitulo, estudare-

mos as propriedades de estados nimeros introduzidas através do esquema de DCT.
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Capitulo 4

Estados de Superposicao em DCT

Superposicao de estados tem sido extensivamente estudado em éptica quéntica, a
exemplo de estados nimero [48] e estados coerentes [49, 68]. Outro importante exemplo
estudado na 6ptica quantica sdo estados que interpolam entre dois estados, isto é, para
limites bem definidos estes estados tendem a um determinado estado [47, 51, 52, 53].

Na segao 4.1 introduziremos a nogao de superposicao de estados nimero, seguindo
a referéncia [48], e analisaremos sua contrapartida térmica, estudando em particular a es-
tatistica destes estados; na secao 4.2 introduziremos estados coerentes pares térmicos, es-
tados coerentes impares térmicos, estados de Yurke-Stoler térmicos e estudaremos o fator
de Mandel para estes estados; na secao 4.3 faremos uma revisdo dos estados geométricos

generalizados; na secao 4.4 introduziremos os estados geométricos generalizados térmicos.



89

4.1 Superposicao de Estados Nimero em DCT

O caso mais simples de superposicao de estados nimeros é dado por |¢;) formado

pela soma dos estados nimeros [1) e |0) [48], como

1

NG (1) +10)). (4.1)

[¥1) =

Embora trivial, analisaremos este caso a titulo de ilustrar nosso procedimento com a DCT.

O valor médio do operador nimero no estado |¥;) é dado por

(alalgr) = 5 (A +0) 7 (1) +10))
(17 [1) 4 (0[2|0) + (1] 72[0) + (O] 2 |1))

(4.2)

NI~ NI~ N~

Por outro lado, o valor médio do operador nimero quadrado no estado |¥1) é dado por

(al 2% 1) = 5 (U + ) #% (1) + [0))
(122 [1) + (0] 2? [0) + (1] 2% [0) + (0] 7% |1))

(4.3)

N[ = N = N

Usando as relagoes (4.2) e (4.3) em (2.216) o fator de Mandel para o estado |¢;) é dado por

Q=—2, (4.4)

isto &, o estado |¢;) possui estatistica sub-poissoniana como esperado.

Usando as regras de conjugagao til, introduzimos o estado ’1]11> dado por

92) = = (1) + [6)). (4.5)

>
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Desta maneira o estado de superposi¢ao térmico é introduzido como
Wi8) = UB)w)® )

U (8)[[0,0) + [0,1) + [1,0) + [1,1)] (4.6)

(

0,0; 8) +10,1;8) + |1,0; 8) + [1,1; 8)) . (4.7)

N~ N

O valor médio do operador nimero no estado térmico |¥y; 3) é dado por

0,0; 8) +(0,0; 8| |0, 1; B)

n

(Uy; 8|7 |W1;8) = EKO,@;B

1,0;8) +(0,0; 8

n ﬁ!l,i;ﬁ>

+<0,6;B

n

+<0,i;ﬁ

710,0; 8) +(0,1; 8

0,1;3)

n(1,1;8)

+<0,i;ﬁ

[1,0;8) +(0,1; 8

+(1,0; 8|7 |0,0; 8) + (1,0; 3

ﬁ|0,1;ﬁ>

n 1,1;6>

+(1,0;8

[1,0;8) + (1,0; 8

+(1,1;8|/7]0,0; 8) + (1,1; 8

n]0,1; 8)

+(1,1; 8|7 1,0, 8) + (1,1; 8

f|1,1; B)]

= i (602 + 2u® + 2w] (4.8)

com u dado na equagao (1.35) e v dado na equagao (1.36). O valor médio do operador
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nimero quadrado no estado térmico |¥y; 5) é dado por

ﬁ2

[(0,0; 8

0,0; 8) +(0,0; 8

n2 {O,i;ﬁ>

] =

(Wy; B A% Wy B) =

+<O,(~);ﬁ‘ n2 }1,6;ﬁ> + <0,(~);ﬁ

7%|1,1; 8)

+(0,1; 8 7?10, 1; 8)

#?10,0; 8) +(0,1; 8

+(0,1;8

#?(1,0; 8) + (0,1; B

n? ‘1, i,ﬁ>

+(1,0; 8

n2 }0,6; ﬁ> + <1, 0; 8

7%10,1; 8)

+<1,6;ﬁ

n? }1,(~);B> + <1,6;B

n2 ‘1, 1,[3>

+(1,1;8|*|0,0; 8) + (1,1; 8

7%10,1; 8)

+(1,1;8

a?(1,0; 8) + (1,1;

7% |1,1; 8)]

1
= 1 [10v* + 2u* + 16u*v? + 2udv + 6uv?] . (4.9)

O fator de Mandel, equagao (2.216) , para o estado de superposigao térmico |¥y; ) é dado

por
. Ua41a*+1
8+ 2+ 2 (7 + n?)

75— L, (4.10)

onde 7 = v (), equacdo (1.36). Na figura (4.1) tracamos o grifico do fator de Mandel
para o estado de superposicao térmico |¥y; 5) . Observamos que a medida que a temperatura
aumenta a estatistica deste estado tende de valores sub-Poissoniano & super-Poissoniano.
Para T' — 0 a relagao (4.10) se reduz ao resultado encontrado a temperatura zero, equagao

(4.4).
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-0.5 7

Figura 4.1: Fator de Mandel para o estado |¥y; 3)

Baseado no estado [¢;) definimos um estado formado pela soma de N estados

nimero como
N

1
[Yn) = NoES > iny, (4.11)

n=0

sendo o correspondente estado til dado por

. 1 L
‘¢>=\/N7—+1ﬁ;|m>-

Usando o formalismo da DCT para introduzir o estado de superposicao térmico, temos
1 N
Un; = — E

I, m; B) . (4.12)
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A meédia do operador nimero no estado |¥y; 5) é dada por

N N
1
(Un; Bl UN; B) = ——= > Y (0 ,@;B|nn,m;B)
(N + 1)2 n,n'=0 m,m'=0
1 N N

- G L 2 Mo ()} i

n,n/=0 m,m'=0

“+uv (71 + 1)1/2 ('ﬁl + 1)1/2 5n+17n’5'ﬁ1+1,'ﬁl’

+uvn 228, 1 1. (4.13)
Além disso, a média do operador nimero quadrado no estado |¥y; 3) é dada por

N N
(Wi 8122 [UN; B) = ——— S S (s B A2, s )

2 2,2

+uv?nm + u?v? (n+ 1) (1 + M) }pwbmm + {uPv (n + 1)3/2 (1

—~

)2 4w (n+ DY2 (1 + )2 + B (n+ DY+ m)?

+uv® (n+ 1) (1 +m)Y? (2 + )} 4100 01
+{urPn 2 2w, + wotn 22 (1 4 m) + udonn'/2m!/?
+'LL3U(7’L - 1)n1/2’r~n1/2}(5n_17n/5m_1’m/

+uPo? [(n+1) (n+2) (1+m) 2+ )Y 6002

+uv? [ (n — 1) m (1 — 1)]Y2 65— G2 (4.14)

onde usamos as relagoes (1.69) e (1.70).
Na figura (4.2) tracamos o gréfico do fator de Mandel para o estado de superposigao
térmico |Wy; B) como fungao de i para N = 2, 3,4, 5 repectivamente. Observamos que para

N = 23,4, a medida que a temperatura aumenta, a estatistica deste estado tende de
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Figura 4.2: Fator de Mandel para o estado de superposicao térmico |¥y;3) para N = 2
(linha preta), N = 3 (linha vermelha), N =4 (linha verde), N =5 (linha azul).

valores sub-Poissoniano & super-Poissoniano. Para N > 5 este estado possui estatistica

super-Poissoniana.

4.2 Superposicao de Estados Coerentes em DCT

4.2.1 Estados Coerentes Pares Térmicos

Usando o formalismo da DCT, introduzimos os estados coerentes pares térmicos

a partir da conjugacao til, resultando em

Vo) = No &) + | -a)], (4.15)

com

Ny=—oe (4.16)



d? ‘\I/+> — 06*2

P).

Introduzimos o estado coerente par térmico como,

EiB) = UB) |0 @[Ty

= Ny HO&,&; ﬁ> + |Oé, —Q; B) + |—Ol,54;ﬁ> + |—Oé, —Q; B>],

com a constante de normalizacao dada por

N+:

1
V4 + 8e=2lal” | ge—4lal”

O estado coerente par térmico satisfaz as equagoes de autovalor

@’ (8) Wy B) = o™ Uy B)

a’ (B) |V ;B) = o’ Vs 8).

As relactes seguintes terao utilidade em diversos cédlculos,

(o, &; Bl 7 |ev, & B)

(o, —&; Bl 7t |ev, —&; B)

<a,d,ﬁ]ﬁ|a,—d,ﬂ> =

= u?|al* + 0?1 + |of?) + wv (a*? + a?)

= <—O[,—d;,6’ﬁ|—05,—5[;5>,

= W+ 0?1+ o) —w (a*? + o?)

= <_a>d;/8’ﬁ’_aad;/8>a

¢ 2lal® [uQ la)? + uv (a*? —a?) +v*(1 - a]?)

<—Oé, _d;ﬁ|ﬁ|_aad; B) )
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(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)
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(o, &; B | —a, 65 8) = e=2lal® [ _y2 la* 4+ uv (a*? —a?) +v*(1 + la?)
= (~a,—&; B no, —&; B), (4.24)
(a, —a; B0 |—a, —a; B) = e2ol* | _y2 lal?® 4 uv (o — a*?) +v*(1 + la)?)
= (—a,a; 8| n|a,&;8), (4.25)
(a, —&; BN |, &5 B) = e~2lal’ [uQ la|? 4+ uv (a? — a*?) +v*(1 — a]?)
(o, ;BN |—a, —; B) = g~ 4lol” [—u2 la)? + uv (o + a*?) +v*(1 — la|?)
= <_05> —d;ﬁ"fb‘@,@;ﬁ> ) (427)
(o~ Bl o 8) = e Mo [ o —uv (o + a®) +07(1 ~ o)
(@, ;8% o, & 8) = ulaf® <1 + !a!2) +2|af® u?oll +2]a)’]

+2 |2 ur®[3 + 2]af?] + u2v?[2 |of? (1 + |a]2>
2
+3]af* + (1+|of*) )+ vi[1 + |af* (3 + |af*)]

= (—a,—&; B|7° |—a,—& f), (4.29)



<O[, _d718’ ﬁz |aa _d,ﬁ>

(a,&; 8|7 |a, —&; ) =

(a6 8] 7° |-, &, 8) =

= ut|a)? (1 + |a|2> —2]a? B[l + 2|al?]
“2|affurd[3 + 2 |af?] + u2?[2 |af? (1 v \04\2>
2
+3]al* + (1 + \a|2> ]+ v%[1 + |al? (3 + |a|2>]

= <—Oé,—6[;ﬁ|ﬁ2|—04, _&aﬁ>7

=210 £ | o2 (1 + |oz|2) +u?2|a? (1 . |oz|2>
1] + v [1 — |af? (3 - W)]}

(o, =@ B 2? |, &; B)

(—a, @ p|° |—a, —&; B)

(—a, =@ B| 7 |—a, &; B,

2P =t ja? (1= ) + ut?[-2 af* (1 + |of?)
+1] + 0L+ Jaf? (3+ |of?) 1}

(—a, & 8| * |, & B)

(~a, =& B 7* |a, ~6; B)

<Oé, _daﬂ|ﬁ2 |—Oé, _da B>7

= e lal {02 (1 _ yaP) + 202 (1

~laP) = laf*) + 2u0*[Jaf* (1~ |af?)
+laf? (2= o)) + w2 [af (1 - |af)

s3laft+ (1= la) ]+ o1 ~Jaf? (3~ |of?) ]}

= <_a7 —&,ﬁ’ﬁ2‘@,6¢,6>,
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(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)



(—a,&; B0 |—a, & 8) =

(—a,d; B 2% o, =6 B) =

98

ut |of? (1 + ]oz]z) —2]al?udv[l + 2|af?]
12 laund3 + 2]af?] + ue?2 |af? (1 v 1042)

w3lat+ (14 jaP) T+ "1+ laf? (3 + o)L, (434

e {—ut ol (1~ Jaf?) + 2uv[~ ol (1
~lal) + laf*) = 2u0[Jaf* (1~ |af?)

+laf? (2= o)) + w2 [af (1 - |af)
s3laf*+ (1~ o)+ o1 ~Jaf? (3~ |of?) ]}

(o, —; B 2? |—av, & ) . (4.35)

O valor médio do operador nimero no estado coerente par térmico é dado por

(Vs Bln|Vy; B) =

AN? [u? la)? + v? <1 + ]a!2> + 2p2e2lel’

e tlof (—u2 la)? + v? <1 — ]a\2>)], (4.36)

onde usamos as relagoes (4.21) — (4.28). O valor médio do operador nimero quadrado no

estado par térmico é dado por

(Wi Bl [Ty B) =

AN2 {u? |2 (1 + |a|2) +u2v?[4]a)?

+6]af* +1] +v[1 + |af* (3+ |of)]
+2¢2lel’ [u? |of* + u?0? <1 -2 ]a!4>

ot (14 fal)] + e [—ut ol (1 - [af)
+u?v? (1 +6]a)t—4 |oz|2)

ot (1 ~af? (3 - ]04]2))}, (4.37)
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onde usamos as relagoes (4.29) — (4.35). Fazendo o € R nas equagoes (4.36) e (4.37) e

v? =7, (1.36), resulta em

(U B0 |0 8) = 4AN2[a® +20%7 + e 1% (—a? + 7 — 210?)
+2ne 2 4 7], (4.38)
e
(U4 812045 8) = ANF[(1+7)?a® (140?)
+(1+7)n (1+4a® +6a") +7*{1+o® (3+a?)}
re - (1+n)? (1 -a®) + (1+n)a(l - 4a?
+604) + 72{1 — a? (3 — a?)}} + 272 {(1 +n)?
+(1+n)a(1-2a) +7%(1+a*)}], (4.39)
com
1
Ny (4.40)

VA +8e 207 4 fe—do?

De acordo com as relagoes (4.38) e (4.39) o fator de Mandel para o estado coerente
par térmico, com « € R, é dado por

1
© = 402 + 8a2n + e~4® (—4a? + 40 — 8na?) + Sne—2%° + 477,[

41+n)a® (1+a?) +4(1+a)a (1440 + 6a*) +4a*{1 + o* (3 + o?)}
e a1+ 7)? 0 (1—a®) +4(1+7)7 (1 — 402 + 60?) + 472[1
—a?(3-a?)]} +e 2 {8(1+7)%a* + (1+7)7 (8 — 16a) + 72 (8 + 8a*)}
- (4 + 82 4 46*4‘12) % (402 + 802n

e 10" (—4a? + 471 — 87a?) + 8he 2 4 47))?) — 1, (4.41)
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com 7 = v% (), (1.36). Para T — 0 a relacio (4.41) se reduz a equagdo (2.192), que é o

resultado obtido para temperatura zero.



101

05 T

Figura 4.3: Fator de Mandel para estado coerente par térmico o = 1.

Na figura (4.3) tragamos o grifico do fator de Mandel para o coerente par térmico
como fungao de 7 para o = 1. Observamos que este estado possui estatistica Poissoniana
e o fator de Mandel varia linearmente com o aumento da temperatura. A medida que

aumentamos « esta variagao torna-se mais acentuada.

4.2.2 Estados Coerentes Impares Térmicos

De acordo com a DCT podemos definir os estados coerentes impares térmicos

introduzindo o estado til

[#-) = M- [1@) - |-a)], (4.42)
~ 1
N_ = NowryTr (4.43)

\if,> . (4.44)
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Introduzimos o estado coerente impar térmico como,

w_i8) = U@)|v-)e|i)
= N- Haa 6‘; B> - ‘057 _65; ﬁ) - ‘_avé;ﬁ> + ’_a> _65; B>] )
com a constante de normalizacao dada por

N = = . (4.45)

V4 — 8e—2laf’ 1 ge—dlaf?

O estado coerente impar térmico satisfaz as equagoes de autovalor
0> (B) [V ;) = ™ |W_; B) , (4.46)
a® (B)|W_; 8) = a® |W_; 3). (4.47)
O valor médio do operador nimero no estado coerente impar térmico é dado por
(W Bl w-38) = ANZ () [u?[af’ +v? (1+]af?) - 20762
e lal’ <—u2 lof? + v (1 - \a|2))], (4.48)

onde usamos as relagoes (4.21) — (4.28). O valor médio do operador nimero quadrado no

estado coerente impar térmico é dado por,
(W B2 Wi B) = AN2(a) {ut ol (1+[af) + w?o?[4 |af?
+6 af* + 1] + v*[1 4 |af? <3+]a! )
—2¢ 2ol [u o * + u?? <1 -2 ]a]4>
v? <1 + ]a\4)] + e*4|0“2[—u4 |a)? <1 — ]a\2>
Huv? (1 +6|al* —4 |oz|2)

ot (1 ~af? (3 . ]04]2))}, (4.49)
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onde usamos as relacoes (4.29) —(4.35) . Fazendo o € R nas equagoes (4.48), (4.49) e v? = 7,

(1.36) , resulta em

(W_; 8|2 [W_; B) = 4N2 (o) [0® + 2027 + ¢ 717 (—a® + 7 — 2n0?) — 2762 + 71, (4.50)

(W_ (& B)| 7% V- (e, & B)) = 4N? (a)[(1+7)a? (1+a?)
+(1+n)n(1+40%+6a") + n* {1+ a? (3+a?)}
te (1 +n)?a? (1-a?) + (1 +n)a(l - 4a?
+60%) +72{1 — o (3 — a?)}} — 2¢7 2 {(1 + n)* ot
+(1+n)n(l-2a") +n*(1+a")}, (4.51)

N_ ! (4.52)

- V4 — 8e—207 4 ge—to®

De acordo com as relagoes (4.50) e (4.51) o fator de Mandel para o estado coerente fmpar

térmico, com « € R, é dado por

1
© = 402 + 82 + e~40% (—4a? + 4n — 8na?) — Sne—207 + 4ﬁ[

4(1+n)’a®(1+a®) +4(1+na)n (1440 + 6a*) +4a*{1 + o* (3 + a?)}
e a1+ )% 0 (1-a?) +4(1+7)7 (1 - 402 + 60?) + 472[1
—?(3-a)|} —e 2 {(8(1+n)?at + (1+7n)7 (8 —16at) + 7% (8 + 8a%)}
—[4 =82 4 44" (402 + 8a?n

+e 1 (—40 + 40 — 8na®) — 8ne 2" +4n)%) — 1. (4.53)
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Para T' — 0 a relagao (4.53) se reduz a equagao (2.198), que é o resultado obtido para

temperatura zero.
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Figura 4.4: Fator de Mandel para estado coerente impar térmico @ = 1 (linha preta) e
a = 2 (linha vermelha).

Na figura (4.4) tragamos o grafico do fator de Mandel para o estado coerente
impar térmico como funcao de n para a = 1,2. Observamos que para @ = 1 a medida
que a temperatura aumenta a estatistica deste estado tende de valores sub-Poissoniano a
super-Poissoniano. Para o > 2 este estado possui estatistica super-Poissoniana. Podemos
também observar que o fator de Mandel varia linearmente com o aumento da temperatura.

A medida que aumentamos « esta variacao torna-se mais acentuada.

4.2.3 Estados de Yurke-Stoler Térmicos

Usaremos o formalismo da DCT para introduzir os estados deYurke-Stoler térmi-

cos, desta forma definimos

lla) —i[-a)], (4.54)

| =

Pivs) =

a2 ‘\i/y5> = o2 ‘\i/y5> . (4.55)
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Introduzimos o estado de Yurke-Stoler térmico como,

HO[,&; B> —1 ’Ol,—d;,@> +i|_aad; B) + |—Ol,—d;,8>] :

1
|Wys; ) = 1

O estado de Yurke-Stoler térmico satisfaz as equagoes de autovalor
0% (B) [Wys; B) = o |Uys; B), (4.56)
a® (B) |Wys; B) = o |Wys; ). (4.57)
O valor médio do operador nimero no estado de Yurke-Stoler térmico é dado por
(Tys; Bl 7 [ Wyg; B) = u? [af® + o (1 + Ial2) +e ol uy (@ + 0?)], (4.58)

onde usamos as relagoes (4.21) — (4.28) . O valor médio do operador nimero quadrado no

estado de Yurke-Stoler térmico é dado por,

(ysi B0 [ysi ) = |l (14 |af?) + u?o?[4]of?
+6]af* +1] + o[ + |af* (3 + |of*)]
+2e7 4 o (jaf? (1~ [af) ~ |af*)
+ur? (o (1= o) + ol (2= o)), (459)

onde usamos as relacoes (4.29) — (4.35) . Fazendo o € R nas equacoes (4.58), (4.59) e v? = 7,

(1.36) , resulta

(Uyg; Bl 7Ty B) = (1+7)a® + 7 (14 0?) + 202" (7 +n2) /2, (4.60)
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(Uys (a,&; )| 7% | Uys (a,&;8)) = (1+n)*a?(1+a?) + (1 +n)n[da?
+6at + 1] +2°[1 + o? (3 4 o?)]
+2e749° (14 7)*2 31/ (a2 (1 — ) — )
+ (1427 (0 (1- )

+a? (2 - a?))]. (4.61)

De acordo com as relagoes (4.60) e (4.61) o fator de Mandel para o estado de Yurke-Stoler

térmico, com « € R, é dado por

1
- - - — 1/2[(1+ﬁ)2a2(1+a2)
(1+7a)a?+a(l+ a?)+2a2e 4" (0 + n?)

+ (1 +7)n[da? + 60 + 1] + 22[1 + o (3 + o?)]
+26_4O‘2[(1 + ﬁ)3/2 nt/? (042 (1- a2) — a4)
+(1+a) 2332 (0 (1-a?) +a? (2-a?))] -

((1 +7)a? 4+ (1+a?) + 22274 (7 4 ﬁ2)1/2>2] —1. (4.62)

Para T' — 0 a relagao (4.62) se reduz a equagao (2.203), que é o resultado obtido para
temperatura zero.

Na figura (4.5), tragamos o grafico do fator de Mandel para o estado de Yurke-
Stoler térmico para o = 1 como funcao de n. Observamos que este estado possui estatistica

Poissoniana e o fator de Mandel varia linearmente com o aumento da temperatura.
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Figura 4.5: Fator de Mandel para estado de Yurke-Stoler térmico para a =1
4.3 Estado Geométrico Generalizado

Define-se os estados geométricos generalizados [53] como
M
YV, M) =X > Y2 |n), (4.63)

n=0

onde Y = |Y|e?¥ ¢ um ntimero complexo e a constante de normalizacio ¢ dada por

1Y
Dof? = Ty Y| # 1. (4.64)

Para |[Y| < 1, e M — oo o operador densidade para o estado geométrico generalizado pode
ser escrito como

0 = lim |Y,M){(Y,M

Py = Hm [V, M)(Y, M|

M
_ : 2 n/2vy *m/2
Jim Aol > Y RYEE n) (m). (4.65)

n,m=0
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Assumindo que ¢ é uma fase aleatéria e fazendo a meédia sobre o estado (4.65) obtemos

. [
(Pya)y = —/ Pwdw

2
(n+m)/2 L / ei(nfm)wdd} ’n> <m|

j ) {n (4.66)

5

onde

1
efw — 17

ﬁ p—
que ¢ a distribui¢do de Bose. Portanto, com a escolha dos parametros |Y|, M e 1 os estados

geométricos generalizados reduzem-se ao estado cadtico. Para ¢ = 0 e o limite |Y| — oo,

obtemos para o estado geométrico generalizado

M
Y, M) = Zén,M |n) , para todo n < M. (4.67)
n=0

O valor esperado do operador nimero no estado geométrico generalizado é dado

por

M
(Y, M|n|Y,M) = |Ao|22nrY|"

1-[Y]

Aol? Y]

3IY|

Y11= @+ 1) [y M+ My
= v , (4.68)
(= (1= M)
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onde usamos a soma de n termos da série geométrica [73]

Zq - 1_‘1), (4.69)

1—gq

e a relagao (4.64) . Apés algumas manipulagoes a relagao (4.68) pode ser escrita como

YI(1= @+ 1)+ My
(=) (1= )

Analogamente para o valor esperado do operador nimero quadrado no estado geométrico

Y, M[n]Y, M) =

(4.70)

generalizado,
M
(Y, M2 [Y,M) = o) n*[Y["
1 M
T mMH)[\Y\<1+\Yr>—<M+1>2\Y\ #
+(2M2 +2M — 1) [Y|MH2 - a2 |y M. (4.71)

Para M =1, as relagoes (4.70) e (4.71) sdo dadas por
YI(1=21v]+ P
(=Y (1= [¥P)

~

(4.72)

2y = LA W) =4V P+ 3)y P -yt
(=¥ (1= v P)

Substituindo as relagoes (4.72) e (4.73) na relagao (2.216) obtemos o fator de Mandel no

(4.73)

estado geométrico generalizado para M = 1, isto é,

1
Q= T L. (4.74)

Observamos que este estado possui estatistica sub-Poissoniana.
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Figura 4.6: Fator de Mandel para o estado geométrico generalizado para M =1

Para M = 2, as relagbes (4.70) e (4.71) sao dadas por
(=3P 2P
n)y —

(= (1=

(4.75)

2y = VLA WD -9V 4 an vt - 4y
(=) (1= )

Substituindo as relagoes (4.75) e (4.76) na relagao (2.216) obtemos o fator de Mandel no

(4.76)

estado geométrico generalizado para M = 2, isto é,

Y| (2|Y\ +2)YP - 1)
_ . (4.77)
(IV1+ P +1) @] +1)

Observamos que & medida que o parametro Y aumenta a estatistica deste estado tende de

valores sub-Poissoniano & super-Poissoniano.
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Figura 4.7: Fator de Mandel para o estado geométrico generalizado para M = 2
4.4 Estado Geomeétrico Generalizado em DCT
Usaremos o formalismo da DCT para introduzir o estado
~ M ~ ~
‘Y, M> =25 3 V2w (4.78)
m=0
Desta forma o estado geométrico generalizado térmico fica dado por
~ M ~ ~
VY MiB) =& D YAV i ), (4.79)

n,m=0

com a constante de normalizacao

2
1-1Y
&ol? = (T‘W‘*J Y £1L (4.80)
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O valor médio do operador nimero no estado geométrico generalizado térmico é dado por

O valor médio do operador nimero quadrado no estado

(v, 7, M |

&l Z Z Y s B o s )

M
€ol” Z Yo YT i

n,m=0n’,m'=0

0% (14 1) Y3 O + uv (70 + 1)Y2 (1
Y255 1 O 1

+uvm’1/2 1/2(5 7 —1 n(sm_lﬂ-y]. (4.81)

> ¢ dado por

M M 3 }
‘50’2 Z Z Ym/2ym/2yn/2yn/2

m,n=0 m,n=0

-(n, 7; B| 22 |m in; B)

M
|€0|2 Z Z Ym/Qym/QYn/QYn/Q[{U m
m,n=0m
(1+m) 202m (1 4+ m) + u*v*mm

+u?v? (m + 1) (14 1) Ymnbms + {udv(m
+1)32(1 + )2 + uo® (m+ 1)Y2 (1 4 m)>/?
+ulo (m 4+ DY2 (1 +m)*? + w® (m+ 1)Y2 (1
+) Y22 + 1) Yot 1.nOms1n + {uv®m 2t 2m
+uvdm 22 (14 m) + udomm!2mt? 4 wPo(m
—1)m** 2} 601 b1 + w203 [(m + 1) (m
+2) (1 + ) (2 + ™))V 20 2n0mr0m + v [m(m

—1)m (= D] ?6m-200-2, (4.82)
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onde foram usadas as equagoes (1.69) e (1.70). Fazendo M =1, Y € R e v? =7, (1.36), as

equagoes (4.81) e (4.82) podem ser escritas como

. . 1—|Y]\?
<Y,Y,M;,6’ﬁY,Y,M;5> = (1 ||Y||2> (A+Y (2n+1)+2YRn+Y?(3n+ 1)
+2v (2 +1)"?), (4.83)
€
< - ol 1—|Y]\? , - _ 2, 52
Y.V M B9 V.V M B) = (5 vE) [ Emn+Y (@) 5n

+6(1+7)a+2(1+n)*2n"2 46 (14 n)/? a2

+Y2((n+1)% + 472 + 9 (1 +7) n)], (4.84)

substituindo as relagoes (4.83) e (4.84) na relagao (2.216) obtemos o fator de Mandel para

os estados geométricos generalizados térmicos, isto é,

1
Q = 1/2[ﬁ2+(1+ﬁ)ﬁ+Y((ﬁ+1)
n+Y (2n+1)+2Yn+Y?2(3n+1)+2Y (7?2 +n)

4522 4+ 6(1+n)a+2(1+n)2a 2 +6(1+a)2n%2 + V(R +1)? + 472

2

1-Y
1-Y?2

+9(1+n)n)—< >2((n+Y(2n+1)+2Yn+Y2(3n+1)

+2v (a2 + 1)) - 1. (4.85)

Para T — 0 a relagao (4.85) se reduz a equacao (4.74), que é o resultado obtido para
temperatura zero.

Na figura (4.8) tracamos o grafico do fator de Mandel para o estado geométrico
generalizado térmico para M = 1. Observamos que & medida que o pardmetro Y aumenta

o estado torna-se cada vez mais sub-Poissoniano.
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Figura 4.8: Fator de Mandel para estado geométrico generalizado térmico, M =1eY = 0.25
(linha preta), Y = 0.5 (linha azul), Y = 0.75 (linha vermelha).

Fazendo M =2 e Y € R, as equagoes (4.81) e (4.82) podem ser escritas como

(Y. ¥, M3

n

\ . _ 1_|Y| 2 2 2 2

+|Y? (3u2 + 6v% 4+ v (2\/5—1- 3))

+ 1Y (302 4 502 + duv) + |V|* (2u® + 30?)), (4.86)

1Y

9
n
1-yP?

(v, ¥, M35

2
Y,}},M;6> = ( > (vt + 120 + Y| (u* + 50" + 6u0?
+2u3v + 6uv®) + |V (5u? + 140* + 23u?0?
+8v2uPv 4 16v2uv®) + |Y)? (5u* + 130*

+30u0? + 12630 + 20u®) + |V |* (4u? + 90

+25u%v?)), (4.87)

substituindo as relagoes (4.86) e (4.87) na relagao (2.216) obtemos o fator de Mandel para
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os estados geométricos generalizados térmicos como

Q = @+ (1+4n+2(m+r%)"") + V(3497 +(2V2+3)(R
+02)V2) + Y] (34 80+ 4 (n+1%) %) + Y14 (2 + 5n)) 20
i+ Y] (1487 + 1202 + 2 (1 +7)*% a2 + 6 (1 + )2 3/?)
+ Y (5 + 330 + 2072 + 8v/2 (1 + n)>? /% + 16v2(1
+7)203/2) 4 |V P (5 + 400 + 4872 + 12 (1 + n)>/2 nl/?
+20 (1 +7)27%/2) + |y [* (4 4 3872 + 337)
. (f:—”YY’L>2(ﬁ+ V] (1 + 47+ 2 (7 +n2)"/?)
Y3497+ (2V2+ 3) (7 +7%) )

1/2

+YPB+8a+4(r+7%) ")+ [V[*(2+50) - 1. (4.88)

Para T — 0 a relagao (4.88) se reduz a equagao (4.77), que é o resultado obtido para
temperatura zero.
Na figura (4.9) tragamos o grifico do fator de Mandel para o estado geométrico

generalizado térmico para M = 2.
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Figura 4.9: Fator de Mandel para estado geométrico generalizado térmico, M =2eY = 0.25
(linha preta), Y = 0.5 (linha vermelha), Y = 0.75 (linha azul).

No préximo capitulo usaremos o formalismo da DCT para introduzirmos uma

generalizacao do estado niimero cadtico.
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Capitulo 5

Estado Numero Cadtico

(Generalizado

No capitulo 1 introduzimos o formalismo da dindmica de campos térmicos num
contexto térmico, isto é, usamos o formalismo para introduzir temperatura. Neste capitulo
usaremos a prescricao da dindmica de campos térmicos para a geragao de estados 6pticos
quanticos [54, 55]. Mais especificamente usaremos o formalismo da DCT para introduzir
uma generalizacao do estado nimero cadtico definido de acordo com a literatura na segao 5.1,
o estado nidmero caético generalizado. Na sec¢ao 5.2 introduzimos o estado nimero caético

generalizado; na se¢do 5.3 estudamos a estatistica do estado nimero cadtico generalizado.

5.1 Estado Niumero Cadtico

Um estado de interpolagao entre o estado nidmero e o estado cadtico, alternativo

ao estado geométrico generalizado (4.63) é o estado nimero caético [47]. Este estado é
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definido por

pive (V) = ——o S T pr oy iy ) (V). ()

onde PZ (7) é a distribui¢do do tipo Bose-Einstein, dada por

Pgmyzliﬁ<1jﬁ>m, com 7 = (A (5.2)

O estado nimero caético se reduz ao estado nimero |N) no limite 7 — 0, isto é
penc (1 — 0,N) = [N) (N]|. (5.3)
Além disso, para N = 0,

penc (,0) = Y Py () [m) (m)|

Pch (ﬁ) ’ (54)

onde p,, € a matriz densidade para o estado cadtico.

O valor médio do operador nimero no estado nimero caético é dado por

[e.e]

Weve = G 2 NNTm”? PE () (N +m)
m=0

8

N+m
Nlm

— A)A™ (N +m)

1+n)N

(a-4)

(I1+n)
(1-4)
(14 )Y

=0

[e.9]

(N +m) = (N+m)! .
N " Nim! " Z Nm! ATm
m=0 m=0

A)
1 LN

(1 B A)N+l (1 _A)N+2

— a-Aa-aW

que ap6s algumas manipulagoes encontramos

(M) pnve =N+ (N+1)n. (5.6)
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O valor médio do operador niimero quadrado no estado nimero caético ¢ dado por

oo

" N+m _ 2
(M pne = W Z PL(n) (N 4+ m)
(1+n)" = N!m!
> (N +m)!
2
- m i 35 O )
( 2 o N—|—m N+m
= N 2N Am
(14+n)N —~ Nlml Z N A
N+m)‘ "9
+ Z Nl ————=A™m?]
_ (1= AN N? +(N+1ﬂN+ap¥
(1 _ A)N+1 (1 _ A)2 (1 _ A)NJrl
(N+1)A4+2N(N+1)A
apés algumas manipulagoes encontramos
(7 pye = N2+ 2N + 1) (N + 1) 7+ (N + 1) (N +2) 7%, (5.8)
onde usamos
> (N +m)! 1
= 5.9
= N'm' (1 _ A)N+1 ( )

nas equagoes (5.5) e (5.7).
Substituindo as relagoes (5.6) e (5.8) na relagao (2.216) obtemos o fator de Mandel

para o estado nimero cadtico, isto é,

(N+1)a2 - N
(N+1)n+N"

Q= (5.10)

Na figura (5.1) tragamos o gréfico do fator de Mandel para o estado nimero caético em
funcao de n para N = 0,1,5,15, respectivamente. Observamos que para N = 0 o estado
nimero cadtico possui estatistica Poissoniana como esperado. Para N > 1 a medida que a
temperatura aumenta a estatistica deste estado tende de valores sub-Poissoniano a Super-

Poissoniano.
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05 T

Figura 5.1: Fator de Mandel para estado nimero caético N = 0 (linha preta), N =1 (linha
vermelha), N =5 (linha verde), N = 15 (linha azul).

Na préoxima secao usaremos o formalismo da DCT para introduzirmos uma gener-

alizacao do estado nimero cadtico aqui apresentado.
5.2 Estado Numero Cadtico Generalizado
Introduzimos aqui o estado nimero caético generalizado como

1 N

N0 = [o @] [ @] 00y (511)
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Os operadores a' () e al (¢) sao escritos em termos dos operadores de criagao e aniquilagao

aeal
a(() = u(Qa—v(Q)a, (5.12)
a'(Q) = w(Qa' —v(Qa, (5.13)
a¢) = uw(Qa-v(Qad, (5.14)
Q) = uw(Qa -v(Qa (5.15)
inversamente
a = u(@Qa(Q)+v(Qa (), (5.16)
a' = u(Q)al(¢) +v(Q)alq), (5.17)
a = u(Qa(g) +v(Qa'(), (5.18)
a = w(Q)a' Q) +v(¢)a(¢), (5.19)
onde

u(¢) = cosh6(C),
v(¢) = sinh6(Q).

Observe que aqui a e a sao interpretados como modos distintos do campo eletromagnético.

O operador nimero e o operador nimero quadrado sao escritos em termos dos operadores

a(¢) e af(¢) como
o= [u(Qa(Q) + ()] [u(Q e Q) +u(Q)a ()]
= wA(Q)al (Qal) +u(Q)v(¢) [al(©)a (¢) +a(C)a(C)]

+*(¢)a(¢)al (), (5.20)
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i = [u2(Qal (©al6) + u(Qv(€) [l (O (©) +a0)a()] +vA()a(¢)a! (0]

x [w2(Q)a (©)al€) +u(©)e(€) |a! (©)'(€) +a)a0)] +v*(Qa()al (<))
= u!(Q)a’(Q)a(¢)al (Q)a(¢) + u?(Qv(Q)al(¢)a(¢)a’ (O)a' (¢)

+u?(Quat(¢)a(¢)al¢)al(¢) + u*(Q)v*(Qal (Qa(¢)a(¢)at ()
+u?(Qu(Qal(Q)at()at(¢)al¢) +u*(Qv*(Qal(Q)at (¢)al (¢)al (¢)
+u?(Q)o*(¢)al (Q)a'(Q)a(¢)al¢) +ul¢)(¢)a’ (Qat()al¢)al ()
+u(Q)v*(Qa(Qa(Q)al (Qa(¢) + u?()v*(¢)al¢)a(¢)a’ (¢)a' (€)
+u?(Q)v*(¢)al¢)a(¢)al¢)a(¢) + u(Q)v*(Q)a(¢)al¢)al¢)ar ()
+u?()o*(¢)al¢)ar (a'(Q)al¢) +ul¢)* (QJa(¢)a’ ()at(¢)ar ()

+u?(¢)v(¢)a(¢)a (¢)a(Q)a(¢) + v (Q)a(Q)a (¢)a(¢)al (€), (5.21)

onde usamos as relagoes (5.16) e (5.17). O valor esperado do operador nimero no estado

nimero caético generalizado é dado por
(N,¢|7|N,{) =N+ (2N +1)e, onde e =v?((). (5.22)
Para ¢ — 0 a relagao (5.22) se reduz a
(N, = 0|72[N,{ —0) =N,

que é o valor esperado do operador niimero no estado nimero. Para N — 0 a relacao (5.22)
se reduz a

(N = 0,¢|a|N —0,0) =¢
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que é o valor esperado do operador niimero no estado caético. Portanto, o estado niimero
cadtico generalizado pode ser caracterizado como um estado de interpolacao. O valor es-

perado do operador nimero quadrado no estado niimero caético generalizado ¢ dado por
(N,¢|A?|N,() = N*+ (4N + 6N? + 1) e + (6N + 6N* + 2) €2, (5.23)

onde usamos a relacao (5.21).

5.3 Estatistica do Estado Numero Cadético Generalizado

Substituindo as relagoes (5.22) e (5.23) na relacao (2.216) obtemos o fator de

Mandel para o estado nimero caético generalizado, isto é,

_ €4 2Ne+¢e? +2Ne? 4+ 2N?%e + 2N %2

~ 1.
N+ (2N +1)e

Q

Na figura (5.2) tragamos o gréfico do fator de Mandel para o estado nimero caético general-
izado em funcao de € para N = 0, 1, 5, respectivamente. Observamos que para N = 0 o es-
tado nimero cadtico possui estatistica Poissoniana, para N > 1, & medida que a temperatura

aumenta a estatistica deste estado tende de valores sub-Poissoniano & Super-Poissoniano.
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Figura 5.2: Fator de Mandel para estado nimero céotico generalizado N = 0 (linha preta),
N =1 (linha vermelha), N =5 (linha verde), N = 10 (linha azul).
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho utilizamos o formalismo da dindmica de campos térmicos para es-
tudar o efeito de temperatura nas propriedades estatisticas de estados de superposi¢cao do
campo eletromagnético, introduzimos as contrapartidas térmicas através do formalismo da
dinamica de campos térmicos (DCT) e entao estudamos o fator de Mandel. Foi estudado
o efeito da temperatura na estatistica dos estados coerentes, estados coerentes pares, esta-
dos coerentes impares, estados de Yurke-Stoler, superposicoes de estados nimero e estado
geomeétrico generalizado.

Doravante nossos esforgos consistirao em utilizar o formalismo DCT para estudar:
o efeito de temperatura na funcdo de correlagdo de segunda ordem e na compressao em
quadratura; geracao de novos estados do campo eletromagnético quantizado; e estados
fermidnicos (de interesse em supersimetria).

Além dos resultados especificos dos diversos estados estudados, cabe ressaltar dois

aspectos de interesses praticos, caracteristicos do formalismo DCT. O primeiro ¢ a facilidade



127

para introduzirmos os efeitos de temperatura, a partir de um aparato algébrico similar aquele
utilizado nas definigoes dos estados de superposicao estudados. Este aparato algébrico é
constituido basicamente da transformagao de Bogoliubov (um tipo de estado comprimido
de dois modos [10]) e as regras de conjugagao til. Isto sugere explorar esta estrutura para
a construcao de novos estados de superposicao. Foi nesta perspectiva que introduzimos o

estado nimero cadtico generalizado.
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