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Resumo

Utilizando interferometria tipo Ramsey e interacdes dispersivas atomo-campo é
possivel gerar, numa cavidade HQ — High Quality-, sequéncias de superposi¢des de
estados tipo gato de Schrodinger correspondentes a superposicdes simétricas de estados
coerentes circulares, auto-estados da poténcia 2N do operador aniquilagédo de um modo
do campo eletromagnético, onde N € o numero de atomos envolvidos no processo.
Explorando todas as possiveis detec¢gdes atdbmicas do esquema introduzido em [1] é
possivel construir uma arvore genealdgica completa desses estados onde os principais
ramos sdo determinados pela primeira geracdo (estados coerentes pares e impares) que
podem ser gerados a partir de um estado coerente inicial na cavidade. Todos os estados
pertencentes a um determinado ramo possuem paridade de numero de fotons bem
definidas, possuindo apenas estados nimero pares ou impares ocupados. Estudamos a
estatistica de fotons para tais familias e mostramos a existéncia de grupos de estados
dispondo da mesma distribuicdo de numero de fotons. Inversdo de populacdo para
atomos de dois niveis interagindo com tais campos, como descrito no modelo de
Jaynes-Cummings na aproximacdo de onda girante mostra colapsos e ressurgimentos
bem definidos. Também estudamos a ocorréncia de compressdo de quadratura nos
estados pertencentes a todas as familias para todas as geracdes. Representacdes no
espaco de fase sdo analisadas, especialmente as fun¢des de Hussimi e Wigner. Também
abordamos a questdo do qudo ndo-classicos sdo esses estados, tanto no contexto de
medidas no espaco de fase quanto tipo medida. Por fim estudamos a perda de coeréncia

de tais estados atraves do tempo.



Abstract

Using Ramsey-type interferometry and atom-field dispersive interaction it is
possible to generate, in a high-Q cavity, sequences of superpositions of Schrodinger cat
states corresponding to symmetrical superpositions of circular coherent states, which are
eigenstates of the 2N power of the annihilation operator of a mode of the
electromagnetic field, where N is the number of atoms involved in the process. By
exploring all possible atomic detections sequences of the scheme introduced in [1], one
can draw a complete genealogical tree of such states where the two main branches are
associated with first generation (even and odd coherent states), which can be formed by
starting from an initial coherent state in the cavity. All states pertaining to each branch
have of well-defined photon number parity, having only even or odd number states
occupied. We study the statistics of photons to such families and show that an
enumerable number of groups of such states are composed of states having the same
photon-number distribution. Population inversion for a two levels atoms interacting
with such field states, as described in Jaynes-Cummings model in the rotating wave
approximation, show well defined and collapses and revivals. We also investigate of
quadrature squeezing among states pertaining to all families, for all generations. Phase
space representation are analyzed, especially the Hussimi and Wigner functions. We
also address the question of how nonclassical such states are, both within the phase
space and the distance type of measures contexts. Finally we study the coherence loss of

such states through time.
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Introducao

As primeiras indicagGes de que a descrigao microscopica da natureza deve ser
quantum -mecanica apareceram com 0s trabalhos de Planck, que em 1900 tratou a dis-
tribuicdo espectral de luz térmica postulando que a energia de um oscilador harmonico &
guantizada, e de Einstein em 1905, que explica o efeito fotoelétrico através da hipétese de
que a energia de um feixe de luz ¢ distribuida em pacotes discretos posteriormente batizados
como fétons.

Apesar de ja haver desde cedo essa conecgao com a teoria quantica, a éptica fisica
foi desenvolvida de forma mais ou menos independente desta. A vasta maioria dos experj
mentos fisicos-6pticos podem ser explicados adequadamente através da teoria cléssica da
radiacgéo eletromagnética baseada nas equagdes de Maxwell. Experimentos de interferen-
cia do tipo de Young possuem previsdes idénticas seja a abordagem cldssica ou quéntica.
Diferencas entre as previsdes cldssicas e quanticas s6 aparecem em experimentos de inter-
feréncia de ordens superiores envolvendo interferéncias de intensidades. Num experimento
desse, dois campos elétricos sdo detectados num fotomultiplicador e suas intensidades po-
dem interferirem-se. Enquanto a teoria cléssica trata da interferéncia de intensidades, na
teoria quantica a interferéncia continua sendo ao nivel das amplitudes de probabilidade.
Essa ¢ uma das maiores diferencas entre as duas teorias.

Até 1963 foram realizados alguns novos experimen;cos em interferometria, embora
ainda completamente descritos pela teoria cléssica. Nesse ano R.J. Glauber [4] mostrou pela
primeira vez, na sua formulagdo quéntica da teoria da coeréncia 6ptica, algumas previsoes

de natureza puramente quantica relacionadas ao anti-agrupamento de f6tons.



A partir do trabalho de Glauber foi realizada uma série de desenvolvimentos tedri-
cos e experimentais que possibilitaram, por exemplo, a geragao de superposigoes de estados
do tipo gato de Schradinger, de realizagdo um tanto dificil devido a sua fragilidade frente a
pequenas dissipagoes.

Séo justamente os estados tipo gato de Schrodinger o nosso objeto de estudo mais
especifico. O estudo baseia-se no aparato experimental desenvolvido na Franga por Laroche,
Brune, Raimond, Davidovich [15][14][13] entre outros, através do qual se pode gerar uma
superposicio de estados coerentes numa cavidade mesoscépica configurada a partir da pas-
sagem de um atomo de Rydberg devidamente preparado pela cavidade. Posteriormente
foi proposto um esquema para a geragdo de outros estados a partir da passagem de out-
ros dtomos de Rydberg através do aparato, o que veio a chamar-se estados tipo gato de
Schrédinger de geragoes posteriores. Nesse trabalho generalizamos o processo de geracao
destes estados incluindo af os estados provenientes das varias sequéncia de detecgdo dos
dtomos de Rydberg.

Este trabalho est4 organizado de forma que, no capitulo 1 é apresentada uma
revisdo da quantizagao do campo eletromagnético e dos estados coerentes deste campo.
No capftulo 2 é deserito o processo de geragao de superposicoes de estados tipo gato de
Schrédinger, tanto em cavidades de alta qualidade como em modos viajantes do campo.
Propriedades estatisticas importantes como a distribuicdo de nimero de fétons, nimero
médio de fétons e o fator de Mandel, caracterizadoras desses estados, além da inversao

de populacdo atdmica e da compressdo de quadratura, sdo estudadas no capitulo 3. No

capitulo 5 estudadmos a decoeréncia destes estados do campo. As representagoes dos estados



no espago de fase, tais como a representagdo P de Glauber,a fungdo ) de Hussimi e a
funcao de Wigner, assim como a profundidade nao cléssica, sao apresentadas no capftulo 4.

Conclusces e perspectivas sdo deixadas para o capftulo 6.



Capitulo 1

Estados nao classicos do campo

eletromagnético

Iniciaremos com uma breve revisdo de alguns conceitos bdsicos que serdo usados

neste trabalho com o objetivo de introduzir a notagé@o usada.

1.1 Quantizacao do campo eletromagnético

Tomemos como ponto de partida para quantizagio do campo eletromagnético as

equagoes de Maxwell no vécuo:

V-B(7t)=0, (1.1)
VxE(”,t)-——aégf’t), (1.2)
V.-D(Ft)=0, (1.3)
V x A7 1) = _9D(r,1) (1.4)




onde B(7,t) = poH(7, 1), D(7,t) = eoﬁ(ﬁ t), pg € €0 sendo a permeabilidade magnética e a
permissividade elétrica do védcuo, com pyeg = c~2. As equacdes de Maxwell sdo invariantes
por calibre e, usualmente, & conveniente a escolha do calibre de Coulomb, onde os vetores

E(7,t) e B(Ft) podem ser descritos através do potencial vetor A(F,t) sob a forma:

B(Ft) = VxA®FL), (1.5)
E(Ft) = —aAg’t), (1.6)

com a condi¢ao do calibre de Coulomb
VAR =0. (1.7)

Neste calibre, verifica-se que A(F, ¢) satisfaz a equagdo de onda

_ 1 0%A(F¢)

9 P
v A(T’, t) —_ CQT ) (18)
Agora separamos o potencial vetor em dois termos complexos
A7 1) = A7, 1) + A7, ) (1.9)

onde ACH)(7,t) contém todas as amplitudes que variam com e ™! paraw > 0 e AG)(F, t)
contém todas as amplitudes que variam com e*!. E mais conveniente trabalhar com um
conjunto de varidveis discretas que todo o continuo. Devemos portanto nos restringir a um
certo volume do espago e expandir o potencial vetor em termos de um conjunto de fungoes

de modo ortogonais



ARUE D = 3 " oy (e (1.10)
P

onde os coeficientes de Fourier ¢ sdo constantes num campo livre. O conjunto de vetores

funcdo de modo 4y, () , que corresponde & freqiiéncia wy, , ird satisfazer a equagdo de onda

(V2 + t—g) Gy (7) = 0 (1.11)

considerando n3o haver material refratdrio. As fungdes de modo também devem satisfazer

a condicao de transversalidade:
V “tiel?) =1 (1.12)

As fun¢des de modo formam uma base ortonormal completa

] 5. (7) = b (1.13)

As funcoes de modo dependem das condigoes de contorno do volume considerado,
ou seja, condigdes de contorno periddicas para ondas livres ou condi¢des apropriadas a
paredes refletoras, que levam a ondas estaciondrias. Temos portanto que, as fungdes de

ondas planas apropriadas a um volume ciibico de lado L deve ser escrito como
A =3 .0 )
Uy (7) = L™ 26V exp(ik.7) (1.14)

onde X & o vetor de polarizacio unitdrio. O fndice referente ao modo, k, descreve virias
varidveis: o indice de polarizac¢ao (A = 1,2), e as coordenadas cartesianas do vetor propa-

gacao k. Cada componente do vetor k assume os valores

2 7 2 2
km=27zlx, ky = 7;“, kzz’TT”; Mg, ny, Nz =0, +1, £2, ...




=3

O vetor polarizacio & deve ser perpendicular a & de acordo com a condigio de transver-
salidade.

O potencial vetor deve ser escrito agora entao como

1

i h . x i - it
AFy=3" ( MEO) [akuk (7 e~ + alag (7) e k'] (1.15)
k

e a forma correspondente do vetor campo elétrico E(7,t) é

1
= . : Il 2 ~ —1wy, ~ % )
E(T,t) =1 E (%) [akuk (F) ekt —a;fcuk (F)e kt] (1.16)
k

Os fatores de normalizacio foram escolhidos do modo a fazer com que \as amplitudes ai e
az sejam adimensionais.

Na teoria do eletromagnetismo cldssico essas amplitudes de Fourier sao complexas.
Na quantizacao do campo eletromagnético as amplitudes complexas sao elevadas 4 catego-
ria de operadores mutuamente adjuntos. Como os fétons, que sdo os quanta do campo

eletromagnético, sao bésons, a relagéo de comutagdo escolhida para os operadores ax e ay,

deve ser:
(o, ax] = [af.al] =0 5 [anal] = oun . (1.17)

A evolugao dinamica da amplitude do campo eletrico deve entao ser descrita por um ensem-
ble de osciladores harmonicos independentes obedecendo as relagoes de comutagao acima.
Os estados quénticos de cada modo podem entao ser descritos independentemente uns dos
outros. O estado quantico de cada modo é entdo descrito por um vetor do estado de Hilbert
associado a este modo. Ja o estado do campo como um todo deve ser descrito pelo produto

tensorial entre os vetores de cada um dos modos do campo.



O hamiltoniano do campo eletromagnético na forma cléssica é dado por
= / (ccB? + o #?) dr (1.18)

Substituindo a (1.16) em E e a expressdo equivalente para H , utilizando a condigdo de
transversalidade e completude e substituindo as amplitudes complexas por operadores, o

hamiltoniano pode ser reduzido & forma

s il
H= Zhwk (&L&k - 5) (1.19)
k

que representa a soma do nimero de fétons em cada modo multiplicado por fiw;, mais %Tuu ks

que representa a energia de flutuagao do vdcuo em cada modo.

1.2 FEstados bdasicos

1.2.1  Estados numero

O hamiltoniano acima tem auto valores do tipo hwy (nk 4 %) onde ng é um ndmero
natural. Os auto estados correspondentes sao os chamados estados nimero ou estados de

Fock, que sdo escritos como |ni). Fsses estados sao auto estados do operador nimero,

definido como N = a};ak, de forma que

A ~

Gy, b e} = ne [ni) - (1.20)
O estado fundamental do oscilador (ou estado de vdcuo do campo) é definido por
ax [0) =0. (1.21)
Assim, a energia do estado fundamental é dada por

(0| £ |0) = ka (1.22)



Como ndo h4 limite para as freqiiéncias na soma sobre os modos do campo eletro-
magnético, a energia do estado fundamental é infinita, o que parece ser uma dificuldade
conceitual da teoria do campo eletromagnético quantizado. Entretanto, como na prética o
que se quer obter sdo diferencas de energia do campo eletromagnético num determinado
sistema, o ponto zero de energia infinita ndo leva necesarimente a uma divergéncia, podendo
ser sitnplesmente subtraido. ay e &,}; sao os operadores de abaixamento e levantamento para
o conjunto de auto estados do oscilador harménico. Em termos de fétons eles representam
a aniquilacdo e a criag@o de um féton com um vetor onda k um vetor de polarizacdo é.
Dai a terminolgia operadores de aniquilagédo e criagao.

A aplicacido dos operadores de criagéo e destruigao sobre os estados niimero obedece

as relagoes
aglng) = mP e —1) (1.23)
arlng) = (e +1)"?|ng+1) . (1.24)

A partir da segunda das relagoes acima pode-se obter um vetor de estado de Fock qualquer

a partir da aplicagao sucessiva do operador de criagao ao estado de vdcuo, de forma que

_ (aby™

i+

Os estados de Fock sao ortogonais
(nk Imk) = ém'n (126)
e formam uma base completa no espago de Hilbert

D Ine) (k] =1 (1.27)

nk=0
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Apesar dos estados nimero serem uma representacdo util para fétons de altas
energias, como por exemplo os raios gama, onde o nimero de fStons é bem pequeno, estes
nao se configuram a melhor representagido para campos Opticos, onde o nimero total de
fétons é grande. Dificuldades experimentais tem impedido a geracio de estados de Fock
com um numero de fétons razoavelmente pequeno, embora grandes avangos tém sido obtidos
recentemente. A maior parte dos campos Opticos sdo superposigoes de estados nimero
(estados puros) ou misturas estatisticas de estados (estados misturados). Apesar de tudo,
os estados de Fock do campo eletromagnético tém sido usados como base numa série de

problemas em 6ptica quintica, incluindo algumas teorias em laser.

1.2.2 Estados coerentes

Uma base mais apropriada para vérios campos Opticos sao 0s estados coerentes.
Os estados coerentes possuem um nimero indefinido de fétons,o que os permite ter uma
fase mais bem definida que os estados de Fock, onde a fase é completamente randomica.
O produto das incertezas nas quadraturas do campo num estado coerente é o minimo
permitido pelo prinefpio da incerteza. Nesse sentido, os estados coerentes sfo os estados
quantum mecénicos mais préximos da descrigao cldssica do campo, sendo também chamados
de estados quasi-cldssicos. Vamos agora apresentar algumas caracterfsticas desses estados.

Condicoes definindo estados coerentes: No contexto da Fisica cléssica verifica-
se possivel caracterizar o estado de um oscilador harménico através de um parametro adi-

5

mensional complexo, cujas partes real e imaginédria estariam associadas & posicdo e ao
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momento, respectivamente, sob a forma

2l = %[z(t) +ip(t)] (1.28)

com Z(t) e p(t) adimensionais, ou seja:

B(t] = | -a(t) = Bolt) (1.29)

20 = r(t), (1.30)

0 que permite escrever as equacoes de movimento cldssicas do oscilador harménico como

%x(t) = %p(t) = %i(t) = wp(t) , (1.31)
& plt) = ~mula(t) = S (1) = ~wa(t) (132

Substituindo as expressdes acima na definicio de a(t) e derivando em relagio ao tempo

tem-se

d R —iwt
aza(t) = —twa (t) = a(t) = age ; (1.33)
onde

0 = a:(0) = —=[3(0) +7(0) (1.34)

Com essas defini¢bes podemos reescrever Z(t) e p(t) como

= 1 —iw * _dw
) = 75[0506 Wt L afe™]
wt aoeu"t]

pt) = \[ [oe™
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e a energia cldssica do sistema torna-se igual a

H = —2-:?—1 (0))* + %mwg[:c([])]z (1.35)
= RO + b)) (1.36)
= hwlagl* . (1.37)

Na construgao do estado coerente, uma das exigéncias que se faz é que os valores
médios dos operadores associados as grandezas cldssicas assumam os mesmos valores dessas
grandezas a cada instante. Para isso desenvolvemos os valores médios dos operadores a e !
e substituimos esses valores nas expressoes dos valores médios dos operadores X (1) | P(t)
e H . Observa-se entao que, para que tenhamos uma correspondéncia entre as expressoes

cldssicas e quanticas de X (¢) e P(t), devemos impor
(@) (0) = a0 . (1.38)
Aplicando essa mesma exigéncia a H somos levados a estabelecer
(m> (0) = ag . (1.39)

Utilizaremos agora essas duas condigdes acima para definir um estado coerente.
Estados coerentes como auto-estados do operador a: Introduzamos oope-

rador b(cy), definido por:
blag) = é — ap ; (1.40)

temos portanto

b (a)b(cw) = &' — il — afja + afag (1.41)
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e o quadrado da norma do vetor b(ap) [40(0)) &

(1(0)| b (cr0)b(cxo) [¥(0)) =
((0)|a'a|y(0)) — ao (1(0)| ala [1(0))

—a ($(0)] 8 [9(0)) + egag - (1.42)
Substituindo-se as condigdes (1.38) e (1.39), obtém-se
(1(0)1 5" (a0)b(0) [4(0)) =
aaao - G:()Oza - a[’;ao + CYSCYO =) . (1.43)

Como o vetor é suposto ter norma ndo nula, devemos ter b(ayg) [1(0)) = 0, que de acordo

com a defini¢io do operador b(ag) d4

a[y(0)) = a|1(0)) (1.44)

Temos portanto um estado que é auto estado do operador & cujo auto valor é o pardmetro a.
Isso faz com que utilizemos este pardmetro para caracterizar o vetor de estado. Portanto,
denotaremos o auto-vetor de 4 associado ao auto-valor o por |a).

Expanséo de |o) na base nimero: Definamos o estado coerente |o) usando

uma expansao em estados nimero sob a forma

o) = > eale) ) (1.45)

Temos entao que

ala) =) eala)vnln—1) (1.46)
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Substituindo essa relagdo em (33) obtemos

(07

cnt1(a) = m%(a)

(1.47)

Essa relagdo nos permite determinar por recorréncia todos os coeficientes ¢,(a) em termos

de co(a):

T

en(0) = —=co(e) (1.48)

Decorre entdo que, uma vez fixado o valor de cp(a), todos os outros coeficientes c¢,(«)
também sao fixados. O vetor |a) & portanto especificado de forma tinica a menos de um
fator multiplicativo. Devemos escolher cq() real e positico e normalizar o vetor |@), o que

o determina de forma completa. Nesse caso, os coeficientes c, () satisfazem

> len(@*=1, (1.49)

n

ou seja,

2n
e 212 = peo(p P elof = 1
7 3 -

s
= co(a) =e P (1.50)
e finalmente

) = =25 2 |y (1.51)
2
O operador deslocamento ]5(04): De forma alternativa, é possivel mostrar que

um estado coerente pode ser obtido do deslocamento do védcuo através da aplicacdo do

operador deslocamento D(a), definido como

~

D(a) = exp(ad! — o*a) . (1.52)
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Esse operador é unitdrio, ou seja
D(a)D'(e) = Di(a)D(a) = 1. (1.53)

Se utilizarmos a formula eAT8 = eAeBe[ABI/2 y4lida quando [4,[4,B]]= [B, |[A,B]] =0,

podemos reescrever o operador deslocamento como
2 ~lei® /9 aat a*a
D(Oz) _— /2eaa P (1.54)

Aplicando e* ¢ ao estado de vdcuo temos

+2

- * @
e 0 =1—-a"'a+ 5]

+..]]0% = |0} (1.55)
e, portanto,

D)0y = /208" g

s B

n!
el o o
= e ——= B ; 1.56
By oll (1.56)

Comparando com a expansfio mostrada anteriormente, ficamos com
) = D(a) [0, (1.57)

o que explicita a agao do operador deslocamento D(c).
Valor esperado da energia num estado |a): Consideremos um oscilador no
estado |a). Vemos da expresséo anterior que uma medida da energia determina um resultado

do tipo E, = hwn (retirando a energia do ponto zero) com a probabilidade

(@) = [en()]* = '—9”,—1',2—1"“’2/2 . (1.58)
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A distribuicdo de probabilidade obtida, P,(«), é portanto, uma distribuigao poissoniana.
Como

P.(a) = %Pn_l(cx) ? (1.59)

é f4cil verificar que P, () alcanca seu valor méximo quando n é igual & parte inteira de laf?.

Para calcular o valor esperado <H> da energia podemos usar (1.58) e a expressao
164

<I§T>a =3 Pa(a)niuw . (1.60)

Por outro lado é facil perceber que, como {a|a’ = a” (al, temos
ala) = o (1.61)

e, portanto,

<H> = Fiw (] 4 o) = Paw o - (1.62)

O produto escalar entre dois estados coerentes pode ser obtido utilizando oopera-

dor deslocamento D(a)

(Blay = {0 B'(@)D(e) 0
= expl(lef + 1) + 0f"

= |[(Bloy[* = eloF (1.63)

O que mostra que dois estados coerentes podem ser considerados aproximadamente ortogo-
nais no limite em que [ce — 8| > 1. Superposi¢oes de dois estados coerentes quasi-ortogonais
sio conhecidas como estados tipo gato de Schrodinger pois correspondem a superposigoes

quanticas de estados quasi-cldssicos distintos.
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1.2.3 Estados comprimidos

De acordo com o principio da incerteza de Heisemberg, a descricao de um estado

quantico estd limitada pela desigualdade

APAX > Zh. (1.64)

(NN

Em termos dos operadores de quadratura do campo eletromagnético, definidos pela ex-

pressao
) 1 Fuw 1/21 % . = - —
E(Ft) = ﬁ 2—60) X sin(wt — k.7) — Xa cos(wt — k.7)] , (1.65)
onde
X, = a+al, (1.66)
Xy = —i(a—al), (1.67)
obtem-se
<(AX1)2> <(AX2)2> %7, (1.68)

Essa desigualdade é obtida em seu limite minimo para estados coerentes, onde <(AX 1)2> —
<(AX2)2> = 1. Entretanto, & possivel definir-se uma classe de estados de incerteza minima
onde uma de suas quadraturas tem incerteza menor que um em detrimento do aumento
da outra. Estes s@o os chamados estados comprimidos, que podem ser obtidos através da
aplicacio do operador de compresséo sobre um estado coerente. O operador de compressio

é dado por

5 1
S(e) = exp(%e“&2 - iedw) ) (1.69)



onde € = rexp(2i¢) é un nimero complexo arbitrario.

Nota-se que o operador de compressao obedece as relagoes:

8M(e)=8e) = 8(-¢) ,

St(e)a™5(e) = a'coshr —dexp(—2ip)sinhr .

Se definirmos uma amplitude complexa rotacionada
Vi 4V = (X 4 1X5) exp(—ig) ,

temos

St(e) (V) +iY3)S(e) = Y5 exp(—r). + iV exp(r) .

ST(e)aS(e) = acoshr — al exp(—2i¢)sinhr |

18

(1.70)

(1.71)

(1.72)

(1.73)

(1.74)

O operador de compressdo portanto atenua um componente da amplitude complexa (

rotacionada) e amplifica o outro. O grau de atenuacgio ou de amplificagao é determinado

por r = |g|, chamado de fator de compressao.

Ha outros estados importantes do campo eletromagnético como, por exemplo, os

estados de fase (complementares aos estados de Fock) e diversas superposicoes dos estados

basicos mas que ndo serdo discutidos aqui.
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Capitulo 2

Geracao de superposicoes de

estados tipo gato de Schriédinger

Neste capftulo estudaremos a geracido de superposi¢des de estados tipo gato de
Schrodinger a partir de dois aparatos que permitem a producio de superposi¢des de estados
coerentes circulares tanto em cavidades como em modos viajantes. O primeiro aparato
refere-se ao chamado experimento de Paris [ 11 ], onde o agente de intera¢ao com o campo
sao atomos de prova. O segundo & uma adaptacao do interferdmetro de Mach-Zender que
utiliza estados tipo niimero em interagio com campo cberente via um meio Kerr, tratando-se
portanto de uma interagao efetiva campo-campo. Como serd demonstrado, ambos processos
dao origem a mesma famiia de estados. Vejamos primeiramente o experimento de Paris e

logo em seguida o interferémetro de Mach-Zender.

2.1 Geragao em cavidades
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Estados coerentes de um modo do campo eletromagnético podem ser produzidos
numa cavidade mesoscépica de alta qualidade através de uma corrente cldssica. A cavidade
é composta de dois espelhos esféricos de nidbio cuidadosamente polidos dispostos frente a
frente. A geometria da cavidade é compativel com a aplicagao de um campo eletrostético ao
longo do eixo da cavidade, o que é essencial para a manipulagéo de estados circulares num
atomo interagente. Dois pequenos orificios no centro dos espelhos permitem o acoplamento
com um gerador de microondas sendo que a freqiiéncia de ressonéncia, ajustada através da
translagao entre os espelhos, e o fator de qualidade Q, podem ser facilmente determinados
através de experimentos de transmissao na cavidade. No equilfbrio térmico o modo da
cavidade contém um certo nimero médio de fétons térmicos, originados do vazamento de
campo térmico. Esse campo é removido da cavidade antes de cada seqiiéncia experimental
através da emiss@o de pulsos atémicos contendo dtomos preparados no}nfvel mais baixo, g,
da transicdo ressonante com a cavidade. FEsses dtomos absorvem eficientemente os fétons
térmicos e reduzem a temperatura efetiva associada ao campo. No procedimento proposto,
dtomos de Rydberg interagem com o campo da‘cavidade. Esses dtomos sao descritos através
de estados circulares (Kleppner e Hulet, 1983), cuja transi¢do entre estados vizinhosenvolve
comprimentos de onda da ordem dos milfmetros para nimeros quanticos principais em torno
de 50. O experimento utiliza trés nfveis circulares com ndmeros quanticos principais iguais
a 50, 51 e 52, correspondentes aos chamados estados e, ge i, respectivamente. O
preparo de niveis circulares (Nussenzveig et al.., 1993) combina excitagio de laser de diodo e

transi¢oes de radiofreqiiéncia. Primeiramente os dtomos sdo preparados num estado circular

excitado |e), logo apds serem langados de uma fonte com velocidades selecionadas, através
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Figura 2.1: Esquema da geracao em cavidades

de um feixe de laser. Adiante o dtomo cruza a cavidade de alta qualidade, posta entre duas
outras de baixa qualidade, chamadas de zonas de Ransey (Fig. 2.1).

Em ambas zonas de Ramsey, campos cldssicos produzidos por um gerador de
microondas interagem ressonantemente com a transigao |g) e |e) dos dtomos Rydberg e as
intensidades s@o ajustadas de modo a produzir um pulso de § quando os dtomos a cruzam,

de forma que:

9 — %(lg)ﬂe)) 1)
o — %(Im—le)) (22)

J4 ao atravessar a cavidade central, o 4&tomo interage dispersivamente com o campo

eletromagnético de acordo com o hamiltoniano



Hine = hwe (i) (i — e} (e]) (2.3)

onde wer = 2P?/A | P ¢ o momento de dipolo atémico e |i} corresponde 20
estado do dtomo de Rydberg com n = 52. A freqiiéncia da cavidade é ajustada préxima
v
4 ressondncia com a transigdo |e) — |i) , separados por A , que é bem diferentente ao
associado & transigdo |g) — |e) .

Note que Hf,, = (Tuwer)™(ata)™ (|6} (3| + (—1)" [¢) {el) ¢ portanto,

?(t)(cg lg) + Ce le)) | ¥e)

_iﬁintt
f

= ep )(Cylg) + Ce le)) o)

= Cq l9) | ) + Ce |e) (expligala] L)) (24)

Isso implica que quando o dtomo atravessa a cavidade numa superposigao de es-
tados |g) e |e), a interagio dispersiva acaba produzindo uma variacio ¢ na fase do campo
da cavidade quando o estado atdémico é |e) mas conserva a fase quando o estado & |g) , ou

seja:

(Cylg) + Ce le)) [¥e) — Cy lg) W) + Ce |€) (EXP[Z.QSGT@ %)), (2.5)

com ¢ = werte € t. igual ao tempo que o dtomo permanece na cavidade.
Em seguida os dtomos atravessam a segunda zona de Ramsey, sofrendo outro pulso
de w/2, antes de serem detectados.

Considerando o campo na cavidade inicialmente no estado coerente |) , com «
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real e ¢; = m, o estado emaranhado dtomo - campo evolui, & medida em que o &tomo

atravessa cada cavidade, de acordo com a seqiiéncia:

10 atomo I\I}dtomo> ® I\Ilcampo>
Apés R1 |9} |} + |e) o)
Apos C l9) |2} + |e)} |exp(im)e)

Apés R2  |g) (lexp(im)a) + |a)) + |e) (lexp(im)a) — |o))
Dessa forma, uma detec¢ao do 4tomo no estado |g) projeta o campo na cavidade
no estado coerente par (|—a)+|a)) , enquanto a detecgio em |e) projeta o campo no estado
coerente impar (|a) — |@)).

Podemos entdo escrever o campo na cavidade como:

[T, (@) =N, (a) (|- + &1 |a)] (2.6)

Fsses sao os chamados estados tipo gato de Schrédinger do campo eletromagnético na
cavidade, com £;=+1 para estados pares (detecgdo em |g)) e &; =-1 para estados fmpares

e)).

(deteccdao em

Se um segundo dtomo é lancado da fonte logo em seguida, a um tempo suficien-
temente curto para que o estado do campo r:la cavidade ndo perca a coeréncia e a uma
velocidade tal que a interagdo do dtomo com o campo cause neste uma variagio de fase
oy = /2, ocorrerd um processo semelhante ao ocorrido na passagem do primeirc dtomo,

de forma que:

'20 Atomo |‘Iltitomo) @ I\Pcampc))
Apés Ry (lg) + le)) [¥e, (a))
Apos C 19) [¥e, (0)) + le) l\I’«El (exp (F) a?)
Apos Ry 19) (e, (exp () @) + [ ey (@) + le) (| Tey (exp (32) @) — 196, (@)

Percebe-se mais uma vez que o campo ¢ projetado em estados gatos de schrodinger

pares ou fmpares, agora de segunda geragio, de acordo com as deteccées em |g) ou |e)
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respectivamente. Dessa forma o campo na cavidade pode ser expresso sob a forma:
T, (exp (%) a>> + &9 |0, (a))J
exp( %)a>

eXP(%)a>] (2.7)

B (o) = g2 |

= Neeo (@) [e162]0) + &1

+e2 Jexp(im)a) +

Passando um terceiro 4tomo, ajustado com velocidade tal a produzir uma variagio
de fase ¢3 = | no campo da cavidade, teremos, ao final do percurso, um estado gato de

Schridinger de terceira geracao:

Werepes () = Aﬁr—@(ﬁ) [

1/ - (exp <%) a>> + €3 |Peyey (a))]

e}
exp(g)f%)a>

exp(%)a>] (2.8)

= MNiepes (@) [E16263 |@) + 2263 [exp(im)a) + e1e3

+€1€9

i 3T
exp(z—)a> +e3 exp(—Q—)a> +e3

im
+€1 exp(T)a:> +

De forma genérica, apés a passagem de N dtomos, obtém-se:

,\I’Eln-eN (Cf)) =

oy o, (exp (2};’;) a)> on|Terenos (a))] (2.9)

Dessa forma & possivel expressar um estado de geragao N no plano a como a soma

do estado imediatamente anterior com ele préprio rotacionado em 7/2¥~1, como mostra o

diagrama abaixo
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Figura 2.2:

2.2 Geragao em modos viajantes

O esquema do método proposto é ilustrado na figura(23]. Um interferdmetro de
Mach-Zehnder (IMZ) contém um meio Kerr em um dos bragos. Esse meio acopla um
modo externo ao interferdmetro, denotado por modo @, a um modo interno, o modo b. A
interacao dispersiva efetiva entre esses dois modos no meio Kerr & descrita pelo hamiltoniano

de interacéo
Hy = hK afabTh (2.10)

onde K é proporcional a terceira ordem da suceptibilidade x(®).
Assumimos que 0 modo a contém o estado coerente |@) e que um tinico f6ton entra
por um dos lados do primeiro separador de feixes SFl e o estado de véacuo pelo outro lado.

Imediatamente depois da passagem por SF'1 o estado do sistema é dado por

el

v@(ll? 0) +1410,1) 12 @) (2.11)



Interferdmetro de Mach-Zehnder

Figura 2.3
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onde o primeiro mimero nos termos da parte do estado associada ao IMZ corresponde ao feixe
no sentido hordrio, enquanto o segundo ao feixe anti-hordrio. Indo adiante, imediatamente

antes do segundo separador de feixes SF2, o estado geral do sistema evolui para

1

\/-Q-(IL 0) |e) +1410,1) | exp(igp))) (2.12)

onde ¢ = %, sendo [ o comprimento do meio e v a velocidade da luz no meio. O deslo-
camento da fase no estado coerente & conseqiiéncia da sua interagio com o meio Kerr,

representada pelo operador unitario
U = exp(—ialabth), (2.13)

que ¢é de fato um controlador de fase que sé age sobre o estado coerente se houver a pre-
senga do féton no meio Kerr. Observa-se, de acordo com as expressoes de Hy e U, que o
deslocamento de fase é proporcional 4 néo linearidade do meio Kerr. Logo apés a passagem

por SF2 ocorre as transformacoes

11,0) —s \%(]1,0) +14]0,1)), (2.14)

s,

|O, 1> —_— 73

(10,1) +11,0)), (2.15)
o que faz com que o estado do sistema com um todo seja descrito por

1 . ; ;

5[11,0) (|]a) — |wexp(—it))) +10,1) (Jo + |exexp(—iep)))]- (2.16)

Portanto, a depender da detecgéo do estado |1,0) ou |0,1), o modo a pode ser projetado

nos estados

|o) £ | exp(—ip)) . (2.17)
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Figura 2.4:

Agsim o estado no modo a pode ser escrito como
¥4} = Na(lo) £ e exp(~ig)) , (2.18)

que € o mesmo gato de Schrodinger encontrado na primeira geragao do processo descrito na
secao anterior. De fato é nitida a analogia entr;e 03 dois procéssos, Além disso, montando-se
uma seqiéncia de interferometros alinhados (Fig. 2.4) gera-se os estados de geracdes posteri-
ores, tal qual descrito para os estados na cavidade. Nessa analogia os separadores de feixes
fazem papel semelhante ao das zonas de Ransey enquanto que o meio Kerr ao da cavidade
ressonante.

Em ambos os processos, dificuldades para a implementacao experimental surgem
devido, fundamentalmente, a decoeréncia. Tal aspecto € tanto pior quanto mais estados

coerentes componham a superposigio, sendo mais grave no caso de cavidades.




29

2.3 Normalizacao

Vejamos agora como s8o expressas as diversas constantes de normalizagio para os

estados gato de Schrodinger. Na primeira geragio N;, (@) ¢ obtida fazendo-se (Te, ()] P, (@)

]

1, podendo ser expressa como:

B

Ney (@) = [2Zexp(—a®)F,, (0?)] 2, (2.19)
Onde a constante
Ty (a2) = %[exp(aQ) + &1 exp(—a?)] (2.20)

serd utilizada na generalizacdo das expressdes para os estados |¥), suas normalizacdes e
expressoes de indicadores estatisticos.

Explicitamente, as constantes 7y (a?) e F_ (?) sdo dadas por:
Fi(a?) = cosh(a?) (Z:21)
F_(a®) = sinh(a?) (2.22)

Da mesma forma.que na primeira geragfo, tem-se, na segunda (Ueyen ()] [Peyen (@)) =1, 0

que leva a
_i
Neres (@) = [2 exp(—a?) Fepey (042)] 2 (2.23)
e
2 ! 2 i o

e (07) = 3Fe (@) +e2Re{ 7, exp(5)a” |}] (2.24)

Onde h4 duas constantes pares e duas fmpares:
Fiy (0®) = %[cosh (a?) + cos ()] (2.25)
Fi o) = %[cosh (a®) = cos (&?)] (2.26)



F (a"z) = %sinh (ag)
Fosld') = %sinh (o?)

Repetindo o mesmo procedimento para a terceira geragio obtém-se

(SR

Neyeges (@) = [26 &‘CP(_C‘-’Q)FQEQE:% (0‘2)}_

Fere9es (‘12) =

ol

[Feea () + 25 Re{Fey (xp()o? )

Que explicitamente corresponde as quatro constantes pares:

1 a2 2
Frgy (0f) = Z[cosh a? + cos o? +2cosh (\,TE) cos (——-)]

oy 1 2 2 o a?
Fir— (o) :Z[cosha +cosa” — 2cosh NG cos | —= ||

) 1 2 2
P (aZ) = E[cosh o? — cosa® — 2cosh (%) cos (E—>]

T (0:2) = %[cosh a? — cos ]

e as quatro impares

2

Fo__ (o) = %[sinh (o) — 2sinh (%) cos (

)b

il 5
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(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)
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Feqo (0¥ = %[sinh (a?) — 2sinh (%) cos (0‘72)] (2.35)

F iy (a?) = %[sinh (a?) + 2sinh (3—%) cos (j;>] (2.36)

Fouiaf) = %[sinh (a?) 4 2sinh (%) cos (“7;)] (2.37)

De forma genérica, pode-se escrever:

[Zer...en (@) = |
NAi—lEiN_‘% [ Wit (e"P (2;:;) a>> +en |Teyenoy () (2.38)
onde
Ney..ew (@) = 22V exp(—a®) Fe,.. (02)]—% (2.39)
e
Fian () =
%[fel...en_l (o®) + %aN Re{Fey..enms (exp(2;7r_l)a2> + Foyens (exp(_ggi_l)az) N
(2.40)

As constantes de normalizacao sao importantes para se determinar as propriedades estatis-

ticas destes estados.
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Capitulo 3

Propriedades nao classicas das
superposicoes de estado tipo gato

de Schrodinger

Neste capitulo estudaremos as propriedades nao clédssicas das superposicoes de
estados tipo gato de Schrodinger cuja geracao foi discutida no capitulo anterior. Estu-
daremos basicamente a estatistica de fétons, a inversao de populagao atémica para dtomos
interagindo com tais campos e investigaremos se estes apresentam compressac de ruido

quéntico nas quadraturas.
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3.1 Distribuicao de probabilidade de fétons

As expansoes das superposigoes de estados tipo gato da Schridinger na base

nimero

k]

Tey..en (@) = ZOEL,,EN (n; ) [n) (3.1)

n=0

onde C¢y ¢y (n, @) = (n|¥e, ¢, (a)), podem ser obtidas utilizando a relagéo (vdlida para

um estado coerente ()
2
" 8]

{n|6) = i exp(—

Dai, pode-se obter facilmente a distribuicdo de probabilidade de fétons:

)i (3.2)

Fei en(nja) = |CEL.,5N (n; a)|2 (3.3)
Para os estados de primeira geracio, tem-se:

Pa(nia) = NG (@) (] [|—a) +e1 o))
_ L )

l
Fe (@) nl |2

(2]

[(expim)™ +&1]| .- (3.4)

Vé-se imediatamente que para os estados pares (e1 = +1) de primeira geracdo apenas os
estados de Fock com n par participam da superposi¢éo, enquanto estados fmpares (g7 = —1)
sao constituidos apenas de estados nimero fmpares. De forma explicita, a expressao para

a distribuigao de probabilidade de fétons é dada por

a®™(1 + &) cosn)

Fey (B = LT +20) coshio?+ (1= 2y i) * (3:5)
ou seja,
a®™(1 + cos )
Pilma) = 2nlcosha? 7 &.6)
. My _
B fiia) = a“®(1 — cosn) (3.7)

2n!sinh o2
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Figura 3.1: Py(n;a=2)

Figura 3.2: P_(n;0=2)

Estas distribuigoes estao ilustradas a seguir para o valor o = 2.

Para os estados de segunda geracéo obtém-se

P€1€2 (’I’L; a) —
; ) : 2
= ]j\/sls2 (a)|2 (n| |:6152 |ar) 4+ &1 exp(%)a> + &3 lexp(im)e) + exp(g—;r?)a>J
2\7 . 2
=% _1(a2) (O;I) ‘ll [(expim)™ +£1] [(exp %)n + 52} (3.8)

Novamente percebe-se a manifestacao de duas classes distintas de estados de segunda gera-



35

¢éo: a par, para €1 = +1, e a impar, para €1 = —1, cujos estados séo constituideos apenas
por estados de Fock com ntimeros pares ou fmpares, respectivamente. Entretanto nota-se
que os estados de paridade par possuem distribuicdes de probabilidade diferentes entre si
enquanto os de paridade fmpar possuem a mesma distribuicdo. Explicitamente, para a
segunda geracéo, chega-se i seguinte expressao:

a®™(1 + &3 cos(™F)(ey + cos(nr))
nl(1+&1)(cosha? +e5cosa?) — (g — 1) sinh a2’

Pee, (n; O‘) =

ou seja,

a®(1 + cos(n@))(1 + cos(F))
Bieimn . 2n!(cosh a? + cos a?) . (510)

o™ (1 + cos(nm)) (1 — cos(ZF))

B-lme) = 2n!(cosha? + sinha? — cos?) ’ L)
a®™(1 — cos(nm))(1 + cos(%L))

B = 2n! sinh o2 ' iy
a?™(1 + cos(nm))(1 — cos('"'))

BlrE = 2n!sinh o2 15)

Estas distribuigdes estao apresentadas adiante; vé-se através dos gréficos para as primeiras
duas geragdes que os estados |¥_ (&), |P—+ () e [¥__ (a)) possuem a mesma distribuicdo
de probabilidade.

Ja para estados de terceira geracao obtém-se:

Peiezes(n; ) =

Nereaes (@) | (n [e162es ) + e2e3 [exp(im)a) + €163

exp(%)ﬂ)

e
exp(;)a +&169

Tim é
EXP(T)Q> |2

i
4e3 exp(T)a + &9

1 (o)™
Fereses (@) nl

Sim
exp(T)a> +e1

exp(3fTﬂ-)<x> +

% et ficeany] [(exp %r)” + 62] [(exp %r)n - ng 2

(3.14)
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¢ao: a par, para €1 = +1, e a impar, para €; = —1, cujos estados sdo constituidos apenas
por estados de Fock com nimeros pares ou impares, respectivamente. Entretanto nota-se
que os estados de paridade par possuem distribuicdes de probabilidade diferentes entre si
enquanto os de paridade fmpar possuem a mesma distribuicao. Explicitamente, para a
segunda geracdo, chega-se A seguinte expressao:

o™ (1 + &3 cos(™F) (e + cos(nw))
n!(1+ &1)(cosha? + g5 cosa?) — (g — 1) sinha? ’

(3.9)

Perey (m; a) =

ou seja,

a®™(1 + cos(nn))(1 + cos("X))
Pepma) o 2n!(cosh o + cos a?) € (3.10)

o?™(1 + cos(nm))(1 — cos(%F))

Pl = 2n!(cosh o? + sinh o? — cos@?) ’ -11)
a®™(1 — cos(nm))(1 + cos(=E))

Eepip, = 2n! sinh o2 ’ (3.12)
a™(1 + cos(nm))(1 — cos(%))

EmE =~ 2n! sinh o2 . 5:19)

Estas distribuigoes estao apresentadas adiante; vé-se através dos graficos para as primeiras
duas geragdes que os estados |¥_ («)), |Y—+ (@) e [¥—_ («)) possuem a mesma distribuicao
de probabilidade.

Ja para estados de terceira geracao obtém-se:

Prieses (” Gf) o=

s — (O:)]Z | (n] 1623 |a) + €2¢e3 lexp(in)a) + €123

exp(%)a>

im 2
EXP(T)04> |2

i
exp(—;)a +£189

+£3

im
exp( 5 )a> + &2

Sim 3im '
exp(T)a> +&1 exp(T)a> +

2

= }_almla ) (Oi!)n 'é [(expim)™ + &1] [(exp 1273)" 4 52] [(exp %)" + 53] (3.14)
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Figura 3.5: Poy(mya=2) e P._(n;a = 2)

Mais uma vez nota-se que os estados pares (impares) sdo compostos apenas de estados
nimero pares (fmpares). Isto se deve, claramente, ao fator [(expim)™ + 1] = (—=1)" + ;.
Explicitamente, as expressGes para a distribuicdo de probabilidade dos estados pares de

terceira geracido sao dadas por:

(1 + cos(nm)) (1 + cos()) (1 + cos(BX))

Peaa(nya) = ’ 3.15
() 2n!(cosh a? + cos a? + 2 Cos(—\‘%) Cosh(%)) (3.15)
o™ (1 + cos(nm)) (1 — cos())(1 + cos( ™))
Replmgad= 2n!(cosh a? — cos a?) : (3.16)
o?™(1 + cos(nm))(1 — cos(ZF))(1 — cos(2E))
Ejes b= 2n!(cosh a? + cos a?) ' (3.17)
o?™(1 + cos(n7)) (1 + cos(ZE))(1 — cos(2Z))
Py (nia) = il e e s 7 (3.18)
2n!(cosha? 4 cosa? — 2 cos(ﬁ) cosh(ﬁ))
Para os estados impares de terceira geragao, tem-se:
Povi(mia) = a?™(1 = cos(nm))(1 + cos(ZE))(1 + cos(™F)) , (3.19)

2n!(sinh o2 + 2 cos(f}—zi) Sinh(ajzz))



0.67

0.47

Figura 3.6: P, . (n;a =2

)

Proore: e Pl dympes 522

38



39

0.8
0. SF A
0.4} %

0.2;]

Figura 3.8: P._,(n;a=2)e Py__(n;aa=2)

e®™(1 — cos(nm))(1 — cos(5))(1 + cos(ZE))

Pt = 2n!(sinh a2 + 2 cos(%) sinh(%)) ’ 820

P el (1 — cos(nm))(1 — cos(%))(1 — cos(%f)) (3.21)
Y 2n!(sinha? — 2003(9‘\/%) sinh(%)) ’ .

B G a®™(1 — cos(nm))(1 + cos(%)) (1 — cos(ZE)) (3.22)

2nl(sinho? — 2 cos(f}—%) smh(%))
Novamente percebe-se que alguns estados vAo compartilhar a mesma distribuicio de proba-
bilidade de nimero fétons, o que faz sugerir que este seja um fenémeno recorrente ao longo
das geragOes. A regra de recorréncia para a determinagio dos estados que devem possuir a
mesma distribuicdo de fétons sera exposta no final dessa segéo.

Das expressoes acima pode-se determinar uma expressio genérica para a dis-

tribuicdo de probabilidade de f6tons para estados da n-ésima geragao:

1) nAalu,EN (n) (3.23)

P i) = @
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Figura3.9: P_  (m;a=2)e P._(nja=2)
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Figura 3.10: P.__(n;a=2)e P4 _(nja = 2)
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Figura 3.11: P, 1 (n;a=2)e Pr__(n;a=2)

com

2
1 namT
AEL.‘SN (ﬂ') = 2_N [GXPKF) —I— 53} (324)
i=1 _

Para todos estes estados, ocorrem fortes oscilages na distribuicdo de probabili-
dade de fdtons, havendo sistematicamente a presenga de buracos na distribuigiio, devido
4 inferferéncia no espago de fase, o que caracteriza a natureza quantum-mecénica destes

estados.

3.1.1 Estados com mesma distribuicio de probabilidade

Como se v& da secao anterior hd uma série de estados com distribuigao de proba-

bilidade de fétons idénticas. Isso foi identificado para os estados

T (@), [Ty (@) e [B-_ ()
T4 (@)}, [Wae (@)) € [Whms (@)
T (a) e [Tt (o)

T (a)) o (U (a)
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Se observarmos as distribuigdes de probabilidade de fétons para as geragdes poste-
riores notamos o aparecimento de diversos outros casos de repeti¢do. Vejamos, por exemplo,

COTO Ocorrem as repetigoes na quarta geracao:

Pyyy(a,n)
Bl
Pii—(a,m)

Pi_yy(o,n)

P_ii+(a,n)
P____(a,n)
P—+—+<a7 'I’L)

P—++— (O!, 'TZ)

P+++_(Ck, TL)
P+_+_(C¥, TZ)
Piy—+(a,n)

P+__+(C\C, 77,)

P——++ (le, TI,)

P—-I——— (CY, n)
P____+(CE, n)
P__. (o,n)

Notamos além disso que as distribuicdoes Pyq—_(a,n) e Py (o, n) sdo idénticas & dis-

tribuicio Py (e, n) de terceira geragao.

Indo mais adiante obtemos, na quinta geracéo, as seguintes relacoes:



Piiss—(a,n) # Prygii(a,n)
Piyi—y(oyn) # Pyyy——(,n)
Py y4(o,n) # Pry 4 (a,m)

Piyy—(o,n) # Py (a,n)

Py—y——(a,n)
Py i i(a,n)
Pyt ii(e,n)

Py yy—(a,n)

=P (07)
=Py _4(a,n)
=Py _44(a,n)

=Pyey—(,n)

12(+)>

/\

1L+, *l>

\

l

,’ \
r

) ) q»-o-t W nl

A P> ¥ ))l‘l’(ﬁ
? f

I‘l’i ')>

- (¥ .,> [P (ot [ mim ol FFr== 1> (= alea)> [¥(= 4

I M/\A

e )!H—c)"(

’;
21

'ﬂ-—*-“ ‘»—“v

y AN (R )
P_yooo(om) =
Py y(o,n)=
P_ii—y(a,n)
P_jyi—(a,m)
P_iy——(a,n)
Py pi(e,n) =

Py —y(a,n)

o>
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=P__y44(a,m)

Pop—(a,n)

=P i 4(o,n)

=P _i4+(a,n)

— P__+__(O!, n)
P___i4(a,n)
=P _4(a,n)

> [ i L -1 1%

A
LU
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Das tabelas acima (e da representacio como uma drvore genealdgica apresentada),
percebe-se que os unicos estados a nunca terem suas distribuicoes idénticas & quaisquer
outros sdo os pares com sinal + para a segunda deteccdo em diante, sendo a detecgdo
—, portanto, o que ocasiona a reprodugao de uma certa distribuicdo. Dessa forma tem-
se a seguinte regra de recorréncia para o aparecimento de repetigoes de probapilidade de
nimero de fotons: Havendo uma deteccdo + para certo estado, seus dois descendentes
diretos irdo por certo ter distribui¢des de probabilidade de nimero de fétons distintas. Ja
a partir de uma primeira detecgao —, os descendentes diretos desses estados terao a mesma
distribuicao de probabilidade, nao importando se a detecgio posterior for + ou —, desde
que as outras possiveis detecgées. sejam as mesmas. Por exemplo: na quinta geragao temos
a distribui¢do Pr_4__(e,n), onde a primeira detecgao mpar é a segunda. Portanto, de
acorde com a regra, o sinal da terceira nao altera a distribuicao de probabilidade do estado
se todos os outros sinais forem mantidos inalterados. Logo a distribuicaoP, _;__ (o, n) serd
idéntica & P,____(a,n) . De forma andloga a distribuicdo Py_._(a,n) serd idéntica &
Py___.(e,n), e assim por diante, como pode ser visto na figura.

Também de acordo com a regra, verifica-se um fendmeno interessante para os
estados fmpares: todos os pares de estados podem ser obtidos permutando o sinal da segunda
deteccao e mantendo as outras sem alteracoes. Esse fendmeno naturalmente também se
manifesta nos estados pares de acordo com a primeira ramificagdo impar de forma que a
permutacao do sinal da préxima deteccdo estabelecerd os pares de mesma distribuigéo de

probabilidade.
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Surge portanto a questao de como distinguir os estados de mesma distribui¢ao de
probabilidade de mimero de fétons, até porque toda uma série de indicadores estatisticos
utilizados para caracterizar os estados sdo construidos em fungao das mesmas distribuigoes.
Como veremos mais adiante o fator de Mandel, o nimero médio de fétons e a inversao

atobmica s&o exemplos de fungOes com essa carateristica.

3.1.2 Estatistica de fétons

A estatatistica de f6tons ¢ uma das propriedades que podem revelar a natureza
quatica do campo eletromagnético. De fato, estados do campo eletromagnético onde a
varidncia do nimero de fétons, <(Aﬁ)2>, tem valor menor que o nimero médio, () , sdo
tipicamente quénticos, sem nenhum andlogo clédssico, sendo chamados estados de estatis-
tica sub-poissoniana. Estados cldssicos, ao contrario, exibem estatfstica super-poissoniana,
com <(Aﬁ)2> > (n), enquanto estados quasi-cldssicos, como o estado coerente do campo
eletromagnético, podem apresentar estatistica poissoniana, <(A7’i)2> =)

Para desenvolver expressoes genéricas para o niimero médio de fétons e a varidncia
do nimero de fétons para estes estados, pode-se partir da condicao de normalizacao da
probabilidade, Y o> o P., cy(n;@) = 1, que leva diretamente & expansdo de Taylor (em

poténcias de a?) das fungdes de normalizagio:

o0 2\
Foen @)= ). (3.25)
n=0 :

A partir desta expansao obtém-se o mimero médio de fétons e o valor esperado de n? para

nossos estados:
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i (1) 2
~ Feile (Of )
Dey.on = D 1Py ey (M) = >N L 3.26
E1..EN e 1 N( ) fsl,,,sN (052) ( )
o0 (2) 2
~ o Feille 82 .
<n2>51-‘.£N = E OﬂzPslA..aN (‘TL, a) = {?’L}ElmaN =+ a4f+‘f%a'—2} ) (527)
n= £1...8

onde }}(f),gh, significa a m-ésima derivada de 7¢, ., com respeito a a?.

Particularmente, para a primeira geragao, tem-se:

Ay, = a’tanh(a?) ; (R)_ = o coth(a?) . (3.28)

] .5 1 1.5 2 2.5 3
z

@)_ X o

O que mostra que para o estado par (i) < o enquanto que para o estado fmpar (7)) >
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o para pequenos valores de o, ambos aproximando-se assintoticamente da estatistica
poissoniana com o crescimento de o?.
Para os estados de segunda geragdo tem-se a seguinte expressao para o mimero

médio de fotons,

(exp(a?) — e1 exp(—a?)) — 2e2(1 +¢1) sina?)

o
(Peier = (exp(a?) + ey exp(—a?)) + 2e5(1 +&1) cosa?) ’ {35529)
que, explicitamente, reduz-se a:
. g(exp(a?) — exp(—a?) — 2sina? .
)y = (exp(a?) + exp(—a?) + 2cosa? ’ (8:30)
5 (exp(a?) —exp(—c?) + 2sina®
)=« (exp(a?) + exp(—a?)) — 2cosa? ’ )
L (exp(o?) —exp(—a?)
(ﬂ)_ T <n}—— = (e}(p(az) J|_ e}(p(—(}ig)) (332)
10
"
6 o
Y /’/_;,_f*"“d/
4 P
i P >
L
0 T 2 4 5 5

ML
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10,
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(My_, Xa? e (A)__Xa?
Na segunda geragao apenas o estado par puro (++) apresentou {n) > a? para
valores baixos de o2.
Na terceira geragao, a expressao genérica para o ndmero médio de fétons é dada
por

o p@1 + az + as
n, . . ..=0—
€1€223 by + bg + b3

a = (L—gy1) cosh a?
az = (1+¢€1)(1 + &2) sinh o2
a5 = 25 (1 +€1)(1 + e2)e3(cosh( %) sin( %) + cos( %5) sinh(35)

by = sinha?(1 — &)
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bs = (1 +¢€1)(cosh a? + &3 cos a?)
by = €3 cos(f‘%)((l +e1)(1+e2) cosh(%) —(1—e1) sinh(%))

As expressoes para os estados pares sao:

o?(sinho? —sine? + \/icos(%) sinh(%) - \/Qcosh(%) sin(?/%)

<ﬁ>+ L 55 2 2 ) (3~33)
=+ 2 2 ol ol
cos o + cosha? + 2 LOS(%) cosh( 35)
v
@) a?(sinh o? — sina? — \/ﬁcos(f;—%) sinh(%) + ﬁcosh(%) sin(-‘l‘\/%) (3.38)
n = ; :
(e cos &? + cosha? — 2 cos(%%) cosh(-“\—;z‘)
N a?(sinh o? + sin o?)
)t = cosha? + cosa? ' 8:35)
” o?(sinh a? + sin o?)
(g = cosh @2 — cos a? {5i86)
Para os fmpares obtém-se:
o?(cosh o? + L cos(22) cosh(22) — smh( )sm(ﬁ—))
By = TR v2 VB VB (3.87)

sinh a2 + cos( f) smh(f)

o?(cosh o + \/-cos(‘/-)cosh(\/-) smh(“ \qu ))

Wty = smha2—|—cos(v,§)smh(\/—) )

2 . L cosl(@ 0 o
@) _ = (cosh o — 5 cos( %) COSh(\z/Q) + —= smh(v,—) sin( f‘[)) —
- sinha? — cos(—%) Sin‘h(?/_i) '

N o?(cosha? — —\}-5 cos(gw/%.) cosh(-f—}%) + —\172- sinh(—%) sin(%))
<n>~+— = : 5 BN, a2 (3-40)
sinha? — cos(ﬁ) smh(—\/—i)
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Ay___Xo?e(@) , X o
Nota-se que todos os estados de terceira geragio- apresentam niimero médio de
2

fétons que oscila em torno do valor o, E interessante notar que apenas para o estado

T, () tem-se () < o para valores baixos de o?, o contrario ocorrendo para os
+++ 1

outros estados. Vé-se portanto que basta haver uma detecgio fmpar para que, para valores
pequenos de o?, tenha-se (R) > o?. A relagiio entre a natureza da estatistica e o valor de

2

o & explicitada quando desenvolve-se o fator de Mandel.

3.1.3 Fator de Mandel

Para caracterizar a natureza da estatfstica dos estados do campo eletromagnético

pode-se fazer uso do fator de Mandel, que é definido como
((an)?) - ()
(n)
=2
m —(n)—1 (3.41)

Q =

Ou, de forma genérica, em relagao miiltiplas geragoes dos estados:

L —

Mey...en

le---EN (QQ) = - (ﬁ>51_._EN —1 (342)



a2

que, de acordo com as expressoes (3.26) e (3.27), pode ser escrito como:

fs(?J.Ae Cl’Q .7:5(1)6 (){2
QS]_,,.EN (az) = (12 (11) A ( ] —_ LN ( )

£1...EN (Cl’g) FEJ.,_.EN (QQ) -

(3.43)

Pela definigao ¢ evidente que estados do campo eletromagnético com o valor de () menor que
zero tém estatistica sub-poissoniana, sendo portanto estados puramente quantum macani-
cos, sem anslogo classico. Nesse sentido, o fator () apresenta seu menor valor, —1, para um
estado de Fock, enquanto que para um estado coerente vale zero, indicando a estatistica
poissoniana desse estado.

Explicitamente, para a primeira geracio tem-se as seguintes expressdes para o fator

de Mandel:

Q+(c?) = o?(coth(a?) — tanh(a?)) (3.44)

Q_(0*) = -Q.(a?). (3.45)

.\\
0.67 -
¥
047
0.2 \
\..
—
0 1 2 3 E 5 6
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-0.47 s

0.6t /
08 /

Q-(?)

Para estados de segunda geracéo encontra-se a seguinte expressio genérica:

2y @
Qesez (0°) = ca+c3’
onde
c1 = —2a*(—1 + &1 + (1 +&1)%e2sin o® sinh o?)

ca = ((—1 +¢&1) cosha® + (1 + &1)(e2 sin o — sinh a?))
e3 = ((1+¢1)(cosha? +ezcosa?) — (—1 + 1) sinha?) ,

com as expressoes para os estados pares sendo

202 sin o sinh o?

Q++ (az) ==

20 sin o sinh o
(cos & — cosh a?)(sin a2 + sinh a?) ’

Q- (o?) =

enquanto para os impares tem-se

—a2

Qi (@)= (o) =

sinh a? cosha? -

~ (cosa? + cosh a?)(sin o2 — sinh a?)

53

(3.46)

(3.47)

(3.48)
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Q- (0*) e Q4 ()

o4



J4 para a terceira geracao

Qir+(e?) =
2smoz + /2 cosh (f) sin (\/2) — sinh @? — v/2 cos (“‘7) sinh (

S

=
cos &2 + cosh a? + 2 cos ( ) cosh <\°‘T>

cos & — cosh @? + 2sin (f) sinh (O‘T>

+o?
sin a2 + v/2 cosh ( ) sin (\/é) —sinha? — v/2cos (%) sinh (

:)

S|

Qii—(?) =
,sina —\/_cosh(vr) sin (\/%) —sinha2+\/§cos(

e ()

ISR

=
cos @? + cosh a2 — 2 cos (‘/5> cosh (3—r)

cos & — cosh & — 2sin (%) sinh (—\/%)
sina? — /2 cosh (f/—;) sin (%) sinh o2 + /2 cos (\/ﬁ> sinh (j)

2
4+

sin o? sinh o?

= Qumglln”) =207

i (cos @2 — cosh a?)(sin &? + sinh a?)

-
—_ N W & W O N
=

3\ 10 15 20

(3.49)

(3.50)
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Para os estados fmpares obtém-se
2
4-(07) =Q-—-—(e

—sinh a? — cosh ( o

N

(3.51)

&I"»

= a? aT) V2
—cosha? + \/— (co's ( ) cosh (0‘7) — sin (QTZ) sinh ( ))
+a2ﬁ(—sm (\/g) smh( ) + cos (0‘7) Shgagg))—cosha

sinh a? — cos (0‘7) (



o7

Qo (07 =0 (0"

sinh a? — cosh

- azcosh a2+ ﬁ (cos (%) cosh (

bt (3]0 (3)
sinh a2 + cos (%) - (a_z)

sendo os graficos:
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Dos graficos do fator de Mandel para as trés primeiras geracdes fica evidente a

oscilagéo do seu valor em torno de zero, ou seja, ocorre oscilagio na natureza da estatistica

do estado quando se varia o valor de o . Entretanto, para qualquer que seja o estado,

o valor fator de Mandel tende a zero a partir de certo valor de a?, o que significa que

todos os estados apresentam estatfstica poissoniana para grandes intensidades do campo
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Os ticos estados que apresentam estatistica super-poissoniana para o préximo de zero
sa0 os estados pares (s6 detecgao +). Qualquer detecgfo impar, independentemente da sua
ordem, gera um estado com estatistica inicial (o ~ 0) sub-poissoniana.

Vé-se, portanto, a mesma relagdo entre entes com expressoes idénticas observada

para a distribuicao de probabilidade de niimero de fotons e para o mimero médio de fétons.

3.2 Inversao de populacao atdomica

Vamos agora estudar a inversao de populagao atdbmica para atomos de dois niveis
interagindo com o campo em uma superposicao de estados tipo gato de Schrodinger. In-
vestigar a inversao de populacao atdbmica entre os niveis fundamental e excitado pode ser
particularmente 1til para distinguir um estado coerente de wma mistura poissoniana, j4 que
a inverséo atomica involve elementos de matriz fora da diagenal principal do operador den-
sidade. Tambem ¢ possivel avaliar a variagdo da inversao de populagao com a intensidade
do campo.

A partir do modelo de James-Cummings a um féton na aproximagao de onda

girante pode-se escrever o hamiltoniano do sistema interagente dtomo-campo

A, .
s %&3 + hwala + RA(GLa + 6_ah) (3.53)

onde wy é a freqiiéncia de transicdo entre o estado fundamental e o excitado (fiwp =
E.—E,),w é a freqiiéncia do modo do campo e A o pardmetro de acoplamento dtomo-campo.
&3 € a matriz de Pauli e 64 e 6_ correspondem aos operadores de suspensao e abaixamento

na base atdémica de dois niveis, dadas por:
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Nesse caso, o operador de evolugao temporal, Onr(t,O) = exp(i—?), tem a seguinte

representacao matricial no espago de Hilbert atémico:

. _ On O
U(t,0) = exp(—iwnt) (3.54)
Oy On

onde

O11 = exp(—iwnit) [cos(AvVD + 1) — gsm()\t—\/%}-l)]
1%
asin( A7)
Vi
alsin(At\/? + 1)
V41

g == exp(—iwnt)[cos(MVD) +

élg = —1 exp('—?;wﬁ,t)

0oy = exp(—iwnt)

i6 sin( VD)
T

]
onde § = (wo—w)A "t e b = 7+62/4 com # = ata. Para o sistema atomo-campo inicialmente
num estado puro [ 4-(0)), pode-se determinar |1 4(t)) = U(t,0) |4 4-(0)) e dai entdo
obter a inversdo atomica W(t) = (¥4 (t)| 63 [ ac(t)).

Assumindo que inicialmente o dtomo estd numa superposicao normalizada dos
estados excitado e fundamental, [¥4(0)) = Cylg) + Ce |e), € que o campo é descrito pela

matriz densidade p,(0), de forma que p4-(0) = [¥4(0)) (¥ 4(0)| ® p.(0) , entéo, ao tempo

t, a matriz densidade do sistema atomo-campo é dada por:

I

Pac(t) U(t,0)p40(0)U7(2,0)

An Ap
= exp(—iwnt) exp(iwnt) (3.55)
Ay Agy
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onde

An = |Cel? 011:(0)0}, + C.C30115,(0)0%,
+ G2 CyO128.(0)01, + |Cyl? 012p:(0) O,
Ags = |Cel? Om p,(0)0}, + CoC;y02,(0)04,

+ CECy092ps(0)0k; + |Cy* O30, (0) Oy

Aqui os elementos de matriz A5 e Aoy ndo precisam ser calculados, j& que nao interferem no
cdleulo das médias dos observéveis cujas representagbes matriciais sdo diagonais no espago
atdmico.

Dessa forma, a inversdo atdmica torna-se:.

W(t) = Tripac(t)as]

= T’r[exp(—iwﬁt) (-‘éll —_ /122} exp(iwﬁt:} (356)
que, para o caso ressonante, quando ¢ = 0, toma a forma:
o0 -
Wo(t) = cel? Z cos(2Av/n + 1) (n| p [n) —
n=>0

legl® > cos(2Av/n) (n] b In) + 2ce] leg] > sin(é +7) [{n] B In + 1)] (3.57)

n=0 n=0
onde ¢ e v sio definidos de forma que cecy = |c;| |cg] exp(—i¢) e (] p. |n + 1) = |(n] p, [n + 1)| exp(i7y).
O 1ltimo termo acima nfo contribui para a inversio atdmica no caso dos nossos estados
uma vez que eles possuem apenas estados de Fock ou impares ocupados.
Para os estados das trés primeiras geragoes siao obtidos os grificos da inversao

atémica para o caso ressonante dados pelas figuras 3.16 a 3.25 onde foi tomado |c.| =



Inversao de popul agao u,

10

20 30 40 50 60 7Q

Figura 3.15:

I nversao de popul acao y_

10

20 30 40 25,0 60 70

Figura 3.16:

61



|l nversadao de popul agao y,

roON o Nnb

Figura 3.17:

I nversao de popul agao y,

AN O N BN

Figura 3.18:

62



| nversdo de populagao y_, e vy

) L Ml
el “ﬁs i oald ‘{\M’H “l“jﬂ\!‘! aarahllE r:l i)
Wo O ity :ﬁ%H&WH#W“&**@#%ﬁwJM%ﬁnnﬁﬂHWL%ﬁ53=: I
0.2 |
5.4 |
0 10 20 30 40 50 60 _70

&

Figura 3.19:

I nversao de populacao v_,,

Figura 3.20:

63



64

v, .

e

| nversao de populacao vy, _,

Figura 3.21:

W

popul acao

l nversao de

Figura 3.22:



65

Inversao de populagao By B M
0.4 -
0.2
w0 -] M
—0.2'
il . I
0 10 20 30 40 50 60 70

Figura 3.23:

| nversao de populagcé@o ¢y , e vy

0.4 |

0.2

0 10 20 30 40 50 60 70

T

Figura 3.24:



66

Figura 3.25: |1,b+>

Observa-se, claramente, a existéncia de colapsos e ressurgimentos na inversio de

populagao atdmica nos varios casos apresentados.

3.3 Compressao de ruido quéntico nas quadraturas

Vamos agora calcular as variancias das quadraturas do campo nos nossos estados,

((a%)?) = (2., ., @] (A%P3 |2, ., (@),

com ¢ = 1,2, para investigar se ocorre compressido do ruido quéntico.

Vamos utilizar as variancias das quadraturas dos estados coerentes como referéncia,
j& que correspondem ao valor minimo permitide pelo principio de incerteza de Heisemberg,
comparando com os gatos de geragoes posteriores. Para isso observemos os graficos das
varidncias contra o parimetro o onde utilizamos vermelho para a quadratura £, verde
para &g e azul para o estado coerente.

Na primeira geracao observa-se compressao de quadratura apenas na quadratura

&9 do estado par com o valor do pardmetro o indo até dois. A partir daf o squeezing na
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Figura 3.26: l'gb_)

Figura 3.27: li,b++>

quadratura $o aproxima-se assintoticamente do squeezing do estado coerente para ambos
os estados.

Para todos os estados de segunda geracgio o squeezing é idéntico para as duas
quadraturas, sendo que em nenhum caso desta geracao observa-se compressao de quadratura.

Nenhum dos estados da terceira geracio apresentam compressédo na quadratura 2
e nenhum na quadratura I

Na quarta geracao ocorre um fendmeno bastante interessante se se compara 0s
estados que apresentam os mesmos padroes de compressao de quadratura com os estados da

quarta geracdo que apresentam mesma distribuicdo de probabilidade de niimero de fétons:
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Figura 3.37:

os estados que formam pares de distribuiéio de probabilidade de nimero de fétons idénticas,
por outro lado, distinguem-se em relagdo & compresao de quadratura. Ou seja, duas duplas
de estados que possuem mesma distribuicao de probabilidade véo formar duas duplas de
estados com mesma compresao de quadratura onde os estados sdo cruzados e recombinados.

Dessa forma a compressao quadratura revela-se um indicador capaz de distinguir estados

¥(-1.-1-11)

que até entdo ndo possuiam qualquer meio de diferencia-los.
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Capitulo 4

Representacoes no espago de fase

Estudaremos agora as representagdes, no espago de fase, dos nossos estados.

4.1 O operador densidade

Para um estado puro o operador densidade é definido por

p= 1) (4.1)

Se, por outro lado, ndo se h4 certeza sobre o estado do sistema e conhece-se a probabilidade

Py deste ser encontrado no estado [¢), o operador densidade é definido por

p=> Pyl) (¥l (4.2)
i

A partir das definigdes acima é possivel escrever o valor médio de um observavel como
(A) =3Py (wl Al = Tr(pd) (4.3)
wn

expressao vélida tanto para estados puros quanto para misturas estat{sticas.
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E f4cil perceber que p ¢ hermitiano e portanto pode ser diagonalizado. Se |¢;) séo

auto estados de p
p=" Pilo) (bl , (dillds) =8y (44)
¥
O que implica que

2=""Pt|¢y) (] = Tr( [ﬁ:ZPESl (4.5)

P

sendo que para estados puros 1'7( p?) = 1 enquanto que para misturas estatisticas 7'r(
Y.

Em termos da base de Fock,

§jmunvm (4.6)

7.7

4.2 Representacao P de Glauber

Os estados coerentes formam um conjunto completo de estados, on melhor ainda,
uma base supercompleta. Eles podem portanto ser usados como uma base apesar de serem,
de fato, ndo ortogonais. A seguinte representacio diagonal, em termos de estados coerentes,

foi introduzida indepentemente por Glauber [4]e Sudarshan [5], e tem a forma

p= [ P(@)l0) (ol d*a (47)

onde d?a = d(Re{a}d(Im{a})
Pode-se imaginar que a funcdo P(a) é andloga a uma distribuicao de probabili-
dade para valores de c. Entretanto este nem sempre & o caso, haja visto o operador de

projecio |a) (| ser composto por estados ndo ortogonais e portanto P(a) ngo poder ser
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interpretada como uma distribuigio de probabilidade genuina. Deve-se lembrar que os es-
tados coerentes |a) e |a’) sBo aproximadamente ortonormais para o —a| 3> 1. Entéo se
P(a) varia suavemente num intervalo consideravelmente grande do parametro, hé um senso
aproximado de que a funcgo P(a) possa ser interpretada de acordo com a descriggo cldssica.
Existe, entretanto, alguns estados quanticos do campo eletromagnético, onde & fgnqz‘io P(a)
assuma valores negativos ou torne-se extremamente singular. Para esses estados nao existe
descricio cldssica e P(e) obviamente nao pode ser interpretada como uma distribuigdo de
probabilidade cl4ssica. Para estados coerentes, por exemplo, se p = |ag).{ao| a distribuigao

P(a) é dada pela derivada segunda da fungdo delta de Dirac

P(a) = 6% (a — aq) (4.8)

4.3 Representacdo de Wigner

Distribuicoes de probabilidade no espago de fase sao muito titeis na mecénica
estatistica cldssica. Médias de grandezas fungdes da posigdo e do momento de particulas
podem ser obtidas integrando essas fungdes com seus respectivos pesos.

Em mecénica quantica, médias similares sdo obtidas utilizando-se a eq.4.3. O
prinefpio da incerteza de Heisemberg proibe a existéncia de uma distribuig¢ao de probabili-
dade verdadeira no espaco de fase, haja visto ndo ser possivel a determinagao simulténea da
posicio e do momento da partfcula. Apesar disso, distribuigbes no espago de fase continuam
tendo papel importante na mecAnica quantica, permitindo o cdlculo de médias opradores
funcoes da posicio e do momento como integrais cldssicas de fungoes complexas. Essas

funcoes estdo associadas a esses operadores através de regras de correspondéncia, que irdo
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depender do ordenamento dos operadores.

De todas as representactes no espago de fase, a distribuicao de Wigner é a mals
natural quando se procura por um anélogo quanto mecéAnico para uma distribuicdo no
espago de fase cléssica.

As funcdes de Wigner sao construidas de uma forma que suas distribuigoes marginais

coincidam com as quadraturas da distribui¢do de probabilidade:

/ dpW(g.p) = {q|pl@)

[aw@n = ol (4.9)

O que indica diretamente sua propriedade de normalizacao.
Essas propriedades se matém constante se efetuarmos uma rotacdo nos eixos do

espago de fase, de maneira que
Go = UT(0)gU (0) = Gcosf + psind
pe = UT(0)pU(8) = —Gsin @ + pcosb (4.10)
ou de forma inversa
§ = gpcosf — pgsinb
P = Gpsin 6 + ppcosd (4.11)
Daf, substituindo a primeira condigao, tem-se
P8) = / W (s cos  — pgsin 8, dg sin @ + Pg cos 8)dpy (4.12)
Ou, pela definigdo quantum-mecénica,

P(6) = (q| U ()3T (6) la) (4.13)
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Foi provado por Radon [51]que se s¢ conhece P(f) para todos os éngulog & possivel reconstruir
a fungio de Wigner associada de forma tnica atraves da chamada. transformada inversa de
Radon, em contraposi¢do 3 eq. 4.12., que éa transformada de Radon. Das expressoes acima
portanto, percebe-se que & possivel determinar a fungio de Wigner de forma 1inica através

do operador densidade do sistema.

4.3.1 Funcdo caracteristica

Na prética mostra-se bastante til desenvolver-se a funcio P através da funcao

caracteristica, que nada mais & do que a transformada de Fourier da distribuicao
x(w ) = [ [ Wip,)exp(—ing — iop)dgip (4.14)
J4 a funcao caracteristica associada a P(f) ¢ definidada, de forma andloga como
76,9) = [ P(O)exp(~itao)do (4.15)
de onde, substituindo o valor de P(#) dado por 4.12 tem-se

ﬁmm=ffwm@mw%w®Mm (4.16)

mudando as varidveis de integracao de (gg, pe), ficamos com
Foo oo
PlE0) = / / W (p, q) exp[—1£(g cos 8 + psin §)dgdp (4.17)

Vemos portanto que p(£,0) é a transformada de Fourier de W (g, p) em coordenadas polares

(&,8) = x(Ecos0,Esinb) (4.18)
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Ou seja, uma vez conhecida a funcéo P() é possivel obter-se p(£,0) e daf calcular-se a
funcao de Wigner W (p, q). A ligagdo com o operador densidade é feita a partir de 4.13

.+m .+m . A
(qs] P lao) exp(—i€ge)dgs = / {ga| p exp(—130) |q0) dqs

S =00

w0 = |

nle o]

= Trpexp(—i&ds)] (4.19)

Onde &ds = GEcost + pé sinf o que faz com que, s€ pUSErmos u = £cosf e v = Esind,

pOSS&IIlOS escrever
x(u,v) = Tr(pexp(—iug — ivp)] (4.20)

Uma outra forma para a fungio caracterfstica pode ser escrita em funcdo dos operadores a

e al utilizando-se as relacoes

(&T—a), =‘~\}—§(u+z’v) (4.21)

O que leva a

x(m,n?) = Tr[pexp(—in"a—inal)
= Tr[pexp(nal —n*a)]

YTr[e~ " 2pem ] (4.22)

= exp( g

A transformada de Fourier dessa expressio nos fornece a fungao de Wigner, expressa em

funcio dos operadores @ e a! :

* 1 * * *
W(a, o) = — / d*nexp(an* — a*n)x(n,1") (4.23)

Usando a relacio T'r[e™ % |\) (d] e”‘”"f] = (3] |\) exp(né* —n*A), védlida para estados coerentes

1A) e |6) podemos obter as fungoes de Wigner para os estados gato de Schrodinger. No caso
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particular de um estado coerente |a) obtém-se

W(B) = 2 expl - | — 20 (4.24)

Portanto, para um estado gato de Schrodinger de primeira geragao, com f = x+1y, temos:

2 exp(—(z2 + 2))(exp(—a?) cosh(4az) + €1 exp(a?) cos(4ax)
exp(a?) + &1 exp(—a?)

WEL (av z, y) = (425)

J4 para a segunda geragio em diante as expressdes genéricas para a funcéo de
Wigner assumem expressoes muito grandes. Seus graficos entretanto possuem aspéctos es-
teticamente muito interessantes, sendo nitidamente diferentes uns dos outros, o que garante

a utilizacio dessa representacio na disting¢io entre as superposigdes de estados tipo gato de

SChI@dinger_
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W—+(a,$1y); a=2

4.4 Fucgao Q de Hussimi

Uma, fungéo alternativa corresponde aos elementos de matriz da diagonal principal

do operador densidade num estado coerente puro

Oty = 22120 5

T =



Figura 4.1: W__ (o, 2,y); a =2
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Figura 4.2: Wy (a,z,9); o =2
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2

Figura 4.7: W___(o,z,y); =2

que & claramente uma fung¢ao nao negativa jd que o operador densidade é positivo. A funcao
Q também ¢é limitada: Q(a) < 1.
A funggo @ de Hussimi pode ser expressa come come a transformada de Fourier

da fungdo caracteristica de ordenamento anti-normal x 4(7)
wa = ]_ = w A I + *
xa(n) = Tripe™ %™ = ~ / Pa (o] €™ pe " |a) = ] e 1" Q(a)d e

Portanto, Q(«) € a transformada inversa de Fourier

1 —na™ *
Qe) = 5 [ Oy

e a relagio entre as funcbes Qo) e Pla) &

Qe =22 _ 2 [ a5p(0) el ) = 1 [ p@yelest

T T T
Ou seja, a fungio @(a), assim como a funcio de Wigner, ¢ uma convolucio gaussiana da
funco P(«). Esta &, entretanto, convoluida com uma gaussiana com V2 vezes o compri-

mento da funcio de Wigner, o que propicia um melhor comportamento para essa fungéo.



Para um estado coerente puro |8), a funggio Q é dada por

la]|B))F e le B’
iy - is

Q(a) =

e para um estado de Fock

2 2 —lal?
_ el m)? _ |apPret

Q(a) =

v n!
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Para as superposicdes de estados coerentes tipo gato de Schrédinger aqui estudados

tem-se:

|2 ¥y (@D

™

Qe en (o, z) =

oN-_3

Qe (7, 3) =22 QL WD Sy

N 22N7rf51...€,v (QQ)

m,n=>0

_ R _ . nm . mmw
x exp {a|z(exp (ZWH— exp \—12—1\7:;)) + iy exp (—ZW)— exp (zz—m))]}

Através dos grificos das primeira geragdes percebe-se que os gréficos das fungoes

de Hussimi sio representadas por "sinos” no espago de fase de Q¢, <y (2,y) para dado a.

Visualmente os gréficos das fungbes de Hussimi referentes & primeira geragao sao

bem semelhantes de forma gue para distingui-las graficamente tomamos a diferénca entre

esses dois casos (Fig. 4.10):Vé-se portanto que, apesar de semelhantes, hd uma sutil mas significativa

diferénca entre as representagdes Q, o que mostra ser possivel utiliza-las inclusive como meio

de dinsti¢ao dos estados.

Na segunda geracdo ocorre um fendmeno semelhante ao visto na primeira: as

funcdes @ apresentam-se extremamente semelhantes umas as outras de forma que para

distingui-las é necesssrio obter a diferénga entre as fungdes. Nesse processo verificou-se que



Figura 4.9: Q_(a = 3,2,y)
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Figura 4.10: Q_(a=3,z,y) — Q+(a = 3,z,y)

as fungdes  sao todas distintas entre si, garantindo mais uma possibilidade de distingao
dos estados

Na terceira geracao, seguindo o que fol visto para as duas primeiras, a funcao QQ
raparece representada graficamente com uma funcdo com um ndmero de méximos igual a
2V onde N representa a gerago a qual estd associada a fungdo. Mais uma vez percebe-se
que todas as fungées Q de Hussimi sao distint'as entre si, nesse caso de forma evidente de

acordo com os seus graficos.

4.5 Medidas de nao classicalidade

4.5.1 Funcao R(z 1)

Na descricdo do campo eletromagnético através dos estados coerentes estabelece-se
as representagoes P e QQ, correspondentes ao ordenamento normal e antinormal, respectiva-

mente, dos operadores de criagio e destruigfo. Suas funcdes de distribuigoes, ou quasidis-



Figura 4.12: Q44(a =3,2,y) — Q__(a=3,2,y)
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Figura 4.16: @+—+ (@ =3,2,Y)
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Figura 4.20: Q_4_(a = 3,7,y)
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Figura 4.21: Q_44(a=3,z,7)

tribuigdes, no plano complexo estao relacionadas através da seguinte convolugao:

1
Q== / Pz — |z~ Bw) (4.26)
onde z e w s@o varidveis complexas. Seguindo Cahill [32] e Glauber, mas numa forma

um pouco diferente, Lee, C. T[7] introduz uwm parimetro continuo 7 e define a seguinte

distribuicao genérica

11 1
R(z,7) = == [ d*wexp[-= |z — w|}|P 4.2
(7) = 22 [ Fwepl—1 |- wP(w) (4.27)
Para os casos onde 7 = 0, % e 1 a funcdo R assume a forma da funcdo P, da funcio

de Wigner, W, e da funcdo Q de Hussimi, @, respectivamente.

P(w) = exp |w|? -71; /dzu (—u| p|u) exp |u|? exp(wu* — w*u) (4.28)
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Bz =

1 oy 1 2 1 ; 9
= I T N _ P
Texp(1+7|z| )7‘_/ u (—u| p|u) exp( 1__7_[(2*r 1) |z|® + (zu* — 2*u)])
(4.29)
Determinemos agora a fungao R(z, T) para uma superposicio de estados coerentes.

Para isso tomemos como exemplo uma superposicao de dois estados do tipo

[¥) = cla)+e|as) (4.30)

= p=[) ¥

Desenvolvamos o elemento de matriz genérico (—u/| p |u)

(~uf plu) =
erct (—ullou) (ol [u) + cacs (—ul o) (aa| [u) + crc3 (—ul @) {ea [u) + cacl {(—ul oz} (o] )
(4.31)
onde, apds desenvolver cada um dos termos, utilizando o produto escalar para estados

coerentes e arrumando-os, ficamos com

(—ul plu) =

c1cf exp(— |en|*) exp[— uf* + —efu — aqu"] + esch exp(— |e|*) expl— Jul” + —aju — apu’]

2 2
4 ay|” + o 5 &
rercyerpl— (210D opl ju 4 —agu - anu]
2 2
+e2c) eXP[—(M)] exp|— |u? + —atu — agu?] (4.32)

Substituindo os elementos de matriz na expressdo de R(z,7) ficamos com quatro termos
a serem integrados. Para efetuar cada integracéo é feita uma substituicdo de varidvel de

forma a colacéd-las numa forma gaussiana, de facil integragao. Apds mais simplificagoes, a



expressao de R(z,7) para uma superposi¢ao de dois estados coerentes fica:

1 1 ’ 1 1 5
R(z,7) = eic] = exp[—=|z:— 5 — —=|z—
(57) = crcf - expl— |z — ') + cach - expl— |z — oaf?]
¥ 1 1 * * * L * *
+aich— expl—5(a10] +aza] — 20105)] expl——(z — e )(2" — )]
i
* 1 1 * 4 * 1 * *
+eac]— exp[—ﬁ(alal + azal — 20507)] exp[—l:(z —a)(2* — o))

Essa expressao também pode ser escrita como

2
+ ]. 1 * * * 1 * *
Rlzn)y= Z cicj; exp[—i(aiai + 0y — 2&1-043»)] exp[—;(z —ay)(z" — aj)]
i,j=1

O que sugere uma generalizacdo do tipo
A 1 1 1
Rilza)= Z qc’;; exp[—i(a,:af + @iy — 20405))] exp[—;(z — o) (2% — aj)]
5,5=1

para uma superposicao genérica de estados coerentes do tipo
N
) = ailas)
=1

4.5.2 Profundidade nao cldssica

95

(4.33)

(4.34)

(4.35)

A profundidade néo cldssica de um dado estado, segundo Lee [6] e [7], ¢ 0 menor

valor de 7 (Trin) para o qual a fungio R(z,T) torna-se ndo negativa. Para os estados que

estudamos, Tmin = 1, oque corresponde a dizer que nossos estados sao tao nao cldssicos

quanto os estados de Fock. Este resultado estd de acordo com o teorema de Liitkenhaus. e

Barnett[20], que afirma que estados puros nao gaussianos tém profundidade méxima.

H4 outras possfveis medidas de nao classicalidade baseadas na nocao de de dis-

tancia entre estados. Elege-se um conjunto de estados como sendo os mais cléssicos e a

medida de ndo classicalidade de um dado estado fica definida como a menor distancia entre
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o estado e um estado arbitrédrio dentro do conjunto dos mais cldssicos. Em tal caso, estados
com profundidade nfdo cldssica mdxima terfo medidas de ndo classicalidade diferentes.

Isto acontece com nossos estados, mas nao desenvolveremos este aspecto aqui.
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Capitulo 5

Decoeréncia dos estados

A nao evidéncia de superposicbes quanticas em sistemas macroscépicos é certa-
mente umé das questdes conceituais mais polémicas da mecédnica quantica. Como se sabe, o
termo gato de Schrédinger, por exemplo, tem sua origem no questionamente de Schrodinger
a respeito das consequéncias da utilizagdo do formalismo da mecénica quintica em sistemas
macoscépicos, no caso um gato numa caixa fechada equipada com um dispositivo letal cujo
acionamento dependeria de um fenémeno no ntvel microscopico. A perspectiva de uma
descricido do estado do gato como uma superposicido dos estados ‘vivo’ e ‘morto’, durante
o tempo em que este permanece fechado na caixa, deixa no ar a necessidade de um mel-
hor entendimento da passagem entre as descricoes cldssica e quantica. Como se poderia
explicar que, apesar de se supor que as regras da mecénica quintica sdo vdlidas no nivel
macroscépico, nao se percebe a manifestaciio de superposictes coerentes de estados assim
como no nfvel microscopico? E justamente no centro dessa questio que surge a necessidade

de se estudar o papel da dissipagio na perda da coeréncia. O processo de decoeréncia advém
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da irreversibilidade do acoplamento entre o sistema observado e o resevatério associado ao
mundo externo. Nesse processo, uma superposi¢ao de estados quanticos evolue para uma
mistura estatfstica, que por sua vez permite uma descrigao clédssica da evolugao dos estados
dos sistemas.

Neste tratamento estudaremos a decoeréncia das muiltiplas geragoes dos estados
gato de Schrodinger a partir do acoplamento do sistema com um reservatério térmico. Para
isso utilizaremos o formalismo da matriz densidade, onde procuraremos obter a matriz
densidade do campo p(t) a partir de p(0) através de um procedimento.baseado no uso de
sua respectiva funcao caracterfstica em ordem normal.

Vejamos. Por definigao:

Cn(A, A% = Tr{p(t) exp(rat) exp(—1*a)}

Ay

2

— exp(—on ) Tr{exp(~\"a)p(t) exp(Aah)} (5.1)

que para um estado tipo gato de Schrodinger dado de forma genérica por
N
2
qubel...eN (a)> — INNI Z QmQn Ia‘m> (O{nl (52)
m,n=1
toma a forma

*

2

JTr{exp(—A"a)| Z aman |am) (am|] exp()\&T)} (5.3)

m,n=1

Cn (A X)) = | Ny|? exp(
Utilizando as férmulas védlidas para estados coerentes

Tr{exp(—X*@) |a) (8] exp(Aa!)} = (8] |o) exp(—X"a + ABT) (5.4)

(61l = exol~3 (e +16) + o (55)
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ficamos com

*

N
— 1
Cn (X A*) = | Ny [? exp( 5 ) Z Eipiin. exp[—-é(lczml2 + |an®) + amal] exp [~ A oy + Aaj)

mn=1
(5.6)
que para
. T,
o = aexp(zZTV_—l) e an = aexp(zzN =) (5.7)
fica
D, w(m —n)
On(\A") = |Nu|”expl ) Y amanexpllel (exp(i—o5——) — 1)]
m,n=1
& _™m . . ™
X exp [—)\ aexp(zm) + A exp(—zm)] (5.8)

A evoluggo temporal da fungao caracteristica associada a uma interagao com o reservatério

pode ser dada por

t t
Cn (A A% 1) = On(Aexp(— ), X" exp(~ 1), 0) (5.9)
O que leva a
—AN* 2 (m —n)
Cy( N, 8) = [Nl exp(—5— exp(=7t) D aman explle® (exp(i—or——) — )]
m,n=1
i Yt . Tm 7 . TN
X exp {—A exp(—;)aexp(zﬁj +)\exp(—§)a exp(—z@—vj) (56.10)

Agora pergunta-se: Qual deveria ser a matriz densidade a fim de obter-se a fungéo carac-

teristica acima, sem impor A — )\exp(—%—t) 7 Por comparacao induzida obtém-se

gN-—1
_ |NN|28XD[ (exp( 4t) — 1)] Z ama,nexp[lal (exp(i %z—)-) 1)(1—eXp(—";‘t))]
m,n=0

N1 2

. Tm t . ™ vt
Pl — 1)> <aexp(12N_l - 3) (5.11)
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Sendo que para vt < 1, (1 — exp(——"g-)) — ~t simplifica-se para

oN-1

—Xx® w(m—n
p = | Ny |* exp( : Yt) Z aman expl|e® (exp(z——-—(gl\,_1 )) — 1)vt] %
m,n=0
L Tm vt . TN ~t
aexp(t 2/;\,_1 - E)> <a exp(zém - 3) (56.12)

Para verificar a validade da expressao acima bastas substituir a matriz densidade encontrada
na definiciio da fungio caracterfstica e desenvolver de modo andlogo a0 feito anteriormente.

Estamos interessados em conhecer a evolugio temporal da coeréncia dos estados
gato de Schrodinger, que no nosso caso sao superposigdes de estados coerentes. A coeréncia,
como se sabe, esté associada & preservagdo dos termos cruzados da matriz densidade, de
origem tipicamente quantica. Por isso, para analisarmos a evolugao da coeréncia no tempo,
definamos a amplitude de coeréncia, que é a soma dos coeficientes dos termos fora da
diagonal principal da matriz densidade, apesar de que a inclusdo dos termos puros apenas

adicionaria uma constante igual a 2V ao somatério da amplitude de coeréncia:

2 2N—1
(e = IV exp( ) 3 emenesplel (pd™ G < 0n] (519
e

De onde se percebe que para cada termo da superposic¢ao ter-se

te

bdec =
o (expli™G=R)) — 1)

ou, separando-se as partes real ¢ imagindria

¥ . sin(=m=n)

aN-1

— + it

2|alf? 2 |af? (1 — cos(Z=pd))
te . sinfy

92 |a|2( (1 —cosfy)

(5.14)

tdcc =
(5.15)

Vejamos entfio como a coeréncia se desenvolve em fungao de suas paridades para

as primeiras geragbes. Para isso definamanos a raiz do quadrado da amplitude de coeréncia
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a fim de que possamos avaliar o efeito na dissipagiio causado pelo decaimento dos termos

cruzados de forma absoluta:

2N—l o]
)Y (eman)? expllaf? (exp(i T =) — 1)y

aN—1

An(t) = |Ny|*exp(— 5

e a wmes TR (5.16)

2

m,n=0
m;én

Onde (aman)? = 1. Para normalizar Ay(t), podemos dividi-la por Ay(0), de acordo como
sugerido por [3]

An(t)
An(0)

A (t) = (5.17)

Dessa forma vé-se que a decoeréncia é uma caracterfstica tipica da geragdo, independente-

mente do estado especifico.

A (b) = e~ (3+2a%)yt (5.18)

(5.19)
6

Al (t) = 1—(25+2a%)t (l + 26277 cos az'yt)

O gréfico de A;/(t) (Fig. 5.1) exibe o comportamento esperado, iniciando com A,'(0) =1, na

auséncia de decoeréncia, chegando rapidamente a zero, quando a decoréncia € total. J& para a

segunda geracdo (Fig. 5.2), ocorre uma inversdo no sinal de A,'(t), um fenbmeno de

interferéncia de natureza fundamentalmente quantum mecanica, que manifesta-se devido as

diversas possiveis trajetorias de detecOes e passagens pelas zonas de Ramsey que podem levar a
um mesmo estado final.

Outra caracteristica das geracGes posteriores é que 0 novo valor maximo sera igual a %. Tal
fato é consequéncia de j& ndo termos uma fase de + in (Eq. 5.16), como na primeira geragdo, o
que levava a contribuicdo — superposicao - de termos idénticos, ocasionando numa amplitude
maxima igual a %2 + % =1. Os gréficos de Asz'(t), As'(t) e As'(t) (Fig. 5.3-5.6) confirmam o
aumento da modulagéo da amplitude enquanto esta tende a zero, como evidenciado no detalhe
de As'(t) (Fig. 5.6).
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Capitulo 6

Conclusoes

Neste trabalho desenvoh-reu—se uma generalizacdo da normalizacdo das superposigoes
de estados tipo gato de Schrddinger de geracoes posteriores produzidos tanto numa cavidade
como num meio Kerr gpartir dos esquema de geracgao descritos na literatura. A generaliza-
¢ao desenvolvida abrange todos os possiveis entes da familia de estados do campo, incluindo
os ditos cruzados, provenientes de detecgoes distintas no estado do campo entre duas ou
mais geragoes. Uma vez estabelecida a normalizagéo passou-se a investigar os diversos indi-
cadores estatisticos do campo. Inicialmente foi estudada a distribuicao de nimero de fétons,
de onde se percebeu que, dentro do conjunto de estados em cada geragio, ocorre o seguinte
fendmeno: toda vez que é efetivada uma detec¢ao fmpar até a segunda geragao, a préxima
deteccio ndo interfere na distribuigdo de probablidade do estado gerado, contanto que as
possiveis outras detecgbes permanecam inalteradas. Portanto as unicas descendéncias da
familia immines a ter descendentes com distribuices de probabilidade ”clonadas” sao aque-

las formadas por entes pares cuja segunda detecgao seja par, independentemente das outras
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detecgoes. Outro fator em que os estados pares puros se destacam & no nimero médio de
fétons. Apenas os estados pares puros possuem numero médio de fétons menor que o? para
valores baixos de o2. Verificou-se que basta haver uma detecgao impar, nio imprtando a
ordem em esta aparece, para que () > 2. Além disso é notado que, a partir da segunda
geracdo ha a tendéncia de que (7) — o de forma oscilatéria. E com o fator de Mandel
que verifica-se que os casos em que (A) > o e (A) < o estdo associados a uma natureza
estatistica sub e super-poissoniana respectivamente. Até esse ponto todos os indicadores da
estatistica dos estados mantém a mesma relagio de similaridade, impedindo a distinco de
uma série de estados que possuem seus indicadores clonados.

Na representacao dos estados no espago de fase surge a possibilidade de distinguir
estados até entdo indistingufveis, seja através da funcio de Wigner, seja através da funcio
Q de Hussimi, haja visto o fato dessas fungoes reconstruirem o estado no espaco de fase
através de sua funcdo caracterfstica. Essas fungdes podem ser generalizadas na forma de
uma nova funcio, a funcao R(z,7), que a depender do valor.de T 0,%011 1, assume a forma
da funcdo P, da funco de Wigner, W, e da func¢io Q de Hussimi, respectivamente. O valor
de 7 também pode ser utilizado como um indicador do quéo néo cldssico é um determinado
estado, o que & convencionado chamar profundidade nao cléssica. Outra forma de avaliar
a nio classicalidade de um estado é através do chamado grau de néo classicalidade, obtido
através do traco da matriz densidade e definida como uma distancia no espago de fase.

Investigou-se ainda a inversdo de populagao atdmica sob os estados estudados.
Como a expressio para a inversao de populagdo envolve apenas termos do tipo (n| 2, |n},

os padrdes tipicos da inversdo de populacdo com o tempo obedecem a mesma relacao de
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semelhanca obtida para os indicadores estatisticos estudados. De toda forma ha uma carac-
terfstica tipica para todos os estados: O colapso e ressurgimento na inversio de populagéo
atdémica

O estudo da compressdo de quadratura mostrou-se bastante 1itil na distingdo de
estados com mesma estatistica, particularmente os de terceira geracdo, apesar de que a
compressdo de quadratura também apresenta repeticdes entre estados, s6 que esses 540
distintos em termos da estatistica. Em geral a compressdo de quadratura em fungio de
o? estd associada a uma tangente hiperbélica, sendo que na segunda geragido ocorre uma
coincidéncia entre os valores das duas quadraturas além de que ocorre a mesma relagao de
semelhanca entre os estados ohservada na natureza da estatistica.

Por fim, analisamos a perda de coeréncia para os estados utilizando para isso uma
amplitude de coeréncia normalizada, definida como a soma dos coeficientes dos elementos
cruzados da matriz densidade em func¢io do tempo, que revelou os padroes tipicos de perda

de coeréncia para cada geracao.
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