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Resumo

Neste trabalho, consideramos uma forma sistematica de usar o espago de Fock para
aplicar a Dindmica de Campos Térmicos (DCT) em fisica atémica, molecular e de estado
solido. Partimos da equagao de Schrodinger como uma equagao de campo nao relativistico;
o espaco de Fock é construido na descricao direta e na descricao dual do campo e a
transformacao de Bogoliubov é usada para determinar observaveis quanticos a temperatura
finita. Nosso desenvolvimento nos permitiu obter, a temperatura finita, as fungoes de
Green de uma particula, a equacao de Dyson e fazer aplicagoes. Equacoes de Hartree-Fock
para atomos e moléculas, propriedades de férmions livres e a aproximacao de Hartree-Fock

dentro da andlise diagraméatica usando DCT sao as aplicacoes realizadas.

Palavras-chaves: 1. Dindmica de Campos Térmicos. 2. Espaco de Fock. 3. Atomos e

Moléculas.



Abstract

In this work we consider a systematic way to use the Fock space in order to apply the
Thermofield Dynamics (TFD) to atomic, molecular and solid state physics. We start from
the Schrodinger equation as a non-relativistic field equation, Fock space is constructed
for the direct and dual pictures of the field, and the Bogoliubov transformation is used
to determine finite temperature quantum observables. Our development has allowed to
us to obtain single-particle Green’s functions, Dyson equation and to make applications:
Hartree-Fock equations for atoms and molecules, free fermions proprieties and Hartree-Fock

approximation inside the diagrammatic analysis, using TFD, are presented.

Keywords: 1. Thermofield Dynamics. 2. Fock Space. 3. Atomic and Molecular Physics.
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1 Introducao

Normalmente no estudo de dtomos, moléculas e sélidos (em menor proporg¢ao) nao
se considera a influéncia da temperatura. Os métodos de Hartree [1-3] e Hartree-Fock [1-4],
o método de interacao de configuragoes [1-3, 5], a teoria do funcional da densidade
(DFT) [1-3,6], a teoria de perturbacao [1-3,7], o método das ondas planas [1-3,8] e o
método do pseudopotencial [1-3] s@o alguns dos procedimentos usados nesses estudos.
Sabe-se, no entanto, que a temperatura pode ser um fator importante na determinacao de
propriedades de interesse [9,10]. Contendo os referidos sistemas muitas particulas, uma
forma de trata-los é com métodos da teoria quéntica de campos, o que ocorre em alguns
textos [11,12]. Neste contexto, a inclusao da temperatura deve ser realizada via teoria
quantica de campos a temperatura finita, teoria onde as particulas interagem com um

reservatério térmico (banho térmico).

De acordo com Le Bellac [13], a teoria de campos & temperatura finita tem origem
na década de cinquenta do século passado, sendo Matsubara [14] o primeiro a estuda-la em
um desenvolvimento nao relativistico; a teoria relativistica foi iniciada com Fradkin [15]
na década de sessenta do mesmo século e desde entao varios desenvolvimentos formais e
fenomenolédgicos ocorreram, podendo classifica-los em dois grupos: o formalismo do tempo
real e o formalismo do tempo imaginario. Como formalismo de tempo real podemos citar o
procedimento de Schwinger [16] que utiliza as integrais de trajetdria e o desenvolvimento
de Takahashi e Umezawa [17] que usa o método de quantiza¢do candnica e é conhecido
como Dindmica de Campos Térmicos (DCT). Tendo tantas formulagdes, o objetivo fisico é

o determinante na escolha do procedimento a ser utilizado.

A Dinamica de Campos Térmicos tem sido apresentada sob varias formas e explorada
em diferentes aspectos [9, 18-22]. Nosso interesse no presente trabalho é seguindo o
desenvolvimento formal apresentado por Queiroz [23] no caso relativistico estendé-lo ao
caso nao relativistico de forma a termos uma teoria a temperatura finita matematica e
formalmente consistente para aplicacao a atomos, moléculas e solidos. A caracteristica desse
desenvolvimento é a construcao do espaco de Fock considerando o campo de Schrédinger
tanto no espaco direto quanto no espago dual para, a partir desses espacgos, obter os
resultados na Dindmica de Campos Térmicos; é de interesse observar que, no que se refere
a sistemas do estado sélido, hé texto sobre DCT [18] que trata do formalismo mas nao

desenvolve de forma sistematica sua relagao com o espago de Fock.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: no capitulo 2 introduzimos o
formalismo da Dinamica de Campos Térmicos, descrevendo os sistemas de osciladores

bosonicos e fermionicos com as respectivas transformacgoes de Bogoliubov e operadores
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térmicos. Apresentamos também uma representacao de dubleto e a forma matricial da
transformacgao de Bogoliubov e encerramos apresentando o campo de Schrodinger neste

formalismo.

No capitulo 3, introduziremos os conceitos de segunda quantizacdao e o espaco
de Fock, considerando o modelo de mar de Fermi onde podemos criar e aniquilar tanto
buracos quanto particulas. Iremos exibir o operador evolucao temporal e as descri¢coes de
Schrédinger, de Heisenberg e de Interagao nesta formulagdo. Em seguida, apresentamos
a teoria de perturbacao no espaco de Fock com a linguagem das regras e diagramas de

Feynman, chegando até a equacao de Dyson.

No capitulo 4 construiremos o espaco dual necessario para a Dinamica de Campos
Térmicos. Para tanto, repetiremos os passos do Capitulo 3 usando, sempre que necessario,

as regras de conjugacao til.

No capitulo 5, juntaremos as informagoes dos capitulos anteriores para construir o
espaco de Fock duplicado e o operador evolucao temporal. Concluiremos construindo o
propagador na notagao de dubleto e mostraremos como introduzir o efeito da temperatura

usando a matriz de Bogoliubov.

No capitulo 6, trataremos alguns sistemas fisicos. Inicialmente, estudaremos uma
aplicacao direta da DCT fazendo uma variagao no estado térmico para encontrar uma
equagao do tipo Hartree-Fock. Em seguida, usaremos a teoria do propagador para tratar
dois casos de interesse: aproximagcao de primeira ordem e a aproximacao Hartree-Fock na

formulagao de Diagramas de Feynman.

No capitulo 7, apresentaremos nossas conclusdes e perspectivas.



2 Dinamica de Campos Térmicos (DCT)

Existem diversos formalismos para se introduzir temperatura em teoria de campos.
Neste capitulo, apresentaremos o formalismo da Dinamica de Campos Térmicos (DCT)
desenvolvido inicialmente por Umezawa e Takahash em 1975 [17,18], que consiste basica-
mente em expressar a média estatistica [24] de uma varidvel representada por um operador
hermitiano A, como valor esperado deste operador em um estado de vacuo dependente da

temperatura.

2.1 Introducao

Para um sistema em equilibrio térmico, a média estatistica de um observavel A é

dada por
Tr(Ae PH)
Ay =" ) 2.1
=75 (21)
1
onde Tr é o trago, H é o hamiltoniano, Z(5) é a fungao parti¢do, f = v ky é a
b

constante de Boltzmann e T' é a temperatura. Seja |n) autoestado de H com autovalor E,,

H|n) = E,|n), entdao podemos escrever

L
- Z(B)

A proposta da DCT é substituir a média estatistica pelo valor esperado em um estado

(4) >_ e P (n]Aln). (2.2)

|0(5)) chamado de estado térmico. Assim sendo,

(A4) = <0(15)|A|0(ﬁ>>
= —— e PEn (] Aln). .
= G 2 kAl (2.3)

Para isso, |0(/3)) nao pode ser um vetor do espago de Hilbert pois, caso contrério,

0(8)) = > In)(n|0(5))
= > a(B)In), (2:4)

o que daria

O@IAI0B) = > gn(B)nlAlm)gm(B)

= L e BB (n|Aln
= 2 2 lAln), (2.5)
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e consequentemente

0 (B)gm(8) = Zjﬂ)e-ﬂ’fnanm,

que é um absurdo pois fungoes g, nao satisfazem condi¢oes de ortogonalidade deste tipo.

(2.6)

A solugao para que (2.6) seja satisfeita é considerar g,(5) como sendo um vetor de um
espaco de Hilbert H, ou seja, g,(8) = fo(8)|R), com |n) € H. Assim, (2.4) torna-se

10(8)) = >_ ful(B)In, 1), (2.7)

onde |n,7) = |n) ® |2) é uma base do espaco de Hilbert duplicado, H ® H; e calculando

(2.5) com (2.7) encontramos

fn(ﬁ) = ) (2.8)

resultando no estado térmico

(& 2

Z(

008)) =>_ [n, 7). (2.9)

E

Portanto, para ter um estado térmico satisfazendo (2.3) precisamos duplicar o espago de
Hilbert, ou seja, precisamos criar um sistema que denominaremos dual, cujo espaco de
Hilbert é idéntico ao espaco de Hilbert original e os observaveis A; se relacionam com o

sistema original da seguinte forma:

(AA;T = Aidy, (2.10)

(cAi+ A;)Y = A+ A, (2.11)

(Aly = A, (2.12)

] = 4, (2.13)

(A, 4]~ =0, (2.14)

onde [A, B]_ = AB — BA é o comutador. Este formalismo é denominado Dindmica de

Campos Térmicos (DCT). Com o objetivo de elucidar a Dindmica de Campos Térmicos e
introduzir nossa notacao, trataremos dois casos especificos: o oscilador harménico bosonico

e o oscilador harmonico fermidnico.

2.2 Oscilador Harmonico Bosonico

O hamiltoniano do oscilador bosonico é
H = wa'a, (h=1), (2.15)
onde os operadores de criacdo e de destruicdo, a' e a, respectivamente, satisfazem a algebra
[a,a]_ = 1, (2.16)

[a,a] = [af,al]_=0. (2.17)
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Os autoestados e autovalores de H se relacionam através de:
H|n) = nw|n), (2.18)

e obedecem as relagoes

al0) = 0, (2.19)
alny = V/njn —1), (2.20)
a'ln) = Vn+1n+1), (2.21)
ah)n
(d) 0y = |n). (2.22)

O estado |0) é o estado de vacuo, os estados |n) sdo ortonormais e o operador nimero,
N =ala, é tal que
Nn) = n|n), n=0,1,2 ... (2.23)

Agora, usando as regras (2.10-2.14) obtemos o sistema dual dado pelo Hamiltoniano
H =wi'a, (2.24)

com os operadores de criacao e de destruicao obedecendo as relagoes de comutacao

[@,af_ = 1, (2.25)
[a,a) = [af,al]_ =0, (2.26)
[a,a]_ = [a',a']_ =[a,a']_=[a',a]_=0. (2.27)

Tendo o espago original e o duplicado, podemos reescrever o estado térmico

08) = S —"|n,n)

0,0). (2.28)

Para encontrar uma expressao para a func¢ao particao exigimos que o estado térmico seja

normalizado, isto é,

Bw(m+n)

0(B)[0(3)) = (m,mle”—=>""|n,n)

Bw(m+n)
= 2 5nm5nm
70) 2"
70 >

= 1, (2.29)
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e, usando a expansao Z "t = 1 , obtemos
—~ —
1
Z(B) = ey = — 2.30
3= 2™ = 1= (2.30)
Assim, o estado térmico do oscilador bosonico fica
—nfBw
_ BN~ 2 atmah 0.0
0(8)) = /1= e 3 ——(a!)"(@)"[0,0). (2.31)
Definindo as fungoes hiperbdlicas
1
cosh 6 = — =u(p),
—Buw
e 2
sinh ¢ = — =v(f), 2.32
(2.31) pode ser escrito como
i CA -
0(8)) = \/1—ePet ® 9'd')0,0) 2.33)
= cosh™! §(B)e@ 0P| by, (2.34)
usando [a,a'] =1 e
e/ @210, 0) = €0, 0) = [0,0), (2.35)
onde f(#) é uma funcao qualquer de 6, segue que
|O(6)> _ e‘camh B(ﬂ)aTdfo lncosh0(5)(&5Lt+a]‘a)etanh9(5)(7&(1) ’07 6> (236)
Da identidade de Baker-Campbell-Hausdorff [25],
e@(ﬂ)(A+B) _ 6tanh9(ﬂ)Belncosh9(,(3)[A,B]7€tanh9(ﬂ)z4’
chamando
A = -—aa,
B = da'a
(2.37)
temos
[A,B]_ = —aa' — d'a,
e com isso, nosso estado térmico pode ser escrito na forma
0(8)) = U(6)]0,0), (2.38)
onde, U(S) é dada por
UB) = e P@adalah 2.39)

e—iCB)
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com G(5)
estado |0,0) no estado térmico |0(3)). Essa transformacio é chamada transformacao de
Bogoliubov [19].

Tendo a transformacgao de Bogoliubov, podemos definir os operadores térmicos

—i0(B)(aa — a'a’). A transformacio (2.40) é uma transformacio que leva um

a(B) = U(BU(B) (2.41)

d(3) = VETE), (2.42)

i) = vEaE) (2.43)

a'(p) = U(B)a't'(s). (2.44)

Aplicando os operadores (2.41) e (2.43) em (2.38) vem

a()[0(8)) = U(B)aU'(B)U(B)]0,0), 2.45)

= U(B)al0,0) =0, (2.46)

a()10(8)) = 0, (2.47)

mostrando que o estado |0(/3)) é o estado de vacuo térmico dos operadores a(f3) e a(f3).
Usando a identidade

(=i)*

e P AP = A+ (—i)[B, A+ 5 [B,[B,A]_] + .., (2.48)
e as relagoes de comutagao

[G,a]_ = —if(p)a', (2.49)
[G,a]. = —if(B)d, (2.50)
G,a"]_ = —ib(p)a, (2.51)
[G,a']_ = —if(B)a, (2.52)

as equagoes (2.41)-(2.44) podem ser reescritas como
a(B) = u(B)a—wv(B)al (2.53)
a'(B) = u(B)a’ - ()d (2.54)
a(8) = u(B)a—wv(B)a', (2.55)
a'(B) = w(B)a’ —v(B)a, (2.56)
a = u(Bla(B)+v(B)al(p), (2.57)
a' = w(B)a'(B) +v(B)a(B), (2.58)
i = w(B)a(B) +v(B)a(8), (2.59)
a' = u(P)a'(B) +v(B)a(p) (2.60)
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Concluindo esta se¢ao, calculemos o valor médio do operador ntimero, ou seja,

(N)s = (0(8)la'al0(5))
= v*(B)
1

= ) 2.61
eBw —1 ( )

onde foram usadas (2.57), (2.58) e (2.46). O valor médio do operador niimero é exatamente
a funcao distribuicao de Bose-Einstein para um sistema em equilibrio térmico, conforme

esperado.

2.3 Oscilador Harmoénico Fermidnico
O hamiltoniano do oscilador fermionico é
H = wa'a, hi=1 (2.62)

com os operadores a' e a satisfazendo a dlgebra

onde [A, B], = AB 4 BA ¢ o anticomutador. Com isso, temos que a|0) = 0, a|1) = |0),

a'|0) = |1) e a'|1) = 0, de modo que o espaco de Hilbert é constituido apenas pelos vetores
|0) e |1). A equacao de autovalor para o hamiltoniano é dada por

HI|0) =0, (2.65)

H|1) = w|1). (2.66)

Para construir a DCT desse sistema, introduzimos os operadores til obedecendo a algebra:

aal, = 1 (2.67)
[a,a), = [a',a'], =0 (2.68)
€ 0 vacuo térmico fica
_ Bun
e~ 2
0 - 7~ b
10(8)) ; Z(ﬁ)ln i)
1 - Bw
= 0,0) +e 2|1,1)),
Z(B)(‘ )+e 21, 1))
1

- _(1+e Fdlah)o,0), (2.69)
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onde consideramos Z(3) = 14 ¢ para que |0(3)) seja normalizado.

Definindo as fungoes

1

= cosf(f) = ——, 2.70
u(s) )= —— (2.70)
1
v = sinf(f) = ———= 2.71
e usando as propriedades

(=1)"0,0) = (aa—a'a")*0,0), (2.72)
(_1>n+1|17 i> = (a’a - &TaT)2n+1|07 (~)>7 (273)

podemos escrever de (2.69) a transformacao de Bogoliubov neste caso como
|0(B)) = (cos@ +sinfa'a’)|0,0), (2.74)
e~ 0P aa—atal) g {5 (2.75)
= U(p)[0,0), (2.76)

onde U(B) = e~*“P® com G(B) = —if(B)(aa — a'a’). Os operadores térmicos sio definidos

pelas relagoes:

a(f) = U(B)al'(B), (2.77)

a'(B) = U(B)a'U(B), (2.78)

a(g) = U(Baut(p), (2.79)

a'(g) = U(Pat'(p). (2.80)

Aplicando os operadores (2.77) e (2.79) em (2.76) vem

a($)|0(8)) = U(B)aU'(B)U(8)]0,0), (2.81)

= U(B)al0,0) =0, (2.82)

a(B)[0(8)) = 0; (2.83)

entao |0(5)) é o estado de vacuo térmico fermionico. Usando a identidade (2.48) e as

relagbes de comutacao

[G,a]_ = —if(B)a, (2.84)
[G,a]_ = i0(B)d, (2.85)
G,a]_ = —if(B)a, (2.86)
(G,a']_ = i0(B)a, (2.87)



Capitulo 2. Dindmica de Campos Térmicos (DCT) 10

as equagoes (2.77)-(2.80) podem ser reescritas como

a(B) = u(B)a—wv(B)al, (2.88)
a'(f) = u(B)a' —v(P)a, (2.89)
a(B) = u(B)a+v(B)al, (2.90)
a'(8) = u(Bat+v(Ba, (2.91)
a = u(B)a(B)+v(B)al(B), (2.92)
a' = u(B)a'(B) +v(B)a(p), (2.93)
i = u(B)a(p) —v(B)al(p), (2.94)
it = u(B)al(8) —v(B)a(B). (2.95)
Com isso, o valor médio do operador nimero fica
(N)s = (0(8)la'al0(8))
= v*(B)
= ;, (2.96)
14 efw

que ¢ a funcao distribuicao para férmions.

2.4 Notacao Matricial

As equagoes (2.53)-(2.56) e (2.88)-(2.91), escritas em notagdo matricial [19,20],

Sao

a(B3) a
( i) ) =B(9) ( o ) , (2.97)
)fs) e
onde
u(B)  —v(B)
B(S8) = , 2.99
) ( o) u(p) ) (2:99)
com o = 1 no caso de bdésons e ¢ = —1 no caso de férmions.

Definindo um operador A, na forma de dubleto, temos:

e ( . ) | (2.100)

onde o fndice i = 1,2 (sendo A' = A e A?> = A') e sua transposicio til definida por

A = (AT —g AY). (2.101)



Capitulo 2. Dindmica de Campos Térmicos (DCT) 11

Para o operador A sendo o operador de criacdo, A' = a e A2 = af, temos

a = ( aT ) : (2.102)
a

a*t = (a', —oa?). (2.103)
Com isso, conseguimos escrever as relagoes de comutagao e anticomutagdo como
la', '], = 07, (2.104)

com i,7 = 1,2, e as equagoes (2.97) e (2.98) tornam-se

a'(B) =B(B)d’ (2.105)
a*(B) = a"BH(B), (2.106)
cuja transformacao inversa é
a =B1(3)d(B) (2.107)
a* = a*(B)B(B), (2.108)
“1ay [ wB) v(B)
B~ (8) (M(ﬁ) w(5) ) (2.109)

Essas sao as transformagoes de Bogoliubov para dubletos [18,19].

Com essa notacao, o operador niimero ¢é definido como

ala —od'al
N = (a")(ah)" = ( o ) , (2.110)
e seu valor esperado no vacuo térmico fica
Ny, = ( 0(@)lalalo(8)) —o(0(B)la"a10(3)) ) | 2.111)
(0(8)laalo(8))  —a(0(8)laa'0(s))

onde apenas o primeiro elemento tem significado fisico e representa a funcao distribuicao
para um sistema em equilibrio, como em (2.61) no caso dos bésons e (2.96) no caso dos

férmions.

Por outro lado, podemos escrever a equagao (2.111) como

(N)y = ((a)(ah)s

(2.112)
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Como as equagdes (2.111) e (2.112) sao equivalentes, temos que apenas o primeiro termo
de (2.111) terd significado fisico. Como esperado, este tltimo resultado também esta de

acordo com as expressoes (2.61) e (2.96).

2.5 Campo de Schrodinger

Em uma teoria de campo local a Lagrangiana pode ser escrita em funcao do

campo e de suas derivadas. Desse modo, no caso nao relativistico, nés temos a acao [26]

to

W= [ LUV, t)dt, (2.113)
t1
ondet=1,2e3e
L= /L(\II(X, 1), 0:0(x, 1), U (x, 1), t)dz, (2.114)
0 .
sendo L a Lagrangiana, L a densidade Lagrangiana, J; = — e x' uma das componentes
xl

de x. Usando o calculo variacional e a condi¢ao 0¥ = 0, para t; e ty, obtemos [26]

oL OL 0 OL

Y — == =0, 2.115
ov (0, ¥) Ot ovw ( )
e de forma andloga
oL oL 0 0L
—0; ————=0. 2.116
ov* 0(0;¥*) Ot OU* ( )
Para a densidade Lagrangiana dada por:
. B2
L =ihV*"V — —o, U0,V — VU, (2.117)
2m
onde m é a massa e V o potencial, obtemos da equagao (2.116) que
h? .
— V20 — VU = —ihY, (2.118)
m

que é a equagao de Schrodinger para o ¥ com momento canonicamente conjugado dado
por

T(x,t) = gé = iU (x, 1) (2.119)

Com isso, obtemos o hamiltoniano do campo de matéria como sendo
H = /H(X,t)\i/(x, d*x — L

2

. . R
— /(ih\lf*llf — iRV + VY VT d

h2
- / (A VI'VT + VT d, (2.120)
2m
que tem relacao com o hamiltoniano de uma particula
P2
H=_—+V. (2.121)

2m
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A DCT exige a criacao do sistema til; entao usando as regras de conjugacao til, temos
L(T,0,0,0,t) = £7(T, 0,9, T, 1), (2.122)
o que da:
~ ~ 2 | 2. ~ ~ o~
L =—ihU*V¥ — 2—@-@*@@ — VU, (2.123)
m
Substituindo na equacao de Lagrange
L L L
8~ — 0 8~ —Qa; =0, (2.124)
o+ () Ot 9+
obtemos:
= ~ 2
— VU — VU = ihv, (2.125)
2m
a equacao de Schrodinger para ¥ com momento canonicamente conjugado:
. oL .
II(x,t) = — = —ihV*(x,1), (2.126)
ov
dando:
H = /ﬁ@@@@im%—ﬁ
~ 2 ~ 2 h2 ~ ~ ~ -
- /@mwm+mmw+§—vwvw+vwwm%
m
R~ - _—
- /%—V@WNHJAW@M%, (2.127)
m

que é o hamiltoniano do campo de matéria denominado dual.

A descrigao do sistema duplicado formado pelo campo original ¥ (x,t) e seu dual

U(x,t) é dada pela densidade Lagrangiana

L = L-1L
2 2
T n
2m

e sua evolucao temporal, pelo hamiltoniano

H = H—H

2 2

@@ﬂ@—vww+m®@+?ﬁ@w@+v®®,@m&
m

h B - .
- /@—vaw+waw%—/«—vwvm+vvwm%.(zmw
2m 2m
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3 Segunda Quantizacdo e o Campo de Schro-

dinger

A segunda quantizacao e o espago de Fock sao elementos essenciais para o tratamento
de uma teoria de muitas particulas. Inicialmente, apresentaremos o espago de Fock de
forma geral e, em seguida, trataremos o caso da equagao de Schrodinger discutindo a

funcao de Green (ou propagador) e os diagramas de Feynman.

Existem diversas razoes para se estudar fungoes de Green. Por exemplo, as regras
de Feynman para encontrar a contribuicdo de n-ésimo ordem da teoria de perturbacao sao
mais simples para a funcao de Green do que para outras combinagoes dos operadores de

campo. Nosso desenvolvimento seguird principalmente as referéncias [12,27].

3.1 Espaco de Fock

O sistema de uma particula tem seus estados na representagao das coordenadas
descritos por fungoes ¢;(x) pertencentes ao espago de Hilbert H;. O estado de n particulas

é descrito por fungbes ¢,(x1, ..., X, ), tais que

¢n(xl>7xn) €H®n:H1®H1®®H1 (31)

n vezes

Em um sistema que contém n particulas idénticas, seus estados devem ser ou
simétricos ou antissimétricos em relacdo a permutacao de duas particulas. Os estados

simétricos, com r significando um dos elementos do grupo de permutagao, dados por
1
65 = 00 = > 00l %), (32)
* T

descrevem bosons, e os estados antissimétricos

6 = Sr0n =~ (1) 0 X0, (33)

r

descrevem férmions. O operador simetrizador, S, e o antisimetrizador, S, tém como
propriedade que (SF)? = SF, ou seja, sdo operadores de projecao. Com isso, definimos o

espago de Hilbert simetrizado (antissimetrizado) como
HE = SEHE™. (3.4)

Se um sistema nao tiver um numero fixo de particulas, seu estado serd descrito como uma

superposicao dos estados correspondentes a cada valor possivel de n. Para tanto, define-se
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o espaco de Fock:

.Fi - @?io?‘lli
= H)eH)eHieMH)To. oM o ... (3.5)

onde o espago (Hy) é o espago que descreve zero particulas (vicuo).

O estado do espago de Fock ¢ dado por

@) = [¢o) ® 1) B |2) ® ... & |n) B
= ’¢07¢17“'7¢n7--->€f7 (36)

com ¢, € H, e, por simplicidade de notagao, deixamos de indicar o sinal £. Definimos o

produto escalar de dois estados do espaco de Fock como

(@[T) = D {Bnlthn). (3.7)
n=0
e exigimos que (®|®) = > (¢,|¢,) < co. Definimos também, o operador de criacio de
n=0

uma particula no estado & € Hy, por [27]

€0 — € (35)
(aT<§)(D)n = \/ﬁS;lt(g ® ¢n—1)7 n= 17 27 (39)

onde n é o numero de particulas. Junto dos operadores de criacao, definimos o chamado
operador de campo a' (x), que é um funcional a valor operador que expressa o mapeamento

¢ = a'(€) da seguinte forma [27]:

al(§) = /d?’azaT(x)é(x). (3.10)

Se consideramos o conjunto dos vetores {;} que formam uma base ortonormal completa
de H4, e {fj } seus conjugados, entdo podemos escrever os operadores de campo sendo a

soma [27]

af(x) = 3 a’()8) (%) Za ()8 (x (3.11)
J
os quais nao dependem da base.

Definimos o operador de destruigdo como [27]

com

a(§)¢o = 0, (3.13)
(@(€) ) (X1, Xy vy Xn) = \/n—i—1/d?’ng(X)qan(x,Xl,xQ,...,Xn), (3.14)
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onden =1,2,... e £ € H;. Esse operador destréi uma particula no estado £. Assim, os

operadores de campo correspondentes ao operador aniquilagao sao [27]

a§) = [daglx)ax), (3.15)
ax) = D&(x)ag) =D&l (x)alg]). (3.16)

J

E possivel expressar um operador arbitrario no espaco de Fock em termos dos
operadores de criagao e aniquilacao; por exemplo, o operador niimero de particulas pode

ser definido como

N = [ d'zal(x)alx) = ¥ a'(§)alg;), (3.17)

onde estamos escrevendo em negrito os operadores que atuam no espaco de Fock. Esse

operador ¢ tal que

(N®),, = nSEp,(x1,...,X,) = n(P),, (3.18)

nao muda o nimero de particulas, e todos os operadores A que comutam com ele,
[A,N] =0, (3.19)

também nao alteram o ntimero de particulas do sistema.

Da mesma forma, qualquer operador A(x) de uma particula, limitado no espago de

Hilbert, pode ser associado a um operador no espaco de Fock segundo a férmula [27]
A = / Prat (x) A(x)a(x)
= (&, ARE)a (€)alé), (3.20)

jk
onde (, ) representa o produto escalar em #;. Esse operador é tal que
(A®), = nSEA(X))bn(x1, ..., %)
= znzl A(Xpm) O (X1, oy X)) (3.21)
De forma andloga, podemos definir um operador de duas particulas no espaco de Fock

vV = /d3xd3x'aT(x')aT(x)V(x,x’)a(x)a(x’)
= > (&& V(x.x)ew&y)al (&)al (€)al&)alép), (3.22)

jkj/k/

aplicando no setor de n particulas como:

(VCI))n = Z V(Xj7 Xk)¢n<xla ) Xn)- (323)
i<k
As expressoes (3.20) e (3.22) sdo formalmente semelhantes aos elementos de matriz da

mecanica quantica e se apresentam na forma normalmente ordenada, na qual os operadores
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de aniquilacao aparecem a direita dos operadores de criagdo. Portanto, o valor esperado
no vacuo dos operadores A e V é zero. Este ordenamento normal, também chamado de

ordenamento de Wick, aparecera diversas vezes neste trabalho.

Uma das propriedades mais importantes dos operadores de criacao e aniquilacao
sao suas relagdes de comutacao no caso dos bdsons ou anticomutacao no caso dos férmions.
Usando as defini¢oes (3.9) e (3.14), obtemos

[a(&),a" (&)L = (&,6)®, (3.24)
[a(é1),a(&)]. @ = 0=[a'(&),a!(&)]. 9. (3.25)
As relagoes (3.24 - 3.25) sao equivalentes as relagoes
la(x1), a'(x2)]. = d(x1,%2), (3.26)
[a(x1),a(x2)ly = 0= [a'(x1),a(x2)]., (3.27)

para os operadores de campo.

3.2 Segunda Quantizacio

A partir dessa secao iremos considerar apenas o caso de férmions nao relativisticos.

A dindmica de uma particula é dada pela equacao de Schrodinger
ihgﬁ = H¢ (3.28)
5 = HE )

Considerando o espago fundamental de um sistema de N particulas, podemos usar o
conceito de mar de Fermi [24] e dividir o espectro do hamiltoniano em duas partes: sendo
€r o ultimo nivel de energia do mar de Fermi ou, no caso de atomos e moléculas, o ultimo
orbital ocupado no estado fundamental, uma parte correspondente aos estados no mar de
Fermi £_ (estados com € < €p) e outra "fora"do mar de Fermi &, (estados com € > ep).

Assim, podemos considerar o espaco de Hilbert de uma particula decomposto como

onde H, corresponde ao subespaco com € > ep e H_ ao subespago com € < ep. Esta
decomposicao espectral pode ser levada aos operadores de criacao e aniquilagao, resultando

€11

a'(§) = bi(&) +d'(&),
a() = b(&)+d(E), (3.30)

estando b e b’ associados ao espectro com € > ep, e d e d' ao espectro com € < €p, onde

estamos assumindo

b(E) = 0= d(&}) (3.31)
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com &4 € Hy. Como Hi sdo subespagos invariantes com respeito a H, o operador

hamiltoniano no espago de Fock correspondera a

H = 3 [(f; H) U ()] + D (g5 H(x)gr)d' (95)dgr)], (3.32)

jk>F jk<F

onde f; é uma base de H,, g; uma base de H_ e fr indica o ultimo nivel do mar de
Fermi ou ultimo orbital ocupado do estado fundamental no caso de &tomos e moléculas.
Para ficar coerente com a idéia de que a absorcao de energia pelo sistema ocorre de dois
modos: ou pela excitagdo de um quantum adicional ou pela aniquilagdo de um buraco (de
particula) é conveniente trocar os papéis dos operadores d e d", mudando simultancamente

a dependéncia em &, ou seja,

di(¢) — dEh),
d(e) — di(gh), (3.33)

que passam assim a criar e destruir buracos. Entao, teremos

dih) = / Brd (%) (x), (3.34)
d(eh) = / Bre_(x)d(x), (3.35)
V(e = [ dablxg(x), (3.36)
be) = [ gl x)bx), (3.37)

onde foram usadas as equagoes (3.10) e (3.15). Com esta mudanca, os operadores de

criacao e aniquilacao ficam

UiE) = (&) +d(Ed), (3:38)
W(E) = b&)+di(E), (3:39)
onde b' e b criam e destroem particulas acima do mar de Fermi (¢ > er), e d' e d criam e

destroem buracos (falta de particula) dentro do mar de Fermi (¢ < er). Em concordancia

com as relagoes de anticomutagao, temos
[T(€), ¥HEN], = (&€, (3.40)
[T(€), ¥(E)], = 0=[T(&), T, (3.41)

As expressoes (3.38 - 3.39) definem os operadores na formulacao de segunda quantizagao e

também podem ser escritas como

UiE) = wHNg) + (), (3.42)
() = UOE)+ v, (3.43)
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sendo U™ o operador que aniquila particula e U™ o operador que aniquila buraco.

Consequentemente, os operadores U e W) devem satisfazer as relacdes de anticomutacao

W, 0NN, = (.8, [P, ¥ ()], =0, (3.44)
(WO, TN, = (£.,&), [T, v, =0 (3.45)

e as demais nulas. Analogamente a (3.10 - 3.11) e (3.15 - 3.16), podemos introduzir os

operadores de campo

ve) = [ v ), (3.46)
wi(e) = / & (x) U (x). (3.47)
U(x) = Z\If@ )¢l (%) (3.48)
Vix) = ij LU (3.49)

Com a alteragao (3.33), o hamiltoniano no espaco de Fock (3.32) fica
H= Y (f;, Hx) )b (f;)b(fr) — > (g5, H(x)gr)d (gx)d(g;), (3.50)

jk>F Jk<F
a menos de uma constante aditiva que associamos, no caso de sélidos, ao mar de Fermi.
Criacao de buracos reduz a energia, enquanto criagdo de particulas aumenta a energia. No
entanto, se o numero de férmions é fixado, entdo particulas e buracos ocorrem em par e
cada par de particula-buraco tem energia positiva. Esta é a representacao do hamiltoniano

H em segunda quantizagao, [12].

3.3 Evolucdo Temporal e as Descricoes da Teoria Quantica

Construiremos nesta se¢do o operador evolugao temporal no espago de Fock. A
dindmica de uma particula no espaco de Hilbert H; ¢ dada pela equagdo de Schrédinger

(3.28), cuja solugao é dada pela transformagao unitaria

£(t) = e~HUIhg(0) = UE, (3.51)
onde ¢ € H;. Tomando as fungdes £(t) como fungao teste dos operadores de campo, temos:
(€)= d'(UP

al(t)® = a(U&)D. (3.52)

Como o espaco de Fock é composto por todos os espagos de Hilbert de n particulas, é

conveniente definir o operador unitério U, tal que [27]

(UD), = (®7_1U)¢n
= STU4RUL® ... UE,), (3.53)
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onde

o qual mantém o vacuo invariante
Udy = O, (3.55)

O operador U no espago de Fock é conhecido [27] como a segunda quantiza¢ao do operador

U do espaco de Hilbert. Desta forma, a evolugao temporal dos operadores de férmions fica

a'(€(t) = o'(Ug) =Ud' (U™, (3.56)
W(Et) = aUE) = Va(e)U". (3.57)
Derivando (3.53) com relagao ao tempo obtemos
L d
ih—U = UH = HU, (3.58)

onde

(HD), = Y (18..0Hy .0 1)é,
j=1

I
NE

H(xj)bn(x1, ., Xn), (3.59)

.
Il
—

e pode ser escrito como (3.50).

No que segue, por razao de completeza e para firmar a notagdo, apresentaremos as

descrigoes bem conhecidas da teoria quantica usual.

3.3.1 Descricao de Schrodinger

Na descri¢ao de Schrodinger os estados sao dependentes do tempo e a evolugao

temporal de um estado fisico é dado pela equacao de Schrodinger

0
i 0, (6) = HIT (1), (3.60)

onde o hamiltoniano no espaco de Fock H nao tem dependéncia explicita no tempo e
|W,(t)) € F é um estado na descrigdo de Schrodinger. Conhecendo um estado inicial,

|W,(to)), podemos escrever a solugao da equagao (3.60), em um instante t, como

[T, (t)) = e /R (). (3.61)

3.3.2 Descricao de Interacao

Escrevendo o hamiltoniano independente do tempo como a soma

H == HO + H17 (362)
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onde Hy é a parte com solucao conhecida, definimos um estado na descri¢do de interacao

como sendo

|Wr(1)) = M W(2)), (3.63)

onde o indice [ indica que o estado esta na descricao de Interacao; esse estado tem como

equagao do movimento

; g _ Q iHot/h
Zﬁatl‘lfz(t» = Zﬁat(e |Ws(t))) (3.64)
= H,(1)[¥;(1)), (3.65)
sendo
H, (t) = ¢™Hot/MH, o~ Hot/h (3.66)

Um elemento de matriz arbitrario de um observavel Oy do espaco de Fock na descricao de

Schrodinger pode ser escrito como
(WL (D]0L| T, (1)) = ((1)|e™ O e MW (1)), (3.67)
sugerindo a definicao de um observavel na descricao de interacao como
0,(t) = eHot/hQ e Hot/h (3.68)

com a dependéncia temporal dada por

ZﬁgO[(t) — eiHot/ﬁ(osHO . Hoos)e—iHot/ﬁ

ot
= [Os(t), Hol . (3.69)

Em geral, Hy ndo comuta com H;. A solugdo de (3.65) pode ser obtida a partir de

um estado |V;(ty)) definindo-se uma transformacao unitaria U(t, ty) tal que
[W(¢)) = U(t, to)|¥r(to)), (3.70)

sendo U(t, tp) denominado operador evolugao temporal no espago de Fock. De fato, usando

a descri¢ao de Schrodinger temos

[Ur(t)) = MW (1)

eiHot/iie—iH(t—to)/h|\Ijs(t0)>

¢ Hot/hg—iH(i~t0)/h~Hoto /h\\Jy (1.}, (3.71)

que da
U(t, tO) _ eiHUt/ﬁe—iH(t—to)/he—iHoto/ﬁ. (372>

Como, em geral, H e Hy nao comutam, a ordem em (3.72) deve ser mantida fazendo com
que essa equagao nao seja muito usada em razao de célculos. Portanto, determinemos uma

equacgao para U que possa ser resolvida por integracao. De (3.65) e (3.70) temos

U 10) Us(10)) = Ha()[U(E )| (1)) (3.73)
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implicando em

)
ih 5 Ut o) = Hi (Ut to). (3.74)

Integrando de t, até ¢

U(t,tg) =1 — ?z dt’Hl( U, ), (3.75)

to

onde foi usada a propriedade U(ty,ty) = 1. Por interagao,
i t !/ !/ ,L v 7 "
Ult.t) = 1= [ d'EL(1){1 - f/ dt"HL (){...})
h ﬁ to
Y gt %
— 14 ? dHL () + (=) / dt' [ dt"H, () H (") + ... (3.76)
to to

O terceiro termo da expansao pode ser escrito como

¢ ¢ 1t v 1 ¢
/ dt' [ dt"H, () H, (") = - / dt' [ dtHL () HL (8 + - / dt" [ dt'HL (¢)H, (1),
to to 2 Ji, to 2 Jio i
(3.77)
Trocando " e " no ltimo termo, temos, com a fungao 6(t—t') = 1 parat > t' e (t—t') =0
para t < t', que
¢ ¢
/ dat' [ dt"H, (¢ HL (") = / ar [t H, () HL () / dt' [ " H, () H, ()
to to to to to 1
1
= = dt dt"[Hl(t YH ()0 —t")
2 to to
+ H(¢")H ()0 —t)], (3.78)

ou usando o operador ordenador temporal, T', [vide Apéndice B]

t t 1 ft t
/ at’ [ drHL (OB () = / dt' [ dt"T[H, () H, ("), (3.79)
to to to to

Desenvolvimento similar pode ser realizado para os outros termos de (3.76) e a expansao

para U torna-se

Ult.to) = i(—;) 5, / dt .. :dtnT[Hl(tl)...Hl(tn)]. (3.80)

3.3.3 Descricao de Heisenberg
Na descri¢ao de Heisenberg, o estado ¢ definido como
W (1)) = FMW(1)), (3.81)

cuja derivada temporal é
zh—|\IfH( )) =0, (3.82)

mostrando que |V (t)) é independente do tempo. Um elemento de matriz arbitrario, de

um observavel Oy, pode ser escrito como

(W00 W, (1)) = (U |e™ O™ M ), (3.83)
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sugerindo para um observavel na descricao de Heisenberg a expressao
Opy(t) = M/hQ e~/ (3.84)
com a dependéncia temporal dada por

0
ih -0 (t) = [On (t), H]. (3.85)

A equagdo (3.84) pode ser escrita em relagao a descrigao de interagao como

Ox(t) = eth/ﬁe_iHot/hO[(t)eiHot/ﬁe—th/h

= U(0,t)O0;(t)U(t,0). (3.86)
Em adigao a esses resultados, tem-se

Ty) = [W,(0) = |T,(0), (3.87)
0, = 04(0) = 0,(0), (3.88)

ou seja, as trés descrigoes coincidem em ¢ = 0.

3.3.4 Evolucao Adiabatica

Consideremos o hamiltoniano perturbado
H = H, + ¢ “'H,, (3.89)

com € pequeno e positivo. O hamiltoniano (3.89) é tal que, no limite para ¢ — 0, reduz-se

ao hamiltoniano (3.62). Dessa forma, o operador evolugao temporal (3.80) serd

& Z 1 t t
Uc(t, o) = Z(—%)"ﬁ/ dty... | dtpe=<Ual-+DPIH, (1), H(t,)], (3.90)
n—0 . Jitg to

mas no limite t - —oo = H' — Hj e o autoestado do hamiltoniano é o da teoria nao

perturbada. Portanto, sendo |®¢) o autoestado do hamiltoniano nao perturbado, temos
Hy|®o) = Ey|Dy). (3.91)
Considerando o limite t — —o0, 0 estado na descri¢ido de interacao nos da

i) = THw (1)

ezﬂot/ﬁe—zﬂot/ﬁ|q)0>

= |®o), (3.92)
ou seja, ¢ independente do tempo, i. e., para t — —o0

iﬁ;ﬂll(t» = e MH,(1)|W(2)) — 0. (3.93)
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Com esse resultado, é possivel obter estados de H a partir de autoestados de Hy usando o

operador de evolugao temporal (3.90) como, por exemplo,
[Wi) = [W1(0)) = Ue(0, —00) | o), (3.94)

ja que os estados de Hy sao conhecidos. Faz-se necesséario, no entanto, determinar o que
acontece quando € — 0 e t é finito. O resultado é dado pelo teorema de Gell-Mann e Low

(Apéndice A.1) que diz: Se o limite

. U (0, —00)|Dg)  [¥y)
0 30U, (0, —o0) B0) — (@0[%0) (395)

existir para todas as ordens da teoria de perturbacdo, entao este é o autoestado de H, ou

seja,
H[W,) _ E|¥)
(Do|Wo)  (Po| Vo)’ (3.96)

permitindo escrever um estado do hamiltoniano perturbado a partir do estado nao pertur-

bado.

3.4 Teoria de Perturbacao no Espaco de Fock

A funcao de Green de uma particula no espaco de Fock é definida pela equacao
[12,28]
(ol T[W s (x, ) Wiy (X, )] [Wo)
(Wo|Wo) ’

onde |¥y) é o estado fundamental na descricao de Heisenberg de um sistema com interacao,

iGap(xt,x't") = (3.97)

isto é,
H|¥,) = E[¥o) (3.98)
e Upa(x,t) é um operador de Heisenberg com dependéncia temporal dado por (3.85), a e
[ referem-se as componentes do operador de campo associadas ao spin. Dessa forma, a
funcao de Green (3.97) é um elemento de matriz do operador de Heisenberg no estado
fundamental de um sistema interagente. De forma geral, vamos reescrever a expressao
(Wo|Op(t)[ Vo)
(Wo|Wo)

(3.99)

Usando o teorema de Gell-Mann e Low, temos para o denominador de (3.99)

(Wo|Wo) _ (Po[UL(0, +00) U (0, —00)[®o)
[(Po| o) [? [(Po| o) [?
<CI>0’U€(+OO, O)UE(O, _OO)|<DO>
[(Po[Wo)l?
(g U (00, —00)|Pg)
[(Po[Wo)l?
(Po[S|Po)

G 10
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onde S = U, (400, —00). E para o numerador de (3.99)

(Uo|Og(t)| W) _ (DU (+00,0)U(0,8)O;(t)U(t,0)U,(0, —00)|Pg)
[(Po| Wo)[? [(Po| o) [?
_ <CI)0|U€(+OO,t)O](t>U€(t, _OO)|<I>O>
- (ol o) ' (8100)

Considerando (3.100) e (3.101) segue que

(Wo|On(t)[Wo) _ (Po|Uec(+00,1)O;(t)Uc(t, —00)|Po)
(Wo|Wo) (Po]S|Po) .

(3.102)
Para o operador U(t, 1) dado pela equacao (3.90) temos

©° 7 1 ptoo +00
U, (400, )0;(t)U.(t, —00) = Z(_f)nf/ dtl.../ dt, e—cllnl e
t

= h" nl)
o 7 1 t t
_Yym_— —e(Jt1]+. .+ tm])
x mzo( ) /_ dt... /_ dt e TTH, (). H, (£,)]
> z vl pteo +oo
_ e(t1|+-+ltnl)
VZD( ﬁ 'm;()(sum—i-n 'n|/ dtl/t dt e
t t
x / dt... / cztme-fﬁhI+-~~+Ifml>T[H1(tl)...Hl(tm)] (3.103)
e assim (3.99) fica
(Wo|Ox (1) Wo) oo oo (It
= dt;... dt, e~ cltilF+lt)
(Wo| W) (<I>0|S|<I>0 °|VZO /oo ! /m
X THy(t1).. Hy(8,)Or(1)]| Do) (3.104)

Por um procedimento similar

(Wo|T[OH (1)0u ()W) b
(Do) = e I S [ e [ e
x  THy(t1).. Hi(t,)O1(t)Os(t)]|Po). (3.105)

Com isso, podemos escrever a fun¢ao de Green (3.97) como

. 1 oo
iGap(z,y) = Z(—%) —/ dtl.../ dt,

=0 v! —0 —co
<(I)O ’T[Hl (tl)...Hl (ty)\Ija(l»)\IjTﬁ (y)] ’q)())
(Do|S| Do) ) (3.106)

onde x = (x,t), H;(t) é dado pela equagao (3.66) e os operadores de campo estao na

descrigao de interacao.

Observemos que, sendo

> / AP W () UL (K )V (5%, X ) g 53 W 0 (X)) Wy (%), (3.107)
a,a,B,8
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com % (x1,x2) = V(X1,%X2)0(t; — t2) e expandindo a soma em (3.106), o numerador, que
notamos por GT, torna-se
. . { 1
iGlolny) = G o)+ () 30 o [dnd @ (wa e
’ !
X {(Do| T[S (1) U1, (&) W0 () U (1) W (2) Uhy ()] | @o) + ..., (3.108)

onde
iGog(,y) = (Do|T[Wa(2) ¥f(y)]| Do), (3.109)

«

refere-se ao sistema sem interagdo. A expressao (3.108) mostra que para se obter a fungao de
Green do sistema interagente é necessario calcular valores esperados no estado fundamental
do sistema sem interacao de produtos de operadores de criacao e destruicao. Com esse
objetivo, o procedimento é passar os operadores de destruicao para a direita, ja que,

U(z)|Pg) = 0, o que é realizado com o uso do teorema de Wick (Apéndice B).

3.5 Diagramas de Feynman no Espaco de Fock

No nosso caso, os operadores sao \Ilg(x) e Ug(x), e vamos considerar um sistema
de férmions. Usando a descrigao de particulas e buracos, ¥(x) pode ser escrito como a
soma de um operador que aniquila particula, \If(+)(x), e um operador que cria buracos,
TT(2) como em (3.42 - 3.43), isto &,

U(z) = 0O (2) + 0O (). (3.110)
Consequentemente seu adjunto é

Ul(z) = OO (a) + 0O (). (3.111)
Sendo |®g) o estado fundamental, temos

T (2)|®g) = 0, (3.112)
T (2)|B) = 0, (3.113)

pois |®y) sendo o mar de Fermi, no caso de sélido, nao hé particulas acima do mar ou

buracos no mar.

Dentre as possiveis contragoes (vide Apéndice B), as tinicas que ndo dao zero sao

BN 0 set, <t
U (z) U7 (y) = {iGO (z.9) C o (3.114)
ap\ Ty YY) se ity > 1y

V) ) =

«

-0
{ iGog(z,y) set, <t, (3.115)

0 set,>t,,
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onde estamos notando a contracao de dois operadores AB por A'B°. Com tais resultados,
usando o teorema de Wick e sabendo que o valor esperado do ordenador normal (vide
Apéndice B) dos operadores no estado |®g) é zero, o segundo termo da expansao (3.108)

nos da

l
zGM)( y) = B 2/d4$1d4$1%(951»$1)ww

AN pp!
{iGap (@, Y)[iG), (2}, 21)iG (w1, 1) — G (2], 21)iGY,, (21, 7))
G 011Gy 1 G (2 3) — Gy G (2 1)
iGY (T )[ZGO NEA ,xl)zG’/\, (1,y)
— iGp(x, y)iGY (21, 21)] ) (3.116)

+ + X

Em (3.116) cada termo pode ser associado a um diagrama conhecido como diagrama de
Feynman no espaco de configuracdes [12,29]. A funcdo de Green G° é representada por
uma linha lisa dirigida do segundo argumento para o primeiro e o potencial de interacao é
denotado por uma linha ondulada. Neste contexto, para termos a representacao da funcao

de Green ¢ preciso observar alguns pontos e nomenclaturas importantes:

Primeiro: os termos A e B da Figura 1 sao ditos diagramas desconectados. A
equagao (3.116) mostra que tais termos tém fun¢ao de Green e interagdo com argumentos
fechados neles mesmos (esses dois termos nao tém fungao de Green que relacione z; ou )
com x ou y); como resultado, podemos separar essas unidades na expressao de G'. Desse
modo, iGgB(x, y) representa um fator e a integral representa outro fator. Em termos de

diagrama, o numerador fatorado fica como na Figura 2.

Segundo: usando o teorema de Wick no denominador encontramos os diagramas
da Figura 3 que, pelo menos em primeira ordem na interacao, mostram-se iguais ao termo

desconectado do numerador.

Terceiro: o v-ésimo termo do numerador de (3.106) pode ser escrito como

” ot 1 vl oo +oo
Gl (x,y) = ZZ * 5n+m,yﬁ—/ dtl.../ dt,,

I
n—=0 m=0 n'm: J—-oo —00

<<1>0|T[H1(tl)...H1<tm>wa<x>WL(y>]|<1>o>conectado
< | " / T ity (Bo| T[H (1) Hy (8)][®0). (3.117)

—0o0

X

Fazendo o somatorio em v, segue entao que

0 ) 1 400 400
zGaﬁ(a: y) = Z(—%)m—/ dtl.../ dt,,

m=—0 m! J - —0o0

X (@o|T[H (t1)... Hy (tn) Wa(2) U1 (1)]| Do) concctado
x Z(—;)nl /+°° dtl.../Jm it (| TTH (11)... Hy (£,)]| o). (3.118)

n—=0 n!J-c —00
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x x
[ 1§ 1|-ﬁ'
A . b Axy x|
X e
X X}
Hﬂ "B
7 y
(4) (B}
x X
o L X
i A
® o A
X I‘ii / M f f
A n i X
x) X1
H
B o8
¥ ¥
(D) ()

Figura 1 — Contribui¢ao de primeira ordem da funcao de Green

A primeira soma é sobre os diagramas conectados e a segunda é idéntica ao denominador
(Po|S|Pg) [12,30]. Assim, pode-se escrever

. < i1 oo too
iGap(z,y) = Z(_ﬁ) W/—oo dtl.../ dt,,

m=0 o

X (Do TTH, (1) Hi (£) U () ()] D0 concctado: (3.119)

com um somatorio implicito sobre os indices de spin e onde sdo ignorados os diagramas

desconectados.
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A,
A A
A A A~
. u— . —

Figura 2 — Fatoragao da contribuicao de primeira ordem de Cjag (z,y)

<@yl S 1By> -1+O~v©+@ P

Figura 3 — Denominador de Go(x,y)

Quarto: a contribuicao para a fungdo de Green é idéntica para todos os diagramas
similares que diferem apenas por permutacao de indices; em m-ésima ordem existem m)!
possiveis intertrocas desse tipo. Assim, podemos cancelar o (m!)~" e contar apenas uma

vez cada diagrama.

Quinto: comparando a equagao (3.116) com os diagramas da Figura 1 podemos

notar que cada vez que as linhas fecham nelas mesmas, surge um sinal de menos.

1
Sexto: a n-ésima ordem da fungdo de Green tem um fator explicito (—ﬁ)", enquanto

2n+1

as contracoes dao um fator ¢ e, portanto, obtemos um fator

(=) (=5)" (@) = ()", (3.120)
o —i vem da func¢do de Green total (lado esquerdo da equagao).

Com essas seis observagoes, a primeira ordem da fungao de Green é

1
Gh@y) = o [ dod sl {~Cos (e, o) (@1,0))av g G (01, ) Gl (0, )
+ GgA($vxl)%<xlaxll)AX#H’G()]\’u(x/la$1>G2’ﬁ<x/17y)}7 (3'121)

com um implicito somatério sobre os indices de spin. Podemos arrumar essa equagao da

seguinte forma
ng(a:,y) = /d4x1d4$'1Gg>\(x,xl)Z(l)(xl,a:’l),\uGzﬁ(:v’l,y), (3.122)
onde

ﬁE(l)(:cl,x'l)Au = i/d4x2 [—%(ml,xg),\#/,,,,\/Gg,,,(xg,xg)é(x'l — x1)0\p
+ %(1‘1, xQ)AX,z/u/G())\/V<x17 xg)é(:c’l — .TQ)&H/M}. (3.123)
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Generalizando temos, entao,
Gap(z,y) = Goglz,y) + /d4x1d4x’1Gg/\(x,xl)Z(xl,x'l),\HGgﬁ(x’l,y), (3.124)
sendo X(z1, 2} )y, 0 termo denominado autoenergia. Em diagrama, obtemos a Figura 4.

X X X
*

_ Autoenergia ¥,

*
y 4 ¥

Figura 4 — Funcao de Green e a autoenergia

Autoenergia propriza

Figura 5 — Autoenergia prépria

Mostra-se [12] que a autoenergia tem termos que podem ser escritos como duas partes

ligadas apenas por uma funcao de Green G° como no diagrama da Figura 5. Dessa forma,
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podemos escrever a autoenergia como
Y(xy,2y) = (a1, 7)) +/d4x2d4x'22*(a:1,x2)G0(x2,x’z)Z*(xé,x'l)
+ /d4x2d4x'2/d4x3d4x32*(m‘1,xQ)GO(xQ,xé)E*(x’Z,xg)
x  GO(xs, 25) S (x5, 7)) + ... (3.125)

e substituindo em (3.124), encontramos

Gaple,y) = Gl y) + [ dhead'a G, )5 (11, 5G], )
+ /d4ZL’1d4l’/1/d4$2d4$/2Gg)\(ZE,(L’l)z*(.rhZL’/I))\NGQ/“/(I/DIQ)
X X (@, 2h)wu Gy y) + .. (3.126)

m

Notando que as integrais tém termos repetidos e, ao coloca-los em evidéncia o que sobra é

uma funcao de Green total, segue que
Casl,) = Pule.v) + [ dnd GO, o)5" (0, )0 Grslehv). (3.127)

Essa é a equagao de Dyson no espago de configuragao [12,31].

A equacao de Dyson torna-se mais simples se a interagao for invariante sob transla-

¢ao e o sistema espacialmente uniforme. Neste caso, é possivel introduzir as transformadas

de Fourier
Coslz,y) = (2m)~" / ke DG4 (k), (3.128)
GOyay) = (2m)7" / d keI GO (k), (3.129)
S 2,y = (27)7 / ke @D (k) . (3.130)
Assim,
Glas(k) = G2 (k) + GO ()T (k)0 G (B): (3.131)

Geralmente G, G° e ©* sao diagonais e a equacao de Dyson fica

1

= e -

(3.132)




32

4 Segunda Quantizac3o e o Campo de Schro-

dinger Dual

Com o objetivo de introduzir o formalismo de DCT usando o espaco de Fock,
precisamos construir a teoria de segunda quantizagao no espago dual (til). Para tanto,
usaremos as regras de conjugacao til, definidas no Capitulo 2, para obter alguns elementos

a partir do espago direto.

Apesar do espago dual ser uma "cépia'do espago direto, surgem algumas diferen-
¢as como, por exemplo, a inversao temporal no estado de energia, o que justifica seu

desenvolvimento; seguiremos, em linhas gerais, as referéncias [20,23].

4.1 Espaco de Fock Dual

Um elemento do espaco dual H; ao espaco de Hilbert de uma particula é repre-

sentado por ggl(x), e o dual ao espago de Hilbert de n particulas o notaremos como:

&n(xl,,xn) 67:[®n:7:ll®7‘~[1®®7:[1 (41)

n vezes

Estados que representam muitas particulas idénticas devem ser simétricos ou

antissimétricos em relacao a permutacao de duas particulas. Os estados simétricos
T+ +7 1 7
¢n :Sn¢n = EZ¢H(XT17"'7XT71)7 (42)
* T
sendo dual aos estados que descrevem os bosons, e os estados antissimétricos
. = 1 -
gbn = Sn an = ﬁ Z(_l) ¢n(x7’17 "'7X7“n)7 (43>
° T

dual aos que descrevem os férmions. Os operadores Sf sao os mesmos do capitulo anterior.

Com isso, definimos o espago dual de Hilbert simetrizado (antissimetrizado) como
HE = SEHE™. (4.4)
O espaco de Fock dual é definido como a soma direta de todos os espagos duais aos

espagos de Hilbert de muitas particulas, ou seja, o espaco

ﬁi - @fio?:lzi
= HyeH)eHi oH)Fe. . oH o, (4.5)



Capitulo 4. Segunda Quantiza¢io e o Campo de Schrédinger Dual 33

onde o espago (7—20) é o espaco dual ao espago que descreve o vacuo. Um elemento do

espaco F* é dado por

D) = |¢o) @ 1) @ D) B ... D |Pn) © ...
= 160,61,y ) € F, (4.6)

com ¢, € H, e, por simplicidade, deixamos de indicar o sinal +. Definimos o produto

escalar entre dois estados do espago de Fock dual como

(PIW) = D (nlthn), (4.7)
n=0
e exigimos que (®|®) = Z(an|<5n> < 00. Definimos também o operador de criagao de
n=0
uma particula no estado & por
a'(§)gp = e, (4.8)
@ @©)®)n = VS;(E® dn-), (4.9)

onde n é o numero de particulas. Esse operador de criagao se relaciona com o operador de

campo dual da seguinte forma
at(€) = / dPrat (x)E(x). (4.10)

Se considerarmos os vetores §; que formam uma base ortonormal completa de H;, e 5;-

seus conjugados, entao podemos escrever os operadores de campo dual sendo a soma
al(x) = 2 a'(€)6 (0 = S a ()& (), (4.11)
J J

os quais nao dependem da base.

O operador de destruicao é definido como

(@) = a(é), (4.12)

com
a(§)do = 0, (4.13)
(d(é)&))n(xl,xg, Xn) = Vn+ 1S,f§(x)gz~§n+1(x,x1,x2, ey X)), (4.14)

onden=1,2,...e £ € Hy. Esse operador destréi uma particula no estado €. Os operadores

de campo correspondentes ao operador aniquilacao sao

@) = [dad k), (4.15)
ax) = Y &) = Y éxal). (4.16)

N

J
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Um operador qualquer no espago de Fock dual pode ser expresso em termos dos
operadores de criagao e aniquilacao; por exemplo, o operador niimero de particulas pode

ser escrito como
N = [daal (x)atx) = 3 a'(§)a(E). (4.17)

onde estamos escrevendo em negrito os operadores que atuam no espaco de Fock. O

operador N tem a propriedade de determinar o ntimero de particulas do estado. De fato,

e todo operador A que comuta com ele,
[A,N] =0, (4.19)

nao altera o nimero de particulas do sistema.

Qualquer operador A(x) de uma particula, limitado no espago de Hilbert, é promo-

vido a operador no espacgo de Fock dual segundo a férmula
A = / drat (x) A(x)a(x)
= (&, Ax)&al(E)a&), (4.20)
ik
onde (, ) representa o produto escalar em H,. Esse operador é tal que

(Ad)n = 3 A(xm) (15 oo X0). (4.21)

m=1

Analogamente, definimos um operador de duas particulas V' (x,x’) no espago de Fock dual

vV = / Prdr'at (x)at (x)V (x, x)a(x)a(x')
= X (68 VX8 )al (€3 (E0a(60)aE ), (4:22)
onde
(V®), = Z V (X, X)) On (21, oy ). (4.23)

Deve-se observar que as expressoes (4.20) e (4.22) se apresentam em geral na forma

normalmente ordenada.

Os operadores de criagdo e aniquilagdo bosonicos (fermidnicos) devem satisfazer as

relagdes de (anti)comutagdo, ou seja,

(), a' (&))@ =

(
[d(gl)aa(fz)]ié = 0=
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que sao equivalentes as relagoes

[a(x1), @' (x2)]. = 6(x1,%2), (4.26)
a(x1),a(xz)l. = 0=[a'(x1),a"(x2)],, (4.27)

para os operadores de campo no espago de Fock dual.

4.2 Segunda Quantizacdo no Espaco de Fock Dual

A partir dessa se¢do iremos considerar apenas o caso de férmions. O formalismo da
DCT [17,18] estabelece que os operadores do sistema dual devem ser obtidos do sistema
original, através das regras de conjugacao dual(til) (2.10-2.14). Assim, a dindmica de um

sistema dada por (3.28) corresponderd um sistema dual com dindmica dada pela equagao

I DU
i€ = —HE, (4.28)

onde o sinal de menos sugere uma inversao nos niveis de energia (ou inversao temporal).

Portanto, o espaco H; pode ser decomposto nos subespacos
=, e (4.29)

onde convencionamos que os estados com € < e pertencem a H_, e os estados com € > e
pertencem a H. . Esta decomposicio espectral pode ser levada aos operadores de criacio e
aniquilagao, resultando em

a'(€) = i) +d'(&),

a€) = BE)+dE,), (4.30)
estando d e d' associados aos estados com € > ep, e b e b associados aos estados com

€ < €p, onde estamos assumindo

b(Er) =0=d(¢) (4.31)

com &; € Ha. Das equagdes (4.20) e (4.22), o operador hamiltoniano no espaco de Fock
dual fica
H' = 3" (g5, H(x)g)b (3)0(3)] + > [(fi, Hx) f)d (£)d(fi)], (4.32)
jk<F jk>F

onde f; é uma base de H,, g; uma base de H_ e fp indica, no caso de sélidos, o primeiro
nivel do mar de Fermi dual. Para introduzir o conceito de buraco, trocaremos os papéis dos
operadores d e d', trocando simultaneamente a dependéncia em £. Assim, os operadores

de criacao e aniquilagao ficam
) = ¥
) = b(&)

MY

i
U(

78
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Em concordancia com as relagoes de anticomutacgao, temos

(W), V1), = (£8), (4.35)
(W), (&), = 0=[T(), V(). (4.36)

As expressoes (4.33 - 4.34) definem os operadores na formulagao de segunda quantizagao e
também podem ser escritas como

UiE) = ) + (e, (4.37)
V() = UE)+ U, (4.38)
onde U e U estdo associados & particula dual, U e UT estao associados ao

buraco dual e satisfazem as relagoes de anticomutacao

(W@, v, = (€-.8), [,

(PO v, = (€6, [,

R

=1

), =0, (4.39)
(@), =0 (4.40)

=N

sendo as demais nulas. Usando (4.10) e (4.15), podemos introduzir os operadores de campo

dual
bE) = [ ), (4.41)
Wi(é) = /f@@ﬁﬁ@. (4.42)

O hamiltoniano no espago de Fock dual (4.32) torna-se

H= 3" (3, HX)a)b'(3,)b(a) — > (fi, H&) fo)d' (fi)d(f;), (4.43)

Jjk<F jk>F
a menos de uma constante aditiva que associamos ao mar de Fermi dual. Comparando (4.43)
com (3.50) notamos que a diferenga é que, no caso de sélidos, os operadores associados a
particulas b, bf agora referem-se a estados com € < €, e 0s operadores associados ao buraco
d,df agora referem-se a estados com € > ex. O hamiltoniano (4.43) é a representacao do

hamiltoniano dual H em segunda quantizacao.

4.3 Evolucdo Temporal e as Descricoes da Teoria Quantica na For-

mulacao Dual

A dindmica de uma particula no espaco de Hilbert dual H; é dada pela equacéio

de Schrodinger (4.28), cuja solucao é dada pela transformagcao unitéria
£(t) = Mg (0) = U, (4.44)

onde é € H,, H é o hamiltoniano do sistema dual e U é o operador evolucio temporal.

Comparando as expressoes (4.44) e (3.51), vemos que a evolucao temporal de & se d4
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no sentido inverso da evolucdo de €. Tomando as funcgoes & (t) como fungao teste dos

operadores de campo, segue que

a'(£(t))
a(é(1))

Como o espaco de Fock é composto por todos os espacos de Hilbert de n particulas, é

KA

= @03
= a(U€)D. (4.45)

KA

conveniente definir o operador unitario U, tal que

(D), = (2}_,0)¢n
= SHULQUE®...@UE,), (4.46)
onde
bn=S5E606®..08). (4.47)
O operador U é um operador definido no espaco de Fock dual e mantém o vicuo invariante,

ou seja,

Udy = dy; (4.48)
U é chamado [23] de segunda quantizagido do operador U do espaco de Hilbert. Desta

forma, a evolucao temporal dos operadores de férmions fica

a'(£(t) = al(U¢) =Ua'(€)u, (4.49)
ag(t) = a(U¢) =UVa(§)u! (4.50)
A derivada temporal de (4.46) nos da
L d - . .
@ﬁ%U = —-UH = —-HU, (4.51)

onde

1®.0 Hj® .0 1),

=
KA
3

I
NE

<
Il
_

H(x;)fn (X1, 0, Xn), (4.52)

I
M=

<
Il
-

e pode ser escrito como (4.43).

4.3.1 Descricao de Schrédinger Dual

Na descricao de Schrodinger os estados sdo dependentes do tempo e a dindmica de

um sistema dual é dado pela equacao de Schrodinger
o - L
i | (1)) = —TH),(0), (4.53)
que tem como solucao a transformacao unitaria

(W, (1)) = B0/ (¢,)). (4.54)
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4.3.2 Descricao de Interacao Dual

Agora, escrevemos o hamiltoniano independente do tempo como a soma
H=H,+H, (4.55)
onde Hy é a parte com solucdo conhecida. O estado dual na descricdo de interacio é
[B5(t)) = e WL (1)), (4.56)

que tem como equacao de movimento

. g X . Q —iﬁot/ﬁ T
i) = i 00 (157)
— L ()T (1), (4.58)
sendo
1:11 (t) = e_iHot/ﬁ:[:IleiHot/h. (459)

Um elemento de matriz arbitrario de um observavel O, na descricdo de Schrédinger pode

ser escrito como
(U (1) O W, () = (W) (t)]e /MO ™o/ (1)), (4.60)
sugerindo a definicao de um observavel na descricao de interacao dual como
O;(t) = e Hot/nQ Hot/1 (4.61)
com a dependéncia temporal dada por

BO0u1) = (O, - O,H)
= [Ho, O;(t)]-. (4.62)

A solucio de (4.58) pode ser obtida definindo-se uma transformacao unitaria U(t, ¢,)

tal que
(U1 (t)) = Ut t)|[¥r(to)), (4.63)

sendo fJ(t, to) denominado operador evolugao temporal dual. De fato, usando a descri¢ao

de Schrodinger temos

Wr()) = e HTL(8))
e—iﬁot/ﬁeiﬁ(t—to)/ﬁ|qjs(to)>
6—iﬁot/ﬁeiﬁ(t—to)/ﬁeiﬁoto/ﬁ‘\le(tO»7 (4.64)

que da
ﬁ(t,to) — e*iﬂot/ﬁeiﬂ(tfto)/ﬁeiﬁoto/ﬁ. (465)
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Como, em geral, H e Hy ndo comutam, entdao H e Hy também nao devem comutar. Dessa
forma, a ordem em (4.65) deve ser mantida fazendo com que essa equacao nao seja muito
usada em questao de célculos. Portanto, vamos construir uma equacgao para U que possa

ser resolvida por integracao. De (4.58) e (4.63) temos

B 0(1, 1)1 (10))) = L (O[0(1, 1) 1)) (4.66)
implicando em
iﬁgtfj(t, to) = —H (t)U(t, t). (4.67)

Integrando de ¢y até ¢, temos
- [t ~ -
Ult,t) =1+ % d'H, ()0, o), (4.68)
to
onde foi usada a propriedade U(ty, ty) = 1. Por interacéo,

Ultts) = 14+ / WAL+ [ @)

_ 1+h " aHL (¢ )+(;) / at [ a (O () + . (4.69)

to to
Por um processo similar ao realizado para encontrar (3.80), encontramos

Tltoto) = ()"

n=0

/dt1 /dt TTH, (). H, (¢,)]. (4.70)

nl

4.3.3 Descricao de Heisenberg Dual
Na descri¢ao de Heisenberg, o estado é definido como
D)) = e ™D (1)), (4.71)

cuja derivada temporal é
Zﬁ7|\1/H( )) =0, (4.72)

portanto |Wy(t)) é independente do tempo. Um elemento de matriz arbitrario, de um

observavel Oy, pode ser escrito como
(W ()]0 V(1)) = (Wyle O™ ), (4.73)
sugerindo para um observavel na descricao de Heisenberg dual a expressao
Oy (t) = e MO Mt/ (4.74)
com a dependéncia temporal dada por

) L
ih=-Ou(t) = ~[Onu(t), HI_. (4.75)
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A equagao (4.74), em relacao a descrigao de interagao, fica

OH(t) _ e—iﬁt/ﬁeiﬂot/ﬁol(t)efiﬂot/ﬁeiﬂt/h

= U(0,t)0;(t)U(t,0). (4.76)

Em adigao a esses resultados, tem-se

) = [¥:(0)) = [¥,(0)), 4.77
O, = Og(0) =04(0), 4.78)
ou seja, as trés descrigoes coincidem em ¢ = 0.
4.3.4 Evolucao Adiabatica Dual
Consideremos o Hamiltoniano
H =H, + e H,, (4.79)

com € pequeno e positivo. O hamiltoniano perturbado (4.79) é tal que, no limite para

¢ — 0, reduz-se ao hamiltoniano (4.55). Dessa forma, o operador evolu¢ao temporal serd
i

Udltto) = S (Lt / "t / "ty e D TR (). L (1), (4.80)

|
= h nl g

Agora, no limite ¢ — —oo temos H — Hj e o estado é o da teoria ndo perturbada.

Portanto, podemos escrever o estado na descricao de Schrodinger como
[T, (1)) = ePot/h| D), (4.81)
onde |(i>0> ¢é o autoestado do hamiltoniano dual nao perturbado, ou seja,
Ho| Do) = Eo| o). (4.82)
Ainda no limite ¢ — —o0, 0 estado de interagao,
[Bi(t)) = e (1))
e—iﬁot/heiﬁot/h|(i)0>
— o), (4.83)
¢ independente do tempo, i. e., para t — —o0

z’ﬁgthif](t)) = —eMH, ()]0, (1)) — 0. (4.84)

Com isso, é possivel obter estados de H a partir de autoestados de Hy usando o operador

de evolugao temporal (4.80), como, por exemplo,

i) = [U1(0)) = UL(0, —00)[Dy). (4.85)



Capitulo 4. Segunda Quantiza¢io e o Campo de Schrédinger Dual 41

Aplicando as regras de conjugacao til obtemos a relagdo correspondente para o

teorema de Gell-Mann e Low (Apéndice A.2) no espago dual, i.e., se o limite

1 N[NJESO,—OO)@OZ _ ~|q10~>
=0 (D|U(0, —00)| Do)  (Po|Wo)

(4.86)

existir para todas as ordens da teoria de perturbacio, entdo este é o autoestado de H, ou
seja,
fi) By
(Do|Wo) (Do)’
permitindo escrever um estado do hamiltoniano perturbado a partir do estado nao pertur-
bado.

(4.87)

4.4 Teoria de Perturbacao Dual

Aplicando as regras de conjugacao til na equacao (3.97) obtemos a fun¢ao de Green

dual ~ ~ ~ ~
(Wo|T[W pra(x, )Wl 5(x, )] Wo)

(WolWo) ’

onde \\ifo> é o estado fundamental na descricao de Heisenberg de um sistema com interacao,

—iGop(xt, x't') =

(4.88)

isto é,
H|V) = E[¥o) (4.89)
e @Ha(x,t) ¢ um operador de Heisenberg com dependéncia temporal dado por (4.75).

Escrevendo de forma geral, temos a expressao

(‘i’o|(:)H(f) W) .
(Wo|Wo)

(4.90)

Usando o teorema de Gell-Mann e Low

(FolOn()|Wo) _ (o] Ue(+00, )01 Uelt, ~00)| o). (491)
(Wo| o) (Do[S|Po)

onde S = U, (400, —00). Para o operador U.(t,t), dado pela equacio (4.80), obtemos

- 5 AT VARV T el tltal)
U.(+00,)0,(1)0. (1, —00) = () ﬁ/t dtl.../t dte=ctrtltn
n=0 :

x T[H, (). H, (£,)]01(t)

O g 1 rt t N -

xS () / dty... / dt e~ <UD P (1) H (1)
m—0 h m: J—oco —00
— iy 1 v! +oo +o0

= =)= - n—/ dt / dt, el
V;(ﬁ) V! m;o mEnnl fe T ‘

X T[I:Il(tl)ﬂl(tn)]()[(t)
X /t dtl.../t dt e~ Uittt (). Hy (1) (4.92)
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e assim (4.90) fica

(W0 On (1)|F0) o e
Tolby) <<I>OIS|<I>0 0';0 TR
X TIEL (). 0 ()0 ()] [ o). (4.93)

Por um procedimento similar

(@ITIO8 OO IIFe) 1 o E i
(Tyly) = s R o [ e [ et
X TIEL (1) L ()05 (1O (1)) (191

Com isso, podemos escrever a fun¢ao de Green dual (4.88) como

. Sl 1 400 +o0
—iCusl(zy) = Z(%)”*/ dtl.../ dt,

0 vl Joso -
(o[ T[EL (1) .- (1) Ua () U (9)]] B0) (4.95)
<CI)0|S|(DO>

onde z = (x,t), Hy(t) é dado pela equacdo (4.59) e os operadores estdo na descricio de

interacao.

Observemos, que sendo

H = / Pxdx Bl ()T (X )V (5%, X ) g3 T (X)) T (), (4.96)
a,o’,B,5'

com % (x1,x9) = V(x1,%2)0(t; — t2) e expandindo a soma em (4.95), o numerador, que

notaremos por GT, torna-se

= = 1 1
—zGlﬂ(az,y) = —ngﬁ(az,y) —|—% Z 5/d4$1d4x’1%(ajl,az’1)b\/7w,

AN !

X (@o| TN (w1 )W ()W () Wi (1) W () U ()] [B0) + .., (4.97)

onde
G5 y) = (B[ T[T ()T (9)]| o), (4.98)

refere-se ao sistema sem interacao.

4.5 Diagramas de Feynman na Formulacdo Dual

Considerando as particulas sendo férmions e usando a operacao til na equacao
(3.110) para escrever W(z) como a soma de um operador que aniquila particula dual,

UM (z), e um operador que cria buracos dual, U )(z), ou seja, sendo

U(z) = U (z) + 0O (z) (4.99)
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temos consequentemente

Ul(z) = U (z) + T (2). (4.100)

TN (2) D) = 0 (4.101)
T ()| D) = 0. (4.102)

Dentre as possiveis contragoes (vide Apéndice B) dos operadores @L(x) e Ugs(z) as

Unicas nao nulas sdo

- ~ 0 sety, >t
+ TN x Y
PO (@) T () = {—i@o(x ) st o1 (4.103)
5 T y
O @) T () = { o ? - :’”>iy (4.104)
—iG'(z,y) set, <ty

Com isso, usando o teorema de Wick e sabendo que o valor esperado do ordenador normal

dos operadores no estado |®) é zero, o segundo termo da expansio (4.97), ou seja, o

termo de primeira ordem, fica

AN (L
iGN (2,y) =

+ 4+ x

i 1
- Z 5/d4x1d4x/1?/($1>33/1)>\>\’,w/

AN !

ZGO()\(wa xl)[l ())\/u<x17 ‘rll)lé,u’ﬁ(xlh y) - Iié(})\’ﬁ('xb y)lég u(xlla 55/1)]
iGoy (@, 2 [iG (2, 21)iGS 5 (21, )
iGS5(h, y)iGus (1, 1))}, (4.105)

Seguindo passos semelhantes ao capitulo anterior, encontramos

Capl,9) = Go(wy) + [ dnd'al Gy, o) Son, e Gt ), (4.106)

sendo X(zy,]), a autoenergia. Escrevendo a autoenergia em termos da autoenergia

prépria, ¥*, como

E("L‘h III)

encontramos

= i*(Il,fL'll)+/d4$2d4l’,22*<$1,$2)é0(1‘2,ZL‘IQ)S*(I,%I‘II)
+ /d4x2d4x’2/d4x3d4xgi*(x1,xg)éo(xg,xé)i*(mg,mg)
X GOzg, )X (2, ) + ... (4.107)

Clapl,y) = Goyl,y) + [ dhord' el GO, 00 (01, 20 Crp e, 9), (4.108)
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que é a equacgao de Dyson dual no espaco de configuragao. Introduzindo a transformada

de Fourier, ou seja,

Coslz,y) = (2m)~° / ke~ 0G5 (k), (4.109)
Calwy) = (@m)* [ dlhe MDD k), (4.110)
S (2, y)ay = (2m)7" / dtke= DT (k) o5, (4.111)
encontramos
Cras(k) = G0, (k) + GO ()5 () o (), (4.112)
que, na forma matricial, fica
~ 1
G(k) = — - : (4.113)
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5 Funcao de Green na DCT

Para obter a funcao de Green na DCT é preciso construir o espago de Fock
duplicado e desenvolver nesse espaco a evolucao temporal, as descricoes e a teoria de
perturbagao. Apresentaremos um desenvolvimento geral e no final indicaremos como esse

desenvolvimento deve ser adaptado para o caso de sistemas de férmions.

5.1 Espaco de Fock Duplicado

O formalismo de DCT estabelece [17,18] que a introducao dos efeitos de temperatura
em sistemas de campos quanticos é feita através de uma transformacao de Bogoliubov
sobre o estado das particulas pertencentes ao espago de Fock duplicado. Este espacgo de

Fock duplicado é formado pela soma direta de espacos de Hilbert estendidos
HE = HE @ HE, (5.1)

correspondentes aos sistemas duplicados de n particulas. Dessa forma, o espago de Fock

duplicado fica

A

FE o= @nlo(Hy @ Hy)
= Ho@Ho|® M1 @M D...0HEHE @ ..., (5.2)

com os vetores do espaco de Hilbert estendidos sendo

(D)n = (9)n = (D(1, e, 20) @ G2, .., 20)) € My © H). (5-3)

Como vimos no Capitulo 2, os vetores de estado do espaco duplicado, que expandem
o vacuo térmico |0(53)), possuem os mesmos autovalores de energia, ou seja, |n, 7). Dessa

forma, o estado do espago de Fock da DCT sera dado por [23]

) = [¢0) D |d1)) ® ... ®[¢n)) D ...
= (I60) ®|¢0) @ (|¢1) @ 1)) D ... ® (|60) @ |Bn)) D ...
= |¢07¢17"'7¢n7 ...;ng,ggl,...,qgn, > c ﬁi. (54)

Caso o sistema tenha n particulas o estado sera definido como
1T)) e = 10,0, ..y Gy 30,0, .. B, .o0). (5.5)

O vacuo térmico pode ser escrito como

0(6)) = UB)[¥))o, (5.6)



Capitulo 5. Fungdo de Green na DCT 46

onde U(S) é a transformagao de Bogoliubov definida em (2.39), e

|\II>>0 = |¢070>-~-§¢§0>67---> (57)

¢é o vacuo no espago de Fock duplicado. Um estado qualquer em DCT pode ser obtido ao

aplicar a transformacao de Bogoliubov em um estado qualquer duplicado, ou seja,

(W(t; 8)) = UB)P (). (5.8)

5.2 Evolucio Temporal e as Descricdes da Teoria Quantica em F~*

Na descricao de Schrodinger os estados sao dependentes do tempo e a dindmica de

um sistema duplicado sera

m;ws(tm = (z‘ﬁgtltlfs(t»)®|\Ifs(t)>+|\1/8(t)>®< 5@ )>>

(t
= (Ho1)|V(t) ® [¥(t) — (1@ H)T(1) © [V(0)
= H|W,(1), (5.9)

onde foi usado (3.60) e (4.53), e definimos

H=H®l-1H, (5.10)
ou usando os dubletos
= ( o ) , (5.11)
ag
e

podemos escrever (5.10), a menos de uma constante aditiva, na forma matricial

H=> a¢Hya, (5.13)
kl
onde
H 0
Hy,=| " |, (5.14)
0 _UHlk
com ¢ = 1 no caso de bésons, e 0 = —1 no caso de férmions.

A equagao (5.9) tem como solugao a transformacao
[0,(8))) = e B, (1)), (5.15)

Escrevendo o hamiltoniano independente do tempo como (3.62) e (4.55) temos no espago
duplicado
I:I - I:IO + I:Il, (516)
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onde ﬂo =Hy®1-1®2H,e I:L =H,®1—-1®H;. Um estado duplicado na descricao
de interacao sera

(U (t))) = Mot W (1)), (5.17)

que tem como equacao de movimento

o W) = i (T 1)) (5.18)
= L () ()), (5.19)

sendo
H, (1) = ™ot/ = Hot/M (5.20)

Na descri¢ao de Schrodinger em DCT, um elemento de matriz arbitrario de um
observavel O, é o elemento de matriz do observavel em um estado duplicado e pode ser

escrito como
(WL(1)[O[ W4 (1)) = (W) (1) MM O e~ ot M (1)), (5.21)
sugerindo a definicao de um observavel na descricdo de interagao como
O;(t) = e™Hot/hQ e~ Hot/, (5.22)
A dependéncia temporal do operador (5.22) serd
ih—0(t) = ™ o/O H,— Hy0,)e Hot/h
= [O(t), Hyl_. (5.23)
A solugao de (5.19) pode ser obtida usando a descri¢ao de Schrodinger, ou seja,

W) = MW, (t)))
_ eiﬂgt/he—iﬂ(t—to)/ﬁl\Ds(to)»
= Hot/hg—iH(i—t0)/he—iFoto/h| s (£0))) (5.24)

eiHQt/ﬁefiH(tftQ)/ﬁefiHoto/ﬁ

x e Hot/heiH(—t0)/hFoto/H G (1)), (5.25)
e usando as equagoes (3.72) e (4.65)
[U1(1))) = Ut t0) Ut t0) | U1 (t0))). (5.26)
o que nos leva a definir [23]

Ult, to) = U(t, o) U(t, to). (5.27)
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Na descricao de Heisenberg, o estado sera dado por
Wi (1)) = MM (1))), (5.28)
cuja derivada temporal é
0
zﬁa\\DH(t)» =0, (5.29)

mostrando que |Vg(t))) é independente do tempo. Um elemento de matriz arbitrario, de

um observavel f)s, pode ser escrito como
(WO W (1)) = (W™ O e W), (5.30)
sugerindo para um observavel na descricao de Heisenberg a expressao
Oy (t) = ™M e~ HI/N (5.31)

com a dependéncia temporal dada por

L0 A N
ih -0 (t) = [On (t), H]_. (5.32)

A equagao (5.31) pode ser escrita em relagao a descrigao de interagao como
OH(t) = eiﬂt/ﬁe_iﬂot/ﬁ()[(t)eiﬂot/ﬁe—iﬂt/h
= U(0,)0,()0(t,0). (5.33)

Em adicao a esses resultados, tem-se

Vi) = |W.(0))) = [9:(0))), (5.34)

0, = O0x(0) = 0,(0), (5.35)

ou seja, as trés descrigoes coincidem em t = 0.

5.3 Teoria de Perturbacao

A fungao de Green termalizada de uma particula é definida pela equagao [20]

(Wo(B)|T [ g1 ()T ()] W0 (3))
(Wo(B)|Wo(B))

onde |¥o(B)) é o estado fundamental térmico na descri¢cao de Heisenberg de um sistema

iéaﬂ (ZE, Y; ﬁ) = ) (536)

com interagao, isto é,
[Wo(B)) = U(B)|Wo)), (5.37)

e das equagdes (2.100) e (2.101) temos, respectivamente, os dubletos

W (z) = ( Via(@) ) , (5.38)
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Wi (y) = (Vg (1), =0V, (9))- (5.39)

A funcdo de Green a temperatura finita (5.36) pode ser escrita em termos da fungao de

Green a temperatura nula como [18,20]
iGor (2,43 8) = B~ (B)iGur (2, 5 0)B(B), (5.40)
onde as matrizes B(3) e B™'(3) sdo dadas por (2.99) e (2.109) e

P ((Wo| T pro (2) L, ()] o))
ZGO&’Y(I'?y; O) = <<\Ilo|\p0>> ’

é a funcao de Green a temperatura nula, sendo |Vy)) o estado fundamental duplicado. A

(5.41)

expressao (5.41) explicitada fica

;A 0 — -1 T[‘IJHa(m)‘I’}m(y)] _UT[\IjHa@;)@HW(y)]
Gl D) = (ol <<%'(T[®La<x>%<y>1 T () )
(5.42)

Separando o vetor de estado duplicado e notando que os elementos da diagonal secundaria

sao nulos encontramos

iéa7<x,y;o>=(z%éx’y) é(é )), (5.43)
1 ~a y,x

onde iGap(x,y) € —iG4a(y, ) sdo definidos por (3.97) e (4.88).

No espago dos momentos, das defini¢oes (3.128) e (4.109), temos

- A 1 —ip(z—1) - A
iGory(z,y;0) = (27T)4/d4pe PEv)iG o (p; 0), (5.44)
onde
A 1Gay(p 0
G (450) = ( el ) (545
Yo
e p = (k,w). Substituindo em (5.40) obtemos
A 1 —in(z—1) - A
G 93 6) = (i [ A" iGo 03 B), (5.46)
onde
G (15) = B (3)iC s 0)B,(3)] (547
ay
com

Bpw):( up(B) —va))’ B;1<5):(:5<<65>) u((/;;) (5.48)
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1
up(f) = W’ (5.49)
up(B) = S (5.50)

V14 ePen’

Usando (5.48) e (5.45) obtemos de (5.47) a funcdo de Green térmica no espago dos
momentos e a utilizando em (5.46) determinamos a fungdo de Green térmica no espago

das coordenadas em termos das func¢oes de Green do espago direto e do espacgo dual.

A aplicagao desse desenvolvimento a sistemas de férmions (sélidos, dtomos e
moléculas) é realizada no presente trabalho considerando no estado duplicado |v¢)) dado
por (5.7), ¢o = |do) € ¢o = |do), no caso de sélidos, associados ao mar de Fermi, e os
operadores de campo criando e destruindo particulas ou criando e destruindo buracos; ja
no caso de atomos e moléculas ¢y = |¢) € dg = |hy) referem-se ao estado fundamental

desses sistemas e os operadores atuam originando diferentes configuragoes.



o1

6 Aplicacoes

Neste capitulo faremos trés aplicagoes do formalismo desenvolvido: apresentaremos
a aproximacao de campo médio para atomos e moléculas usando diretamente a DCT,
mostraremos o uso da fungao de Green da DCT no estudo de um sistema de férmions livres
e obteremos expressoes de interesse em moléculas e solidos em primeira aproximagao e na
aproximagao dita autoconsistente (Hartree-Fock) caracterizada pela autoenergia prépria
DI

6.1 Aplicacao direta da DCT para o Hartree-Fock

O método Hartree-Fock tem como objetivo encontrar as autofunc¢oes de um operador
hamiltoniano H de muitas particulas sob a condi¢do de que a quantidade (H) seja minima.
Portanto, seja o hamiltoniano, no caso de sistemas fermionicos, no espaco de Fock dado

por
H= /dSZUaT(X)HO(X)a(X) - ;/d3xd3x'aT(x)aT(x’)V(x,x’)a(x’)a(x), (6.1)

onde H°(x) é o hamiltoniano de uma particula e V(x,x’) é a interacdo entre os elétrons.
Sendo &; o conjunto ortonormal das autofungdes de uma particula e usando (3.16), podemos

escrever o hamiltoniano (6.1) como

H= Za kak+ 5 > (k]S k)a alajag, (6.2)
jkj'k’
onde a;- = a'(§;),
1Y, = [ ] () HO (x)6(x) (63
e
(HLIH) = [ dada' el (x)EL)V (x5 (x)ew (x). (6.4)

Como ponto de partida para o método variacional, vamos escolher o estado funda-

mental térmico

[Wo(8)) = o, 05 5), (6.5)
e considerar a excitacao de elétrons como dando origem a variacao no estado fundamental,
ou seja,
[Wo(B)) — [5(8)) = [Wo(B)) +0|Wo(5)), (6.6)
onde

o Wo(f kaa Ao (B)), (6.7)
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com k sendo um estado ocupado, j um estado desocupado e 7n;; um nimero pequeno e
obedecendo a condi¢do n;; = —nj;, para o novo estado ser ortonormal. Assim, o valor

esperado do hamiltoniano (6.2) no estado (6.6) fica

E = (W(B)[H[W(8))
= E+0F, (6.8)

sendo
E = (Vo(8)[H[Y(8)), (6.9)

oF = Zﬁ]k Uy (5 |Ha( Jar(B8)|Wo(B))

+ %:ﬁik(‘l’o( ak(B)a; (B)H[Yo(6)). (6.10)

Trocando os indices de uma das somas, a variagdo no funcional energia (6.10) pode ser

reescrita como

O =3 nji{To(B)|H, al (8)a; (B)]-| o (8)), (6.11)
ik
onde [,]_ é o comutador. Para a quantidade (H) ser minima (ou apresentar um extremo),

temos que 0E = 0. Como 7;;, é arbitrario, segue que

(Wo(3)I[H, af(8)a; (8)]-¥o(8)) = 0. (6.12)

Para analisar a equagao (6.12) vamos dividi-la em duas partes: a primeira, a parte do

hamiltoniano nao interagente, resulta, usando a transformacao de Bogoliubov, em:

I = ZH (Wo(B)l[afar, ah(B)ac(8)]- [ ¥o(B))
= zk H, (Wo(B)][(wjal(8) + v;;(8) ) (wran(B) + veal (B)), al(B)ac(8)) -

X [Wo(B)), (6.13)

onde foram usadas as relagoes (2.92 - 2.93) e, por simplicidade de notacao, omitimos a
dependéncia em [ das fungoes u e v. Observando que é necessario ter a mesma quantidade
de operadores de criagao e destruigdo do espago direto (ou dual) para que o comutador

seja nao nulo, ficamos com apenas um termo, ou seja,

loe = Z ey (Wo, 0 Bl[a} (8)ar(8), ah(B)ac(8)]-Wo, 0 )

= ZH kujuk(‘lfo,OHa ag, abac] |y, 0), (6.14)
jk
tendo a transformagao de Bogoliubov sido usada na ultima igualdade. Lembrando as
identidades:
AB,C]_ = A[B,C); + [4,C)5B, (6.15)
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com as relagoes de anticomutagao (2.63) e (2.64), a equagao (6.14) torna-se

Ide = Z H](.)kujuk(5dk5jene - 6ej5dknd)
ik

= H2uug(ne —ng), (6.16)
onde consideramos <a}ae> = 0jene. Por procedimentos semelhantes, a segunda parte de
(6.12), resulta em:

Ige = kzk (15K (Wo(B)|[afatayap, ab(B)ac(B)]|Po(B))
J 3’k

= 5 > GITE ) (Wo(B)][(uab(8) + v;i; () (unak(8) + vran(B) ) (uyraz (B) + vyiil(8))

jkj'k!
% (uwar(B) + vwal (8)), al(B)ac(8)]|To(B)). (6.17)
Realizando as multiplicagoes e usando a transformagao de Bogoliubov, obtemos
1 _ ~ .
Ilde = 5 Z (jk|j’k'){ujukuj/uk/(\llo,O|[a}a£aj/ak/,a2a6]|\110,0>
Gkj'k!
+ ujvkuj/vk/< H }LEL CLJ/CLE/,CLdCLeH\Ifo,C»
+ ujvkvj/uk/<\llo, |[a;r& ajdl,, ahae]|¥o, 0)
+  vuguyop (W, 0|[aalasal,, aha]|¥o, 0)
+  vjupvyug (Yo, 0][a; aLaT,ak/ alal]| W, ()}} (6.18)

Entéo, juntando (6.18) com I, a equagao (6.12) resulta em:

(e + Sesl) = GeldD)u(Phn, + (esl4)

(7eldi)e2(8) fre (B)ua(B) (n. = na) = 0. (6.19)

Estudando os possiveis casos para os estados & e &; (quando os dois sao estados ocupados,
os dois desocupados ou um ocupado e o outro desocupado) e sabendo que n; =1 caso o

estado &; esteja ocupado e n; = 0 caso o estado esteja desocupado, encontramos
Hg,+) ((es|rs) = (selrs))u +Z (ejlrg)+ (elrs))v; (B) bue(B)ur(B) = €rder, (6.20)

onde & e &g = &, sao estados ocupados e o primeiro somatorio é sobre os estados ocupados.
Esta é a forma das equacoes de Hartree-Fock na DCT. Os autovalores €, podem ser entao
interpretados como energia de excitagdo aproximada dos niveis sob efeito de temperatura.
Note que H?. pode ser formado pelo operador energia cinética e o termo de interacio

elétron-nucleos, no caso de moléculas.

Seguindo passos semelhantes, encontramos a energia total
E = (Vo(B8)[H[¥o(5))
= S HLEB) + S uEE) {HY + S (rslrs) — (rslor) ()

e

+ l(relre) + (reler))o}(8) ], (6.21)

e
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onde (rs|rs) e (re|re) representam o potencial coulombiano e (rs|sr) e (reler) sao os

termos de troca.

E interessante lembrar que na formulacéo usual (sem incluir temperatura) [3], sendo

H = ZTwa aj + = Z\/;Jkla a)agay, (6.22)

i, zgkl
com T;; o elemento de matriz do operador energia cinética, Vi;u = Vjiu € 0|®) = na,iai\@,

a condi¢ao (d®|H|P) = 0 resulta, para um sistema de N particulas, em
T+ 5 Z( g — Vikis = Viggi + Vi) =0, (6.23)

que deve ser verificado para k > N e ¢ < N, ou seja, k é um orbital desocupado e i um
orbital ocupado. Segue que se pode definir um hamiltoniano autoconsistente, operador de

uma particula, dado por:

H** Z {Tkz + Z ( jk,ij ij,ji)} a,tai, (624)

onde agora nao ha restrigdo sobre os valores de k e i. Mostra-se entdo [3] que é conveniente
mudar para uma representacdo que diagonaliza H®¢ e isto é realizado considerando combi-
nacao linear de niveis ocupados para obter novos niveis ocupados, e de niveis desocupados
para obter novos niveis desocupados. Pela definicao de H*¢, esse operador é invariante sob

essa transformacao [3] Nesta nova representacao tem-se de H*¢ que
Ti + Z ( ghkiij ij,ji> = €i0ki, (6.25)

onde os ¢; sdo os autovalores de H*¢.

As equagoes (6.25) sdo a forma usual (sem incluir a temperatura) das equagoes de
Hartree-Fock e interpretadas como uma equagao para uma particula cuja energia potencial

é dada pela interacado média com todas as outras particulas no sistema [3].

Os autovalores ¢; sao interpretados como energias de excita¢do aproximadas dos

niveis ¢ e chamados de energia autoconsistente dos niveis.

O célculo de H no estado-teste |¢) contendo N particulas é
1 N
ZT" +5 Z ( ijij zmz> =5 > (Tz‘z‘ + Ei), (6.26)

3,j=1 i=1

e, se considerarmos o estado azai]gé) que ¢ a configuracao em que a particula originalmente

no nivel ¢ é excitada para o nivel k, a energia é

Ey + Ty =T+ Z (Vk] ki — Vijgk — Vijaj + Vz‘j,jz’)

J#l
= Fo+ep— € — Viigi + Viiik, (6.27)
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onde Vj; i; representa o potencial coulombiano e Vj; ;1 é o termo de troca.

No caso de haver um grande nimero de particulas no sistema, os dois ultimos
termos sao da ordem N e assim a energia de excitacao ¢ da ordem de €, — ¢;, mostrando
que os niveis desocupados devem ter energias maiores que os ocupados para que (®|H|P)

seja estaciondrio [3].

6.2 Férmions Livres

Desenvolver a func¢ao de Green para um sistema homogéneo nao interagente é
a aplicagao do formalismo desenvolvido neste trabalho que apresentamos nesta secao.
Especificamente iremos calcular o valor esperado do niimero de particulas e da energia

considerando a temperatura.

6.2.1 Férmions Livres no Espaco Direto

No modelo de particula e buraco, tomando b' e b sendo operadores que criam e
destroem particulas "fora"do mar de Fermi, e d' e d operadores que criam e destroem
buracos "dentro"do mar de Fermi, os operadores de campo na descri¢ao de interagao podem

ser definidos em termo destes operadores, como

Ur(r) = 3 bp&(x)e ™™+ 3 digg(x)e (6.28)
k>kp k<kp

Uh(r) = D B + 3 digl(x)e™, (6.29)
k>kp k<kp

onde kr (er) é o tltimo nivel do mar de Fermi, e usamos a notagao by = b(&;) sendo
&x € Hy o autoestado do hamiltoniano de uma particula livre, isto é,
h*Vv? h2k?
g —

m

Hy& = — &k (6.30)

2m

Com isso, o hamiltoniano (3.50) torna-se

H= Y hwblby — Y hwpdidy + Y Foy, (6.31)

k>kp k<kp k<kp

onde o ultimo termo representa a energia do mar de Fermi.

Definimos a fungao de Green para férmions nao interagentes como
iGY5(xt, x't") = (| T ra(x, 1) U] 4(x',)]| Do), (6.32)

sendo |®g) o estado fundamental ndo interagente normalizado pertencente ao espago de
Fock. Substituindo (6.28 - 6.29) em (6.32) tem-se
iGo(xt,xt) = Y Gap&u(x)& (X)) e TR (o | T [y, (1)), ()] Do)
kK >kp

Y Gapbu(x)EL () e T (@ | T d], (1) di (1)) @) (6.33)

kK <kp
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Sabendo que
di(t)[Po) = bi(t)|Po) = 0, (6.34)
a funcdo de Green (6.33) torna-se
iGog(xt,X't) = a5 D E(x)EL(x)e (=)
k
X [0t —1t)0(ex —ep) — Ot —t)0(er — )], (6.35)

ou, usando a representacao integral para funcao degrau,

00 dwefiwu

O(v) =— _— ,
¥) oo 27i(w + 41’ (6.36)
escrevemos (6.35) como
da
Gaﬁ(xt x't) = 2—5 /dwe w(t=t)
< Q(Ek —€p) N O(ep — €) (6.37)
w—wp+in  w—wp—in’ '
nos levando a definir
Oer, — € Olep — €
G0, ) = bop| 2= r)  Her =) ) (6.39)

W—wE+1in  w—wE—1n

Agora, podemos calcular o niimero total de particulas no estado fundamental nao

perturbado |®g)

2541 t oo
N = /d%n /dgx lim lim Z <Q>O|\I/a(x)\11a(x)|cb0>
ozl (o] Do)

—tt x/—=x £

2s5+1
= —/dgx lim lim Y G, (xt,x't')

t'—tt x/—x
a=1

= 28 +1 Z 6 €p — €k (639)

sendo s o spin da particula. Cada valor de € < e contribui com 0(ep — €;) = 1 para o
somatorio. Portanto, o fator de spin juntamente com o somatoério nos diz quantas particulas

estao no mar de Fermi que, por hipotese, € o numero total de particulas.

A energia, em termos da funcao de Green, pode ser escrita como
2s+1

- ; : _ . 140
Ey, = /d an’t/h_)r%r )}}Lnx 5:1 ( o )zGaa(xt,xt)
2541 h*v?
- _ —iw(t—t") 0
E t/hﬁnth / dwe ( 5 )ZG o (kw). (6.40)

Usando (6.30) e (6.38), a equagao (6.40) torna-se:

Ey=(2s+1))_ eb(er — ). (6.41)

h2k?

O termo ¢, = ¢ a energia de uma particula com momento k. Portanto, a equagao

(6.41) é a soma da energia de todas as particulas, como esperado.
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6.2.2 Férmions Livres no Espaco Dual

No espaco dual, definimos os operadores b e b como sendo operadores que criam e
destroem particulas "fora'do mar de Fermi dual, e d' e d operadores que criam e destroem

buracos "dentro"do mar de Fermi. Assim, os operadores de campo na descri¢do de interagao

sao
U, (z) = > bl (x)e™rt + > df € (x) e, (6.42)
k<kp k>kp
Ul(x) = 3 bpgl(x)e ™ + 3 difl(x)e ™, (6.43)
k<kp k>kp

onde kg (ep) é o primeiro nivel do mar de Fermi dual, e usamos a notacio by = b(&)
sendo &, € H, o autoestado do hamiltoniano de uma particula livre, isto ¢é,

RV R

Ho = — &k Ek- (6.44)

2m 2m

Com isso, o hamiltoniano (4.43) torna-se

k<kp k>kp k>kp
onde o ultimo termo representa a energia do mar de Fermi dual.

Definimos a fungao de Green para férmions nao interagentes como
—iégﬂ(xt,x/t’) = (Do| TV o (x, t)\ﬂﬂ(x’, t")]|®o), (6.46)

sendo @0> o estado fundamental nao interagente normalizado pertencente ao espago de
Fock dual. Usando (6.42 - 6.43) e

di ()| Do) = b},(1)|do) = 0, (6.47)
a equacdo (6.46) torna-se
iG0s(xt, X)) = by D E(x)EL(X)em )
x [0 . t)0(er — ex) — 0(t — ')0(er — er)], (6.48)

ou, usando a representagao integral para fungao degrau (6.36), reescrevemos (6.48) como

~ 1 B ~ ' /
Gog(xt,x't') = o ka(x)fl(xl)/dwe’m(t*t)
k
x Gl e ) | Blazen) (6.49)
wtwp =1 Wt wg +in
nos levando a definir
~ Oep — O(c,. —
Gop(k,w) = =g er — &) | Olee = er) (6.50)

wHwy—1in  w+twp+in
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Agora, podemos calcular o ntimero total de particulas dual no estado fundamental
nio perturbado |®p)
~ 2s5+1 (i q]-i- ’ \’I“]a é
N = /dgxﬁ(x):/d?’x lim lLim Z (@o| W, (2) Wq (2)[Po)

Hottxiox (5 (®o| D)

2s5+1
= / Pz lim lim > GO (xt,x't)
a=1

t—tt X' —=x

sendo s o spin da particula. Cada valor de € < e contribui com 0(ep — ¢;) = 1 para o
somatorio. Portanto, o fator de spin juntamente com o somatoério nos diz quantas particulas

estdo no mar de Fermi que, por hipdtese, é o niimero total de particulas no espago dual.

A energia em termos da fungdo de Green pode ser escrita como

. , 2s+1 H2V2\ o
_ o _ : ”
Eq = /d xt/h_{ltrl+ )}}glx az::l ( - >1Gaa(xt,x t'). (6.52)
Usando (6.44) e (6.48), a equagao (6.52) fica
Ey=(2s+1)> e0(er — ). (6.53)
!

h2k?

O termo ¢, = ¢ a energia de uma particula no espaco dual com momento k.

6.2.3 Férmions Livres em DCT

O valor esperado do niimero total de particulas em um estado térmico sera

2s+1

(W5 = [ Jim Jm S (@(AITIEY,,, (), ()]12005)
725+1 R
= —/d3x lim lim Y G (z,2; 3)
t—tt x'=x T

= — > lim Z/OO dwe™ @G0 (kw; B) (6.54)

a=1 k

com a func¢ao de Green térmica no espago dos momentos dada por (5.47):
iG(kw; B) = B, (8)iG° (kw; 0)Bi(8)daa- (6.55)

e (5.45):
GO (ke 0) = ( G (Okw) @O(Okw) ) , (6.56)
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onde B(8) e B, *(8) sao dados por (5.48), e as funcdes de Green G(k) e G(k) sio dadas

respectivamentes por (6.38) e (6.50). Dessa forma temos:

(WY = s+ ) wi(B)ler ) + 25+ 1) X oi(Ble = er). (657
(N)? = <N>§”:—<2s+1 )X uB)on(B(er = )

+ (2s+1 Zuk ﬁﬁek—ep), (6.58)
(W) = (2541 zvk Oler = o) + (25 +1) i (B)flex —er),  (6:59)

sendo ug () e vg() expressos respectivamente por (5.49) e (5.50). O termo que tem

significado fisico é (6.57).

Como exemplo podemos tomar o nosso estado fundamental como sendo o vacuo
térmico |Py(5)) = |0(5)). Neste caso, temos que nao existem estados com energia menores
do que a de Fermi, ou seja, O(ep — €) = 0 e O(ex, — ep) = 1 qualquer que seja k. Assim, o

valor esperado do operador nimero de particulas (6.57) no vacuo térmico fica

NGV = (@25 +1)Y 03B

— sy

que é o valor do niimero de particulas encontrado na literatura [12].

A energia em DCT serd

() = [t Jim i S (=T @AITE,,, ()], 00 (5)

2s+1 ( hQ v2

= —/d3x lim lim ) )iéga(x,x';ﬁ)

=t x/ox 2 2m
2s5+1 ﬁ VQ
- _ —iw(t—t") 0 .
Z t,h_{%Z/ dwe < v )ZG o(kw; B), (6.61)

com a fun¢do de Green térmica dada por (6.55) e a fungao de Green duplicada dada por
(6.56). Para particula livre, encontramos que G(k) e G(k) sio dadas respectivamentes por

(6.38) e (6.50). Assim, a energia & temperatura finita fica

>

(YYD = 25+ 1) ud(B)erbler — ) + (25 + 1) Y 02 (B)erbler, — er), (6.62)
(B = ()Y = —(25 + 1) X un(B)on(B)erb(er — ex)
+ (23 -+ 1) Zuk(ﬁ)vk(ﬁ)ew(ek — EF), (663)

(B = @25+ 1) 02 (B)erber — ex) + (25 + 1) S w2 (B)erf(e — ex), (6.64)
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sendo u(f) e v(fB) dados respectivamente por (2.70) e (2.71). Segue, entdo, que sob

temperatura a energia de um sistema fermionico de particulas livres é dada por (6.62).

Novamente, se considerarmos o caso em que o estado fundamental é o vacuo térmico

|D0(B)) = |0(8)), segue que, o valor esperado da energia (6.62) serd

(B)§Y = (2s+1) ; v (B)er

1

que é o valor da energia encontrado na literatura [12].

6.3 Aproximacao de Primeira Ordem

A teoria de perturbagao e diagramas de Feynman desenvolvidos nos capitulos
anteriores nos permitem avaliar a funcao de Green para todas as ordens no potencial de
interacao. Tais procedimentos em geral sao impraticaveis; portanto, devemos recorrer a
aproximacoes, o que faremos nesta se¢ao desenvolvendo a aproximacao denominada de
primeira ordem [12]. Assim, a fungdo de Green é dada por (3.121). Assumindo que a

interacao depende apenas da diferenca das coordenadas, i.e.

U (2,2 ) oo ppr = V(X — X )aar ppd(t — 1), (6.66)
podemos escrever a transformada de Fourier

U (2,7 Yow gy = (21)7 / Ak Y (k) a5
— (27)7 / PheX <XV (K)o 50(t — 1) (6.67)
que, junto com (3.128) e (3.129), nos dé a equagao (3.121) no espago dos momentos:
Gy = i GOR{m) ™ [ A [~ (0)ap G (R )
+ Uk — K1) apusGO(k1)e™ "GO (k) (6.68)

com 7 tendendo a 0. Supondo que a interagao ¢ independente do spin, com a contribuicao
do spin sendo da forma 1(1)1(2), ou seja, com matriz unidade em relagao as duas particulas,

tem-se
U (@Q)aprn = U (2)0a50r. (6.69)

e os dois termos do potencial ficam
%@Bnuﬂ = (25 + 1)%601,37 %au,uﬁ = %5(1,8, (670)

onde 25+1 é a ordem da matriz identidade para valor s de spin. Introduzindo a autoenergia,
(6.68) torna-se
GY(k) = G*(B)=M (k)G (k), (6.71)
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o que resulta da forma geral
G(k) = G(k) + G°(k)Z(k)GO(k), (6.72)

onde, para aproximacio de primeira ordem (X(k) = ()(k)) e considerando spin 1/2,
temos

(k) = i(2m) / AU [—2V(0) + V(k — ;)| GO (ky et (6.73)

Agora, seja |®g) o estado fundamental e a transformada dos operadores de campo na

descri¢ao de interacao definidos como
Uhr) = (27)3? / Bt e=kxgt (k). (6.74)
Ui(r) = (2m)3° / Ble— i eikxg (k). (6.75)
Entao, de (3.109) vem

GOt X) = (2m)7F [ @Rt
[

X [0(t — t')(®ola(k)a (k)[o) — (' — t)(Pola’ (k)a(k)|Po)] (6.76)
_ (27_‘,)73/dSkeik.(xfx’)efieg(tft’)/ﬁ
x [0t —)0(k| — kr) — 0(t' = 1)0(kr — k)], (6.77)

onde kp é momento de Fermi. Usando (3.129) e

o) dwe—iwy

O(v) = — —_— 6.78
¥) oo 2mi(w + i1)) (6.78)
encontramos O(1k| — k) 0(k )
GO k — { —E L 6.79
() w—hlel +in  w—hte) —inl’ (6.79)
que, substituido em (6.73) da
h3(k) = nV(0) — (27?)_3/d3k‘1V(k —k1)0(kp — |k1]), (6.80)
onde usamos
o dwy [ O(ki| — kr) 0(kr — |ki|) } :
—e' =10(kr — |kq|). 81
/—oo o [wl — hle) +1in * wy — h ) —in (kr = [la]) (6.81)
Lembrando a equagao de Dyson (3.132) e sabendo que
[GR) P =w—wpy=w— A e, (6.82)
temos )
G(k) (6.83)
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onde, na aproximagao de primeira ordem, ¥*(k) = 3(k). Em consequéncia, os polos na

equacao de Dyson sao

eV = 94 ne(k)
h2k?
= S+ nV(0) - (27r)*3/d3k1V(k ~k)0(kr — [ka|), (6.84)
m
que determina assim a energia de um estado com momento hk. A energia de uma particula
¢é entao, nessa aproximagao, a energia nao perturbada mais a energia potencial devido a

interacdo média com todas as outras particulas do sistema.

6.4 Aproximacao Hartree-Fock

Na secao anterior usamos uma aproximacao em que consideramos apenas o termo

*

de primeira ordem, 3" (k) = X (k), descrito na Figura 6.

FinS

1\-.
@x L= TNO+:‘L{;

1
A

—r

Figura 6 — Primeira ordem da autoenergia prépria

Agora, vamos considerar todos os diagramas mostrados na Figura 7, onde o circulo
riscado representa a autoenergia prépria. Como a fungao de Green exata pode ser expressa
como uma série contendo a autoenergia prépria (vide Capitulo 3), esses diagramas podem
ser escritos como a soma de dois termos indicados na Figura 8 e a funcao de Green é dada

pela equagao de Dyson como indicada na Figura 9.

Considerando entdo um sistema com um potencial externo %4(x) independente do

tempo e spin, o hamiltoniano total sera composto por:

My = [ ol 00] — 5+ %] alx) (6.55)
H1 = ;/d3x/d3x/¢:rx(x)¢g(x/)v(x . X/)wﬁ<xl)¢a(x)' (686)

A fungao de Green é dada pela equagao de Dyson (3.127), considerando a independéncia

do spin, ou seja,

Glay) = Cwy) + [ dnd GO, (@,2)Gat ). (687)
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)I\

A

Figura 8 — Autoenergia prépria autoconsistente na aproximacao Hartree-Fock

!

| G

!

L

Figura 9 — Equacdao de Dyson para funcao de Green

Na presente aproximacao, Figura 8, temos

B (0, 7)) = —id(t — £)[6(z1 — ) (25 + 1) / P3G (Xata, %ot )V (X1 — Xo)
— V(xy — x))G(x1ty, x1t7)]. (6.88)
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A independéncia temporal do hamiltoniano nos permite escrever

G(xt,x't") = (27T)_1/dwe‘iw(t_t,)G(x,x',w), (6.89)
GO(xt, x't) = (2m)"! / dwe"“t= G0 (x, ¥, w), (6.90)
Y (xt,x't") = X*(x,x)i(t —t). (6.91)

Com isso, reescrevemos (6.87) como
G(x,y,w) = Gx,y,w /d?’x d* 2t GO (x, %1, w) X% (%1, X)) G(X), v, w) (6.92)
e (6.88) se torna
Y (x1,x7) = —id(x; —2))(2s + 1) /d?’gi(xl — Xg)(27r)’1/dweiW”G(xg,xg,w)
+ Vi(x; —X’l)(27r)’1/dweiw"G(xl,x’l,w). (6.93)
Seja {qb?} o conjunto completo das autofuncdes ortonormais de Hy, ou seja,

h?V?

Hod) = | = = + ()| 62 = 68, (694

e os operadores de campo na descricao de interagao definidos como
\Ij'il'(m) — Z¢0 * ’Le t/ﬁ '|' (695)
() = Z #(x)e " . (6.96)

A funcao de Green nao interagente fica, entao,
iGO(Xt,X/t,) _ Z¢O * —ze O(t—t")/h
X [0(75 —t )«9(6 — ) =0t —1)0(e — e?)], (6.97)

ou, usando (6.78), obtemos

0(e? — %) O(eh — €?)
GO( o [ - F_ 6.98
(e, x5 ) Z¢ w—ﬁ—leg—i-i'r]—i_w—ﬁ—l?—in (6.98)

Com esse resultado, podemos calcular a densidade niimero de particulas no estado

fundamental ndo perturbado |®g) e obtemos
Tt
Oren (Po| Ws(2") Wa ()| Do)
nix) = Jfim J}Elx; (Do| Do)

= — lim lim ZzGO (xt, x't")dug

t'—tt+ x'—x

= (2s+1 Z|¢° — ) (6.99)
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e o nimero total de particulas, i. e.

/d3xn (25 +1) 365 — ). (6.100)

J

J& para um estado fundamental perturbado |®), a equagdo (6.92) e o fato de ¥*
nao depender da frequéncia nos levam a tomar uma solugao para G' com a mesma forma

de G° [12]

O(e; — er) O(er — )
101
XX (,u Z¢] [w_ﬁ_lej"—i’l’}—}_w_ﬁ_lej_in’ (6 0)

sendo {¢;(x)} um conjunto completo de autoestados do hamiltoniano total, H = Hy + Hj,

com autovalor €, isto ¢,
Hj(x) = €jj(x). (6.102)
A densidade ntimero de particula nesse sistema com interacao fica
n(x) = (2s+1)>_|¢;(x)[*0(er — €;) (6.103)
J
e o niamero total de particulas
N=N"=(2s+1)) 0(er —¢), (6.104)
J
porque a perturbacao H; conserva o ntimero total de particulas. Com isso, a equagao
(6.93) fica

ﬁZ*(xl,X'l) = 5(1’1 — l’/1>(28 + 1)/d3$2V(X1 - Xg) Z |¢j(x)‘29<€F — Ej)

- Vi(xi —x) Z¢J x)$;(x1)"0(er — €;) (6.105)
= 5<ZL’1 — 1’1 /d3I2V(X1 — XQ)TL(XQ)
= V(x —x1) ) 0;(x)9;(x1)0(er — ¢5). (6.106)
J
Essa equacao pode ser simplificada com o operador diferencial
"2
Ly =hw+ le — Uy(x1) = hw — H. (6.107)
Aplicando L; em G°(x;,x},w) obtemos
9(6? — %) G eg)

LiGO(xy,x},w) = Z(ﬁw—€0)¢°( )¢ (x')*
= ﬁZgﬁO ¢O X1

= hé(xl —x1). (6.108)

w—h"ted +in  w—hted —in
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Entao 'L, é o operador inverso de G°. Portanto, aplicando L; em (6.92), temos
L1G(x1,x],w) = hd(x; — x}) + /d3x2ﬁ2*(x1,x2)(}’(x2,x'1,w). (6.109)

Passando o ultimo termo para o lado esquerdo e explicitando L; e GG, segue que:

VA s O(e; —ep) O(er — €))
[hw T om T %O(Xl)} zj:¢j<xl)¢j(xl) LJ — hj—lej +in T h=le; j— z’n}
3 * 1\ % 6(6'_6}7) H(GF_G')
= [ ) Yoo ) |
= hi(x; — x}). (6.110)

Multiplicando essa expressao por ¢y (x]) e integrando em z}, obtemos

h*v32 .
= )| aulx) + [l o) = adx),  (6111)
que é uma equacao tipo Schrodinger com AX*(x1,X3) agindo como um potencial nao
local. Na realidade sendo ¢ (x), por (6.102), autoestado de H e portanto desconhecido, a
equagao (6.111) pode ser vista como uma forma de obter essa solugdo, e como ¥*(x1, X2)

depende de ¢y (x) é preciso, por exemplo, usar o método autoconsistente para resolvé-la.

Um resultado de interesse é a energia do estado fundamental; incluindo o potencial

externo temos

[
! ot 2m

+ Uy(x)

292
{ 0 _Iv G(xt, 2't"). (6.112)

E:—2 25+1 /d3x lim lim

—tt =

Fazendo v = ' — t na equacio (6.89), ¢’ — ¢t implica em v — 0" e a energia torna-se

~ 2172
E = —%(23+1)/d3x lim lim (27)~ /dw[zﬁt _V + Up(x )}e"“”G(m,x',w)

v—0t —>:Jc

B _E‘ 5 _h2v2 ]
= 2(23+1)/dx lim lim (27)~ /dw[ﬁw 5 + U (x)

v—0t —m:

X

ne[  0(e —€r) O(er — €;)
; ¢;(x)0;(x') [w - hj,lej i v in]’ (6.113)

onde foi usado (6.101). A expressao (6.113) pode ser reescrita como

E = —i(25+1)/d3x lim hm Zgbj “(2m)~ /dwe [ wo;(x)

v—0t ' =z

B ] - fia;jfﬁ TR e D
= —i(2s+ 1)/d33: lim+z¢j(x)*(27r)_l/dweiw [Z(w —hle)g,(x)
i) = [ P )00

% Lu f(:ijl_eji) in T f<;LFl_fjej—) ’“7} (0-15)
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onde foi usado (6.111). Nessa expressao, o primeiro termo é

O(e; — €r) N O(er —€;)

lim dweiw”g(w — ﬁ_léj)ﬁbj(x){

v—0F w—hte+in w—hle; —in
: iwyﬁ
= Vlg& dwe §¢](x) =0 (6.116)
uma vez que
lim [ dwe™” =0, (6.117)
v—0t

e os outros dois termos dao

2 w—hle; —in w—h7te;) —in
= "9vh(—v) (6.118)
¢ d 1
o ey = —e~ v (), (6.119)

2r w—hle;+in
Entdo, no limite v — 0%, o primeiro termo é zero e o segundo é um. Assim,
1
FE = (25 + 1) Z Eje(EF — Ej) - 5(28 + 1) / d3a:d3:c1 Z ¢j(X1>*ﬁZ*(X, Xl)gbj(Xl)Q(EF — Ej).
j j
(6.120)

Substituindo (6.105) temos, entao, para expressao da energia,

E = (25s+1) ZejQ(EF —€j) — ;(23 +1) Z];@(EF —€;)0(ep — €) /d3xd3x2V(x,X2)

X [(2s + 1)) (%) (x2) > — (%) () dr(x2)* 5 (x2)], (6.121)

que é o resultado usual do Hartree-Fock. O pentiltimo termo é a energia direta e o tltimo
é o termo de troca. Sabe-se que para potencial de curto alcance, como no caso de nucleos,
esses termos sao comparaveis em valor mas se o potencial é de longo alcance, como em

sistemas atomicos e moleculares, a contribuicao de troca é em geral menor que o direto.

6.5 Aproximacao de Primeira Ordem no Espaco Dual

Com o objetivo de desenvolver a aproximacao de primeira ordem em DCT, fare-
mos nesta secao o desenvolvimento da aproximac¢ao de primeira ordem no espago dual.

Assumindo que a interacao depende apenas da diferenca das coordenadas, i.e.
U (2,2 ) oo ppr = V(X = X )aar ppd(t = 1), (6.122)
podemos escrever a transformada de Fourier
Uz, 2" ) oo g = (27?)_4/d%eik(z_m/)%(k)mfﬂﬁf

— (27)7 / Bl XY (K)o 50 (t — 1) (6.123)
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que, junto com (4.109) e (4.110), nos da a primeira ordem da fungao de Green no espago

dos momentos:

G = =i ' COR2R) " [ AR (0)ap GO )

+ U (k — K1) ap 8GO (k1) GO (k) (6.124)
com 7 tendendo a 0. Supondo que a interacao é independente do spin, com a contribuigao
do spin sendo da forma 1(1)1(2), ou seja, com matriz unidade em relagao as duas particulas,

tem-se

U (Qapap = % (@)0ap0n, (6.125)

e os dois termos do potencial ficam
Uop iy = (25 + 1)% dap Uopyp = U dap, (6.126)

onde 25+1 é a ordem da matriz identidade para valor s de spin. Introduzindo a autoenergia,
(6.124) fica
GY(k) = G(k)SM (k)G (k), (6.127)

o que resulta da forma geral

G(k) = G°(k) + GO (k)5 (k)G(k), (6.128)

A

onde, para aproximacio de primeira ordem (X(k) = £ (k)) e considerando spin 1/2,
temos
S (k) = —i(27)~* / A4 [<2V(0) + V(k — k1) GO (ky e, (6.129)

Agora, seja |<i>0> o estado fundamental e os operadores de campo na descricao de interacao

definidos como
Vi(r) = (2m)32 / Ble— i eixgl () (6.130)

Uy(z) = (2m)7 / dPhe' i /Me (k). (6.131)
Entao, de (4.98) vem
iGO(xt,x't") = o)~ /d3 Leten(t—t")/h —ik(x—x)
0

—(
X [6(t — ') (Pola(k)a’ (k)|Po) — O(t' — t)(Do|a’ (k)a(k)|Do)] (6.132)
= —(2m) 7 [ @Rtk )
x[0(t = 1)0(k| — kp) — 0" = 1)0(kp — [K])], (6.133)

onde kr é momento de Fermi. Usando (4.110) e (6.78) encontramos

5 0(k| — kr) 0(kr — k)
k) = |
(%) w+h—leg+m+w+h—1g—m’

(6.134)
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que, substituido em (6.129), da

S (k) = —nV(0) + (2w)—3/d3k1\/(k ~k)0(kr — k). (6.135)

onde usamos

_/ dwy —zwln[ O(ki| —krp) Ok — ki)
o 2T wi+h e +in  w + Rl

.n] — (ke — k1)), (6.136)

Lembrando a equagao de Dyson (4.113) e sabendo que
G ' =wHwe=w+h e, (6.137)

temos
~ 1

k)= Tt (6.138)

onde, na aproximacao de primeira ordem, ¥*(k) = 2(k). Em consequéncia os polos na

equacao de Dyson sao

A )3 ())
R
- v (0) — (2m) / ErV(k —k)0(ke — ki), (6.139)

2m

que determina assim a energia de um estado com momento hk. A energia de uma particula
(dual) é entdo, nessa aproximaciao, a energia nao perturbada mais a energia potencial

devido a interacao média com todas as outras particulas do sistema.

6.6 Aproximacao Hartree-Fock no Espaco Dual

Com o objetivo de encontrar uma expressao para a aproximacao Hartree-Fock
termalizada precisamos desenvolver expressoes tanto para o espago direto quanto para
o espaco til. Para o espago til, vamos seguir passos semelhantes aos realizados na secao

anterior.

Inicialmente, vamos considerar um sistema com um potencial externo %4(x), o

hamiltoniano total sendo, entao,

o= [ d%@(x)[ ﬁ;vz + U(x) | Pa(x) (6.140)
- ;/ d*s / & DLV (x = X )s(x)ia () (6.141)

onde estamos considerando o potencial com as propriedades (6.66), (6.67), (6.69) e (6.70).
A funcado de Green é dada pela equacao de Dyson (4.108),

G(z,y) = G°(x,y) + /d4x1d4x’1@0(x,x1)i*(:c1,:cl)@(xl, Y). (6.142)
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A aproximacao na autoenergia prépria é obtida ao aplicar as regras de conjugacao til a

equacao (6.88),
RS (n — @) = i6(t — )[6(x1 — 2)(25 + 1) / P0G (Xata, %ot )V (X1 — Xs)
— Vi(xy —x})G(x1ty, xt7)). (6.143)

Consideremos as transformadas,

G(xt,x't) = (21)! / dwe ) G(x, X', w), (6.144)
GO(xt,x't) = (21)! / dwe =0 (x, X', w), (6.145)
YH(xt,x't) = B*(x,x)o(t —t); (6.146)

com isso, a equacao de Dyson fica
G(x,y,w) =Gx,y,w) + /d3x1d3m’1é0(x,xl,w)2~]*(x1,X'I)G’(X'I,y,w) (6.147)
e a autoenergia propria é
AY*(xq,x)) = id(xy — 2)) (25 + 1) /d3x2V(X1 —x5)(27) 7! /dwe’iw”é’(xQ,XQ,w)
+ V(xy —x’l)(27r)_1/dwe‘iw”é(xl,x’l,w). (6.148)

Seja {qz;(;} o conjunto completo das autofuncdes ortonormais de Hy, ou seja,

o K22 B _
Hodl} = [— + U (x )}qﬁ? = €29}, (6.149)
e o operador de campo no espaco dual na descri¢ao de interacao fica
Vi(x) = Z ) (x) e "9 "g] (6.150)
Uy(z) = Z P(x)e's . (6.151)
J
A fungao de Green nao interagente é, neste caso,
Gt ) = =3 e
X [9(t —1 )9(6 — ) =0t —1)0(e) — e(])-)], (6.152)

ou

GO(x,x';w) ng)o (6.153)

[ 9(69- —€%) N 0l — 62)
w+hted +in - w4 hte) —inl

Assim, a densidade ntimero de particulas no estado fundamental ndo perturbado,
@), é dada por

i’(x) = i lim lim ZGO z,2')00p

t/—tt x—x!

= (2s+1) Z|¢§ x)[*6(eh — €)) (6.154)
J
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e o nimero total de particulas por
/d3 70(x) = (25 +1) 3 0(% — ¢9). (6.155)

J

No estado fundamental perturbado @), a funcao de Green no espaco dual, G, é
obtida ao aplicar a conjugacao til em (6.101),

O(e; — €r) O(er — €;)
— + — — |,
w+hle; +in  w+hle; —in

G(x,x';w) Z@ { (6.156)

sendo {¢;(x)} um conjunto completo de autoestados do hamiltoniano total, H = Hy + H,

com autovalor €, isto ¢,
Hoj(x) = ¢;¢;(x). (6.157)

A densidade niimero de particula resulta em
n(x) = (2s+1) Z ]qﬁj x)|*0(er — €;) (6.158)

e o namero total de particulas em

N=N"=(2s+1)Y O(er —¢)), (6.159)
J
porque a perturbacdo H; conserva o ntmero total de particula. Com isso, a autoenergia

prépria no espago dual fica

FE*(x1,%,) = (a1 — 2)(25 + 1)/d3x2V(X1 — %) Y165 () P0(er — ;)
— Vi(x; —x] Zqﬁ] x)¢;(x}) 0(er — €;) (6.160)

= §(x; — 2} /d3x2V(x1 — X3)7(Xs2)

— Vi — X)) Y G (30850 Wler — ). (6.161)
J
Como no caso direto, essa equagao pode ser simplificada com o operador diferencial
- h2vV?2 _
—Ly = hw + — — U(x1) = hw — H. (6.162)
2m
Aplicando L; em G°(x;,x/,w) obtemos
9(6(])- —€%) (b — e?)

[0, X w) = — 90 (x) 30 (x')*
B xe) = S = SN |
= hi(x; — x}), (6.163)

indicando que A 'L, é o operador inverso de G°. Aplicando L; em (6.147), temos

11Gi(x1, X, w) = Fd(x; — X,) + / Pl (x1, %0) G (%2, X, ). (6.164)
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Explicitando
v
2m

[ﬁw - OZ/o(X1)] > 0;(x1)é;(x1)" LJ i(;]—l_;i) in | w i(;fi;:i) z’n}

J

. - - O(e; — er) O(er — €;)
— d3 B* : E ) (x! *|: J J :|
/ LR (%1, %2) - 03(x2)06)"| 77 hle; +in ot hite; —in

= hi(x; — x}), (6.165)

multiplicando por ¢y (x}) e integrando em z, obtemos

[ B h*v?

— +%(x1)]q3k<x1)+ [ sl (1, 52)900x2) = exn(x2), (6.166)

que é uma equagao tipo Schrodinger com ﬁi*(xl, X3) agindo como um potencial nao local.
Neste caso também ¢ valida a observacao que na realidade ggj (x), sendo autofuncao do H
completo, nao é em principio conhecida; dai a equagao (6.166) pode ser uma forma de

determinar ¢;(x) usando, por exemplo, o método autoconsistente.

Neste contexto a energia do estado fundamental, é obtida como
V2

2m
— i(2s+1) / @ Tim 3 ;(x)"(2m) " / dwe™ " [Z&j(x) + [ejéj(x)

L 5 0(e; — €r) Oer — &) ”
1 T .
5 /d .Z'lh (X5X1)¢J (Xl)} |:(U + ﬁ—lgj -+ ’L?] w + ﬁ_lej - 277

= (2s+1) Zejﬁ(eF —€;) — ;(23 + 1)/d3$d3x1 quj(xl)*ﬁi*(x,xl)

X bj(x1)0(er — ¢j). (6.167)

e

= 2@+ 1) [ lim tim (@2m)! [ doe [hw—

v—0t z/—zx

+ %(x)} A(x, %', w)

onde, usando (6.160), temos:

E = (2s+1) ZEjH(EF —€;) — ;(23 +1) ZQ(EF —€)0(ep — 6j)/d3$d3$2‘/(x,xg)

X [(2 4+ 1)|o; () *1on (x2) * = (%) b (x) i (x2)" 5 (x2)], (6.168)

que ¢é o resultado do Hartree-Fock para o espago dual.

6.7 Aproximacao de Primeira Ordem em DCT

A forma matricial de (5.45) é

G(k;0) = ( Gé’f) é((ik) ) . (6.169)

Na aproximacao de primeira ordem temos que G(k) ¢ dado por (6.83) e G(k) dado por

(6.138). Inserindo o efeito da temperatura por meio de (5.47) encontramos

G(k; B) = B, ' (B)G/(k; 0)Bi(8), (6.170)
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que tem o primeiro termo sendo

GOV (k; B) = u (B)G (k) + vi(B)G(—k), (6.171)
ou seja, 2 2
GOk 8) = — %kéﬁ) st ﬁﬁkff_) ST (6.172)
com ux(3) e () dados por (5.49) e (0.50), respectivamente.
6.8 Aproximacao Hartree-Fock em DCT
A energia em DCT serd
By = —;(25—1- 1)/&”@)531+ lim (27)" /dwe“‘”’ [hw - ﬁ;VQ + U (x)
x (‘1"(5)IT[OI’UHQ(ﬁ)UI’T)La(y)]|W( )
_ _%(23 +1) /d%yli% lim (27)~?
x [ e[ - ﬁ;vz +2(5)| G, ), (6.173)

com a fungao de Green térmica dada por (6.55) e a funcao de Green duplicada dada
por (6.56). Para particula livre, encontramos que iGaq(, ) € iGau(z,2') sio dadas,

respectivamente, por (6.101) e (6.156). Assim, a energia a temperatura finita fica

Es =B (B)EgB(B), (6.174)
com
. 1 2V? A
FEy=—(2s+ 1)7/d3x lim lim [ﬁw — v + Uy (x )}z’Gw(x,x';O). (6.175)
2 t'—tt x’—x 2m

Segue, entdao, que sob temperatura a energia de um sistema fermionico (dtomo, molé-
cula, sélidos, por exemplo) na aproximacao dos diagramas de Feynman conhecida como

aproximacao Hartree-Fock é dada por

R 1
Eéll) _ u2(5)(28+1)z€j9(6F_6]) 2 25—|— 29 F_EJ F_€k>

X /d3$d3$2V(X> X2)[(25 4 1) |0 (%) *[ e (x2) | — ¢ (%) 1 (x) e (%2) * 5 (x2)]

1
+ )25 + 1 ZGJ — —525—1—1 Z@ i —ep)0(er — &)

x /d3$d3$2V(X, x2)[(25 + 1)|6;(x) |6k (x2) > — 65(x)* d1.(x) b (x2) " 65 ($6176)
sendo u(f3) e v(f) dados respectivamente por (2.70) e (2.71).

Tendo as expressoes tedricas obtidas neste capitulo, dado um sistema especifico
caracterizado por um potencial V' (x,x’) e um potencial externo % (x), podemos determinar
sua energia bem como a funcao de Green térmica e uséa-la na obtencao de propagadores de

interesse.
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7 Conclusoes e perspectivas

Neste trabalho, com o objetivo de investigar a influéncia da temperatura na
determinacao de propriedades de interesse para sistemas de muitas particulas consideramos
o espaco de Fock e desenvolvemos de forma sistematica a Dindmica de Campos Térmicos
-DCT, também denominada de Thermofield Dynamics -TFD, visando aplicagbes a sistemas

atomicos, moleculares e de estado solido.

O procedimento que adotamos partiu da equacao de Schrédinger como descrevendo
um campo de matéria nao relativistico, construindo em seguida no espaco de Fock a
descri¢ao denominada direta e a descricdo denominada dual para, usando a formulagao
de dubletos, determinar as expressoes das grandezas de interesse na descricao DCT. Esta
abordagem nos possibilitou determinar, em termos da temperatura, as fungdes de Green a
uma particula, a equacdo de Dyson e permitiu realizar aplicagoes como a obtencao das
equagoes do método Hartree-Fock, de interesse para atomos e moléculas, o estudo de
um sistema de férmions nao interagentes incluindo temperatura e considerar, dentro da
formulagao diagramatica, as aproximacgoes denominadas de primeira ordem e de Hartree-

Fock a temperatura finita.

Embora alguns textos sobre aplicagao da Thermofield Dynamics a estado sélido
citem o espago de Fock como a estrutura matematica presente na formulagdo, ao apresen-
tarem essa teoria a construcao de forma matematicamente completa nao é desenvolvida,
enquanto sequer é abordada para o estudo de atomos e moléculas. Desta forma, con-
sideramos que nosso trabalho preenche uma lacuna no desenvolvimento da DCT nao

relativistica.

Como perspectivas pretendemos: (i) usar as expressoes obtidas em aplicagdes a
sistemas especificos; (ii) analisar processos e modelos de interesse usando a teoria nao-
relativistica de espalhamento a temperatura finita que ja estamos concluindo seguindo
a mesma linha desse trabalho e (iii) analisar como a teoria desenvolvida é aplicavel a

sistemas bosonicos.



APENDICE A - Teorema de Gell-Mann e

Low

A.1 Espaco Direto

Teorema de Gell-Mann e Low diz [11,12,32]: Se o limite

U0,—s)lty) W)
i (o[ U (0, —o0) 0] ~ (oo} (8.1)

existir para todas as ordens da teoria de perturbacgao, entao este é o auto-estado de H, ou

seja,
H[W,) _ E|¥)
(®o|Wo)  (Po|Wo)’ (A.2)

permitindo escrever um estado do Hamiltoniano perturbado a partir do estado nao

perturbado.

Antes de provar esse teorema observe que, se mutiplicarmos pela esquerda a equagao
(A.2) por (®g|, obtemos

(Po[Ho|Wo)  (Po[Hy|Wo)  (Po|E[Pp)

@V | (@oVo) (Do) (49)
. (@[ T0) . (@o|T0) _ (@o[FL|y)
Bl o)~ @lt) T (@0l o) (A4
e dal
o (Do[Hy W)
BB = e, (A.5)
Agora, considere o operador U,(0, —o0) dado por (3.90) e a expressao:
(Ho — Eo)|[Wo(e)) = (Ho— Ep)U(0, —00)|Py)
= [Ho, Uc(0, —00)][®0). (A.6)
O n-ésimo termo do comutador é
Ho, Hy (t,)H, (¢;).. Hi(tx)] = [Ho, Hy(t;)[Hy(¢;)...Hy ()
+ Hi(t;)[Ho, Hy(t))]... Hy (tx)
+ Hi(t)Hi(t;)...[Ho, Hy(t)], (A7)
e usando (3.69) temos
RO i, 1, (1), (A8)

v Ot



APENDICE A. Teorema de Gell-Mann e Low 76

Logo

Hon o ot atk)Hl( D) Hi(t5).. Ha(tr), (A.9)

0 que resulta em
(Ho — Eo)|Wo(e) Z_j _Lyn- 1n‘/ dt,.. / dt e <(trlHtn)

Z T[H;(t1)...Hy(t,)]Po), (A.10)

onde o termo n = 0 nao aparece pois [Hy, 1] = 0. Integrando a derivada por partes e

usando el = et ja que t; < 0 vem

0 H,(t; 0 _
/ dtieted 81; ) _H, / dtieH, (), (A.11)

e como todas as derivadas dao a mesma contribuicao,

(Fo = Bl = X (-0 ot [ dtln.jﬂ) dt, e~ )
X T[H (). Hl(nl)]\q>0>+me / dt,.. / dt,
X 6_6(‘t1|+'“+|tn|)T[H1(tl)...H1( n)“q)0> (A12>

Fazendo H,(t;) = gV (t;), onde g é uma constante de acoplamento, nT[H, (¢;)..H;(¢,)] =
0

ga—gg”T[Vl (t1)...Vi(t,)] e temos
mwﬂw%@>=—mm@ﬂm%www;m@—@%>
= —Hy[¥o(e)) +Zﬁ€9 I‘Po( ) (A.13)
(L~ Eo)|¥o(0)) = iticg 5| (0) (A.14)
Entdo, multiplicando pela esquerda por [(®g|Wq(€))] " (Po|, obtemos
(@ol(Hy + Hi — B Uo(e) kg D
(®0l00(0) (@ala(e)) 0g ")
ou (Po[Hy|Wo(e)) .. 0O n N — B
(Do To(e)) = zhegagl ((o|Wo(€))) = E — Eo, (A.15)

onde a tltima igualdade vem de (A.5). Por outro lado, considerando

0

O( W) \_ L [0 . ) — [wo(en 2 ;
5 (@utetar) = aaae | (g Mol (@ol¥o(e) — 1o(e)) (ol wo(e))] (416
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(H — Ep)[¥o(e)) _ iheg 0

(@o|Wo(€)) <‘I)0|‘I’o( )) Og
i [ (c)) W (e))

= Peolpg <<<I>o|‘lfo(e)>) ’ (@[T (€)) Og

() )
<<<1>omfo< )+ (B B s (A-17)

onde foi usado (A.15) na ultima igualdade. Passando entao o tltimo termo dessa expressao

[Wo(e))

*ln@ol‘l’o( )}

theg—

para o lado esquerdo segue que

(H — E)[Wo(e)) 9 [¥o(e)

@olUole) 950 @ To(e))

que tende a zero no limite de ¢ — 0, demonstrando assim o teorema.

) (A.18)

A.2 Espaco Dual

Teorema de Gell-Mann e Low no espaco dual segue passo a passo o caso do espaco
direto, ou seja, diz: Se o limite

im NfLSO,—oo)@Q = ~|\i’0~>
=0 (Po|U(0, —00)[Pg)  (Po|¥o)

(A.19)

existir para todas as ordens da teoria de perturbacéo, entdo este é o auto-estado de H, ou
seja,
iy Bl
(Do|Wo) (Do W)’

permitindo escrever um estado do Hamiltoniano perturbado a partir do estado nao

(A.20)

perturbado.

Como no caso anterior observe que, se mutiplicarmos pela esquerda a equacgao
(A.20) por (®g], obtemos

(Do|Ho|Wo) | (Dol FLy|To) (D] E|To)

Al i = A.
@ollo) T (@olbo)  (Golo) (A21)
e dai -
_ (PoHL[Wo) (A.22)
(@o|Wo)

Agora, considere a expressao

(Hy — Eo)|[o(e)) = (Ho— Eo)U(0, —00)|Do)
= [ﬁoy ﬁe(07 —OO)”(T%)- (A.23)
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O n-ésimo termo do comutador é

[Ho, A, (t:)H (). H(t)] = [Ho, Hy(t:)]Hy(t5)... Hy (1)
+ H(t) [Ho, Hy(t)].. H (1)
+ H(t)H(t))...[Ho, Hi(t)], (A.24)
e usando (4.62) temos 3
hoH (t) &~ =~
LU 8 : A0 (.29
Logo,
(o, L (67 (8) B ()] = — (2 + 2 O )i (n). B (), (A.26)

i 0t o, Oty

o que resulta em

(ﬁg —EQ)|\i/0(€>> = — Z n ln'/ dty.. / dt e e(ftr]+...+[tnl)

n=1

Como a integracao por partes das derlvadas da a mesma contribuicao

o

(Fy = E)lio(e) = ~H > (' gy i / ity Hines)
X T[H (6 (t1)]| o) —mez / dt;.. / dt,
X ekt T[Hl(tl) H, (¢ )H‘I’o>
= —I:L|\i/0(e)>—ihega—g|\lfo(e)>, (A.28)
(FL— o) o(e)) = —itieg (). (A.29)

onde H; (t;)

= 9\7( ;) € g é uma constante de acoplamento. Multiplicando pela esquerda
por [(®o|To(€))] (D], obtemos

<igﬁgi2;§)> = —iﬁeg(%ln(((fo\\ilg(e))) =FE — Ey, (A.30)
onde a ultima igualdade vem de (A.22). Por outro lado, considerando
O WWo@) L0 o () — [Fo(e)) 2 (o (e
bn () = oot (g ol ol ofe)) = 1Bofe) 5 (Bl o)) (431
F—Blioe) by 0o
(Po|Wo(e)) (o[ Wo(e)) 09
) 0, W) | |l 8, oo
= G Gt} @it o™ )
9, |T(e)) [Wo(e))

“ihe0 5 Gaatia@y) €~ B ool
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onde foi usada (A.30) na ultima igualdade. Passando entao o tltimo termo dessa expressao

para o lado esquerdo, segue que

Goliole) "o el () (A.39)

(H=E)[W(e)) .. 0, [¥y(e))
(€

que tende a zero no limite de ¢ — 0, demonstrando assim o teorema.



APENDICE B - Teorema de Wick

B.1 Espaco Direto

Seguiremos, para demonstrar o teorema de Wick, as referéncias [?,11,12,33]

Inicialmente, precisamos de 3 definigdes [12]: (i) Ordenador Temporal T: operadores

com o tempo maior ficam a esquerda,
T[ABCD..] = (-1)"T[CADB..], (B.1)

onde P é o nimero de permutagoes dos operadores fermionicos; (ii) Ordenador Normal N:

operadores de aniquilacao ficam a direita,
N[ABCD...| = (-1)" N[CADB.. ] (B.2)

O operador normal é conveniente pois seu valor esperado no estado fundamental nao
perturbado, |®), é zero (exceto no caso onde sé temos operadores de criagdo). (iii)

Contragao: diferenca entre T e N,

A'B = T[AB] - N[AB]. (B.3)

Agora, podemos escrever o Ordenador Temporal em termos do Ordenador Normal

usando o teorema de Wick, ou seja,

T[UVW..XYZ] = N[UVW..XYZ|+ N[UVW..XYZ|
+ N[UVW..XYZ+..+ NUV-W-.X"Y"Z]
— N[UVW..XYZ]

+ N(soma sobre todos os possiveis pares de contracao). (B.4)

O teorema de Wick baseia-se no lema: Se N(UV...XY) é um produto normal e Z é o

termo com o menor tempo, entao

N(UV..XY)Z = N(UV.XYZ)+NUV.XYZ)+..
+ N(UV..XYZ)+ N(UV..XYZ). (B.5)

Antes de provar o lema observemos que:

1. Se Z é um operador de destruicdo, entao T[AZ] = N[AZ] e todas as contragoes sao
nulas; portanto, o lema esta provado.

2. O produto de operadores UV...XY pode ser assumido como normal-ordenado uma vez

que, se nao o for, os operadores podem ser re-ordenados em ambos os lados da equacao de
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modo que fique normal-ordenado.
3. Podemos assumir que Z seja um operador de criacao e UV...XY sejam todos de
destruicao. Se o lema for provado para esse caso, entao também serd para o caso do

produto obtido por multiplicacao de um operador de criagao pela esquerda.

Portanto, para provar o lema basta considerar o caso em que Z é operador de criagao
e UV.. XY sao todos de destruigdo. A prova segue por indugao. O lema é verdadeiro para

dois operadores pela definigao (B.3), ou seja,
AZ =TJ|AZ| = A'Z + N[AZ)]. (B.6)

Agora, supondo o lema verdadeiro para n operadores, vamos mostrar que também o é
para n + 1. Multiplicando a equagao (B.5) por D (operador de destrui¢do com tempo

maior que o de Z)

DN(UV..XY)Z = N(DUV..XY)Z
DN(UV..XY'Z)+..+DN(UV..XYZ) + ...
+ DN(UV..XYZ)
— N(DUV.XYZ)+..+ NDUV.XYZ)+..

+ DN(UV..XYZ). (B.7)

Apenas o tltimo termo nao foi possivel colocar o operador D dentro do ordenador normal,

pois Z ainda é operador. Mas este termo pode ser escrito como

DN(UV..XYZ) = (-1’DZUV..XY
= (-1)’T(DZ)UV..XY
(-1)’D'ZUV..XY + (-1)’N(DZ)UV..XY
[(-1)PPD'UV..XYZ + [(-1)">?N(DUV..XYZ)

— N[D'UV..XYZ]+ N(DUV..XYZ), (B.8)

provando o lema.

O resultado pode ser generalizado para ordenador normal ja contendo contracoes

de operadores de campo, ou seja,

NUV..XY)Z = NUV.XYZ)+..+NUV..XYZ)
+ NUV-.X"YZ). (B.9)
Tendo o resultado do lema, podemos provar o teorema de Wick usando novamente a inducao.

Para dois operadores a equacao (B.6) é valida. Assumindo vélido para n operadores e

multiplicando pelo lado direito por €2, com tempo menor que qualquer outro fator, segue
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que

T(UVW..XYZ)2 = T(UVW..XYZQ)
— N(UVW..XYZ)Q+NUVW.XYZ)Q+ ...
= N(UVW..XYZQ) + N(soma sobre todos

os possiveis pares de contragao), (B.10)

onde foi usado o lema para introduzir o operador 2 no ordenador normal.
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