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Aos meus pais. Enquanto eu respirar, vou me lembrar de vocés (Fernando Anitelli).
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“How I wish you were here. We're just two lost souls swimming in a fish bowl, year after
year. Running over the same old ground, what have we found? The same old fears! Wish
you were here...”

(David Gilmour, Roger Waters)



Resumo

Neste trabalho é proposto um modelo de redes ponderadas baseado em mecanismos
semelhantes ao modelo de redes livres de escala de Albert e Barabasi, denominado Redes
de Interagao Preferencial. O propédsito deste modelo é reproduzir sistemas que possuem
tamanho fixo e no qual a intensidade das conexdes mais fortes é reforcada com o decorrer
do tempo. Este modelo é composto por dois processos: o crescimento do peso das arestas
da rede e a interagao preferencial, isto é, quanto maior for o peso de uma aresta, maior
sera a sua probabilidade de ser escolhida. Para entender as caracteristicas das Redes de
Interacao Preferencial, foram realizadas simulacoes de redes para diversos valores dos
parametros do modelo— tamanho da rede, acréscimo de peso e quantidade de itera¢oes— e em
seguida, foram analisados o comportamento das probabilidades acumuladas complementar
dos pesos das arestas destas redes. Por fim, em uma aplicacdo das Redes de Interacao
Preferencial, foram comparadas redes construidas a partir dos sinais do eletroencefalograma

de individuos com as redes geradas por meio do modelo.

Palavras-chaves: Redes Complexas. Redes Ponderadas. Crescimento. Interagao Prefe-

rencial.



Abstract

In this work, a model of weighted networks based on similar Albert-Barabési’s scale free
networks Model mechanisms, coined Preferential Interaction Networks, is proposed. This
model aims to reproduce systems who have fixed size and the intensity of the strong
connections is strengthened with time. This network model is composed by two processes:
the growth of the weights of the networks’ edges and the preferential interaction, i.e.,
the greater is the weight of an edge, the greater is its probability of being selected. To
understand the features of Preferential Interaction Networks, simulations of networks
were made for several values of the model parameters — network size, weight increase
and number of interactions — and subsequently, the behavior of the complementary
cumulative probabilities of weights of the edges of these networks were analyzed. Lastly,
in an application of Preferential Interaction Networks, networks were constructed from
electroencephalogram signals from individuals and were compared with networks generated
by the model.

Keywords: Complex Networks. Weighted Networks. Growth. Preferential Interaction.
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1 Introducao

As redes sao descritas basicamente como uma estrutura composta por elementos
que se conectam [1], e podem ser representadas e visualizadas por meio de uma estrutura
mateméatica denominada grafo, na qual consiste de vértices ligados por meio de arestas [2].
As arestas de um grafo indicam alguma espécie de relagao entre os seus vértices. O estudo
das redes, na forma da Teoria dos Grafos, é um dos pilares fundamentais da matematica

discreta e teve o seu inicio por volta de 1736 com o matematico Leonard Euler [3].

Diversos sistemas reais podem ser representados por meio de redes. Na maioria
destes sistemas, a analise dos seus componentes individuais ¢ insuficiente para explicar o
comportamento observado pelo sistema como um todo [4], posto que existem varidveis
importantes que sao intrinsecas tanto as conexoes dos elementos do sistema, quanto
ao mecanismo da construgao destas conexdes [2]. Por exemplo, a andlise de apenas um
individuo nao permite conclusdes amplas a respeito da sociedade. Estes sistemas sao
denominados sistemas complexos e as redes que os descrevem, redes complexas. Outras
propriedades dos sistemas complexos, tais como a nao-linearidade, a auto-organizacgao e a

emergéncia sao apresentadas e discutidas em [5].

Os sistemas que podem ser representados por intermédio das redes compreendem
desde sistemas comuns ao cotidiano como as redes sociais, a rede de energia elétrica,
de telefonia e de Internet até as redes neurais, alimentares ou de citacdo de artigos
cientificos [6]. De acordo com Newman [1,3] o estudo das redes pode ser classificado em
4 tipos distintos, sdo eles: redes sociais, redes de informacao, redes biologicas e redes

tecnologicas.

Nos tltimos anos, com a disponibilidade de computadores que nos permitiram
reunir e analisar dados em grande escala. As analises das redes por meio da teoria dos
grafos se tornaram inadequada, uma vez que a analise visual de redes compostas por
milhdes ou bilhoes de vértices sao invidveis [3]. Desta forma, surgiu a necessidade de
se desenvolverem abordagens estatisticas para as analises das redes, além de modelos
capazes de imitar o desenvolvimento de uma rede e produzir as propriedades observadas
em topologias reais [7]. Em relacdo aos principais modelos de redes complexas, podem
ser citados: o modelo de redes aleatorias de Erdos e Rényi, o modelo de redes de mundo

pequeno de Watts e Strogatz e o modelo de redes livres de escala de Albert e Barabasi.

As redes referentes a esses modelos apresentam estruturas booleanas, ou seja, as
arestas sao representadas como estados bindrios: presente ou ausente [8], consequentemente,
nao é possivel exprimir a diversidade da intensidade das conexées [7,9]. Desta forma, alguns

sistemas sao melhor descritos por meio de redes ponderadas. Nessas redes, as conexoes
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dispoem de valores numéricos cujas defini¢coes dependem do sistema a ser analisado.

Uma vez que os componentes de um sistema podem variar com o tempo, para
descrever estas mudancas por meio de redes é necessario utilizar alguma metodologia
capaz de representar a dinamica desse sistema, como por exemplo, os Grafos Variantes no
Tempo [10]. As redes que descrevem uma mudanca de comportamento dos seus elementos

com o decorrer do tempo sao chamadas de redes dinamicas.

Com o propésito de construir um modelo capaz de descrever sistemas com o
tamanho fixo, e no qual a intensidade das conexdoes mudam com o tempo, de forma
a reforcar as conexdes mais fortes, desenvolvemos as Redes de Interacao Preferencial-
RIP. Este modelo, se baseia em redes dinamicas e para a sua construcao adotamos o
formalismo matematico dos grafos variantes no tempo. Além disso, admitimos que as
RIP sao ponderadas, uma vez que estamos interessados em analisar a intensidade das
conexoes de um sistema. Desta forma, construimos um modelo regido por dois mecanismos:
crescimento do peso das arestas da rede e interagao preferencial. O crescimento do peso
das arestas da rede, isto é, em cada iteracdo uma aresta da rede tera seu peso modificado
e a interacao preferencial que se refere a tendéncia que quanto maior for o peso de uma

aresta, maior é a probabilidade dessa aresta ter o seu peso alterado.

Os mecanismos adotados na construgao do RIP sao semelhantes aos utilizados no
modelo de redes livres de escala de Albert e Barabdsi [11], isto é, crescimento e conexao
preferencial. No entanto, no modelo de redes livres de escala, o processo de crescimento
se refere a adi¢ao continua de vértices a rede; e a conexao preferencial é definida como a
tendéncia dos novos vértices estabelecer conexoes com os vértices mais conectados da rede.
Diferentemente das RIP, no modelo de redes livres de escala, a intensidade das conexdes
nao é considerada, haja visto que as redes sao representadas como estruturas booleanas.
O modelo de redes livres de escala descreve sistemas em que o seu tamanho cresce com o

decorrer do tempo, enquanto que as RIP descrevem sistemas com tamanho fixo.

Para a aplicagao das RIP, construimos redes a partir de sinais do eletroencefalograma
de 4 individuos, com o auxilio do método de Sincronizagao por Motifs [12,13]. Estas redes
representam o padrao de conectividade cerebral desses individuos, enquanto os mesmos
realizam uma determinada tarefa. Em seguida, comparamos as distribui¢oes dos pesos
das arestas das redes estudadas com as distribui¢oes dos pesos das arestas das RIP para
diferentes valores dos seus parametros, e constatamos que o padrao de conectividade
cerebral de um individuo qualquer, pode ser reproduzido por meio dos mecanismos que

formulamos para as RIP.

A estrutura deste trabalho é composta por 5 capitulos e obedece a seguinte ordem:
no Capitulo 1, esta introducao; no Capitulo 2, sdo apresentados os conceitos tedricos
que sao as bases da construcao das RIP; no Capitulo 3, é descrita detalhadamente a

metodologia das RIP. O Capitulo 4 traz as analises dos parametros do modelo proposto,
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além de sua aplicacdo em Neurociéncia, baseado no trabalho: Fstudo da conectividade
cortical em estado alterado de consciéncia: Meditagio [14]. No Capitulo 5, sdo apresentadas
as conclusoes e sugestoes de pesquisas futuras. Por fim, no Apéndice A, descrevemos com
detalhes o método de Sincronizagao por Motifs adotado nas construcoes das redes geradas
a partir de dados de EEG.



2 Fundamentacao Tedrica

Este capitulo, organizado em trés secoes, apresenta inicialmente uma breve intro-
ducao histoérica acerca da origem da teoria dos grafos, seguida da apresentacao do seu
formalismo matematico, com énfase em sua representacao geométrica e os tipos de grafos.
Na secao seguinte, sdo enumeradas algumas representagdes de grafos, sobretudo a partir de
uma matriz de adjacéncia; e sao apontados alguns conceitos usados nesta dissertacao como:
grau, grau ponderado de um vértice, distribuicao de graus de uma rede, hubs, coeficiente
de aglomeracao e diametro de uma rede. Neste contexto, é estabelecida uma conexao entre
a teoria dos grafos e as redes complexas, bem como é apresentado o conceito de Grafos
Variantes no Tempo - GVT. A terceira sec¢ao é dividida em quatro subitens. A descrigao
de trés modelos de redes, que sao a base para o estudo e desenvolvimento da pesquisa em
redes complexas, é discutida nos trés primeiros subitens. O quarto subitem aborda alguns

modelos de redes livres de escala que utilizam arestas ponderadas na sua construcao.

2.1 Teoria dos grafos: Uma abordagem histérica

O estudo das redes iniciou-se no século XVIII com a teoria dos grafos. No ano
de 1736, o matematico suico Leonhard Euler fundamentou a teoria dos grafos e o seu
raciocinio topologico ao solucionar o Problema das Sete Pontes de Konigsberg. Este nome
faz referéncia a cidade prussiana de Konigsberg, que atualmente se chama Kaliningrado e
se situa em territorio russo. A cidade é cortada pelo rio Pregel que a divide em quatro
areas de terra, unidas por um complexo, & época composto por sete pontes (Figura 1 (a)).
Discutia-se nas ruas da cidade a possibilidade de atravessar as sete pontes exatamente
uma Unica vez e retornar ao ponto inicial. Para resolver este problema, Euler construiu
uma representacao simplificada e operacional da cidade de acordo com a Figura 1(b), na
qual as areas de terra separadas por pontes foram representadas por pontos (denominados
nds ou vértices na teoria dos grafos) e as sete pontes foram representadas por meio de
linhas (referidos na teoria dos grafos por arcos ou arestas). Neste texto, sdo adotados os
termos vértices e arestas. Uma estrutura composta por vértices e arestas ¢ denominada
grafo. Euler concluiu que é impossivel atravessar todas as sete pontes e voltar ao ponto de
origem, sem que haja repeticao de pontes no percurso. Isto seria possivel apenas se todas
as areas de terra possuissem um numero par de pontes ou se apenas duas areas de terra

apresentassem um nimero impar de pontes [4,7,15-18].

Em meados do século XIX, o fisico russo Gustav Robert Kirchhoff iniciou o desen-
volvimento da teoria das arvores (uma classe especial de grafos) para modelar circuitos
elétricos. A teoria das arvores foi utilizada ainda nos estudos sobre isémeros dos hidrocar-

bonetos alifaticos, em quimica organica por Cayley, e pelo matematico francés Camille
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(b)

Figura 1 — (a) Mapa de Konigsberg (b) Grafo de Kénigsberg.(Figura adaptada [19])

Jordan, pioneiro em estabelecer um formalismo matematico a teoria das arvores [15,17].
Poucos anos depois do formalismo elaborado por Jordan, foi enunciada por Francis Guthrie
e De Morgan a conjectura das quatro cores, proposta em 1850, mas provada apenas
em 1976, por K. Apple e W. Haken. O teorema das quatro cores estabelece que todo
mapa desenhado em um plano e dividido em um ntmero qualquer de regides pode ser
colorido com apenas quatro cores, de maneira que regides adjacentes apresentem coloragoes
diferentes [15-18]. As tentativas de demonstrar a conjectura das quatro cores promoveu o
desenvolvimento de conceitos importantes, a exemplo dos polinémios cromaticos, elabo-
rado por Birkhoff (1912); o grafo dual de Whitney (1931); e o teorema desenvolvido por

Brooks (1941), que limita o nimero cromatico de um grafo [17].

Os conceitos de ciclo e de caminho euleriano e hamiltoniano surgiram igualmente
no século XIX. O matematico, fisico e astronomo irlandés Willian Rowan Hamilton, muito
conhecido principalmente por seu trabalho em Mecanica Analitica, desenvolveu um jogo
denominado Icosiano. Hamilton construiu um mundo representado por um dodecaedro, no
qual cada vértice simboliza uma cidade do mundo real, entre elas Londres; e as ligagoes
entre elas sao representadas por arestas. O objetivo é sair e voltar a Londres, apods ter

visitado todas as cidades uma tnica vez.

Embora este problema é andlogo ao problema das pontes de Konigsberg, ha
algumas distingoes: enquanto no problema resolvido por Euler, cada aresta deve ser
visitada uma tnica vez, com inicio e término no mesmo vértice; para Hamilton, cada
vértice deve ser visitado apenas uma vez e depois retorna-se ao ponto de partida. Essas
trajetérias sao denominadas, respectivamente, ciclo euleriano e ciclo hamiltoniano. Do
mesmo modo, grafos contendo estes ciclos sdo ditos grafos euleriano e grafos hamiltoniano,

respectivamente [15-18].

Na década de 1950, os mateméaticos Paul Erdos e Alfréd Rényi propuseram que
grafos poderiam seguir um padrao aleatério de formagao e introduziram um novo con-
ceito: grafos aleatdrios [4,20]. O modelo de Erdds-Rényi, conhecido como teoria dos
grafos aleatorios, unifica a teoria dos grafos com algumas ferramentas da teoria das pro-

babilidades. A partir do modelo de redes aleatérias, é possivel estudar as propriedades
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dos grafos em funcdo do crescimento das conexdes' aleatérias entre os vértices. Grafos
aleatérios apresentam uma distribuicdo desordenada de arestas que conecta os seus vér-
tices. Devido a este modelo de referéncia, muitos fendmenos naturais e sociais podem
ser analisados, tais como a disseminacao de doencas, reagoes quimicas, a propagacao

de virus na Internet, entre outros.

Sete anos depois, Stanley Milgram, psicélogo social vinculado a Universidade
de Havard, descobriu uma propriedade importante presente em grafos que representam
as relagoes sociais: o fendbmeno do mundo pequeno [4,20]. Interessado na estrutura da
sociedade americana, ele realizou um experimento para determinar a distancia média
entre duas pessoas quaisquer nos Estados Unidos (EUA). O experimento foi realizado da
seguinte forma: foram enviadas cartas a um conjunto de pessoas, escolhidas aleatoriamente,
moradoras de Omaha, em Nebraska. Cada portador de uma carta tinha como objetivo
envia-la para um determinado destinatario residente em Boston, a capital do estado de
Massachusetts. Se o portador nao o conhecesse, deveria entrega-la a algum conhecido seu
que pudesse eventualmente conhecer o destinatario. Nesse modelo, os vértices do grafo
representam os individuos que contribuiram para as cartas chegarem ao seu destino final.
As arestas, por sua vez, representam o caminho feito por cada carta, por meio destes
individuos. De acordo com a referéncia [4], foram distribuidas 160 cartas. Destas, apenas 42
retornaram. O menor caminho percorrido por uma carta foi equivalente a 2 conexdes e
o maior, 12 conexdes. Ao calcular o valor médio das conexoes feitas por estas 42 cartas,
obtém-se aproximadamente 6. Devido a esse experimento, surgiu o conceito de seis graus
de separagdo, ou seja, entre duas pessoas, escolhidas de forma aleatéria em qualquer lugar
do mundo, é possivel conecta-las por meio de apenas seis contatos intermediarios - o que

explica a denominagao efeito mundo pequeno atribuida a este fenémeno.

Em 1998, com base no experimento de Milgram, o fisico Duncan J. Watts e o
matematico Steven Strogatz construiram um algoritmo com o auxilio de grafos aleatdrios
para estudar o fendomeno de mundo pequeno de forma generalizada [4,20]. De acordo
com esse algoritmo, os grafos que representam as interacoes sociais exibem padroes
muito aglomerados, de modo a compor pequenas quantidades de conexodes entre cada
individuo. Eles criaram um modelo de grafo no qual os vértices representam as pessoas
e as arestas sdo simbolizadas por ligagoes entre elas. O padrao de funcionamento desse
modelo, no qual as pessoas se conectam as pessoas mais proximas, e a individuos escolhidos
aleatoriamente, gera grafos com caracteristicas de mundo pequeno. O uso deste modelo
permite demonstrar que a distancia média entre dois sujeitos quaisquer no mundo nao
ultrapassa uma quantidade pequena de pessoas intermediarias, desde que existam algumas

conexoes aleatorias entre elas.

No ano seguinte, contrariamente aos modelos de grafos aleatorios ja estabelecidos,

L O conceito de conexdo pode ser definido como uma aresta que une dois vértices.
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Albert-Laszl6 Barabési e Réka Albert apostaram na existéncia de uma dindmica parti-
cular, capaz de regular a formacgao dos grafos [4,20]. Para isso, construiram um modelo
denominado redes livres de escala (Scale-free Networks). Este modelo é composto por dois
ingredientes de construcao: crescimento, que permite a adi¢do de vértices a cada passo de
tempo, e conexao preferencial, que condiciona esses novos vértices a se conectarem prefe-
rencialmente a outros, interligados a um maior nimero de conexdes. Consequentemente,
estas redes apresentam poucos vértices altamente conectados (hubs) e muitos vértices com
poucas conexoes. A distribuicao de graus para os vértices obedece uma lei de poténcia
P(k) ~ k77, onde k é o ntimero de conexdes de um vértice escolhido aleatoriamente e ~ é

o expoente de escala.

Na préxima subsecao é apresentada a definicao matematica de grafo e alguns dos

seus tipos.

2.2 Definicao e tipos de grafos

Conforme abordado anteriormente, um grafo corresponde a uma colecao de pon-
tos, conhecidos como vértices, unidos em pares por linhas que conectam estes vértices,

denominadas arestas [1], como mostrado na Figura 2.

vértice
)
N\

aresta

Figura 2 — Grafo: vértices e arestas

Matematicamente, podemos definir um grafo G(V, F) como um conjunto finito de
vértices V' = {vy, vq, v3, ..., v; } conectados por um conjunto de arestas £ = {eq, €9, €3, ..., €x },
onde cada aresta ey, representa um par de vértices (v;,v;) que relaciona os vértices v; e v;,
isto €, e; = (v;,v;). A notacao simplificada e;; também pode ser usada para representar

uma aresta ey.

V1

vy G4 V2

Figura 3 — Grafo: representacao grafica
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Desta forma, para o grafo da Figura 3, o conjunto de vértices V' é definido como

V' = {uvy,v9,v3,04} € 0 conjunto das arestas F é definido como F = {ey, ey, 3, €4, €5}, onde
€1 = (U17U2)7€2 = (U1,U3)7€3 = (U177J4),€4 = (02703)765 = (U37U4)-

Os grafos podem ser classificados em varios tipos, tais como: grafo direcionado
e grafo nao direcionado, multigrafo, grafo ponderado ou nao ponderado, grafo regular e
grafo simples. Um determinado grafo pode pertencer a mais de um tipo. Os tipos de grafos

aqui definidos, podem ser encontrados em [16,18].

Direcionado e nao direcionado: Um grafo direcionado, ou Digrafo, é aquele cujos
arcos, e nao mais arestas, expressam um determinado sentido. Consequentemente,
o arco que conecta um determinado vértice v; a outro v; ¢ diferente do arco que
liga o vértice v; ao vértice v;. Os arcos de um grafo direcionado sao representados
por meio de setas que indicam a dire¢ao de um vértice para o outro (Figura 4(a)).
Contrariamente aos grafos direcionados, as arestas dos grafos ndo direcionados nao
tém o sentido da conexao. Dessa forma, nao ha distingao entre a aresta que conecta o
v; ao vértice v; e a aresta que conecta o vértice v; ao vértice v;. As arestas dos grafos
nao direcionados sao representadas por meio de segmentos de reta, como demonstra
a Figura 4(b).

(a) (b)

Figura 4 — (a) Grafo direcionado e (b) Grafo nao direcionado

Multigrafo: Um multigrafo é um grafo que possui pelo menos um par de arestas com
vértices iguais. O grafo da Figura 5 é um multigrafo, pois existem duas arestas que

conectam os vértices vy € vs.

%1

U3 U3

Figura 5 — Multigrafo

Ponderados ou nao ponderados: Em grafos ponderados existem valores numéricos
(pesos) associados as suas arestas. Em oposicao, as arestas dos grafos nao ponderados,
nao possuem valores numéricos associados a elas. A Figura 6 exemplifica-os. Os

valores e o significado dos pesos de um grafo ponderado dependem de qual sistema
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o grafo representa. Em um grafo em que os vértices correspondem as cidades e as

arestas simbolizam as estradas, o peso pode representar a distancia entre elas.

U1 L)

Us V3

Y+ (a) V4 (b)

Figura 6 — Grafo (a) Ponderado e (b) Nao ponderado

Regular: Um grafo G é r-regular (ou regular de grau® r) quando cada vértice de G possui
o mesmo numero r de arestas. A Figura 7 exemplifica um grafo 3-regular ( ou regular

de grau 3 ), pois cada vértice do grafo possui trés arestas.

U1

U3 v

2

Figura 7 — Grafo regular

Simples: Em um grafo simples (G, as arestas ou vértices ndo possuem pesos; nao existe
mais de uma aresta entre os mesmos vértices; e nao hé auto-conexdes ou lacos®. Um
grafo simples, portanto, ndo é ponderado, nao é um multigrafo e ndao possui lagos,

como o grafo da Figura 8.

%1 v, VU3

Ve Us Vs

Figura 8 — Grafo simples

Os tipos de grafos utilizados no desenvolvimento deste trabalho foram: grafo simples,

grafo ponderado e o grafo regular. Todos os procedimentos estao detalhados no Capitulo 3.

A definigdo de grau de um vértice sera discutida posteriormente na subsecio 2.3.
Um lago é definido como uma aresta que conecta um vértice a si mesmo.
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2.3 Representacdo e caracterizacao dos grafos

Os grafos podem ser representados e armazenados tanto por meio de um diagrama,
como demonstra a Figura 2, quanto por meio de listas e matrizes. As listas mais utilizadas
sdo a lista de incidéncia e a lista de adjacéncia. As matrizes mais utilizadas sdo a matriz
de incidéncia, a matriz geodésica, a matriz diagonal, a matriz laplaciana e matriz de

adjacéncia [21].

Na implementacao do modelo desenvolvido neste trabalho, todos os grafos foram
representados por meio de matrizes de adjacéncia. A primeira parte dessa secdo traz uma
abordagem sobre a matriz de adjacéncia para grafos nao ponderados e ponderados. Em
seguida, sao apresentados alguns dos principais indices que medem quantitativamente as
propriedades topologicas dos grafos. As representacoes e defini¢oes estabelecidas nesta

segao seguem as referéncias [1,3,7,18].

Matriz de adjacéncia para grafos ndo ponderados

A matriz de adjacéncia Ayyy, referente a um grafo com N vértices, é construida
mediante duas possibilidades: caso exista uma aresta entre os vértices v; e v;, o elemento

de matriz a;; recebe o ntimero 1; do contrario, o elemento a;; recebe o valor 0. Ou seja,

1, sew; e v; estao conectados
a; = o (2.1)
0, caso contrario

Perceba que o elemento de matriz a;; corresponde a aresta a; = a;; = (v;, v;) entre
o vértice v; e o vértice v;. A matriz de adjacéncia é simétrica, se e somente se, o grafo
que ela representa for nio direcionado. E importante observar também que, na matriz de
adjacéncia de um grafo simples, a diagonal principal é sempre composta por 0 pois, como
citado anteriormente, para este tipo de grafo nao existem lagos. A Figura 9 ilustra um

grafo simples e sua matriz de adjacéncia.

U1 Matriz de Adjacéncia
Vértices | vy v, v3 V4 Vs
Vy 1) vy 0 1 0 1 0
vy 1 0 1 0 0
v3 0 1 0 1 0
vy 1 0 1 0 1
V3 vs 0 0 0 1 0

(a) (b)
Figura 9 — (a) Grafo G e (b) Matriz de adjacéncia
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Matriz de adjacéncia para grafos ponderados

A construcao da matriz de adjacéncia para um grafo ponderado ocorre por meio do
preenchimento dos elementos a;; da matriz com o peso w;; de cada aresta. Se dois vértices
nao estao conectados, entao o elemento de matriz correspondente a estes vértices recebe o

nimero 0. Este conceito pode ser representado de outro modo, como

w;j, onde w;; € o peso da aresta entre o vértice v; e o vértice v; (2.2)
Qjj = - . _ o :
0, caso nao haja aresta entre o vértice v; e o vértice v;

Para um melhor entendimento, a Figura 10 apresenta um grafo ponderado simples e sua
matriz de adjacéncia:

Matriz de Adjacéncia
Vértices | v, 2 v3 V4 Vs
7y 0 3 0 2 9
v, 3 0 6 0 8
vy 0 6 0 4 7
v, 2 0 4 0 1
v 9 8 7 1 0

(b)
Figura 10 — (a) Grafo G ponderado e (b) Matriz de adjacéncia
Grau de um vértice

Para grafos ndo ponderados e nao direcionados, o grau de um vértice v; é calculado
por meio da soma da quantidade de arestas conectadas a este vértice. Ao utilizar a matriz de

adjacéncia, é possivel escrever matematicamente o grau k; do vértice v; da seguinte forma:

N
ki = Z CLZ']‘, (23)
j=1

onde o elemento de matriz a;; ¢ definido por meio da Condigao 2.1 e N é o nimero total

de vértices do grafo.

Grau ponderado de um vértice

Em um grafo ponderado, para se calcular o grau ponderado k;” de um vértice v;, é
necessario considerar os pesos de cada aresta conectada a esse vértice. O grau ponderado

de um vértice v; é dado por
N
j=1

onde w;; é o peso das arestas discutido na Condicao (2.2).
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Grau médio de um grafo

O grau médio (k) de um grafo G é dado pela média aritmética dos graus de cada

vértice, isto €,

(k) == (2.5)

Distribuicao do grau ponderado médio

Um pardametro muito utilizado no estudo dos grafos consiste na distribuicao de
graus dos vértices de um grafo G. Esta distribuicao é obtida por meio de um histograma

de todos os possiveis graus k; dos vértices e suas respectivas probabilidades P, .

Considere um grafo G composto por N vértices. Seja N, a quantidade de vértices
com um dado grau k. A probabilidade P, de um vértice v;, escolhido aleatoriamente dentre

os vértices de G, ter grau igual a k é calculada por meio da seguinte equacao:

=&

A Figura 11 traz um grafo G simples composto por 20 vértices e a Figura 12(a),

B (2.6)

a distribuicao dos graus destes vértices. Os pontos do grafico da figura representam a
probabilidade P de um vértice com um determinado grau k ser sorteado aleatoriamente

dentre todos os 20 vértices do grafo G. Este calculo é obtido por meio da Equacao (2.6).

Figura 11 — Grafo G

Grafo G 1.0 Grafo G
0.34 B
0.8 1
0.2 < 06
< A
o o 044
0.1 <
LA 02_
0.0
0.0 T T T T f f T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
(a) k (b) k

Figura 12 — (a) Distribuicao de graus dos vértices e (b) Distribuigao acumulada comple-
mentar dos graus dos vértices

Algumas distribuicgoes, a exemplo daquelas em forma de uma lei de poténcia, sao

melhor visualizadas por meio do grafico da distribuicao acumulada complementar dos
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graus. Essa distribui¢do informa a probabilidade de encontrar vértices na rede com grau
D maior ou igual a um dado grau k. Segundo a Equagao (2.7), este célculo se baseia no
somatoério de todas as probabilidades Py dos vértices com grau menor que k, obtidas por
meio da Equacao (2.6). A probabilidade Pp>j de se encontrar vértices com grau D, onde

D é maior ou igual a k é descrita conforme abaixo:
k—1
Ppsp=1->_P, (2.7)

i=0
onde P; corresponde a Equagao (2.6).

A Figura 12(b) corresponde ao grafico da distribuigdo acumulada complementar
dos graus dos vértices do grafo da Figura 11. Este tipo de distribuicdo permite visualizar
de forma mais clara as caracteristicas dos grafos. Ao analisar a distribuigao 12(b) é possivel
verificar que vértices com grau igual a 1 sao os mais frequentes no grafo GG, em oposicao
ao vértice com grau 8, que é o maior grau e o menos frequente. A distribui¢ao acumulada

complementar dos vértices de um grafo é sempre uma funcdo decrescente.

Neste trabalho, ¢é utilizada a distribuicao acumulada complementar para analisar

os resultados do modelo a ser descrito no Capitulo 3.

Hubs de um grafo

Outro conceito necesséario para o entendimento deste trabalho ¢ a defini¢ao de hubs.
De acordo com [4], os hubs sdo definidos como vértices que possuem graus maiores do que
o grau médio do grafo. De outra maneira, um hub é definido como um vértice cujo grau

k,, >> (k) + 20. Dessa forma, o vértice vy da Figura 13 é um exemplo de hub.

kvg =7; (k) =2,89; ¢ =181
ky, > (k) + 20
7 >6,5

Figura 13 — Grafo com hub

Coeficiente de aglomeracdo de um vértice

O coeficiente de aglomeracao C,, de um determinado vértice v; pertencente a um
grafo G mede o nivel de conexao entre este vértice e os seus vizinhos. De outra forma, o
coeficiente de aglomeracao de um vértice v; é a probabilidade de que os vértices adjacentes?

a v; sejam adjacentes entre si. Para tanto, é calculada a razao do nimero de arestas entre

4 Em um grafo simples G, dois vértices v; e v; sdo adjacentes caso exista uma aresta entre eles.
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os vizinhos do vértice v;, denotado por E,,, e o nimero maximo possivel de arestas entre
esses vizinhos, que é dado por ky, (k,, —1)/2 onde k,, é o grau do vértice v;. Assim, o

coeficiente de aglomeracao é dado por
2E,,

) 2

Desta forma, o coeficiente de aglomeragao do vértice vy do grafo abaixo é igual a 1/3.

2x1 1

2 G T3GoD 3

Figura 14 — Coeficiente de aglomeracao do vértice vy

O coeficiente de aglomeracgao sera sempre um numero entre 0 e 1. Quanto maior
a quantidade de conexoes entre os vizinhos do vértice v;, maior serd o seu coeficiente de
aglomeracao. Se o coeficiente de aglomeragao for 0, significa que os vizinhos do vértice v;
nao estao conectados entre si. De outro modo, se o coeficiente de aglomeracao for igual a 1,
significa que todos os vizinhos do vértice v; estao conectados entre si. Uma observacao
relevante é que a definicdo de coeficiente de aglomeragao se aplica somente a vértices com

grau maior do que 1.

Coeficiente de aglomeracdo médio de um grafo

O coeficiente de aglomeragao médio de um grafo G pode ser obtido por meio
da soma dos coeficientes de aglomeragao C; de todos os vértices do grafo dividida pelo

tamanho® N do grafo, como definido na equacdo abaixo:

N .
_zi=m G O’. (2.9)

No entanto, esta média é realizada apenas sobre os vértices que possuem coeficiente

de aglomeracgao definido.

Diametro de um grafo

O comprimento do caminho® que conecta dois vértices v; e v; ¢ medido pela

quantidade de arestas existentes entre eles. Define-se [;; como o caminho com o menor

> Por um abuso de linguagem, o tamanho de um grafo G serd definido como o seu niimero total de

vértices.
O caminho entre dois vértices de uma rede é a sequéncia, sem repetigoes, de arestas que ligam estes
vértices.

6
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comprimento entre os vértices v; e v;. O valor maximo de /;; ¢ chamado de didmetro do

grafo.

Caminho minimo médio de um vértice

O caminho minimo médio de um vértice v; é dado por

Z]y:_llli‘
) = ==L Y 2.1
(ls) N_1° (2.10)

De outra forma, pode-se dizer que (/;) é a média aritmética de todos os caminhos

minimos do vértice v;.

Caminho minimo médio da rede

O caminho minimo médio da rede é a média aritmética de todos os (l;) de cada

vértice v;
= &=l 2.11

2.4 Redes Complexas

De maneira simplificada, uma rede é definida como uma abstracdo matematica
utilizada para representar as relagoes presentes entre as partes de um sistema. Isto é
possivel, desde que este sistema seja composto de partes individuais, ou componentes,
ligadas entre si de alguma maneira [1]. Na construgao de uma rede, cada componente do
sistema é representado por meio de pontos denominados vértices, que sao conectados entre
si por meio de linhas, as arestas. Isto pode ser exemplificado pela Internet, que constitui
uma rede de roteadores e computadores (vértices) ligados por meio de conexdes fisicas ou
sem fio (arestas). De modo similar, a World Wide Web-WWW é uma enorme rede virtual

de paginas da web (vértices) conectadas por hiperlinks (arestas) [6].

A representacao de um sistema por meio de uma rede se baseia, sobretudo, no
padrao de conexao do sistema, isto é, nas interacdes entre os seus constituintes. Os
sistemas descritos deste modo incluem desde os sistemas tangiveis ao espaco euclidiano,
como a rede de energia elétrica, auto-estradas, sistemas de metro e redes neurais, até os
sistemas definidos no espaco abstrato, a exemplo das redes de amizade ou de colaboracao

cientifica [7].

A maioria das redes estudadas descrevem sistemas que mudam com o passar do
tempo. Na rede da Internet, por exemplo, computadores podem ser adicionados a ela
e/ou desconectados, assim como as conexoes entre eles podem ser interrompidas por

algum motivo. Desse modo, os sistemas e as redes que os representam nao sao estaticos,
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mas dindmicos! Uma rede dindmica, como o nome sugere, expressa uma mudanca de
comportamento de seus elementos. Estas mudancas podem estar relacionadas as alteragoes

das conexoes entre os seus elementos, bem como a natureza dessas conexoes.

A dindmica da rede é uma caracteristica muito importante, pois possibilita que uma
determinada rede possa ser considerada um sistema complexo, ou mais especificamente,
uma rede complexa. Um sistema complexo é aquele que exibe um comportamento de
dificil previsibilidade, pois ele se modifica continuamente, de forma nao linear, ao longo
do tempo. Caracteristicas como nao linearidade, auto-organizagao e emergeéncia, dentre

outras, sao frequentemente encontradas em sistemas complexos [4].

De acordo com [4], de forma resumida, um sistema é tido como nao linear na medida
que pequenas causas podem provocar grandes efeitos, e vice-versa. Isto contraria os sistema
lineares, nos quais as relagoes entre causa e efeito sdo proporcionais. A caracteristica de auto-
organizagao se refere a capacidade de alguns sistemas de criar padroes de comportamento
nao previsiveis, sem a necessidade de um organismo central de planejamento, seja ele
interno ou externo. Por fim, a emergéncia é definida como o processo de formacao de
padroes complexos, nao planejados, que emergem a partir de uma repeticao de interacoes
simples. Em sistemas complexos, esses padroes ocorrem devido a caracteristica de auto-
organizagao. Estas e outras caracteristicas de sistemas complexos sdo abordadas de forma

aprofundada em [5,19].

Em [1,3] Newman divide o estudo das redes complexas em quatro categorias: redes

sociais, redes de informacao, redes bioldgicas e redes tecnoldgicas.

Redes Sociais: Uma rede social é um conjunto formado por individuos ou grupos de
individuos com algum padrao de contato ou interacoes entre eles. Como exemplos, é
possivel citar as redes de colaboragao de atores em filmes e a rede de colaboragao
cientifica. No primeiro caso, os vértices sao os atores e dois vértices tém uma aresta
em comum se atores contracenarem em um mesmo filme. De forma analoga, na rede
de colaboragao cientifica, os cientistas correspondem aos vértices; existe uma aresta

entre dois vértices somente se estes cientistas publicarem um artigo juntos.

Uma propriedade estrutural inerente as redes sociais é o fato da distancia média
entre os vértices ser curta. Essas redes possuem ainda alto coeficiente de aglomeragao,
pois suas arestas estao dispostas de forma a compor triangulos entre os vértices da

rede.

Redes de Informacao: As redes de informacao podem ser igualmente denominadas
redes de conhecimento, por constituirem um conjunto de dados (vértices) conectados
entre si(arestas). A World Wide Web, citada anteriormente, representa a maior rede
com topologia conhecida. Em 1999, o tamanho dessa rede alcancou aproximadamente

um bilhao de vértices [4].
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Uma segunda rede de informacao é a rede de citacdo de publicagoes cientificas, na
qual os artigos publicados simulam os vértices e as referéncias a um determinado
artigo, os arcos. Dessa forma, se em um artigo A hd uma citacdo do artigo B, existe
um arco que se origina em A e aponta para B. E importante mencionar que seja
na rede WWW!, seja na rede de citagdo, as conexdes sao feitas por meio de arestas
direcionada. A existéncia de um vinculo que relaciona A com B nao implica na
existéncia de um vinculo no sentido contrario. Em redes com arestas direcionadas, é

possivel calcular as distribui¢oes de graus de saida e de entrada.

Redes Biolégicas: As redes biologicas correspondem aos padroes de interacao entre

determinados elementos biolégicos; e sao construidas de forma similar as demais
redes, visto que seus componentes (elementos biolégicos) representam os vértices
desta rede e as interagoes entre estes componentes, as arestas. Na biologia molecular,
as redes representam os padroes de reagoes entre substancias quimicas na célula.
Os neurocientistas utilizam redes ainda para representar padroes de conexdes entre
as células cerebrais. Na rede neural de seres como os Neumatodides C. Elegans, por

exemplo, os neurdnios equivalem aos vértices e a sinapse que os conectam, a aresta.

Em Ecologia, as redes alimentares, ou simplesmente teias alimentares, sao utilizadas
para quantificar a interagao entre espécies diversas [22]. Dessa forma, as espécies
simbolizam os vértices, bem como a relagao predador-presa representam as arestas.
O estudo da referéncia [23], sobre as sete maiores teias alimentares conhecidas afirma
que as redes alimentares sao altamente agrupadas. Estes autores consideraram a
rede nao dirigida; e identificaram que a distribuicao de graus de algumas dessas

" com expoente 1.1. A pesquisa desenvolvida na

redes seguem uma lei de poténcia
referéncia [24] demonstra que algumas dessas distribui¢des de graus podem ser

ajustadas como uma distribui¢do exponencial.

Redes Tecnolégicas: As redes tecnolégicas sao construidas pelo homem com o objetivo

de distribuir algum produto ou recurso, como a eletricidade ou a informagao. Sao
exemplos de redes tecnoldgicas as redes de energia, redes de transporte, redes de
entrega, redes de distribuigdo de telefonia, entre outras. Na rede de energia, os
geradores, transformadores e subestacoes remetem aos vértices, enquanto as linhas

de transmissao de alta tensao correspondem as arestas.

Outra rede tecnoldgica muito conhecida é a Internet. A topologia desta rede pode
ser estudada por meio de dois niveis diferentes. No primeiro nivel, os roteadores
equivalem aos vértices e a conexao fisica entre eles, as arestas. No segundo nivel,
um conjunto formado por centenas de roteadores e computadores, denominado

dominio, representa um tnico vértice. Caso um roteador promova a conexao entre

7

Este tipo de distribuigdo sera discutido na subsecdo 2.6.3.
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dois dominios, esse nivel torna-se um interdominio ou sistemas autonomos. Os

computadores de uma empresa ou universidade exemplificam este tipo de sistema

O crescente interesse no estudo das redes complexas motivou a comunidade cientifica
a desenvolver ferramentas matematicas, computacionais e estatisticas para analisar, modelar
e compreender as redes [1]. A préxima subsegdo apresenta uma ferramenta importante no

estudo das redes dinamicas, os grafos variantes no tempo.

2.5  Grafos Variantes no Tempo

Devido a caracteristica dinamica presente em muitas redes, surgiu o conceito de
Grafos Variantes no Tempo - GVT. De acordo com Nicosia e Tang [10], os GVT sao
representados como uma sequéncia de grafos que possuem tamanho fixo e sao ordenados
no tempo. De outra forma, os GVT sdo uma sequéncia consecutiva de M grafos, isto
é G = {G(tl),G(tQ),G(tg), ...,G(tM)}, onde cada um destes grafos contém N vértices.
Nesta representacao de G, existe um grafo diferente G(t,,) associado a cada passo de
tempo t,,, onde m =1,2,3,..., M. A Figura 15 ilustra um GVT. Perceba que para cada
tempo t,, existe um grafo com 5 vértices que compoe G, e cada um destes grafos exibe

uma configuracao diferente das arestas.

Em [25], Casteigts e colaboradores formalizaram diversos conceitos desenvolvidos
no estudo das redes dindmicas. A caracteristica dindmica das redes permite assumir que
0s seus componentes, ou seja, os vértices e as arestas, existam em um periodo de tempo
determinado, que pode ser um periodo finito ou infinito, discreto ou continuo. Sendo assim,

os GVT sao definidos como uma quintupla G = (V, E, T, p,<), onde:

e V representa o conjunto de vértices de G;

e FF CV x V representa o conjunto de arestas de G;

T é o tempo de vida do sistema;

p: Ex¢—{0,1} é a funcdo de presenga que garante a existéncia de uma dada

aresta em um dado instante de tempo;

¢: ExT — N é a funcao laténcia que diz respeito ao tempo necessario para

estabelecer o relacionamento entre dois vértices em um dado instante.

Ha duas consideracoes importantes a se fazer neste contexto. Primeiro, é que o
modo como os GVT sao construidos, isto é, cada aresta esta associado um instante de
tempo, permite que o GVT represente as frequentes mudancas topolégicas das redes
dindmicas. Segundo, para cada instante de tempo t,, existe uma matriz de adjacéncia

que representa as conexoes do grafo naquele instante. Como discutido anteriormente, por
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intermédio das matrizes de adjacéncia é possivel analisar a conectividade dos vértices de
uma rede com o auxilio de indices, tais como: o grau médio ou grau ponderado. Com
o uso da matriz de adjacéncia aliada ao formalismo do GVT, torna-se possivel analisar
a conectividade dos vértices para cada instante de tempo t,, da sequéncia de redes que
compoe o GVT.

Evolugdo Temporal >
V1 V1 %1 V1
Vs v, [| Us vy [ Vs “ & ® @ Vs )
2 V3 vy V3 V4 V3 2 V3
G(t1) G(t2) G(t3) G(tm)

Figura 15 — Grafos Variantes no Tempo

Outro conceito relevante no estudo dos GVT é a Rede Estatica Agregada - REA,
ver referéncia [10]. Uma REA é definida como um grafo construido a partir da superposicao
das conexoes de todos os grafos de um GVT. Nesse processo, considera-se todas as conexoes
existentes no intervalo de tempo [t, ¢ + At) como se ocorressem em um unico instante t. O
que se obtém deste processo é um unico grafo ponderado que possui todas as caracteristicas
discutidas anteriormente, tais como: matriz de adjacéncia, grau ponderado, grau médio.
Neste trabalho, é construida a REA de todas as redes geradas em cada iteracao de

um simulagao do modelo de Redes de Interacao Preferencial, que sera desenvolvido no

Capitulo 3.
I
| Evolugdo Temporal >
V1 U1 U1
Vs v, [| Vs vy [[ Vs v, I
Vy Vs v Vs v 2
G(t1) G(tZ) G(tS) GRea(t)

Figura 16 — Construcao da Rede Estatica Agregada

Os pesos das conexoes de uma REA podem ter diversas interpretagdes que dependem
do sistema modelado. Um esquema da construgdo de uma REA é demostrado na Figura 16,
onde os grafos G(t1), G(t2) e G(t3) sao referentes aos tempos t1, ¢y e t3, respectivamente.
O grafo ponderado da Figura 16 representa a REA do intervalo de tempo (t; <t < t3). A

matriz de adjacéncia da REA é construida de acordo com o equagao (2.2), e os indices
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grau ponderado k e grau médio (k) podem ser calculados por intermédio da matriz de

adjacéncia juntamente com as Equagoes (2.4) e (2.5), respectivamente.

O formalismo dos GVT ¢ utilizado nas anélises de redes de diversas areas da
pesquisa cientifica. Santoro et al. [26] utilizam os GVT para analisar redes sociais. Na
Neurociéncia, este formalismo pode ser utilizado para analisar a conectividade funcional
do cérebro humano [27]. Podem ser utilizados ainda no estudo da dindmica epidémica,
como exemplo, o trabalho desenvolvido por Hugo Saba e colaboradores [28], onde sao
construidas redes de correlagao entre as ocorréncias de casos de dengue entre cidades do
estado da Bahia. Os detalhes do uso dos GVT, neste trabalho, sdo discutidos no préximo
capitulo. A subsecao seguinte traz um resumo de alguns dos principais modelos de redes

complexas.

2.6 Modelos de Redes Complexas

Com o objetivo de uma melhor compreensao da estrutura e do comportamento das
redes complexas, muitos modelos de redes tém sido propostos. No entanto, entender os
mecanismos de uma rede é uma tarefa inerentemente dificil, uma vez que envolve outras
complicagoes como, por exemplo, o padrao como os vértices se conectam pode mudar com
o passar do tempo; arestas podem aparecer e desaparecer, assim como podem ter pesos

diferentes associados a elas ou orientacoes diferentes.

Neste capitulo, sao apresentados trés modelos de redes bem estabelecidos na
literatura, sdo eles: O modelo de redes aleatérias de Erdos e Rényi (subsegao 2.6.1), o
modelo de redes de mundo pequeno de Watts e Strogatz (subsegao 2.6.2) e, o modelo
de redes livres de escala de Albert e Barabési (subsecao 2.6.3). Além destes modelos, a
subsegao 2.6.4 traz a descrigao de alguns modelos de redes posteriores ao modelo de Albert
e Barabasi, que sao fundamentados no conceito de crescimento, conexao preferencial e
redes ponderadas. Entender estes modelos é importante, uma vez que eles sdo as bases da

construcao do modelo desenvolvido neste trabalho.

2.6.1 Modelo de Redes Aleatoérias

Em 1959, Erdos e Rényi propuseram um modelo que tinha como objetivo descrever
todas as redes complexas em um tunico esquema. Este modelo foi denominado como o
modelo de redes aleatorias de Erdés e Rényi. Como o nome sugere, para construir as redes
deste modelo, elas foram representadas como sistemas aleatorios. Existem duas variacoes
deste modelo, embora a metodologia seja a mesma: usar probabilidade para construir redes
que sejam aleatérias. Os algoritmos destas duas variacoes estdao detalhados na subsecao a

seguir.
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O modelo de redes aleatérias é fundamentado em dois pressupostos simples. O
primeiro considera que o tamanho da rede ¢ fixo e permanece imutavel ao longo do tempo.
E o segundo consiste na predicao que todos os vértices, em uma determinada rede, tém
aproximadamente a mesma quantidade de conexoes ou igualdade nas chances de receber

novas arestas [4].

O modelo de redes aleatorias de Erdos e Rényi aborda valores médios, dessa forma
considere uma sociedade com 6 bilhdes de individuos, entao de acordo com este modelo, a
maioria dos individuos deveria possuir aproximadamente o mesmo niimero de conhecidos;
a maioria das empresas negociaria com aproximadamente o mesmo ntimero de outras
empresas; a maioria dos sites da Internet deveria ser acessado aproximadamente pelo
mesmo numero de visitantes. No entanto, é facil perceber que as previsoes baseadas por
este modelo diferem do comportamento observado na maioria das redes reais. Embora
nao seja adequado para descrever muitos sistemas reais, o modelo de Erdos e Rényi é de
fundamental importancia no estudo das redes, pois antes de sua introducao, este estudo

concentrava-se quase exclusivamente em grafos regulares [4].

Algoritmo do modelo de redes aleatérias de Erdos e Rényi

O modelo mais usual de redes aleatérias de Erdos e Rényi é denominado G(N,P),
onde N é o nimero de vértices da rede e P representa a probabilidade de conexao dos
vértices. Este modelo parte de um conjunto fixo de vértices V' = {vy,v9,v3,..., 05}
totalmente desconectados, e para cada vértice de V' é atribuido uma probabilidade P fixa
de haver uma aresta entre quaisquer pares destes vértices. Depois de definidos o conjunto
de vértices V' e a probabilidade P de conexao, arestas serao adicionadas a rede por meio

de um evento aleatério e independente.

Desta forma, suponha uma rede com N vértices e probabilidade P =1/2 =10,5. A
seguir, escolhe-se dois vértices desta rede e uma face qualquer de uma moeda, por exemplo,
a face cara. Se ao jogar a moeda: a face obtida for cara, uma aresta é adicionada a rede.
Caso contrario, outro par de vértices é escolhido e o procedimento ¢é repetido até que todos
os pares de vértices da rede tenham a chance de se conectarem. O valor esperado m para

a quantidade total de arestas em uma rede aleatoria com N vértices e probabilidade P é

dado por:
m = PMyaz, (2.12)
onde _
Mmaz = ]V(]\;l)u (213)

€ Mynqe indica o nimero maximo de arestas em uma rede simples.

O diagrama da Figura 17 traz outro exemplo de redes aleatérias G(N,P). Neste,
uma rede aleatéria com 6 vértices é construida para diferentes valores de P. A quantidade

de aresta na rede foi calculada por via da Equagao (2.12). Assim, para P = 0 a rede estéd
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completamente desconectada, como ilustra a Figura 17(a). Com o aumento do valor da
probabilidade P mais arestas surgem na rede, compare as Figuras 17(b) e 17(c). Quando
a probabilidade P atinge o seu valor maximo, ou seja, quando P = 1, todos os vértices

estao conectados e a rede se torna regular.

P=0 (a)l[P = 0.2 (b)I|P = 0.6 (c)|lP = 1.0 (d)

Figura 17 — Construcao do modelo de Redes Aleatérias G(N,P)

O outro mecanismo para gerar redes aleatorias de Erdos e Rényi é denominado
G(N,M), onde N é uma quantidade fixa de vértices e M é um ntmero fixo de arestas. Neste
modelo, apés serem definidos os valores fixos de NV e M, as redes sao criadas distribuindo-se
aleatoriamente as M arestas entre os N vértices. Neste modelo, os N vértices tém iguais

probabilidades de conexao.

Simplificadamente, neste modelo, é selecionado aleatoriamente um grafo G(N, M)
dentre o conjunto composto por todos os grafos que possuem um determinado ntimero
de vértices e de arestas. Enfatiza-se que todos os grafos deste conjunto sdo equiprovaveis.
Por exemplo, para a configuracdo N = 3 e M = 2, existem trés possibilidades de grafos
diferentes, como ilustrado na Figura 18, e cada uma delas possui a mesma probabilidade
P = 1/3 de ser selecionado. Neste caso, um grafo G(3,2) é obtido por meio da escolha

aleatoria de qualquer um dos grafos.

N=3 N=23 N=3
M=2 M=2 M=2
P=1/3 (a)|lp=1/3 (b)|P=1/3 (c)

Figura 18 — Construgdo do modelo de Redes Aleatérias G(N,M)

Por fim, os modelos G(N,P) e G(N,M) resultam em uma distribui¢do de graus que
se ajusta a uma distribuicdo normal. A justificativa deste comportamento esta no fato
de que no modelo G(N, P), cada possivel aresta é incluida de forma independente das
outras, e no modelo G(NN, M), ndo existe dependéncia entre o grafo escolhido e os demais
grafos do conjunto. Quando o niimero de vértices é tal que N — oo, a distribuicao de
graus pode ser aproximada por uma distribuicao de Poisson com grau médio dos vértices
dado por (k) = N P. Nestes modelos de redes aleatérias nao existem lagos ou multiarestas

e o coeficiente de aglomeragao C; é igual a probabilidade P.
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2.6.2 Modelo de Redes de Mundo Pequeno

No final da década de 1990, ao estudarem sobre as redes sociais, Duncan Watts
e Steven Strogatz desenvolveram um modelo de redes denominado Redes de Mundo
Pequeno. Para construir este modelo, foi utilizada a caracteristica de mundo pequeno,
descoberta por Stanley Milgram em 1967. Redes que apresentam tal caracteristica possuem
caminhos curtos entre seus vértices e alto coeficiente de aglomeracao em comparacao as
redes aleatérias. Como exemplo de uma rede de mundo pequeno, suponha uma rede de
amizades. Neste tipo de rede, é facil encontrar pessoas desconhecidas que tenham amigos
em comum, o que implica em um caminho curto entre as pessoas da rede. Além disso,
é comum que os amigos de uma pessoa da rede se conhecam entre si, este fato indica a

caracteristica de alta aglomeragao.

O modelo de redes de mundo pequeno agrega a propriedade de mundo pequeno
com o carater aleatério das redes de Erdos e Rényi, como é possivel ser conferido a seguir.
Resumidamente, neste modelo a quantidade de vértices da rede é fixa e eles sao dispostos
em circulo. Cada um destes vértices se conecta ao vizinho seguinte e aos seus vizinhos
mais proximos. Para incluir a propriedade de mundo pequeno, reconecta-se algumas destas
arestas escolhidas aleatoriamente na rede. A reconexao de poucas arestas nao so6 reduz
a distancia dos vértices escolhidos - caminho curto - mas também faz com que os seus

vizinhos imediatos fiquem mais préximos entre si - alta aglomeracao.

Embora o modelo de redes de mundo pequeno disponha de caracteristicas importan-
tes no estudo de redes complexas, as conexoes que sdo adicionadas neste modelo sao feitas
de forma inteiramente aleatéria. Consequentemente, tanto o modelo de redes aleatoérias
de Erdos e Rényi, quanto o modelo de redes de mundo pequeno de Watts e Strogatz
descrevem redes onde todos os vértices tém, aproximadamente, a mesma quantidade de

arestas.

Algoritmo do modelo de redes de mundo pequeno

O modelo de redes de mundo pequeno de Watts e Strogratz é construido a partir
de uma rede em formato circular, formada por N vértices conectados aos k vizinhos mais
proximos. Para inicializar o modelo, adota-se um sentido (hordrio ou anti-horério) de
varredura dos vértices e depois seleciona-se um vértice inicial v; qualquer. Entre os vizinhos
de v;, é escolhido outro vértice v;, como é ilustrado na Figura 19(a). Em seguida, acontece o
processo de reconexao, isto é, por meio de uma certa probabilidade P, a aresta que conecta
o vértice v; ao vértice v; € desconectada de v; e reconectada a outro vértice aleatério v;-,
como retrata a Figura 19(b). Neste modelo nao é permitido lagos ou multiarestas.

A quantidade total de reconexoes que é feita na rede é dada por n = PkN/2,

onde k representa o grau de cada vértice, calculado por meio da Equagao (2.3). Este
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Regular Mundo Pequeno Aleatoria

Aumentando a aleatoriedade

Figura 19 — Modelo de mundo pequeno. (Figura adaptada de [20])

procedimento de reconexao transforma uma rede regular em uma rede aleatéria sem
modificar a quantidade de vértices e arestas da rede. Visto que, para P = 0, o nimero de
reconexoes n é igual a 0 e a rede permanece regular, conforme a Figura 19(a). Quando
P = 1 todos as arestas da rede sdo conectados aleatoriamente, ver a Figura 19(c). O
modelo de redes de mundo pequeno esta situado na regiao intermediaria entre P = 0 e
P =1. Em redes que apresentam caracteristicas de mundo pequeno, o caminho minimo
médio entre dois vértices escolhidos aleatoriamente cresce proporcionalmente ao logaritmo

do niimero de vértices que esta rede possui.

2.6.3 Modelo de Redes Livres de Escala

No final da década de 90, Albert e Barabasi utilizaram um software para mapear a
topologia da rede da Web [4]. Com isso, esperava-se encontrar uma rede aleatéria onde as
péginas (vértices) tivessem, aproximadamente, o mesmo nimero de links (arestas), isto é,
todas as paginas da Web seriam igualmente populares. No entanto, a rede encontrada por
Albert e Barabési possuia uma topologia diferente da prevista, uma vez que ela dispoe de
muitos vértices com poucas arestas e poucos vértices com um numero extraordinariamente
grande de arestas. Devido a este comportamento, a distribuicao dos graus destes vértices

segue uma lei de poténcia [4].

No modelo de redes aleatorias, discutido anteriormente, a sua distribuicao de graus
segue uma curva normal e para N grande obedece uma distribuicao de Poisson. Nesta
distribuicao, o pico da curva indica que a maioria dos vértices da rede tem, aproximada-
mente, 0 mesmo grau, vértices com graus que se desviem da média sao raros neste tipo
de distribuicao (ver Figura 20(a)). Desta forma, a rede possui uma escala caracteristica,
representada pelo grau médio dos vértices e indicada pelo pico da distribui¢ao. Contrari-
amente, a distribuicao de graus de redes que segue uma lei de poténcia nao possui pico

em sua forma, como ilustra a Figura 20(b) e o desvio padrao desse tipo de distribuigao
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aumenta com o tamanho da rede. Por este motivo, redes em que a distribuicao de graus

obedece uma lei de poténcia sao definidas como redes livres de escala ou redes sem escala.

Para explicar a formacao de hubs, e consequentemente, a lei de poténcia encontrada
nas redes livres de escala, Albert e Barabdsi propuseram um modelo dindmico de redes
composto por dois processos: crescimento e conexao preferencial. O primeiro processo é
definido mediante a adicdo continua de novos vértices para o sistema. Por exemplo, em
uma rede de atores este mecanismo pode ser observado por meio da adi¢ao de novos atores
a rede. E o segundo processo, conexao preferencial, é definido como a tendéncia de que um
novo vértice da rede seja conectado a um vértice que possui um grau elevado de conexoes.
Por exemplo, em uma rede de atores, a probabilidade de um novo ator ser estreado com
os ja estabelecidos ¢ maior do que a probabilidade deste novo ator ser estreado com atores

menos conhecidos.

Para as redes livres de escala, estes processos precisam atuar juntos. O processo de
crescimento proporciona aos primeiros vértices da rede um tempo maior para obter mais
conexoes. Enquanto os ultimos vértices dispoem de menos tempo e, consequentemente,
realizarao menos conexoes. Embora os primeiros vértices adicionados a rede tenham mais
oportunidades de fazer conexdes do que os ultimos, apenas esse processo nao € suficiente
para explicar os hubs. Para isto, se faz necessario a atuacao em conjunto da conexao
preferencial. A conexao preferencial assegura que os vértices novos devem se conectar,
preferencialmente, com os vértices mais conectados da rede. Dessa forma, os primeiros
vértices mais conectados realizam cada vez mais novas conexoes. Com o passar do tempo,
esses vértices adquirem uma quantidade grande de conexdes; este processo da origem aos

hubs, e por conseguinte, a distribui¢ao em lei de poténcia.

Redes livres de escala sao observadas em varios sistemas, como, por exemplo,
na Internet, nas redes de atores, nas redes de citacao de artigos cientificos, nas redes
economicas, nas redes linguisticas, entre outras. Uma caracteristica importante das redes
livres de escala é que sdo muito resistentes a falhas®, pois como existem poucos vértices
muito conectados e muitos vértices pouco conectados, as chances de um hub ser escolhido
neste processo aleatério é pequena. No entanto, sio sensiveis & ataques’, pois a remocao
de um hub pode fazer com que muitos vértices da rede sejam desconectados, e o didmetro

da rede aumente.

Algoritmo do modelo de redes livres de escala

O modelo de redes livres de escala de Albert e Barabési [11] considera os processos
de crescimento e conexao preferencial. A construcao se inicia com uma rede pequena

de mg vértices, conectados entre si. Para agregar o mecanismo de crescimento, a cada

Processo que consiste da remocao aleatoria de um vértice.
Processo de remocgdo de vértices com alto grau.
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passo de tempo t um novo vértice com m arestas é adicionado a rede, onde m < my.
O novo vértice deve ser conectado a outros diferentes vértices que constituem a rede,
estas novas conexoes obedecem a condi¢ao de conexao preferencial. Para satisfazer a esta
condigao, é necessario analisar a probabilidade II(k;) de conexao de cada vértice v; da rede.
Esta probabilidade é calculada a partir do grau do vértice v;, por meio da Equagao (2.14),

e do somatoério dos graus de todos os vértices da rede, isto é,

(ki) = = (2.14)

Apos o final do processo de crescimento da rede, obtém-se uma rede livre de escala.
A Figura 20 traz um diagrama da construcao do modelo de redes livres de escala. Para
uma maior clareza das etapas que consistem este modelo, considere uma rede com tamanho
inicial igual a 3 vértices e quantidade de iteragoes igual a 5. Além disso, assuma que os

vértices adicionados a rede devem possuir somente uma aresta.

t=1

2/6

2/6

(a) (b)

2/14 5/14

(H

(g)

Figura 20 — Modelo de redes livres de escala de Albert e Barabasi

O modelo se inicia com uma rede pequena, como ilustra a Figura 20(a). E a cada
iteracao t sao calculadas as probabilidades de conexoes de todos os vértices da rede, por
meio da Equacao (2.14). No diagrama, os valores destas probabilidades estao especificados
préoximos de seus respectivos vértices. Em seguida, é escolhido um vértice para receber
uma nova conexao de acordo com o critério de conexao preferencial. Apds essa escolha,
o vértice selecionado é conectado com o novo vértice da rede e o processo é repetido t
vezes. Neste exemplo, sdo realizadas 5 iteragoes. No diagrama, os novos elementos (vértice

e aresta) de cada iteracdo estao especificados por meio da cor vermelha.

Na primeira iteracao, as probabilidades de todos os vértices sao iguais, o que
implica que todos os vértices tém iguais possibilidades de serem selecionados, situacao
ilustrada na Figura 20(b). Com o decorrer do tempo, as diferencas entre as probabilida-
des aumentam e, devido a conexao preferencial, os vértices com maiores probabilidades
adquirem maiores possibilidades de serem selecionados. Este comportamento é demons-

trado na Figura 20(c), (e) e (f). Todavia, nao ¢é eliminada a possibilidade de que vértices
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com probabilidades pequenas também sejam escolhidos, como o vértice escolhido na
Figura 20(d). Esse mecanismo conduz ao aparecimento de poucos vértices muito conecta-
dos (hubs) e muitos vértices com poucas conexoes. A Figura 20(g) mostra a topologia da

rede apés as 5 iteragoes. Por fim, o vértice azul da Figura 20 torna-se o hub da rede.

A combinacao destes dois fatores, crescimento e conexao preferencial, proporciona
aos hubs uma alta probabilidade de fazer novas conexdes. Consequentemente, o com-
portamento da distribuicao de graus de redes livres de escala nao sofre variagées com o
tempo. De outra forma, a topologia destas redes é composta de muitos vértices com poucas
conexoes e poucos hubs muito conectados, obedecendo a lei de poténcia P(k) ~ k™7, onde
~v > 0. Nessa expressao, k é o nimero de conexoes de um vértice e v é o expoente da lei
de poténcia, que descreve como a distribuicao muda em func¢ao do valor de k£, na maioria

das redes ~y varia entre 2 e 3.

A Figura 21 ilustra uma distribuicdo normal e uma distribuicdo em lei de poténcia.
Observe que na distribui¢do normal da Figura 21(a) a curva exibe um decaimento, de
forma extremamente rapida, em ambos os lados da média. Esse decaimento acontece de
forma muito rapida, e isso sugere que a probabilidade de existir vértices com o niimero
de conexoes que se desviam da média é desprezivel, ainda que sejam consideradas redes
muito grandes. Entretanto, para os modelos de redes livres de escala o decaimento da lei
de poténcia acontece de forma mais lenta, o que implica em uma probabilidade maior de

eventos extremos acontecerem, como pode ser observado na Figura 21(b).

Distribui¢éio Normal Distribuigdo Lei de Poténcia
d
S
J I
/A maioria dos vértices { Muitos vértices pouco
— possuem 0 mesmo numero ~|L conectados
& d 5 =2
5 e conexdes = ‘\
f‘ Alguns vértices com
t 7"‘\ muitas conexdes
Aqui, os vértices ndo sdo frf\r/
altamente conectados =T 1 L
)1
Wiy AA -y X
k k

Figura 21 — (a) Distribui¢ao normal e (b) Lei de poténcia. (Figura adaptada de [4])

2.6.4 Modelos com Redes Ponderadas

A partir de 1999, a vasta quantidade de sistemas reais que podem ser descritos
por meio de redes livres de escala proporcionou o desenvolvimento de diversos modelos
para este tipo de rede [29]. Geralmente, redes reais exibem uma grande heterogeneidade
na intensidade das conexdes [7,9]. No entanto, estas caracteristicas nao sdo consideradas
em redes com estrutura booleana, visto que as conexoes sao geralmente representadas

como estados binarios: presente ou ausente. Desta forma, muitos sistemas reais sao melhor
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representados por meio de redes ponderadas, nas quais o seu crescimento topolégico, na

maioria das vezes, estd relacionado com a evolugao dindmica do peso das arestas [8].

Em uma rede ponderada, o peso de uma aresta é definido como o ntimero de
acontecimentos de um evento [30]. Desta maneira, na rede mundial de aeroportos, o
peso das arestas representa a quantidade de poltronas disponiveis em vbos entre dois
aeroportos [30-32]. Na rede de colaboragao cientifica o peso representa a quantidade de

trabalhos que dois autores publicaram em parceria [3,31,33].

A seguir é apresentado a descri¢cao de alguns modelos de redes ponderadas posteri-

ores ao modelo de Albert e Barabdsi.

Exemplos de Modelos com Redes Ponderadas

Interessados em estudar os mecanismos de construgao de redes ponderadas e em
analisar as propriedades estatisticas deste tipo de rede, Lin e colaboradores [8] propuseram
um modelo simples de rede que se inicializa com Ny = m vértices completamente conectados
com arestas de peso wy, e a cada passo de tempo, uma das duas seguintes operagoes ¢é
realizada: com probabilidade p, vértices com m arestas de peso wy sao adicionados a rede,
onde as novas conexoes sao realizadas a partir da probabilidade de conexao de cada vértice
existente na rede. Ou com probabilidade 1 — p, vértices com alta probabilidade de conexao
sao selecionados para receber arestas. Se dois vértices desconectados sao selecionados,
uma nova ligagao, com peso wy, ¢ estabelecida. Todavia, se existe uma aresta entre estes
vértices, o peso desta aresta é aumentado em uma unidade. Por fim, este modelo gera
uma distribuicao de graus que segue uma lei de poténcia. A forma da lei de poténcia é

controlada pela probabilidade p.

Barrat e colaboradores, em [34], propuseram um modelo de rede em que a adicao de
novos vértices e arestas perturbam, pelo menos localmente, os pesos existentes. Este modelo
se inicializa com Ny vértices conectados por arestas de peso wy, e a cada passo de tempo
um novo vértice v; é adicionado a rede. Os novos vértices sdo conectados, preferencialmente,
aos vértices da rede que possuem alta probabilidade de conexao, por meio de uma aresta
de peso wy. Este peso induz um aumento de peso ¢; distribuido proporcionalmente entre
os pesos das arestas que conectam o novo vértice aos demais vértices da rede. Este modelo
gera um comportamento livre de escala para os pesos das arestas, para o grau ponderado

dos vértices e para a distribuicdo de graus dos vértices.

Em [35], Li e colaboradores apresentam um modelo de crescimento de redes
ponderadas. Neste modelo, o crescimento esta vinculado a adi¢do de vértices a rede, e as
conexoes que estes novos vértices fazem, consideram os pesos das arestas da rede. Além
do mais, cada novo vértice v possui um conjunto composto por M arestas escolhidas

aleatoriamente na rede. Para este conjunto de arestas, da-se o nome de mundo-local. Este
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modelo é iniciado com uma rede constituida por ny vértices completamente conectados
com arestas com o mesmo peso inicial wyp, no artigo é considerado wy = 1. A cada passo
de tempo, um vértice v com m arestas é adicionado a rede. O processo de crescimento da
rede é realizado da seguinte maneira: suponha que um novo vértice v com duas arestas é
adicionado a rede, e que sejam escolhidas M arestas desta rede para compor o mundo-
local de v. Devido ao mecanismo de conexao preferencial proporcional ao peso de cada
aresta, uma dentre as M arestas do mundo-local é escolhida, por exemplo, a aresta e;;,
e a ela é adicionado um acréscimo de peso 0. A primeira conexao que o vértice v faz
¢ com uma das extremidades da aresta e;;. Enquanto para a segunda conexao, existem
duas possibilidades: com probabilidade p, o vértice v se conecta a outra extremidade
da aresta e;; (ou seja, forma-se um tridngulo), ou com probabilidade 1 — p o vértice v se
conecta a extremidade de outra aresta ej escolhida no mundo-local de v, também de
acordo com o mecanismo de conexao preferencial. Neste caso, o peso da aresta ey, recebe
um acréscimo de 0. O peso de cada nova aresta ¢é fixado em uma unidade. A distribuicao
de peso desta rede exibe uma transicao entre a forma exponencial e a forma de lei de
poténcia. Além disso, é possivel gerar redes com coeficiente de aglomeracao alto, como por

exemplo, igual a 0,8, a depender do ajuste do parametro p.

Outros modelos de redes livres de escala podem ser encontrados em [9,29,30,35-43].

A descricao do modelo desenvolvido neste trabalho segue no proximo capitulo.



3 Redes de Interacao Preferencial

Redes complexas que representam sistemas reais geralmente exibem um comporta-
mento dindmico, como a adi¢cdo ou remocao de vértices, e consequentemente de arestas.
Nos modelos de redes nao ponderadas, ou seja, que nao consideram o peso w;; das arestas,
diz-se que estas assumem uma estrutura bindria, onde a aresta representa apenas a presenca
ou auséncia de interacoes entre os vértices. Enquanto em redes ponderadas, o peso das
arestas fornece uma maneira natural para representar a forca da interacao entre os vértices.
Isto é, por meio das redes ponderadas, é possivel obter mais informacoes sobre as conexoes
estabelecidas [30].

Inspirado no modelo de rede desenvolvido por Barabési e Albert [11], desenvolvemos
as Redes de Interacao Preferencial-RIP para estudar a evolucao de redes ponderadas que
consideram a adi¢do de pesos nas arestas e as probabilidades de conexao tanto dos vértices,
quanto das arestas. Este modelo é composto por dois processos: crescimento do peso das
arestas, isto é, a cada iteragdo um acréscimo de peso Aw constante é adicionado a uma
aresta da rede; interagao preferencial, ou seja, quanto maior for o peso de uma aresta,

maior é a probabilidade dela receber novos acréscimos de peso.

A construcao das RIP é descrita a seguir. Por meio da Figura 22 é possivel

acompanhar o desenvolvimento desta estrutura:

e Inicializacao: Definimos uma rede totalmente conectada e regular de grau N — 1,
onde N é o numero de vértices. A cada aresta da rede é atribuido um peso
inicial w;; = 1. Neste modelo, nao existem lacos ou mais de uma aresta entre dois
vértices. A Figura 22(a) traz um exemplo de uma rede formada por 4 vértices. De
acordo com as condigdes do modelo, essa rede deve ser regular de grau 4 — 1 e todas

as suas arestas possuem peso igual a 1.

e Evolucao dos Pesos: A cada passo do tempo t ' é calculada a probabilidade P; de
conexao de cada vértice v; em relagao a todas as conexoes existentes na rede. Para
tanto, é necessario considerar o peso w;; das arestas conectadas ao vértice v;, e a

soma de todos os pesos w;; das arestas da rede, de acordo com a equagao:

N
Zj:l Wi

N N :
i=1 Zj:1 Wsj

o indice ¢ deve ser diferente de j, uma vez que nao consideramos lagos na rede.

P = (3.1)

No exemplo do diagrama 22(b), o peso da aresta estd simbolizado pela espessura;

quanto maior for o seu peso, mais espessa sera a aresta.

L0 tempo t é identificado como a quantidade de iteracdes.
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Uma vez calculadas todas as probabilidades P;, o primeiro vértice v; é escolhido. Na
primeira iteracao, todos os vértices possuem as mesmas probabilidades de conexao.
Com o passar do tempo, as diferencas entre as probabilidades P; de conexao dos
vértices aumentam. Logo, os vértices com maiores probabilidades tém mais chance

de serem selecionados. No exemplo da Figura 22(c), o vértice v; é escolhido.

O passo seguinte ¢ escolher o segundo vértice, denominado v;. Nesta etapa, ¢ realizada
uma andlise das probabilidades F;; de todas as arestas conectadas com o vértice v;.
No célculo desta probabilidade, ¢ considerado o peso w;; da aresta que liga os
vértices v; e v;, e o somatoério dos pesos de todas as arestas conectadas ao vértice v;,

de acordo com
wij

N )
Zj:1 Wi

o indice 7 deve ser diferente de j, uma vez que nao consideramos lagos na rede.

Pij = (3-2)

Para escolher o vértice v;, é necessario fazer a seguinte analise: quanto maior F;j,
maior ¢ a probabilidade possibilidade do vértice v; ser selecionado como o segundo

vértice de uma iteragao.

Diante disso, na Figura 22(d) sao calculadas todas as probabilidades das arestas
conectadas ao vértice vy, ou seja, as probabilidades P, Pi3 e P4 referentes as arestas
entre os vértices e; = (v1,v9), €2 = (v1,v3) € e3 = (vy,v4). Em seguida, uma dessas
probabilidades é escolhida, preferencialmente aquela que tiver o valor mais alto. Na
ilustragao da Figura 22(d), apds as probabilidades de todas as arestas que estao

conectadas a vy serem calculadas, o vértice v, é sorteado.

Depois de selecionados os vértices v; e vj, deve-se aumentar a intensidade da conexao
entre estes vértices. Isto é possivel por meio da adi¢do de um determinado acréscimo
de peso Aw ao peso w;; da aresta entre os vértices v; e v;, ou seja, da aresta
ex = (v;,v;). Desta forma, é adicionado ao peso w4 da aresta e3 = (vq,v4) uma

variacao Aw, de acordo com a Figura 22(e).

Por fim, o peso w;; da aresta selecionada ¢ atualizado(ver Figura 22(f)), e o processo
é repetido t vezes. Dessa forma, a construcao das RIP considera trés parametros,
especificamente: a intensidade do acréscimo de peso Aw que é adicionado a uma
aresta, a quantidade de iteracoes t que sao realizadas em uma simulagao e o nimero
de vértices da rede. No fim da simulacao, para construir os GV'T basta considerar
a rede correspondente a cada instante de tempo ¢. Depois de construido os GVT é
possivel gerar a REA, por meio do somatério de todas as conexdes realizadas durante

o tempo de vida da rede; no entanto, as conexoes iniciais devem ser desprezadas.

Para uma maior clareza das etapas que constituem as RIP, construimos trés
fluxogramas que descrevem o algoritmo proposto. O fluxograma da rotina principal

deste modelo esta descrito na Figura 23, por meio dele é possivel acompanhar todos as



Capitulo 3. Redes de Intera¢io Preferencial

32

Inicializagdo:

Numero de vértices N = 4.
Peso das arestas w;; = 1.
Grafo regular de grau 3.
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Figura 22 — Redes de Interacao Preferencial

etapas da implementagao do algoritmo. As agoes denominadas "Sub-rotina 1" e "Sub-
rotina 2" demandam uma descricdo com maiores detalhes; essas agoes sao referentes ao
procedimento utilizado na escolha dos vértices e das arestas com maiores probabilidades. Os
detalhes destas implementagoes sdo encontrados nos fluxogramas da Figura 24(a) e 24(b),
respectivamente. Ainda na Figura 23, a acao definida como "Gera relatorio” tem a funcao
de imprimir em um arquivo de texto a distribuigao normalizada dos pesos w;; das arestas

da REA, construida no término do tempo t¢.

Apés calculada a distribuicao dos pesos das arestas, essa distribuicao é escalada
com valores que variam no intervalo de 0 até 1, por meio da equagao abaixo:

/

Wi — w;;
o () tImin
wij = , (3.3)
Wijmaz — Wijmin
onde w;; ¢ o peso escalado da aresta que conecta o vértice v; ao vértice v, ng é 0 peso

dessa mesma aresta antes de ser escalada, w;j,,,. € w;;, ., sao os pesos da aresta que possui
peso maximo e minimo da rede, respectivamente. Dessa forma, a aresta com maior peso
é reescalada e assume o valor 1 e a com menor peso assume o valor 0. As arestas com
pesos intermedidrios tem seus novos valores compreendidos na faixa de 0 a 1. Por fim, é

calculada a probabilidade acumulada complementar dos pesos das arestas.

Como citado anteriormente, as Figuras 24(a) e 24(b) trazem os fluxogramas da cons-

trucao das sub-rotinas que escolhem os vértices e as arestas. As RIP foram implementadas na
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Figura 23 — Rotina Principal

linguagem de programagao C++ e foi utilizado o IDE multi-plataforma Qt Creator 5.5.0.

Podemos ver nos fluxogramas da Figura 24 que, para construir estes algoritmos,

precisamos de um gerador de nimeros aleatérios. Contudo, devido a impossibilidade

computacional de gerar nimeros verdadeiramente aleatorios, utilizamos a Classe random

_ dewvice da biblioteca random para gerar niimeros pseudo-aleatérios. A escolha desta Classe

se deve ao fato dela possuir um limite grande de niimeros pseudo-aleatdrios, ou seja, existe

uma faixa extensa de valores que podem ser selecionados, sem que estes niimeros sejam

repetidos. A biblioteca random é responsavel por gerar nimeros pseudo-aleatérios. De

acordo com [44], estes ntimeros sdo denominados assim, pois parecem aleatérios, mas sao

efetivamente pré-determinados. Geradores de nimeros pseudo-aleatorios sao algoritmos
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que usam féormulas matemaéticas ou tabelas pré-calculadas para produzir sequéncias de

numeros que parecem distribuidos aleatoriamente.

SUB-ROTINA 1 SUB-ROTINA 2
Inicio t Inicio ]
- V: - v:
Sorteia aleatoriamente Sorteia aleatoriamente uma
um vértice v; aresta e, = (vi, vj) que esteja
conectada ao vértice v;
A\ 4 ¢
Sorteia um numero aleatério r Sorteia um numero aleatério r
pertencente ao intervalo [0,1] pertencente ao intervalo [0,1]
com distribuicdo uniforme com distribui¢cao uniforme
Nao Nao
Sim Sim
Seleciona o vértice v; Seleciona a aresta
e = (vi, U])
Fim Fim
N J (a) (b)

Figura 24 — Sub-rotinas

A sub-rotina 1 é referente a escolha do vértice v; de acordo com a probabilidade P,
de conexao. Seguindo a Figura 24(a), a sub-rotina 1 se inicia com a escolha aleatéria de
um vértice v; com probabilidade P;. Em seguida, ¢ escolhido um valor pseudo-aleatoério r,
pertencente ao intervalo entre os nimeros 0 e 1 e distribuido uniformemente. Depois, é
feita uma comparacao da magnitude entre o ntimero r e o valor da probabilidade P;. Se a
probabilidade P; for maior ou igual ao valor de r, o vértice v; é escolhido efetivamente.
Caso o valor da probabilidade P; seja menor do que o valor de r, outro vértice v e niimero
pseudo-aleatorio r serao selecionados. A justificativa para o nimero r pertencer ao intervalo
0, 1] esta na condicdo de que para se fazer a comparagao da magnitude entre as medidas
de P; e r, elas devem estar na mesma escala. Sendo assim, como a probabilidade é uma

grandeza normalizada, os valores de r devem estar normalizados.

Para entender melhor como a comparacao entre o valor da probabilidade P; de
conexao do vértice v; e o nimero pseudo-aleatorio r permite selecionar os vértices com mai-
ores probabilidades, vamos explorar o seguinte exemplo: escolhemos um vértice v; qualquer

com probabilidade de conexdo P;. Se o vértice escolhido possuir uma probabilidade P;
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relativamente grande, a faixa de valores possiveis para r que satisfacam a condicao r < P,
¢ grande (ver Figura 25(a)), e o vértice v; provavelmente sera escolhido. No entanto, nao
excluimos a possibilidade de que o valor pseudo-aleatoério escolhido para r seja maior
que P;. Portanto, mesmo que o vértice v; tenha uma probabilidade grande de ser escolhido,
um outro vértice pode ser selecionado. Por exemplo: se P; = 0, 8, existem infinitos valores
possiveis para r que obedecam a condicao r < 0,8, ou seja, existem muitas chances do
vértice v; ser selecionado. No entanto, » pode assumir um valor maior que 0, 8, a dizer,

0,9, e outro vértice é escolhido.

_1 _1
P;
T Pi
g
10 10
(a) (b)

Figura 25 — Probabilidade. (a) P; grande (b) P, pequena

Por outro lado, se a probabilidade P; do vértice v; for pequena, a faixa de valores
em que r pode assumir de forma que cumpram a condicao r < P;, é menor do que na
situacao anterior (ver Figura 25 (b)). Assim, quanto menor for P;, menor é a probabilidade
do vértice v; ser sorteado. Contudo, é possivel. Isto ocorre apenas para valores de r
que sejam menores do que o valor de P;. Por exemplo, se o vértice v; escolhido possuir
probabilidade P; = 0, 2, o valor que r deverd assumir para que o vértice v; seja sorteado
deve ser menor do que 0,2. Consequentemente, a probabilidade destes vértices serem
escolhidos é pequena. Esta situacao favorece, contudo, que vértices com probabilidades

grandes sejam selecionados.

Este modelo foi executado diversas vezes, a partir da variacdo dos parametros:
numero N de vértices, quantidade de iteragoes t e acréscimo de peso Aw. As discussoes

referentes a estas variagoes sao apresentadas no préximo capitulo.



4 Resultados

Neste capitulo, analisamos as Redes de Interagao Preferencial. Na primeira secao,
analisamos os parametros deste modelo. Na se¢do posterior, comparamos as distribuicoes
de pesos geradas por meio do modelo com as distribui¢oes construidas a partir de sinais
do EEG. Os softwares que utilizamos para a construcao dos graficos e das redes dispostas

neste trabalho foram o OriginPro 9 e o Gephi 0.8.1 beta, respectivamente.

4.1 Anadlise dos parametros das RIP

Como discutido anteriormente, o modelo de redes que elaboramos depende de trés
parametros, sao eles: o acréscimo de peso Aw de uma aresta, o nimero de iteracgoes t
e o tamanho da rede N. Para analisar a influéncia de cada um desses pardmetros na
construcao das nossas redes, nés as simulamos computacionalmente para uma série de
valores de cada parametro. Depois, construimos os graficos, em escala logaritmica, da
distribui¢do acumulada complementar dos pesos das arestas de cada rede simulada e, por

fim, construimos estas redes visualmente.

Analisamos os parametros por meio do seguinte procedimento metodolégico: Es-
colhemos um parametro que queremos investigar e depois realizamos simulacoes para
varios valores deste, mantendo os demais fixos. Veremos, posteriormente, que o efeito
do acréscimo de peso depende do tamanho da rede. Em vista disso, as andlises destes

parametros foram realizadas em conjunto.

Antes de comecar as analises, destacamos alguns pontos: com o grafico da distribui-
¢ao acumulada complementar dos pesos das arestas, obtemos a probabilidade de uma aresta
escolhida aleatoriamente na rede ter seu peso igual ou maior que um determinado peso w;;.
Os pesos w;; estdo compreendidos no intervalo de 0 a 1, por meio da Equagao (3.3). A
distribuicao acumulada complementar dos pesos das arestas é feita a partir da REA, discu-
tida no Capitulo 2, especificamente, na Secao 2.5. Como veremos, as redes que representam
essas distribui¢oes nao sdo completamente conectadas, como determina a inicializacao das
RIP (ver Capitulo 3), pois, nestas andlises, estamos interessados apenas nos pesos que
foram adicionados a rede em algum momento dos GVT. Devido a isso, na representagao
das nossas redes, para os vértices que nao fazem nenhuma conexao, esta subentendido
que eles possuem apenas as arestas da inicializagao. Por fim, é importante notar que nas
representacoes das nossas redes, quanto maior for a espessura das arestas, maior serd o

seu peso.
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4.1.1 Analise do efeito das iteracdes nas RIP

Para entender como a quantidade de iteracoes realizadas em uma simulacao intervém
no comportamento das redes que geramos, construimos uma sequéncia de redes com
tamanho igual a 10,100 e 1000 vértices, e consideramos que, nessas simulagoes, todas as
redes receberam acréscimos de peso igual a 10 unidades. As simulacoes foram realizadas
para t = 10° iteragoes, depois 10° iteragoes, e assim por diante, até t = 107 iteracoes, como
ilustra os graficos da Figura 26, com excegdo apenas para a rede da Figura 26(c), pois
devido a problemas computacionais, especificamente a memoéria das maquinas utilizadas,

nao foi possivel realizar simulacdes para t acima de 10° iteracoes.

Rede com 10' vértices e Aw = 10 unidades Rede com 10? vértices e Aw = 10 unidades
10°5 . i
10° Ll ]
- | ]
104 E
n
_ .l.:. " N []
= e -, )
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E ®  10%iteragBes L] . E = 10%iteragdes .
o 104 10° iteragdes PR ] e 10° iteragdes \‘ "
= 10*iteragbes . 10°4 " 10° iteragbes " i
10° iteragdes - 10° iteragdes " -
= 10°iteragdes - = 10°iteragdes i
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0.0 5.0x10™ 1.0x10° 0.0 5.0x10* 1.0x10°
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Figura 26 — Efeito do niimero de iteragoes nas RIP. (a) 10 vértices; (b) 100 vértices; (c)
1000 vértices.

De acordo com as RIP, independente do tamanho da rede, quando aumentamos o
numero de iteracoes, mais acréscimos de pesos sdo inseridos na rede. Estes acréscimos de
pesos modificam a rede de duas formas distintas: podem provocar um aumento no peso
das arestas que foram escolhidas em algum momento das iteragoes, ou, podem aumentar a
quantidade de arestas diferentes escolhidas em uma simulacao. Ambos processos aumentam
o peso das arestas selecionadas. Dessa forma, podemos dizer que, para os graficos das
distribuicoes de uma série de simulacoes de redes em que sao considerados tamanho

e acréscimos de peso fixos, quanto maior for a quantidade de iteracoes realizadas na
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simulacao, maior sera a quantidade de pontos nas curvas que representam estas redes, ou
seja, essas redes possuiram um nimero maior de arestas com pesos distintos. Isso pode ser
conferido por meio dos graficos da Figura 26. Na secdo seguinte, veremos que a depender
da intensidade do acréscimo de peso que é adicionado a rede, esse comportamento pode

ser modificado.

105 iteracdes 108 iteragdes 107 iteragdes

Figura 27 — Redes com 10 vértices e acréscimo de peso igual a 10 unidades

O efeito do niimero de iteragoes é o mesmo independente do tamanho da rede. Desta
forma, vamos admitir uma rede de tamanho NN e verificar detalhadamente como o efeito
do niimero de itera¢oes pode modificar esta rede. Por meio da Figura 26(a), observamos,
como esperado, que para uma rede com 10 vértices e acréscimo de peso Aw igual a 10
unidades, quanto maior for o nimero de iteragoes, maior serd a diversidade de pesos
na rede. Basta comparar os pontos vermelhos referentes a 100 iteracoes com os pontos
referentes as demais iteragoes. Para visualizar de forma mais clara como a quantidade de
iteracoes modifica a rede, a Figura 27 traz as redes correspondentes as distribuicoes da
Figura 26(a) e, novamente, confirmamos que a quantidade de arestas escolhidas em uma

rede é maior de acordo com o aumento da quantidade de iteragoes.

O numero méaximo de arestas de uma rede simples é calculado por meio da
Equacao (2.13). Desta forma, para uma rede com 10 vértices, o nimero méximo de
arestas é igual a 45. Vamos considerar uma simulacao de uma rede com 100 iteracoes. Isso
implica que, em cada uma das 100 iteracoes, uma das 45 arestas possiveis de G' tem o
seu peso modificado, de maneira que, no final das iteracoes, 100 acréscimos de peso sao

adicionados a rede. De outra maneira, o nimero de iteragoes t especifica a quantidade
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de acréscimo de peso Aw que é adicionado a rede. No entanto, a quantidade de arestas
diferentes escolhidas em uma simulacgao, depende da intensidade do acréscimo de peso que

é adicionado a rede e também da propriedade de interacao preferencial do modelo.

Para este caso, por se tratar de uma rede pequena, trouxemos na Figura 1 a
matriz de adjacéncia da REA construida para a rede da curva em vermelho do grafico
da Figura 26(a) e na Figura 2 é apresentada a matriz de adjacéncia para a curva verde

escuro, correspondente a 107 iteracoes, novamente da Figura 26(a).

0 4,54 x 1072 0 7,27 x 1071 0 0 8,64 x 1071 | 4,54 x 1072 0 0
4,54 x 1072 0 0 0 0 0 2,73 x 1071 [ 9,09 x 1071 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 4,54 x 1072 0
7,27 x 1071 0 1 0 0 0 1,82 x 1071 0 1,82 x 1071 0
0 0 0 0 0 0 0 1,82x 1071 0 0
0 0 0 0 0 0 0 4,54 x 1072 0 0
8,64 x 1071 | 2,73 %x 1071 0 1,82x 107! 0 0 0 4,54 x 1072 0 0
4,54 %1072 | 9,09 x 1071 0 0 1,82x 107! | 4,54 x 1072 | 4,54 x 1072 0 0 0
0 0 4,54 %1072 | 1,82 x 1071 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 1 — Matriz de adjacéncia para uma rede com 10 vértices e 100 iteracoes

Por meio da matriz de adjacéncia para 100 iteracoes (ver Figura 1), nota-se que
apenas 13 arestas, do total de 45 arestas foram escolhidas ao longo da simulagao para
ter o seu peso modificado. E importante mencionar que a matriz de adjacéncia é uma
matriz simétrica e como assumimos redes sem lagos os elementos da diagonal principal
sao nulos. Para saber a quantidade de arestas da rede que é representada pela matriz de
adjacéncia, é necessario somar a quantidade de elementos diferentes de zero que estao

acima da diagonal principal.

O motivo de apenas 13 arestas, isto é, aproximadamente 29%, das arestas tenham
sido escolhidas para ter o seu peso alterado, estd relacionado com a caracteristica de
interacao preferencial do modelo. Essa caracteristica contribui para que sejam escolhidas
poucas arestas na rede para ter o peso modificado, posto que, se em uma dada iteragao,
uma aresta que ja tenha sido selecionada em algum momento for selecionada outra vez, o
peso desta aresta e, consequentemente, a sua probabilidade de ser selecionada mais uma
vez, torna a crescer. De forma analoga, uma aresta que é selecionada pela primeira vez tem
0 seu peso e a sua probabilidade de acontecer novamente aumentadas, consequentemente,
esta aresta passa a fazer parte do conjunto de arestas que sao escolhidas quase sempre nas

iteracoes subsequentes.
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0 3,48 %1072 | 1,41x 1073 | 4,68 x 1071 | 2,90 x 107* 0 1 436 %1072 | 1,17 x 1073 0
3,48 x 1072 0 1,49 x 1072 0 0 3,78x 1076 [ 9,91x 1072 | 8,10 x 107! | 5,49 x 1073 0
1,41 x 1073 | 1,49 x 1072 0 833 x 107! | 3,40 x 1076 0 2,86 x 1073 0 2,98 x 1072 0
4,68 x 1071 0 8,33 x 107t 0 1,03x 1072 | 5,02 x 107* | 5,60 x 1072 0 1,34 x 107! 0
2,90 x 107* 0 3,40 x107¢ | 1,03 x 1072 0 3,62 x 1073 0 1,53 x 107! | 589 x 1073 0
0 3,78 x 107° 0 502 % 107* | 3,62 x 1073 0 1,51x 107 | 2,98 x 1072 | 4,20 x 10™* 0
1 9,91x 1072 | 2,86 x 1073 | 5,60 x 1072 0 1,51 % 1076 0 3,17 x 1072 | 9,77 x 1073 0
436 %1072 | 8,10 x 1071 0 0 1,53 x 107! | 2,98 x 1072 | 3,17 x 1072 0 7,18 x 107 0
1,17%x 1073 | 549 x 1073 | 2,98x 1072 [ 1,34 x 107! | 589 x 1073 | 4,20 x 107* | 9,77 x 1073 | 7,18 x 1075 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 2 — Matriz de adjacéncia para uma rede com 10 vértices e 107 iteracoes

Quando o numero de iteragoes t aumenta, maiores sao as chances de novas arestas
serem escolhidas para ter o seu peso alterado. Em vista disso, como podemos conferir na
Figura 2, para 107 iteracoes, aproximadamente 64.4% das arestas da rede sdo escolhidas
para terem os seus pesos alterados. O aumento do ntiimero de iteragées proporciona o
aparecimento de uma quantidade maior de pesos na rede. O motivo para a diversidade dos
pesos das arestas da rede se deve ao fato de que todos os acréscimos de peso sao adicionados
em apenas uma parcela do conjunto total de arestas, assim as repetidas iteragoes nessa

parcela diversificam o peso destas arestas.

Por ultimo, é importante notar que nas redes da Figura 26, os valores da probabili-
dade acumulada complementar das arestas de uma rede tendem a diminuir a medida que
o numero de iteragoes aumenta. Isso condiz com o esperado, uma vez que a quantidade de
pesos diferentes das arestas aumenta. Dessa forma, os valores da probabilidade acumulada
complementar dos pesos das arestas é maior na matriz de adjacéncia da Figura 1 do que

na da Figura 2.

Ao se considerar a Equacao (3.3), o nimero de iteragoes e a interagao preferencial,
observa-se que, quanto maior for a diferenca entre os pesos minimo e o maximo de uma
rede, mais as curvas das distribuicoes do peso normalizado atingira pesos menores. Diante
disso, para as redes que foram simuladas para um nimero maior de conexoes, como por
exemplo 107 iteracdes (ver a Figura 26 (a)), as suas distribuicdes de pesos das arestas

alcancam uma escala de peso menor do que as demais curvas deste gréfico.

Embora tenhamos detalhado apenas o grafico da Figura 26(a), estas anélises

satisfazem os demais graficos da Figura 26.
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4.1.2 Analise dos efeitos dos acréscimos de peso e do tamanho da rede

Na subsecao anterior, mostramos como a quantidade de iteracdes modifica as
RIP. Constatamos que, em uma sequéncia de simulagoes em que sao considerados fixos a
intensidade do acréscimo de peso e o tamanho da rede, o efeito da quantidade de iteragoes
é aumentar o namero de arestas escolhidas para ter o seu peso alterado, assim como
aumentar a diversidade dos pesos das arestas da rede. Comentamos, anteriormente, que
o numero total de arestas escolhidas ao final das itera¢bes de uma simulagao depende
da intensidade do acréscimo de peso que é adicionado na rede. Nesta subsecao, vamos

entender como o acréscimo de peso Aw modifica as RIP.

O efeito do acréscimo de peso adicionado a uma aresta depende do tamanho da
rede analisada. Desta forma, consideramos trés redes com tamanhos distintos, a saber: 10,
100 e 1000 vértices, e entao, avaliamos o comportamento de cada uma destas redes para
diferentes valores do acréscimo de peso. Nessas simulacoes, foram realizadas 10° iteracoes,
pois, devido a quantidade de pesos diferentes para este niimero de iteracoes, é possivel ter

um melhor entendimento do comportamento destas redes.

Rede com 10 vértices / 10° iteragdes Rede com 100 vértices / 10° iteracdes
. : . ] - , , _
10°1 ] -
.
n
. 10™ - 4
— (] —
= - » =
= [ ] ™ = --
T " . T 1074 .. 4
) . = Aw = 10 unidades \ "
10 1 = Aw = 100 unidades h . "
»  Aw = 10 unidades " 101 = 4w =1000 unidades . |
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Aw = 1000 unidades " = Aw = 10000 unidades
0.0 5.0x10™ 1.0x10° 0.0 5.0x10™ 1.0x10°
Wij Wij

Rede com 1000 vértices / 10° iteragbes

P(wij)

= Aw = 10 unidades .

10*4 = Aw =100 unidades [ E
Aw = 1000 unidades L

= Aw = 10000 unidades .

0.0 5.0x10™ 1.0x10°

Figura 28 — Efeito dos acréscimos de pesos nas RIP. (a) 10 vértices; (b) 100 vértices; (c)
1000 vértices.

Antes de iniciar as analises individuais dos graficos da Figura 28, é necessario

recapitular algumas consideragoes sobre o funcionamento do modelo. O peso adicionado
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em uma aresta influencia a probabilidade dessa aresta ser selecionada novamente, de acordo
com a Equacao (3.2). Em vista disso, quanto mais uma aresta for escolhida e quanto maior
for o acréscimo de peso que é adicionado a ela, maior é a probabilidade dessa aresta ser
selecionada outras vezes. Veremos posteriormente que devido a este processo, quanto maior
for o acréscimo de peso adicionado a uma aresta, menor serda a quantidade de arestas
diferentes escolhidas na rede para ter o peso modificado, uma vez que as arestas escolhidas

no inicio das iteracoes sao repetidas varias vezes durante toda a simulacgao.

Considere uma rede composta por 10 vértices. Nesta rede, foram adicionados
acréscimos de peso igual a 10, 100 e 1000 unidades em cada simulagao, como pode ser
conferido no grafico da Figura 28(a). J& sabemos que o nimero méaximo de arestas para
uma rede com 10 vértices é igual a 45 arestas. Desta forma, em cada uma das 10° iteracoes,

uma das 45 arestas possiveis é escolhida para ter o seu peso modificado.

Por meio da Figura 28(a), percebemos que na rede em que foi considerado um
acréscimo de peso igual a 10 unidades a diversidade dos pesos ¢ maior do que nas demais
redes. Ou seja, esta rede apresenta mais pontos na curva de distribuicao, do que as redes
em que foram adicionados valores de Aw maiores. O motivo desse comportamento se deve
ao fato de que ao adicionar um acréscimo de peso pequeno a rede, ele nao é capaz de
intensificar o peso das arestas escolhidas ao ponto que a interacao preferencial se tornar
evidente o bastante para que apenas as mesmas arestas sejam repetidas. Neste caso, a
parcela alta de arestas escolhidas e o nimero grande de iteragoes que sao realizadas sob

essa parcela de arestas viabilizam uma diversidade maior de pesos na rede (ver Figura 29).

< €

Aw = 10 unidades Aw = 10? unidades Aw = 103 unidades

Figura 29 — Redes com 10 vértices e diferentes valores para o acréscimo de peso

De forma analoga, quando o acréscimo de peso for igual a 100 unidades, uma
quantidade menor de arestas, se comparado ao caso anterior, for escolhida para ter o peso
modificado (ver a curva em vermelho da Figura 28(a)). A justificativa para a redugao
da quantidade de arestas selecionadas ao fim das simulagoes esta relacionada com a
intensidade do acréscimo de peso que ¢é adicionado. Quando o peso de uma aresta é

aumentado em 100 unidades, a sua probabilidade de ser selecionada novamente cresce
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em relacao as demais arestas da rede. Com o decorrer das iteragoes, poucas arestas sao
escolhidas para terem os seus pesos modificados, e as escolhidas adquirem probabilidades
tao altas que dificilmente uma aresta que nunca tenha sido escolhida seja selecionada
pela primeira vez. As arestas com pesos altos, se comparados aos demais, podem ser
denominadas arestas hubs. Neste caso, a pouca diversidade de peso esta relacionada com
a menor quantidade de arestas. Obviamente, devido a interagao preferencial, quanto maior
for o acréscimo de peso adicionado as arestas, maior sera a faixa de pesos que a rede

alcanca e menor serd a diversidade dos pesos das arestas da rede.

Para o ponto verde da Figura 28(a), temos o caso de uma rede pequena, a
saber 10 vértices, que recebe um acréscimo de peso grande, se comparado ao seu ta-
manho. Nesta situacao, devido a intensidade do acréscimo de peso, a probabilidade da
primeira aresta escolhida assume um valor tao superior as demais, que nenhuma outra
aresta ¢ escolhida durante toda a simulagao. Como ilustra a Figura 29, a rede gerada por
meio desta simulacao é composta apenas por uma aresta que recebe um acréscimo de peso

de 1000 unidades em cada uma das 10° iteracdes.

Por fim, o processo de escalamento dos pesos permite afirmar que: quanto maior for
a diferenca entre o valor do peso maximo e do peso minimo das arestas da rede, mais a curva
de distribuicao destes pesos alcancara pesos menores na escala compreendida entre 0 e 1.
Em simulagoes em que sao considerados acréscimos de pesos grandes se comparados ao
tamanho da rede, o mecanismo de interagao preferencial provoca uma diferenga relevante
entre o valor do peso maximo e do peso minimo da rede. Estas observagoes justificam a
curva em que é considerado Aw = 10? unidades alcancar pesos menores do que a curva
para Aw = 10 unidades. Notadamente, ndo podemos usar este argumento para a simulacao
em que o acréscimo de peso é equivalente 10° unidades, uma vez que a sua distribuicdo de
pesos se reduz a um ponto, onde se concentram todos os acréscimos de pesos adicionados

a rede.

A partir daqui, vamos analisar as distribui¢oes da Figura 28(b), onde sdo considera-
das redes com 100 vértices; estas redes podem ser visualizadas na Figura 30. Por meio da
Equacao (2.13), sabemos que uma rede com 100 vértices possui 4950 arestas. As andlises
seguintes sao realizadas de forma analoga as situagoes anteriores, isto é, vamos avaliar o

comportamento da rede ao considerar diferentes valores de Aw.

Visto que na metodologia do modelo, o calculo da probabilidade do vértice considera
os pesos de todas as arestas da rede, ver Equagao (3.1), na simulagao de uma rede composta
por 4950 arestas, um acréscimo de peso igual a 10 unidades adicionado a uma aresta nao
é capaz de elevar substancialmente a sua probabilidade a ponto que ela ocorra com maior
frequéncia do que as demais. Para este caso, a interagao preferencial é fraca, visto que a
distribui¢do dos pesos das arestas ilustrada na Figura 30 exibe um comportamento quase

continuo.
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Aw = 10 unidades Aw = 10? unidades Aw = 103 unidades

A

Aw = 5 x 103 unidades Aw = 10* unidades

Figura 30 — Redes com 100 vértices e diferentes valores para o acréscimo de peso

Quando Aw equivale a 100 unidades, o aumento da intensidade do acréscimo de
peso que ¢é adicionado as arestas viabiliza que o peso maximo alcancado pelas arestas
desta rede seja maior do que no caso anterior. Assim, com o processo de escalamento dos
pesos das arestas a curva de distribuicao desta rede alcanca pesos menores, como ilustrado
na Figura 28(b)). Nesta simulagdo, a interagao preferencial é fraca, pois os acréscimos de
pesos que sao adicionados nas iteragoes sao distribuidos de forma quase uniforme entre as

arestas da rede.

Quando o acréscimo de peso € igual a 1000 unidades, a caracteristica de interacao
preferencial se torna perceptivel, veja na Figura 28(b). Neste caso, as probabilidades
da maioria dos pesos da rede aumentam enquanto outros pesos deixam de existir. Para
entender com maior clareza as caracteristicas desta rede, consideramos simulagoes para
Aw = 5000 unidades. A medida que aumentamos a intensidade do acréscimo de peso, a
interacao preferencial se torna mais evidente. Por consequéncia, com Aw = 5000 unidades,
tem-se uma quantidade menor de arestas selecionadas para sofrerem alteragoes dos seus
pesos, e também uma diversidade reduzida dos pesos destas arestas, acompanhe a Figura 30.
Ainda de acordo com a Figura 30, quando Aw atinge 10000 unidades, apenas dois pesos
sao predominantes na rede. A partir deste valor, a mesma aresta é selecionada em todas

as iteragoes e a distribuicao das arestas se reduz a um ponto.

Vamos considerar agora a rede da Figura 28(c¢) composta por 1000 vértices e
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499500 arestas. Para esta rede, o niimero de arestas é muito grande e os acréscimos de pesos
que foram considerados nos casos anteriores nao sao capazes de alterar significativamente

a probabilidade de uma aresta escolhida.

Observe no grafico da Figura 28(c) que para as simulagoes em que consideramos
acréscimos de peso no intervalo de 10 até 10* unidades, as curvas das distribuicoes
dos pesos das arestas exibem um comportamento quase continuo, visto que existe uma
variedade grande de pesos na rede. Para a rede considerada, s6 é possivel perceber as
caracteristicas das RIP para Aw a partir de 10* unidades, porém devido as limitacoes
computacionais, especificamente a meméria das maquinas utilizadas, ndo conseguimos

gerar estas distribuigoes.

De acordo com estas andlises, concluimos que o efeito do acréscimo de peso Aw
depende do tamanho da rede considerada. Quanto maior for uma rede, maior sera a faixa
de acréscimos de pesos que ¢é permitido adicionar a esta rede até que a sua distribuicao de
pesos das arestas se reduza a um ponto. Outro efeito do tamanho do acréscimo de peso
juntamente com a interacao preferencial é o aparecimento de arestas hubs. Por fim, vimos
que a depender da intensidade do acréscimo de peso, a interacao preferencial se torna tao
evidente ao ponto da rede se reduzir a uma tnica aresta, onde se concentram todos os

acréscimos de pesos adicionados durante a simulagao.

4.2 Aplicacao

Na aplicagdo das RIP, construimos redes a partir de sinais do eletroencefalo-
grama (EEG) de 4 individuos selecionados aleatoriamente no banco de dados referente
ao projeto pesquisa: FEstudo da conectividade cortical em estado alterado de conscién-
cia: Meditagao [14]. Para participar dessa pesquisa foram considerados individuos entre
33 e 73 anos, saudaveis, de ambos os sexos, praticantes de meditagao ha pelo menos
seis anos. O grupo responsavel por essa pesquisa é o Nicleo de Inovagao Tecnologica
em Reabilitagdo (NITRE), coordenado pelo Professor José Garcia Vivas Miranda. Os
procedimentos utilizados neste estudo foram aprovados pelo Comité de Etica e Pesquisa
da Universidade Federal da Bahia do Instituto de Ciéncias da Satde sob o nimero CAAE:
444570.1.0000.5662.

No processo de coleta destes sinais, utilizou-se um aparelho de EEG com 30 eletrodos
e montagem baseada no sistema 10 — 20. O sistema 10 — 20 é um padrao universal onde a
distancia entre os eletrodos correspondem a 10% ou 20% das distancias entre os pontos

usados como referéncia, que sao eles o Nasion' e o Inion®.

Neste trabalho, utilizamos apenas a primeira fase do protocolo. Nesta fase, sao

Localizado no topo do nariz entre as sobrancelhas.
Localizado na base do cranio atras da cabeca.



Capitulo 4. Resultados 46

montados os eletrodos na cabega de um individuo e é solicitado ao mesmo olhar para uma
cruz durante 1 minuto. Apés este tempo, o individuo deve fechar os olhos e mentalizar
a cruz por 5 minutos. E durante este intervalo de tempo que os registros do EEG sao
coletados, e é medida a conectividade cerebral do individuo. Devido a sensibilidade das
medic¢oes, o individuo é orientado a ficar sentado e imével, com o objetivo de evitar

alteracoes externas nos sinais de saida do aparelho.

Apés as coletas serem concluidas, a préoxima etapa é a construgao das redes por
meio da utilizacao destes sinais. Neste sistema, os eletrodos equivalentes aos vértices. O
passo seguinte consiste em saber como estes vértices serao conectados, ou seja, determinar
um método de correlagao que, ao obedecer a certos critérios, define as conexoes entre os
vértices; do contrario, estes vértices nao sao conectados. O método de correlagao adotado
foi o Sincronizagao por Motifs (SM) [12,13]. A forma como o método Sincroniza¢ao por
Motifs é utilizado para a construgao das redes dos sinais do EEG, pode ser encontrada de

maneira sintetizada no apéndice A.

Depois de geradas as redes com os sinais do EEG, comparamos as distribuigoes
de pesos provenientes destas redes com as distribuigoes obtidas por meio das simulagoes
das RIP. Para fazer estas comparagoes, realizamos simulagoes do modelo onde foram
consideradas redes com 30 vértices referentes aos 30 eletrodos utilizados no procedimento.
Contudo, os valores dos pardmetros tamanho da rede N e acréscimo de peso Aw serao

definidos de acordo com as redes que pretendemos analisar.

Comecgamos as andlises com um individuo, denominado individuo A. Nos graficos
da Figura 31, a curva rosa ¢ a distribuicao dos pesos das arestas da rede deste individuo.
Esta curva representa a conectividade cerebral do individuo A durante 5 minutos. As
curvas pretas dos graficos da Figura 31 sao as distribui¢oes geradas por nosso modelo para

determinados acréscimo de peso Aw.

A Figura 31 apresenta os graficos de simulagoes das RIP para 1000 iteracoes, uma
vez que, com este valor, obtivemos um melhor ajuste para as curvas dos dados do EEG.

Nestes graficos, foram considerados acréscimos de pesos no intervalo de 9 a 14 unidades.

De acordo com os graficos da Figura 31, podemos perceber que, a depender da
intensidade do acréscimo de peso que é adicionado a rede, as curvas para os dados do
EEG e para as RIP podem estar préximas ou distantes umas das outras. Por exemplo,
para o acréscimo de peso Aw = 14 unidades as curvas estao distantes, ja para o Aw = 11

unidades as curvas estao praticamente sobrepostas.

A comparacao das curvas somente mediante a analise visual pode induzir a uma
analise equivocada dos resultados. Por exemplo, poderiamos ser induzidos a afirmar
que as curvas da Figura 38(b) estdo mais préximas umas das outras do que as cur-

vas da Figura 38(a). Contudo, como veremos adiante, depois de ter usado um método
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Figura 31 — Gréficos nao interpolados do individuo A

matematico para calcular a distancia entre estas curvas, obtivemos que esta andlise nao é

coerente.
das RIP e um ponto da curva das medidas do EEG, conforme pode ser visto na Figura 32.
(4.1)

O método que adotamos foi a Distancia Quadrdtica Média. Na determinacao desta
A distancia quadratica média é denotada por Dgysg, € obedece a seguinte expressao

distancia, levamos em consideracao a distancia Dy entre um ponto da curva de distribuigao

Dprus = - > D3,
k=1
(4.2)

onde

Dy = Pr(w) — Pr(wl).
Nestas equagbes 1 é o nimero total de pesos diferentes nas distribuigoes, Pmk(wf;) e Prk(wf;)
sao os valores da probabilidade acumulada complementar do peso wfj das arestas do modelo

e das medidas do EEG, respectivamente.
Para realizar o calculo do indice Dgysg, € necessario que as curvas do modelo e
dos dados do EEG obedegam a seguinte condicao: se existe um determinado peso w;; na
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curva de distribuigdo do modelo (curva que tomamos como referéncia), deve-se existir este

mesmo peso na curva dos dados do EEG.

Pi(w";;
// Modelo - m
X ® [ ¢ o k=5
P "
ms(#°4)) T T ~ D5=[Pm5(W5i/) _Prs(wsij)]
® e [Pk o
(]
e (7] | [
i [}
i | sistemaReal -r
i o
why w2y wi; wh Wsij WSy why; 4 Wkij

Figura 32 — Tlustracao do cédlculo do indice Dgpss

Desta maneira, considere a Figura 32, se existe o peso denominado wfj na curva
referente ao modelo (curva verde), deve-se existir este mesmo peso na curva das distri-
buigoes dos pesos da rede construida a partir dos sinais do EEG (curva vermelha). A
distancia Dy é calculada mediante subtragao das probabilidades do modelo e das medidas
do EEG para o mesmo peso wf’] Apés calculadas as distancias correspondentes a todos
os pesos, podemos utilizar a Equagao (4.1) para calcular a distancia quadratica média
entre estas curvas. Com este desenvolvimento, o valor do indice Dgys permite quantificar
0 quao préximas estao as curvas e assim, posteriormente, podemos afirmar se as RIP se
adequam ou nao as distribui¢oes geradas a partir dos dados do EEG. Observe que nas
Equacoes (4.1) e (4.2), quanto mais as curvas estdo préximas, menor é o valor dos termos
de Dy, e, consequentemente, menor € o valor do indice Dgjysg, de modo que, se os pontos de

Pmk(wfj) estivessem sobre os pontos de Prk(wfj), o valor do indice Dgyg seria igual a zero.

No entanto, como ilustram os graficos da Figura 31, nao é possivel calcular o valor
do indice Dgryss diretamente, pois as curvas das medidas do EEG possuem mais pontos
do que as curvas do modelo, e, dessa forma, nao obedecem a condicao de que todos os
pesos tém que coexistir nas duas curvas. Para contornar esta situacao, em cada grafico
da Figura 31, realizamos uma interpolac¢do linear da curva referente aos dados do EEG
e escolhemos nesta distribuicao apenas os pontos com os mesmos valores dos pesos da

distribui¢cao do modelo que pretendemos fazer as comparagoes.

Como podemos verificar nos graficos da Figura 33, ap6s os dados serem interpolados,
para cada ponto de Pmk(wfj) existe um ponto em Prk(wfj) correspondente. Com isso se torna
viavel calcular a distancia entre estes pontos e, consequentemente, o Dgyrg. O processo de
interpolagdo das nossas curvas foi realizado por meio do software OriginPro 9.0. Como a
interpolacao linear é um método que permite estimar valores a partir de dados previamente
conhecidos, em todos os graficos deste trabalho escolhemos interpolar as curvas dos dados
do EEG, uma vez que, elas possuem uma quantidade maior de pontos em relagao as curvas

das RIP. Caso tivéssemos escolhido interpolar as curvas do modelo, teriamos que estimar
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uma quantidade grande de valores e isso aumentaria a imprecisao dos nossos resultados.

Rede com 30 vértices e 1000 iteracdes Rede com 30 vértices e 1000 iteragbes
10°] : . : : . ] 10°] - . : . : ]
l=||~~-
Il-. l
~ 1074 L 3 ~ 10%4 "oy, . 4
= n = [ [
s 10 . " s 0 "
a E u 1 o E E
= Individuo A - = Individuo A n _.
s] ® Aw =9 unidades - ;] ® Aw =10 unidades -
10° T T T T T T 10° T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
W ij W j
Rede com 30 vértices e 1000 iteragdes Rede com 30 vértices e 1000 iteracdes
10° = E 10°4 "‘\ E
IH
]
~ 104 LI . . ~ 107 ~ . .
= LI = " .
H = = L
T 10% 1 T 10% i
& = Individuo A ". . = |ndividuo A -
s " Aw = 11 unidades - 4" Aw = 12 unidades -
10° T T T T T T 10° T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Wjj Wij
Rede com 30 vértices e 1000 iteracGes Rede com 30 vértices e 1000 iteracdes
10°7 i 10°4 i
£+ &g &:'ﬁ.
| | L n
. 10" ey, ] . 10 iR ]
| ] L ]
T 1074 = T 1074 -
= Individuo A = |ndividuo A
.] " Aw=13 unidades . L] " Aw=14 unidades -
10° T T T T T T 10° T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
w ij w ij

Figura 33 — Gréficos interpolados do individuo A

A Tabela 3 traz os valores dos indices Dgjss para os acréscimos de peso no intervalo
de 9 a 14 unidades. O valor Aw = 11 unidades possui o menor valor do indice Dgysg
da tabela, a saber 0,0429. Enquanto para o acréscimo de peso igual a 14 unidades, o
indice Dgyrs € 0 maior, por meio de uma analise visual dos graficos das Figuras 31 e 33, é
possivel prever estes resultados. Diante dessas constatacoes, podemos afirmar que a curva
do modelo em que consideramos uma rede com 30 vértices, 1000 iteragoes e acréscimo de
peso igual a 11 unidades é a curva que mais se ajusta a curva de distribui¢do dos pesos da

rede gerada para o individuo A.

Refizemos este processo para outros valores de Aw e vimos que, a partir de
Aw = 14 unidades, o valor do indice Dgyss se torna muito grande. Isto nos informa que
as curvas se afastam muito umas das outras, ou seja, para estes valores, as RIP nao
descrevem a distribuicao de pesos da rede gerada por meio dos sinais do EEG. Também
fizemos simulac¢oes para acréscimos de peso abaixo de Aw = 11 unidades de peso, contudo
os valores dos indices Dgrys que encontramos nao sao satisfatérios tanto quanto para
Aw = 11 unidades.
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Aw DrMms
9 0.0982
10 0.0511
11 0.0429
12 0.0999
13 0.1419
14 0.1818

Tabela 3 — Dgyg: individuo A

Na Figura 34 apresentamos as redes construidas a partir dos dados do EEG do
individuo A e do modelo para Aw = 11 unidades, respectivamente. Para estas redes,
observamos que apesar das distribui¢oes de pesos das arestas serem préximas, com o indice
Dpgys igual a 0,0429, topologicamente estas redes sdao diferentes. Essa diferenca é devido
ao processo de interpolacao que a distribuicdo dos pesos da rede com os dados do EEG é
submetida para calcular o Dgyss. No processo de interpolagao, sdo consideradas apenas as
arestas da rede construida com os dados do EEG que tenham o mesmo peso que as arestas
da rede do modelo, de outra maneira, uma parcela grande das arestas da rede gerada com

os dados do EEG sao desconsideradas.

Figura 34 — Redes: individuo A e modelo para Aw = 11 unidades

Na construcao das redes da Figura 34, todas as arestas da rede gerada a partir
dos dados do EEG, inclusive as que foram desprezadas no processo de interpolacao,
sao consideradas, e como consequéncia, as topologias da rede referente ao modelo e ao
individuo A sdo diferentes. Observa-se ainda, que nao é possivel gerar a rede com os dados
interpolados do individuo A, pois no processo de interpolacao retiramos ou acrescentamos
pontos na curva referente a este individuo, e estes pontos nao especificam quais arestas
foram adicionadas ou retiradas da rede. O nimero diferente de arestas ponderadas faz
com que os indices grau, grau ponderado, coeficiente de aglomeracao sejam diferentes para

estas redes, como pode ser visto na Tabela 4.

Por meio da comparacao dos indices da rede com 30 vértices gerada a partir dos
sinais do EEG do individuo A, com a rede, de mesmo tamanho, simulada por meio do

modelo para 1000 iteracoes e acréscimo de peso igual a Aw = 11 unidades, podemos
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0,998
7,80 1,42 0,262 117

Tabela 4 — Comparagdes: individuo A e modelo

observar na Tabela 4 que o menor niimero de arestas ponderadas faz com que os indices

grau, grau ponderado e coeficiente de aglomeragao sejam menores para a rede do modelo.

Por fim, embora a distribuicao de pesos da rede construida com os dados do EEG
sejam muito préximas das curvas de distribuicao do modelo, a diferenca alta do nimero
de arestas ponderadas destas redes faz com que os outros indices de caracterizacao sejam

diferentes.

O grafico da Figura 35, apresenta a distribuicao dos pesos das arestas da rede dos
4 individuos considerados nesta pesquisa. Por enquanto, vamos delimitar as nossas analises
as distribuigoes rosa e azul, referentes aos individuos A e B, respectivamente. Adiante

iremos discorrer sobre os individuos C e D.

10°

—~ 1071 E
e
Z
[a 4 9
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. ., .
10°3 a |ndividuo B rae 3
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Figura 35 — Comparacao entre todos os individuos

Vamos considerar agora o individuo B, a curva azul do grafico da Figura 35 se refere
a distribuicao dos pesos das arestas da rede deste individuo. Observe que neste grafico, a
maioria dos pesos das arestas da rede do individuo B alcancam valores da probabilidade
acumulada complementar maiores do que os alcancados pelo individuo A. Vamos usar este
comportamento para sugerir os valores dos parametros das RIP que resultem em uma

distribuicao ajustavel a curva de distribuicao do individuo B.

Neste ponto, é importante retomar as analises da se¢ao 4.1. Nesta se¢ao, vimos
que para um conjunto de simulagdes do modelo, onde sao consideradas fixos a intensidade
do acréscimo de peso e o tamanho da rede, o aumento da quantidade de iteracoes provoca
uma diminuicao dos valores da probabilidade acumulada complementar dos pesos das

arestas das redes.
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Nas analises a seguir, adotamos os valores dos parametros do melhor ajuste para
o individuo A como referéncia. A partir destes valores, presumimos que, como para
o individuo A foram consideradas 1000 iteragoes, supomos que para o individuo B o
numero de iteracoes seja menor do que 1000, uma vez que a maioria dos pesos da curva
de distribuicao das RIP deste individuo alcangaram probabilidades maiores do que a
curva referente ao individuo A. Desta forma, para gerar as distribuicoes das RIP que
melhor se adequam a distribuicao para o individuo B, realizamos simula¢oes com apenas
100 iteracoes, e acréscimo de peso igual a 11 unidades, e nas vizinhancas desse valor.
Nestas simulagoes, também consideramos redes com 30 vértices, uma vez que o numero de

vértices se refere a quantidade de eletrodos usados no procedimento.

Rede com 30 vértices e 10 iteragdes Rede com 30 vértices e 10° iteragdes
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Figura 36 — (a) Gréafico nao interpolado do individuo B (b) Grafico

interpolado do

individuo B

O gréfico da Figura 36(a), exibe o melhor ajuste obtido para o individuo B. Neste
grafico, a curva azul representa a distribuicdo de pesos das arestas da rede do individuo B
e a curva preta se refere a distribuicdo gerada por meio das RIP. A distribui¢ao do modelo
que garante o melhor ajuste para as curvas do individuo B ocorreu nas simulacoes em
que consideramos o acréscimo de peso igual a 15 unidades. Na Figura 36(b), exibimos
estas curvas ap0s ter sido feito o processo de interpolagao. Observemos que alguns pontos
destas curvas estao muito proximos e até se sobrepdoem, o que sugere que o valor do

indice Drys € baixo.

Na Tabela 5 temos os valores dos indices Dgyss para os acréscimos de peso igual a
15 unidades e nas proximidades desse valor. De acordo com esta tabela, a curva das RIP
para a simulagdo em que foi considerado Aw = 16 unidades é a que mais se distancia da
curva de distribuicao dos pesos da rede do individuo B, uma vez que, o seu valor do Dgss
é o maior da tabela. Por outro lado, a simulacao em que foi considerado Aw = 15 unidades
apresenta o menor valor do Dgysg, seguido da simulagdo com Aw = 10 unidades. O menor
valor do Dgyrs para Aw = 15 unidades indica que esta simulagdo oferece a distribuicao

que mais se adequa a distribuicao de pesos gerada por meio do EEG.

Observemos que o valor para o acréscimo de peso que representa o melhor ajuste
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Aw Drms
1 0.2255
2 0.1788
3 0.2342
4 0.1844
5 0.1788
6 0.2382
7 0.2224
8 0.1890
9 0.2534
10 0.1132
11 0.1717
12 0.2546
13 0.2754
14 0.3019

15 0.0799
16 0.5044
17 0.5038
18 0.3538
19 0.2886
20 0.1635

Tabela 5 — Dgysg: individuo B

para o individuo A, a saber Aw = 11 unidades, nao é um bom ajuste para o individuo B.
Com isto, afirmamos que é possivel encontrar uma distribuicdo do modelo que se ajuste a

distribuicao dos individuos, por meio da mudanga dos valores dos parametros das RIP.

Figura 37 — Redes: individuo B e modelo para Aw = 15 unidades

Embora as distribuicoes de pesos dos dados do EEG e do modelo para Aw = 15
unidades sejam muito proximas, estas redes exibem topologias diferentes (ver Figura 37).
A justificativa disso, se deve ao fato que para os graficos da Figura 36 consideramos apenas
as arestas da rede do individuo B com o peso equivalente as arestas da rede do modelo,
enquanto que na construgao das redes da Figura 37 todas as arestas da rede do individuo B

sdo consideradas.

De acordo com a Tabela 6, na rede do individuo B sdo consideradas 391 arestas
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ponderadas a mais do que na rede gerada por meio do modelo. Em virtude desta diferenca,

os outros indices da Tabela 6 também sido diferentes.

Tabela 6 — Comparagoes: individuo B e modelo

Vamos analisar agora os individuos C e D ao mesmo tempo, uma vez que, as
distribuigoes dos pesos das arestas das redes destes individuos sdo muito parecidas, como

pode ser conferido no grafico da Figura 35.

De forma andloga a situagao anterior, iniciamos as analises a partir do grafico
da Figura 35. De acordo com este grafico, para gerar distribui¢bes do modelo que se
ajustem as curvas de distribuicao dos individuos C ou D, os valores de entrada dos
parametros acréscimo de peso e numero de iteragoes, devem gerar distribuigdes com valores

da probabilidade acumulada complementar menores do que as dos individuos A e B.

Devido as analises realizadas para o individuo A, sabemos que nas simulagoes
em que sao consideradas 1000 iteragoes e acréscimo de peso igual a 11 unidades, a
curva de distribuicao de pesos resultante alcanca valores da probabilidade acumulada
complementar maiores do que as queremos encontrar para ajustar com as curvas referentes
aos individuos C e D. Sabemos também que a quantidade de iteragoes pode modificar
a probabilidade acumulada complementar dos pesos, de forma que em uma sequéncia
de simulac¢oes em que sao consideradas redes com tamanho e acréscimos de pesos fixos,
quando aumentamos a quantidade de iteracoes, a tendéncia é que as probabilidades dos

pesos das arestas diminuam.

Esta andlise nao nos informa os valores que devemos considerar para encontrar
o melhor ajuste, ela apenas nos sugere que devemos adotar um nimero de iteragoes
maior do que a quantidade de iteragdes consideradas para o individuo A. Deste modo, por
meio do método de tentativa e erro, comegamos com simulacoes para a quantidade de
iteracao a partir de 1000 iteracoes, e acréscimo de peso igual ao do individuo A, isto é,
Aw = 11 unidades.

Depois de realizadas varias simulagoes para diversas quantidades de iteracoes t,
observamos que as curvas das RIP que mais se identificam com as curvas de distribuicoes
dos pesos geradas a partir dos sinais do EEG sao para as simulagoes com t equivalente a
10° iteracoes. Nestas simulacoes, consideramos acréscimos de peso igual a 11 unidades e
nas vizinhancas desse valor. No entanto, a curva de distribuicdo do modelo que melhor se
ajustou as curvas das distribui¢oes tanto do individuo C, como para o individuo D, foi

para a simulacdo em que consideramos Aw = 2 unidades e 10° iteracoes.
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Nos graficos da Figura 38, as curvas pretas se referem a distribuicao dos pesos das
arestas para a simulacao do modelo em que sio realizadas 10° iteracoes e acréscimo de peso
equivalente a 2 unidades. A curva vermelha da Figura 38(a) e a verde da Figura 38(b) se
referem aos individuos C e D, respectivamente. Na Figura 39 temos os graficos interpolados

para estes mesmos individuos.
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Figura 39 — Graficos interpolados dos individuos C e D

Nas Tabelas 7(a) e (b) apresentamos os valores dos indices Dgys calculados a
partir das curvas das simulagoes para diversos valores de Aw e das curvas referentes aos
individuos C e D, respectivamente. De acordo com estas tabelas, a curva do modelo para
Aw = 2 unidades se ajusta bem para os dois individuos. Sendo que para o individuo C o

valor do Dgys = 0,0992 e para o individuo D ¢é igual a 0, 1135.

A Figura 40 exibe as redes construidas a partir das distribui¢oes dos pesos das
arestas dos individuos C e D e a rede do modelo para a simula¢ao em que consideramos os
pardmetros: tamanho da rede equivalente a 30 vértices, 10° iteracoes e acréscimo de peso
igual a 2 unidades. Devido a quantidade de iteragoes e a intensidade relativamente baixa

do acréscimo de peso, se comparada ao nimero de arestas da rede, a rede gerada por meio



Capitulo 4. Resultados 56

Aw Drms Aw Dgms
1 0.1442 1 0.1404
2 0.0992 2 0.1135
3 0.1971 3 0.2138
4 0.2986 4 0.3155
5 0.2875 5 0.2998
6 0.2763 6 0.2898
7 0.3074 7 0.3211
8 0.3339 8 0.3486
9 0.3331 9 0.3467

10 0.3186 10 0.3339
11 0.3247 11 0.3376
(a) (b)

Tabela 7 — (a) Dgys: individuo C (b) Dgas: individuo D

do modelo possui uma quantidade maior de arestas (ver na Tabela 8) e uma diversidade
maior de pesos do que as redes dos individuos A e B. Além disso, a rede do modelo se
assemelha mais com as redes dos individuos C e D, do que os ajustes encontrados para os

individuos anteriores, como podemos ver nas redes da Figura 40 e na Tabela 8.

Individuo C Modelo Individuo D

Figura 40 — Redes: individuo C, modelo para Aw = 2 unidades e individuo D

Neste caso, a quantidade de arestas da rede gerada por meio do modelo se aproxima
muito da quantidade de arestas das redes dos individuos C e D. Observemos na Tabela 8 que
a diferenca entre estes valores nao atinge a 50 arestas. Em virtude disso, os indices grau, grau
ponderado e coeficiente de aglomeracao sao muito proximos nestas redes. Ao comparar estes
individuos, observemos que, de acordo com a Tabela 7, o individuo C apresenta o menor

valor do Dgysg, assim também como os melhores valores das caracterizagoes da Tabela 8.

Tabela 8 — Comparagdes: modelo e individuos C e D
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Diante destas analises, entendemos que, a depender dos valores dos parametros
considerados no modelo de Redes de Interacao Preferencial, é possivel gerar distribuigoes
de pesos que apresentem um comportamento semelhante aos das distribuicées de pesos

das redes geradas a partir dos sinais do EEG.

A associagao entre as RIP e as redes geradas com os sinais do EEG ¢ estabelecida
da seguinte forma: os vértices do modelo se identificam com os eletrodos do aparelho de
EEG, ja as arestas do modelo representam as conexoes entre os eletrodos. Quanto as
iteragoes, temos que cada iteracao ¢ do modelo equivale a uma janela do sinal do EEG.
Neste caso, foram consideradas janelas compostas por 20 motifs [12,13]. Como ja sabemos,
tanto as RIP quanto as redes geradas com os dados do EEG sao redes ponderadas, cujos
pesos representam a intensidade das conexdes entre os vértices/eletrodos. Uma aresta hub
do modelo é identificada nas redes geradas com as medidas do EEG, como uma conexao
que possui peso/intensidade alta, se comparada com as demais conexdes da rede. Quanto
ao valor que o acréscimo de peso do modelo deve assumir para representar adequadamente
uma determinada medida do EEG, como vimos, depende das caracteristicas do sinal a ser

modelado.

De outra forma, podemos dizer que os pesos nas RIP nos indicam o quanto as
conexoes entre dadas regioes do cérebro foram reiteradas, ou seja, o quanto as conexoes
se repetiram. Com relagao ao nimero de iteragoes que é considerado em cada simulacao
do modelo, podemos interpreta-lo como o tempo necessario para estabelecer as conexoes

entre as regioes cerebrais.

As redes construidas a partir dos sinais do EEG descrevem os padroes de conec-
tividade cerebral dos individuos, e, uma vez que estes padroes sao distintos para cada
individuo, pode-se dizer que eles possuem variabilidade individual intrinseca [45]. Devido a
isso, as redes construidas a partir dos sinais do EEG para cada individuo considerado ante-
riormente apresentam topologias diferentes. A variabilidade individual é uma caracteristica
tao evidente que Finn e colaboradores [45] a utilizaram para identificar individuos em meio
a um conjunto composto por cerca de 126 individuos. Nessa pesquisa, eles demostraram
que o padrao de conectividade cerebral de um individuo nao sofre alteracdes extremas,

ainda que o individuo esteja exercendo atividades distintas.

Acredita-se que os padroes unicos de conectividade cerebral se referem as cone-
x0es que estao presentes no cérebro de um individuo e que foram realizadas desde a
sua formagao. Ao utilizar as RIP para descrever os dados do EEG, estamos propondo
que é possivel reproduzir como as conexoes cerebrais foram executadas para formar o
padrao de conectividade do individuo considerado. Assim, sugerimos que os padroes de
conectividade cerebral, medidos por meio do EEG, podem ser reproduzidos ao considerar
um processo composto por duas caracteristicas basicas, especificamente: crescimento dos

pesos e interacao preferencial.
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5 Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho, propomos um modelo computacional de redes complexas que
tem como base as mesmas caracteristicas adotadas no modelo de redes livres de escala
desenvolvido por Albert e Barabési [11]. No entanto, as RIP sdo ponderadas e possuem
um numero fixo de vértices. A estrutura das RIP segue duas regras: primeira, crescimento
do peso das arestas da rede, isto é, em cada iteracao alguma aresta da rede ird ter o seu
peso modificado. Segunda, a interacgao preferencial, isto é, quanto maior for o peso de uma

aresta, maior é a probabilidade dessa aresta ter o seu peso alterado.

A construcdo do modelo de Redes de Interacao Preferencial considera trés parame-
tros e sao eles: a intensidade do acréscimo de peso Aw que é adicionado a uma aresta, a
quantidade de iteragoes t que sao realizadas em uma simulacao e o nimero de vértices da
rede. Analisamos as RIP de acordo com a variacdo dos seus parametros, e observamos que
nas redes em que consideramos tamanho e acréscimos de pesos fixos, o efeito da quantidade
de iteragoes é aumentar o niimero de acréscimos de peso que ¢ inserido na rede. Nestas
redes, a quantidade de iteragoes modifica também a probabilidade dos pesos das aresta,
de forma que, com o aumento da quantidade de iteragoes, as probabilidades dos pesos das

arestas tendem a diminuir, devido ao maior niimero de pesos diferentes na rede.

Nas analises em que consideramos redes com tamanho e niimero de iteragoes fixos,
avaliamos o efeito da interagao preferencial por meios da variacdo do acréscimo de peso
adicionado as arestas. Redes que recebem acréscimos de pesos pequenos em relagao ao seu
tamanho, possuem uma fraca interagao preferencial. Contrariamente, redes que recebem

acréscimos de peso grande, possuem uma forte interacao preferencial.

Nas simulagoes em que sao considerados acréscimos de pesos altos em relacao
ao tamanho da rede, temos que quanto maior for o acréscimo de peso adicionado as
arestas, maiores sao as probabilidades destas mesmas arestas receberem novos acréscimos
de peso. Este processo faz com que apenas uma parcela da quantidade total de arestas
da rede seja escolhida para ter o peso modificado. Com todas as alteragoes de pesos
realizadas sob a mesma parcela de arestas, obtém-se uma diversidade grande de pesos
desta parcela. Quando o acréscimo de peso é alto, se comparado ao tamanho da rede, a
interacao preferencial se sobressai tanto que o tamanho da parcela de arestas escolhidas
para ter o peso modificado é reduzido ao ponto que uma unica aresta é escolhida em todas

as iteragoes.

Para as simulagbes em que sdo adicionados acréscimos de pesos pequenos em
comparagao ao tamanho da rede, a interacao preferencial nao é muito evidente. Desta forma,

obtivemos distribui¢oes com uma quantidade grande de arestas selecionadas para receber
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acréscimos de peso e, entre elas, notam-se muitas arestas com o mesmo peso. Quando a
interacao preferencial é fraca, em quase todas as iteragoes uma aresta diferente é selecionada.
A consequéncia disso é que poucas arestas sdo repetidas muitas vezes, fazendo assim com

que as probabilidades de se encontrar arestas na rede com peso alto sejam baixas.

Temos ainda que quanto maior for o tamanho da rede, maior é a intensidade do
acréscimo de peso Aw que pode ser adicionado a essa rede, sem que ela alcance um
certo acréscimo de peso critico, capaz de tornar a interagao preferencial tao evidente
que apenas uma aresta ¢ escolhida na simulacao. Vimos também que acréscimos de
pesos relativamente grandes, juntamente com a caracteristica de interagao preferencial,

proporcionam o aparecimento de arestas hubs na rede.

As RIP podem ser aplicadas a sistemas que sofrem variacdes com o decorrer do
tempo e que podem ser modelados por meio de redes ponderadas, desde que obedecam as
condigoes discutidas anteriormente. Neste trabalho, analisamos redes construidas a partir
de um estudo voltado para Neurociéncia, no entanto, as RIP sao mais gerais e podem ser

aplicadas a sistemas de outras areas do conhecimento.

Escolhemos modelar o padrao de conectividade cerebral de individuos a partir
de dados do EEG coletados enquanto os mesmos mentalizavam uma cruz. Para isso,
construimos redes que representam esses padroes utilizando o método de Sincronizacao por
Motifs [12,13]. Apds as redes serem construidas, fizemos a comparacao entre a distribuigao
de pesos das arestas de cada uma dessas redes com a distribuicao de pesos das arestas de

redes geradas por meio do modelo ao considerar determinados valores dos seus parametros.

Para calcular a distancia entre essas distribuicoes, definimos o indice Dgyg. Este
indice nos indica que quanto menor for o valor do Dgjyg mais as curvas estarao proximas, e
obviamente, quanto maior for o seu valor mais as curvas estao afastadas. Para os individuos
analisados, o menor valor do Dgjrs encontrado foi 0,0429 para o individuo A e o maior
foi 0,1135 para o individuo B, e isto sugere que o padrao de conectividade cerebral de
um individuo qualquer, pode ser reproduzido por meio dos processos de crescimento do
peso das arestas e interagao preferencial, que sdo os mecanismos que formulamos para a

construcao do modelo de Redes de Interacao Preferencial.

Temos como sugestoes futuras descrever outros sistemas fora do escopo da Neuro-
ciéncia, como por exemplo, o trafego de automoéveis nas vias de uma cidade, ou trafego
aéreo. Além disso, como visto anteriormente, a depender da intensidade do acréscimo de
peso que é adicionado a uma aresta, a interacao preferencial se torna tao evidente que
apenas uma aresta é escolhida na rede. Dessa maneira, pretendemos encontrar uma forma
geral de prever a intensidade limite do acréscimo de peso para redes de tamanho qualquer.
Pretendemos ainda estudar variacoes das RIP, como por exemplo, retirada de peso das
arestas, ou a escolha de mais de uma aresta para ter os seus pesos alterados em cada

iteracao.
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APENDICE A - Sincronizacio por Motifs

O método Sincronizagao por Motifs [12,13] consiste em decompor as série temporais
de um sinal de EEG, como sequéncias de padroes pré-definidos, denominados motifs. Os
motifs sao classificados como aclives, declives, picos e valas e, a depender do objetivo do
estudo, eles podem ser adaptados para representar também padroes constantes, como foi
feito em [46].

Os motifs sao caracterizados de acordo com o grau e o lag. O grau do motif é o
numero n de pontos usados para a sua construcao, e o lag A é o intervalo entre estes
pontos. A Figura 41 (a) traz um sinal de EEG e alguns tipos de motifs, para lag igual a 1
ou 2. Se A =1 os pontos da construcao dos motifs sdo consecutivos, no entanto, se A > 1 ¢
necessario considerar um intervalo de tamanho A entre os pontos dos motifs. Os diferentes
tipos de motifs para um dado n sdo determinados por meio da permutacao de n, isto é, n!.
Dessa forma, para um motif de grau 3, existem 6 diferentes tipos de motifs possiveis, como

ilustra a Figura 41(b).

A

M#5 A=1
o O, %
f:oomé;\ M#2 =1 Ooo
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M=Motif

Figura 41 — Motifs, lag e graus. Fonte: [12,13]

Para entender como sao realizadas as conexoes entre os eletrodos (vértices), vamos
descrever detalhadamente como funciona o método Sincronizagao por Motifs. Para [14],
tem-se um sistema formado por 30 eletrodos e cada um deles possui uma série temporal
caracteristica que representa a atividade cerebral registrada por aquele eletrodo durante
dado intervalo de tempo, a saber, 5 minutos. Os passos da implementacao deste método
podem ser acompanhados por meio da Figura 42, na qual exibe duas séries temporais X;

e Y; meramente ilustrativas, ver Figura 42(a). O método funciona da seguinte forma:

1. Reescreve-se a série temporal de cada eletrodo como uma sequéncia de motifs, de outra
forma, um vetor de motifs. Por exemplo, dadas as séries temporais X; e Y; é preciso

reescrevé-las como uma sequéncia de motifs M,, e M,,, acompanhe na Figura 42(b). O
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Figura 42 — Método dos Motifs. Fonte: [46]

parametro L,, indica o tamanho da sequéncia de motifs, esta sequéncia é denominada
janela do sinal. O parametro 7 é o tempo de atraso, e sera utilizado na comparacao

entre as séries.

2. O proximo passo consiste em uma comparacao entre todos os pares de eletrodos de
uma dada janela para diferentes tempos de atraso 7. A comparacao entre duas
séries temporais, por exemplo, X; e Y;, é realizada a partir da comparacao entre os
elementos do vetor de motifs de cada série. Dessa forma é comparado o motif M,,
que ocupa a posicao ¢ da série X; com o motif M, que ocupa a posicao i da série Y;,
este processo é realizado para cada posicao 7. O tempo de atraso informa como
deve ser feita a escolha dos elementos que serao comparados, para entender melhor

acompanhe a Figura 42(b).

E definido também um indice de contagem .J; que permite mensurar o quanto as

séries sao semelhantes. Considere novamente as séries X; e Y;, tém-se a relacao

1, seM, =M,
o= 3 F = (A1)
0, caso contrario

onde M,, e M,, correspondem aos motifs que ocupam a posi¢ao ¢ nas sequéncias X
e Y;, para o tempo de atraso 7. Na Figura 42(c) é calculado o valor de J| para as

duas séries da Figura 42(b), para 7 de 0 a 3.

3. Define-se Cy, como o maior nimero de vezes que o mesmo motif é encontrado em Y;

imediatamente apos ter sido encontrado em X;.

Lm Lm, L

Coy = maz (S JP.S I3 T ) (A.2)

i=1 i=1 i=1



No exemplo, o valor maximo de Cy, e Cy, é igual a 4 (ver Figura 42(d)).

4. E por dltimo, ¢ definido um grau de correlagao @), dado por

max (Chy, Cya
Qxy = (L £ ) <A3)

Dessa forma, de acordo com a Figura 42(d), tém-se que @,y = 0= 0.4.

Apés o grau de correlacao @), ser encontrado para todos os pares de eletrodos
da rede é necessario que exista um critério de correlagao que permita avaliar se o valor
de @), representa, de fato, uma medida de correlacao devido a atividade cortical entre as
regioes em que se encontram os eletrodos x e y, ou se o valor de (), representa apenas

uma conexao aleatoéria. Para fazer esta avaliacdao é adotado o critério abaixo:

Para cada uma das 30 séries temporais é feito o seguinte procedimento: embaralha-se o

vetor de motifs da série com o objetivo de trocar as posi¢oes dos motifs.

Aplica-se o método de sincronizagao por motifs juntamente com o método GVT. Dessa
forma, os coeficientes @), sao definidos para todos os sinais aleatorizados e depois é

construidas as redes sem fazer uso de nenhum teste de significancia.

e Cria-se um vetor de arestas composto por todos os valores de (),, para todas as redes

geradas. Estes valores devem ser ordenados em ordem crescente.

e E calculado a posicao do vetor que corresponde a 95% do tamanho total do vetor de

arestas. O valor de ()., referente a esta posicao ¢ dito como um valor limite, ou
Threshold.

Apoés seguir este processo, as redes da pesquisa [14] sao construidas de forma que,
se o grau de correlacao (), de uma aresta a,, for maior ou igual ao valor do threshold,
o elemento a,, da matriz de adjacéncia dessa rede ¢ equivalente a um, ou seja, ag, = 1,
caso contrario, az, = 0. A determinacao do threshold garante que as arestas da rede

tenham 95% de chance de nao serem frutos do acaso.

Por fim, é construida uma rede que representa o padrao de conectividade cerebral
para aquela janela. Quando uma janela é deslocada, todo o processo é repetido novamente.
O conjunto de redes que sao geradas ao considerar todas as janelas formam um GVT.
Como foi visto no Capitulo 2, a partir do GVT é simples obter a REA e, posteriormente,
indices como grau de um vértice ou a distribuicdo de pesos das arestas. Na construcao das
redes de [14] a distribui¢do dos pesos das arestas foram reescaladas de 0 a 1, da mesma

forma que no Modelo de Interacao Preferencial, consultar o Capitulo 3.
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