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Resumo

Neste trabalho, estudamos o método desenvolvido por Dirac para teorias vinculadas.
Através de exemplos da mecénica classica, do campo espinorial e da teoria eletromagnética
como primeira teoria de gauge, buscamos evidenciar diferentes interpretacoes que podem
ser obtidas a partir da analise da estrutura candnica de sistemas fisicos. Entao, aplicamos
o método a teorias de Yang-Mills e abordamos o problema da fixacao de gauge para esses
tipos de teorias de gauge nao-abelianas. Da discussao que envolve a natureza dos vinculos
com a geracao de transformacoes de gauge surgem os diferentes pontos de vista sobre a
conjectura de Dirac e suas divergéncias na literatura.

Palavras-chave: Sistemas vinculados, Método de Dirac, Teorias de gauge, Yang-Mills.



Abstract

In this work, we study the method developed by Dirac for constrained theories. Th-
rough examples of classical mechanics, the spinor field and electromagnetic theory as the
first gauge theory, we seek to show different interpretations that can be obtained from the
analysis of the canonical structure of physical systems. Then, we apply the method to
the Yang-Mills theories and study the gauge fixing problem for these types of non abelian
gauge theories. From the discussion that involves the nature of the constraints with the
generation of gauge transformations arise the different views on the Dirac’s conjecture
and their divergences in the literature.

Keywords: Constrained systems, Dirac’s method, Gauge theories, Yang-Mills.



Sumario

Introducao 9
1 O Método de Dirac 13
1.1 Introdugdo . . . . . . . . . L 13
1.2 O Principio de Hamilton e a Formulacao Lagrangiana da Mecanica Classica 14
1.3 A Formulacao Hamiltoniana da Mecanica Classica . . . . . ... .. .. .. 16
1.4 Sistemas Hamiltonianos Vinculados . . . . . . . .. ... ... ... .... 18
1.4.1 O Método . . . . . . . . e 18

1.4.2 Vinculos Primarios . . . . . .. . ... ... ... ... . ...... 19

1.4.3 Condigoes de Consisténcia . . . . . . . . .. ... ... ... .... 20

1.4.4 O Algoritmo de Dirac-Bergmann . . . . .. ... ... ... .... 21

1.4.5 Classificacdo de Vinculos em Primeira e Segunda Classe . . . . . . . 21

1.4.6 A Hamiltoniana Total . . . . ... ... ... ... ......... 22

1.4.7  Os Parénteses de Dirac e as Equacoes de Movimento . . . . . . .. 22

1.4.8 A Hamiltoniana Estendida . . . . . . ... ... ... ........ 24

1.5 Exemplos de aplicagao na mecanica classica . . . . ... ... ... .... 25
1.5.1 Particula livre em uma esfera . . . . .. ... ... ... .. .... 26

1.5.2  Particula livre relativistica . . . . . . .. .. .. ... ... ... .. 29

2 Estrutura Canoénica da Eletrodindminca 35
2.1 Introducao . . . . . . . .. 35
2.2 Campo Espinorial de Dirac . . . . . . . . .. .. .. .. ... .. ... ... 36
2.3 Simetria U(1) . . . ..o 38
2.4 Campo Eletromagnético Livre . . . . . . . . .. ... 0000 39
2.5 Estrutura Canonica do Campo Espinorial . . . . . . . ... ... ... ... 40
2.6 Estrutura Canodnica do Campo Eletromagnético . . . . . .. ... ... .. 42

3 Teorias de Yang-Mills 54
3.1 Introducao . . . . . . . L 54
3.2 Simetria SUN) . . . .. oL 54

3.3 Covariancia de Fy,, . . . .. .. ... 59



3.4 Equacgoes de Campo

3.5 BEstrutura Canénica

3.6 Gauge de Coulomb Nao Abeliano . . . . .. .. ... ... ... ......

Consideracgoes Finais



Introducao

Os primeiros conceitos em teoria quantica de campos remetem ao eletromagnetismo
ainda no século XIX, com a ideia de campos como entes fundamentais que descrevem
as interagbes entre particulas [1]. Com as equagbes de Maxwell, o eletromagnetismo
foi tido como finalizado, porém problemas associados & natureza da matéria, como a
estabilidade do atomo e a descoberta de novas particulas, ainda nao eram explicados.
Apenas no inicio do século XX comecaram a surgir novas ideias que levaram & descri¢ao
de fenomenos que escapavam dos conceitos da fisica cléssica. Nesse periodo inicial, essas
ideias nao estavam sistematizadas em uma base solida e apenas com Dirac [2]| surge de
fato de uma primeira teoria quantica de campo, a eletrodinamica quantica (QED). Em
uma tentativa de estudar a relacao entre a QED desenvolvida por Dirac e a relatividade
geral, Weyl [3] introduziu o que chamou, pela primeira vez, de simetria de gauge, uma
simetria de escala local do espago-tempo, na esperanca de obter uma derivacao geométrica
da eletricidade e do magnetismo. O objetivo de Weyl, assim como o de outros fisicos da
época, era o de formular uma teoria eletromagnética consistente com a relatividade geral
de Einstein, porém a caminho desse objetivo Weyl acabou por estabelecer a ideia de
simetria de gauge, algo imprescindivel para a compreensao da teoria quantica de campos
como é concebida atualmente [4]. A questdo da simetria de gauge foi algo de dificil
solidificacao na fisica devido a seu carater mais abstrato frente as simetrias do espaco-
tempo e ao seu desenvolvimento pleno sao atribuidos mais de 60 anos desde a publicagao
de Weyl. Além disso, posteriormente, Yang e Mills [5] estenderam essa simetria para
grupos de gauge nao abelianos, ou nao comutativos, dos quais até mesmo para escrever
as equacoes de movimento em uma forma local é preciso introduzir o potencial de gauge
satisfazendo uma simetria de gauge nao abeliana, o que gerou a necessidade de novas
abordagens para esses tipos de teorias |6]. Mesmo assim, ao longo dos anos seguintes a
publicacao de Yang e Mills, avancos memoréveis em fisica de particulas foram atingidos
com o desenvolvimento e consolidagao da teoria eletrofraca de Glashow-Weinberg-Salam
e da cromodinamica quantica de Gell-Mann.

Entre as abordagens para o problema da quantizacao de teorias de gauge nao abelianas,
alguns autores, como Hanson, Sundermeyer e Teitelboim [7, 8, 9], apresentam uma em que
teorias de gauge sao tratadas sob o ponto de vista de sistemas vinculados a partir de um

método desenvolvido por Dirac. Em li¢oes em Yeshiva [10], Dirac apresentou esse método
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que trata de sistemas vinculados, suas implicacoes na visao da teoria de campos e os
problemas encontrados. A ideia envolvida no método é que podemos pensar no processo da
quantizacao de campos como algo que possui uma base mecanica de certa forma restrita.
Ao ampliar essa base, pensando em sistemas vinculados, podemos descrever campos até
entao pouco entendidos ou ter uma diferente interpretacao dos fendmenos emergentes
das interacoes que ocorrem entre as particulas que caracterizam os campos estudados
[10]. O foco da obra de Dirac era aplicar seu método ao eletromagnetismo e proceder a
quantizagao canonica, algo inviavel quando nao levado em conta o carater intrinsecamente
vinculado da teoria eletromagnética. No trabalho de Dirac, nao se encontra uma discussao
sobre teorias de gauge nao abelianas, visto que essas teorias de ainda passavam por um
periodo de consolidacao. Como veremos nesse trabalho, aplicar o método de Dirac a
teorias de Yang-Mills nao resulta em um formalismo hamiltoniano consistente para a
quantizacao canoénica usual por um motivo mais fundamental que a liberdade de gauge
da teoria eletromagnética. De fato, em teorias vinculadas a quantizagao canonica usual
nao é possivel sem que haja uma escolha de gauge que permita esse procedimento.

Vale ressaltar que neste trabalho nao sao discutidas simetrias espaco-temporais, mas
apenas simetrias de gauge. Além disso, mesmo tendo como norte a quantiza¢ao, vamos nos
restringir & estrutura candnica em que se fundamentam as teorias em estudo e deixaremos
suas respectivas quantizacoes para possiveis trabalhos futuros. No primeiro capitulo,
introduzimos nocoes basicas da mecanica classica que sustentam as ideias que seguem no
método desenvolvido por Dirac para sistemas hamiltonianos vinculados, com aplicacoes
em sistemas mecanicos como a particula livre na esfera e a particula livre relativistica.
A apresentacdo do método é feita seguindo o roteiro de Dirac, aliada principalmente as
discussoes encontradas nos trabalhos de Hanson, Sundermeyer e Teitelboim [7, 8, 9]. Os
exemplos desse capitulo tém como objetivo principal uma compreensao mais didatica do
método em sistemas fisicos. Nesse intuito, também temos um resumo do método na forma
de um fluxograma.

No segundo capitulo, apresentamos a estrutura candnica da eletrodindmica. A énfase
serd dada na coeréncia do surgimento campo eletromagnético como uma consequéncia
natural do processo de acoplamento minimo a partir da lagrangiana de Dirac sob a simetria
de gauge U(1). Além disso, estudamos a estrutura canénica do campo espinorial. Sobre o
campo eletromagnético livre, investigamos como, mesmo se tratando de um caso abeliano,
temos a necessidade de uma fixagdo do gauge para que nao se apresentem arbitrariedades
intrinsecas a teoria sob a Optica hamiltoniana.

O terceiro capitulo concentra as ideias introduzidas nos capitulos anteriores com a
apresentacao das teorias de Yang-Mills como consequéncia do processo de acoplamento
minimo de um sistema com N férmions e a estrutura canonica dessas teorias. Entao,
vemos as limitacoes da analogia que se faz entre teorias de abelianas e nao abelianas no

que diz respeito a uma escolha de gauge compativel com a teoria em questao.
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Por fim, apresentamos as consideracgoes finais do trabalho divididas em duas partes:
consideracoes sobre questoes levantadas ao final do terceiro capitulo, com a impossibi-
lidade de uma escolha de gauge consistente com teorias nao abelianas; e consideracoes
sobre a conjectura de Dirac, que relaciona vinculos de primeira classe com transformacoes

canonicas.
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Capitulo 1

O Método de Dirac

1.1 Introducao

Neste capitulo seguiremos o método desenvolvido por Dirac em suas obras relacionadas
a dinamica hamiltoniana para sistemas vinculados [1, 2, 3]. Inicialmente apresentaremos
uma visao geral da mecanica classica [4, 5] e o contexto da formulagdo hamiltoniana em
que se desenvolve o método, para podermos entao estender sua aplicacao para sistemas
com infinitos graus de liberdade, como em teoria de campos.

O estudo da mecéanica classica pode ser dividido em duas linhas principais. A primeira
é a mecanica vetorial, derivada das leis de Newton. A segunda, conhecida como mecanica
analitica, tem como base a introducao de um escalar fundamental, a funcao lagrangiana,
que se mostra suficiente para determinar a dinamica de alguns sistemas [4]. A lagrangiana
deve ter dimensao de energia, porém nao possui uma expressao nica para todos os siste-

s . . ~ ., . 2
mas fisicos, e.g., L = %mzﬂ para particulas livres ndo-relativisticas e L = —mc?y/1 — %

C
para o caso relativistico.!

Sob o ponto de vista da mecanica analitica, uma particula nao deve ser mais vista
isoladamente, mas sim como parte de um sistema, como um conjunto de particulas em
interacao umas com as outras. Isso faz com que o conceito de coordenada assuma um
aspecto mais geral e somente quando estabelecemos o sistema estudado especificamos a
natureza das coordenadas do mesmo. Essencialmente, o que precisamos para traduzir
uma dada situagao fisica é associar pontos do espaco a niimeros. Se tomarmos como
exemplo um sistema com n particulas, podemos descrever a posicao desse sistema através
das coordenadas cartesianas w;,1;,2; i=1,..,n bem como por outras quantidades
41,42, ---, 3, associadas as coordenadas originais por uma transformacao. A escolha dessas
quantidades pode levar a uma descricao mais adequada de um sistema. Nesse sentido,

o conceito original de coordenadas de Descartes, da lugar a essas quantidades, ditas

!Apenas em primeira ordem de uma expansdo para v < c¢ na lagrangiana, retornamos ao caso nao
relativistico quando observamos que o primeiro termo é constante, nao interferindo nas equacoes de

. . »2 2
movimento, i.e., L = —mc%{/1 — =~ —mc? ( — %Z—z) = —mc® + %mvz.
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coordenadas generalizadas, que podem igualmente caracterizar a posi¢cao do sistema.

Os parametros necessarios e suficientes para a caracterizacao tnica da configuragao do
sistema sao denominados de graus de liberdade. Uma quantidade menor de parametros
nao é suficiente para determinar a posicao do sistema, enquanto que uma quantidade
maior nao ¢é necessaria e nao pode ser atribuida sem que satisfaca certas condicoes. Se
escolhemos n parametros qi, qa, ..., ¢, como as coordenadas generalizadas de um ponto em
um espago n-dimensional, construimos o espaco de configuracao desse sistema. Assim, o
espaco de configuragao ¢ um espacgo abstrato com tantas dimensoes quanto os graus de
liberdade do sistema. Equacoes do tipo ¢1 = ¢ (), ..., ¢n = gy (t) equivalem nao somente
a solugao de um problema dinamico, mas também, geometricamente, a um ponto que
representa completamente o sistema se movendo ao longo de uma curva no espago de
configuragao, com respectivas derivadas temporais como velocidades generalizadas [4].

Para ilustrar esse panorama tomemos como exemplo dois atomos idénticos compondo
uma molécula diatomica. Do ponto de vista dinamico podemos tomar x1, y1, 21 € Zo,
Yo, 22 como as coordenadas associadas as duas massas dos atomos. Podemos também
considerar esses atomos mantidos a uma distancia fixa D de um com relagao ao outro.
Isso implica na condicio (z; — 22)°+ (y1 — y2)>+ (21 — 22)> = D?. Devido a essa condicio,
as seis coordenadas associadas nao podem ser escolhidas arbitrariamente, contudo pode-
se utilizar as coordenadas do centro de massa da molécula ., Yem, Zem € adicionar dois
angulos 6 e ¢ que caracterizem a direcao do eixo da molécula. Assim, seis coordenadas
retangulares passam a ser substituidas por cinco coordenadas para a caracterizacao do
sistema. O espago de configuracao desse sistema possui entao cinco dimensoes com cinco

graus de liberdade.

1.2 O Principio de Hamilton e a Formulacao Lagrangi-

ana da Mecanica Classica

Com esse quadro estabelecido, temos que para descrevermos a dindmica de um dado
sistema fisico, i.e., para determinarmos suas equacoes de movimento, precisamos conhecer
suas coordenadas e as velocidades associadas a essas coordenadas. Isso permite aplicarmos
um principio conhecido como principio de Hamilton. Consideremos uma lagrangiana que
seja funcao apenas das coordenadas generalizadas ¢; e suas respectivas velocidades ¢;, sem

dependéncia temporal explicita

Entao, introduzimos um funcional chamado acao S, que corresponde a integral tem-
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poral da lagrangiana dada uma trajetéria C' do espacgo de configuracao,

Sier = / L (g, ) dt. (1.2)
C

O principio de Hamilton estipula que o movimento do sistema de um tempo ¢; a um
tempo Lo é tal que a integral de linha (agao) tem um valor estacionério para a trajetoria real
do movimento [3]. De todas as possiveis trajetorias no espago de configuragao, o sistema
percorrera aquela em que a acao possui um valor estacionario. Matematicamente, por
valor estacionério entende-se como a integral de acao possuindo um mesmo valor para
variagoes infinitesimais em primeira ordem ao longo da trajetoria em relacdo a todas

trajetorias vizinhas no espago de configuracao, ou seja,
05 =0. (1.3)

Aplicando a variacao a integral,
t1
0S5 = / oL (i, g:) dt

to
b /oL oL

/to (a% d4;
" ToL d (0L d (0L

Z;b%q+m(%”) ﬁ<w)q1

UTOL  d (0L hog (0L
= - : (26 ) at = 1.4
/to {aqi a (aqi)](s%m / ¢ (8%5%)& 0. (1.4)

o

observamos, ao impormos extremos fixos, i.e., d¢; ié = 0, que o segundo termo em (1.4)
se anula. Temos entao condicoes para a trajetoria real que o sistema percorrerd, ou seja,

temos suas equacoes de movimento, as equacoes de Euler-Lagrange:

d (OL\ 0L
= (8%) ~ 50 =" (1.5)

Dessa forma, temos que na formulagao lagrangiana um sistema é caracterizado por

um conjunto de equagoes diferenciais de segunda ordem de acordo com os graus de liber-
dade do sistema. Esse conjunto de equagoes, as equacoes de Euler-Lagrange, descrevem
a dindmica do sistema, sendo necessarios 2N valores iniciais especificados para determi-
nar solugoes de tais equacoes. Além disso, se o sistema possui N graus de liberdade

independentes, temos N equagoes independentes entre si [5].
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1.3 A Formulacao Hamiltoniana da Mecanica Classica

O estudo da formulacao hamiltoniana da mecanica classica tem como uma das mo-
tivagoes a reducao da ordem das equagoes de movimento. Queremos um conjunto de
equagoes de primeira ordem para a dinamica [4]. Além disso, a formulagao hamiltoniana
é construida sobre o espago de fase, entre as coordenadas generalizadas e os momen-
tos conjugados [5]. Para isso, a partir das equacoes de Euler-Lagrange, podemos definir

momentos conjugados as velocidades

. 0L
b= . 1.
V=g (1.6)

Para realizarmos a transicao do formalismo lagrangiano para o hamiltoniano deve ser

possivel escrever as velocidades ¢; em termos do momentos conjugados. Essa possibilidade

é verificada através da condicdo Hessiana. Buscamos uma transformagao do tipo (¢;, ¢;) —
. . -, . i 2 . i

(¢i,p'). O Jacobiano dessa transformacio ¢ determinado por 2 = -CL_ pois pi = a—’.’_qj.

6‘1] dfha% 8‘1]

Temos entao que
. 0*L
WY = —— 1.7
04;04; (1.7)

sao as componentes de uma matriz Hessiana W, de modo que

p' = W4 (1.8)

Por condicao Hessiana entende-se que essa matriz deva possuir determinante nao nulo,
ie.,

detW # 0, (1.9)

para que seja possivel escrever
g =(W=),7, (1.10)

onde W~ & a matriz inversa de W, obedecendo a W—'W = WW ™! = I. Sistemas que

satisfazem a essa condicao sao chamados de sistemas regulares, ou nao vinculados.

oL
9q;’

para evidenciarmos sua dependéncia nas velocidades, a fim de realizarmos uma transicao

Das equacoes de Euler-Lagrange, vemos que p' = mas precisamos diferenciar L

para o espaco de fase, ou seja,

L = L(q,4q),
oL oL
dL = —dg;, + —dq;
o0 q’+8qi qi
oL oL oL
dL = —dg+d| ¢ | —d| =) G,
og." " (3qiq> (5%) !

oL . oL\ . OL
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Fazendo uso da expressao para os momentos conjugados, definimos a fun¢ao hamiltoniana

H =p'¢; — L a partir de (1.11). Assim, temos

L
“dg;. (1.12)

dH = dpiQi - D4

Comparar as equacoes para H e dH, com a condicao Hessiana satisfeita, implica em

considerar a hamiltoniana como H = H (g;, p*) |[7]. Evidenciando sua diferenciacio, temos

OH OH

dq; + —dp". 1.13
9q, M+ 5P (1.13)

dH (g;,p') =

Entao, de (1.11), (1.13) e usando p’ = g—;, temos as equacoes de Hamilton, que regem a

dindmica de um sistema fisico no espaco de fase?

) oH

, o0H

)y = — . 1.1
p 94, (1.15)

Podemos ver também como uma dada fungao F (g;, p’) evolui no tempo no espaco de fase:

. . OF  OF
Flg,p') = 90 —qi + 2!
8F oH OFO0H

T 0q; 0y Op Og; (1.16)

-i

A estrutura que se encontra no lado direito de (1.16), corresponde aos parénteses de
Poisson entre F' e H. Entre duas variaveis dinamicas no espago de fase, A(q;,p') e

B (g;,p'), os parénteses de Poisson sao definidos como

0AOB 0AOB
dq; Op*  Op' Og;

{A, B} = (1.17)

e possuem como principais propriedades:

1. Antissimetria: {A, B} = — {B, A}.
2. Linearidade: {c1 Ay + coAs, B} = ¢1 {A1, B}4co{ Ay, B}, se ¢; e ¢; forem constantes.
3. Elemento neutro: {c, A} =0, se ¢ for constante.

4. Identidade de Jacobi: Sendo C' também uma varidvel dinamica no espaco de fase,
{AAB,C}} +{B,{A,C}} + {C.{A,B}} = 0.

2(Caso exista na lagrangiana e hamiltoniana dependéncia temporal explicita, temos também que

o _ oL
ot ot
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Assim, temos a evolugao de F' escrita com os parénteses de Poisson

F={F H}. (1.18)

1.4 Sistemas Hamiltonianos Vinculados

O estudo do formalismo hamiltoniano para sistemas vinculados é caracterizado por
velocidades generalizadas que nao podem ser univocamente expressas em termos dos mo-
mentos conjugados, como seriam em (1.10). Essa situa¢io pode ser verificada através da
condigao Hessiana (1.9), na qual para sistemas regulares (ou ndo vinculados) é satisfeita,
porém para sistemas singulares, i.e., nos quais ocorre singularidade na lagrangiana, temos
que

detW = 0. (1.19)

A teoria eletromagnética de Maxwell, a teoria da gravitacao de Einstein e teorias de gauge
nao-abelianas, e.g., a teoria de Yang-Mills, sao exemplos de teorias que apresentam essa
caracteristica [6]. Tais teorias sdo vinculadas, pois violam a condi¢do Hessiana, e seus

processos de quantizagao sdo um dos problemas chave em teoria quantica de campos [8].

1.4.1 O Método

A construcao do método desenvolvido por Dirac tem como base sistemas hamiltonianos
vinculados. Seu ponto de partida consiste em tratar as relacoes de dependéncia que surgem
entre as variaveis canonicas como vinculos, construindo uma hamiltoniana modificada.
Esse procedimento nos leva a novas equacoes de movimento para as variaveis candnicas e
classificacoes de vinculos que levam a distintas interpretacoes das teorias em estudo.

O determinante da matriz Hessiana nulo (1.19) pode ser resultado de situagoes distin-
tas que dependem do sistema estudado. A impossibilidade de determinadas inversoes do
tipo (1.10) pode ter como causa a forma das equagoes para as velocidades, por exemplo,
equacoes que fornecem mais de uma raiz nao estabelecendo de forma univoca as veloci-
dades em funcao dos momentos e coordenadas. As situagoes de interesse sao aquelas em
que podemos tomar uma submatriz W', de W, para que tenhamos equacoes contendo
coordenadas e velocidades de modo que as inversdes possam ser feitas. A elas vamos
atribuir um conjunto R de relagoes p" = W'%¢,, com r,s = 1, ..., R. As demais equagoes
nao terao velocidades no lado direito de (1.8), estando relacionadas a um setor nulo de

W. Vamos supor que essas constituam M < N equacgoes que terao a forma

m

P =" (g, p"), (1.20)

comm = R+1,...,N para as M equacoes.
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1.4.2 Vinculos Primarios

Em sistemas vinculados, temos que dos momentos conjugados (1.6) surgem relagoes
funcionais entre as varidveis canonicas (1.20). A hamiltoniana H = p'¢; — L definida na
secao anterior nao depende das velocidades nao inversiveis ¢,,, pois

oH - 0g; oL

— i Y% — ™ — o™ (g, p") = 0. 1.21
2. "o " aq. =" ©™ (¢;,p") (1.21)

Com isso temos que a dinamica do sistema, é restrita pelas relacoes
¢" (qi,p") =p™ — " (@i,0") = 0, (1.22)

que sao chamadas de vinculos primarios. A uma superficie do espaco de fase definida pelo
conjunto R de equacoes em que as velocidades sao inversiveis chamaremos de superficie
primaria. Queremos estabelecer as equacoes de Hamilton para o espaco de fase total.
Com esse intuito, introduzimos a nocao de igualdade fraca "a~". Se duas fungoes, F e G
sao fracamente iguais, ' ~ G, elas coincidem na superficie definida pelos vinculos. Se F'
e GG sao fortemente iguais, F' = (G, a igualdade é vélida nao somente na superficie definida
pelos vinculos, mas em todo o espaco de fase. Assim, temos que os vinculos primérios sao
fracamente nulos,

o™ 2 0, (1.23)

Pode-se mostrar que uma funcao fracamente nula equivale fortemente a uma combinacao
linear dos vinculos que definem a superficie primaria. A hamiltoniana H, que é definida
na superficie priméaria e nao depende das velocidades nao inversiveis ¢,,, pode ser somada
uma combinagao linear dos vinculos via multiplicadores de Lagrange. Com isso, definimos

uma segunda hamiltoniana, a hamiltoniana primaria Hp |3],
Hp = H+ \po¢™ ~ H, (1.24)

onde os \,,’s sao os multiplicadores de Lagrange que podem ser qualquer funcao dos ¢’s
e p’s. Com essa equacao torna-se mais clara a ideia da igualdade fraca, pois Hp ~ H
é equivalente a dizer que Hp é igual a H na superficie primaria. Entao substituimos a
hamiltoniana H pela hamiltoniana priméria Hp para vermos como fica a dinamica do

sistema vinculado, usando desta vez os parénteses de Poisson:

8qi aHp B 0% 6Hp . aHp

@ = Ay =5 00 "9 g, op
OH 0N, . O¢™ OH | 9"
= G T g gt g (1.25)
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(9pi 8Hp 8pz 8Hp . aHp

A T T
OH 0\, O™ 0OH O™
= — — "= A~ — — An——— 1.2
9 04 " 9g; 04 A dq (1.26)
com
¢" (¢,p) = 0. (1.27)
Como os vinculos também sao fungoes de ¢ e p, temos
0" (¢.p) = {0, Hp} = {¢", H} + A\, {9, 6"} (1.28)

1.4.3 Condicoes de Consisténcia

Como a hamiltoniana priméria nao estd completamente determinada, em fungdo dos
multiplicadores, nao sabemos se os vinculos primarios sao suficientes para manter a di-
namica do sistema restrita a superficie primaria. Diante desse panorama, Dirac introduz
as chamadas condicoes de consisténcia, que correspondem a conservacao dos vinculos ao

longo do tempo,

o™ (q,p) = {¢™, H} + A {¢™, 0"} = 0, (1.29)
onde definiremos a matriz P, com componentes P™" = {¢™, ¢"}. Se nao considerarmos
uma lagrangiana completamente arbitraria, como alguma inconsistente com as equacoes
de movimento, e.g., L. = ¢ que leva a condicao a 1 = 0, essas condigoes de consisténcia

podem levar a alguns casos distintos:
e Equagoes identicamente satisfeitas.
e Multiplicadores determinados.
e Equacoes independentes dos multiplicadores.

Os dois primeiros casos serao discutidos mais adiante. Do terceiro caso surgem relacoes

s s . / .
entre as coordenadas e os momentos chamadas de vinculos secundarios ¢™ , tais que

o™ (¢,p) =0, (1.30)

onde m’ indica o nimero que assumem M’ vinculos gerados. Classificamos os vinculos
entre primarios e secundarios devido a origem distinta entre eles, pois os vinculos primérios
tém origem na defini¢gdo do momentos conjugados (1.6), enquanto que para os vinculos
secundarios se fez necessario o uso das equagoes de Euler-Lagrange (1.5) para as condicoes
de consisténcia (1.29).

Outra forma de vermos tais condicoes é a partir da matriz P. Se P nao ¢ singular, sua

inversa P! existe e satisfaz P~'P = PP~! = . Podemos reescrever a equagao (1.29) na
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forma

A — (P, {¢™ HY, (1.31)

onde (P71)

determinante de P é nao nulo, situacdo na qual teremos as funcoes A\, completamente

nm S0 as componentes da matriz inversa de P, apenas no caso em que o

determinadas. Nos demais casos, presentes em det P = 0, devemos analisar os parénteses

de Poisson que definem a matriz P separadamente.

1.4.4 O Algoritmo de Dirac-Bergmann

O processo resultante do caso em que temos o surgimento de mais vinculos é conhecido
como algoritmo de Dirac-Bergmann, onde impomos novas condi¢oes de consisténcia sobre

os vinculos secundarios,

0" (a,p) = {&" B | 4+ A {070 20 (1.32)

e repetimos o processo até que as condicoes resultem em um dos demais casos. Ao fim do

algoritmo, podemos representar as condi¢oes com as duas classificacoes de vinculos,

¢ (q,p) = {¢/, H} + Ao {&, 9™} = 0, (1.33)

em que j = R+ 1,..., N para os J vinculos, tanto primérios quanto secundarios.

1.4.5 Classificagao de Vinculos em Primeira e Segunda Classe

Como resultado do algoritmo teremos um conjunto de vinculos priméarios e secundéarios,
além de possiveis condicoes para A,,. Dessas condicoes temos que a consisténcia dos
vinculos com as equagoes de movimento implicam que deva existir uma solucao para A\,

como funcao de ¢ e p,
Am = Am (¢, D) (1.34)

de modo que Hp possa ser expressa em termos de ¢ e p. Tendo como uma das motivacoes

a determinacao dos multiplicadores, Dirac introduziu uma nova classificacao de func¢oes:

e Uma funcgado de g e p que possui parénteses de Poisson fracamente nulos com todos

os vinculos ¢ uma funcao de primeira classe,
{F, ¢} =~ 0. (1.35)

e Uma funcao de ¢ e p que possui parénteses de Poisson nao nulos para qualquer a, é

uma funcao de segunda classe,

{F, 0"} #0. (1.36)
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O conjunto de vinculos primarios e secundarios pode entao ser dividido a partir dessa
classificacao. Vinculos de primeira classe estarao associados a invariancias locais de gauge
e as escolhas de fixacao de gauges como vinculos adicionais a teoria transformarao vinculos

de primeira classe em segunda classe |9, 10].

1.4.6 A Hamiltoniana Total

Uma vez determinados todos os vinculos, tanto primarios quanto secundarios, prove-
nientes das condicoes de consisténcia, podemos escrever a Hamiltoniana total com todos

os vinculos encontrados sem estabelecer uma distin¢ao na natureza dos mesmos,

Hr = H + \;j¢’. (1.37)

Mesmo tendo-se esgotado as condigoes de consisténcia a partir dos vinculos secundérios
ainda existe o problema da determinacao dos multiplicadores. Essa é uma etapa crucial do
método e que é restrita a determinados tipos de sistemas, se fazendo necessario o uso de
mais uma definicao que deve completar a interpretagao sobre a classificacao dos vinculos.
Aqui vale ressaltar que, das condigoes para os vinculos secundéarios, temos dois resultados
possiveis. Podemos retornar a situacao em que temos a condicao em questao identicamente
satisfeita (tendo um conjunto completo de primeira classe, tanto de vinculos priméarios
quanto secundéarios), ou podemos ter como resultado equagdes para os multiplicadores
(em que havera um conjunto completo ou um subconjunto de segunda classe). Em ambos
0s casos estabelecemos a hamiltoniana total aplicando novas condicoes de consisténcia

com o conjunto completo de vinculos.

1.4.7 Os Parénteses de Dirac e as Equacoes de Movimento

Nesse estagio do método, nao vamos mais distinguir vinculos primérios de secundarios
de modo que devemos nao somente levar em conta para a dinamica a hamiltoniana total
em lugar de apenas a hamiltoniana primaria, mas também devemos insistir na consisténcia

dos vinculos agora como relagdo a um conjunto completo, i.e.,

¢ (q.p) ={¢’ Hr} =~ {¢/,H} + N {¢", 0"} =0, (1.38)

com k = R+1,..., N, ou seja, k também se refere a vinculos quaisquer. Como temos novas
condicoes ainda existe a possibilidade de que vinculos sejam gerados e de que na verdade
estavamos lidando com um conjunto incompleto, sendo necessario redefinir a hamiltoniana

total. Garantido o conjunto completo, podemos definir uma matriz 7', com componentes
Ti% = {¢7, ¢*} (como feito em (1.31)) de modo que

N~ —(T7), ¢ H} (1.39)
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fornecem os multiplicadores caso o determinante de T' seja nao nulo. Nesse caso isso
indica que estamos lidando um conjunto de vinculos de segunda classe e podemos tratar

as igualdades fracas como fortes. Teremos como equacoes de movimento

p=A{p" Hep = {p" H}y = {p", 6"} (T7); {¢'. H}. (1.41)

Definimos entao os parénteses de Dirac entre duas varidveis dinamicas F' e G do espago

de fase,
{F,G}, ={F.G}y—{F,¢"} (M), {¢".G}. (1.42)

Pode-se mostrar que os parénteses de Dirac satisfazem as mesmas propriedades béasicas

dos parénteses de Poisson. Assim, podemos escrever as equacoes de movimento na forma
G =1a, H}p, (1.43)

pr=A{r,H},. (1.44)

Contudo, temos que T pode ser singular. Nesse caso, precisamos saber como as condi-
¢oes (1.38) envolvem vinculos de primeira e segunda classes. Se T' ¢ singular, significa que
temos vinculos com parénteses de Poisson nulos com os demais, ou seja, que sao de pri-
meira classe. Atribuiremos a eles o rotulo p. A principio podemos identifica-los, mas nao
teremos uma inversa associada para que possamos determinar seu multiplicadores. En-
tretanto, podemos tomar o subconjunto restante de vinculos de segunda classe, aos quais

atribuiremos o rétulo s. Entao, definimos M, uma submatriz de T', com componentes

M = {6 ) (1.45)

associadas a esses vinculos. Para esse subconjunto, M7°** nio sera singular. Das condicoes

de consisténcia isso implica que existe uma inversa tal que
~ -1
Mo = (M) o {07 H (1.46)

Como separamos os vinculos de primeira classe dos de segunda classe, temos a hamilto-

niana total como Hr = H + A\jp¢?" + \js¢’", levando as equagdes de movimento

Cji = {Qi7HT} ~ {Qi, H} - {Qiaqus} (Mil)jsks {¢k57 H} + )\jp {qi, ¢Jp}
~ {qza H}DS + >\jp {Qi>¢jp} ) (147)
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B = He} = {p' H} = {p",¢" } (M) {&" H} + 2 {0, 67"}
~{p H}p + A {007} (1.48)

Podemos usar as condigoes (1.38) para esse subconjunto de segunda classe substituindo
(1.46), de modo que

O (q.p) = {¢" Hr} = {67 H} = {&", 6"} (M), {" H} =0, (1.49)

ou seja, sao identicamente nulas. A equagao (1.49) pode ser escrita em termos dos parén-

teses de Dirac,
¢ (q.p)={¢" H}, =0. (1.50)

Assim, os parénteses de Dirac de qualquer funcdo de ¢ e p com um vinculo de segunda
clagse é fortemente nulo. Se todos os parénteses de Poisson forem substituidos por pa-
rénteses de Dirac isso significa dizer que efetivamente estamos lidando apenas com os

vinculos de primeira classe. Entao, equacoes de movimento podem ser escritas como
G = {4 Hr}p = {ai. H + X" } ) = {ai, HY p + Ny {0, 07 } (1.51)

pi - {pi,HT}D - {pl,H + )\]p(é]p}D ~ {pz’ H}D + )\JP {pzu (bjp}D? (152)

onde vemos que a dinamica do sistema permanece ainda indeterminada pelos multiplica-

dores dos vinculos de primeira classe.

1.4.8 A Hamiltoniana Estendida

Para termos a dinamica do sistema determinada, devemos obter do método um con-
junto completo de vinculos de segunda classe. Caso isso nao ocorra, devemos trabalhar
com o conjunto de primeira classe em questao e realizar o processo de fixacao de gauge.
Desse processo teremos o acréscimo de vinculos a teoria, mais especificamente seguindo
a quantidade de vinculos de primeira classe, para estabelecer o conjunto completo de
segunda classe. Tendo esse conjunto, definimos a hamiltoniana estendida, que contém
todos os vinculos provenientes das condicoes de consisténcia na hamiltoniana total, mais

os vinculos propostos na fixacao de gauge,
Hp = Hp + N¢'. (1.53)

Essa hamiltoniana é equivalente & hamiltoniana total quando ja temos um conjunto com-
pleto de segunda classe. Como os parénteses de Dirac para vinculos de segunda classe sao
fortemente nulos, podemos escrever as equagoes de movimento como (1.43) e (1.44).

Para ilustrar um pouco do método com suas ramificagoes de um modo cadenciado,



25

temos um resumo na forma de um fluxograma com uma sequéncia que pode ser adotada
em sua aplicacao (Figura 1). Vale ressaltar que se trata apenas de um resumo, pois para
cada sistema fisico pode-se ter uma interpretacao distinta em qualquer etapa do método

saindo assim do escopo do resumo.

Vinculo(s) primério(s)
v
Hamiltoniana primdria |

v

Condicdes de consisténcia
sobre os vinculos primérios
|
] Y Y

Equacdes identicamente .
quagoes 1¢ . Multiplicador(es)
satisfeitas, i.e.,

0=0 determinado(s)

' :

Conjunto de
vinculos de segunda
classe
I |
'
| Hamiltoniana total |

¥

Condicdes de consisténcia
sobre todos os vinculos

Surgem vinculos
secundarios

Conjunto de vinculos de
primeira classe

y Y L]
Surgem vinculos Equago?s 1('1ent1'camente Multiplicador(es)
. satisfeitas, i.e., .

secundirios 0=0 determinado(s)

! !

Conjunto de
vinculos de segunda
classe
]

Parénteses de Dirac |
|

Conjunto completo de
vinculos de primeira classe

L ]
Equag¢des de movimento |

Figura 1: Resumo do método.

1.5 Exemplos de aplicacao na mecanica classica

Nesta secao veremos exemplos de aplicacao do método desenvolvido por Dirac em
sistemas mecanicos simples. Inicialmente com o exemplo da particula livre em uma, esfera,

para depois o caso da particula livre relativistica. Para o primeiro exemplo veremos que
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a partir da lagrangiana do sistema, usando multiplicadores de Lagrange, podemos obter
um conjunto de vinculos que nos fornecem informacoes sobre o sistema em questao. Ja
no segundo exemplo a énfase esta nos diferentes resultados do método para abordagens
distintas de um mesmo sistema. Com isso, espera-se ser possivel ver a motivacdao em

trabalhar com esse método para diversos sistemas fisicos de maior relevancia.

1.5.1 Particula livre em uma esfera

Como ponto de partida desse exemplo tomemos a lagrangiana de uma particula livre
nao relativistica,
L= tmaz (1.54)
2
Queremos restringir o movimento da particula a superficie de uma esfera. Definimos entao
uma nova lagrangiana acrescida da fungao ¢ (z) = z? — r? = 0, com r sendo o raio da

esfera, via multiplicador de Lagrange,

L= %mf’z —utp (z) . (1.55)

Para definirmos uma dinamica hamiltoniana, devemos efetuar uma transformacao de Le-

gendre nas velocidades, de modo que
L (:E z, u) s H(Z,7,u,7), (1.56)

onde v também ¢é varidvel dindmica com momento conjugado 7. Fazemos isso determi-

nando os momentos conjugados as coordenadas da lagrangiana,

oL . . D
=S emi ==L (1.57)
T m
oL
T
Com isso, temos a hamiltoniana canonica,
R 1 o
H=7-p—L=—p +uw(z). (1.59)

2m

Como para a variavel u nao foi possivel escrever a respectiva velocidade em funcao do

momento conjugado, temos um vinculo primario,

po=m=0. (1.60)
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Por consisténcia, esse vinculo deve ser conservado no tempo. Porém, a nossa hamiltoniana

agora deve englobar o vinculo, temos entao a hamiltoniana primaéria,
HP == H + )\0¢0, (161)

de modo que a evolucao temporal de um observavel na dinamica hamiltoniana seja dada
por,
F={F Hp}. (1.62)

Com isso, temos a condi¢ao de consisténcia

o0 = {0, H} + o {0,060} =0 (1.63)
= {¢0, %172 + Uw(ﬂﬂ)} + Ao {¢0, do}
= ) P e )
= —¢(z) =0,
que leva a
01 =1 (x) =0. (1.64)

Como do vinculo primério, através da condicao de consisténcia, surgiu um novo vinculo,
damos inicio ao algoritmo de Dirac-Bergmann. Encontramos na condi¢ao de consisténcia
um novo vinculo (1.64), entdo impomos novamente sua conserva¢ao no tempo e fazemos

isso repetidamente até que se esgotem as condicoes de consisténcia. Assim,

¢1 = {o1, H} + Ao {o1, 00} ~ 0
= %Wb(x)-ﬁ%(l (1.65)

Como v (z) é a fun¢do que restringe o movimento da particula a esfera, de (1.65), temos

by =T -0 (1.66)

como segundo vinculo secundario. Esse vinculo expressa a ortogonalidade entre os ve-
tores posicao e velocidade sobre a superficie esférica. Entao, aplicamos as condicoes de

consisténcia sobre ¢o,

éz = {2, H} + Ao {2, 0} =~ 0, (1.67)

que leva a
¢3=—p —ud =0, (1.68)
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como terceiro vinculo secundéario. Novamente aplicando as condicoes de consisténcia,

b3 = {3, H} + Xo {03, 00} ~ 0, (1.69)
temos como resultado,
du - p
N A — P (1.70)
m X

Ou seja, nao tivemos o surgimento de um quinto vinculo, mas sim uma equacgao fraca

para Ag. Definimos assim a hamiltoniana total,

Hr = H + \odo + M1 + Ao + Asbs = H + NaGha, (1.71)

a =0,1,2,3. Devemos calcular os parénteses de Poisson entre os vinculos para sabermos

de que classe(s) de vinculo(s) o sistema é constituido. Temos

{po, 05} =7, (1.72)
{<Z51, ¢2} = 2527 (1-73)
{h, b3} = % +2uE’, (1.74)

com os demais parénteses nulos. Por essas relagoes vemos que todos os vinculos tem
parénteses de Poisson nao nulos com pelo menos um dos demais vinculos, entao temos
um conjunto de vinculos de segunda classe.

Definimos a matriz M, com componentes My, = {da, D},

0 0 0 i
0 0 27" 0

Mo =10 g 0 Py ourt | (175)
70 -E —ouF” 0

que contém todos os parénteses calculados. Devemos calcular a matriz inversa de M.
Isso é possivel para um conjunto de vinculos de segunda classe, como é o caso para esse
sistema. Assim, as equagoes de movimento serao determinadas através dos parénteses de

Dirac entre as variaveis candnicas e a hamiltoniana. A matriz M tem inversa dada por

0 pme o

() = | e 0 — 0 (1.76)
0 5L 0 0
L 0 0

De posse da inversa de M, temos equagoes para os multiplicadores que permitem a cons-
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trucao dos parénteses de Dirac. Para esse sistema os definimos por

(F,G}p = {F,G} + {F, ¢} (M) {4, G} . (1.77)

O proximo passo corresponde a determinacao dos parénteses de Dirac fundamentais que

surgem no célculo das equacoes de movimento. Os nao nulos correspondem a

By =-—5@0r-ped)=—73L, (1.78)
— 1 — —
{x,ﬁ}Dzl—r—zx@)x, (1.79)
= P
{u, 7}, = oy (1.80)
{u.ptp = 57 (1.81)

onde ® corresponde ao produto diddico e ¥ ® p— p'® & é a matriz de momento angular

L. Por fim, determinamos as equagoes de movimento,

F={7 H}, =2, (1.82)
m
) 5’
p={pH}p= —Wf, (1.83)
. AT
u:{u,H}D:Wa:-p:O, (1.84)
7= {m H}, =0. (1.85)

A equagdo (1.82) ja foi encontrada pela defini¢cdo dos momentos conjugados em (1.57).
A equagao (1.83) corresponde a equagao harmonica 74w =0 quando escrevemos a
mesma em termos da velocidade angular w usando a definicio do momento cinético para
a particula, estando em acordo com a equacao de Euler-Lagrange para Z. As demais
equagoes resultam nulas, no caso da (1.84) fazendo uso de ¢ e no caso da (1.85) por =

ser uma funcao de segunda classe.

1.5.2 Particula livre relativistica

O estudo do movimento de uma particula livre relativistica sob o ponto de vista
Hamiltoniano pode ter duas abordagens. A primeira, com o tempo préprio como uma
quantidade com a qual todos os observadores de Lorentz estao de acordo em relacao a
linha de mundo da particula, i.e., com a quantidade de tempo passado em um relogio que

acompanha a particula durante o movimento [6, 7|.
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Como ponto de partida, tomemos a acao relativistica,

S = —mc/ds (1.86)

e o comprimento infinitesimal entre dois pontos no espaco de Minkowski,

ds* = cdt* — dx;dx;. (1.87)

ty Lo
S:—mg/iﬁﬂl—%? (1.88)
t; c

De onde tiramos do integrando a Lagrangiana,

A acdo entao passa a ser,

L=—-mc*/1— 3 (1.89)
O momento canonico é definido por

. 0L ma*

P = — 1.90

como p; = Yma;, temos que 0s momentos candnicos sao equivalentes aos momentos ciné-

ticos. As velocidades podem ser escritas em termos dos momentos,

; it (1.91)
T = ———. .
"V m2ce 2
Assim é possivel estabelecer a Hamiltoniana canonica,
H = r'd; — L = Vm2ct + 72c2, (1.92)

equivalente a energia total da particula £ = /p?c? +m2c*. Por fim, as equacoes de

Hamilton podem ser determinadas,

oH s

PO N— 1.93
= 1.99)
< OH
Tt = — =0. 1.94
T . 0 (1.94)

Ou seja, tal versao permite escrevermos via transformacao de Legendre a Hamiltoniana
inteiramente em termos dos momentos (porém neste caso 0s momentos candnicos sao os
proprios momentos cinéticos m° = p’, o que nao é valido no caso geral, e.g., particula

carregada em um campo magnético).
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A segunda abordagem possivel é sob uma versao covariante da agao. Vamos supor

uma curva descrita por um parametro arbitrario (1) onde z* = z# (1), com z° = ct. Sao
dat . “d
vetores tangentes a essa curva ut = &) o produto escalar é uty, = 92 %u
dr H dr dr

Como entre o espago de Minkowski e seu espaco tangente existe um isomorfismo, o
produto escalar construido em 7' (M) define distancias iguais em M. Em uma esfera, por
exemplo, nao podemos definir vetores sobre sua superficie, apenas vetores tangentes ponto
a ponto, e isso ocorre apenas pois a superficie é diferenciavel em toda sua dimensao. Sendo
assim, tomamos o vetor tangente a curva da trajetoria da particula relativistica u*, que nos
permite construir o produto escalar e entao temos por isomorfismo, o comprimento entre
dois pontos da curva no espago de Minkowski, mesmo com a escolha de um parametro
qualquer que defina sua trajetoria.

A acdo covariante por reparametrizacoes é entao escrita,

D=

S = —mc/dT (ufuy,)?, (1.95)

que nos fornece pelo integrando a Lagrangiana,

[NIE

(1.96)

L = —mc (u'u,)

Os momentos candnicos sao entao

me?

= ———uh. 1.97
0 T (1.97)

Dessa expressao temos que as velocidades u* nao podem ser reescritas em termos dos
momentos, entao através do produto escalar ¥, estabelecemos um vinculo primaério,

chamado também de condicao de camada de massa,
¢y = 7T, — mPc® ~ 0. (1.98)

A expressao (1.97) leva também a uma Hamiltoniana canénica identicamente nula, caso

tipico de teorias covariantes por reparametrizacoes, i.e.,
H = mtu, — L =0, (1.99)

com isso, a Hamiltoniana primaria desse sistema é apenas o produto do vinculo primério

e seu multiplicador de Lagrange,



32

Os parénteses de Poisson fundamentais sao
{z,,z,} = {n", 71"} =0, (1.101)

{wy, "} = —{7", 2,} = 0,. (1.102)

Dessa forma, vemos que ¢y é de primeira classe, pois {¢g, 9o} = 0. As condi¢oes de
consisténcia de Dirac, determinam que o vinculo deva ser conservado no tempo, porém

temos

¢o =0, (1.103)

implicando na nao existéncia de vinculos secundéarios. Ao mesmo tempo também per-
manece mantida a indeterminagao do multiplicador de Lagrange. Uma forma de resolver
esse problema é usar as equagoes de Hamilton no subespago representado pela igualdade

fraca. Temos,

0OH
wt = {u' Hp} = —= = 2\, (1.104)
om,
OHp
th ={nt Hp} = — =0 1.105
= (" e} = =57 =0 (1.105)
mas 7 = —\/%u”, logo
1 u,u”
Ao = — — YW (1.106)
2m  c
Assim, temos a Hamiltoniana primaria determinada
1 u,u?
Hp = —— Y% (nim, — m??) = 0. (1.107)

2m ¢
As velocidades u* e o parametro 7 ainda nao foram fixados com relacao a x*. Tendo
isso em vista, tomamos como escolha de gauge a relagao

ph=2"—7~0, (1.108)

onde 2% equivale ao tempo laboratério. A adicao desse novo vinculo modifica o tratamento
do sistema, de um modo que forma-se um conjunto de vinculos de segunda classe, devido

a nao-comutatividade entre os vinculos,

{00, dot = {¢1. 61} =0, (1.109)

{¢0, 91} = —27°. (1.110)

O proximo passo do método é calcularmos os parénteses de Dirac fundamentais do sis-
tema, para enfim determinarmos as equacoes de Hamilton e verificarmos a consisténcia

do método para esse sistema. Definimos os parénteses de Dirac entre duas funcoes,F' e
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G, como

(F.G}p = {F.G} +{F, 0.} (M) {6, G}, (1.111)

a,b=0,1. Assim,
{wp, 2} = {n", 7"}, =0, (1.112)

(1.113)

Com um conjunto de vinculos de segunda classe, sempre temos parénteses de Dirac
entre qualquer um dos vinculos e qualquer funcao do espaco de fase nulos. De fato, se
confirma que todos os vinculos possuem parénteses de Dirac nulos entre si. Por fim, temos
as equacoes de Hamilton
Ty

iu = {ZL'M, HP}D = 260” 70 )

(1.114)
ity = {mu, Hp}p, = 0, (1.115)

que sao consistentes com a dinamica da particula livre relativistica,

i, =0. (1.116)
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Capitulo 2

Estrutura Canoénica da Eletrodinaminca

2.1 Introducao

Neste capitulo, abordaremos algumas ideias sobre campos de gauge e de como o método
de Dirac pode ser aplicado a esses campos, para que possamos interpretar os resultados
obtidos através da aplicacao do método.

Teorias de gauge tém origem no surgimento gradual da ideia de simetria como uma
forca motriz da formacao de uma teoria fisica e no principio de gauge, ideia de que as
simetrias da natureza, como as proprias interacoes, devem ser essencialmente locais. O
principio de gauge estabelece propriedades de invariancia sobre leis fisicas. Exige que toda
simetria continua seja uma simetria local, implicando em um grau de simetria na natureza
muito maior do que é normalmente concebido. Tal principio significa uma restricdo tao
forte que existe apenas uma classe muito limitada de teorias que podem atendé-la, de modo
que possivelmente nao teria sido proposta se nao houvessem exemplos ja conhecidos onde
se verifica a simetria local, como a teoria eletromagnética e a relatividade geral [1].

Uma teoria de gauge pode ser vista como uma teoria na qual as varidveis dinamicas sao
especificadas com respeito a um referencial, cuja escolha é arbitraria em cada instante de
tempo. Dessa forma, as variaveis fisicamente relevantes sao aquelas que sao independentes
da escolha de um referencial local. Uma transformagao das variaveis induzida por uma
mudanca no referencial (arbitrario) é chamada de transformacao de gauge e as variaveis
fisicas ("observaveis") sdo entao, invariantes de gauge.

Em uma teoria de gauge, nao podemos esperar que as equacoes de movimento deter-
minem todas as variaveis dinamicas para todos os tempos se condicoes iniciais sao dadas
porque sempre se pode mudar o referencial no futuro, enquanto se mantém as mesmas
condigoes iniciais. Assim, uma propriedade chave de uma teoria de gauge é que a solucao
geral das equagoes de movimento contenha funcoes arbitrarias do tempo. Essas sdo teorias

nas quais o sistema fisico que esta sendo estudado é descrito com mais variaveis que o0s
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graus de liberdade independentes fisicamente. Os graus de liberdade de significado fisico
emergem como sendo aqueles invariantes sob a transformacao que conecta as variaveis
(transformagao de gauge) [3].

A primeira e mais simples teoria de gauge que pode ser citada é o eletromagnetismo,
mas até seu desenvolvimento, a ideia da invariancia de gauge era vista apenas como
uma caracteristica especifica da teoria eletromagnética e nao como um principio funda-
mental [1][2]. A cromodinamica quantica, que descreve as interacoes fortes, e o modelo
de Glashow-Weinberg-Salam, que descreve as interacoes fracas, também sao teorias de
gauge. Uma caracteristica comum entre essas teorias é a condicao de que a lagrangiana
seja invariante sob transformacoes de gauge, o que impoe de modo natural a introdu-
¢ao de campos mediadores na interacao fundamental sob consideracao. De acordo com o
grupo ao qual essas transformacoes pertencem, temos diferentes modelos para as intera-
¢oes fundamentais: eletromagnetismo (U (1)), cromodinamica quantica (SU (3)), teoria
eletrofraca (SU (2) x U (1)). Quando o grupo de gauge é um do tipo nao-abeliano, temos
uma teoria do tipo Yang-Mills [4].

Uma distincao importante existente em fisica de particulas elementares é a de fér-
mions e bosons. Férmions sao particulas que obedecem a estatistica de Fermi-Dirac e
que possuem spin semi-inteiro, e.g. quarks e léptons. A descricao de suas interacdes no
contexto de teorias de gauge ¢é caracterizada pelo estudo de campos espinoriais, vistos
neste trabalho como campos de Dirac. Bésons sao particulas que obedecem & estatistica
de Bose-FEinstein e que possuem spin inteiro. Sao vistos também como boésons de gauge,
e sao os mediadores das interacoes fundamentais, como o f6ton na interacao eletromag-
nética, os bosons W+ W~ e Z na interacdo fraca, e os glions na interacao forte. Do
ponto de vista de teorias de gauge, os bdsons sao os quanta dos campos de gauge de
suas respectivas teorias. Nas secoes seguintes, faremos uma abordagem preliminar ao que
caracteriza essas teorias. Temos um estudo estritamente classico de como o campo eletro-
magnético aparece como consequéncia de um processo de acoplamento minimo realizado
ao se impor sobre a lagrangiana de Dirac para um férmion livre a invariancia de gauge do
grupo U(1). Em sequéncia, aplicamos o método de Dirac para ambos, campo espinorial

e campo eletromagnético, livres de interagao.

2.2 Campo Espinorial de Dirac

Os termos "espinores” foram usados por fisicos, primeiramente no campo da meca-
nica quantica. Em formas matematicas, foram descobertos, em 1913, por Cartan, em
suas investigacoes sobre representagoes lineares de grupos simples. Espinores sao, como
tensores, objetos geométricos incorporados em um espago e possuem componentes que se

transformam linearmente sobre transformacoes de coordenadas do espaco. Diferem dos

Wer Capitulo 3
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tensores de modo que mudam de sinal quando se aplica um completa revolugao em torno
de um eixo, enquanto tensores permanecem os mesmos. Espinores estao sempre associa-
dos a ambiguidade de sinal. Em espaco quadridimensional ocorrem nas famosas equacoes
de Dirac, com os quatro campos ¢ sendo as componentes de um espinor [5, 6].

Como ponto de partida para esse estudo, tomemos a lagrangiana de Dirac para um

férmion livre,

L =4Dy, (2.1)
onde ) )

— -
¢ um operador que atua no espinor ¢ e em seu dual ) = ¥'7%. As notagdes d, e 9,

simbolizam derivadas que atuam a direita e & esquerda de um termo, respectivamente,
e.g.,
03 0= 00,0, (2.3)

$D b = 8,5, (2.4)

~* representa um conjunto de quatro matrizes 4 x4, que satisfazem as condigoes {7y*, 7"} =
20 e Yoy = vl, i.e., sendo geradores de uma algebra de Clifford com 7° atuando em
elementos da base como um operador de paridade.

Do principio de Hamilton, temos as equacoes de Euler-Lagrange, para 1,

oL oL
— — — =0, 2.5
"5 0u) 50 (25)
de onde o primeiro e o segundo termo correspondem, respectivamente, a
oL -
0y———— = =0, uy" 2.6
oL I— = —
N L R 9
50 way 9, —ym. (2.7)
De modo que (2.5) passa a ser
— —
¢GW0M+m>:O (2.8)
Para 1), temos
oL oL
au—_ _— = = O7 (29)
) (auw) oY
com o primeiro e o segundo termo sendo, respectivamente,
oL ]
0 = — 7O, (2.10)

Yo (0) 2
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oL i

— = -A# — . 2.11

5 =57 D= (21)
Tornando (2.9) equivalente a

(z'fy“?u - m) ¥ =0. (2.12)

As equagbes (2.8) e (2.12) sdo as equagbes de campo para um férmion livre. Sao
chamadas de equagoes de Dirac, para o campo espinoral ¢, em (2.12), e para seu dual 1,
em (2.8).

2.3 Simetria U(1)

Da teoria de grupos temos que U(1) representa o grupo das matrizes complexas e

unitarias de dimensao 1. Uma transformacgao geral desse grupo é dada por

U=e“, (2.13)

em que « ¢ um parametro inicialmente independente do ponto no espaco. Quando essa
transformacao é aplicada a um campo, dizemos que estamos verificando a simetria U(1)
global, pois a transformacao do grupo ¢ a mesma em todo o espaco. Quando o parametro
a depende do ponto, @ = « (z), dizemos que estamos verificando a simetria U(1) local.
Voltemos ao campo espinorial ¢ de um férmion e seu dual 1. 1 e 9 se transformam sob

acao de U como
v — U, (2.14)

¢ —PUT, (2.15)

de modo que uma aplicagao direta da transformacao global do grupo sobre a lagrangiana

(2.1) resulta em sua invariancia, i.e.,
L'=(e7*¢) D (e"vy) = L. (2.16)

Quando submetemos a lagrangiana a uma transformacao local, temos como resultado a
lagrangiana original acrescida de um termo com derivadas das matrizes de transformacao,

uma vez que as mesmas agora tém dependéncia ponto a ponto no espaco,

I'=1L+ % (U (2)4"0,U (x) — 9,U" (x) U () . (2.17)

Diante disso se faz necessaria a aplicacao de um processo chamado de acoplamento mi-

nimo, em que definimos uma derivada covariante

D, =0, —ieA,, (2.18)
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onde e é um parametro arbitrario, a principio, e A, um campo de conexao. Entao,
impomos a condicao de que, quando aplicada ao campo de Dirac, a derivada covariante

se transforme com a mesma lei de transformacao do campo, ou seja,
Dy — UDp. (2.19)
Neste caso, o campo de conexao deve se transformar como
7
A, =UTAU + EUTauU. (2.20)
Essa expressao pode ser reescrita como

, 1
A, = A+ -0,a (), (2.21)

que corresponde a transformacao local do quadripotencial que mantém a lagrangiana para
o campo eletromagnético livre invariante. Ou seja, o campo eletromagnético aparece aqui
como um campo de conexao que permite a invariancia local da lagrangiana de Dirac.

Temos assim a lagrangiana localmente invariante
— <=
L=1 (W 9, — m) v+ JUA,, (2.22)

onde J* = elpy#1) é um termo de corrente.” J*A, é entdo um termo de interagao adicio-
nado a lagrangiana de Dirac, quando consideramos o tratamento da invariancia local do

sistema.

2.4 Campo Eletromagnético Livre

A lagrangiana (2.22) corresponde ao termo de Dirac, associado a um férmion, e a um
termo de interacao J*A, que relaciona o campo espinorial ao campo eletromagnético.
Contudo, nesta se¢do vamos tomar por conveniéncia apenas a lagrangiana do campo

eletromagnético livre, que corresponde a

1
L == ZF/»“’FHU7 (223)

onde F,, = 0,A,—0,A, é o tensor eletromagnético, invariante sob a transformacao (2.21).

Novamente, do principio de Hamilton, temos as equacoes de Euler-Lagrange,

5L 5L
%Ay 5a =" (2.24)

2Pode ser mostrado pela aplicacio do teorema de Noether.
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com primeiro e segundo termo, respectivamente,

oL

0y————=—0,F" 2.25
M5 (aﬂAy) 12 ’ ( )

oL
— =0. 2.26
SN (2.26)

Resultando nas equacoes de campo,

0, F" =0, (2.27)

que correspondem as equacoes de Maxwell no vacuo.

2.5 Estrutura Canonica do Campo Espinorial

Nesta secao aplicaremos o método de Dirac para o campo espinorial descrito na secao

(2.2). A lagrangiana (2.1) nos leva, via principio de Weiss, aos momentos canoénicos e a

hamiltoniana: _
Ty = %VOE, (2.28)
g = _%mo’ (2.29)
H= %/d% (Mz/} . ¢T¢> . (2.30)

A fim de construir a formulacao hamiltoniana, com equacoes de movimento em ter-
mos das varidveis canonicas, devemos poder reescrever a hamiltoniana em funcao dos
momentos canoénicos, mas isto nao se mostra possivel uma vez que os momentos (2.28)
e (2.29) sdo funcdes apenas dos campos 1 e ¢, e nio de suas derivadas temporais (pre-
sentes na hamiltoniana e necessarias para a transformagao entre formulagoes). Podemos,
entretanto, isolar uma porcao do espaco de fase em que isso nao é possivel, tratando tais
relagoes como vinculos primérios (originados puramente da lagrangiana) validos apenas
nesse subespaco. A manifestacao disso em termos algébricos se da pela introducao da

igualdade fraca, ou seja,

i
do =y — 57" =0, (2.31)
_ i

b0 =Ty + U7 =0, (2.32)

definindo a hamiltoniana primaéaria

Hp = H + / d*x (uogo + vody) - (2.33)
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Os vinculos definidos em (2.31) e (2.32) sdo relagoes funcionais entre campos, ou seja,
na verdade temos dois vinculos para cada ponto do espaco, justificando a forma da hamil-
toniana priméria. A partir disso usamos as condicoes de consisténcia, que indicam que os
vinculos devem ser conservados no tempo por consisténcia fisica do sistema. Para deter-
minarmos a evolucao temporal dessas funcoes, precisamos antes determinar os parénteses
fundamentais da teoria. Para férmions, usamos os parénteses de Grassmann (PG) no lugar
dos usuais parénteses de Poisson, uma vez que as matrizes de Dirac formam um conjunto

de nimeros de Grassmann. Os PG’s entre dois espinores sao definidos da seguinte forma:

Sendo assim, temos que os tnicos PG’s nao nulos sao:

{¢ (‘r) y T (y)}G =0 ((L’ - y) ) (235)
{¢ (@), 750}, =0 (x—y). (2.36)

Como consequéncia, temos as condicoes de consisténcia para os vinculos primérios,
o (x) = {¢o (v), H} ¢ + /dffyvo (y) {60 (), 00 ()}, =0, (2.37)
50 (z) = {50 (z), H}G + /dayuo (y) {ﬁ_bo (), do (?J)}G ~ 0. (2.38)
Os parénteses dos vinculos com a hamiltoniana sao nulos e os parénteses entre os vinculos

sa0:

{do (), 00 ()} =1V (x—y). (2.40)

De modo que as condicoes de consisténcia resultam em
bo () = i v (z) =~ 0, (2.41)

b0 () = i7" (z) ~ 0. (2.42)

Esse resultado nos mostra que nao h& mais vinculos na teoria. Os vinculos primarios
sao também vinculos de segunda classe, pois tem parénteses de Grassmann nao nulos entre
si. Isso indica que os parénteses de Dirac que poderiam ser construidos sao equivalentes aos
parénteses de Grassmann ja determinados, o que leva a conclusao de que a lagrangiana de

um férmion livre sob o ponto de vista da aplicacao do método leva a uma teoria vinculada,
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mas que nao traz implicacoes sobre arbitrariedades intrinsecas ao sistema.

2.6 Estrutura Canodnica do Campo Eletromagnético

Nesta se¢ao, aplicaremos o método de Dirac ao campo eletromagnético livre. A partir

da lagrangiana (2.23), temos o tensor Energia-Momento,

§L 1 N
H, = / do {Waym — nWL} = / do [—F,MaVAA + M FosF 5} (2.43)

Para definir os momentos conjugados aos campos usamos a fung¢ao hamiltoniana H, que

corresponde a componente Hyy do tensor Energia-Momento candnico
1 .
H = Hy = / do [—FmaoAA + L—lnooFaﬁFaﬁ} - / do [—FmAA - L} . (2.44)

A hamiltoniana canénica corresponde a H = [ do (7?,\/1)‘ — L), de modo que podemos

reconhecer as densidades de momento 7, conjugados a A* em (2.44),
T = —Fon = Fo. (2.45)
Temos que my = Fyg = 0, o que implica no surgimento de um vinculo primario
$o = mo ~ 0. (2.46)

Além disso, temos para T,

T = Fio = 0;Ag — oAy = 0;Ap — A, (2-47)

ou seja, temos expressoes para “velocidades” A; = 0;Ag — ;. Retomando a hamiltoniana

candnica podemos reescrevé-la como
AN 1 04
H = do 7T)\A + ZFMVF
{0 i, 1 0, 1 ij
= dU 7TOA + 7TZ'A + §EOF + ZFZ]F J
L iq0 1 ij
= do —571'@'7'(' -+ 7ri8 A —+ ZLEjF] . (248)
A hamiltoniana primaria Hp do sistema ¢é definida por

Hp— H+ /E o\ () do (x), (2.49)
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onde \° (z) ¢ a fungao multiplicadora de Lagrange associada ao vinculo priméario ¢ ().

Assim, a dinamica de uma funcao F' (z) do espaco de fase sera dada por

F(2) = {F (x), Hp} ~ {F (), H} + / 10X (y) {F (2) .60 (2)} . (250)

com parénteses de Poisson entre duas densidades com relagao as varidveis canonicas A, e

7* sendo

_ 5F (1) 0G(y)  OF () 5G ()
(F@).60) = [ o (MM )i (s) 60 (=) 54, 5)

Vejamos quais os parénteses de Poisson fundamentais do sistema que aparecerao nas

(2.51)

condigoes de consisténcia. Temos

{A.(2), A ()} =0, (2.52)
{m# (z), @ (y)} =0, (2.53)

sendo os unicos nao nulos
{AM ((E) 77TV (y)} = 5;:5 (*/E - y) ) (2'54)

em que 0 (z —y) é a delta de Dirac em trés dimensdes. Vamos aplicar as condigbes de

consisténcia para o vinculo priméario (2.46). Temos

o () =~ {¢o (z),H} +/2de/\0 (y) {¢o (x),00(y)} =0
— {mo(2) H} + / do, N0 (y) {mo (2) .70 (1)} (2.55)

Os parénteses {mg (), (y)} em (2.55) sdo parénteses fundamentais nulos. Assim,

o (x) ~ {mo (), H}
_ /E domi (y) 9 {mo (), A° ()}
_ /E dom; () 96 (y — )
= a;/zdam- (y) 6 (y — )

=0'm; (z) =~ 0. (2.56)

A determinacao da evolucao temporal de ¢g nao sofre influéncia dos demais termos
da hamiltoniana que nao contém A°, uma vez que constituem parénteses fundamentais

nulos. Entao, temos que da condicao de consisténcia para o vinculo primario surgiu um
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vinculo secundério

¢1 = 0'm; ~ 0. (2.57)

Como 7; = Fyg = —E;, temos ¢; = 0;E; ~ 0, que é equivalente a lei de Gauss na auséncia

de fontes V- E = 0. Da condicao de consisténcia para ¢; segue que
1 (z) = {¢1 (), H} + / doy\° (y) {d1 (x) , o (y)} = 0, (2.58)
by
em que temos {¢; (z), ¢ (y)} = 0. {m (x),m (y)} = 0. Assim,

o (z) =~ {¢1 (z), H} ~ 0. (2.59)

Os temos da hamiltoniana que resultarao em parénteses nao nulos com ¢; devem ser

apenas aqueles que contém A?, logo

()= ] / dory {03 (), Fy (y) F™* (1)} ~ 0

1 .
zéﬁl/day{m ), Fik( )}Fk Y

=0 / doy {m; (z 8]Ak 6kA] (y)} F;

- 5o / do, [03 {mi (2), A" ()} — 0% {m; (), 4 (1)}] Fiu ()

1 |
=50 [ oy [04Fu () = 03F ()] 5y )
=0, / do, 0 Fij (y) 6 (y — )
b
= 0.0 Fy; (z) = 0. (2.60)

A equacao (2.60) é identicamente nula, o que nos mostra que temos apenas um vinculo
secundario e nao ha mais vinculos surgindo das condigoes de consisténcia. Temos dois
vinculos, ¢y = mo ~ 0 e ¢ = O'm; ~ 0 encontrados. Esses vinculos sdo de primeira classe,
pois possuem parénteses de Poisson nulos entre si, fato evidenciado na condicao para ¢;.

A hamiltoniana total para esse sistema é dada por

Hr=H + /2 do X" (x) ¢g (), (2.61)

onde a =0, 1.
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Vejamos como fica a dinamica das varidveis do espaco de fase. Temos para A,,
Ay (@) = {4y ) ) = (A 2) HY + [ o () (A (0), 00 0)
= (A (o) HY + [ doy [ () {40 () 00 ()} + X () 14, 0,01 ()] - (202
Separadamente, calculamos os parénteses, comecando pelos que contém os vinculos
{Au (@), 00 ()} = {Au (@), 70 (Y) } = 1p0d (2 —y), (2.63)

{4 (@), 61 ()} = {Au (@) . 0ymi () } = 0, {A, (), i ()} = 0,0 (x —y),  (2.64)

e entao com a hamiltoniana

{Au(z), H} = - /E doy [{Au (), 7" ()} 7 (y) — {Au (@), 7 ()} 0,4° (y)]

—— [dogio -+ [ doyd e 24 )
> >

= 8w (2) — nudA° (x). (2.65)
Substituindo (2.63), (2.64) e (2.65) em (2.62),
A, (x) = =8mi () — 00t A (z) + / doy [X° (y) nuod (x — y) + X' (y) Oynid (x — y))
— —(5@7@- (z) — 10t A% (2) + 10\’ () + N / doy ' (y) 9,6 (x — ) . (2.66)

O dltimo termo em (2.66) pode ser escrito como —1n,; [5, dod; X' (y) 0 (x — y) somado

a um termo de fronteira. Assim,
A, (z) = —6m; () = 00y A° (2) + 00X’ (@) + 0l A (2) . (2.67)
Para a componente p = 0, temos
Ao () = o (@) (2.68)
e para as componentes [ = 1,
A; (z) = =6lm; (x) — 000 A® () + PN (),
ou seja,
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Essa expressao mostra a arbitrariedade que se encontra nas velocidades A; devido a in-

determinacao do multiplicador A\'. Vejamos agora a dinamica para 7. Temos

it () = {n" (x), H} + /day (A" () {7 (), 60 ()} + A (W) {7 (2) 61 (¥)}) - (2.70)

Novamente, calculamos os parénteses separadamente,
{m" (x), 00 (y)} = {7" () ,m0 (y)} = 0, (2.71)
{7 (2),¢1 ()} = {7" (2),0ymi (y)} =0 (2.72)
e com a hamiltoniana
(@) H) = [ doy |3 o (0) A )} s 0) 4 5 0 (0) oy ) 9 0)
) 1 -
—— [ 0,0 (s~ )7 ) — 300 [ do, 018 ()3 (y )
b b
1 .
+ 55;‘ /zz day(?ij” (y)d (y — )

i (@) + L8O (2) — L8rOEFY (x)

27" 2"
= n0Lm; (x) — 0L OTFY (). (2.73)
Assim,
it =0 — SO FY. (2.74)

Nao temos multiplicadores presentes na expressao para 7*. Entretanto, podemos

escrever m; a partir da expressdo que encontramos para A; em (2.69),
T = 0;Ag — A; — O\ = Fyy — O\, (2.75)
substituindo em (2.74),
it =0 Fyy — 0O\ (x) — 010, F7. (2.76)
Como 7t = FM 7l = 9 "0 logo em (2.76) temos

OoF"™ = ShOF™ + 610 P + nOV2N!
OoF" + O F" = pOve\!
9™ = pOvAAL (2.77)

A equagao (2.77) mostra que temos o multiplicador A\! presente nas equagées para

o campo eletromagnético livre. O multiplicador \° est4 associado & componente Ay,
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j4 indeterminada com respeito ao momento conjugado 7. Esse resultado evidencia a
relevancia que a escolha de gauge exerce na teoria sob o ponto de vista do método de Dirac.
Para o campo eletromagnético livre a nao fixagao de gauge implica na arbitrariedade das
equagoes de campo.

Como visto no exemplo da particula livre relativistica na abordagem covariante por
reparametrizacoes, a escolha de gauge implica em uma adi¢cao de vinculos de modo a
formar um conjunto de segunda classe, como o existente no exemplo da particula livre em
uma esfera. Além disso, temos também que essa escolha deve seguir certos critérios. O
numero de vinculos adicionados deve ser igual ao niimero de vinculos de primeira classe e
as condicoes para a fixacao de gauge devem ser atingiveis e consistentes. Isso nem sempre
parece possivel, como apresentamos no capitulo seguinte, porém no caso eletromagnético

podemos seguir essas ideias. Para isso, voltemos as equacgoes de campo
O F" = 0. (2.78)
Para v = 0, temos

8, F"0 = 9,F"° = 9, (97 A° — 9" AY)
=9V - A— V3 =0,

ou seja,
1 e o
o= %8 V.- A (2.79)

6 () = / do, G (7,) 'V, - A (y) = 0, (2.80)

—

em que G (Z,7) é a funcao de Green para o operador Laplaciano, i.e.,
V3G (Z,7) =6 (Z— 7). (2.81)
Para v = 1, temos

9" = 9yF" 4 9;FI = 9, (" A" — 9'A%) + 0; (P AT — §' A7)
= 0,0;A; — 0y00A; + Do Ag — 0;0; A,
=04, + Vo —0;V - A =0, (2.82)

em que [ = —0y0y + 9;0; é o operador d’Alembertiano. Substituindo a solucao para ¢
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(2.79) em (2.82),

- o1 o o
- V-A)—VQ(VTV A> = 0
\E V2
L I
04— v2—8060> (VTV-A> -0
v2
D(E—ﬁéﬁ-ﬁ) = 0. (2.83)
v2

A equagao (2.83) consiste em uma equagao de onda para um potencial A'. Entdo
concluimos que existe um potencial A =A-VA que satisfaz a equacao de onda OA =0
com A = %ﬁ - A. Temos também a divergéncia de A

VoA = ([f— 6/\) (2.84)

V-
— — — — 1 — —
V‘A—V‘V<TV‘A) = 0.
V2
Ou seja, A’ ¢ um potencial que satisfaz a condicao de Coulomb V- A = 0. Se quisermos

que tal condicao seja tratada como um vinculo da teoria, devemos impor sua conservacao

no tempo,
V- A =0, (2.85)
que substituindo em (2.79) leva a
o = 2. A =0 (2.86)
v / '
ou seja,
Al =0. (2.87)

Desta forma, temos condicoes de gauge atingiveis e consistentes, constituindo um
conjunto com mesma quantidade de vinculos que os de primeira classe encontrados. Como
tais condigoes sao consistentes também com o método, podemos inclui-las de fato como

novos vinculos & teoria. Temos entao o conjunto:

b = 7 ~0, (2.88)
& = Om ~0, (2.89)
P2 = A =0, (2.90)
b3 = 0;A'~0. (2.91)

Vamos agora verificar se esse novo conjunto de vinculos se mantém como de primeira
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classe ou nao, determinando os parénteses de Poisson entre eles. Temos

{bo, 82} = {7" (2) , Ao (y) } = —0(y — =), (2.92)

{1,035} = {07mi (), VA (y)} = 070 {mi (2) , AV (y)} = —0F0%S (y— ),  (2.93)

sendo os demais parénteses nulos. Logo, como existe pelo menos um vinculo do conjunto
com o qual os demais vinculos tem parénteses de Poisson nao nulos, temos um conjunto
de vinculos de segunda classe.

A hamiltoniana estendida para esse conjunto de vinculos é definida por

Hp=H+ /E Ao, (2) 6 (y) (2.94)

com a = 0,1,2,3. Como a dindmica é gerada agora pela hamiltoniana estendida, as
condicoes de consisténcia devem ser verificadas sobre esse novo conjunto de vinculos.

Assim,

b (&) = {6n (x), H} ~ {60 (2)  H} + / do, N (y) {6 (2) 00 (9)} =0, (2.95)

onde podemos entdo definir a matriz M, tal que My, (x,y) = {¢. (z), ¢ (v)}. Explicita-

mente,

Moy (2,y) = Mg,d (z —y) = 0 “lol@—y). (2.96)

o = o o
o
o
|
<
no

Podemos reescrever (2.95) em termos de M,

[ 40 ) M (0, = {00 (0) ). (2.97)
e definimos a inversa de M como G, devendo satisfazer a

/EdazMac (z,2) G® (2,y) = 626 (x,y), (2.98)
Como a partir de (2.96) é possivel escrever M, (z,z) = MZJ (x — z), temos

]\/[é‘”c/ do.6 (v — 2) G (2,y) = 00 (z,v)
>

MG (2,y) = 026 (2, ). (2.99)
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que corresponde a uma condicao especifica desse sistema para determinarmos a matriz
inversa. A disposicao das componentes de M em blocos nulos e nao nulos nos leva a supor

uma inversa com forma

0 0 920 (z,Y) 0
0 0 0
Gab (.T, y) — gs1 (337 y) (2100)
—go2 (xa y) 0 0 0
0 —9g13 (xa ?/) 0 0

Assim, temos que a equacao (2.99) na forma matricial

0O 0 -1 0 0 0 g O 1 0 0 0
0 O 0 —V? 0 0 0 : 01 00
i = S(x—y), (2.101)
1 0 0 0 —002 0 0 0 0010
0 V2 0 0 0O —giz 0 0 00 01
é satisfeita com
go2 (z,y) = ga0 (z,y) =6 (v — y), (2.102)
Vigis (z,y) = Vigs: (z,y) = 6 (x —y) . (2.103)
As componentes gi3 (z,y) e g31 (z,y) correspondem a fungao de Green do operador
Laplaciano,
VG (F,§) = 0 (F—7), (2.104)
onde
G(Z,9) = - (2.105)
ST A |

Com isso, temos que g13 (z,y) = ga1 (z,y) = 1=, sendo r = |Z — ¢|. Entdo temos a inversa

de M,

0 0 d(x—y) O
0 0 0 .
G (2,y) = dmr (2.106)
—d(r—y) O 0 0
0 —= 0 0
Assim, voltamos aos multiplicadores A\®
W @)~ = [ oG (o) (o (w) Y (2:107)

substituindo sua expressdo na dindmica de uma funcdo F'(z) tomando a hamiltoniana

estendida como geradora,



ol

F(2) = {F (x), He} = {F (a) . H} + / do, X (4) {F (2) 6 (1)} (2.108)

resultando em

F(z) ={F (v), Hp} = {F<x)7H}_/day/dgz{F<x)>¢a ()} G (y.2) {dn (=) H}.
(2.109)
A forma de (2.109) nos permite definir os parénteses de Dirac entre duas fung¢oes A (z)

e B(y),

(4@, BW)p =A@ BW}- [ dow [ do.{A().6, ) 6 (w.2) (50(2), B )},
(2.110)
com a,b = 0,1,2,3. Entao, determinamos os parénteses de Dirac fundamentais, que

aparecerao na dinamica das variaveis do espaco de fase. Temos,

{A,(2), A (y)}, = 0, (2.111)
{m (z), 7" (y)}p = 0O, (2.112)

[, (@), 7 (1)} = {Ay (1), 7" ()}
+ / do, / do {A, (), do ()} G (w, ) {6 () , 7" ()}

v | do, / do. {A, (x), 6 (w)} G (w, 2) {3 (), 7" (1)}

. (1 1
o v 0 sv 1 SV QT
= (0}, — 0,00) 0 (x —y) — 0,,67070) (E‘f_g‘). (2.113)
Com isso, concluimos o estudo da estrutura candnica da eletrodinamica. Os parénteses
de Dirac acima sdo compativeis com fazer os vinculos (2.88-2.91) fortemente nulos. Além

disso, através dessa analise, podemos ver que apenas para as componentes transversais
T

dos campos e momentos A7 e w! respectivamente, os parénteses de Dirac coincidem
com os parénteses de Poisson fundamentais. Essas componentes sao obtidas com o uso
do projetor que seleciona a contribuicao transversal dos campos, definido por 7', tal que

AT =TFA, e 71 = Tlm. Temos,

{A7 (@), 7 ()} =T () T; (y) {Ar (@), m (1)} = 00 (z — ), (2.114)
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(AT (2).a7 ()}, = TF () T () | (= — ) — 300 ( ! #)] — 5,8 (z—y)

47 |7 — 4
(2.115)
T

ou seja, AT e 7l sdo os verdadeiros graus de liberdade da teoria.
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Capitulo 3

Teorias de Yang-Mills

3.1 Introducao

Os avancos em teoria quantica de campos ao longo dos anos muito se devem as teorias
de Yang-Mills, frequentemente chamadas de teorias de gauge [2]. Essas teorias se de-
senvolveram a partir da publicacao do artigo "Conservation of Isotopic Spin and Isotopic
Gauge Invariance", por Cheng Ning Yang e Robert L. Mills, em 1954, obra que representa
um marco no estudo da teoria das particulas elementares [1, 3.

Uma forma de pensar sobre a teoria de campo desenvolvida por Yang e Mills é vé-
la como uma extensdo da teoria eletromagnética [3]. A teoria eletromagnética pode ser
descrita através das propriedades de simetria do grupo U(1), grupo das matrizes unitéarias
de dimensao 1, obedecendo a uma algebra de Lie, em que as transformagoes que definem o
grupo podem ser expandidas em série de Taylor explicitando os geradores do grupo e como
eles se relacionam. A teoria de Yang-Mills, em seu formato mais atual, trata das simetrias
de um grupo maior, o SU (N), grupo das matrizes complexas unitarias, de dimensao
N e determinante 1. Desta forma podemos ver tal teoria como uma generalizacao da
eletromagnética, uma vez que podemos estender os elementos do caso eletromagnético

para o grupo SU (N).

3.2 Simetria SU(N)

Nesta segdo vamos retomar a ideia abordada na sec¢do (2.3), porém com extensao a
um grupo de transformagoes de dimensao maior. Como ponto de partida desse estudo
consideremos a densidade lagrangiana de um sistema de N férmions livres e de mesma

massa,

L= EZ (i’y“?u — m) i, (3.1)
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onde ¢ identifica cada férmion, e suas respectivas componentes no espaco de Minkowski

sao implicitas. Entao, aplicamos aos campos v¢/* uma transformacao geral U, tal que
W Ui, (3.2)

b= (U7),, (3.3)
onde U; sao as componentes de uma matriz complexa U, de dimensao N x N. A lagran-

giana transformada dos campos passa a ser
—i\' =
L= (F) (7= m) )
= 1 (U )j iv" 0, —m) Uy, (3.4)
em que se Uf possuir componentes constantes,
—j i A
L= (U Uk (w“ 7, - m) V. (3.5)

Para que tenhamos a invariancia lagrangiana, devemos considerar o caso em que a trans-

formacao é unitaria, ou seja,

(Uto), = (U"), U =d. (3.6)

Consequentemente, chegamos a

L= @5 (09— m) v
_ 7 <M<5>M _ m) U = L. (3.7)

Logo, temos a invariancia global da lagrangiana quando sujeita a uma transformacao geral
U com a condicao de ser unitaria. O conjunto completo dessas matrizes N x N, formam
o grupo U (N). Porém desejamos que um elemento desse grupo possa ser expandido em

transformacoes infinitesimais, i.e.,
Uij = 6ij + wij = 5ij + iwaTi‘}. (38)

Isso ocorrerd quando detU;; = 1. As transformagoes nas quais isso acontece formam um
subgrupo SU (N). SU (N) é entao um grupo de Lie, cuja forma geral da transformacao
corresponde a'

U = exp (iwT,), (3.9)

1Seguiremos a seguinte notacio por conveniéncia: Uj=Ue Y =1, eg., 1 = Uy para a transfor-
macao de gauge.



o6

onde T, sao os geradores da algebra su (n). Na forma infinitesimal, essas transformacoes

passam a ser

U =TI +iw,T° (3.10)

A 4lgebra su (n) possui relagoes de comutacao entre seus geradores tais que
[Taa Tb] = ifabcTcy (311)

em que fup. representa o conjunto de coeficientes de estrutura do grupo. Tais relagoes
de comutagao entre os geradores do grupo mostram que o SU (N) é um grupo nao-
abeliano, i.e., nao comutativo. O préximo passo é considerarmos transformacoes locais,

i.e., transformacoes de gauge. Localmente, a transformagao assume a forma
U(x) = exp (iw* () T,), (3.12)

que devido & dependéncia ponto a ponto em seus coeficientes w® (), leva a uma mudanga

nas derivadas dos campos,
o (x) = U (z) 0 () + 0,U (x) ¢ (x), (3.13)
0, (2) = 0,1 (2) U (2) + 4 (2) 0,UT (). (3.14)
Essa mudanca se mostra presente na lagrangiana transformada do sistema,
=9 <W“<§u . m) W, (3.15)
uma vez que a mesma possui derivadas dos campos, ou seja,

I = %%ﬂ (U0) T — %%“(5“ (UtU) v
S 2 g
+ %W“UT d,Uy — %wUT 0, MUY — pImap, (3.16)
que pode ser reescrita como

1 N
L= L+ orUTE Uy — BUTS U] (3.17)

Mesmo com a lagrangiana L sendo invariante global pelo grupo SU (N), pelo fato das
derivadas 0,1, 0,1 nao serem covariantes por transformacoes de gauge, temos como
resultado a quebra da invariancia da lagrangiana. Entretanto, desejamos que a mesma
seja invariante sob transformacoes locais. Para isso, realizamos o acoplamento minimo,

em que introduzimos um campo de conexao A, e assim podemos definir uma derivada
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covariante, operador que deve levar a construcao da lagrangiana invariante localmente
com condicoes sobre a transformacao desse campo de conexao. Definiremos a derivada

covariante,

D, =10, —igA,, (3.18)

em que g ¢ uma constante de acoplamento. Temos entao como se transforma a derivada

dos campos,

(Dup) = (Du)' ¢ = (19, —igA,) (UY)
= 9.U¢ +Udp — igALUrp
= UU'0UY +Udup —igUUT AU
= U (10, +U'0,U —igUTALU) 4

- U {I@H —ig (UTA;U + éUTaﬂU)] . (3.19)
A derivada deve ser covariante com respeito a transformacao do grupo, ou seja,
D,y = UD,p =U (10, —igA,) . (3.20)

Com isso, podemos ver a transformacao do campo de conexao A,, chamado entao de

conexao de gauge ‘
?
A =UAU" - p (0,U)U". (3.21)

Também podemos escrever a conexao de gauge na forma infinitesimal da transformacao,

tal que

A, = Ay +iw'T, A, +w! W ATy — iw AT,

0 1
—=0, (iw'T,) — =0, (iw'T,) (iw"T}) . (3.22)
g g
Devemos considerar apenas os termos em primeira ordem, de modo que
1 a - a - b
0A, = =0, (W'T,) + iwT, A, — iw’A,Ty. (3.23)
g
Podemos também determinar a variagao da conexao de gauge na representacao da alge-

bra dos geradores do grupo (representacao adjunta), uma vez que temos a dependéncia

explicita dos mesmos na representacdo do grupo (representacao fundamental) devido a



o8

forma infinitesimal da transformagao de gauge. Desta forma,

1
SALT, = gaﬂ (WT,) + 1w T, AT, — iw® ACT, T,

1 .
— gau (W'T,) + iwAY [T, Th] (3.24)

onde usando (3.11) e manipulando os indices mudos,

1
SAST, = ga# (WTe) = w* fapc AL T (3.25)
Por fim, temos
1 1 . .
SAY = P (820, — gfabeAb) w” = P (D)% w", (3.26)

em que (D,)! = 620, — gfabcAZ é a derivada covariante na representacao adjunta, que
também pode ser escrita em forma mais simplificada,

a __

0A, =

(D) w’ == [D,w]®. (3.27)

Q| =
Q| =

Assim, temos que a introducdao do campo de conexdo na definicao de uma derivada co-
variante, deve implicar em uma lagrangiana invariante de gauge. Dessa forma, para
determinarmos a nova lagrangiana, vamos fazer a substituicao da derivada usual pela

derivada covariante,

L=71 (Wﬁﬁ“ . m) ¥, (3.28)

que explicitando os termos assume a forma

L = % (E'V“guw - @7“<5u¢) - Emﬂ) + QEVHAMV (3-29)

Temos entao que para que a lagrangiana seja invariante localmente, precisamos adicionar
um termo de interacao entre os campos espinoriais e os campos de gauge. Para evidenciar

essa interacao, recorremos novamente a representacao adjunta, tal que
gV A = gy ALT ap = Al g T = AL JE, (3.30)

em que J* = gy Tpap.

Assim como o campo eletromagnético aparece como um campo de conexao para a
invariancia local da lagrangiana de Dirac na simetria U (1), os campos de conexao Aj,
introduzidos no estudo da simetria SU (N) constituem um tipo de teoria que tem como
base esse tipo de simetria e, por consequéncia, elementos da teoria eletromagnética.

A partir deste ponto comegamos a ver as particularidades que limitam a analogia com
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as primeiras segoes do capitulo 3. Para campos tipo Yang-Mills, tomamos como base a
teoria eletromagnética de onde podemos escrever a tensor F),,, porém, com as derivadas

que o definem agora covariantes por consequéncia do processo de acoplamento minimo,

F. = D,A,—D,A,
— 9,A, —0,A, —ig[A,, A). (3.31)

Na representacao adjunta, em que os elementos do grupo sao representados por matrizes
com a dimensao da algebra, o tensor assume a forma,
b
Fﬁu = a,UAZ - aVAZ + gfabcAMAf,- (332)

Tal quantidade também pode ser construida através do comutador de derivadas covarian-

tes, sendo descrito assim como uma curvatura?, ou seja,
[D,Lu Du] - _ingu- (333)

No eletromagnetismo, Fj,, é uma quantidade invariante por transformacoes de gauge,
porém, como veremos na se¢ao seguinte, para o caso nao abeliano F),, ¢ uma quantidade

covariante, i.e.,

F,=UF,U. (3.34)

De posse da covariancia SU (N) de F),, podemos estabelecer a lagrangiana que mantém

a acao invariante do campo de Yang-Mills livre,

1

L=~ FFl. (3.35)

3.3 Covariancia de I,

Na capitulo anterior, vimos a necessidade da adicao de um termo de interacao a lagran-
giana de Dirac para N férmions, quando sob transformacoes locais. Como consequéncia,
foi possivel ver como se d4 a lei de transformacao do campo A,,, responsavel pela conexao
via derivada covariante. Podemos ver como a forma da transformagao de A, leva a cova-
riancia do tensor eletromagnético F,, [5]. Por conveniéncia fazemos isso na representacao
fundamental, em que os elementos do grupo tornam-se matrizes de dimensao do préprio
grupo e nao na representacao adjunta usada acima. Comecamos com a transformacao de

F,, definido com a derivada covariante,

F, = 0,A, — 9,A, —ig [A,,A)], (3.36)

2Historicamente essa interpretacdo nao foi concebida na publicacdo do artigo de Yang e Mills. Em
1954, eles buscavam generalizar a teoria de Maxwell, desconhecendo seu significado geométrico [4].
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e com a transformacgao do campo A,
Al = UAUT - é @,U) U, (3.37)

Vamos trabalhar a expressao (3.36) termo a termo. Aplicando a regra do produto para o

primeiro termo, temos
0,4, = 0,(UA)U' +UA,0,U — é (0,0,U) U — é&,,U@uUT, (3.38)

onde podemos desprezar o termo de segunda ordem em U e usamos a diferenciacao da

equacao UUT = 1,

9, (UUT) =0, (3.39)
que pode ser reescrita como
U = -UT0,UUT, (3.40)
Substituindo (3.40) em (3.38), temos
0,4, =, (UA,) Ut — UAUT (9,U) U + é @,U) Ut (9,U) U". (3.41)

Fazemos o mesmo procedimento para o segundo termo em (3.36). De modo que a diferenga

entre o primeiro e o segundo termo resulta em

O.A, —0,A, = 9,(UA,)U -0, (UA)U+UAUT (0,U)UT (3.42)
— UAUTOU) U + é @,U) Ut (9,U) UT — é @,U)UT (0,U) U".
Para o terceiro termo de (3.36), temos
—ig [Al,A)] = —igUAAUT—UA U (0,U)UT - (9,U) AU

+ — 00U OU)U +igUA AU +UA, U (9,U)UT

i
g .
+ (QU) AU — é @,U) Ut (9,U) U". (3.43)

Substituindo (3.42) e (3.43) em (3.36), temos que os termos com fator é se cancelam.

Desenvolvendo os termos do tipo 0 (UA) na expressao para F;/uﬂ chegamos a

F,, = (0.U)AU +U0,AU" — (0,U) AU — U8, AU
— igUA,A U — (0,U) A U!
+ igUA, AU+ (0,U) AU, (3.44)
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onde os termos com as derivadas de U também se anulam, levando a expressao
F, = UAU —U0AU" —igUA,AU" +igUA,ALUT, (3.45)
que pode ser reescrita como

F;/w = U (aﬂAV - aVA;L - ZgA,uAl/ + ZgAVA,u.) [JJr (346)

Assim, chegamos a covariancia de F),,,

F,=UF,U" (3.47)

3.4 Equacoes de Campo

Para as equagoes de campo, a partir do principio de Hamilton, consideraremos a lagran-
giana com termo de interagao
1 a v A a
L= _ZFMVFa + g¢y TawA,ua (348)

porém, sem o termo fermionico, pois 0 mesmo nao contribui para as equacoes em AZ que

buscamos. Temos as equacoes de Euler-Lagrange,

oL oL
0

_ -0 A4
M5 @A) oAz (3.49)

O primeiro termo em (3.49) corresponde a

oL 5 5L  OFY,
0 (0,Ag)  MOEY,0(0,A2)
1, 0F%, 20 (0aAf — 05A7)

= ——a c
2 SF, 5 (0, Aq)

Oy

= Lo, (sma755) P ot (ot — o42)
1 o v v

= —5(9#[717 ’852 ((5555 - 55%)
1 1

= 5 0u e + GO

= —Q,F". (3.50)

O segundo termo em (3.48) corresponde & interagao via acoplamento minimo e tem depen-

déncia explicita nos campos AZ, entretanto mesmo que nao tratdssemos da lagrangiana
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com esse termo incluso as equagdes de campo nao seriam definidas apenas por (3.50),
como no caso das equagoes do campo eletromagnético livre. Os tensores F}j, possuem de-
pendéncia nos campos A, fazendo com que o segundo termo em (3.49) tenha contribuicao
para as equacgoes de campo além da causada pelo termo de interagao. Temos,
SF? — JA?
55/%3 = 5(;;; &Zf + 997" T,
1

5 (A5A9)
2 5 Aa

1 SAC §AL
_ _ = af a pd c _ﬁ
= —39feeaky (5/13 A5+ A

F2 g foea + gy Tybdl st

) + g9y Tay)
1 « v cC c SV IV
- _§gfbchb ’ (5a6aAg + Aaéﬁég) + 91/17 aw
1 v 1 (677 (& v
= _§gfbade BA% - §gfbcan Aa + Ja
= 9foacALF + T7, (3.51)
em que J” é um termo de corrente. Assim, as equacoes de Euler-Lagrange resultam em
0N + g foac AL LY + . =0, (3.52)
que pode ser reescrita como
((55@ — gfachZ) FY = —J/, (3.53)
onde o termo entre parénteses é a derivada covariante (D,,);. Portanto,

(D, F*™], = —J’. (3.54)

As equagoes de campo entao possuem dependéncia explicita nos campos Aj, como con-

sequéncia da forma dos tensores F},, ou mais essencialmente, do carater nao abeliano do
grupo SU (N).

3.5 Estrutura Canonica

Nosso ponto de partida para a aplicacao do método de Dirac é a construcao do tensor
energia-momento H,, para os campos de Yang-Mills, A}. Fazemos isso pois, a partir de

H,,, podemos extrair tanto os momentos quanto a hamiltoniana canonica de sua expressao

§L
H,, = / do {—auAg—n,wL , (3.55)
>

d(0rAY)
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onde o primeiro termo do integrando ja foi calculado para a obtencao das equagoes de

campo na segdo (3.4), sendo igual a FY,. H,, entdo pode ser escrito

1
H, = / do [F;MayAg + ZFgﬂF;B} . (3.56)
b
A fun¢ao hamiltoniana H corresponde a componente Hy, do tensor energia-momento,
logo
. 1
H=Hy = / do {FfOAi + ZF;‘BF;*B} : (3.57)
by

de onde vemos que

= FN (3.58)

sao os momentos conjugados as “velocidades” A%. Entretanto, podemos observar que

70 = F% = 0, devido as diagonais nulas na definigao do tensor F? , estabelecendo vinculos

v
priméarios
¢ =’ = 0. (3.59)
As demais componentes sao inversiveis,
m= FP = 04— A+ gft Al
= (000" — gf A}) A - A,
= (D) A0 A,
- [, - A,
ou seja,
A% = [D; Ag)" — 7. (3.60)

Voltemos a (3.57) para construirmos a hamiltoniana canoénica. Nela, nao teremos veloci-

dades AS, de modo que

-
y

[ . 1 . 1 g
_ a i A0 a1 a 1%
= /Eda my [D'A%] - STiTa + ZFZ‘J‘F@J} : (3.61)

[ a At 1 a 10 1 a g
do _FioAa""éFiOFa +ZEjFaJ:|

[ a i A0 a, 1 1 a, 1 1 a 11j
do |m¢ [D'A ]a_ﬂiﬂa+§ﬂ-iﬂ-a+ZEjFa]
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de onde podemos escrever o primeiro termo como

/Z dow? [DIAY] = / dor (w0 A + g fiemd A A)
_ /E do [0 (n?A0) — O'mAD + g floms Ay AY)
_ /Z do [0 (70 A%) — (8507 — g fPe A w2 AY]
_ /Z do [0 (r¢A°) — [Dim)]" AY]. (3.62)

A integral [, dod" (7¢A)) em (3.62) corresponde a um termo de fronteira, com isso,

/ domy [D'A"] = — / do [D'm;]" A, (3.63)
Y by

Substituindo (3.63) em (3.61), temos definida de forma conveniente a hamiltoniana cano-

nica

1 o .
H= / do {—57#%2 — [D'm]" AL + ZF[;F;J} . (3.64)
s

De posse da hamiltoniana candnica podemos definir a hamiltoniana primaria Hp,

Hp=H + /2 do N (x) @2 (z), (3.65)

onde \j sao as fungoes multiplicadoras de Lagrange. Portanto, para a dinamica de uma

fungao F (x) do espago de fase, teremos

F(x) ={F (), Hp} = {F (x), H} +/Ed0yk8 W) {F (z), 0 (1)} (3.66)

Os parénteses de Poisson fundamentais sao dados por

{48 (z), A, (y)} =0, (3.67)
{my (2),m (y)} =0, (3.68)
{45 (@), 7 ()} = 0,046 (v — )., (3.69)

em que ¢ (x — y) representa a delta de Dirac tridimensional. Entao, aplicamos as condigoes

de consisténcia para ¢2,
0 (x) = {¢) (z), Hp} ~ {49 (x) , H} +Ad0yA8 () {65 (x), ¢) ()} = 0. (3.70)

Podemos observar que {¢¥ (z),#) (y)} = {7 (z), 7Y (y)} = 0 a partir dos parénteses

fundamentais. Sendo assim, teremos em (3.70) apenas os parénteses de Poisson entre ¢?
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e a hamiltoniana canonica,

o (@) = {¢q (z), H}
1

< o, {mi @)~ 3t ) )~ [Py ] A 0) + 175 60 FP ) - 370

Novamente, como consequéncia dos parénteses fundamentais, também nao temos contri-
buigdo tanto do termo m’mi quanto do termo FZFZ] da hamiltoniana canodnica para a
evolugao temporal dos vinculos ¢¥. O primeiro, por ser puramente descrito em termos
dos momentos, e o segundo, por possuir dependéncia apenas espacial nos campos AY.

Portanto,

o, {= wm<W£@}

== Jomd
_ /Edoy Dim (9)]” {2 (2) , A2 ()}

:=/d%[DWA)}m&@—x)
[Dim; (z)], - (3.72)
Podemos ver que das condicoes de consisténcia para os vinculos primarios foram gerados

vinculos secundérios,

¢y = [D'm;] =~ 0. (3.73)

Entao, aplicamos novamente as condigoes, agora sobre ¢! (z),

; T) =~ {Cbi (z) 7HP}
— (o) B} + [ oy ) (o (o). )

~{[Dim @], B+ [dn b {([Dim @), w0 e

Mesmo tendo as derivadas covariantes nos parénteses definidos pelos vinculos, eles resul-
tam nulos pelo fato das derivadas covariantes serem constituidas das derivadas usuais e
dos proprios campos, apenas em suas componentes espaciais. Entretanto, com a hamil-
toniana canonica haverao parénteses nao nulos. Separaremos esse calculo pela regra de

produto dos parénteses de Poisson dos vinculos com a hamiltoniana,

oL () ~ {(D;)Z , H} 7 (7) + (D;)Z {mu (z), H}. (3.75)
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Por conveniéncia é possivel calcular essas condi¢oes omitindo as integrais e pontos sem

que haja grande perda de generalidade. Comecando por {(D’)Z , H}, temos

{0V 1} == {(D). s p = (D), { (D), nf } AL (3.76)

na qual as derivadas covariantes tém parénteses nao nulos com as componentes dos mo-
mentos, porém nulos com a parcela em Fjj.. Para os primeiros parénteses em (3.76), temos
que

{(DY)) 7o} = —gfid { Al msh = —g 200105 = — g fice, (3.77)

de modo que a expressao completa é dada por
i\b c_i i\ C
{(D) aH} = gfoml+ gf2 (D)) AL (3.78)

Vamos agora calcular o termo {m;, H}. Podemos observar que, nesse caso, os parénteses
nao nulos com a hamiltoniana ocorrerao com as derivadas covariantes e com os tensores
F%., que contém tanto as derivadas usuais quanto as proprias componentes espaciais dos

campos. Assim,
) 1 )
€\ _d 40 k
{miv, H} = — {7, (D7)} m§ A2 + 3 {mw, FI*} F5. (3.79)
Novamente vamos separar a expressao, primeiro com {mb, (D7 )2},
{m, (Dj)fl} = —gfy {mw, AL} = 915567 8ep,
e, entao, com {ﬂ'ib, Fg’“}, aqui existem parcelas ndo nulas com todos os elementos de F7*

{Wib, ng} = {Wi(n ajAICC - akAf; + gfcdeAéA'E}
= & {mip, AL} — O {mip, AL} + gf2 {m, ALY AL+ gfE {map, AS} A
= — 08 0o + 0" 6100, — g f 20100 AE — g f 6} 60 AL
= — (60" + gfSA%) 6F + (540" — g f5,AF) &7
= — (D), oF + (D), o (3.80)

be 1)

com {7, H} resultando em

. 1 . 1 .
{min, H} = —g§°0]0am AL — 5 (D7), 07y + 5 (DY), 01 F,
1, 1
= —gfimlAL = 5 (D), Fi = 5 (DY), i
= —glami A = [DF,. (3:81)
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Substituindo os parénteses (3.78) e (3.81) na evolu¢ao temporal dos vinculos secundarios
(3.75), temos

Oy [gfiemit gfet (D) A mo + (DY), [—gfmiAl - [DIE;],]
= gftemimy + gfit (D) Al — g5, (D), (wAQ) — (DY), [DVFy],
— [D'DVFy] + gfeemima + g fot (DY) Alma — g5, (Di)z (mfAY), (3.82)

em que [D'D7F};] ¢ nulo pelas identidades de Bianchi generalizadas bem como g flemimy,

pela antissimetria das constantes de estrutura. Ao desenvolver as derivadas covariantes,
o~ 9fat (050" — g AL) Almis — 9.5, (520" — gf2°AL) (n! A7)
= gf20 Admy, — g f5,0'TIAD — g f5, 0 ALR — g fIfiFALAY Ry + 6P f, 2 Al LAY
= —9fe0' T AL — ¢ fan fit ALALT + P o fof Aem AL, (3.83)

e” - c 7,

o produto Air?AY aparece em evidéncia apos manipulacao devida de indices relacionando

as parcelas quadraticas em g,

Q‘Sclz ~ —gfiaazﬂ'szg - 92 (f(li)a bc6 - fgbf(i)e) Aéﬂ-ldA(c)
G+ (A ) A 50

em que podemos observar a identidade de Jacobi com as constantes de estrutura. Assim,

L —g LI + g (~ ) At AL
= gf* (050" — g "' A) i AL
= gfclL)CA(c] [Diﬂz‘}b
~ 0
Portanto, concluimos que nao ha mais vinculos gerados e temos apenas dois conjuntos de

vinculos, ¢) = 70 ~ 0 e ¢ = [D'm;], = 0, ambos de primeira classe pois tém parénteses

de Poisson nulos entre si.

3.6 Gauge de Coulomb Nao Abeliano

Com os vinculos encontrados construimos a hamiltoniana total,

He =1+ [ dow [ () 62.) + ¢ (2) 6} (@] (3.85)

com multiplicadores a determinar. No caso do campo eletromagnético, fizemos uso das

equacoes de campo de modo a atingir as condigoes de Coulomb. Outra tentativa seria
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considerarmos um gauge de Coulomb como atingivel de modo a modificarmos o conjunto
de vinculos, ou seja, fazermos a fixacao de gauge a partir do que conhecemos da teoria
eletromagnética, que é uma teoria de Yang-Mills com f,,. = 0. Para isso, supomos uma

condicao de Coulomb nao abeliana
92 = 0; A} =0, (3.86)

e vemos sua evolucao temporal. FEssa etapa no caso do eletromagnetismo formava a

condicao auxiliar Ag ~ 0. Assim,

07 (v) = {07 A} () , H}, (3.87)

a

de onde vemos que sao formados parénteses nulos com F7; da hamiltoniana canonica,

] x i j x i\ i c
6% @) = [ doy (=0 {430, 7 )} ] () = OF (DY {41 0) 7 0} AL ) (388)
e usando os parénteses fundamentais,

P (2) = ¢ / Ao, 51605 (x — y) il (y) — OF / doy (D3)" 81628 (2 — y) AL (1)

3

= 07 (i ()[04 ()], (3.89)

a

Para que ¢? seja de fato um vinculo, sua evolugao temporal deve resultar fracamente nula,
ie.,

iDL, Ab =~ — O, (3.90)

No caso abeliano temos 9;7° ~ 0, o que fixa totalmente o gauge com a condicdo comple-
mentar Ag &~ 0 como visto no campo eletromagnético livre. Como estamos interpretando

teorias nao abelianas, em (3.90) podemos definir uma matriz C, tal que
Cu = 0;D’, (3.91)

onde A} tem solucdo no caso em que C,, possuir determinante nao nulo. Supondo essa

possibilidade existe uma matriz inversa, que definimos por H, satisfazendo a
Cop () H* (z,y) = 656 (x — ), (3.92)

de modo que podemos determinar uma forma geral de solugio para A%,

A () = [A°(y)], - / doyHa (2,9) 9 (y) (3.93)
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onde [A? (y)], € a solu¢do da equagio homogénea para (3.90), ou seja, Cyp [A§ (y)], = 0.

A menos dessa solugdo, a condi¢cao complementar a condi¢ao de Coulomb é dada por
P2 = A+ hy =0, (3.94)

com hy = [ doyHa, (x,y) 0im; (y). Se houvesse solucdo tunica para H, o gauge seria
completamente fixado, porém em teorias de gauge nao abelianas Cy, é singular, o que
impossibilita a existéncia da inversa H, e consequentemente, h,. Além disso, supondo a

existéncia da inversa H temos o conjunto de vinculos

R =m0
o = Dim} ~ 0

a

O = A" ~

a

¢y = Ag+ha =0, (3.95)

que definem a hamiltoniana estendida

Hp=H+ /2 do e (z) @b (2) (3.96)

com r =0,1,2,3, e condicoes sobre esse novo conjunto de vinculos,

0 (@) ~ {0 (x) H) + / doy o (4) {6 () 65 ()} ~ 0. (3.97)

Entao, de acordo com o método, construimos a matriz dos parénteses de Poisson entre os
vinculos,{¢} (z), ¢ (y)}, no intuito de encontrarmos condigoes sobre os multiplicadores.
Como teriamos a hamiltoniana estendida definida e sendo geradora da dinamica, isso nos
permitiria construir os parénteses de Dirac da teoria. Entretanto temos, por exemplo, os

parénteses

{60 (2). 0} ()} = {[Demi ()], W%@H
oy (D7): {i (), AL (v)}
%()n%c( w
o7 (D;) ., 0 (x—y), (3.98)

que correspondem justamente a Cy,, que desconhecemos. Portanto, vemos a impossibili-
dade da determinacao da inversa da matriz dos parénteses entre os vinculos, e consequen-
temente, da definicao dos parénteses de Dirac para essas teorias.

Uma abordagem para esse problema foi dada por Gribov [6], que para a quantizagao

da teoria adotou o caminho da integracao funcional através do procedimento de Faddeev-
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Popov |7]. Contudo, esse processo leva as chamadas copias de Gribov, que correspondem a,
configuracgoes equivalentes de campos que satisfazem a mesma condicao de gauge. Mesma
condicao porque o funcional de amplitude de transicao obtido com a escolha do gauge
de Coulomb tem analogo covariante com a escolha do gauge de Lorenz 0,A% ~ 0 por
exemplo, o que implica em uma ambiguidade na definicao do gauge, retratada a partir
da singularidade de C,, . Dada a singularidade de Cy;,, o método de Dirac para teorias
nao abelianas tem uma limitacao estabelecida. Entretanto, esse ¢ um problema ainda
em aberto para teorias de Yang-Mills, pois esse quadro se formou ao considerarmos uma
condicao de Coulomb nao abeliana, tomando como base a teoria eletromagnética, porém
que nao levou a uma condi¢ao auxiliar definida e que possui ambiguidade com outras

escolhas de gauge.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho, apresentamos o método de Dirac para sistemas hamiltonianos vincula-
dos, em particular com o objetivo principal de aplica-lo em teorias de gauge nao abelianas.
No primeiro capitulo, mostramos que, mesmo para sistemas mecanicos simples, o método
se apresenta como uma ferramenta poderosa para uma melhor compreensao desses siste-
mas. Além disso, foi possivel ver como diferentes abordagens sobre um mesmo problema
levam a diferentes resultados sob o ponto de vista hamiltoniano para o caso vinculado,
como para a particula livre relativistica.

No segundo capitulo, discutimos a simetria de gauge U (1), que mostra a presenca
do campo eletromagnético em um termo de interacao com o campo espinorial, quando
impomos uma lagrangiana invariante localmente e aplicamos o formalismo para ambos
os setores lagrangianos. Para o campo espinorial, obtivemos uma equivaléncia entre os
parénteses de Dirac e os parénteses de Grassmann, o que indica que a analise da estrutura
candnica nao traz maiores implicagoes para esse estudo. Para o campo eletromagnético
livre, tivemos inicialmente um conjunto de vinculos de primeira classe e evidenciamos a
liberdade de gauge da teoria. Através da fixacdo do gauge de Coulomb formamos um
novo conjunto, de segunda classe, que revela os verdadeiros graus de liberdade da teoria
sendo as componentes transversais dos campos e momentos.

Por fim, estudamos a simetria SU (V) que origina os campos de Yang-Mills e a apli-
cacao do método de Dirac para teorias nao abelianas. Novamente, como no caso eletro-
magnético, tivemos inicialmente um conjunto de vinculos de primeira classe, entretanto,
a fixacao de gauge nao se mostra trivial devido a impossibilidade de obten¢ao da condicao
auxiliar do gauge de Coulomb. Isso se manifesta no problema da nao inversao da matriz
C, que evidencia a escolha do gauge de Coulomb como inviavel para essas teorias.

O problema da escolha de gauge, discutido no dltimo capitulo, é um problema em
aberto na fisica ha bastante tempo. A Faddeev e Popov sao atribuidos os principais avan-
¢os iniciais na tentativa de resolucao desse problema. Como a quantizacao canonica usual
nao é possivel devido & indeterminacao das fungoes multiplicadoras e nao é possivel reali-
zar uma fixacao de gauge, o caminho adotado por Faddeev e Popov foi o da quantizacao
via integracao funcional com um procedimento que leva o nome dos mesmos. Posterior-
mente, Gribov abordou o mesmo problema apresentando resultados importantes, porém a

questao de gauges incompativeis no método se manifesta também essencialmente com as
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copias de Gribov. Apesar deste ser o caminho normalmente seguido no estudo da quan-
tizacao de teorias nao abelianas, existe uma alternativa de estudo, ainda no formalismo
hamiltoniano, que se refere a conjectura apresentada por Dirac.

Em sua obra "Lectures on Quantum Mechanics" [1]|, Dirac estabelece que vinculos
primarios de primeira classe sao geradores de transformacoes que nao alteram o estado
fisico do sistema. Considera que é possivel que algum vinculo secundério exerca o mesmo
papel e, mais ainda, que todos os vinculos secundarios deveriam ser levados em conta para
tais transformacoes. Essas afirmativas posteriormente passaram a ser tratadas na litera-
tura pelo termo “conjectura de Dirac”. Desde entao, a maioria dos autores "classicos" que
abordam o método tem apoiado as afirmativas de Dirac. Porém, alguns autores divergem
quanto ao seu ponto de vista. Alguns baseiam seus argumentos no proprio formalismo
canonico [2], enquanto outros se baseiam em argumentos de consisténcia com resultados
obtidos para exemplos ji bem estabelecidos, como na teoria eletromagnética [3]. Em um
trabalho recente, Pitts [3] defende a ideia de que, no caso do eletromagnetismo, os vinculos
de primeira classe seriam apenas parte do gerador das transformacoes. Em seu trabalho,
ele indica que Anderson e Bergmann [4] ja deram indicios de que isso ocorreria e que Pons
[2] a tratou como uma interpretacdo incompleta apresentada. Pitts ainda indica que,
tanto os vinculos primarios de primeira classe quanto os secundarios de primeira classe,
além de serem apenas parte do gerador correspondem, no caso do eletromagnetismo, a
uma ma mudanga fisica (contradizendo a ideia de que ndo ocorreria uma mudanca fisica e
sim uma transformacao interna aos campos) no sentido de violar a lei de Gauss (de fato,
ao adicionar o gauge de Coulomb a lei de Gauss se apresenta com uma arbitrariedade,
e nesse sentido haveria uma mudanca fisica no sistema). Ele também discute situagao
semelhante na relatividade geral, porém de modo menos trivial na comparacao pelo fato
da teoria ser de maior complexidade interpretativa.

Assim, mais do que uma grande dificuldade de compreensao a literatura apresenta
divergéncias mesmo quanto a concepc¢ao da conjectura. Nesse intuito, destacamos como
principais perspectivas futuras a este trabalho o seguimento do roteiro de Gribov para
a quantizacao de teorias nao abelianas e uma investigacao profunda da discussao na

literatura referente a conjectura de Dirac.
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