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“Se nada faz sentido, ha muito o que fazer.”

(Humberto Gesinger)



Resumo

Neste trabalho, estudamos o comportamento termodinamico do Modelo de Yukawa escalar,
na aproximacao de campo médio, mediante o formalismo das integrais funcionais em dois
cenarios distintos: primeiramente sem qualquer potencial de auto-interagao, em seguida,
com termos ciibico e quartico de auto-interacdo. Observamos que o potencial quimico, as
massas associadas aos campos e a presenca de potenciais de auto-interacoes alteram a

temperatura critica na qual o sistema experimenta a transicao de fase.

Palavras-chaves: Teoria Quantica de Campos. Termodindmica. Modelo de Yukawa

Escalar.



Abstract

In this work, we study the thermodynamic behavior of the Yukawa scalar model, in the
mean-field approximation in two different scenarios: first without self-interaction, then with
cubic and quartic terms. We observe that the chemical potential, the masses associated
with the fields and the existence of self-interactions change the critical temperature at

which the system experiences phase transition.

Keywords: Quantum Field Theory. Thermodynamics. Yukawa scalar model.
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1 Introducao

Nas tultimas décadas, tem havido um grande interesse por estudos sobre diagramas
de fase em sistemas interagentes relativisticos sob condigoes extremas [1-22]. E a ferramenta
tedrica mais eficiente usada para realizar tais estudos sao baseadas no formalismo das
teorias de campos relativisticas a temperatura e densidade finitas [1,2]. Sdo esses tipos de
estudos abrem portas para intimeras aplicagdes dentro da fisica, como por exemplo, na

cosmologia e fisica nuclear, apenas para citar alguns.

Em particular, as teorias quanticas de campos escalares tém sido frequentemente
utilizadas como um campo de testes para descrever sistemas relativisticos e elaborar
teorias mais realistas. Pois, como ela nao considera os spins envolvidos, torna-se uma teoria

relativamente simples sob o ponto de vista matematico [1].

Neste cenario, o modelo de Yukawa escalar é o modelo que descreve a interagao
entre bdésons escalares carregados e bosons escalares néutros. Este ¢ o modelo mais
simples da interacdo entre campos, e é frequentemente usado como o protétipo das teorias
mais realisticas em muitas situagoes [4-23]. Este modelo nos possibilita investigar o
comportamento termodindmico de sistemas e os seus diagramas de fase, alterando certos
parametros que sao relevantes, para assim, analiticamente, vislumbrarmos o comportamento
dos sistemas relativisticos. Ha uma vasta literatura tratando deste tema, caso o leitor

tenha interesse em se aprofundar na teoria [1-23].

Assim, no espirito de um “laboratoério” tedrico, neste trabalho estudamos o com-
portamento termodinamico de uma versao do modelo de Yukawa escalar, constituida de
um campo escalar complexo interagindo com um campo escalar real, com a presenca
de termos de auto-interagao ctibica e quartica. Neste contexto, estamos interessados nas
propriedades termodinamicas deste gas de bdsons, e em como cada parametro influencia
nessas propriedades e na temperatura critica do sistema. Investigamos as transicoes de
fase induzidas pela variacao do potencial quimico, temperatura e dos demais parametros
relevantes, considerando a interacao entre os campos escalares real via aproximacgao de
campo médio. Aqui, esta aproximacao nos indica que estamos ignorando quaisquer flutua-
¢oes do campo escalar real. Ou seja, estamos tratando de particulas escalares (associada a
um campo escalar complexo) imersas em um meio representado pelo campo escalar real

na referida aproximacao.

A motivagao para a producgao deste trabalho é a utilizacao de modelos efetivos
para estudar as propriedades da matéria hadronica com interacoes do tipo Yukawa, em

que os bdésons podem interagir com um meio constituido de outras particulas.

O trabalho esta organizado da seguinte forma: no capitulo 1 faremos uma rapida
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introducao a teoria classica de campos (TCC), para a partir dai, quantizarmos o campo
escalar, via formalismo funcional. No capitulo 2, restringiremos a nossa discussao a uma
TQC a temperatura finita e preparamos caminho para a insercao da termodinémica,
através da mecénica estatitica (ME), onde discutiremos brevemente os ensembles mais
importantes (microcanonico, candénico e grande canénico). Ja na se¢do 2 deste mesmo
capitulo, calcularemos a funcao de particao para o campo escalar real e complexo. E no
capitulo 3, aplicaremos isso tudo na teoria escalar de Yukawa e discutiremos os resultados
obtidos. E por fim, mostraremos algumas conclusées que foram obtidas com este trabalho

e faremos a andlise de possiveis extensoes do mesmo.



2 Nocoes de Teoria Quantica de Campos

Neste capitulo apresentaremos os fundamentos bdsicos da TQC. E importante
notar que o procedimento de quantizagdo de um campo (um sistema fisico com um niimero
infinitos de graus de liberdade) é andlogo aquele realizado no cendrio de um sistema
discreto. Assim, é conveniente iniciarmos com uma breve discussao da Teoria Classica dos
Campos(TCC), e, na sequéncia apresentarmos a sua forma quantizada. Como o propédsito
deste trabalho ¢ no contexto da TQC a Temperatura Finita, por conveniéncia, optaremos
pela versao do formalismo funcional. Nao pretendemos que esta apresentacao seja ampla
ou aprofundada, pois seguiremos uma linha de raciocinio objetiva, que pretende apenas
justificar as ideias essenciais do formalismo para o desenvolvimento deste trabalho. Caso
interesse ao leitor um nivel de profundidade maior, ha uma extensa literatura publicada

em diversos materiais didaticos, alguns deles citaremos ao longo do texto.

Na se¢ao seguinte, apresentaremos a TCC; e a secao 2.2 é voltada a discussao da

quantizagao dos campos via formalismo funcional.

2.1 Teoria Classica dos Campos

Iniciamos este capitulo com uma breve discussao sobre a TCC, construida em
analogia a formulacao analitica da mecanica. Nesta formulagao Hamiltoniana e Lagrangiana
da mecénica classica, cada estado de um sistema fisico é representado por um ponto (g¢,p)
no seu espago de fase, em que ¢ = (q1, ¢, ..., qn) indica coletivamente seus N graus de
liberdade e p = (p1, p2, ..., pn) Os seus respectivos momenta conjugados [24]. A evolugao
temporal deste sistema, assumidamente continuo, é descrito pelas equacoes de Hamilton e

Lagrange, respectivamente.

Este procedimento é realizado notando-se que a mecanica analitica pode ser aplicada
em um sistema com um nimero infinito mas contavel de graus de liberdade. Tais sistemas
serao o alvo dos nossos estudos neste momento: buscaremos um ente matematico (o que

chamaremos de campo cldssico) para descrever tais graus de liberdade.

A mecéanica analitica é formulada a partir do objeto conhecido como funcao

Lagrangiana L(q, ¢), ou simplesmente a Lagrangiana, dada pela equagao (2.1) [24,25]:

L=T-V, (2.1)

onde T'="T(q) e V = V(q) sao as energia cinética e a energia potencial, respectivamente;

¢ importante observar que adotamos a notagdao: ¢ = ¢; para um conjunto de coordenadas
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da:
generalizadas e ¢ = ¢; = %, que sao denominadas de velocidades generalizadas. Onde ¢

sao os graus de liberdade do sistema.

Evocando o principio da minima a¢ao de Hamilton [24,25], obtemos as equagoes

de Euler-Lagrange do movimento:

oL _g 0L
dg;  dt \ 9q;

) =0 onde: i=1,2,....n. (2.2)

As equagoes de Euler-Lagrange desempenham papel fundamental neste contexto,
por fornecerem as equagoes de movimento que descrevem a dinamica do sistema em estudo.
Para exemplificar esta afirmacao, vamos considerar o seguinte sistema: uma particula de
massa m que se move verticalmente paralela ao eixo y, com uma velocidade v = Z;] =q,

no interior de um campo gravitacional fraco, de moédulo g. Logo, as energias cinética e

potencial sao, respectivamente:

1
T = §mq‘2 e V =mgyq.

Aplicando a equagao (2.1), a Lagrangiana para este sistema sera:

1
L= §mq2 — myq, (2:3)
voltando para a equagao (2.2), obtemos:
OL
oL _ = _ 2.4
e também:
OL
— =mq= 2.5
g = MA=P, (2.5)

onde F' é o médulo da forga gravitacional (neste caso, o mesmo que o peso) e p é o momen-
tum linear ou apenas momentum. Vemos deste exemplo que o formalismo Lagrangiano
da mecénica nao consiste de uma teoria mecanica diferente da teoria Newtoniana; pois
as Leis de Newton estao todas contidas dentro deste formalismo, sendo que as derivadas
da fungao Lagrangiana, definida na equagao (2.1) sao os momenta e as forgas que estao

presentes no sistema estudado.

Podemos também construir o formalismo Hamiltoniano, a partir da relagdo entre a

Lagrangiana e a chamada fun¢ao Hamiltoniana H, definida por [2]:

oL n oL
H ; :7‘71: - j 7—L ,',t, 26
(qp 9 ) k;qkaqk (¢,4.1) (2.6)
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onde, novamente, n é o nimero de graus de liberdade do sistema. Para o caso de um
particula sujeita ao campo gravitacional, temos n = 1. Logo, calculando a derivada e

substituindo as equagoes (2.3) e (2.5) na equacao (2.6), obtemos:

1
H=g¢gp— L= iqu + myq. (2.7)

Assim, podemos ver que a Hamiltoniana pode ser interpretada como a soma das

energias cinética e potencial de um sistema mecanico.

Neste ponto vamos buscar generalizar o formalismo intoduzido anteriormente a um
sistema fisico com um namero infinito de graus de liberdade. Neste cenario, um campo
¢ = ¢(x,t) é a uma fungao continua que atribui uma quantidade a cada ponto do espago
a cada instante. Note que em nossa notagao ¢ pode representar uma quantidade com uma
ou varias componentes. Nosso objetivo é chegar a uma teoria de campos relativisticos; logo,
0 espacgo-tempo a ser considerado aqui é o espaco de Minkowski, isto é, o espago-tempo
tipico da fisica relativistica. A nossa notacao das coordenadas neste espaco serao definidas

CcOomao:

Assim, na notagao covariante definimos a quadri-coordenada:

ot = (2%, 21, 2?, 2?).

Deste modo, um campo ¢ é definido no espago de Minkowski e tem a dependéncia

¢ = ¢(x), onde assumimos que z representa um ponto no espago de Minkowski.

Vamos entao introduzir a Lagrangiana de um campo relativistico. Pelo fato do
campo ser um sistema continuo, é conveniente escrever a Lagrangiana em termos de sua

densidade. Ou seja:

L= [ £(6.0,0)d, (2.9)
onde L(¢,0,¢) é denominada de densidade de Lagrangiana.

Da mesma forma que nos sistemas discretos, podemos redefinir a equacao de Euler-
Lagrange para sistemas continuos e redefinir os momenta e a funcao Hamiltoniana, de

maneira analoga. A quadri-derivada sobre o campo serd denotada de modo:

0, =

9 _ <a¢ 06 90 6¢> _ (1(% w) (2.10)

Oxh 029 9xl’ A2’ Px3 cot’
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sendo que os indices podem ser levantados ou baixados pelo uso do tensor métrico g,

que ¢é assim definido, na métrica de Minkowski:

1 0 0 0
0 -1 0 0

=1, o (2.11)
0 0 —1

Logo, (2.10) pode ser transformada da seguinte forma:

a0 (0p 0 09 09\ (109
00 =g"0, = oz, n (8950’ 0x, Oxy’ 8x3> B <c ot’ V(b) ’ (2.12)

onde (2.12) define a derivada contravariante.

Portanto, podemos definir a agao S, como:
Sz/ﬁfm
e evocando o principio da minima agao [26,27]:
55:5/£&xza

e realizando um procedimento analogo ao caso discreto, obtemos as equagoes de Euler-
Lagrange, que descrevem a dinamica de um campo relativistico. Portanto, ja utilizando a
notacao covariante, as equacoes de Euler-Lagrange (2.2) podem ser escritas da seguinte

maneira:

oL ) oL 0, a=1,2..N, (2.13)

On (a@%) T 0

onde « sdo as componentes do campo ¢.

Também podemos definir a fungdo Hamiltoniana:
H = / drH,

onde H é a densidade de Hamiltoniana, que é dada por:

H = Z ﬂ-aq.sa - E:
onde:
ar N OL
W@Q_ﬁﬁﬁf (2.14)

sendo que 7(z) é denominado de momentum canonicamente conjugado.
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Neste contexto, ha um resultado de extrema importancia para este trabalho: o
teorema de Noether, que explica a conexao fundamental entre as simetrias e as leis de
conservagao. A demonstracao deste teorema sera mostrada no apéndice A, no qual obtemos

o seguinte resultado:

Qv =/j8d3x, (2.15)
|4

onde @, é conhecida como carga de Noether. Note que a quantidade j°, que esté definida

na equacao (A.19) é denotada com corrente noetheriana.

O resultado da equagao (2.15) é de extrema importancia para a mecanica analitica,
e consequentemente para a TQC, pois nos garante que para cada simetria na agao S, ha

uma quantidade fisica que se conserva.

2.2 Quantizacao via Formalismo Funcional

Na MQ), para a descricao de um sistema fisico, necessitamos conhecer o espago de
estados e quais os operadores correspondentes a cada observavel. E, normalmente, isso é
feito a partir de uma teoria classica. Matematicamente, este caminho é feito considerando-
se uma teoria classica que descreve a situagao em estudo, para objetos macroscépicos e

entdo quantiza-se esta teoria [26-34].

Assim, em analogia ao caso discreto, a partir da teoria classica dos campos, ilustrada
na secao anterior, realizaremos o procedimento de quantizacao para a obten¢ao da teoria
quantica dos campos. Ha duas formas bem estabelecidas de se fazer a quantizacao: a
quantizacao candnica e a quantizacao funcional. A quantizac¢ao canonica foi a primeira
forma de quantizacao desenvolvida; ela foi proposta da década de 20 do século passado, e é
utilizada quando o campo tem uma forma matematica mais simples. Para o desenvolvimento
deste trabalho, utilizaremos a quantizacao funcional, que é uma forma menos intuitiva,

porém mais conveniente ao objetivo deste trabalho.

Nesta secao, vamos apresentar o formalismo funcional no contexto da mecanica
quantica. Posteriormente desenvolveremos de forma analoga este formalismo para o caso do
campo escalar. Em seguida, vamos realizar algumas aplicagoes relevantes a este trabalho,

como por exemplo a correspondéncia entre a formulagao funcional da TQC e a ME.

2.2.1 Integrais Funcionais na Mecanica Quantica

A formulacao das integrais de trajetéria da M@ é diretamente baseada na nocao

de propagador k(qs,tys; ¢i,t;). Dado uma fungao de onda ¥(g;,t;), no tempo t; [27]; o
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propagador nos fornece uma funcao de onda, apés um tempo t¢, (tf > t;) [27,29,35]. Pelo
principio de Huygens:

Wlgy,ty) = /’f(Qfatf;qi7ti)‘1f(qi,ti)dqi- (2.16)

Essa equacao é bastante geral e expressa meramente a causalidade. Ainda de
acordo com a interpretacdo mais usual da MQ, ¥(qy,ts) é a amplitude de probabilidade da
particula estd no ponto ¢y, no tempo ¢, assim k(qy, ts; ¢i, t;) é a amplitude de probabilidade
para uma transigao de ¢; no tempo ¢; para gy no tempo ty. A probabilidade que é observada

em ¢y, tyg, ¢ dada por [26,29]:

P(gsity;aiti) = |k(ap. trs i ti)] . (2.17)

No caso de um experimento de difracao em dupla fenda com elétrons, nao podemos
afirmar se um elétron atravessou uma ou outra fenda, mas sim ambas as fendas. O que é
bastante estranho e até paradoxal, uma vez que estamos tratando o elétron no sentido
classico. O que podemos pensar é que ha dois caminhos possiveis para o elétron percorrer.
Esta nocao de todas as possiveis trajetérias é importante no formalismo da integral de

caminho, ji que é a sua ideia primordial [36].

Note que a fun¢ao de onda ¥(q,t) pode ser escrita como:

U(q,t) = (q|¥1)s, (2.18)

onde o vetor |Ut)g é um estado na descricio de Schrodinger, que é relacionado com a

descri¢ao de Heisenberg |¥)y, por:

|\Ift>s = e*th/h|\If>H.

Definindo o vetor:
qt) = e H/M| ), (2.19)

obtemos,

U(q,t) = (qt|¥) . (2.20)

A propriedade de completeza dos estados nos permite escrever:

{qrts|¥) = /<qftf|Qiti><Qiti|\I]>ina (2.21)

a qual, observando (2.20), fica:
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Wlarst) = [ lastslaits) ¥(ai, t)das.

Comparando a expressao acima com a equacao (2.16), podemos notar que:

{artrlaits) = k(ag, ty; i ti), (2.22)
como esperado.

O propagador k resume a MQ do sistema [8,27]. Na formulacdo usual da MQ),
dada uma funcao de onda inicial, podemos encontrar a funcao de onda final resolvendo a
equagao de Schrodinger dependente do tempo. Nesta formulac¢ao, contudo, o propagador
nos fornece a solugao diretamente. Buscaremos aqui uma maneira de melhor expressar a

quantidade (gsts|g;t;).

Dividiremos o intervalo de tempo entre ¢; e t; em (n + 1) partes iguais 7. Entao,

podemos escrever:

(qrtslqits) = /---/dQIdQQ-“dQn<thf|Qntn><Qntn|Qn—1tn—1>---<(ht1|Qiti>7 (2.23)

sendo que a integral é sobre todas as possiveis trajetérias. Vamos calcular o propagador

sobre um pequeno segmento na integral de trajetéria. Pela equagao (2.19), temos:

(G1tiplait;) = <Qj+1|e_iH7j/h|Qj>
1
= (gall — - Hr + 06y
1T
= 5(Qj+1 - Clj) - %<Qj+1|H|Qj>
1 1 1T
= 57 / dpexp {hp((b'-&-l — Qj)} - g<qj+1|H 195)- (2.24)

O Hamiltoniano H é uma funcao dos operadores p e §. Para um caso particular

onde H seja da forma:

232
H=-"—+V(9), (2.25)

2m
temos:

A2

2m

2
<Qj+1 Qj> = /dp dp <Qj+1 ’p > <p 2];1‘19> <P|Qj>a

substituindo (g;41|p’) = (27h) "2 exp(ip ¢;11/h), obtemos:
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" CAp )| Z ot »)
dj+1 om q ol p 3 P 4j+1 — Pg; om p—p
dp i p?
= /ﬁ €xp [hp<qj+1 - Qj)} om’ (2.26)
De maneira similar, temos:
A qj+1 + ¢
(G+11V(@)lg;) = ("+1 ") (gj11lq))

— <QJ+1 + CJJ) 5(gse1 — 4;)
N /eXp[ p(gj+1 = qj)] V() (2.27)

onde ¢; = 1/2(¢; + ¢j+1). Combinando as duas equagoes, (2.26) e (2.27), obtemos:

?

dp _
(¢j+11H]q;) = /ﬁexp ﬁp(%“ - qj)} H(p, q;)-

E, pela equagao (2.24), temos:

(gj+1t541la5t5) / dp; exp{h[pg(qgﬂ q;) — TH(p, qg)]} (2.28)

onde p; ¢ o momentum entre os tempos ¢; e ¢;,;. Este é o propagador sobre um segmento

de uma possivel trajetoria.

O propagador total é encontrado substituindo a equagao (2.22) na equagao (2.23),

e, fazendo o limite continuo, onde p; é o momentum ao longo da trajetéria entre g; e g;41,

artatd = Jim | T o, [T 3 e { + Slbitases — a) — TH ey qm} . 29)

Jj=0 Jj=0

com ¢y = ¢, qnr1 = ¢;- Podemos também escrever da seguinte maneira:

DqD 7 ty .
(artslait) = /% exp Ut dt[pg — H(p, Q)]] : (2.30)
com ¢q(t;) = q;, q(ty) = q. Onde:
DgDp _ 11 dg;dp;
Al

No limite continuo, ¢ torna-se uma funcao de ¢, e a integral torna-se uma integral

funcional; uma integral sobre todas as fungoes. E a expressao (2.30) é a expressao da
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integral de trajetoria para a amplitude de transicao de (g;, t;) para (g, ts). Cada funcao ¢(¢)
e p(t) define uma trajetéria no espago de fase. Na formulacao da integral de trajetéria temos
uma expressao explicita para a amplitude de transicdo. As quantidades p e ¢ que ocorrem
na integral sao quantidades classicas, no sentido de ndo serem operadores, c-ntimeros ou

g-nameros [37].

Para o caso citado anteriormente, onde H tem a forma expressa em (2.25), a

equagao (2.29) sera da forma:

n 2

dp ) D _
(artslaits) = hm/Hd% h”exp{ lej Q1 = 45) = me—vwm]}.

Note que a integracao sobre p, ¢ uma integral ordinaria gaussiana, que pode ser

resolvida com:

+oo b2 N\ 1/2
/ exp(—az? + bz + c)dx = exp ym +c <> :
a

o a

Entao, obtemos:

, m o\ (/2 e iT &
{artslait:) = lim (sz) /H dg; exp {h >

1

() vl e

que fazendo o limite continuo:

1 [tf .
(qrtlaiti) = N/DC] exp {h /t L(%Q)dt] ) (2.32)
onde L =T — V, é a Lagrangiana classica. No limite n — oo, N torna-se infinito, mas

isto é irrelevante, pois as amplitudes de transicdo devem sempre ser normalizadas.

Na MQ), a transicao entre o classico e o quantico ¢ obtida fazendo o limite h —
0. E, para valores muito grande de S, a exponencial de iS/h sofre grande flutuacao.
Consequentemente, a contribui¢do da trajetoria que maximiza a agdo S nao contribui

muito para a soma sobre as trajetérias:

0S >>h e: Z e/ 0.

trajetérias

No limite cléassico, a trajetoria que domina a soma é a tnica onde §.5/h é o menor
possivel. Contudo, a trajetéria para a qual S é minimizado é, justamente, a trajetoria

classica.

05 =0.
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Com isso, recuperamos a Mecanica classica, no limite A — 0.

O método das integrais de trajetoria nos fornece um formalismo elegante para
aplicarmos na TQC. E, com esta ideia em mente, vamos agora aplicar as integrais de

trajetoria para quantizar o campo escalar.

2.2.2 Quantizacao do Campo Escalar

Neste momento, desejamos encontrar a fungao de partigdo para o campo escalar, que
é um campo onde os seus quanta tém spin nulo e obedecem a estatistica de Bose-Einstein,
segundo o teorema Spin-Estatistica ! [38]. Para isso vamos estabelecer que ¢(Z,0) seja
o operador de campo na representagdo de Schrodinger no tempo ¢t = 0 e 7(Z,0) seja o
operador momentum canonicamente conjugado. Os autoestados do operador campo sao

rotulado por |¢) e satisfazem a:

O(T,0)|¢) = 6(7)|9), (2.33)
onde ¢(F) é um autoestado, em fungao da posigao Z. Eles também obedecem ao principio

de completeza e a condi¢ao de ortogonalidade:
[ do@)epel =1 (2.34)

(Daldw) = [ (¢a(@) — d0(2)). (2.35)

De maneira analoga, os autoestados dos momenta conjugados devem obedecer
relagdes semelhantes a (2.33), (2.34) e (2.35), que sdo:

#(Z,0)|dp) = 7(Z)|o0) (2.36)
dg;@ ) (| = 1 (2.37)
(Ta|mp) = H(5 7o (%) — mp(Z)). (2.38)

Da mesma forma que na MQ, nés podemos trabalhar no espago das coordenadas

ou no espaco dos momenta e a passagem de um para o outro se dar por:

(z|p) = €. (2.39)

O teorema Spin-Estatistica estabelece uma relagdo direta entre o spin de uma espécie de particula e a
estatistica que ela obedece. Foi demostrado pelos fisicos Markus Fierz e Wolfgang Pauli em 1940.

1
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No caso da TQC, essa passagem é dada por:

(|7) = exp (7, / d?’xw(f)qﬁ(f)) . (2.40)

Esta é uma generalizacao natural para um sistema com infinitos graus de liberdade.

Pois as quantidades discretas passam a ser continuas, por meio de:
N
> b = [ dan(@)o()
i=1

Para encontrar uma Hamiltoniana, teremos agora um funcional dos campos e dos

momenta conjugados:

H= / Bt (#, D). (2.41)

Suporemos agora que o sistema esta no estado |¢,) no tempo ¢t = 0. E, ap6s decorrido
um tempo t¢, ele evolui por e 1| p,). E vamos assumir também que a Hamiltoniana nio

depende explicitamente do tempo.

A amplitude de transigao que leva de um estado |¢,) para um estado |¢y) apds
um tempo t; serd entdo (¢ple ' |@,). Estamos interessados nos casos em que o sistema

retorna ao seu estado original apds o tempo t;.

Vamos entao pegar o intervalo de tempo (0,%y) e dividi-lo em N intervalos de igual
duracdo At =t;/N. E, entdo, para cada intervalo de tempo, vamos inserir um conjunto

completo de estados alternando entre (2.34) e (2.36):

—iHt . N
(Pale™ |4 = &g/(ﬁdmd@ﬂw).

X (galmn) (T le” T on) (on|mn 1)
X <7TN_1|€_iHAt|¢N_1>....

X (@almy) (mile” 3 1) (1| ma), (2.42)

sendo que ja sabemos que:

(¢1]@a) = (D1 — ba), (2.43)

e que:

(Giga|ms) = exp (z / dem(f)@H(f)) . (2.44)
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Fazendo At — 0, podemos expandir numa série de Taylor e ignorar os termos de

poténcias maiores que 1. O que nos fornece:

(mile % gy) ~ (m|(1 — iH;At)| ;)
= <7Ti|¢i>(1 - iH'At)
— (1 —iHAY) exp( i [ dom(@)o(@ )), (2.45)

onde:

H; = / Bt (m(2)6:(3)), (2.46)

juntando tudo:

N dr.do, N
le100) = i [ (1750 ) o601~ on)exof -iae 3 [ s
j=1

[H(wj,@) - MN] }

onde ¢nyy1 = ¢, = ¢1. Agora é s6 fazer o limite continuo, o que nos fornece:

. P(&stf)=¢a(T)
(ke rlo0) = [P [T Do

10)=¢a (%)

XeXp{/ dt/d3 ( 7 ¢§)t> H(W(f,ﬂ,(b(f,t))))}, (2.47)

onde Dm e D¢ sao simbolos para a integracao funcional. Nao ha qualquer restricao na
integral sobre 7(Z,t); mas a integragdo sobre ¢(Z,t) parte de ¢,(Z) em ¢ = 0 e vai até
$o(Z) em t = t;.

Neste ponto, vamos introduzir a versao quantizada da teoria de campos. Escolhere-
mos por simplicidade em um primeiro momento a teoria quantica para o campo escalar
real ¢(z) [27,29]. Neste sentido, iremos generalizar e estender o formalismo desenvolvido
na se¢ao anterior, no contexto de um sistema quantico discreto, para o caso de um campo
escala real. Para este caso (campo escalar real), o Hamiltoniano que caracteriza um sistema

¢é dado por:

H = H(o, ) / &P [ ;(V¢)2+V(¢) | (2.48)

Assim, generalizando a expressao da amplitude de transicdo, dada na equacao

(2.30), para a presente situacdo de um campo escalar real, obtemos:
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(oDl 0n(2) = [ Dorep i [ ate (nd = g2 = ver - Vi),

onde as fungoes ¢(x) sobre as quais integramos estao contidas nas configuracoes ¢, (%)
a1’ =0e ¢(%) a2’ =T. Como a exponencial é quadratica em 7, podemos completar

quadrados e calcular a integral D e obter:

(Gu(@]e T |6,(&)) = [ Doexp [ I d‘*xﬁ] , (2.49)

onde L ¢ a densidade de Lagrangiana:

L= (067 ~ V(o).

Note que a integracdo sobre D¢ na equacao (2.49) envolve uma constante que nao

foi explicitamente escrita.

Assim como no caso do campo classico, a relagdo entre a Hamiltoniana e a Lagran-

giana de um sistema é dada pela transformada de Legendre:

H = m(2)d(z,t) — L(9,9), (2.50)

onde 7(z) é o momentum conjugado de ¢, que é definido, como:

oL
0d(z,t)

Podemos utilizar o presente formalismo no intuito de obter as fungoes de correlagao

m(x) =

(2.51)

de n pontos. No caso da fungao de correlagdo de dois pontos (a fungao de Green da teoria

do campo escalar), podemos encontra-la fazendo uso da quantidade:

[ Do) Do) Do) exp [z / i d4x£(¢)] , (2.52)

onde as condigbes de contorno sobre a integral de trajetéria sdo ¢(—T, %) = ¢, e ¢(T,T) =
¢p. Gostariamos de relacionar estas quantidades com as fungoes de correlagao de dois
pontos, (QT¢g(x1)pm(r2)|2). Vamos inserir uma notagdo para distinguir operadores de
numeros ordinarios: escreveremos operadores na descricao de Heisemberg com um subscrito

explicito: ¢ (x). Similarmente, escreveremos operadores na descri¢ao de Schrodinger ¢g(Z).

Vamos quebrar a funcional integral em produtos de integrais:

/D¢ /D¢1 /m2 (@) / - Dé(z), com: j = 1,2, (2.53)



Capitulo 2. Nogées de Teoria Quintica de Campos 16

a integral funcional principal / D¢(x) esta vinculada aos tempos 20 e 29, além das extremi-

dades —T e T, mas devemos integrar separadamente sobre as configuragoes intermedidrias
01(Z) e ¢po(F). Apos esta decomposigao, os fatores extra ¢(z1) e ¢(xg) em (2.52) tornam-se
$1(Z1) e ¢2(72), e podem ser tirados da integral principal. A integral principal tem trés
pedagos, cada um sendo uma simples transi¢cao de amplitude, de acordo com (2.49). Os
tempos 7 e 79 automaticamente caem na ordem; por exemplo, se x} < x5, entdo,(2.52)

torna-se:

y/D¢mfy/D¢xf¢mfo¢xﬁ»@%w%mfﬂ®wg
X (e O gy (1 |em D] g,).

Podemos transformar o campo ¢;(Z1) dentro de operador de Schrédinger usando
ds(Z1)|d1) = &1(Z1)]P1). A relagdo de completeza /D|¢1><¢1\ = 1 nos permite eliminar

os estados intermediarios |¢;). Fazendo o mesmo para ¢9, chegamos a expressao:

(dple™ T T g (7y)e M@= g (7)) H D g,

Muitos destes fatores exponenciais se combinam com os operadores de Schrodinger
para formarem os operadores de Heisenberg. No caso onde 2! > x5, a ordem de z; e x,

seria simplesmente trocada. Entdo, a expressao (2.52) é igual a:

(dple ™ TT { Py (1) P (w2)} e 7| ha). (2.54)

Agora aplicaremos o limite T — oo(1 — i€). Este truque matemético permite
projetar o estado |¢,) e |¢p) no estado de vacuo, o qual denotaremos |(2), (assumimos
que estes estados tem alguma sobreposi¢ao com |2). Em nossa notagao, |€2) é o estado
fundamental do Hamiltoniano de uma teoria de modo geral, enquanto que |0) serd o estado
fundamental do Hamiltoniano livre da teoria (isto é, o Hamiltoniano sem os termos de

interagdo. Por exemplo, decompondo em autoestados |n) de H, temos:

—i —i T—ro0(1—ie) —iEy.0o(1—ie
eI,y =S e BT ) (nlg) |25 (Q g )e P Q)

onde [€2) é o vacuo.

Obtemos uma fase indesejada e com fatores sobrepostos. Mas, estes fatores se

cancelam se dividirmos pela quantidade (2.52), mas sem os produtos dos campos ¢; e ¢s.
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Entao, obtemos uma férmula bem mais simples:

B . [ Dopp(z1)p(x2) exp {Z f,TT d4x£}
T O (w)on(z)l) = T—><l>g(111—i€) /Do exp {’L fTT d‘{’pd |

(2.55)

Portanto, a equagao (2.55) é a fungao de correlagao de dois pontos em termos das
integrais funcionais. Notemos que também podemos obter fungoes de correlagao de ordens
maiores bastando para isso incluir produtos adicionais do campo ¢ em ambos os lados da

equagao (2.55).

Vamos agora calcular a funcao de dois pontos na teoria livre de Klein-Gordon, e,
entao generalizar para fungoes de correlagao de mais pontos ainda na teoria livre. Para

isso, primeiro vamos considerar um campo escalar real nao-interagente:

ng/d4x£0:/d4x —

como Ly é quadratico em ¢, a integral funcional da equagao (2.55) assume a forma de

)2 — ;m2q§2 , (2.56)

uma integral gaussiana dimensionalmente infinita generalizada. Por conseguinte, somos
capazes de calcular as integrais funcionais exatamente. Vamos entao, primeiro definir a
medida de integragao D¢ sobre as configuragoes do campo. Apéds isto, usamos o método

da equagao (2.57):

diL’l dl’g dl’N 1

| patt) = > (o] Tl B H/m d% (2:57)

onde C(€) é uma constante a ser determinada. Considerando a integral continua como um

limite para um grande nimero (finito) de integrais. Trocamos as variaveis ¢(z;) definida
nos pontos x; de uma rede de quadrada. Seja o espacamento da rede €, e seja o volume no

espaco-tempo quadrimensional dado por L*, e definindo:

Do = [ do(:), (2.58)
a menos de uma constante global irrelevante.

Os valores do campo ¢(x;) podem ser representados por uma série de Fourier

discreta:

8e) = 1 X e h (k). (2.59)

onde:
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com n* inteiro,
T
B < =
€

eV = L* E, os coeficientes de Fourier, ¢(k) sio complexos. Contudo, ¢(x) é real, também
esses coeficientes devem obedecer ao vinculo ¢*(k) = ¢(—k). Consideraremos também que
as partes real e imaginarias de ¢(k,) sdo varidveis independentes, com k° > 0. A troca das
varidveis ¢(x;) por ¢(k,) é uma transformacao unitaria, entdo podemos reescrevé-la como

uma integral:

= [ dRelo(k,)]|dIm[¢(k,)).

k9>0

Agora vamos aplicar o limite L — oo, € — 0. O efeito deste limite é converter a

soma discreta sobre k,, numa integral continua sobre k£:

‘1/2”:%/&];4. (2.60)

Tendo definido a medida de integracao, vamos agora calcular o funcional integral

sobre ¢. A agdo (2.56) pode ser reescrita em termos dos coeficientes de Fourier, como:

(m* = k)| (k)

N —

Jde[5 @07 - gm] = 1%
oz: m? — kQ Re[¢n])2 + (Im[¢n])2]>

<

onde, para nao sobrecarregar a notacdo, definiremos: ¢(k,) = ¢,. A quantidade m? — k? =
m? + |k, |? — k2% ¢ positiva, pois k2 ndo é muito grande. Trataremos esta quantidade como

sendo positiva. Mais precisamente, a estudaremos tal expressao analiticamente na regiao
onde |k,| > k°.

O denominador da equagao (2.55) agora assume a forma de um produto de integrais

gaussianas:
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/ Doeio = ( / dRegbndIquﬁn) exp [_v > (mz—ki)wn?]
k2>0

n|k9 >0

— ( / dRed, exp {—V(m — 12)(Re)? D

k9>0

X (/ dImao,, exp {—‘Z-/(m2 - ki)(lmqﬁn)QD
T —mV \/m—ji‘;%

k>0
—mV
= I R (2.61)
todok,

Para justificar a utilizacao da formula de integragao gaussiana quando o expoente
aparece puramente imaginario, relembramos que a integral no tempo na equagao (2.55)
ao longo do contorno é rotacionada no sentido horéario, no plano complexo: t — t(1 — i€).
Isso signifca que devemos trocar & — k(1 + 7€) na equacio (2.61) e em todas as outras
subsequentes. Em particular, devemos alterar k? — m? — k? —m? + ie. O termo ie garante

o fator de convergéncia necessario para a integral gaussiana.

Para entendermos melhor o resultado obtido na equagao (2.61), consideraremos

como analogia a integral gaussiana generalizada:

(E[/dék> exp[—¢&; Bijé;l,

onde B é uma matriz simétrica com autovalores b;. Para calcular esta integral, escreveremos
& = O;jz;, onde O é uma matriz ortogonal de autovetores que diagonalizam B. Trocando

as variaveis & nos coeficientes x;, temos:

<1;[/d§k> exp[—§;Bij§;| = (g/dxk) exp l_;bﬁ?}
- H / d; exp [bia?]
i
= afdet B] "7,

onde o é uma constante. A analogia fica clara se realizarmos uma integracao por partes e

escrevermos a acao de Klein-Gordon como:

1
=3 / d*zp(—0% — m?)¢ + (termo de superficie).
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Assim a matriz B corresponde ao operador m?+0?, e podemos escrever formalmente

o resultado como:

/ngei‘% = aldet(m?* + 82)]_%. (2.62)

Este objeto é denominado de determinante funcional.

Considerando o numerador da equagao (2.55), precisamos expandir os dois fatores

extras de ¢ numa série de Fourier:

¢<£L‘1)¢(IL’2> — éz —zkm:c1¢m Ze—zk1x2¢

m

Logo, o numerador na equagao (2.55) pode ser escrito como:

1 —i(kmx1+kix2)
W%e ( (nk0>0/dRe n d]m(gbn))
X [Re(dm) + ilm(pm))(Re(ér) +ilm(¢r)]
> (m* = E2)[(Re(on))® + (fm(¢n))2]] : (2.63)

n|k9 >0

7
X exp

Para os demais valores de k,, e k; esta expressao é zero, pois os fatores extra de
¢ tornam o integrando impar. A situagao é mais complicada quando k,, *+ k;. Supondo
por exemplo que k°, > 0. Entdo, se k; = ky,, 0 termo envolvendo (Reg,,)* nao é zero,
mas é cancelado pelo termos envolvendo (Imd,,)*. Se k; = —k,, a relacio ¢(—k) = ¢* (k)
gera um sinal negativo extra no termo (Ime,,)?, entdao os dois termos se somam. Quando

k? < 0 obtemos a mesma expressdo, logo o numerador na equagio (2.55) torna-se:

b S eihnteren) [T —imV —iv_
V2 e k2>0m2—k:% m? — k2, — ie

O fator entre parenteses ¢ idéntico ao denominador da equagao (2.61), enquanto o
restante desta expressao ¢é a forma discretizada do propagador de Feynman. Fazendo o

limite continuo da equagao (2.60), encontramos:

dAk Z'efik(mlf:vg)

OITo(m)ow)l0) = [ 557 = Dplay = a2). (2.64)

—m?2 + e

A equagao (2.64) é a forma usual do propagador de Feynman do campo escalar,
que é a funcao de correlacao de dois pontos da teoria livre. Esta quantidade também tem

a propriedade de ser a funcao de Green do operador de Klein-Gordon [6].
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Agora calcularemos as fungoes de correlagao de ordem maiores na teoria livre de
Klein-Gordon.

Inserindo um fator extra de ¢ na equacgao (2.55), vemos que a fungao de trés pontos
desaparece, pois o integrando torna-se uma funcao impar. Todas as outras funcoes de
correlagdo com um produto de campos de niimero impar desaparecem pela mesma razao. A
funcao de quatro pontos tem um produto de quatro campos ¢ no numerador. Expandindo
os campos numa série de Fourier, obtemos uma expressao similar a equagao (2.63), mas
com a soma quadrupla sobre os indices, que denominaremos: m, [, p, e ¢g. O integrando

contém o produto:

(Regm, + iImy,)(Redr + ilmgy) (Regy, + ilme,)(Reg, + ilme,),

novamente, os demais termos de desaparecem, pois o integrando deixa de fazer sentido. Um
dos termos nao nulos ocorre quando k; = —k,, e k, = —k,. Apds a integracao gaussiana,

este termo do numerador é:

1 ik (21 —2) ,—ikp (z3—2 —iV —iV iV
W%e (z1 2)6 (23 4)(1_[ m2—k32)

212 _jem? — k2 _ ge’
k00 m? — ky, —iem?* — k; — ie

quando V' — oo, fica:

—iV
H 27]{:2 DF(ZL'l — ZEQ)DF(.I‘3 — 1'4).
n|k9 >0 m n

O fator entre parenteses ¢ novamente cancelado pelo denominador. Obtemos termos
similares para cada um das outras duas maneiras de agrupar os quatro pares de momenta.

Para manter o controle do agrupamento, definiremos a contracao de dois campos:

B I D0 (1) p(2)
B J Dopeio

(1) p(22) = Dp(z1 — x2). (2.65)

Consequentemente a fungao de quatro pontos é simplesmente:

(0|Tp1020304/0) = soma de todas as contragoes
= DF(Ill‘Q)DF(Z'3$4) + DF($1$3)DF($2.T4)
+ Dp(z124)Dp(z273). (2.66)

Este mesmo método nos permite calcular func¢oes de correlagao de ordem maiores
ainda. Em cada caso, a resposta ¢ justamente a soma de todas as possiveis contragoes

totais dos campos.
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O método discutido acima, apesar de gerar corretamente as fungoes de correlacao,
torna-se trabalhoso e complexo no contexto de teorias interagentes. Nao obstante, hd um
método muito mais 1til e simples que nos permite obter as fungoes de correlacdo de modo
bem mais direto. Tal método é baseado no funcional gerador das func¢oes de correlagao,

Z|[J], que no caso do campo escalar é definido como:

Z1J] = / Déexp [z / d'2[L + J(2)(2)]| (2.67)

Z[J] é um funcional integral sobre ¢ em que adicionamos a £ no expoente um termo
que chamaremos um termo de fonte, onde J(x) é uma fungao auxiliar sem significado
fisico em nosso contexto. As variaveis de integracao no expoente vao de —71" até T', com
T — oo(1 — i€e). De acordo com esta abordagem, uma funcao de correlagdo como na

equacgao (2.55), pode ser reescrita como:

0 )
T =Z[J ' —ie—r— | | —i—— | Z[J] | s=0.(2.
O oteoa)0) = 211 (i) (=i570) 2l bmo269
Generalizando, as fungoes de correlagao sao obtidas de acordo com este método a

partir da aplicacdo de derivadas funcionais em relagao a J(x) no funcional gerador.

O funcional gerador definido na equagao (2.67) nos faz lembrar da fungao de partigao
da mecénica estatistica (ME). Ele tem a mesma estrutura de uma integral sobre todas as
possiveis configuragoes de um peso estatistico exponencial. Para o calculo das fungoes de
correlagao, derivamos em relagdo a J(x), da mesma forma que na ME diferenciamos com

relacdo as varidveis pressao ou campo magnético, por exemplo.

Esta analogia pode ser feita com mais precisao manipulando a variavel temporal de
integragao na equagao (2.67). A derivagao da férmula da integral funcional implica que a
integracao temporal foi ligeiramente levada ao plano complexo, numa direcdo que permita
o contorno ser girado no sentido horario em torno do eixo imaginario. Notamos entao
que a rotagao infinitesimal original ie d& a prescrigdo correta para produzir o propagador

de Feynman. A rotagao finita é andloga, na configuracao dos espacos, a uma rotagao de

Wick.?

=1 — |2 = —(2")? — |2* = —|zp® (2.69)

Rotacdo de Wick, é um método para se encontrar uma solugdo para um problema no espago de
Minkowski de uma solugdo a um problema relacionado no espaco euclidiano, por extensao analitica. A
rotacao de Wick é motivada pela observagao de que a métrica de Minkowski e a métrica quadridimen-
sional euclidiana sdo equivalentes, e, entdao, se permite que a coordenada t assuma valores imaginarios.
A métrica euclidiana torna-se de Minkowski quando ¢ for restrito ao eixo imaginério, e vice-versa.
Esta rotacdo também conecta mecénica estatistica a mecanica quantica, substituindo temperatura por
tempo imaginario.
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Para entender melhor o que conseguimos com esta rotagao, vamos considerar, por

exemplo a teoria com auto-interacdo quértica ¢!, que é governada pela Lagrangiana:

A

£:£0_4| .

A agdo desta teoria adicionada so termo de fonte é dada por:

1

/ Az (L + Jo) = / d'z B(&Mﬁ)? — gmie - 2!& + J¢] . (2.70)

Apoés a rotagao de Wick da equagao (2.69), esta expressao assume a forma:

i/d4a:E(£E +Je) = z’/d4xE B(aE“W + ;m2¢2 n i!qb”‘ — Jqﬁ] . (2.71)

Esta expressao tem a forma idéntica a energia livre de Gibbs de um ferromagnético
na teoria de Landau. O campo ¢(xg) atua como uma flutuacdo do campo de spin S(x), e
a fonte J(z) atua como um campo magnético externo. é interessante notar que neste caso

o ferromagnético existe em quatro dimensdes, em vez de em trés dimensoes espaciais.

Portanto o funcional gerador Z[J] obtido a partir da rotagao de Wick, é dado por:

21J) = [ Doexp [— [ dzsies - Jo)|. (2.72)

O funcional Lg[¢] tem uma forma de energia: tem um limite inferior e se torna
grande quando o campo ¢ aumenta de amplitude ou de gradiente. A exponencial pode
ser interpretada como um peso estatistico para as flutuagoes de ¢. Nesta nova forma,
Z[J] é a funcao de particdo que descreve a ME de um sistema macroscépico, descrito

aproximadamente pelo tratamento da flutuacao das variaveis como um campo continuo.

Esta corespondéncia entre a ME e a TQC exercem um papel essencial neste trabalho.
E, no capitulo seguinte isso ficarda mais claro, quando escolhemos o ensemble estatistico

onde essas ideias serao aplicadas.



3 TQC a Temperatura Finita

Os efeitos da temperatura comegaram a ser incorporados a TQC em meados de
1950, sendo que neste periodo, existia um grande esfor¢o na direcao de se entender melhor
os sistemas quanticos de muitos corpos. Um dos principais trabalhos nesta linha foi
apresentado por Matsubara em 1955 e posteriormente tornou-se a base do formalismo de

tempo imagindrio [39].

Em linhas gerais, o objetivo deste ramo da teoria ¢ unir em uma mesma abordagem
a TQC e a Mecanica Estatistica (ME), levando, consequentemente, em conta as diferentes
caracteristicas de sistemas bosonicos e fermionicos: usando a TQC pode-se considerar os
efeitos das estatisticas dos campos envolvidos, através dos comutadores e anticomutadores,
e usando a ME, com a escolha dos ensembles, pode-se introduzir efeitos térmicos ao sistema.
A realizacao desta unido déa-se através de uma generalizacao da teoria de campos usual,
onde o tempo ¢é transformado no plano complexo de uma maneira especifica e passa a ser
interpretado como temperatura [39]. Como consequéncia, este formalismo é ideal para lidar
com sistemas em equilibrio, onde o tempo nao assume papel importante. Um dos motivos
do grande sucesso desta abordagem foi a possibilidade de se utilizar técnicas desenvolvidas

na TQC usual para se estudar efeitos térmicos.

Neste capitulo, faremos um breve apanhado sobre o ensembles mais importantes da
ME, com o objetivo de justificar o uso do ensemble grande candnico para o desenvolvimento
deste trabalho, apontando as caracteristicas fisicas que diferenciam cada um deles. Na
secao seguinte, aplicaremos a teoria dos ensembles e a quantizagao via formalismo funcional

para calcular a funcao de particdo para os campos escalares real e complexo.

3.1 Teoria de Ensemble na Mecanica Quantica

O estudo de sistemas consistindo de muitas particulas é um dos temas mais ativos
da fisica atual, pois ha aplicagoes destes estudos em cosmologia, astrofisica, sistemas

complexos, fisica de particulas, matéria condensada, etc [1-6,31-33,37].

No intuito de descrever estes sistemas com uma quantidade de particulas da
ordem de 10?* componentes desenvolveu-se a mecénica estatistica, que tem a finalidade
de entender os processos microscopicos que emergem como as leis da termodindmica, em
escala macroscopica [40]. A ME se propoe a descrever o comportamento dos sistemas
a partir do conceito de microestados, os quais podem ser dados em termos de variaveis
classicas (se os constituintes do sistema obedecem & mecanica classica) ou quanticas. Foi

entao que, com os estudos sobre a radiacao emitida por um corpo negro quando aquecido,
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no inicio do século XX, Einstein, Planck, Fermi e Bose, entre outros, desenvolveram a
mecénica estatistica quantica (MEQ) [10,41].

No nosso caso, estamos interessados nos conceitos fundamentais da MEQ), para
aplicé-los a sistemas de muitos corpos (particulas); pois estes conceitos encontram bastante
similaridade com alguns dos tratados no capitulo anterior. O interessante é notar que
mesmo partindo de estruturas matematicas bastante diferentes, ao fim ha uma grande

semelhanca entre as ferramentas.

3.1.1 Ensemble Microcanonico

O ensemble microcanonico é utilizado no estudo de sistemas isolados por paredes
adiabaticas, rigidas e impermeaveis [41]. Nenhuma interagao entre o sistema em estudo e
sua vizinhanca é permitida. Considerando um sistema isolado constituido de um nimero N
de particulas em um volume V. A energia constante do sistema é conhecida e distribuida
entre F'e E+AFE. O postulado fundamental da mecanica estatistica da igual probabilidade
nos diz que no equilibrio, o sistema em estudo tem igual probabilidade de ser encontrado
em qualquer um dos seus estados acessiveis. Assim, se a energia de um sistema no estado

r é E,., a probabilidade de encontrarmos o sistema no estado r é dada por:

P C, se. EF<FE,<FE+ AF; onde: AE<<E(31>
" 0, para todos os outros casos; .

onde C' é uma constante de normalizacdo, que pode ser obtida de forma que:

S P=1. (3.2)

Os estados acessiveis do sistema sao definidos pelos vinculos impostos sobre ele
mesmo. Estes vinculos podem ser a energia, o nimero de particulas, etc. Eles limitam
o numero de estados nos quais o sistema pode ser encontrado. Podemos descrever estes
vinculos por meio de um conjunto de parametros: yi, ¥, ..., Yn, que caracterizam o sistema
em escala macroscépica. Como o numero de estados acessiveis é limitado pelos vinculos,

podemos escrever:

Q:Q(y17y2>“-7yn>7 (33)

onde €2 é o nimero de estados compativeis com o ensemble definido por E, cujos parametros

y assumem os valores y;, variando entre y e yr + Ayg.

Em um sistema isolado, em equilibrio, sujeito a uma determinada quantidade de

vinculos, ha uma certa quantidade de estados acessiveis €2;. Quando estes vinculos sao
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retirados, esperamos que a quantidade de estados acessiveis aumente para {2;. Ou seja:

Q> 0, (3.4)

mas, pela hipdtese de igual probabilidade dos estados é exigido que ao retirarmos os vinculos,
tenhamos uma situagdao de nao-equilibrio. Com isso, podemos definir reversibilidade e
irreversibilidade em termos do ntimero de estados acessiveis: se {2y = (2; os sistemas dentro
do ensemble estao distribuidos com igual probabilidade. Logo, o sistema esta em equilibrio
e o processo ¢é reversivel. Mas se {0y > (2; o sistema tende a uma distribuicdo mais provavel

de equilibrio, entao, nao esta em equilibrio. Logo o processo é dito irreversivel.

3.1.2 Ensemble Canonico

O ensemble candnico é usado para descrever sistemas que estdo em contato com
um reservatério térmico [11,41,42]. Ou seja, este sistema esta separado da vizinhanga por
uma parede diatérmica, mas impermeavel. Pois, apesar da sua energia poder variar, a
quantidade N de particulas é fixa. E, como estd em contato com o reservatério térmico, a

temperatura de todo o sistema é a mesma, 7.

Vamos agora considerar o sistema composto: A® = A+ A, onde A© est4 “isolado”,
no sentido que a parede que o separa da vizinhanga é adiabatica. A energia do sistema
seria dada por: E© = E, + E', onde E, é a energia do estado r no qual o sistema A se
encontra, e £’ é a energia do reservatorio A’. Entdao, o niimero de estados acessiveis ao

sistema composto ¢ dado por:

QO = Q(E)Y(E), (3.5)

onde A tem energia no intervalo entre £ e E+ AFE. Pela hipdtese das iguais probabilidades,

no equilibrio, A® pode ser encontrado em qualquer estado acessivel, com a probabilidade
de:

P(E) = CQO(E), (3.6)

sendo C' uma constante de normalizagao. Para uma configuracao onde A tem energia no

intervalo dado acima, temos:

P(E) = CQE)Y(E)XY(EY - E). (3.7)

Fixando A em um estado particular, r, de energia E,, fica que: Q(F) =1, o que

produz:

P(E) = CQ(E)Y(E© - E). (3.8)
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Notemos que C' é uma constante de normalizacao, que é encontrada obedecendo a

condicao:

Z P.=1. (3.9)
"
Por definicao de reservatério térmico, A deve ser muito menor que A’, entdao

E, << EY. Deste modo, podemos expandir ©'(E’) na equacdo (3.8) em torno de E' = E©,

ou, em termos do seu logaritmo. Consequentemente, obtemos:

_ﬁan/ 10%In¢Y

mQEY - E)=mQED) o E?+ .., (3.10)
aEl E/:E(O) 2 aE’Q E/=E<0)
onde: X
B = ijij—n

como para o reservatorio A" a temperatura 7" é fixa, o termo quadritico pode ser escrito

COo1mao:

2 / ! !
Y 9 <81n9>:85 1 0 (1>_>0 (3.11)

oE? — OE' \ OF' OE kg OE \T'

portanto, agora a equacao (3.10) pode ser escrita como:

Y (E?Q -E)=mQEY)-pE, = QEY-FE)=QE)e P (3.12)

Como o sistema A estd em equilibrio com o reservatério A, T'=T", logo: 3 = 3.
E, como ¢V (E(O)) é uma constante que nao depende de r, podemos escrever a equagao
(3.8), como:

P, = Ce PFr, (3.13)

Como consequéncia, a equagao (3.13) nos permite calcular a constante de normali-

zagao C', como:

1
Obtemos portanto a expressao da probabilidade:
e_ﬂEr
P = (3.15)

Z
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onde:

Z=> el (3.16)

A fungdo Z, definida na equagao (3.16) é chamada de fungao de partigdo canonica
do sistema. Assim, uma definicdo mais rigorosa para ensemble candnico seria: “O ensemble
candnico ¢ constituido pelo conjunto de microestados r, associados a distribuicao de
probabilidades dada pela equagao (3.15), acessiveis ao sistema, em contato com um

reservatorio térmico de temperatura 7'

Diferentemente do ensemble microcandnico, o ensemble candnico pode ser usado
em sistemas abertos, desde que em contato com um reservatério térmico, ou seja, a

temperatura fixa, porém com um nimero fixo de constituintes.

3.1.3 Ensemble Grande Candnico

Até este momento consideramos os ensembles microcanonico e canonico. E na
descrigao de ensemble microcanonico, tivemos de considerar um sistema isolado, nao
trocando nem energia e nem particulas com a vizinhanca. Este sistema entao foi descrito
por meio das grandezas F,V e N. Ja para o ensemble canonico, tivemos de assumir que
o sistema encontrava-se em contato com um reservatério térmico, que por definigao, é
muito grande, e estava delimitado por paredes diatérmicas e impermedveis, que permitiam
a troca de energia, mas nao permitiam a troca de particulas, e, em equilibrio, ou seja, a

temperatura T' constante. As grandezas T,V e N descreviam o sistema.

Vamos agora considerar sistemas abertos. Neste caso, definimos um sistema aberto
como um sistema que estd em contato com um reservatorio e pode trocar energia e

particulas com a vizinhanca.

Considere um sistema S em contato com um reservatorio de calor e de particulas
R; o sistema composto S + R esta isolado com energia total E, e numero de particulas
Ny. Cabe lembrar que a temperatura e o potencial quimico sao fixados. A parede que
separa S de R é permeavel, diatérmica e rigida, de forma que permite a livre passagem de
energia e de particulas, mas nao permite altera¢oes no volume de S. Pela hipotese de que
¢ igualmente provavel que o sistema se encontre em qualquer estado, a probabilidade do
sistema I? ser encontrado num estado j, com energia E; e numero de particulas N;, pode

ser escrito como:

P; = CQu(Ey — E;, Ng — N;), (3.17)

onde C' é uma constante de normalizagao e Qr(E, N) é o niimero de estados microscopicos

acessiveis ao reservatorio R com energia F e nimero de particulas N. Repetindo o
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procedimento anterior, vamos aplicar o operador logaritmo e expandi-lo numa série de

Taylor, até os termos de primeira ordem.

. 8anR 81nQR
anDj_a+< 9B )EONO(—EJH( N )EONO(—N]), (3.18)

onde « é uma constante. Definimos:

0Iln Qg 1 0ln Qg 1
= : = :
9E  kgT 0N kpT’ (3.19)

onde T e p sdo a temperatura e o potencial quimico do reservatério, respectivamente.

Assim, substituindo a equagao (3.18) na equacgao (3.17), obtemos:

E; 1N
InP=oa— —2 . 2
nP; =« k;BT+kBT (3.20)
Ou seja:
1
Py = — exp(—=BE; + BuN;), (3.21)
e:
==Y exp(—=BE;+ BuN;). (3.22)
J

A func¢ao = é chamada de funcdo de grande partigao.

A equacgao (3.21) pode ser rearrumada, somando primeiro sobre os estados com

numero de particulas fixados e depois fazendo a soma sobre todos os valores de N:

== Y exp(BuN) Y exp(—BE;(N)). (3.23)

onde a soma em j deve ser vinculada aos microestados de um niimero de particulas N
determinado. Sendo que esta soma nos fornece a funcao de partigdo a qual denominaremos

de Zc = Zo(B, N). Deste modo, a equagao (3.23) pode ser reescrita como:

==Y exp(BuN)Zc(B, N). (3.24)

Podemos estimar o valor maximo da funcao de grande particao:

== exp(BuN +1n Z) = exp [—5m]3”(—kBTZ —uN)|. (3.25)
N
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Assim, a quantidade no expoente da equagao (3.25), kg7 In Z pode ser identificada
e interpretada apods tomar o limite termodinamico como a energia livre de Helmholtz F'.

Vamos entao reescrever a equagao (3.25) como:

=~ exp | —8TNF — uN)| . (3.26)

Assim, a conexao com a termodindmica neste cenario pode ser realizada a partir
do uso da func¢ao de grande particao no limite termodindmico. Neste sentido, o grande
potencial termodindmico U (T, 1) é obtido a partir de uma transformagao de Legendre da
funcao energia livre de Helmholtz, em relagao ao nimero de particulas N, mantendo a

temperatura T e o potencial quimico yu fixos, temos:

1 1

onde U = U(T, p) é denominado grande potencial termodindmico por unidade de volume.

O ensemble grande candnico é de grande utilidade na aplicacdo em sistemas
quanticos, devido a uma caracteristicas sua: o niimero de particulas pode variar. Como
em TQC particulas podem ser criadas ou destruidas o tempo todo, o ensemble grande
canonico foi o escolhido para ser aplicado no nosso trabalho. Mais adiante, veremos que o
grande potencial termodindmico, dado pela equagao (3.27) exercera um papel essencial no

estudo das transicoes de fase.

S6 por questao de conveniéncia, a partir deste ponto usaremos um sistema de
unidades no qual as constantes serdao reduzidas a unidade. Ou seja: ¢ = kg = h = 1, onde

¢ é a velocidade da luz, kg é a constante de Boltzmann e A = 70 sendo h a constante de
i
Planck.

3.2 O Campo Escalar a Temperatura Finita

Tendo em vista o exposto no capitulo 1 e nas segdes precedentes do presente
capitulo, estamos agora habilitados a discutir os aspectos inerentes ao formalismo do

campo escalar a temperatura finita.

Vamos trabalhar daqui em diante sempre com o ensemble grande canonico. E, para
encontrar a funcao de particao, vamos partir da matriz densidade estatistica p, que é um

objeto fundamental da mecanica estatistica do equilibrio, que é definida como:

A A

p = expl-B(H - p,¥y)]. (3.28)
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A matriz densidade estatistica é utilizada para se calcular a média de qualquer

observavel, representada pelo operador A, por:

- TrAp
A= (4) = T (3.29)

onde T'r é o operador trago. E, a funcao de particao grande canonica, pode ser escrita em

funcao da matriz densidade estatistica, como:

=E==2WV,T, u, po,...) =Trp. (3.30)

Assim, a partir do uso da equagao (3.30), podemos escrever a equacao (?7) na

forma:

= =Ty (e7PH-mi) = Z/d¢a<¢a\e*ﬁ<ﬁ*mm¢a>, (3.31)

onde a soma em a é sobre todos os estados. Agora, devemos fazer a denominada prescricao
de Matsubara [10,11,39], que é tornar o tempo imaginério, da seguinte forma: 7 = it, e
compactificd-lo ao intervalo 7 = [0, 8]. E se o sistema admite alguma carga conservada (se

ha simetria), podemos fazer a seguinte transformagao na densidade de Hamiltoniana:

H(m, ¢) — H(m, ¢) — uN(r, ¢), (3.32)

onde N (7, ¢) é a densidade de carga conservada. Agora sim, chegamos a uma equacao

fundamental:

E= /DW/ . D¢.exp l/f dT/d3$ (Mrgf — H(m, ¢) + pN (, ¢)>] : (3.33)

o termo periédico diz que a integral sobre os campos é vinculada de tal maneira que

o(2,0) = ¢(Z, §). E ndo ha restrigao sobre a integracao em 7.

A equagao (3.33) é portanto a func¢do de grande parti¢ao para o campo escalar, e
explicita a maneira como construimos uma TQC a temperatura finita. Fisicamente, tal
formalismo busca descrever o efeito da temperatura em um sistema constituido de um
nimero grande de quanta do referido campo escalar (bésons massivos de spin zero) em

equilibrio termodinamico.

E importante mencionar que apesar de introduzirmos o formalismo para o caso

escalar, podemos generaliza-lo para outros tipos de campos.
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3.2.1 Campo Escalar Real

O campo escalar real e massivo é o campo regido pela equacao de Klein-Gordon. A

densidade de Lagrangiana para um campo escalar ¢ é dada por [1,2,10,28-33,35,43,44]:

£:;Q@W¢—;m%2 (3.34)

Como notado no capitulo 1, esta densidade de lagrangiana caracteriza a teoria
do campo escalar livre, isto é; sem termos associados a potenciais e/ou interagoes. O

momentum conjugado deste campo, entao sera:

_ oL 99
~ 0(0y0) Ot

(e

(3.35)

Assim como foi feito para o campo classico, podemos encontrar a densidade de

Hamiltoniana:

9 _ —1#+;awﬁ+;m%? (3.36)

=T — =3

Escrevendo a versao discreta para a fungao de particao, temos:

' N 0o d'ﬂ'i N
Z = J\lgnoo (zzl_ll \/—oo 27 /Periédica d¢2> exp{jz::l/dgx
x [mjwm —65) = &7 (5m+ 5V + ;m%?)] } (3:37)

A integracao sobre os momenta pode ser feita imediatamente, pois elas sdo o
produto de integrais gaussianas. Dividindo o espaco M?> em pequenos cubos com V = L3,
L =aM, a — 0, M — oo e, sendo M um numero inteiro. Por conveniéncia e para
assegurar que Z permanece com a dimensionalidade explicita a cada estagio do célculo,
faremos:

= A;

e integrando A; de —oo até +oo, fica:

3

1 a 1/2
—§A§ +1 (Ar) (@j+1 — B5)A;

/+oo LA? exp

—00 2

_ b l_a3(¢j+l_¢j)2]
Var P 2AT '
(3.38)

Logo, para cada cubo, quando nos afastamos, temos:
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Z = lim (2«

M,J;Hoo )7M§N / L:lj_vlld@] eXp{ATjé/d%
8 [_; <W>2 - ;(V¢j)2 - ;m%b?] } (3.39)

Podemos agora retornar ao limite continuo:

B
7= N / Deexp <— / dr / d39:£E>, (3.40)
Periédica 0

onde L nos diz que a densidade de lagrangiana ou apenas lagrangiana esta euclidianizada;

pois o espaco ja esta euclidianizado, via a rotacao de Wick.

A expressao (3.40) pode ser interpetrada como a fungao de partigao associada ao

campo escalar real livre.

A densidade de Lagrangiana é expressa como um funcional de ¢ e suas primeiras
derivadas. Na equagao (3.40) Zg é expresso como uma integral sobre ¢ da exponencial da
acao em um tempo imagindrio. A constante de normalizacao N’ é irrelevante. Entao, a

acao sera dada por:

= ;/05 dT/de [(g‘f) n (V¢)2+m2¢2] , (3.41)

onde Si denominaremos de a¢ao euclidianizada.

Integrando por partes e desprezando os termos de superficie, obtemos:

S:—f/ dT/d%(b (—2—V2+m>¢ (3.42)

O campo pode ser expandido numa série de Fourier, como:

O(T, 1) = (5)1/2 > Ze e o, (p) (3.43)

onde w,, = 27nT é o vinculo de periodicidade em que ¢(Z, ) = ¢(Z,0) para todo Z. A
normaliza¢ao dada na equacao (3.43) deve ser escolhida de forma conveniente para que a

amplitude de Fourier seja dimensionalmente compativel.

Substituindo a equagao (3.43) na equagao (3.42), e notando que ¢_,(—p) = ¢ (p),

encontramos:

§ = 553 2+ w))6u)60) (3.44)
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com w = (102 + mQ)l/ 2. O integrando depende somente da amplitude de ¢ e nio da fase.

Deste modo, utilizando as equagoes (3.43) e (3.44) na equacao (3.40), obtemos:
oo 1
Zg=N'1]1] {/ dA,(p) exp {—252(%21 + w?) A2 (p)
n g —o0

= ~IHI [ﬂ?(wgi w?)] R 38

Da expressao obtida acima, verificamos que para cada integracao ha um fator
de (27r)’1/ 2 para a integracdo do momentum. Entédo, ignorando por completo um fator

multiplicativo independente de 3 e V, temos:

z =N [+ . (3.46)
nop
Podemos também escrever a equagao (3.46) como:
, 1
Z = N [Doexp|-3(6.D0)
= N’(det D)™/, (3.47)

2

0
onde N” é uma constante, ¢ D = 2 <_82 -V —|—m2> no espago (¥,7) ou D =
T

B%(w? + w?) no espaco (P, w,) e (¢, D¢) denota o produto interno no espaco das fungoes.

A expressao (3.47) é andloga a integral de Riemann (com uma matriz D constante):

“+oo
/ dirdiy...dw, e P = 12 (det D)~ 1/2 (3.48)

e tomando o logaritmo da equagao (3.46), obtemos:

nZ— —;Zglnw?(wg +u?)]. (3.49)

Observando-se que:

In[(27n)* 4+ B2w? = /1 o 62+d(62m)2 +1In[1 4 (27n)?). (3.50)

Nota-se que o dltimo termo da equagao (3.50) é independente de (3 e entao pode

ser ignorado. Finalmente, utilizando a identidade:

io : _ o <1+ & ) (3.51)
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o que nos fornece:

Pw 1 1
p

Calculando agora a integral em 6 e fixando 3, finalmente chegamos a:

InZ = V/ (Z;Z;S {—;ﬁw —1In(1 — 6_5“)} : (3.53)

O resultado explicitado na equagao (3.52) é relevante, pois as quantidades termodi-

namicas estdo diretamente relacionadas com o logaritmo da funcao de particao.

Este resultado é bem geral e veremos que no caso do campo complexo ha uma

similaridade muito grande a esse desenvolvimento.

3.2.2 Campo Escalar Complexo

Vamos agora considerar um campo escalar complexo . Campos complexos sao
interessantes por que eles descrevem particulas e anti-particulas, ou seja, particulas com

carga positivas e negativas. A densidade de Lagrangiana é dada por [4,5,10,29]:

L=0,9"0"® — m*®*d. (3.54)
Este modelo apresenta uma simetria global no grupo U(1), do tipo [45,46]:
B P = e (3.55)

onde o é uma constante real.

E conveniente decompor um campo complexo em sua parte real e imaginaria, para

dai poder trata-lo como uma superposicao de dois campos reais. Neste caso, seria:

Lo
Cb:ﬁ(ngﬂ@) CHE —\/5(9251 2). (3.56)

Com isso, podemos escrever a transformacao sofrida por ambas as partes (real e

imaginaria) do campo, como:

O — e D, P* — e P* (3.57)
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Esta transformacao é chamada de transformacgao de gauge de primeiro tipo. Na

sua forma infinitesimal, podemos escrever:

5 = —iad, 5 = iad*, (3.58)

e também:

5(0,®) = —iad,®,  6(0,0%) = iad,P". (3.59)

Uma vez que a transformagao (3.57) nao envolve espaco e tempo (ela é puramente

interna), na notacao de (A.14) podemos escrevé-la como:

b= —id, o*=id* X =0. (3.60)

O teorema de Noether nos fornece uma corrente conservada, a qual, pela equacao

(A.18) podemos escrever:

G = @(3?@) (—i®) + ({)(gﬁm(@*). (3.61)

Substituindo a equagdo (3.55) na equagao (3.61), obtemos:

gt =i(P* "D — PoHP). (3.62)

j# é a corrente de Noether. Se ela se conserva, podemos escrever:

94" = 0. (3.63)

Consequentemente, os momenta conjugados se tornam:

6¢1 3¢2
T : =, .64
T 375 € o at , (3 6 )
e a densidade de Hamiltoniana sera:
1
H= 5 [m 475+ (Vor)” + (Vo) + m?6} +m?63) (3.65)

Da equagao (3.63), notamos que a componente p = 0 da corrente conservada é

dada por:
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Jo = (¢*00p — $0e")
= @ [¢1ao¢2 - 9252309251]
= (oM — Q172 (3.66)

Logo, a carga conservada sera:

Q = [dwjl)
= /dgl’(@ﬂl —¢17T2)- (3-67)

Portanto, a funcao de particdo para o campo escalar complexo livre pode ser escrita

CcOo1mao:

7 - / D Dy / Dy Dby exp l / dr / d%(Z f?+ m%f?
— H(m1, T2, b1, P2) + pu(2ms — ¢1W2))1, (3.68)

onde o potencial quimico p estd associado com a carga conservada (). A integracao sobre
os momenta conjugados do campo pode ser feita seguindo o exemplo anterior do campo

escalar, resultando em:

2
7 — N’2/D¢1D¢2 exp{/ dT/d3 l - (&451 - cbzu)

99, 1
-3 <8T — nglﬂ) (quﬂ - §(V¢2) —5m 201 — 5 CbQ] } (3.69)

Observe também que esta integral se resume a uma integral gaussiana, que pode

ser facilmente calculada, como vimos anteriormente.

As componentes do campo ® podem ser expandidas em um série de Fourier da

seguinte forma:

1/2
b1 = V2 cos(f) + (5) Z Zez( Pt g ()
B
v

1/2
¢2:¢§gsen<9>+< ) S5 ey, (5) (3.70)
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onde ¢ e 6 sao independentes de (7, 7) e foram inseridos aqui para poder caracterizar o
comportamento dos campos, sendo que ¢1,0(p = 0) = ¢a,0(p = 0) = 0. Tal escolha, em
principio, permite identificar a contribui¢cdo de momentum zero (n = 0,5 = 0), abrindo a

possibilidade de descrigao do fendémeno de condensacao de bdésons neste cenario.

Substituindo a equacao (3.70) na equagao (3.69), ap6s uma integragdo por partes,

obtemos:

Z= (N [H 1/ dcbl;n(ﬁdcbz;n(ﬁ)] (3.71)

onde:

§ = BV =) = 553 (Gremal ) (=)D ( O1nl?) )

(b?;n (ﬁ)

2 2 2
pog| T T R ) (3.72)
2wy, wi + w? —

Realizando as integragoes gaussianas sobre os campos na equacao (3.71) e tomando

o logaritmo, chegamos ao seguinte resultado:

InZ = BV (u? — m?)€? 4 In(det D)~Y/2, (3.73)

O segundo termo pode ser algebricamente manipulado como:

—; In(det D) = —; In {H I8 (w2 +w? — p?)? + 4u2w5]}

n

- —;ln{ﬂﬂﬂz[wiﬂw—u)z]}—

nop

S {HHﬁZ[wi o m} - (3.74)

Assim, substituindo a equacao (3.74) na equacao (3.73), temos:

InZ = BV (1*m?)¢ — ;Z > In {B[w} + (w— )} -

;zn:zﬁ:ln {52[w5+ (w+u)2]}. (3.75)
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Os ultimos termos da equagao (3.75) sdo precisamente da forma que vimos na segao

anterior. Entao, repetindo o mesmo processo, temos que:

d3p
(2m)?

InZ = BV (u*m?*)&* — V/ [Bw +In(1 — e @1y 4 In(1 — e P11 (3.76)
A integral do momentum é convergente somete se |u| < m. Devido a simetria no
grupo U(1) da densidade de Lagrangiana, o pardmetro £ se mantém, porém a dependéncia

do parametro 6 é suprimida.

E, como foi dito na secao anterior, o logaritmo da fungao de particao nos fornece
todas quantidades termodinamicas necesséarias. E, o nosso interesse esta voltado justamente

para para esta quantidades termodinamicas.

De posse de todas estas informagoes, vamos utilizar todo esse ferramental no
sistema de interesse deste trabalho e com isso analisar o comportamento termodinamico

do mesmo.
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4 Termodinamica do Modelo de Yukawa Es-

calar

No inicio do século passado, um dos maiores desafios da Fisica era explicar a
misteriosa interacao que mantinha o nicleo atomico estavel. Esta interacao nao poderia ser
de origem eletromagnética, muito menos gravitacional [47]. Devido & inexisténcia de carga
no néutron, este nao poderia sofrer a acao de uma forga elétrica. E, devido as pequenas
massas envolvidas, essa interacdo também nao poderia ser de origem gravitacional [1].
Conclusao: havia alguma espécie de interacao até entao desconhecida que mantinha o
nticleo atomico sempre coeso. E haviam experimentos que mostravam que esta forga era

extremamente forte e de curto alcance.

Até que em 1934, Hideki Yukawa propds que estas propriedades seriam consequén-
cias de uma interagao mediada pela troca de particulas massivas: que seriam denominadas
de mésons. E apenas alguns anos depois, experimentos mostravam uma particula que
tinha as mesma propriedades das particulas propostas por Yukawa. Posteriormente estas
particulas foram denominadas de mésons 7, ou, simplesmente pions. Dai entao a teoria de
Yukawa passou a ser a mais influente e decisiva na descricdo dos processos nucleares neste

periodo, sendo ela de vital importancia para toda a Fisica Nuclear até os dias de hoje.

Atualmente, sabemos que a teoria de Yukawa nao corresponde a uma teoria
fundamental das interagoes fortes, do ponto de vista que tanto os mésons quanto os nicleos

sdo constituidos de quarks, cuja interagao ocorre através da troca de gliions [28, 44].

O préposito do presente trabalho é o estudo do comportamento termodinamico
do modelo de Yukawa em sua versao escalar, isto é, substituindo os graus de liberdade

fermidnicos por campos sem spin.

Deste modo, neste capitulo vamos aplicar a teoria de Yukawa em um gas de
bésons escalares, e, fazer a analise termodinamica deste sistema, a partir do formalismo
introduzido nos capitulos anteriores. Dai entao, vamos analisar o diagrama de fases e partir
para o estudo das quantidades fisicas relevantes. Logo em seguida, repetiremos o mesmo
procedimento, com o sistema sujeito a potenciais de auto-interacao cubico e quartico. A
utilidade de adicionar mais dois parametros para o modelo é no sentido de ter mais dois
graus de liberdade para melhor ajustar as predi¢gdes deste modelo a termodinadmica de um

dado sistema fisico em estudo.
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4.1 Formalismo

A versao escalar do modelo de Yukawa tem como objetos elementares um campo
escalar complexo ® e um campo real pseudoescalar 0. A densidade de Lagrangiana é dada

por:

L= (0,8)(0"D) — m20" + ;(@U), (00) — ;mgﬁ + g, & Do (4.1)

onde m, e m, sao as massas dos campos @ e o, respectivamente, e g, ¢ a constante de

acoplamento, tipo-Yukawa da interacao entre ¢*®o.

Um campo complexo pode ser entendido como uma superposi¢do de dois campos

reais. Com base nisto, faremos:

1 | . oL
q’:ﬁ(ébﬁr“ﬁz) e: o —\/5(9251 $2), (4.2)

e, substituindo a equagdo (4.2) na equagao (4.1), temos:

L= ;{[(au¢1)(a“¢1> + (0u02) (0" ¢9)] — mi (67 + 63) + (9u0)(0*0) — mio®
+ go (@3 + gbg)a}. (4.3)

Da equagao (4.3), podemos calcular os momenta canonicamente conjugado:

oo 0

T = S - N T

oL, Oh

T = Bands) T o
Ty = or = Jyo = @,
(o) ot

o que nos da a densidade de Hamiltoniana:

09y (oJoB do
H =7y, BT + Ty, BT + Ty T L. (4.4)

Substituindo a equacao (4.3) na equagao (4.4) obtemos:

"= ;{W‘?’l + 75, + 7 — (Vo1)* = (V2)* — (Vo)* + mg(d] + ¢3)

Hﬁﬁ—%ﬁ+%w}(%)
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Observa-se claramente que a densidade de Lagrangiana dada pela equacao (4.1)

exibe uma simetria global do tipo:

d — O =de (4.6)

onde o é uma constante independente da coordenada x. E como vimos anteriormente,
segundo o teorema de Noether, para cada simetria ha uma carga conservada que esta
associada. Uma maneira de encontrar esta carga conservada, vamos fazer o depender de «,

a = a(x), e, aplicar na equacao (4.1). Logo:
- . « - 1
L= 0,(9*e" )" (Pe™™) — m3(P*e)(Pe ™) + 5(8M0)(8“a)

1 . 4
_5777/3_0'2 _i_go.(q)*eza)(q)efza)o,

L =L —i®(0,0%)(0"a) + i®* (0" D) (D) + B D(,a)(0"ar).

A equagao de movimento para este campo auxiliar a(x) é:

0,(i®* D — i D* + 20" D) = 0.

Assim, a corrente conservada sera:

= i0* (0" D) + 20D (9" ) — iB(DH D).

Para recuperar a densidade de Lagrangiana “original”, devemos voltar a fazer

a = cte. Logo:

= i®* (D) — iD(0 D). (4.7)

Utilizando a equagao (4.2) e, dos momenta canonicamente conjugados, temos que:

Jo= ¢27T¢>1 - ¢17T<z>2- (4-8)

Deste modo, a carga noetheriana é dada por:

Q= [ud's = d'x(osms, — drms,) (49)

De posse da densidade de Hamiltoniana, equacao (4.5) e da carga de Noether,

equacgao (4.9), podemos escrever a fungao de partigdo Z, através de:
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7 — /DW¢IDW¢2DT(U/D¢1D¢2DU eXp{/dT/d?’x[iﬂ'(ﬁl%f_l

0 Jo
sing 22 1 i, %w@]} (110)

Com o intuito de estudar o comportamento termodinamico de um sistema fisico,
estamos supondo que o sistema encontra-se a uma temperatura 7' e um potencial quimico
w finitos e estd em equilibrio termodindmico. Neste sentido, faremos uso do formalismo
introduzido no capitulo anterior e da prescricao de Matsubara. E, substituindo os momenta

canonicamente conjugados, dados pela equagoes (4.5), e (4.9) na equagao (4.10), obtemos:

1 1
Z = /DW¢1D7T¢2D7T(,/ngngbgDUexp{ dT/d3 l 7r¢1 + 27r¢2 + 27r§
1 m2 (62 4 &2 1
"9 mg (91 + ¢3) — im o? + gg(¢1 +¢3)o

+ 1l — w@)] } (4.11)

+ §(V¢1>2 + §(V¢2) (VO'

Neste contexto, para estimarmos as quantidades que descrevem as propriedades
termodinamicas do sistema, usaremos a aproximacao de campo médio sobre o campo o.
Isso significa que vamos negligenciar as flutuagoes do campo o, e torna-lo aproximadamente
uniforme; entao as suas derivadas serao nulas, pois o campo é independente das coordenadas.

Com isso, a fungao de particao podera ser reescrita como:

7 = e 2me0” /D7T¢1D7T¢2 /ngﬂ?qf)g exp{/ﬁ dT/d?’m [—17@1
(152 o) 1= g (152 4 ) ma+ GV + (VP

1 1
- S+ )+ a6+ || @

Deste modo, a integral sobre os momenta é uma integral gaussiana do tipo:

o 2 1/2
/ exp(—ar® + bx + d)dx = exp (ia + c) (W) :

00 a

1/2
onde <) é uma constante, que neste caso ¢ irrelevante. Entao, resolvendo a integral:
a
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7 = e 3me0 /D¢1D¢2€Xp{—/ dT/Ul3 K 001 +H¢2>2

2
+ ( 8552 — M¢1> —(V¢1)* — (Vo)* + mi<¢% + ¢3)

0o(6% 1 cb%)a] } (113)

Da equagao (4.13), podemos definir a agao, como:

2
5= _; /oﬁ dT/deKi%? + u¢2> + (28@ - M¢1> — (V¢1)* — (Vo)

+(mg — go0) (61 + ¢3) | (4.14)

Os campos ¢1 e ¢ podem ser expandidos em suas componentes por uma transfor-

mada de Fourier:

1/2
6 = (6) > Ze' ) (D) (4.15)

n=—oo
onde w, = 2mnT, é denominado de frequenc1as de Matsubara e estao vinculados com
a periodicidade de forma que ¢(7, 3) = ¢(Z,0), para todo Z. Expandindo os termos
quadraticos entre parénteses e aplicando a transformada definida na equagdo (4.15) na

equagao (4.14), podemos escrever Z da seguinte forma:

Z = e [HH / Dmm(ﬁw@m(@] *

onde:

__1 A A G1:n(—D)
5= =5 XS o b mw{ o ]

wi +p? + mé — go0 — 142 —2Wy,
9o0 — 11

D=
2wy, w2 4 p? + mi —

(4.16)

A partir da equacio (4.16), podemos definir: w? = p? + mi — g,0, € reescrevé-a

COomao:
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D=4

w2 4 w? -t —2Wn,
2wy, wi + w? — p? '

Realizando a integragao gaussiana sobre os campos ¢; € ¢o, obtemos:

Z = exp (mJUQ) /ngj exp B(gbj, ngj)] = exp (mgaz) (det D)~Y/2.

Logo, podemos escrever:

In Z = In[(det D)~/?]1n (e_%m?"’Q) : (4.17)

onde:

In(det D) = In {H [15 [(wi + w? — u2)2 + 4u2wi] } — ;mia%. (4.18)

Reescrevendo a equagao (4.18) de outro modo:

In(det D) = In {HHBZ {wi + (w— u)ﬂ} +1In {HHBQ [wi + (w+ ,u)ﬂ}

nop

1
— 5, 20°BV. (4.19)

Assim, a equagao (4.17) pode ser escrita como:

InZ=- ;Z{ [ (wi%—(w—#)?)}+ln{52(w2—l—(w+ﬂ)2>}+m 025‘/}

’ (4.20)

l\D\»—t

De maneira similar ao procedimento realizado no capitulo anterior, podemos utilizar
a identidade:

In[(2mn)* + B*(w — p)?’] = /f(w_#) Q2_|_d(027m)2 + In[1 + (27n)?)
InZ = _*ZZ {/ o Qe(;lin)z +1In[1 + (27m)2]}

wﬂt) 20d6

2 Z Z { / @) +In[1 + (27m)2]} - ;mia? (4.21)
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O primeiro termo entre as chaves na equagao (4.21) pode ser reescrito a partir de

uso da identidade:

produzindo a expressao:

Bw— u) 2 Blw+p) 2
““Z{/ (e gog)+ [ (e o)

—i—Zln[l + (2mn)?? + m2a?BV ;.

Excluindo o termo independente da temperatura:

1 1
el —1

] de} - ;m 028V, (4.22)

Blw—p) 11 1 Blw+p)
an:—Z{/l {2+69_1]d9+/1

—

Realizando a integragdo a equagao (4.22) pode ser reescrita portanto como:

d’p ~Blw- B 1
an:V/ 2n)? [—Bw—ln(l—e Alo=my _n(1 — e A +“))} — =

m2o’BV.  (4.23)

Da expressao acima, podemos encontrar o potencial termodinamico, que no ensemble

grande-canodnico, é dado por:

U(T, ) = —;an

1

U(T, ) (1— e Py 4 In(1 — e Pletm)] 4 Smer’V. (4.24)

6

O termo pfw nao contribui para a termodinamica do sistema, pois um £ no numera-
dor sera cancelado pelo do denominador, sobrando apenas o termo w, que é independente

da temperatura. Por isso, vamos ignora-lo.

Desejamos estudar o comportamento termodinamico do sistema, portanto é impor-
tante determinarmos as solugoes da chamada equacao de gap, ou seja, os valores de ¢ em

funcao dos parametros 1" e i1 que extremizam o potencial termodinamico. Neste sentido,

temos:

oU 1 dp 71 1 1 )
9% =29V [ 27)8 L (Gemr taem )| e @)
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Deste modo, fazendo:

ou
)
do ’
obtemos a expressao:
1 d3p 1 1 1 ,
590/ (27T)3 LU (6’8(“’“) -1 + eBlwtpn) — 1)] —mso = 0, (426)

onde a equacgao (4.25) é a equagao de gap. Para resolvé-la, vamos utilizar a isotropia do
espaco, e aproveitar a sua simetria com o sistema de coordenadas esféricas. O que nos leva

a:

o x© ,T1 1 1 9
2y /0 P [u) (eﬂ(w—u) 3 + B 1)} dp —m,o = 0. (4.27)

E, da mesma forma, transformando a equacao (4.24) para o sistema de coordenadas

esféricas, ela assume a seguinte forma:

Vv

G

o0 1
/ P [ln(l — e ATy 1 n(1 - e‘ﬁ(‘”“))} dp + §m§J2V. (4.28)
0

As equagoes (4.28) e (4.27) sao expressoes fundamentais para o nosso objetivo, pois
é a partir delas que realizamos a analise do comportamento termodinamico do sistema em

estudo.

4.2 Resultados

Tendo como base tudo o que foi discutido anteriormente, vamos neste momento
partir para a andlise dos dados, do ponto de vista termodinamico. Ou seja, vamos analisar
o comportamento termodindmico do modelo apresentado acima. Para isso vamos fixar

algumas quantidades fisicas e observar como as outras se comportam.

Explicitamente, estamos interessados nas propriedades termodinamicas do modelo
de Yukawa escalar, na aproximacao de campo médio. Uma motivacao fisica que poderia
ser citada aqui seria considerarmos o campo ¢ associado a particulas escalares (spin 0)
carregadas interagindo com um meio constituido por outras particulas, representado aqui

pelo campo ¢ na aproximacao de campo médio.

Antes de partirmos para a andlise do comportamento termodindmico do modelo, é
conveniente escrever as quantidades fisicas em unidades de massa do campo ¢, my. O que

fica da seguinte forma:
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U

— U, — =T, — =0

m¢ m¢ m¢
m m
A PN Meff, o = ey, —2 = My, (4.29)
Mg Mg Mg

onde:

Mefs = \/MG — 9o, (4.30)

¢ a chamada massa efetiva do campo ¢. Introduzimos aqui esta quantidade devido ao seu
papel relevante na discussao do comportamento termodinamico do sistema em estudo. Isso
pode ser notado da sua definicao, pois, m.;s depende dos valores de o, que por sua vez
assume valores que sdo solugoes da equagao de gap explicitada na equacao (4.25). Tal fato
justifica a interpretagao de que o valor da massa do campo ¢ modifica-se a partir da sua
interagdo com o campo o. Fisicamente, uma possivel leitura disso é pensar que a massa
do béson de spin nulo tém sua massa fisica modificada a partir da interacao com o meio

(associado a o na aproximagcao de campo médio).

Na fisica, uma transicao de fase é caracterizada por uma quebra de simetria no
sistema, ocasionada por uma brusca alteragao das suas propriedades fisicas. Essas transicoes
de fases podem ser de primeira ordem, quando ocorrem de maneira descontinua ou de
segunda ordem, quando ocorrem de maneira continua. O que faremos agora ¢ analisar o
papel que cada quantidade exerce na temperatura para qual ocorre a transicao de fase.

Mais tarde, faremos o mesmo, mas com a adi¢ao de termos de auto-interagao.

4.2.1 A dependéncia das quantidades do modelo sem auto-interacao

Nesta secao analisaremos o papel desempenhado pela constante de acoplamento g,
no modelo estudado neste trabalho, que é de um gas de bosons. Este acoplamento descreve
a interacao entre o campo o e o campo ¢. Fisicamente, a constante de acoplamento ¢é a

quantidade fisica que esta associada com a interacao entre os constituintes do sistema.

Neste sentido, a figura 1 mostra o grafico da massa efetiva m.ys, definida na equacao

(4.30), em fungao da temperatura T, que sdo solugdes da equacao de auto consisténcia
(4.27).

Para esbogar o grafico, escolhemos my = 1.0 e p = 0. Com isso, as quantidades
Joy Mo, Mesp € T sao dadas em termos de unidade de mg. O valor escolhido para mg, por
defini¢do, é a unidade. J& para pu, escolhemos o valor nulo no intuito de desconsiderar
os efeitos provenientes do potencial quimico. Os demais pardametros foram escolhidos de
maneira convenientes de modo que os graficos deixem bem claro o comportamento do

sistema. E, este critério foi adotado também para os demais graficos deste trabalho.
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A Figura 1 nos mostra que ha uma certa regidao onde encontramos dois valores
distintos da massa efetiva m.s; para uma mesma temperatura 7. Isso significa que,
por exemplo, para a temperatura de T" = 0.5, quando g, = 2.0, podemos encontrar
simultaneamente a massa efetiva de m.;s ~ 0.18 e mes; ~ 0.78. Por conta disso, vamos
analisar o potencial termodinamico para verificar qual da duas esté associada a um minimo
global. A partir desta andlise mais completa (isto é, andlise conjunta da equagao de gap e do
potencial termodindmico) podemos ter um quadro mais completo sobre a termodindmica

deste sistema.

E relevante notar da figura 1 que a massa efetiva anula-se para valores acima de
Tp =T =~ 0.95, 0.55 e 0.35, para g, = 1.0, 2.0 e 4.0, respectivamente. Sendo que no valor
Tp temos o desaparecimento da massa efetiva, m.ss. Entao, Tp ¢ uma quantidade que nos
fornece a informacao sobre a temperatura méaxima na qual a massa efetiva esta definida
com valores nao-nulos. Para esbocar o grafico foram fixados os parametros: m, = 0.25 e
w=0.0.

Figura 1: [Massa efetiva em fungio da temperatura

Ainda pelo grafico mostrado na Figura 1, podemos notar como o aumento de g,
causa a reducao de Tp. Ou seja, a presenca de um meio provoca portanto a diminuicao da

massa efetiva dos bosons carregados.

Agora iremos tomar os intervalos para os quais ha dois valores distintos de massa efe-
tiva que correspondem a uma mesma temperatura, vamos escolher a situacao intermediaria,

go = 2.0 (curva verde) para fazer tal andlise mais detalhada.

Neste sentido, plotamos na Figura 2 a densidade de potencial termodinamico

U(T,p)/V dado pela equagao (4.28), em funcao da massa efetiva m.r, dada pela equagao
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(4.30). Neste grafico foram plotadas trés curvas para diferentes valores de temperatura
T = 0.53, 0.54 e 0.55, com as cores verde, vermelho e preto, respectivamente. Como ja
haviamos percebido na figura anterior, observamos uma transicao de fase de primeira

ordem ocorrendo em 1" ~ (.54, quando a massa efetiva assume o valor mes; ~ 0, 72.

0.0023-==T=055
— =054
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0.0011

u/v

0.0005°
0

Y —
0 02 04 06 08 10

Figura 2: [Densidade de potencial termodindmico em funcao da massa efetival

Esperariamos que todas as curvas convergissem para a origem do sistema de

coordenadas. No entanto, isto nao ocorre devido as limitagoes numéricas e computacionais.

Realizando uma andlise similar para o sistema com diferentes valores da constante
de acoplamento g,, percebemos portanto uma alteracao significativa da temperatura na
qual ocorre a transicao de fase. A tabela 1 mostra de maneira mais clara como g, influencia

na temperatura critica para cada configuracao do sistema.

Tabela 1: [g, em relacao a T¢]

o, =1.0 | To ~ 0.94
o, =20 | Tc ~ 0.54
o, =4.0 | Tc ~ 0.34

Para a Tabela 1, mantivemos fixos os valores: = 0.0; m, = 0.25.

Portanto, um dos principais resultados que obtivemos até este ponto é que a
transicao de primeira ordem ocorre a uma temperatura inferior, quando o valor da

constante de acoplamento de g, aumenta.

Agora vamos analisar a influéncia da variacao da magnitude do potencial quimico,
1, na termodinamica do sistema. Neste cenario p esta fisicamente associado a densidade

de particulas (antiparticulas) que compoe o sistema. Para isso, num procedimento analogo
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ao anterior, vamos plotar o grafico da massa efetiva m.sy em funcao da temperatura 7.
Contudo, neste momento, vamos plotar as curvas para diferentes valores de magnitude
do potencial quimico: p = 0.1; 0.2 e 0.4, respectivamente, mantendo fixos os pardmetros:
me = 0.25 e g, = 2.0.

M) rm— 7__'““""-‘-"',‘-'-..“*
o~ ‘E"-'a.,

081" r=0.1 N\ R,
—— l’l’ i 0.2 \“l:‘\
- 061 | —K=04 }
] I
= 0.4 1 / /«":{

0 2 ' f/"a",'

Figura 3: [Massa efetiva em fungao da temperatura]

Observe na Figura 3 que o valor de p também altera a temperatura em que ocorre a
transicao de fase. Sendo que nao existem valores de temperaturas acima de Tp =~ 0.54, 0, 52
e 0.47, para u = 0.1, 0.2 e 0.4, respectivamente. Como dissemos antes, o potencial quimico
estd associado a densidade de particulas que compdem o sistema, entao, percebemos que
num gas bosonico mais denso, a temperatura na qual ocorrera a transicao de fase é inferior

a que seria se o gas fosse menos denso.

Outro ponto digno de mencao ¢é sobre o comportamento diferente das curvas da
figura 3 em relagao a figura 1; tal fato é provavelmente devido aos problemas de convergéncia

nos estudo das solugbes da equacao de gap, definida na equagao (4.25).

De posse desta informagao, vamos agora plotar o grafico da densidade de potencial
termodinamico em funcao da massa efetiva, figura 4, que mostra o comportamento para o
sistema a diferentes temperaturas. Neste caso, fixamos o valor do potencial quimico em
1= 0.2, percebendo que ha um intervalo que fornece dois valores de temperatura para a

mesma massa efetiva.

A linha preta na Figura 4 mostra que a temperatura critica é em torno de 0.52,
quando a massa efetiva, m.sy ~ 0.71. Comparando este resultado com o anterior, percebe-
mos que a temperatura caiu sensivelmente quando o potencial quimico foi aumentado de

zero para 0.2. E para percebermos de modo mais completo esta mudanca na temperatura
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Figura 4: [Densidade de potencial termodindmico em func¢ao da massa efetival

critica, causada unicamente pela mudanca na magnitude de pu, construimos a Tabela 2:

Tabela 2: [u em relagao a T¢|

=00 ] Tc ~ 0.54
1 =01] Tc~053
=02 | Tc~0.52
(=04 | Tc~0.45

Para a Tabela 2, mantivemos fixos os valores: my = 1.0; g, = 2.0; e m, = 0.25.

Portanto, os resultados acima explicitam inequivocamente a influéncia do potencial

quimico na reducao da temperatura critica para qual o sistema estd mudando a sua fase.

Agora, 0 nosso interesse se concentra em analisar a influéncia do parametro m, no
comportamento termodinamico do nosso modelo. Para isso, seguindo os mesmos passos
que foram dados acima, vamos plotar o grafico da massa efetiva, m.ss, em funcao da
temperatura, T'. Mas, diferentemente do que fizemos anteriormente, vamos fixar g, e p em
2.0 e 0.0, respectivamente, e, variar os valor de m, em 0.1; 0.25 e 0.5, plotando assim o

grafico da Figura 5:

O que a Figura 5 nos mostra é que ha uma dependéncia de m, para a temperatura
na qual ocorre a transicao de fase. Ou seja, para diferentes valores de m, a transicao de
fase ocorrera a temperaturas diferentes. Observe que Tp =~ 0.95, 0.56 e 0.31 para m, = 0.5,
0.25 e 0.1, respectivamente. Ou seja, o aumento de m, ocasiona na diminuicao de Tp.
Com isso, concluimos que quanto maior for o parametro associado ao termo quadratico do

campo o, maior sera a temperatura necessaria para a massa efetiva dos bésons se anular,
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Figura 5: [Massa efetiva em funcdo da temperatura]

e consequentemente, essas transigoes ocorrerao numa temperatura mais elevada.

E também, assim como anteriormente, observamos que ha um intervalo em que
para apenas um tunico valor da temperatura ha duas massas efetivas possiveis. E, sabendo
disso, vamos escolher a curva onde m, = 0.25, que é o mesmo grafico mostrado na Figura
2, para encontrarmos a temperatura critica para esta configuracao, que é T &~ 0.54, como

foi visto acima.

Para ficar mais claro como a temperatura critica deve depender de m,, vamos
construir a Tabela 3, que mostra os diferentes valores da temperatura critica To para

diferentes valores de m,:

Tabela 3: [m, em relacao a T¢]

m, =0.1 | Tg =~ 0.29
m, =0.25 | T =~ 0.54
m, =0.5 | Tc = 0.95

Para a Tabela 3, mantivemos fixos os valores: u = 0.0; e g, = 2.0.

Com isso, verificamos que os resultados acima explicitam inequivocamente a in-
fluéncia da massa m, do campo ¢ no aumento da temperatura critica para qual o sistema

estd mudando a sua fase.
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4.3 Presenca de Termos de Auto-interacao Cibico e Quartico

Nesta segunda etapa, vamos adicionar dois termos de interacao na densidade de

Lagrangiana (4.1). Este “potencial” é uma interagao do tipo:

A
V(o) = gag + 204, (4.31)

onde \ e 1 sdo constantes e neste contexto, sao dois parametros adicionais aos ja existentes
(9o, my € m,) cujos valores podem ser determinados no intuito de melhor ajustar as

predicoes deste modelo a termodinamica de um dado sistema fisico em estudo.

A densidade de Lagrangiana agora tera a seguinte forma:

L= (0,8)(0"D) — m20"D + ;(@LU)(@“U) _ ;miaQ g, & Do — 203 ~Tot (@3

Repetindo os mesmos procedimentos anteriores, encontramos uma densidade de

Hamiltoniana bem parecida também, com o acréscimo dos termos associados a interagao:

1
H = g{wil + 15+ 7y = (V61)? = (V)* = (Vo) + mi (61 + 65) + mio”

A
- ga(ﬁﬁ + Cb%)o-} + 503 + 204. (4.33)

Em esséncia, a densidade de Lagrangiana nao sofre nenhuma modificagdo conside-
ravel, entao ela ainda admite a mesma simetria global no grupo SU(1). Logo, também

tem a mesma carga conservada, que é dada por:

Q= /d333 (PaTp, — P174,] - (4.34)

Da mesma forma que fizemos na secao 4.1, realizaremos procedimentos analogos,

observando apenas que hé o acréscimo do termo V(o) nas expressoes que se seguem.

A funcao de particao, apds a ser executada a aproximacao de campo médio e

calculada a integral gaussiana, sera dada por:

n B 1
7 = e’%mg"2’%"37"4/1?ﬂ¢11?7r¢2 /D¢1D¢2 exp{/ dT/d3x [—27351
0

- S )+ Janlot + o | (439
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Calculando o logaritmo:

1 B(w—p) 2 Bw+p) 2
nZ—=_—- / 0 (1 > / 9 (1 )
n 2%{1 +€9—1 +1 +69—1

—l—Zln (27n) ]}—(;m o +;\0 + U)BV (4.36)

Excluindo o termo independente da temperatura, podemos escrever:

Blo—p) /1 1 Blwtn) 11 1
“Z‘%{/l (3a=1)®+ ] (2+69_1>d9}

1 A
— 4.
<2ma —1—30 +4U>6V (4.37)

Apés aplicar a transformada de Fourier, podemos escrever:

InZ = V/ b’w —In(1 — e P@#) _In(1 - 6_6(“’4'“))}
—(Lzo? 4 20t 1 100 g (4.38)
5 o’ 30’ 40 :

Assim, o potencial termodinamico assumira a seguinte forma:

U(T,p) = V{/ Tp In(1 — e P 4 In(1 — e~ Pltm)]

B(2r)
_ <_1m302 _ A8 7704> } (4.39)

w

2 3 4

que em coordenadas esféricas, obtemos portanto:

U(T, ) {/ 527r2 ln(l — e Py L In(1 — “J”‘))} dp
— (—;m?TOZ - 203 - ZU4> } (4.40)

Calculando a primeira derivada de U em fungao de o, e, igualando a zero, encon-

tramos a equacao de gap, que apos convertida em coordenadas esféricas fica:

Yo 9 1 1 1 2 2 3 _
(27r)2/o P [w (66(“’_”‘) 7 + AT — 1 dp+mio+ Ao +no” =0 (4.41)
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4.3.1 A dependéncia das quantidades do modelo com auto-interacao

Neste momento vamos analisar o comportamento termodinamico do modelo, quando
ligado a um potencial de auto-interacao dado por Ao® e no*. Vamos partir da equacoes (4.40)
e (4.41), e, assim como foi feito anteriormente, fixaremos alguns valores das quantidades
fisicas e observaremos o comportamento das demais, procurando sempre observar as
temperaturas onde ocorrerao as transi¢oes de fase. Note que devido a escolha da escala
realizada de acordo com a equagao (4.29), como o potencial termodindmico foi dividido
por mé, e o campo o tem dimensao [massa]l, neste contexto a constante A associada ao
termo cibico torna-se dada em termos de unidade de m,, enquanto que a constante 7

associada ao termo quartico permanece adimensional.

Neste momento, vamos analisar como 7 influencia na termodinamica do modelo.
Para isso, vamos utilizar os mesmos procedimentos de antes, fixando: g, e p em 2.0 e 0.0,
respectivamente. Vamos esbocar trés curvas para trés diferentes valores de 17 no grafico da
massa efetiva, mers, em funcao da temperatura, T', que sao solugoes da equacao de gap
(4.41). Este grafico é da Figura 6, sendo que para a sua plotagem, fixamos os parametros:
Jo =2.0,my =025, £t =0.0e A=0.0:
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Figura 6: [Densidade de potencial termodindmico em func¢ao da massa efetival

Assim como nas analises feitas para o modelos sem os potenciais de auto-interacao,
podemos vé que ha alguns valores de temperatura que correspondem a dois valores de
massa efetiva, e que a massa efetiva é nula para valores de temperatura acima de Tp =~ 0.81,
0.69 e 0.54 para n = 0.5, 0.25 e 0.0, respectivamente. Ou seja, fica bem claro que Tp

aumenta com o aumento de 7.

Na sequéncia, vamos esbocar a curva da densidade de potencial termodinamico
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em funcao da massa efetiva, para verificarmos qual dos valores corresponde a um minimo
global.
Novamente vamos plotar o grafico da densidade de potencial termodindmico em fun-

¢ao da massa efetiva para diferentes valores de temperatura, mantendo fixas as quantidades:

Joy Mo, i, n e X em 2.0; 0.25; 0.0; 0.25 e 0.0, respectivamente:

0.001 1[——T = 0.660 /
1-===T =0.675 /i
0.0005 1
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Figura 7: [Densidade de potencial termodindmico em fungao da massa efetiva]

Pela Figura 7, podemos verificar que a temperatura critica ocorre em torno de
0.675. Podemos comparar este resultado com o obtido no modelo anterior, sem os termos
de auto-interacao, na Figura 2. no modelo anterior, a temperatura critica foi T ~ 0.54,
que é um valor sensivelmente menor comparado com o valor de T com o sistema na
presenca do termo de interacao cibica. Esse valor da temperatura critica ocorre quando
mess ~ 0.38. No intuito de melhor visualizarmos o efeito de 1 sobre a temperatura critica,
vamos construir a Tabela 4, que mostra o valor da temperatura critica, T, correspondente

a cada valor de 7.

Tabela 4: [ em relagdo a T¢]

n=0.0 | T¢ ~0.54
n=0.25| Te =~ 0.67
=0.5 | Te =~ 0.81

Para a Tabela 4, mantivemos fixos os valores: © = 0.0; m, = 0.25; g, = 2.0 e

A =0.0.

Observamos que, a temperatura critica é maior quando o valor de n também é

maior. Podemos observar também que quando o valor de n aumenta, essa interacao também
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aumenta forcando o sistema a alcancar temperaturas maiores para experimentar transigoes

de fase.

Agora vamos analisar o papel desempenhado pelo pardmetro A no comportamento
termodinamico deste modelo. Para isso, vamos seguir o mesmo roteiro e plotar o gréafico
da massa efetiva em funcao da temperatura. Neste caso, como desejamos fazer a andlise
do parametro \, vamos fixar entao g,, m,, p e 7 em 2.0; 0.25; 0.0 e 0.0, respectivamente.

O gréfico é como mostrado na Figura 8.

0.8
0.6

0 02 04 06 08 1.0 12
T

Figura 8: [Massa efetiva em fungio da temperatura]

Observe que assim como no caso de 77, A também faz a temperatura onde ocorre
a transicao de fase ser aumentada, com o seu aumento. Observamos também que a
massa efetiva é nula para valores de temperatura acima de Tp =~ 1.05,0.83 e 0.54 para
A =0.5,0.25 e 0.0, respectivamente. Ou seja, assim como no caso de 1, com o aumento de

A ha o aumento também de Tp.

Seguindo o mesmo procedimento, vamos plotar o grafico da densidade de potencial
termodinamico em funcao da massa efetiva, para podermos encontrar o valor da tempera-
tura critica. Para isso, fixamos o valor de A em 0.25, e g,, m,, e 7 em 2.0; 0.25; 0.0 e
0.0, respectivamente, e plotamos o grafico para trés temperaturas diferentes 7' ~ 0.790,

0.812 e 0, 830.

Neste caso, a temperatura critica ocorre por volta de 7' ~ 0.812, onde m.ss ~ 0.38.
Comparando com as situagoes onde nao haviam potenciais de auto-interagao, verificamos
que a temperatura critica T aumentou da mesma forma. Ou seja, tanto A quanto 7

isoladamente influenciam no comportamento termodinamico do sistema.

Para ficar mais claro, vamos entao construir a Tabela 5 para podermos visualizar
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Figura 9: [Densidade de potencial termodindmico em func¢ao da massa efetiva]

mais facilmente como a temperatura critica se comporta com relagao a A. Para isso, vamos
manter fixos os mesmos parametros que anteriormente: p = 0.0; m, = 0.25; g, = 2.0 e
n = 0.0.

Tabela 5: [\ em relacao a T¢]

X=00 | Tc ~0.54
X =025| To ~ 0.80
XN=05 | To~ 1.02

Portanto, podemos observar nas secoes (3.2.1) e (3.3.1) o comportamento ter-

modinamico do modelo escalar de Yukawa, primeiramente livre, e apds, com termos de
auto-interagao cibico e quartico. Verificamos que a presenca da auto-interacio eleva a

temperatura critica na qual o sistema experimenta a transicao de fase.
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5 Conclusoes e Perspectivas:

Neste trabalho efetuamos um estudo sobre o comportamento termodindmico da
versao escalar do modelo de Yukawa, onde consideramos um campo escalar complexo ®
interagindo com um campo escalar real externo o, sob a aproximacgao de campo médio.
Procuramos compreender a termodinamica desse gas de bdson a temperatura e potencial
quimico finitos, bem como o diagrama de fase. Para isso, utilizamos a Teoria Quantica de
Campos a Temperatura Finita, via formalismo de Matsubara, no intuito de obtermos uma

funcao de particao que contivesse todas as informacoes sobre a termodinamica do modelo.

Os resultados nos sugerem que a temperatura critica do sistema é claramente
dependente dos valores de cada parametro fisico. Mostramos que o aumento da constante
de acoplamento entre os campos, ¢,, assim como o aumento do potencial quimico pu,
reduz a temperatura critica na qual sistema experimenta a transicao de fase. Bem como
o aumento da massa do campo escalar real o, m,, ocasiona o aumento da temperatura

critica do sistema.

Isso significa que a interacao entre os campos, assim como a densidade de particulas
e massa dos campos sao bastante significativos na termodindmica do sistema em estudo.

Pois, eles sao decisivos na temperatura na qual o sistema apresenta a transicao de fase.

Num segundo cenario, abordamos o problema do comportamento termodindmico
do mesmo modelo, contudo, adicionando termos de auto-interagao quartico e cubico, com
o objetivo de fornecer mais graus de liberdade ao modelo. Com isto, mostramos que
além dos ja mencionados potencial quimico pu, constante de acoplamento g, e massa do
campo externo m,, as quantidades 7 e )\, associadas aos potenciais quartico e cubico,
respectivamente, também exercem papel fundamental na termodindmica do sistema. Pois

o aumento de ambos, torna a temperatura critica do sistema mais elevada.

Algumas possiveis aplica¢oes deste trabalho podem ser realizadas nos seguintes
cenarios: a termodindmica de mésons pseudo-escalares imersos em um meio de outras
particulas, como pions ou kdons pesados (D ou B), imersos em um meio constituido de
outras particulas (mésons leves, nucleons, etc.). Uma possivel extensao deste trabalho seria
investigar os efeitos de tamanho finito sobre cada um dos sistemas estudados, bem como a

influéncia de um campo magnético externo.
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APENDICE A - Teorema de Noether

Vamos agora mostrar que partindo das definigdes mostradas na se¢ao 1.1 algumas
quantidades fisicas se conservam, desde que se observem as simetrias que envolvem o
sistema. Para mostrar isso, vamos considerar uma densidade de Lagrangiana £ = L(¢, 0" ¢)
e que tem a correspondente acdo S = / Ld*z. Vamos considerar também que este sistema

sofra uma transformacao infinitesimal, do tipo:

at — o =gt + dat (A1)

¢(x) = ¢'(x) = o(x) + 0o (). (A.2)

E importante notar que a d¢ como definido nas equacdes (A.1) e (A.2) é meramente
uma variacao funcional em ¢; ¢’ é comparado com ¢ no mesmo ponto no espaco-tempo

. A variacao total de ¢, A¢, definimos por:

5¢/(a') = 9() + Ag(x). (A.3)

Para os termos de primeira ordem em dx, obtemos:

Ap = ¢'(2) — o(2) + ¢(a') — ¢(w) (A.4)
= ¢+ (0,0)52".

A variacao da agao sera:

05 = /£(¢/’au¢/,xlﬂ>d4x’_/£(¢,8M¢’ wu>d4$7 (A5)

onde d*z" = J(2'/x)d*x, sendo J (2’ /) a Jacobiana da transformacio x — 2’. Pela equacio
(A.1), a derivada fica:

ox'™

entcao:
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Consequentemente;
59 = / (6L + £8,00")d*x, (A.8)
onde:
oL oL L
i Sk
5L = ¢5¢+ 50, ¢)5(aﬂ¢) + o0 (A.9)

Os operadores § e 0, sdo lineares e comutam entre si. Ou seja, 6(d,¢) = 0,(6¢).

Portanto, as equagoes (A.8) e (A.9) nos fornecem:

58 = /l5¢+ 5,90 (5¢)+8u(£5x“)] d'z, (A.10)

onde R é uma regiao do espago-tempo. Podemos observar que o terceiro termos na equagao
(A.10) é um divergente total. O segundo termo deve ser reescrito de modo a introduzir um

outro divergente total:

oL oL oL

resultando na integral de divergente total sobre R, que pode ser escrita como uma integral

de superficie, sobre {2, usando o teorema de Gauss 4-dimensional. O que nos fornece:

9= a6~ om0

Podemos reescrever os termos de superficie, simplesmente adiconando e subtraindo

] do,,. (A.11)

um termo:

5= 145 % lama) o Lo

_ [a(aais)(a”@ _ 5551 536”}610“,

onde o primeiro colchete na integral de superficie é a variacao total A¢, definida na equacao

(0,9)0x"]

(A.5). E o segundo colchete é o tensor momentum-energia, ¢4, definido como:

) v

oL
9(0u9)

oL =

(9y0) — OLL. (A.12)

Portanto, podemos escrever:

5=, { [ a@fw]}w&“u@gﬁ@

A¢ — 052" | do,. (A.13)
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Supondo que a a¢ao seja invariante sob um grupo de transformacoes de z* e ¢, a

qual, uma transformacao infinitesimal assume a forma:

Azt = XFow”, Ap = d, 0w, (A.14)

caracterizada pelo parametro infinitesimal dw”. Onde X/ é uma matriz e ®,, é um conjunto

de niimeros.

Assumindo agora que a equagao (A.14) obedece a equagio de Euller-Lagrange:

oL o [ oL ]: | (A15)

¢ Ozt [9(0,0)

e exigindo que 0.5 = 0 as equacoes (A.13) e (A.14) nos fornecem o seguinte resultado:

oL
_puYR v _
/Q [ 500" QVXV] Sw”do, =0, (A.16)

entretanto, dw” é arbitrario, o que nos permite escrever:

/ jido, =0, (A.17)
Q
onde:
oL
Jh = o, — 01X, A.18
90,0 A1)
Pelo teorema de Gauss, temos que / 8Mjﬁd4x = 0, dai, como R é arbitrario,
R

obtemos:

dujl = 0. (A.19)

Portanto, temos uma corrente conservada j!' devida a invariancia da acao sob as

transformagoes (A.14). Esta corrente origina uma carga conservada @, definida como:

QV :/j2d3$7
Vv

onde a integracao é aplicada sobre o 3-volume V.
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