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RESUMO

A Cosmologia Observacional baseia-se nos dados coletados, na andlise estatistica e em um
modelo cosmolégico tedrico adotado. No que se refere ao tratamento dos dados observados, a
principal ferramenta utilizada € a Inferéncia Bayesiana. Dos trabalhos citados nesta dissertagao,
a maioria utiliza o método conhecido como Estatistica x? para a obtencdo de parAmetros
cosmoldgicos. No entanto, alguns estudos surgiram com propostas paralelas para a anélise dos
dados, dentre elas, a utilizagdo do método da Estatistica Mediana (GOTTIII et al., 2001).

Nesta dissertacdo, estudamos a eficidcia do método proposto (Estatistica Mediana) aplicado aos
modelos cosmolégiocos ACDM, :CDM e A(t)C' DM, tomando como referéncia a Andlise
Estatistica 2. Para isso, utilizamos 580 dados de Supernovas Tipo Ia (SNe Ia), extraidos do
Union2.1 (SUZUKI et al., 2012). Os ajustes foram feitos na magnitude, aplicando os métodos
da estatistica mediana e andlise y?, para em seguida, compararmos os resultados obtidos. Com
o intuito de aprimorar os parametros estudados, combinamos os resultados com a SNe Ia aos

dados observacionais da oscilagdo actstica de bérions e a radiacdo césmica de fundo.

Para evitarmos resultados discrepantes, utilizamos a sugestado feita por Avelino et al. (2002) e
separarmos as 580 SNe Ia em grupos menores. Com uma pequena modificacdo no método feita

por nds, verificamos uma melhora sensivel na andlise dos dados.

Apesar dos nossos estudos indicarem a anélise y* como o mais restrito, os resultados obtidos
com a estatistica mediana mostram-se uma alternativa confidvel na restricdo de parametros
cosmoldgicos. Pois, sdo necessarios menos pressupostos em relagdo aos dados coletados em

comparacao com a estatistica XQ.

Palavras-chave: Supernova Tipo Ia. Estatistica Mediana. Estatistica .



ABSTRACT

The Observational Cosmology is based on data collected in statistical analysis and theoretical
cosmological model adopted. As regards the processing of observed data, the main tool used is
the Bayesian inference. The work cited in this paper, most use the method known as statistic 2
to obtain cosmological parameters. However, some studies have arisen as parallel proposals for
data analysis, among them, the use of the statistical method Median (GOTTIII et al., 2001).

As regards the processing of the observed data, Bayesian statistics is used as the main tool.
However, the work of Riess et al. (1998), proving the acceleration of the universe, some studies
have emerged as parallel proposals for data analysis, among them the use of the Statistical
Median method (GOTTIII et al., 2001).

In this dissertation, we study the effectiveness of the proposed method (Statistics Median) applied
to cosmological models ACDM, xCDM and A(t)C DM with reference to the Statistical
Analysis 2. For this, we use 580 Data Type Ia supernovae (SNe Ia), extracted from Union2.1
(SUZUKI et al., 2012). Adjustments were made in magnitude by applying the methods of
statistical median and analysis 2, to then compare the results. In order to improve the parameters
studied, we combined the results with the SNe Ia to observational data of the acoustic oscillation

of baryons and the cosmic microwave background.

To avoid conflicting results, we use the suggestion made by Avelino et al. (2002) and separate
the SNe Ia in 580 minor groups. With a small change in method made by us, we see a significant

improvement in data analysis.

Despite our studies indicate the analysis 2 as the narrower, the results obtained with the statistical
median are shown a reliable alternative in restraining cosmological parameters. Therefore, it

takes fewer assumptions regarding the data collected compared with the analysis x>.

Keywords: Type Ia Supernovae. Statistical Median. Statistical x?.
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1 INTRODUCAO

Nas ultimas décadas, temos percebido um aumento rdpido do conhecimento sobre nossa
vizinhanga césmica e, devido as observacoes de objetos cada vez mais distantes, somos a pri-
meira geragdo de seres humanos capazes de perceber muitos detalhes da Histéria Césmica e
das possiveis origens do Universo (VILLELA et al., 2004). A descoberta de novas informagdes
cosmoldgicas impulsionada pelo surgimento de sensores de baixo custo € avan¢os no processa-
mento de dados, fez com que a quantidade de dados cosmoldgicos coletados tivesse um aumento

exponencial nos ultimos quinze anos.

Com os estudos realizados pelo astronomo Vesto Slipher em 1917, utilizando técnicas
acuradas de observacdo combinadas com avangos na qualidade dos telescopios, foi possivel
analisar os espectros de algumas nebulosas constatando que as posi¢des das linhas caracteristicas
de elementos conhecidos, em alguns casos, apareciam deslocadas em respeito as suas posi¢des
medidas em laboratério. A causa desse deslocamento espectral foi identificado por W. de
Sitter como sendo o efeito Doppler, fendbmeno bem conhecido nas ondas sonoras, no qual o
deslocamento é devido ao movimento relativo da fonte'. Dentro dessa interpretacdo, de Sitter
sugere um modelo cosmoldgico de um universo em expansdo, pois as galdxias medidas, estavam
em média afastando-se da nossa. As observacdes feitas por Edwin Hubble confirmam os estudos
de W. de Sitter e mostram pela primeira vez a correlagdo entre velocidade de recessdo e a

distancia estimada as galdxias.

No cendario de um universo em expansao, foram propostos modelos tedricos sobre a
sua origem e evolugdo, dentre os quais, se destacou a teoria do Big Bang. Essa teoria possui
evidéncias observacionais significativas, como a descoberta da radia¢do césmica de fundo em
microondas (CMB, do inglés Cosmic Microwave Background) em 1964. A existéncia desta
radiacdo que permeia o universo havia sido prevista por George Gamow e colaboradores no
final da década de 40 do século passado. Apesar do modelo tedrico do Big Bang explicar com
sucesso a nucleossintese primordial do universo, a existéncia da CMB e a abundancia de barions
observada na forma de galédxias espalhadas pelo Universo Local, ainda assim apresentava alguns
problemas. No inicio de 1980, a proposta da teoria da inflacdo ofereceu uma solugdo para
alguns enigmas cosmoldgicos pendentes, fornecendo por exemplo, mecanismos para a origem
da estrutura em larga escala o que poderia ser testado por observacdes de anisotropias na CMB.
Com o lancamento do satélite Cosmic Background Explorador (COBE) em 1989, medidas
feitas com seu espectrofotdometro extremamente sensivel, foi capaz de demonstrar que a CMB
segue com absoluta precisdo uma distribui¢ao de corpo negro, apresentando uma temperatura
de aproximadamente 2, 726 + 0,001 K (LIDDLE, 2003). No final da década de 1990, o uso

"Em termos de deslocamento espectral por efeito Doppler (redshift) cosmoldgico, as galaxias ndo se deslocam
a respeito do espaco-tempo, mas este que se expande e as leva junto.
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de supernovas do Tipo Ia como velas padrao levou a descoberta de que a taxa de expansao
do universo estd aumentando, o que implica que a maior parte da energia do universo € uma
espécie de energia chamada de escura, descrita pelo modelo padriao associada a uma constante
cosmolégica (WEINBERG, 2008).

Observacdes cada vez mais precisas das anisotropias da CMB, aliadas a estudos sobre a
distribuicdo de galdxias, forneceram valores cada vez mais precisos dos pardmetros cosmoldgicos
(WEINBERG, 2008). Em julho de 2001, a NASA (sigla em inglés de National Aeronautics and
Space Administration) lancou a sonda Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP) com o
intuito de fazer medi¢cdes fundamentais para a cosmologia e estudar as propriedades do nosso
universo como um todo. Apds nove anos colhendo dados, a missio WMAP foi encerrada e a
andlise completa dos dados foi concluida e publicada em 2013. A equipe do WMAP determinou
com elevado grau de exatiddao e precisdo, ndao apenas a idade do universo, mas também a
densidade de bérions e de outros elementos ndo-baridnicos. Também mapeou o padrio das
pequenas flutuagdes na CMB, determinou a idade do universo a cerca de 13,77 bilhdes de anos
e verificou que o universo é composto de apenas 4, 6% de matéria barionica, 24% de matéria
escura e 71% de energia escura (BENNETT et al., 2013).

Em maio de 2009, a Agéncia Espacial Européia (ESA - sigla em inglés) lancou a sonda
Planck projetada para atingir as mesmas metas que o seu antecessor, a sonda WMAP da NASA.
Dos dados coletados pelo Planck, determinou-se que o universo contém 4, 9% de matéria comum,
26, 8% de matéria escura e 68, 3% de energia escura. A constante de Hubble foi medida com o
valor de 67,80 £ 0, 77(km/s/Mpc). O resultado dos novos mapas de Planck revelaram que as
primeiras estrelas foram formadas muito mais tarde do que se pensavam, em torno de 550.000
anos ap0s o Big Bang (ADE et al., 2014).

Gragas a quantidade de dados coletados cada vez mais precisos por essas sondas, podemos
testar os valores observados com os modelos de universo discutidos na literatura. A descri¢cao
da evolucao de um modelo cosmolégico depende, por exemplo, da densidade de energia e
matéria, da taxa com que ocorre a expansao, entre outros parametros. Testes cosmoldgicos
cldssicos examinam esses observdveis na tentativa de estimar os valores desses pardmetros.
Na busca para um tratamento mais eficiente dos dados coletados, é utilizada como principal
ferramenta estatistica a Inferéncia Bayesiana. Este tipo de inferéncia estatistica procura descrever
as incertezas sobre certas quantidades, de forma probabilistica, apos observagdes de novos dados

ou resultados.

Baseado na inferéncia bayesiana, a distribuicdo y? é comumente utilizada na cosmologia
observacional para realizacdo da Andlise Estatistica x?, que serve para avaliar quantitativamente
a relacdo entre o resultado de um experimento e a distribui¢ao esperada para o fendmeno. Ou
seja, nos diz com quanta certeza os valores observados podem ser aceitos como regidos pela
teoria em questdo. Foi entdo que Gottlll et al. (2001), surgiram com uma alternativa para a

andlise de dados no lugar da andlise x?. O método chamado por eles de Estatistica Mediana
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mostrou-se bastante promissor ao ser utilizado em dados observacionais. Uma das qualidades
deste método esta no fato de fazermos menos pressuposicoes sobre os dados analisados, o que

do pondo de vista estatistico, € uma grande vantagem em relacio a andlise y>.

Outros autores utilizaram o método da estatistica mediana como ferramenta de anélise
de dados observacionais, como os trabalhos de Avelino et al. (2002) que modificaram o método
dando conta do nimero e da sequéncias de pontos consecutivos acima ou abaixo da mediana,
Chen e Ratra (2011) que utilizou a compilagdo de Huchra de 533 medi¢Oes da constante de
Hubble para verificar a limitacdo da estatistica mediana sobre [, e Barreira e Avelino (2011)

que comparou a estatistica mediana com 2.

Com base nesses estudos, nos sentimos motivados em investigar a eficicia e limitagdes da
aplicacdo do método da Estatistica Mediana (EM) para restri¢des dos pardmetros cosmoldgicos.
Neste trabalho, estudamos a EM e propomos modifica¢cdes comparando a sua efici€éncia com
a andlise x? utilizando o modelo ACDM. Aplicamos também o método EM nos modelos
cosmoldgicos alternativos zC DM e A(t)C'DM.

Esta dissertagdo esta organizada da seguinte maneira: No capitulo, Principios Basicos
da Cosmologia Moderna, mostramos 0s conceitos no ambito da cosmologia; em Modelo
Cosmoldgico, expomos as equagdes que procuram descrever o modelo de universo considerado
padrao, por meio dos parametros cosmoldgicos e dois modelos cosmoldgicos alternativos; na
sequéncia, em Métodos Estatisticos, discutimos a metodologia empregada no tratamento dos
dados observacionais e apresentamos o método proposto neste estudo; no capitulo Resultado das
Analises, aplicamos a Estatistica Mediana utilizando dados do supernovas do tipo Ia, bem como a
combinagdo destes com dados de BAO e CMB, nos modelos cosmolégicos AC DM, A(t)C DM
plano e xC' D M finalizando a escrita, temos a Conclusao, onde fazemos uma reflexao sobre o
estudo e principalmente sobre os resultados das andlises.



2 PRINCIPIOS BASICOS DA COSMOLOGIA MODERNA

Ao discutirmos os conceitos basicos do estudo da cosmologia moderna, partimos ini-
cialmente da hipétese de que ndo ocupamos um lugar privilegiado no universo. Esse conceito
estd associado ao que chamamos de Principio Cosmoldgico. E importante salientar, que em
grande parte da histéria da humanidade, acreditou-se que 0 homem ocupava um lugar especial

no universo, mais especificamente, no centro de tudo.

A ideia de que o homem esteja no centro do cosmos vem da observacido do céu em
que a Lua, o Sol e os planetas moviam-se em trajetorias circulares, entorno da Terra, conhe-
cido como Modelo Geocéntrico. Na Grécia antiga, Claudio Ptolomeu de Alexandria foi quem
aperfeicoou este modelo planetario, incluindo dois movimentos independentes para descrever a
Orbita aparente dos astros mais proximos. A teoria consistia em supor que as Orbitas planetdrias
eram compostas por um circulo principal, o deferente, ao qual se sobrepunha um circulo menor,
resultando em um movimento de epiciclo. Essa foi uma tentativa de Ptolomeu para explicar o
movimento retrogrado dos planetas. No final do Renascimento, Nicolau Copérnico afirmou que
se fosse colocado o Sol no centro do sistema planetario, tornaria-se mais facil e simples justificar
o movimento retrégrado dos planetas. Ao retirar a visao antropocéntrica do universo, Copérnico
acreditava que o Sol era o centro (SOUZA, 2004).

A teoria heliocéntrica fez mais do que colocar o Sol no centro do sistema solar, inaugurou
um periodo de reavaliacdo de todas as informag¢des astrondmicas disponiveis na época. Muitos
pensadores levantaram a ideia de que todas as estrelas fossem semelhantes ao Sol, e que a
diminuta magnitude que apresentavam, era devido a distancia desses objetos em relagdo a nos.
Gradualmente, o modelo predominante comecou a ser de um universo preenchido de estrelas

parecidas com o Sol a distancias crescentes, em relagdo a magnitude que apresentavam.

Por volta de 200 anos apds as ideias de Copérnico, as observagdes feitas do céu noturno
tornaram cada vez mais evidente que as estrelas proximas nao estavam distribuidas uniforme-
mente, mas sim, em uma montagem em forma de disco, que chamamos hoje de Via Lactea.
Com suas observagdes, o astronomo William Herschel, no final do século XVIII, foi capaz
de propor que a Via Léctea deveria ter a forma aproximada de um disco eliptico, mas como
suas observagdes eram insuficientes, ele concluiu erroneamente que o sistema solar estivesse
em seu centro. Os estudos de Harlow Shapley, no inicio do século XX, o fez concluir que
nds estdvamos, na verdade, bem afastados do centro, mas mesmo assim, ele acreditava que
a Via Lactea encontrava-se no centro do universo. Contudo, discussoes sobre a existéncia de
"universos-ilhas"' questionavam a ideia da Via Léctea ser o centro do universo. Por volta de 1920

os astronomos discordavam da forma e tamanho da nossa Galaxia, pois ainda ndo dispunham

'Ideia proposta inicialmente pelo filésofo Imannuel Kant, segundo o qual as nebulosas identificadas por Charles
Messier seriam sistemas estelares semelhantes a Via Lictea.
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de conhecimento para a determinacao precisa das distancias a corpos celestes. HORVATH e
ALLEN (2011) comentam que, em abril de 1920, a National Academy of Sciences dos Estados
Unidos patrocinou um debate entre os astronomos, Harlow Shapley e Heber D. Curtis, que
eram os mais ardentes defensores de ideias bastante diferentes a respeito da estrutura e limite da
Galdxia e a verdadeira natureza das "nebulosas espirais"2. Esse encontro entrou para a historia
da astronomia como o "Debate Shapley-Curtis"ou "O Grande Debate". A questdo foi finalmente
resolvida com a descoberta em 1923, por Edwin Hubble, que ao utilizar a calibrac¢do da relagao
periodo-luminosidade de Henrietta Leavitt, estimou a distancia de 2, 2 milhdes de anos-luz da
grande nebulosa de Andromeda (galdxia M31), ou seja, muito além dos limites exteriores da Via
Lactea (que € de aproximadamente 100 anos-luz), provando assim que ela ndo poderia ser um

objeto interior a nossa galdxia.

Em meados de 1930, Edward Milne estabelece o Principio Cosmologico (ou Principio
de Copérnico), no qual dois observadores que acompanhem o movimento cosmoldgico estardo
sujeitos as mesmas interpretagdes dos fendmenos observados, ou seja, as propriedades vistas do
universo devem ser idénticas para observadores situados em pontos diferentes. Esse principio
nada mais é do que uma extensdo da proposta de Albert Einstein®, que diz que as leis da natureza
devem ser as mesmas para todos observadores. Uma grande parte da teoria cosmoldgica moderna
€ construida sobre a hipdtese do principio cosmoldgico, que considera que todas as posi¢des no
universo sdo essencialmente equivalentes. Este pensamento foi motivado pela necessidade de

simplificar as equagdes e descricdes tedricas do universo. (HORVATH; ALLEN, 2011).
HORVATH e ALLEN (2011) ressaltam que o principio cosmoldgico ndo € exato. Ao

observamos o céu noturno, vemos uma distribui¢do ndo-homogénea das estrelas da Via Léctea.
Observagdes astrondmicas em uma escala um pouco maior, da ordem de 3Mpc 4, mostram que
nossa galdxia pertence a um pequeno grupo de galdxias denominado Grupo Local. Em uma
escala ainda maior, o Grupo Local pertence a um superaglomerado, que € da ordem de 33Mpc

de extensao.

Ao observarmos a distribuicdo de matéria, em pequena escala vemos uma irregularidade,
e em escalas maiores, impomos por exemplo que esta distribuicao seja homogénea e isotropica,
baseado no principio cosmoldgico. Os estudos de Wu et al. (1999), mostram que o principio
cosmoldgico comeca a ser vélido para escalas da ordem de 100Mpc, acreditando-se que a partir
dessa distancia comeca a surgir a homogeneidade e isotropia do universo. Essa ideia € apoiada
por um certo nimero de observacoes, tal como a distribui¢do de fétons da CMB provenientes de
diferentes partes do céu com quase a mesma temperatura, indicando a existéncia de um universo

isotrépico. No que se diz respeito a matéria, devemos observar em todas as direcdes uma mesma

ZPequenas manchas luminosas elipticas observadas no céu noturno pelos astrénomos no século X VIII, chamadas
inicialmente de "estrelas nebulosas".

*Em 1907, Einstein discutiu a importancia da gravitagdo na propagacio da luz, apresentando o principio de
equivaléncia, no qual um observador em um referencial acelerado ndo seria capaz de distinguir os efeitos medidos
nesse referencial daqueles percebidos na presenca de um campo gravitacional.

41Mpc = 3,086 x 10?2 m.
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distribuicdo. Observagdes realizadas pelo projeto Sloan Sky Digital Survey (SDSS), que tem
por objetivo mapear posi¢ao, magnitude e velocidade radial de mais de 100 milhdes de galéxias,
mostraram que em grandes escalas, podemos observar que a distribui¢do de galdxias apresenta
um alto grau de isotropia (HORVATH; ALLEN, 2011).

2.1 Hubble e a Expansdo do Universo

Ao detectarmos o fluxo de uma galdxia distante, estamos detectando a luz das estrelas que
ela possui. O espectro de luz das galdxias possui um conjunto de linhas de absor¢do e emissao
caracteristicas com frequéncias bem determinadas, associadas a composi¢do quimica de suas
estrelas e poeira interestelar. Portanto, ao observarmos o espectro visivel de uma determinada
galédxia que se aproxima de nds, detectamos um aumento na frequéncia de suas linhas de emissio
ou absorc¢do de seu espectro, em relacdo a um espectro de referéncia (galdxias préximas ou
espectro medido em laborat6rio). Como a cor azul estd na extremidade do espectro de alta
frequéncia, esse deslocamento para o azul é conhecido como blueshift. Se a galdxia estd se
afastando, haverd um deslocamento das linhas caracteristicas para a extremidade vermelha do
espectro visivel. Chamamos este desvio para o vermelho de redshift. A andlise dos espectros
luminosos foi realizada pela primeira vez pelo astronomo Vesto Slipher, por volta de 1912. Sliper
estudou cerca de 40 galaxias, descobrindo que quase todas sofrem o desvio para o vermelho, ou
seja, estdo aparentemente afastando-se de nés (HORVATH; ALLEN, 2011).

Ao se identificar o padrdao de emissao de um elemento quimico, espera-se que uma
determinada linha ocorra em um comprimento de onda ), muito bem conhecido. Se essa mesma
linha for observada, em espectro de radia¢do emitida por uma galdxia, em um outro comprimento
de onda A, podemos definir um parametro associado ao desvio relativo do comprimento de onda
observado. Quando uma galaxia estd aparentemente afastando-se de um observador, dizemos

que a galdxia tem um redshift z, dado por

(2.1)

Para valores em que z < 0 (aproximando-se aparentemente de um observador), chamamos de
blueshift.

O astronomo Edwin Hubble, ao pesquisar as galdxias e seus movimentos, tinha em maos,
dados de redshift suficientes para realizar um estudo sobre a possibilidade de haver dependéncia
do redshift de uma galdxia com a sua distancia até nds. A partir de um grafico de redshift (z)

versus distancia (), como vemos na figura (2.1), obteve uma relagdo de linearidade da por

H
z = —Or, (2.2)
c

e hoje sabemos que esta relacdo linear s6 € vdlida para baixos redshifts. Essa expressao €

conhecida como a Lei de Hubble, onde H, é uma constante de proporcionalidade chamada
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de Constante de Hubble. Uma vez que os valores de z, em andlise de Hubble foram todos
pequenos (com z < 0,04), ele foi capaz de usar a relacdo cldssica, ndo-relativistica para o
deslocamento de Doppler, z = v/c, onde v € a velocidade de recessdo da galdxia. Interpretando

os redshift como efeito Dopller, a Lei de Hubble toma a forma,

U= Hyr" (2.3)
+1000KM
500KM
2
! L]
e,
o ) ry
3
DISTANCE
o WEPARSECS 2x10° PARSECS

Figura 2.1 — Diagrama apresentado por E. Hubble em 1929. A linha continua é a melhor reta que
corresponde a medidas de velocidade e distancia de galdxias individuais (circulos
cheios); a linha tracejada corresponde as combinacdes das galdxias em grupo
(circulos vazados). Note que o eixo vertical do grafico atualmente dado por cz = v
ao invés de z — observa-se o erro acidental cometido por Hubble ao colocar "km'"e
ndo "km/s".(KIRSHNER, 2004)

A lei de Hubble nos diz que galdxias préximas afastam-se de nds com velocidade de
recessio menores das que estdo mais distantes. A primeira vista, esta ideia parece violar o
principio cosmoldgico, pois afirma que, ao observarmos as galdxias se afastando é como se
noés estivéssemos no centro do universo. Contudo, observadores, independentes uns dos outros,
terdo a mesma interpretacdo do universo: verao todos os objetos afastando-se ao longe com a

velocidade proporcional a distancia, ndao violando o principio cosmolégico.

A taxa atual da expansdo do universo €é determinada pela constante H;. No inicio, o valor
estimado por Hubble foi em torno de = 500km-s~1- Mpc~!. A estimativa desse valor foi bastante
contaminada por problemas de calibrac¢do da relacdo periodo versus luminosidade da amostra de
estrelas varidveis Cefeidas’. Desde entfio, as medidas de H, tém sido sensivelmente melhoradas.
Estudos utilizando Cefeidas e supernovas do tipo Ia estimaram Hy = (73,842, 4)km-s~-Mpc™?
(RIESS et al., 2011). Os cosmoélogos costumam indicar o valor da constante de Hubble utilizando

SEstrelas muito luminosas que apresentam variabilidade no fluxo com periodos de dezenas a centenas de dias.
Por isso, sdo consideradas "velas padrdes'na cosmologia, usadas para determinar distancias de galdxias proximas.
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uma normalizacdo, Hy = 100h km - s~1 - Mpc~!, onde o valor estimado para h (parametrizagio
da constante H;) depende da andlise dos dados, método e modelo aplicado por cada grupo de
pesquisa: h = 0,738 £ 0,024 para Riess et al. (2011); h = 0,62 4 0,013 para Sandage et al.
(2006) e h = 0,674 £ 0,014 para Ade et al. (2014) .

2.2 A Meétrica Robertson-Walker

Ao supormos que o universo € homogéneo e isotropico, devemos elaborar um sistema de
coordenadas cuja métrica do espaco-tempo possua uma maxima simetria espacial. Isso significa
que sua evolugdo poderd ser representada como uma sequéncia temporal de hipersuperficies do
tipo espago tridimensional. Obtida por Friedmann como uma solugio das equagdes de campo
de Einstein, e em seguida, por Robertson e Walker, a cosmologia moderna padrao baseia-se na
métrica denominada Robertson-Walker®, como uma primeira aproximacdo. (WEINBERG, 2008)
(MUKHANOV, 2005).

A relatividade nos ensina que o espaco e o tempo compdem juntos um espago quadridi-
mensional. Assim, para especificarmos um determinado ponto neste espaco-tempo, utilizamos
as coordenadas (¢, z, y, ). Dessa forma, ao utilizarmos a métrica adequada, podemos encontrar
o intervalo no espago-tempo entre dois eventos. Verifica-se, que com essa métrica, apenas trés
geometrias espaciais sdo permitidas: universo espacialmente aberto, fechado ou plano (RYDEN,
2003).

Um espago quadridimensional, isotrépico, homogéneo e plano, expresso em coordenadas

cartesianas, € descrito pelo elemento de linha
ds® = —(cdt)? + dao* + dy? + d2*. (2.4)

Com o objetivo de facilitar a descricio de um espago-tempo que possa ser curvo ou plano,

faremos a transformacao dessas coordenadas para esféricas,

x = rsenflcoso

y = rsenfsen¢ (2.5)
z = rcost
obtendo assim,
ds* = —(cdt)* + dr® + r*d6* + r*sin® 0d¢?, (2.6)

Em 1930, os fisicos Howard Robertson e Arthur Walker procuravam uma métrica do
espacgo-tempo que pudesse assumir que o universo fosse espacialmente homogéneo e isotropico

em todos os tempos, e permitisse a possibilidade que o espaco entre dois objetos pudesse se

%Conhecida também como métrica Friedmann—Lemaitre—Robertson—Walker (FLRW)
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expandir (ou contrair) em fun¢do do tempo. A métrica que eles encontraram, independentes um

do outro, é chamada de métrica Robertson-Walker. E escrita na forma,

dr?

2 _ 2 2
ds ——(Cdt) +a (t) 1——k7“2

+ 72(d6* + sen®0de*) | | (2.7)
onde a(t) e k, sdo respectivamente, o fator de escala e a curvatura espacial do universo, sendo

que este ultimo pode assumir trés valores:

e [ = 0, universo espacialmente plano (geometria euclidiana)
e k =1, universo espacialmente fechado

e ik = —1, universo espacialmente aberto.

A varidvel t na métrica Robertson-Walker é o tempo proprio cosmolégico, que é o
instante medido por um observador que v€ o universo em expansao uniformemente em torno
dele. As variaveis espaciais (7, 6, ¢) sao chamadas de coordenadas comdveis de um ponto no
espaco; se a expansao do universo € perfeitamente homogéneo e isotrépico, as coordenadas de

qualquer ponto comdvel permanece constante com o tempo (RYDEN, 2003).

2.3 Medida de Distancia em Cosmologia

Ao tentarmos medir a distancia entre nds e uma galdxia, por exemplo, sabemos que a
luz emitida por ela levou um certo tempo para percorrer esse caminho. Mas devemos levar em
conta que o universo possui um dindmica, portanto, o espaco entre a fonte e o observador muda
com o tempo. Nesse cendrio, surge a necessidade de definirmos o significado de distdncia a um

determinado objeto.

Para um universo em expansao, a separacao entre dois pontos é uma quantidade dinamica
que depende da geometria do espago-tempo, bem como do contetddo energético distribuido no
espaco. A definicao de distdncia adequada entre o observador e a galdxia pode ser obtida usando

a métrica de Robertson-Walker.

2.3.1 Redshift Cosmoldgico

Retomando o conceito de redshift que culminou na equagao (2.1), podemos escrevé-la
em termos de parametros da métrica de Robertson-Walker. Consideremos a Terra como estando
na origem do sistema de coordenadas, que recebe um feixe de luz emitido por uma galdxia

distante. O caminho desse féton por meio do espago-tempo é uma geodésica’ nula, ao longo de

"Termo que descreve a trajetéria que liga dois pontos sobre uma superficie curva. No caso plano, a geodésica é
uma reta.
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um percurso radial em direc¢do a origem, com 6 e ¢ constantes (devido a simetria espacial em

ordem zero de aproximacao, desprezam-se desvios em 6 e ¢). Assim,

ds? = 0 = —(cdt)? + a2(t dr (2.8)
= 0= (et + (1) | =5 |

e integrando essa equacdo ao longo de um caminho radial (df = d¢ = 0), a distancia percorrida

pelo féton no tempo correspondente € dada por,

o qt " dr
c / — = / _— (2.9)
t1 a(t) 0 V 1— k?”2
onde ¢, e ¢y sdo os instantes da emissao do sinal e recep¢ao na Terra, respectivamente.
Consideremos uma crista sucessiva, saindo da fonte em ¢, +9t1, e chegando ao observador
em ty + 6ty. Como o lado direito da equagao (2.9) corresponde as coordenadas comdveis, que

nao dependem do tempo, obtemos

to dt to+dto dt
c / — =c / —_—, (2.10)
t a(t) t1+0t1 a(t)
que podemos reescrever como
o gt tototo gy ot gy ot
/ _+/ _:/ _+/ @ 2.11)
t1+6t1 a’<t> to CL(t) t1 Cl,(t) t1+0t1 CL(t)

Sendo assim, 5 5
to+oto t14ot1
/ ﬂ — / ﬂ (2.12)
to a(t) t a(t)

Ao assumirmos que o intervalo de tempo entre as emissdes de um féton e outro sao muito
pequenas (dty ~ dt; << 1) e que o fator de escala € praticamente o0 mesmo nesse intervalo de

tempo, da equacdo (2.12) podemos escrever,

0ty oto
= . 2.1
a(t) ~ alto) @15

Por fim, usando a relacdo dt = 1/v e ¢ = \v (onde v é a frequéncia e ¢ a velocidade da

luz), e comparando com (2.1),

a(to)_5to ﬂ—)\():l—i—z

a(t1>—5_t1_VO_/\_1

Temos, dessa forma, a relagdo do redshift da radiacdo observada de um objeto distante

com o fator de escala, no momento em que a luz foi emitida:

1+42= =2 (2.14)
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Se a(t) < 0 significa que teremos um blueshift (a fonte se aproxima do observador), pois
havera um decréscimo no comprimento de onda dada por (2.14), fazendo z < 0. Dessa forma,
com o aumento ou a diminuic@o do fator de escala, haverd uma variacdo no comprimento de

onda, e consequentemente, uma variacao do valor de z (RYDEN, 2003).

2.3.2 Distancia Propria

Para analisarmos distincias cosmoldgicas, temos que considerar que, em um espago-
tempo em expansdo, a distancia entre dois objetos aumentard com o tempo. Sendo assim, vamos
considerar um observador na origem de um sistema de coordenadas que receba um sinal hoje
(to) emitido por uma fonte luminosa que esteja em uma posi¢ao de coordenada comével (r, 0, @),
onde os valores da posi¢do angular 6 e ¢ sejam constantes. Nessas condi¢des e utilizando a

equagdo (2.7), obtemos:

ds* = a(t)? L _d;ﬂ} . (2.15)

Fazendo a integracdo temos a distdncia propria como sendo,

v dr
dy(r,t) = alt e 2.16
Jr)=al) [ L 2.16)
Resolvendo a integral, temos como solug¢ao:
sen~'r, sek=1
dy(r,t) =a(t) - Se(r) .. Sk(r) =< senh™lr, sek=-I. (2.17)

r, sek=0

Vemos que a distancia prépria d,,(r, t) é definida pelo produto entre o fator de escala e o

valor Sy (r) e que a distincia prépria entre nds e o objeto observado aumenta (ou diminui) com
a(t).
A taxa de mudanca da distancia prépria entre o observador e uma galdxia distante é dada

por

d, = a(t)Sk(r) = a(t)% = H(t)d, .. H(t) % (2.18)

H (t) é definido como pardmetro de Hubble e d, é chamado de velocidade de recessao.

No instante atual (¢ = t;), a relac@o linear entre distancia prépria da galdxia e sua

velocidade de recessdo, nos leva a Lei de Hubble (2.3),

d,(to) = vy(to) = Hody(to), (2.19)

Hy = <g) . (2.20)
to

onde,
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Das equacdes (2.9) e (2.16), podemos verificar que,

) =c-at) [ 2
d t:c-at/ —_. (2.21)
P t1 a’<t)
E importante ressaltar que podemos escrever d, em fungdo de z. Diferenciando a (2.14)
temos,
da/dt
dz = — (@) <L> dt = —(1+ 2)Hdt. (2.22)
a a

Aplicando na equacdo (2.21) e fazendo a mudanca de varidvel ¢ para z, obtemos

B to ao _ 0 . dZ,
dp(to) = C/t'1 Edt = —CZ (1 + z )m, (223)

pois a radiacdo emitida no instante da observacdo ndo sofre redshift e sim a radiacdo emitida em

t1, nos leva a distancia propria em termos de z,

z dZ/
0 H(Z/).

dy(to) = ¢ (2.24)
Esta expressdo define explicitamente uma relagdo entre a distancia prépria hoje e o
pardmetro de Hubble H(z).

2.3.3 Distancia de uma Fonte Luminosa

Na cosmologia, ha dois procedimentos especificos para uma descri¢gdo cosmografica: 1)
A distancia luminosidade dj,, mede as distancias cosmoldgicas relacionando o fluxo (unidade de
energia por unidade de tempo por unidade de drea) bolométrico® com a luminosidade (energia
total por unidade de tempo) emitido por um objeto; ii) A distdncia didmetro angular d 4 de uma

fonte extensa.

2.3.3.1 Distancia Luminosidade

Uma forma de tentarmos mensurar distancias de objetos astrondmicos cuja luminosidade
seja conhecida € a utilizacao de uma fun¢do chamada distdncia luminosidade. Em um universo
estético e euclidiano, € sabido que um sinal emitido por uma fonte pontual se propaga em frentes
esféricas, de tal maneira, que podem ser detectadas a uma distincia d da fonte ao medimos o seu

fluxo (intensidade) ou luminosidade aparente ( { ), por meio da equagao,

L

t= Amd?’

(2.25)

80 bolémetro é um termémetro extremamente sensivel capaz de detectar a radiagdo eletromagnética em uma
ampla faixa de comprimentos de onda, que foi inventado em 1881 pelo astronomo Samuel Langley, que a usou para
medir a radiacdo solar"(RYDEN, 2003)
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onde L € a luminosidade absoluta (poténcia irradiada) da fonte. Reescrevendo a equagdo,

podemos definir a funcdo distdancia luminosidade como sendo,

L\ /2
dr, = | — . 2.26
o= () 226

A funcdo d;, € chamada de distancia por conta da sua dimensionalidade e também, porque
se reduziria a distancia propria ao considerarmos o espago-tempo estatico e euclidiano. O valor

de dj, tenderd a distancia propria ao considerarmos baixos reshifts.

Imaginemos que um observador esteja no centro de uma esfera de raio d, € em um
instante ¢ = t, observa a luz que foi emitida por um corpo luminoso na posi¢do (7, 8, ¢) em um
instante ¢;. Os f6tons que foram emitidos no instante ¢; estdo distribuidos em uma esfera de raio
proéprio d,(ty) = a(to)r; e uma superficie prépria A,(t,), ao considerarmos o espago euclidiano
(k = 0), teremos, A,(tg) = 4nd,(tg)? = 4mwa(ty)*r?.

No caso geral, temos
Ay (to) = 4ma(te)? - Sk(r)?, (2.27)

onde Sy (r) vem da equagdo (2.17).

Um féton emitido da fonte tem sua energia dada por F1 = hc/)\;, quando o fator de
escala era a(t;). Ao observamos o féton no instante ¢, ele apresentard um acréscimo em seu

comprimento de onda,
a(to)
A= —N = (1 Al 2.28
0 a(th) =142\ ( )

Por consequéncia, sua energia serd menor ao ser detectado pelo observador,
Ey

Ey = 0+ 2) (2.29)

Por conta da expansao do universo, se dois fétons emitidos na mesma direcao, separados
por um intervalo de tempo dt;, ao detectarmos no instante ¢, o intervalo entre eles sofrerd um
acréscimo, devido ao fator de escala. Dessa forma, sendo a distancia prépria entre os fotos cdt,
na observagao, a distancia entre eles serd cdt;(1 + z) e separados por um intervalo de tempo
dto = 0t1(1 + 2). Sendo o fluxo dado pela poténcia detectada dividido a drea que a energia estd

espalhada, temos

Eo B
Sto 0t1(1+2)2 L

l= Ara(to)? - Si(r)? - Aralte)? - Sp(r)?2 = dra(t)? - Se(r2(1+ 2)? (2.30)

Portanto, utilizando a equacao (2.17) a distancia luminosidade (2.26) fica definida por,

dr(z) = a(to)Sk(1+ z) = dy(1 + 2). (2.31)
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Para um universo plano, ao substituirmos a equacao (2.24) na equacgao (2.31) teremos a

distancia luminosidade em termos do parametro de Hubble.
dr(z) =d,(1+2) =c(1+ 2) / H . (2.32)

Generalizando para um universo com curvatura,
fo E(z k=0
dp(z) = (Hz}i |Q sin [\/|Qk o 267 ] k=1 (2.33)
|Q 51nh [\/|Qk Iy = VoIEd) ], k=—1

Os termos 2 e E(z) sdo, respectivamente, os pardmetros de densidade associado a curvatura do

espaco e o de Hubble adimensional, os quais serdo melhor discutidos no préximo capitulo.

A defini¢do de distancia luminosidade nos leva a origem do sistema de medida de
magnitude utilizado até os dias de hoje. H4 mais de 2000 anos, antes dos modernos telescopios e
sensores Opticos, o grego Hiparco (160 - 125 a.C.) criou o sistema de magnitude das estrelas. Os
trabalhos de Hiparco serviram de base aos estudos de Ptolomeu (= 140d.C".), onde ele dividiu
as estrelas visiveis a olho nu de acordo com o sua magnitude aparente, atribuindo a magnitude
1 para as mais brilhante (visiveis logo apds o por-do-sol), e magnitude 6 as mais fracas, no
limite do visivel. Foi entdo que, em 1856, o astrénomo Norman Pogson ao utilizar o recém
inventado fotdmetro, mediu o fluxo luminoso (¢) de algumas estrelas e observou que o fluxo
que corresponde ao brilho de uma estrela de magnitude m = 1, era 100 vezes mais intenso que
de uma estrela de magnitude m = 6. Propondo uma escala em que a diferenca de magnitude

seguiria uma escala logaritmica’ (FILHO et al., 2000).

Como a magnitude aparente de um astro € o fluxo medido na Terra, a magnitude aparente
m, € expressa, por definicdo,
m = Alogiol + B, (2.34)

e a diferenca entre as magnitudes m; = 1 e mg = 6, e suas respectivas luminosidades aparentes,
ty e lg = £1/100, é dada por,

l
my — mg = Alogmg—l, (2.35)
6
assim, 1 — 6 = Alog1¢100 resultando A = —2, 5. Dessa forma, define-se magnitude aparente de

um astro luminoso, aos escolhermos um ponto de referéncia para a escala

onde a constante B = 2, 5log,oly é definicdo do zero da escala. Normalmente, utiliza-se a
magnitude aparente da estrela Vega com m = 0. Dessa forma, astros mais brilhantes que ela

terdo m < 0, e astros invisiveis a olho nu terdo m > 6 (FILHO et al., 2000).

9Nio por acaso, Fechner-Weber descobriram nesta mesma época, que a sensibilidade dos 6rgios sensoriais
humanos variavam com o logaritmo de estimulos fisicos.
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A magnitude de uma estrela mede sua luminosidade aparente, e isso ndo € suficiente para
descrevermos plenamente a fonte luminosa, pois, nada nos informa sobre a distancia da fonte.
Ao compararmos as magnitudes intrinsecas de duas estrelas, precisamos de um medida de fluxo
que independa da distancia da fonte. Introduziremos o conceito de magnitude absoluta(M), que

¢ a magnitude aparente de uma determinada fonte, considerando essa a 10pc do observador,

M = =2 5logr { 2] + const. (2.37)

47 (10pc)

A diferenca entre a magnitude aparente e absoluta é dada por

L
m — M = —2,5logg [ + 2, 5logro {—] 5 (2.38)

7l
Amd2 A (10pc)?

onde chamamos de mddulo de distdncia da fonte

pu=m — M = 5logyo( )+ 25 (2.39)

1M

Por questdes de simplicidade, podemos reescrever a equagdo (2.33) na forma

s & E(z k=0
HOdCL(z) _(1+2) m Sm[ 0] Jif 122 ] k=1. (2.40)

IQ smh [\/|Q_kf0 E(Z ] k=-1

Considerando ¢ = 3 x 105%km /s e Hy = h x 100km/s/Mpc, reescreveremos a equagio
(2.39) como

Hyd
1 = 5logio ( OC L) — 5logioh + 42, 384. (2.41)

A equacdo (2.41) tem como finalidade relacionar a magnitude com a distancia, mas
devemos encontrar um objeto que possua a magnitude absoluta bem conhecida, de forma a utili-
zarmos como calibrador de medida de distancias. Esse objeto € chamado de vela-padrdo. Uma
tentativa foi a utiliza¢do de uma classe de estrelas varidveis conhecidas como varidveis Cefeidas -
estrelas supergigantes e altamente luminosas. Por ndo serem suficientemente padronizaveis para
serem velas-padrdo'?, Henrietta Levitt tendo medido as distancias e luminosidades aparentes de
vérias Cefeidas em aglomerados abertos e, consequentemente, as suas luminosidades absolutas,
tornou-se possivel calibrar a relagdo entre periodo e luminosidade Cefeidas préximas (KIRSH-
NER, 2010). Se o mesmo periodo relagdo luminosidade é valido para todas Cefeidas, em todas
as galaxias, entdo elas podem ser usadas como velas padronizaveis. Contudo, estrelas chamadas
de supernovas mostraram-se excelentes substitutas como velas-padrdo, especialmente as do tipo

Ia que sao utilizadas em nosso trabalho.

10Isso por ndo conseguirmos enxergar cefeidas a distancias cosmoldgicas. Mas sio importantes, por exemplo,
para calibrar a distancia de supernovas proximas.
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2.3.3.2 Distancia Diametro Angular

A distancia diametro angular é definida como sendo a razao entre o tamanho transversal
fisico de um objeto astrondmico [/ (didmetro préprio) e o seu tamanho angular 66 (em radianos),
com 6 << 1 (HOGG, 1999). Em um universo estatico e euclidiano a distancia didmetro angular

¢ dada por,
l

dAE@.

(2.42)

Em um universo em expansado, podemos escrever o didmetro proprio de um objeto as-
trondmico na métrica Robertson-Walker. Estando um observador na origem do sistema comével,
e considerando que a luz viaja em uma geodésica nula, a distncia entre as duas extremidades d,
pode ser escrita como

tQ)Sk(’f‘)de

d, = a(t)Sk(r)08 — & e (2.43)

sendo S, a fungdo na expressao (2.17).

No entanto, para um ponto de referéncia padrio cujo didmetro préprio [ é conhecida,

pode-se definir d,, = [, e assim, ao substituirmos essa expressdo na equacdo (2.42), obtemos

l a(to)Sk(r)
d == =—— 2.44
a(?) 00 1+2 244)
Ao compararmos as equacgdes (2.44) e (2.31), obtemos a relacdo entre a distancia lumi-

nosidade e a didmetro angular,
dp(2)

dA(Z) = m

(2.45)

Para obtermos a distancia diametro angular em temos do parametro de Hubble, basta

substituirmos nessa tltima expressdo a equacao (2.32),

c ?dz
da(z) = (1—|—z)/0 ) (2.46)

Novamente generalizando para um universo com curvatura, temos

z d _
0 5y F=0

& . z !
4C) = s | v VIO ) k=t @47
1 : / z dz _
\/msmh |: |Qk| 0 m} s k=-1

Para utilizarmos a distancia didmetro angular, faz-se necessario algumas consideragdes
sobre 0s objetos astrondmicos observados. Para uma certa classe de objetos se o0 seu comprimento
proprio € conhecido, podemos utilizd-lo como régua-padrdo, desde que suas dimensoes se

mantenham as mesmas, independente da expansao do universo.

Como pode ser averiguado, hd grandes dificuldades observacionais em se encontrar esse

tipo de distancia. O objeto escolhido como régua-padriao deve ser largo o suficiente para que sua
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abertura angular seja medida com boa precisdo. Para se medir a grandes distancias, os objetos
devem ser suficientemente grandes, como galdxias e aglomerados, mas suas extremidades sao
bastante dificeis de se definir. Por conta dessas dificuldades, tem sido mais comum a utilizacao

da distancia luminosidade com o uso de velas-padrao.

2.4 Supernova Tipo la

As supernovas tém sido observadas desde a antiguidade, devido a sua natureza extraordi-
nariamente incomum. Os primeiros registros da sua observagao datam do ano de 185 d.C. que,
devido ao seu fluxo intenso, foi possivel sua observacdo mesmo durante o dia. Foram utilizadas
por Brahe (1572) e por Kepler (1604) para contrastar a visdo aristotélica, na qual todo o universo
era imutavel. Mas foi somente no século XX que a sua natureza foi compreendida e desde o
nascimento da Cosmologia Moderna, elas t€ém sido pesquisadas de forma a impulsionar aos
estudos na constru¢do dos modelos cosmoldgicos, bem como na indicagdo da aceleracio da

expansao do universo.

A explicagdo fisica para as supernovas (SNe) foi inicialmente dada por Baade e Zwicky
(1934). Eles especularam que a energia das SNe vem do colapso nuclear como mecanismo
de transicdo de estrelas de grande massa para estrelas de néutrons. Foi entdo que em 1938,
Baade mostrou que as luminosidades dessas estrelas as tornavam adequadas como indicadores de
distancia extragaldcticas. Assim, desde o inicio as supernovas foram pensadas como ferramentas
para medir distancias no universo (KIRSHNER, 2010).

A supernova € o estdgio final do ciclo de vida de uma estrela massiva (maior que
dez massas solares). A massa € determinante para o surgimento de uma SNe, pois quanto
mais massiva for a estrela, mais quente serd o nucleo tornando mais rdpidas e eficientes as
reacoes termonucleares de fusdo mantendo o equilibrio hidrostético da estrela, impedindo o seu
colapso gravitacional. Com o passar do tempo, esse processo cria camadas de elementos mais
pesados, com temperaturas e densidades cada vez maiores. Nesse processo, as estrelas queimam
hidrogénio (/) em hélio (He), formando um nicleo de He, que com o aumento suficiente desse
elemento, comeca a fundir o He em carbono e oxigénio. A fusdo continua a produzir nuclideos
mais pesados até a producio de ferro (F'e). Uma vez iniciada a producdo de Fe, a estrela massiva
o faz até crescer o nicleo que ndo consegue sustentar sua propria massa gravitacional, resultando
em um colapso do nicleo formando uma estrela de n€utrons ou um buraco negro (FILHO et
al., 2000). As caracteristicas de um colapso dependem da massa e das particularidades de cada

estrela, o que resulta em SNe com grande varia¢do na energia total liberada.

Quando ocorre a explosdo de uma supernova, a luminosidade € extremamente alta
emitindo uma grande quantidade de radiacdo. As supernovas podem ser classificadas de acordo
com as linhas de absorcdo de elementos quimicos. Se o espectro de uma supernova inclui linhas

espectrais de hidrogénio, ela é classificada como 7ipo I1. Caso ndo haja presenca de hidrogénio
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em seu espectro, € classificada como do 7ipo IMINKOWSKI, 1941). Foi definido por Elias
et al. (1985), um tipo distinto de supernova, chamada de Supernovas do Tipo Ia (SNe Ia), pois
continha uma linha de absorcao de silicio isoladamente ionizado. Existem também a do Tipo

Ib, que contém uma linha de hélio e do Tipo Ic que ndo possui linhas de silicio nem de hélio
(KIRSHNER, 2010).

A explosao do Tipo Ia ocorre quando a massa de uma ana branca em um sistema bindrio
excede o Limite de Chandrasekhar''(CHANDRASEKHAR, 1931) por meio da absor¢do de
gas da outra estrela. Caso exceda esse limite, o nucleo aquece com o aumento da pressao
gravitacional, proporcionando a reagdo dos elementos em seu nucleo; essa reacao descontrolada
libera dentro de segundos uma enorme quantidade de energia, resultando em uma explosao
violenta que € acompanhada por um aumento maci¢o na luminosidade (BRANCH; TAMMANN,
1992). Como a luminosidade absoluta do Tipo Ia € quase constante no pico da magnitude, a
distancia da SNe Ia pode ser determinada medindo a sua luminosidade aparente. Dessa forma, as

~ on

SNe Ia sdo uma espécie de "vela-padrdo"pela qual pode-se medir a distancia luminosidade.

Desde a década de 60 do século passado, tinha-se o conhecimento sobre a homogeneidade
das SNe Ia, mas faltava saber o quanto. A equagdo (2.39) mostrou que medir a distancia luminosa
equivale a medir a magnitude absoluta, uma vez observado o fluxo luminoso do astro. A partir de
1986, observagdes cuidadosas mostraram que a luminosidade e as formas da curva de luz para
SNe Ia ndo eram uniformes. Em 1991 foram observadas duas supernovas em extremos opostos da
escala de luminosidade, surgindo a necessidade de tratamento dos dados de forma a tornar as SNe
Ia uma ferramenta eficaz na medicdo de distancia. Foi entdo que Phillips (1993) demonstrou uma
relacdo entre a magnitudes maximas das SNe Ia e sua taxa inicial de declinio, sendo chamada de
relagcdo de Phillips. Com essa relagdo, foi possivel diminuir a dispersao das magnitudes méaximas

das SNe Ia, proporcionando um forma sistematica de corrigi-las (KIRSHNER, 2010).

As curvas de luz (magnitude como fun¢do do tempo) apresentadas pelas SNe Ia ndo sdo
tao semelhantes entre si. H4 uma correlagdo entre o fluxo méximo da emissao e o tempo de
decaimento que torna possivel "padronizar"as curvas de luz. As SNe la mais brilhantes possuem
um tempo de decaimento maior e as menos brilhantes, decaem mais rapidamente. Portanto,
ao levarmos em conta os erros e fatores que contribuem para a dispersao das curvas de luz de
diferentes supernovas, podemos tornar as SNe Ia "padronizdveis, de modo com que elas possam
indicar uma mesma magnitude absoluta (mesma poténcia total emitida), podendo ser usadas
como velas padrao (KIRSHNER, 2010).

A expansdo acelerada do universo, foi descoberta hd mais de 16 anos medindo-se
distancias utilizando dados precisos de SNe Ia (RIESS et al., 1998) (PERLMUTTER et al.,
1999). O que causa a aceleragdo permanece desconhecida, e o termo energia escura é usado pra

descrever o fendmeno. Compreender a natureza dessa energia € atualmente um dos principais

! Chandrasekhar mostrou que uma estrela nio geraria uma ana branca se sua massa fosse maior que 1,44 massas
solares. Se uma ana branca exceder essa massa por agregacdo, entrard em colapso.
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objetivos da fisica fundamental, o que leva a um grande esfor¢o experimental em cosmologia
observacional. Ao mapear com precisdo a relagdo distancia-redshift com z ~ 1 as SNe Ia
permanecem, at€¢ o momento, uma das sondas mais sensiveis para andlise da expansdao do

universo.

Na ultima década, grandes grupos de pesquisa buscaram sistematicamente por Superno-
vas do Tipo Ia para diversos intervalos de redshift. Como exemplo, temos para altos redshifts
(# ~ 1) os programas Supernova Legacy Survey (SNLS3) (ASTIER et al., 2009) (CONLEY et
al., 2011); o projeto ESSENCE (WOOD-VASEY et al., 2007); e a pesquisa Pan-STARRS (SCOL-
NIC et al., 2014). Para redshift intermedidrios (0,05 < z < 0, 4) temos, dentre outros, o SDSS-II
(CAMPBELL et al., 2013). Valores para z < 0, 1, os programas Harvard-Smithsonian Center for
Astrophysics (HICKEN et al., 2009) e Supernova Projeto Carnegie (GANESHALINGAM et al.,
2013), entre outros programas. Para supernovas com z > 1, os grupos de Riess et al. (2007) e o
projeto Supernova Cosmology Project (SCP) (SUZUKI et al., 2012). Temos atualmente, cerca
de mil SNe Ia descobertas e confirmadas espectroscopicamente, proporcionando uma precisao

estatisticamente alta para a medi¢ao da distancia luminosidade (BETOULE et al., 2014).

A principal dificuldade para o estudo de SNe Ia estd no tratamento das curva de luz
de modo a obter um valor verossimil para o fluxo méximo da emissao. Até pouco tempo, os
métodos mais utilizados eram o Multicolor Light-Curve Shape (MLCS2k2) (JHA et al., 2007)
e Spectral Adaptive Lightcurve 2 (SALT2) (GUY et al., 2007). Eles se diferem entre os filtros
(ou ajustadores), de acordo com o método utilizado na calibracdo dos dados para obtencao das

medidas de distancia em escalas cosmoldgicas.

Estudos recentes (CONLEY et al., 2011) (SUZUKI et al., 2012) (SCOLNIC et al., 2014))
mostram que a precisao das restricdes cosmoldgicas estd atualmente limitado por incertezas
estatisticas das medi¢des, em particular, a incerteza de calibracao de fluxo relativo a diferentes
bandas de frequéncia e conjuntos de estrelas usadas na calibracdo necessdria para a conservagao
entre magnitude e fluxo em cada filtro. Estudos significativos tém sido tomados pra ultrapassar
esta limitacdo (REGNAULT et al., 2009) (TONRY et al., 2012). A maior preocupagdo entre 0s
estudiosos esta nas técnicas de ajuste da curva de luz e a variagdo na luminosidade média da SNe

Ia com as propriedades das suas galdxias hospedeiras.

Em um esfor¢o de colaboragao entre as pesquisas SNLS-SDSS chamada de "andlise da
curva de luz conjunta” (sigla em inglés, JLA), iniciada em 2010, procura melhorar a precisao da
calibragcdo fotométrica de ambas as pesquisas. De forma mais rigorosa, procura determinar a
incerteza nos modelos da curvas de luz das SNe Ia incluindo a plena amostra espectroscopica do
SDSS-II na formagdo da curva de luz e andlise cosmoldgica (SAKO et al., 2014). De acordo com
JLA, as melhorias foram feitas sem levar em conta seus efeitos sobre a deriva¢dao de parametros
cosmoldgico em relagc@o os dados coletados (BETOULE et al., 2014).
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2.5 BAOeCMB

O Universo hoje é formado por uma grande quantidade de estrelas e galdxias. As proprias
galdxias ndo sdo distribuidas de forma aleatdria, mas em vez disso, sdo organizadas em estruturas
maiores, como: aglomerados de galdxias, superaglomerados e espagos vazios. Um dos principais

objetivos da cosmologia é entender como as galdxias e as estruturas maiores se formaram.

O modelo tedrico do universo primordial (conhecido como Big Bang) proposto por
George Gamow (1948), previa que em estdgio inicial, o universo era composto de um plasma
muito denso e quente onde fotons e barions estavam fortemente acoplados formando um unico
fluido féton-bérion. Devido a influéncia gravitacional da matéria escura sobre o fluido, esse tendia
a se aglomerar, mas a pressao exercida pelos fétons fazia oposi¢do ao colapso gravitacional
fazendo com que o fluido expandisse novamente. Ao expandir, a gravidade voltava a agir
comprimindo o fluido, gerando pertubacdes em forma ondas esféricas de compressao e rarefacao.
Esta pertubagdo se propagava como uma onda sonora no fluido primordial e este fendmeno é

conhecido como oscilagdes acusticas baridnicas (BAO, sigla em inglés).

Conforme o universo se expandia, a temperatura diminuia aumentando o caminho livre
dos fétons. Quando o universo tinha por volta de 380000 anos de idade (z;5 «~ 1090), os elétrons
puderam se desacoplar dos fétons, podendo se combinar com nucleos de hidrogénio e hélio,
formando os primeiros 4&tomos neutros. Assim os fotons puderam se propagar livremente pelo
espaco e os barions deixaram de ser arrastados. Esse processo é chamado de recombinacdo, ou
seja, a combinacdo de elétrons com os niicleos e o desacoplamento da matéria e radiacdo'2. No
instante em que houve o desacoplamento, o universo tornou-se transparente, € a informacgao que
registramos hoje desse instante é chamado de radiacdo césmica de fundo em microondas (CMB,
na sigla em inglés), que permeia todo o espaco e é aproximadamente uniforme e anisotrépico,
apresentando pequenas variacdes por conta das oscilagdes primordiais, formando uma série de

picos no espectro de poténcia da CMB (picos acusticos).

Sem a interacdo com os fétons, a pressdo de radiagdo que existia sobre os bdrions
desaparece um pouco depois do desacoplamento, caracterizando um "congelamento"da sua con-
figuragdo, ou seja, deixando uma assinatura na distribui¢do de matéria. A distancia caracteristica
que a perturbacdo no fluido f6tons-barions percorreu até o desacoplamento, também chamada
horizonte acustico, resultard em uma escala de sobredensidade na distribuicao de barions de
~ 150Mpc. Ao estudar as distribui¢des de galdxias no universo, podemos detectar essa escala.
Portanto, a ideia que houve uma oscilagdo actstica de barions teve uma consequéncia observa-
vel. Amostras de galdxias feitas pelo projeto Sloan Digital Sky Survey (SDSS) detectaram a

assinatura das oscilacdes acusticas, favorecendo fortemente a teoria (EISENSTEIN et al., 2005).

Essas informagdes sdo utilizadas em conjunto com os dados de SN Ia com o intuito de

12"Devido & sucessio rapida recombinagio-desacoplamento, normalmente encontra-se na literatura qualquer um
dos dois termos para indicar o instante no qual o Universo se tornou transparente a radiagdo, mas € claro que sdo
dois processos distintos"(HORVATH; ALLEN, 2011).
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melhorarmos a andlise dos pardmetros estudados. Seguindo o raciocinio de Riess et al. (2007),
implementamos os dados observacionais relacionados e consideramos o uso das restricdes da

CMB e BAO como um a priori e ndo como um observavel no sentido estatico.

A implementagdo tem sua origem em duas frentes:

1. Projeto Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP-9 anos) mediu algumas pro-
priedades da superficie de espalhamento encontrando o redshift de desacoplamento
zdee = 1090.97, a modelagem tedrica dessa observacdo definida por Wang e Mukher-
jee (2007) para o CMB shift parameter R é dada por:

foZdec Ed(i'w k=0

SlIl (\/ ’QkO Zdec Edé > , k=1.

\/_smh (VI%ol Jy 25), k=1
(2.48)

Hy dr(zgec
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Seguindo os resultados do WMAP-9 anos (BENNETT et al., 2013) tomamos R, =

1.728 com erro o = 0.016. A verossimilhanca do shift parameter é dada por Py p

exrp <—X20%>, com
Ry, — Ro S ?
Xenrn = (%) (2.49)

Para a CMB, assumimos que R € gaussianamente distribuido em torno do R,,s com desvio
padriao o que fornece um resumo eficiente das informacgdes codificadas em todos os
dados da CBM (WANG; MUKHERIJEE, 2007)

2. Projeto Sloan Digital Sky Survey (SDSS) mediu zg10 = 0.35, Ayps = 0.469e 04 = 0.017
(PERCIVAL et al., 2010), a definicao tedrica dessa observacao foi dada por Eisenstein et

al. (2005):
( 1 ZBAO dz %
_ZBAO 0 E(z’)] 9 k} = 0 .
i 3
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A verossimilhanga € dada por Pgao ox exp (—M>, com
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Tal como no caso do CMB, existem correlacdes espaciais entre os pontos de dados da
BAO que impedem a utilizagdo da estatistica mediana'®. No entanto, geralmente é seguro
assumir que A é gaussianamente distribuido (BARREIRA; AVELINO, 2011).

13Veremos no Capitulo 4 que n#o é possivel utilizar a técnica da Estatistica Mediana com apenas um ponto
observacional.



3 MODELO COSMOLOGICO

Da histéria da cosmologia, muito se fez para tentar compreender como o universo evolui.
Mas das ideias que existiam até os primeiros anos do século XX, foi a Relatividade Geral (RG)
que se mostrou como a mais abrangente e bem sucedida teoria para a descricao dos fendmenos
gravitacionais. Assim, procurou-se encontrar equagdes de forma a associar o fator de escala e
outras quantidades fisicas a suas fontes, e que pudesse descrever a dindmica que envolve toda a

matéria e energia existente no universo.

A chamada cosmologia padrdo baseia-se na ideia de que o material que preenche o
universo ¢ modelado como um fluido perfeito desprovido de viscosidade, distribuido de forma
homogénea e isotrépica, formado por varios componentes(bédrions, matéria escura, radiacdo e
energia escura). As equacdes de Einstein do campo gravitacional explicam como o espaco-tempo
relaciona-se com a matéria(energia), e como a presenca dela modifica a geometria do préprio

espaco-tempo. As equacdes de campo de Einstein sao dadas por,

1
R, — §9WR =87GT, + Agp, (3.1)

onde os indices p e v variam entre valores 0,1,2,3 (onde o valor 0 corresponde a coordenada do
tipo tempo e os valores 1,2 e 3 a coordenadas do tipo espago). Do lado esquerdo da equacao
(3.1), temos a descri¢do da geometria do espago-tempo por meio do tensor de Ricci R, 0 tensor
métrico g, € o escalar de curvatura I. A direita, temos a constante gravitacional G, o tensor
energia-momento 7}, que nos permite obter informagdes sobre as caracteristicas do fluido (quais
as densidades de energia, a pressdo e os componentes que o constituem). Por fim, A € a constante
cosmolodgica (anteriormente considerada como termo geométrico) que associada com o tensor

métrico (g, ), possui carater energético conhecida como energia do vacuo (SCHUTZ, 2009) .

3.1 Equacgao de Friedmann

Partindo do Principio Cosmologico, ao considerarmos um elemento de linha Robertson-
Walker, que descreve um espaco-tempo homogéneo e isotropico 4-dimensional, podemos escrever
a equacdo (2.7) como

ds® = gudxtdz”, (3.2)

sendo o tensor métrico g,,, que descreve a geometria do espago-tempo, onde g,,,, = 0 para ;1 # v
e g, 7 0 para n = v (WEINBERG, 2008). Ao compararmos (2.7) com (3.2) e tomando ¢ = 1
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por conveniéncia, encontramos os coeficientes ndo nulos de g,,,,

(

goo =1
—a?
g1 = 1—kr2 (33)
g2 = —a’r?
| 933 = —a?r?sen?d.
Para o tensor de Ricci, temos
( .
Ry = %a
_ (ad+2a+2kc?)
Ru ="
Ryy = —(ad + 2a + 2kc?)r? (3.4)
Rz = —(ad + 2a + 2kc*)r*send
R,UJ/ - O(M ?é V)v
e para o escalar de curvatura,
. . 2
k
R=6 9+(9) + (3.5)
a a a

O tensor momento-energia serd caracterizado em termos da densidade (p) e pressao
(p) do fluido que esta relacionado ao conteido material do universo (matéria e radiagcao), do
quadri-vetor velocidade u,, (onde u, = (1,0,0,0) e u#u, = 1) e a métrica do espago (g,,.).
Temos assim,

T;w - (lO + p) UyUy — PGuv- (36)

Como estamos considerando um fluido perfeito, a componente 7, é a densidade de
energia e os elementos da diagonal principal do tensor momento-energia, devem satisfazer a

relacdo T, = Ty = 133 que representam a pressao isotrdpica,
T,uu = d’lCLg [Ioa —D, =D, _p] . (37)
Ao considerarmos o elemento de ordem 00 das equagdes de Einstein, obtemos

1
Ry — §gooR = 87GTho + Agoo, (3.8)

€ consequentemente,

— 87Gp + A. (3.9)

Temos por fim,

+ - - —. (3.10)
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A (3.10) é conhecida como Equacdo de Friedmann. Ela descreve como a taxa de
expansdo varia devido ao contetido de matéria, a curvatura espacial e a constante cosmoldgica. A

quantidade H (t), ja mencionado na equagéo (2.18) é o pardmetro de Hubble.

Utilizando as outras componentes da diagonal na equacdo de Einstein, temos

a 4G A
@ 4= 3.11

conhecida como equacao da aceleracao.

Derivando a equacao (3.10) em relacdo ao tempo e utilizando a equacao (3.11), o
resultado que obtemos é chamada equacdo de continuidade (AMENDOLA; TSUJIKAWA,
2010),

p+3(g> (p+p) = 0. (3.12)

Temos, até agora, trés equagdes bdsicas que descrevem a forma como o universo se
expande, das quais, duas sdo independentes. Podemos observar que a equacgdo (3.11) pode ser
derivada das equacdes (3.10) e (3.12), com as fungdes a(t), p(t) e p(t). Desta forma, possuindo
um sistema com trés incdgnitas independentes, necessitamos de uma terceira equacdo que
relacione pressao e densidade de energia. Em geral, isso € feito introduzindo uma equacgdo de

estado do tipo p = p(p) , cuja forma é dada por,
Di = w;p;. (3.13)

onde o indice ¢ corresponde aos diferentes componentes do tensor momento-energia e w; €
chamado pardametro da equagdo de estado que pode ser uma constante ou dependente do tempo
(WEINBERG, 2008). Para o caso de matéria sem pressao (matéria baridonica e matéria escura)
w,, = 0, para radiacdo w, = % e a pressao de vicuo wy = —1 que estd associada a constante

cosmoldgica.

Desta maneira, como o universo possui componentes distintos, devemos ter uma equacao
de estado particular que descreva a contribuicdo que cada componente exerce para a dindmica do
cosmos. Quando nos referimos a pressao e a densidade de energia dos componentes, podemos
considerar que o somatdrio de cada uma dessas quantidades corresponde a pressdo e a densidade

de energia total do universo. Assim,
pr=>Y_pi=» wp; (3.14)

Reescrevendo a equagdo (3.10) temos,

TG k _ A

2= _r -8
5 (PHea) =3 PA=30G

Considerando p como sendo a soma das densidades de matéria baridnica (p;), matéria escura

(3.15)

(pam) € radiacdo (p,.), podemos dizer que a densidade total de energia é dada por

PT = Pb + Pdm T Pr T+ PA, (3.16)
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onde chamamos p, de densidade de energia escura.

Assim, podemos escrever,

8rG k
H2:T(pb+pdm+pr+p1\)_¥- (3.17)

3.2 Pardmetros Cosmologicos

Os modelos cosmoldgicos sdo representados em termos de seus parametros. Abaixo,

abordaremos os parametros cosmoldgicos mais relevantes para o nosso estudo.

3.2.1 Parametro de Densidade Critica

A definicao de densidade critica, servird de base para compararmos o quanto cada com-
ponente contribui para a densidade de energia total do universo (AMENDOLA; TSUJIKAWA,
2010). O valor é encontrado a partir da equagio (3.17) dividida por H?,

1 N A k
32’ T3 T e

~ 1. (3.18)

O pardmetro de densidade critica é definido como a densidade total de energia em um

universo plano (k = 0). Assim, temos:

3H(t)?

() = , 3.19

parlt) = —— = (3.19)
para um dado valor de H (t).
Atualmente, o valor da densidade critica é
3H?
er,0 = . 3.20
Per,0 8¢ ( )

O indice 0 refere-se a atual estimativa dos parametros cosmologicos.

3.2.2 Parametro de Densidade

Utilizando a densidade critica, poderemos determinar um pardmetro adimensional para

cada componente do universo. Definimos parametro de densidade, como

(1) Z((g (3.21)

O universo contém diferentes tipos de componentes, sendo assim, o indice ¢ serve para

identifica-los.

Chamaremos de pardmetro de densidade total, a soma de todos os parametros de densi-

dade referente a cada componente que constitui um determinado modelo de universo,

Q)= (3.22)
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Utilizando a informacdo da equacio (3.16) e dividindo por H? a equacdo (3.15), obtemos:

Qt) + Q = 1, (3.23)
onde
8tGpr k
Qt) = 0. =— . 24
=" %=—(pp (3.24)

Por vezes, nos referimos a valores atuais dos parametros de densidade. Assim, temos
respectivamente os parametros de densidade atuais da radiag¢do (fétons + neutrinos), da matéria

baridnica, matéria escura e energia escura (associada a A),

87Gpro 871G pp,o 871G Pam,o 871G a0
QT = 2 , = —7’ m = —7’ Q = — 3.25
,0 3H02 b,0 3H02 dm,0 3Hg A0 3H02 ( )
e o parametro de densidade atual associado a curvatura do espaco
Qo = i (3.26)
k‘,O - (CL0H0>2 . .

A fim de descrevermos o comportamento de todos os componentes do universo (conside-
rando que ndo hd interacdo entre eles), devemos achar a solu¢do da equacdo de continuidade
para cada um separadamente. Assim, utilizando a equacao (3.14) e supondo w; constante, inte-
graremos a equagao (3.12) para obtermos a densidade de energia em fung¢do de w; e do fator de

escala a:

a0)3(1+wi) (3 27)

pia) = po ( »
Portanto, aplicando a equagao (3.27) para os tipos de componentes no universo, temos
para a matéria ndo-relativistica (barions e matéria escura), p,,, ~ 0 = w,,, = O:

Qo

P = Pt (—)3 . (3.28)

a

Para o caso da radiagdo (relativistica), p, = % pr», OU S€Ja, W, = %, assim

an 4
or =0 (22) . (3.29)
a
Para a energia escura, descrita por w = —1 pela equacdo (3.13), ao utilizarmos a equa-

¢d0(3.12), temos a densidade da energia escura (p,) independente do tempo, e por consequéncia,
nao depende também de a.

Ao dividirmos a equagao (3.17) por H,? e utilizando as equacdes (2.14) e (3.27), conjun-
tamente com o resultados (3.25) e (3.26), obtemos:

H(z)

E(2) = \/ Qo1+ 2)* + Qo1+ 2)1 + Qag + Qo1+ 2)2 . B(z) = T 630
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Onde chamaremos F/(z) de parimetro de Hubble adimensional,

Ao fazermos z = 0, obtemos
Qo+ Qo+ Qa4+ Qpo =1, (3.31)

e chamando 2 = Q,, o + Q.o + 5 o teremos em simplicidade 2y + €2 o = 1. Dessa maneira,
podemos trabalhar de forma pratica com a curvatura associando-a a um parametro que podera
ser ajustado. Assim,

Q=1=Uo=0 (k=0)

Q>1=QPo<1l (k=1). (3.32)

Qo<1=Uo>1 (k=-1)

3.2.3 Paramentro de Desaceleracao

A partir das evidéncias da expansdo do nosso universo, surge a necessidade de encontrar
uma forma de quantificar a taxa com que ele se expande, ou seja, como H (¢) deve variar com o

tempo.

Expandindo o fator de escala a(t) por meio da série de Taylor ao redor do instante atual,
obtemos .
a(t) = al(ty) + alto)(t — to) + §d(to)(t — 1)’ + ... (3.33)

Dividindo a expressdo por a(tg),

a(t) 4o ;2 2
=1+ Ho(t—1tg) — —H;(t—1t . .34
al(to) + Ho( 0) 9 o 0) +..., (3.34)
onde definimos o parametro de desaceleracdo gy como
a(to) 1 &(to)d(to)
= - — =, 3.35
©E T E @) (-3

Sendo gy o valor do parametro de desaceleracdo para z = 0.

Como imaginava-se que o universo estivesse em expansao desacelerada, por conta da
presenca de matéria, a definicdo com o sinal negativo proporcionava um valor positivo para qp.

Em contrapartida, o valor negativo de ¢, sugere expansdo acelerada'.

Podemos escrever o pardmetro de desaceleracdo em fungdo de z. Escrevendo (3.35) para

um tempo arbitrario e analisando @, obtemos

at) = —— (3.36)

. d [aa d . dH

' A expansio acelerada foi comprovada pelos resultados dos trabalhos de Perlmutter et al. (1999) e Riess et al.
(1998), rendendo-lhes o Prémio Nobel de Fisica em 2011.
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Escrevendo dH /dt,
dH dadzdH a dH
—_— = =——(1 —_— .
G didad: - Al tAE (3.38)
Logo,
dH
i=aH?—a(l+z)H—. (3.39)
dz
Finalmente, temos: ( )
14 2)dH
=14 -2 3.40
q(2) g (3.40)

Consideremos um modelo de universo que contenha energia escura, matéria (baribnica
e escura) e curvatura. Para a classe de modelos em questdo, derivamos a equacgdo (3.30) e

substituindo em (3.40), obtemos o parametro de desaceleracdo para z = 0,

1 30+ 2(1 = Qo — Qo)

=—1+-— , 341
0 2 | Qo+ Qo+ 1 — Qo — Qno (3.41)

qo = = —Qro. (3.42)

Devemos observar que ao considerarmos o modelo acima, uma medida do parametro g
nos diria algo a respeito dos pardmetros €2, o € {25 . Como néo sabemos tudo que preenche o
cosmos, ¢ nos fornece uma nova forma de olhar para o universo. Em principio, ¢y podera ser
medida diretamente por meio de observacdes de objetos a grandes distancias (galdxias distantes,
por exemplo). Como foi mostrado no capitulo anterior, estudos utilizando supernovas do tipo la

forneceram resultados que mostram que o universo parece estar acelerado (LIDDLE, 2003).

A figura (3.1) mostra o plano €2,,, o - {25 o em que a linha cheia (em azul), indica um
universo sem aceleracdo (qo = 0). Em valores abaixo dessa linha (¢y > 0), o universo estd atual-
mente desacelerado e acima (gy < 0) acelerado. Pontos sobre a linha tracejada, correspondem a
um universo plano (€25 o = 0). Abaixo dessa curva, teremos um universo aberto ({2, o < 1) e

acima fechado ({25 o > 1).

Portanto, a descoberta da aceleracdo do universo destacou-se como um grande avango
da cosmologia observacional. As pesquisas de supernovas do tipo la, indicaram a existéncia
da componente "energia escura" representada pela constante cosmoldgica A, que se opdem
a atracdo da matéria fazendo com que a expansdo do universo seja acelerada. Desde entdo, a
disponibilidade cada vez maior de conjunto de dados, combinado com medidas indiretas, tais
como a CMB ou a BAO, confirmam a existéncia da energia escura, que € responsavel atualmente
por aproximadamente 73% da densidade de energia do universo. A porcentagem restante estd
principalmente na forma de matéria fria, sobretudo, sob a forma de matéria escura.(BARREIRA;
AVELINO, 2011).

Logo, os dados observacionais apontam para o atual modelo cosmolégico, tido como

padrio, que considera o universo espacialmente plano, homogéneo e isotrépico, constituido
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basicamente por matéria baridnica, matéria fria escura (CDM, do inglés, Cold Dark Matter),
fétons, neutrinos e energia escura com w = cte = —1. Esse modelo é conhecido como ACDM

(modelo padrdo), que também € chamado de modelo de concorddncia.

T
Lok

Qo

o4t

o0k

Qo

Figura 3.1 — Gréfico que demonstra uma classe de modelos que contém matéria (sem pressao),
constante cosmoldgica e curvatura.

3.3 xCDM

O modelo xCDM? é uma pequena modifica¢io do modelo padrio ACDM. Nele, a energia
escura € descrita por um fluido homogéneo com o parametro da equacgdo de estado,

wy = 22 (3.43)
Px

onde w, € uma constante livre diferente de —1. Esse modelo foi introduzido por Turner e White
(1997) com o objetivo de testar as consisténcia dos dados da expansdo do universo com a
constante cosmoldgica. Para w, constante, hd dois intervalos de interesse: 1) —1 < w, < —1/3,
conhecido como xC'D M padrio; ii) w, < —1, conhecido como xC' D M estendido ou phanton
energy (CALDWELL; LINDER, 2005).

Utilizando a equagdo (3.43) na (3.12), obtemos

b+ 33 (1+ w,) po = 0, (3.44)

2Também pode ser escrito como wC DM
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que tem como resultado
pa = poa ), (3.45)

onde podemos observar que o fluido = s6 podera ter densidade constante se o valor de w, for
igual a —1.

A equacio de Friedmann para esse modelo € escrita como
1/2
H(2) = Hy |Qno (1+2)° 4+ (1 = Qo) (14 2)°TF) | (3.46)
sendo (2,,, o € w os parametros livres. Sendo essa a parametriza¢do mais simples, pois hd outras

que permitem que w, varie com o tempo.

3.4 A(t)CDM

Estudos ja realizados com A apontam uma grande diferenca do valor observado da
constante cosmoldgica e o seu valor tedrico obtido pelas teorias quanticas de campo, sugerindo
como possivel solucdo a variagio desse termo cosmoldgico, ocorrendo um decaimento a partir

de um grande valor até um pequeno valor observado hoje, a medida que o universo se expande
(BORGES; CARNEIRO, 2005).

A energia escura continua sendo interpretada como a energia de vdcuo, mas o valor
de A deixa de ser constante e passa a obedecer uma lei de evolugdo, onde sugere que A seja

proporcional ao parametro de Hubble

sendo o uma constante positiva da ordem do cubo da massa do pion e adotamos 87G = ¢ = h =

1. A equacdo de estado do vacuo possui w = —1 como no modelo de concordancia,

pa = —pa = —A. (3.48)

Para o nosso trabalho, foi utilizado o modelo A(t)CDM plano que servird de apoio ao

nosso estudo.

Consideremos um cendrio cosmoldgico preenchido com matéria baridnica, matéria escura

e energia escura, onde utilizaremos as equacdes de Friedmann (3.10) no caso espacialmente
plano e da continuidade (3.12),

3H? = py + pa, (3.49)

P+ 3H (pm + D) = —A. (3.50)

Podemos interpretar a equagdo de continuidade (3.50) como possuindo um termo fonte, que com
o decaimento da densidade de energia do vacuo, ocorrerd a producao de particulas de matéria

escura.
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O desenvolvimento tedrico para o caso plano, € discutido de maneira detalhada em Borges
e Carneiro (2005), Carneiro et al. (2006) e Pigozzo (2010). Sendo assim, 0 nosso interesse esta

na equagao de Friedmann para A(t)CDM - plano,
H(z) = H, [1 QO (14 2)3/2] , 3.51)

sendo 2y = 1 — §2,,, e pardmetros livres €2,, e h.



4 METODOS ESTATISTICOS

Devido ao grande conjunto de dados de observacdes cosmoldgicas coletados nas dltimas
décadas, o estudo e compreensao do universo mudou, nao apenas de forma quantitativa, mas
também qualitativamente. Como o objetivo dos cosmdlogos € estudar a origem e evolugao fisica
do universo, vem sendo um desafio extrair informacdes significativas dos dados coletados. Mesmo
assim, ao longo dos anos, foi possivel estruturar um modelo cosmoldgico padrao (AC'DM) que

torna possivel a descri¢do do universo por meio de um conjunto de parametros fisicos.

Como a cosmologia tornou-se uma ciéncia orientada pelos dados, o uso de ferramentas
estatisticas cada vez mais sofisticadas fez com que o estudo cosmolégico possuisse uma relacao
intrinseca com a estatistica: conhecimento sobre barras de erro e portanto intervalos de confianca
de uma medicdo. Assim, o uso basico de ferramentas estatisticas tornou-se indispensdvel para a

compreensdo da literatura cosmoldgica recente (VERDE, 2010).

Neste capitulo, introduziremos com objetividade as ferramentas estatisticas que dardo
base ao nosso trabalho. Comegaremos com uma breve introduc¢ao sobre as técnicas de inferéncia
estatistica (método de comparacdo entre previsao tedrica e dados observacionais ou experimen-
tais) baseada na estatistica Bayesiana. Como as andlises que serdo feitas ndo utilizam a anélise
bayesiana em toda sua complexidade, abordaremos tdpicos introdutérios com a finalidade de nos
guiar para as técnicas utilizadas em Cosmologia, incluindo o método proposto neste trabalho: a

estatistica mediana.

4.1 Inferéncia Bayesiana

A estatistica atual € basicamente dividida em Inferéncia Frequentista (ou Classica )

e Inferéncia Bayesiana. Podemos ver a diferenca bdsica entre as duas pela suas defini¢des
(GREGORY, 2005):

Inferéncia Definicao
P(a) é o nimero de vezes com que o evento ocorre sobre o
Frequentista (Classica) numero total de ensaios, no limite de uma série infinita de

repeticoes. Sendo a uma varidvel aleatdria.
P(alb) é um nimero real que medira a plausibilidade de uma
Bayesiana proposicao/hipétese a, se a proposic¢ao representada por b é
admitida como verdadeira.

Tabela 4.1 — Comparacio entre as inferéncias estatisticas por suas defini¢cdes basicas de probabi-
lidade .
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A chamada escola frequentista do pensamento define probabilidade como o limite para o
nimero de ensaios independentes que tendem ao infinito, enquanto que os Bayesianos interpretam
a probabilidade como grau de crenca em uma hipdtese. Mas a definicdo de probabilidade
frequentista € no entanto insatisfatério em alguns aspectos. Ao assumir que ensaios repetidos t€ém
a mesma probabilidade de resultados, ela ndo pode lidar com situa¢des que nao sdo passiveis de
repeti¢do, como a probabilidade de uma pessoa ser alvejada por uma bala "perdida". No contexto
cosmoldgico, temos uma pequena amostra do universo, onde precisamos estimar parametros
que possam descrever o universo como um todo. Questdes como essas ndo podem se quer ser
formuladas em uma inferéncia classica (GREGORY, 2005).

A nossa varidvel aleatdria (evento) a possui probabilidade P(a) de assumir um valor
especifico; chamamos esta fun¢do de distribuicdo de probabilidades. Caso os valores possiveis
de a sejam continuos, possuindo um valor entre a e a + da, a expressdo P(a) é chamada de
densidade de probabilidades: P(a)da é a probabilidade de uma varidvel aleatdria a assumir um

valor ente a e a + da.

Os Frequentistas consideram apenas distribui¢cdes de probabilidades de eventos, en-
quanto Bayesianos consideram hipdteses como eventos. Mas tanto na distribui¢do de inferéncia

frequentista quanto na Bayesiana, as seguintes regras sao aplicaveis:

1. P(a)>0
2. [ _Jr;o P(a)da = 1. No caso discreto, trocamos a integral por soma.
3. Para eventos mutuamente exclusivos, P(a; U az) = P(aq) + P(as)

4. Em geral, P(ay,as) = P(a;)P(az|a;). A probabilidade de a; e ay ocorrerem, é o produto

da probabilidade de a; pela probabilidade de as, condicionada que a; tenha ocorrido.

O item 4 deve ser observado com atencdo. Caso ocorram eventos independentes, onde
P(az|a;) = P(az) podemos escrever P(ay,az) = P(ai)P(az]ar) = P(ar) - P(az). Como a
probabilidade de que dois eventos ocorram pode ser escrita tanto como P (aq, az) ou P(ag, ay),

a0 substituir a; por D (dados) e a, por H; (hipStese), obtemos o teorema de Bayes'

P(H;)P(D|H;)
PD)

P(H|D) = (1)

onde,

e [, proposicao afirmando a verdade de uma a hipétese (ou modelo) de interesse;
e D, proposicao referente aos dados (ou conjunto de dados observdveis);

e P(H;|D), probabilidade posterior (a posteriori) de H;;

'P(a1)P(azlar) = P(az)P(ax|as) = Plaglar) = Flezfplales)
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e P(D|H,;), verossimilhanca (likelihood);
e P(H;), probabilidade a priori sdo as informagdes que temos do modelo;

e P(D), fator de normalizagdo.

O termo P(H;|D) é a probabilidade posterior (a posteriori) da hipétese, considerando os dados.
Este é proporcional ao produto da probabilidade prévia para a hipétese P(H;), pela distribui¢do
amostral dos dados P(D|H;) que é a probabilidade do conjunto dos dados que obtemos, caso
H; seja verdadeira (também chamada de fungdo de verossimilhanca L£(H;) = P(D|H;)). A
constante de normalizacdo no denominador € a probabilidade marginal (em cosmologia muitas
vezes chamado de "evidéncia Bayesiana")(TROTTA, 2008) dada por

P(D) = ZP(D!HZ-)P(HZ-), 4.2)

em que a soma € executada sobre todos os possiveis resultados para a hipétese H;. O Teorema
de Bayes é uma receita de como se aprende com a experiéncia, renovando a credibilidade nos

modelos a luz dos dados observacionais.

4.1.1 Marginalizacdo

A marginalizacio € um procedimento com o qual podemos eliminar parametros de forma
democratica, com o intuito de estudarmos outros parametros de forma independente. Considera-
mos, até o momento, distribui¢des de probabilidade de uma varidvel aleatéria a, mas poderemos
de forma andloga definir distribui¢des multivariadas, uma distribui¢do de probabilidade conjunta

de duas ou mais varidveis, por exemplos P(a, b).

Sejam w e A proposicdes acerca de dois parametros distintos, sua probabilidade posteriori

serd P(w, A). A regra do produto para dois pardmetros distintos pode ser escrito como

P(w,A) = P(w) x P(Alw)

(4.3)
=P(A) x P(w|A).

Como desejamos que A seja eliminado, assumiremos que este pardmetro seja discreto.
Assim, devemos quantificar todas as possibilidades acerca de A, assumindo qualquer dos valores:
A; ou A, ou Aj etc. Supondo para cada termo um certo nivel de verdade, a operagdo 16gica
"ou"representa uma soma A; = A; + Ay + A3 + .. ., passando por todos os valores possiveis

independentes entre si, teremos a unidade:

P(A;) =1. 4.4)

O parametro w sera verdadeiro para cada valor possivel de A, ou seja, w, A;. Conside-

rando a probabilidade P (w, A;) verdadeira, aplicando a equacdo (4.3) que é a regra do produto e
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(4.4), teremos,

=1 x P(w|A;) (4.3)
=P(w).
Como consideramos eventos independentes,
P(w|A;) = P(w). (4.6)

Referente ao lado esquerdo da equagdo (4.5), aplicamos a propriedade distributiva do
produto légico:

como os A; sdo independentes entre si, temos,
P(w) = P(w, 4;)
=P(w, A1) + P(w, A2) + ...

— ZP(w,Ai).

(4.8)

Estendendo essa ideia para o caso em que A € um parametro varidvel de forma continua

ao invés de um parametro discreto, podemos escrever
P(w) = / dAP(w, A), 4.9)

onde a quantidade P(w) corresponde a distribui¢ao posterior marginal para w. Para um para-
metro continuo do tipo w, teremos a func¢do densidade de probabilidade marginal a posteri-
ori.(GREGORY, 2005)

Assim, em Cosmologia, podemos restringir simultaneamente os parametros de um
modelo, como por exemplo, se tivermos dois pardmetros § = {{2,,, w} e quisermos saber a

distribuicao de probabilidade individual de §2,,, teremos

P(Q,,) = / dwP(Q, ). (4.10)

4.1.2 Estimacdo de Parametros

Na tentativa de melhor compreender o universo, formulamos uma classe de modelos
descritos por um conjunto de pardmetros ¢ e, com um conjunto de observacdes, buscamos
ajustar a classe de modelos aos dados coletados. O modelo devera ser motivado por argumentos
fisicos e descritos por uma fun¢do, para que assim, possamos verificar o quao préximo o modelo

deva estar do que se € observado na natureza. O método escolhido para a coleta de dados deve
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estar previsto no modelo adotado para que possamos confrontd-los. O modelo utilizado por
nos serd descrito pelo pardmetro de Hubble em fun¢do do redshift e dos pardmetros H (z;, 6).
Os dados que usaremos no nosso trabalho sao obtidos por meio do médulo da distancia. Este
método calcula,por exemplo, o médulo da distincia utilizando a magnitude aparente de um
objeto observado que definiremos como fis(2;) € chamaremos o valor previsto no modelo

teérico de 1(z;|0).

Ao coletarmos alguns dados, gostariamos de interpreta-los em termos do modelo que
assumimos como verdade. Adotando, por exemplo, o modelo cosmoldgico AC' DM, as restricdes

surgem por meio da comparagio do médulos teérico da distancia?,

Hod
11(zi|0) = 5logio ( 0 L) — 5logioh + 42, 384. 4.11)
C

com o médulo da distdncia observacional fi.s(z;), inferido a partir dos dados de redshifts
de supernovas. Sendo d(z) = dp(z|f) a distdncia luminosidade, para os pardmetros § =
{Qn, Qa, H,} do modelo, dado por (2.33), onde o valor de F(z) serd

E(2) = /Qu(1+ 2)3 4+ Qp + Q. (1 + 2)2, (4.12)

com €2,,, ). e 25, sendo respectivamente os parametros de densidade atuais da matéria (barionica
e ndo-baridnica), curvatura do espago e energia escura. Assumimos que o parametro da equacgao
de estado € constante e vale w = —1 e o valor do pardmetro de densidade de curvatura serd dado
por Q) =1 —Qp — Q.

Utilizando o Teorema de Bayes, temos

7D(,uobs|gzm7 QA7 HO)P(QWM QA; Ho)
P(Mobs) ’

como ndo hd vinculos a priori sobre os pardmetros, vamos supor que o prior P (2, Qx, H,)

P(QT)’HQA;HO“vLObs) = (413)

seja uniforme, ou seja, ndo possua informacdes adicionais sobre o sistema. E como o termo
de normalizagdo P (ueps) € irrelevante para a estimacgdo de parimetros (em outras situagdes,
como selecdo de modelos, este termo tem um papel crucial), a probabilidade posterior serad

proporcional a verossimilhanca
P(Qma QA: Hol,uobs) X P(Mobs|Qma QAa HO)P(Qm7 QAa Ho)- (414)

O melhor modelo, nesse caso, € 0 que maximiza a verossimilhancga.

Por se tratar de uma probabilidade, a verossimilhanca tem por obrigagdo ser real e
positiva. E sendo um elemento de ligacdo com os dados medidos, deve necessariamente conter
as observacgdes. Basicamente, a verossimilhanga tenta quantificar os desvios entre os valores
medidos experimentalmente (observdveis) e os valores preditos teoricamente (estimador). A

quantificacdo pode ser feita por meio de qualquer fun¢do matematica que descreva esses desvios.

Zver as equacdes (2.40) e (2.41)
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Se soubermos quais sdo os parametros, podemos calcular a distribui¢do esperada dos dados. As

mais comuns sdo as distribui¢cdes Binomiais, de Poisson e Gaussiana (GREGORY, 2005).

Supondo que nossas observacdes sdo estatisticamente independentes e que seguem uma
distribuicdo de Gauss, a fun¢cdo matematica que pode descrever os desvios € a fungdo Gaussiana,
2

P (obs| U, U, H,) = Oexp(—’%x (4.15)

onde a constante C' serd incorporada 2 normalizacdo da distribuicdo. O termo 2 é a soma

quadrética dos residuos, que € dado por

i o (1) ;QM(ZAQ)]Q. (4.16)

i=1 (

X2

Assim, ao consideramos que os erros seguem esse tipo de distribuicdo, a0 maximizarmos a
verossimilhanga, minimiza-se o x? (HUGHES; HASE, 2010).

Chamamos a equacio (4.16) de andlise estatistica y2, onde N corresponde ao nimero
de supernovas no conjunto de dados fi.s(2;) € 11(2;|0) nos fornece a predi¢do do modelo ao
fixarmos os pardmetros representados por § = {6;}. O denominador o7 esté associado aos erros
observasionais relacionados as medidas do redshift’ ou médulo de distancia (o7 = o2, + 07, ).
Este teste permite dizer se existe diferenca significativa entre um conjunto de dados observados

e um modelo tedrico.

Ao utilizarmos a anélise y2, estamos assumindo por hipétese que:

1. Os resultados experimentais sao estatisticamente independentes.
2. Nao hé erros sistemadticos.
3. Os erros experimentais seguem uma distribuicdo de Gauss.

4. O desvio padrao dos erros estatisticos € igual a incerteza da observacao.

Como pretendemos maximizar a probabilidade a posteriori P(Q,, Qa, Ho|ttobs), 20
escolhermos uma distribui¢do gaussiana para a verossimilhanga, queremos obter valores para
que os parAmetros f minimizem o argumento da exponencial x2. Sendo assim, para a estimativa
de erro, os intervalos de confianca devem ser considerados. Barras ou elipses de erro, nada
mais sdo que manifestacdes de intervalos de confianca. Esses s@o inferidos a partir da funcao de

verossimilhanga.

Na andlise x?2, ao considerarmos que os erros de medi¢do sdo normalmente distribuidos
e que o modelo € linear nos pardmetros, se define que o nimero de graus de liberdade como

n = N — j,onde N é o tamanho da amostra e j o nimero de parametros livres de §. Um modelo

3Geralmente, os erros associados a medida do redshift sdo desprezados.
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tedrico ajusta-se bem ao conjunto de dados experimentais, quando o valor minimo calculado

para x? é aproximadamente igual ao nimero de graus de liberdade (PRESS, 1992).

O nivel de confianca em um espacgo de j dimensdes sdo determinados por meio do valor
Ax*(0;) dado por,
AX*(05) = X*(05) = Xonin (4.17)

Por exemplo, se temos dois parAmetros livres, para um valor de Ayx? = 2, 30 teremos
um nivel de confianga de 10(68,3%), Ax? = 6,17 corresponde a 20(95,4%) e Ax? = 11,8 a
30(99, 73%). Valores de Ax? e seus correspondentes niveis de confianga, segundo o nimero de

parametros livres, poderdo ser encontrados em Press (1992).

4.2 Estatistica Mediana

Assim como no x2, em que foi utilizado dados de Supernova Tipo Ia (SNIa), descre-
veremos agora um método alternativo de andlise de dados chamado Estatistica Mediana*(ver
apéndice - A), inicialmente proposta por GottllI et al. (2001), em que ele argumenta por meio
de exemplos convincentes, que o método proposto por ele é uma alternativa confidvel para o
x2. Houve uma sugestdo de modificacdo no método por Avelino et al. (2002), com o intuito de
melhorar a sua precisdo. Em nosso trabalho, iremos também propor uma modificacdo simples
criando condi¢des para estudarmos os parametros cosmoldgicos que podemos obter a partir do

método.

A ideia bésica da estatistica mediana € que o verdadeiro valor de uma quantidade fisica é
a mediana do conjunto de medidas. O método baseia-se no pressuposto de que o conjunto de
dados responde apenas a dois requisitos estatisticos: (1) todas as medi¢des sdo independentes
e (2) ndo ha erros sistemdticos para o conjunto de dados como um todo. Ao descartamos as
hipéteses (3) e (4) (mencionados anteriormente para o caso x2) podemos ainda fazer afirmacdes
bastante consistentes sobre os dados analisados. Portanto, mediana ndo depende dos erros de

medicio (GOTTIII et al., 2001), o que € uma vantagem se 0S erros sao suspeitos.

Ao utilizarmos qualquer método estatistico, quanto menos pressupostos precisarmos
fazer sobre um determinado conjunto de dados, maior serd a confianga nos resultados que dela
derivam. Comparando com o x?, a analise mediana mostra-se menos sensivel a valores extremos

porque requer menos hipdteses estatisticas (GOTTIII et al., 2001).

GottlII et al. (2001) argumentaram que a presen¢a de um ou mais pontos de dados "de-
feituosos" (muito distante dos valores coletados) poderiam distorcer severamente o 2, enquanto

que os resultados da mediana permaneceriam os mesmos. Como exemplo, GottIII et al. (2001)

#Na estatistica e teoria de probabilidade, chamamos de mediana o valor numérico que separa a metade superior
dos dados de uma amostra (ou distribui¢do) ordenada de forma crescente a partir da metade inferior (MURTEIRA;
BLACK, 1983).
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imaginaram que se alguém medisse o peso de um milhdo de pinguins imperador adultos e encon-
trasse um peso médio de 45kg, poderia deduzir com base nos dados observados, que os valores
seguiriam uma distribuicdo de Gauss. Supondo que o mais pesado pese 67kg, a probabilidade

de se pesar o pinguim adulto 1000.001 com peso superior a 90kg serd de P = Apoés

1000 001"
a pesagem dos 1000.001 pinguins, uma vez que todos os dados sdo independentes, cada um
dos pinguins devem ter chances iguais de ser o mais pesado. Assim, o ultimo pinguim tem a

probabilidade ———— de pesar mais que 67kg. Isso pode ser relevante no caso de supernovas.

1000 001
Usando um conjunto de dados de supernovas, pode-se encontar aquela que € "estranha"em
relacdo as outras, por apresentar uma magnitude 400 vezes maior que o normal (QUIMBY
et al., 2014) (NICHOLL et al., 2013). Se ndo formos capazes de reconhecé-las como uma
classe separada, podemos poluir indevidamente os dados - algo que ndo ocorre com a mediana
estatistica, pois como ndo ha suposi¢des sobre a distribui¢do, ha menos influéncia de valores
extremos. Sendo assim, informagdes suficientes sobre um pinguim (supernova), que devem ser
capazes de identificd-las como uma espécie diferente (classe de supernova), podemos evitar as
distor¢des nos resultados. As distribui¢des y? sdo particularmente propensas a estes erros, pois a

distribui¢do normal cai rapidamente a grandes valores ( tipo exp [;—’f] ).

Partindo do principio de que os resultados experimentais sao estatisticamente indepen-
dentes e que nao haverd erros sistematicos, esperamos que apods a realizagdo de um nimero
grande e finito de medi¢cdes possamos encontrar a mediana verdadeira (MV). Mas para que
isso ocorra, por hipétese, o valor da MV sera obtida com o niimero /N de medidas tendendo ao
infinito. Isso € quase equivalente a hipétese de que ndo hd erros sistemdticos, pois se tomarmos
um trilhdo de medicdes, e cada uma € uma medida justa, poderiamos esperar que naturalmente
metade das medidas estaria acima do valor verdadeiro e metade abaixo. Se observarmos, existem
algumas distribui¢cdes como a de Cauchy que ndo possui um valor médio definido no limite de
N grande, mas ainda tem muito bem definida valores medianos (GOTTIII et al., 2008). Portanto,
com um nimero muito grande de medi¢des (com N tendendo ao infinito) e supondo que cada
medic¢do individual seja estatisticamente independente, cada medicao tem a possibilidade de
50% de estar acima ou a abaixo da mediana verdadeira (GOTTIII et al., 2001)(ver figura (4.1)).

Consideremos um conjunto de dados que consiste em N medi¢des para uma quantidade
que atenda aos dois requisitos acima. Organiza-se as N medi¢des (M) do valor mais baixo
para o mais alto, de tal maneira que My,; > My, onde k = 1,2,3,...N, entdo existe uma
probabilidade de 50% de que cada medigdo esteja acima (ou abaixo) do valor da mediana
verdadeira (MV) da distribui¢do, que deve estar situada entre M}, e My, (ver figura 4.1). Entdo,
ao executarmos N medi¢des, a probabilidade de uma quantidade &k dessas medidas estarem

acima (ou abaixo) da MV ¢é simplesmente dada pela distribui¢do binomial,

2-N NI
KI(N — k)

onde My = —oo e My41 = +00. Devemos observar que a (4.18) faz o papel da verossimilhanca

Pbinomial(ka N) = (418)
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(GREGORY, 2005).

Notemos que para N grande, o valor esperado da distribui¢do de largura x, da MV
é < x >= 0,5, com desvio padrio < r— < x >2>1/2= 1/(4N)¥2. Com o aumento de
N até o infinito, uma distribuicdo Gaussiana € atingida e a estatistica mediana recupera a
proporcionalidade usual do desvio padrio para 1/N'/? (GOTTIII et al., 2001).

Sendo o conjunto de dados fi.ps(2;)(¢ = 1,2,...N), a verossimilhanga dos pardmetros
cosmoldgicos # é obtida por meio da contagem do nimero de valores de observagdes que ficam

acima (ou abaixo) da curva dada pela Eq. (4.11).

Médulo da distincia

v

Redshift

Figura 4.1 — Ilustracdo de pontos acima ou abaixo da curva tedrica.

Devemos ter cuidado com o fato de que ao utilizarmos a probabilidade, a estatistica
mediana conta apenas o nimero de pontos experimentais acima ou abaixo da curva tedrica. Ela
nao faz distin¢c@o entre as varias maneiras em que esses pontos possam estar distribuidos. A
probabilidade de uma sequéncia de pontos estarem acima e outra sequéncia abaixo, é a mesma.
Por exemplo, em um conjunto de dados em que a primeira ter¢a parte dos pontos esteja acima da
curva do modelo, a segunda terca parte abaixo e a terceira acima, tem a mesma probabilidade
(quando calculado com a mediana). Como também pode ocorrer que uma sequéncia de pontos
esteja acima da curva, outra sequéncia abaixo, em seguida novamente acima e assim por diante
(figura 4.2). Esses dois casos nao devem ser diferentes, uma vez que o primeiro caso pode vir a
ser um ajuste ruim para os dados por ter exatamente a dois tercos acima dos pontos € um terco
abaixo da mediana. O problema de ndo conseguir "enxergar"a sequéncia também existe, até certo
ponto, para a andlise x? (AVELINO et al., 2002). No entanto, a diferenga essencial é que, nesse

caso, as barras de erro sdo conhecidas, o que atenua substancialmente o problema.
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Figura 4.2 — Ilustracdo das possiveis distribui¢des dos pontos acima ou abaixo da curva tedrica.

Avelino et al. (2002) ao observar esse problema, propde ndo somente a contagem do
nimero de pontos acima(ou abaixo) da previsdo tedrica, mas também leva em consideragdo o
tamanho da maior sequéncia continua encontrada ou o nimero total de sequéncias continuas.
Para isso, foi feita a ordenacdo do conjunto de dados de SNIa do menor redshift para o maior e
em seguida foi feita a divisdo dos dados em n intervalos, com /V; sendo o nimero de SNIa no

intervalo j(j = 1...n). Desta maneira, a probabilidade global dos pardmetros 6 é dado por,

n
Protat = | | Prinomiar (ks, Ny), (4.19)
j=1
onde k; € o nimero de pontos que estdo no intervalo j abaixo (ou acima) da curva tedrica
dada pelos parametros. Portanto, ao dividirmos o conjunto de dados em grupos de supernovas,

evitamos resultados discrepantes.

Para aplicagdo do método da mediana, ordenamos o conjunto das 580 SNe Ia em funcdo
dos redshifts (SUZUKI et al., 2012), do menor valor de z para o maior. Seguimos a sugestao de
Avelino et al. (2002), que ao modificar o método proposto por GottlII et al. (2001), verificou
melhor eficdcia ao dividir os dados em pacotes menores. Sendo assim, apds a ordenagdo dividimos
em quatro grupos com 145 supernovas. Outras maneiras de dividi-los sdo possiveis, no entanto foi
verificado por nds, que hd um limite ao dividirmos o tamanho de cada grupo. Dividir em seis ou
mais grupos, a depender do tamanho do pacote de SNe Ia utilizado, mostrou-se relevante quando
a quantidade de medidas de cada pacote for menor ou igual a 20%. Por tentativa, observamos

que o valor mais interessante, de acordo com os resultados obtidos, estd entorno de 25%.

Partindo dos conceitos até aqui discutidos sobre a estatistica mediana, propomos um pe-
quena modificacdo neste método. Ao invés de contarmos o nimero de pontos que poderiam estar
acima ou abaixo da curva tedrica, contariamos a quantidade de pontos que estdo percentualmente
mais proximos da curva tedrica, dentro do intervalo da barra de erro associada aos dados da SNe
Ia, e os pontos que estdo acima (ou abaixo) da margem superior (ou inferior) da barra de erro
(ver figura (4.3)).
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Figura 4.3 — Ilustracdo da distribuicdo de pontos acima ou abaixo da curva tedrica.

Para garantir que a quantidade total de pontos coletados seja um nimero inteiro positivo,

incluimos no algoritmo uma funcao de arredondamento. Os resultados dessa mudanga mostraram-

se bastante significativos ao analisarmos os dados de supernovas, como podemos verificar no

grafico (4.5). O fato de utilizarmos as barra de erros, nao viola a hipétese (2) pois apenas as

utilizamos para conhecer o quao préximo o ponto estd percentualmente acima (ou abaixo) da

curva tedrica, permitindo também contabilizar os pontos que estdo sobre a curva.
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Figura 4.4 — Método proposto por Avelino

et al. (2002).

Qo

1LOF ™77

08F

0.6F

04k

0.1 0.4

Figura 4.5 — Método proposto em nosso tra-

balho.

Ao compararmos a proposta do nosso trabalho com a mudanca feita por Avelino et al.

(2002), podemos notar que o método utilizado no grafico (4.4) mostra-se mais restrintivo do que

o método proposto por nds (grafico 4.5). Porém, ao utilizarmos as barradas de erro, analisamos

uma faixa maior de informagdes dos dados. Assim, apesar dos resultados do nosso trabalho
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apresentarem com menor restringdo em comparacdo com Avelino et al. (2002), os valores dos

parametros entre os métodos sao proximos (tabela 4.2).

AC'D M,
Qm,O QA,O
SNe Ia (Método proposto) | 0.27070193  0.73075:217
SNe Ta (Método Avelino) | 0.253703%%  0.69010 15

Ajuste

Tabela 4.2 — Comparagdo entre os métodos proposto neste trabalho e o de Avelino, aplicado ao
modelo AC' D M}, (padrdo com curvatura).



5 RESULTADOS DAS ANALISES

Ao aplicarmos o método da Estatistica Mediana, utilizamos dados de Supernovas do
Tipo Ia, relacionando redshift e a magnitude. Como j4 foram definidas anteriormente, a primeira
grandeza nos d4 a informac¢do de que quanto maior for o deslocamento espectral das linhas
de emissdao ou absor¢do, maior serd a distancia da fonte até nés. A magnitude € uma escala

logaritmica de medida de fluxo de radiagdo.

Utilizamos o catdlogo de conjunto de dados do Supernova Cosmology Project (SCP)
intitulado Union 2.1 SNe la Complitation publicado em 2012 (SUZUKI et al., 2012), que é
uma atualizacdo do Union 2 (AMANULLAH et al., 2010), que reuniu 833 supernova de 19
conjuntos de dados. Destes, 580 SNe Ia no intervalo de 0.015 < z < 1.414, passaram por "cortes

nl

de qualidade"’ e todas as supernovas foram ajustadas usando um unico filtro da curva de luz.
O método utilizado pelo SCP para o tratamento das curvas de luz de modo a obter um valor
verossimil para o brilho mdximo da emissdo do pacote de dados com o intuito de estimar o
modulo da distincia, € o ajustador SALT 2 (Spectral Adaptive Lightcurve Template) (GUY et

al., 2007).

Uma vez que as supernovas em altos redshifts ndo obedecem a relagdo linear de Hubble,
um modelo cosmoldgico € assumido para estimar o médulo da distancia. Geralmente, o modelo
padrao (ACDM) é o mais utilizado. A figura (5.1) apresenta o grafico do médulo da distancia (u)

em funcdo do redshift (z) para as supernovas presentes na compilacdo Union 2.1.

T
46} -
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Figura 5.1 — Mdédulo da distancia(y) em funcao do resdhift(z) para as 580 SNe Ia do catdlogo
Union 2.1.

'A qualidade dos dados de supernovas pode ser controlada a partir de cortes restritivos aplicados as amostras.
Por consequéncia, hd uma redugdo no tamanho das amostras. Porém, com critérios de selecdo bem definidos, resulta
em um ganho na qualidade das dados.
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Como haviamos mencionado na sessdo 2.4, hd pacotes de dados mais modernos de SNe
Ia, como SNLS3 (ASTIER et al., 2009) e JLA (BETOULE et al., 2014), porem como 0 nosso
interesse € estudar a aplicacdo do método estatistico proposto neste trabalho, um pacote com um

numero considerdvel de SNe que permita a utilizacdo da estatistica mediana ja € suficiente.

Modelo Parametros Livres
AC'DM plano Qo h
AC DM, Qn0s Qa0
x — C DM plano Q05 W
A(t)C DM plano Qs h

Tabela 5.1 — Parametros livres em modelos analisados.

Consideramos importante utilizarmos diferentes classes de modelos cosmolégicos (ver
tabela (5.1)), pois ao mudarmos as classes, outros parametros sao apresentados, e estes podem ser
mais restringidos ou ndo pelos dados. Assim, ao compararmos o comportamento dos métodos da
mediana e x? em relacio aos diferentes pardmetros, foi possivel obter informagdes interessantes

sobre ambos 0s métodos.

Neste trabalho, utilizamos os seguintes modelos: AC DM e AC' D M, que sdao os modelos
padrio espacialmente plano e com curvatura qualquer, respectivamente. w — C'DM € uma
variacdo do modelo padrio, onde é permitido que o parametro de estado w, possa assumir
valores diferentes de —1. Por fim, utilizamos o modelo A(¢)C'DM que é conhecido como

modelo de interacao do setor escuro espacialmente plano.

5.1 ACDMPlano

O gréfico da figura (5.2), mostra os graus de confianga sobre os parametros (2,,, o € h,
que correspondem respectivamente a 68, 4% (1o - curva de nivel mais interna), 95, 4% (20) e
99, 7% (30 - curva de nivel mais externa), obtidos pelos dados de SNe Ia do Union 2.1 utilizando

a mediana e x>

] ACDM Plano ACDM,
Ajuste
Qm,O h Qm,O QA,O
SNe la (mediana) 0.267+03% 0.701+37%° | 0.27070409  0.730+0917
SNe Ia (y2) 0.27879:317 070043796 | 028010492 (.730+0-884
SNe Ia (mediana) + CM B + BAO | 0.28310392 0.699+3.793 | 0.30010:309 0.71070:7%
SNe Ia (y2) + CM B + BAO 0.28470:312 0.699+079% | 0.2901031>  0.72079-742

Tabela 5.2 — Melhor ajuste para os modelos AC'DM e AC'D M, com Union 2.1.

Os valores dos pardmetros €2, o € h obtidos com os dois métodos sdo bastante proximos,

como vemos na tabela (5.2). Ao fazermos a superposi¢ao das curvas de nivel para cada conjunto
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de dados, observamos que h4 uma diferenca significativa sobre a restricdo do y? em comparacgio
com a mediana. Isso se d4 pelas hipoteses fortes sobre os dados, mas as restricdes obtidas
pela mediana, se mostraram interessantes. A dire¢do da degenerecéncia € aproximadamente
recuperada, mas com regides mais largar. Os intervalos dos parametros €2, o € h obtidos para a
mediana no nivel 1o, mostraram-se mais proximos da regido 20 para o Y2, caracterizando que o

x? se apresenta mais restritivo que a mediana para este modelo cosmolégico (ver tabela (5.2)).

0.73 T : T T
ACDM plano

0.72¢+

0.71¢

0.70

L

0.69¢+

0.68
SNe la (mediana)

0.67¢ SNe la(x?)

0.66 : T
0.1 02 0.3 0.4 0.5

Qmﬂ

Figura 5.2 — Curvas de nivel 1o, 20 e 30 resultante dos ajustes com as Estatisticas Mediana e

aplicados no modelo AC' DM plano.

Os dados de SNe resultam em intervalos degenerados em pardmetros como §2,,, o, inde-
pendente do método aplicado. Para reduzir essa degenerescéncia, os dados de supernovas sao
combinamos com outras observacgdes: a Radiagdo Césmica de Fundo em Microondas (CMB) e a
Oscilacao Aciustica de Béarions (BAO) (2.49)(2.51).

Para utilizamos os dados de diferentes observagdes obtemos, respectivamente, novas
distribui¢des posteriores, incluindo os pontos CMB e BAO como priors gaussianos em ambos 0s

métodos, dado por

X¢ X7
Protat = Psnera X €Xp (—%) X erp (—%) (5.1)
Xiotal = XeNela + Xems + Xba0 (5.2)

Para as observacgdes utilizando BAO e C'M B, néo fazia sentido utilizar a mediana devido
ao baixo nimero de pontos (ver capitulo 2.5). Por essa razdo eles podem ser interpretados como

priors.
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073 ———————————
07al ACDM plano ]
0.71¢ ]
0.70F ]
=
0.69F ]
0.68} ]
SNe (mediana) + CMB + BAO
0.67F SNe(x”) + CMB + BAO 1
0.66 ' : : :
0.1 02 03 04 0.5
ﬂml:l

Figura 5.3 — Implementando as restricoes CMB e BAO junto com os dados da SNe Ia.

Podemos observar que ao acrescentarmos os valores da CM B e de BAO, obtemos
resultados para os pardmetros cosmoldgico comparaveis entre os métodos. Vemos também que

os intervalos de €2, o e h, continuam no niveis de confianca 1o para a mediana e na regido 20
para x? (tabela (5.2)).

52 ACDM;

Ao aplicarmos os a mediana e o x? a0 modelo padrdo com curvatura, mantivemos fixo o
valor atual do pardmetro de Hubble em H, = (70,0 £ 2.2)km/s/Mpc de acordo com WMAP
- 9 anos (BENNETT et al., 2013). Podemos ver no gréifico (figura 5.4) que, assim como foi
observado no modelo AC'D M, ao compararmos os dois métodos, a mediana mostra-se menos
restritiva em relagiio ao x2. Mas apesar da menor restri¢do, a mediana continua sendo bastante
relevante ao tentarmos encontrar os valores de melhor ajuste (ver tabela 5.2), pois os valores dos

parametros estudados nos dois métodos, sdo bastante proximos.

Em um universo com curvatura, encontramos para a mediana um nivel de confianga de
68,4% e para x? temos uma confianga de 95,4% (ver tabela (5.2)). O intervalo de confianga
entre os métodos ndo se mostraram tdo préximos como no caso AC' DM, mas ainda assim, as
regides 1o da mediana e 20 do x? sdo mais proximas entre si em comparag¢io aos outros niveis

de confianca.
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SNe la (mediana)
02} SNela(y2) 1

0.1 02 03 04 05
ﬂm 0

Figura 5.4 — Curvas de nivel 1o, 20 e 30 resultante dos ajustes com as Estatisticas Mediana e
aplicados no modelo AC'D Mj,.
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Figura 5.5 — Dados de SNe Ia + CMB utilizando a mediana e y* ao modelo AC D M, respecti-

vamente.

Assim como foi feito para o0 modelo AC' DM, combinamos os dados de SNe Ia com
os observaveis CM B e BAO. Ao cruzarmos os contornos de C'M B e SNe Ia, as restricdes

combinadas se mostraram préximas entre o x? e a mediana (figura 5.5).

A reducio da diferencga entre os métodos estd relacionada ao fato dos contornos obtidos

entre a mediana e y? serem semelhantes (tabela 5.2). Ao acrescentamos os valores de BAO aos
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dados, aproxima ainda mais as restricdes em ambos os métodos (figura 5.6). Os intervalos e os

niveis de confianca para os parametros 2, o € {25 o podem ser vistos na tabela (5.2).

1.0F i L A

Qo

Qup

1.0

04

SNla(x?)

0.0 0.1 02 03 0.4

03

0.1 02

0.4 0.5

Figura 5.6 — Aplicagio do dados de SNe Ia + CMB + BAO utilizando a mediana e x? ao modelo

AC D Mj, respectivamente.

5.3 Modelos Cosmoldgicos Alternativos

Como o nosso objetivo € verificar a eficicia do método da Estatistica Mediana, ndo nos

restringimos apenas ao modelo cosmoldgico padrdo. Nos preocupamos em aplicd-lo a modelos

cosmoldgicos alternativos como o C' DM e A(t)C' DM, ambos espacialmente planos.

xC DM plano A(t)CDM plano
Ajuste
Qm,O wx Qm’o h/
SNe Ia (mediana) 0.28570395  —1.0457 71000 | 0.338F050 0.69770702
SNe Ia (x2) 0.295°03%  —1.0637{ 71100 | 034670558 0.6970 7%

SNe Ia (mediana) + CM B + BAO

0.28170318

1 0247(~0:930

—(—1.112

0.398 0 54

0001578

SNe Ia (x?) + CM B + BAO

02514

)
)
—1.028" (73002

(—1.095

0.394 0338

06921541

Tabela 5.3 — Melhor ajuste para os modelos cosmoldgicos zC' DM e A(t)C'DM, ambos nos

casos planos com o pacote de dados do Union 2.1.
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5.3.1 Modelo xCDM

Para o modelo xC'D M plano, também fixamos o valor atual do parametro de Hubble em
Hy = (70,0 £ 2.2)km/s/Mpc (BENNETT et al., 2013). Os valores para os parimetros €2, o €
w,, obtidos com dados de SNe Ia por meio das anélises com a mediana e y2, sio mostrados na
tabela (5.3).

|
=
(=

T

1

|
=
Ny
— T
1

SNe la (mediana)

|
—
(3=
—

SNla (x?)

E].Il 012 U.I?r 04 | 0.5
Figura 5.7 — Superposi¢ido da mediana e x? com os dados de SNe Ia, no modelo 2C' DM plano.

Ao superpormos os graficos da mediana com x? (figura 5.7), encontramos 0 mesmo
comportamento observado nos modelos AC'DM e AC' D M}, mas com uma ressalva, os contornos
da curva de nivel 1o da mediana e 20 do x? aparentam uma maior proximidade. Podemos
observar na tabela (5.3) que os intervalos para os parametros €2,, o € w,, possuem um nivel de

confianca 1o para a mediana e 20 para o \>.

Assim como fizemos anteriormente, os graficos da figura (5.8) mostram as restricdes
combinadas sobre (2,, o € w, obtidos usando os método da mediana e X2’ respectivamente,
utilizando os dados combinados de SNe Ia com CMB e BAO.
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xCDM K , /.-- ..,.
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0.0 0.1 02 03 04 0.5 0.1

Figura 5.8 — Aplicacdo do dados de SNe Ia + CMB + BAO utilizando, respectivamente, a
mediana e 2 ao modelo xC' DM plano.

Podemos observar que os valores de €2, o € w,, encontrados por meio da mediana e
do x? ndo sdo tdo préximos, mas ao acrescentarmos outros observaveis, os valores de €2, ¢
e w, entre os métodos se aproximam (tabela 5.3), tornando a diferenca entre eles menor. Ao
acrescentamos o BAO e C'M B, verificamos que os intervalos para €2, ¢ € w,, possuem uma
interseccao a partir da regido 20 para ambos os métodos (ver tabela (5.3)). Algo que nao foi
observado nos modelos ACDM e A(t)C DM, analisados anteriormente, onde as regides 1o

(mediana) e 20 (x?) se aproximavam.

5.3.2 Modelo A(t)CDM

Para finalizarmos o nosso estudo, aplicamos a Estatistica Mediana ao modelo A(¢)C' DM
plano. Os pardmetros encontrados estdo listados na tabela (5.3) e o comportamento dos dados

podem ser vistos na figura (5.9).

Podemos observar novamente, o comportamento semelhante da mediana visto nos
modelos cosmoldgico anteriores em que as curvas 1o (mediana) se aproxima da 20 (x?) ( ver
tabela (5.3)).



Capitulo 5. Resultados das Andlises 53

073 T

A (t)CDM

0721

0711

0.691

SNe la (mediana )

%I SNela(x?)

Figura 5.9 — Graus de confianca resultante dos ajustes com as Estatisticas Mediana e x? aplicado
ao modelo A(t)C' DM plano.

Devido a peculiaridades do modelo A(¢)C' DM, ndo aplicaremos os observaveis CMB e
BAO da forma como foi feito nos modelos anteriores. Ao invés disso, utilizaremos o conjunto de
dados de supernovas do tipo Ia, juntamente com o valor atual de ¢; (primeiro pico acustico) e a

escala de dilatacdo Dy, assim como foi utilizado por Pigozzo (2010).

A utilizacado das oscilacdes acusticas bariOnicas para testar modelos de energia escura
¢ geralmente feito por meio do pardmetro Ay, = Dy (2)\/SH2 /2540 (EISENSTEIN et al.,

2005), sendo zp 40 o redshift de uma amostra e Dy a escala de dilatagdo, definida como

Dy(z) = [DM(z)2 HC(Z)] v , (5.3)

onde Dy = (1 + z)d, € a distancia didmetro-angular comével. Consideramos sete medidas
diferentes de BAO, de acordo com a tabela (5.4).
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Redshift D3 (Mpc) Ref.
0.106 424.233 + 38.758 | Beutler et al. (2011)
0.200 748.148 + 64.226 | Percival et al. (2010)
0.350 1300.000 £ 88.000 | Percival et al. (2010)
0.440 1555.690 £ 172.531 | Blake et al. (2011)
0.600 1962.630 £ 181.802 | Blake et al. (2011)
0.600 2029.370 + 186.481 | Blake et al. (2011)
0.730 2409.170 £ 231.497 | Blake et al. (2011)

Tabela 5.4 — Valores de zp 40 extraidos do artigo Planck 2013 results XVI. Cosmological para-
meters (ADE et al., 2014).

Devemos observar, que o valor de z ~ (.35 foi um dado obtido de galdxias verme-
lhas luminosas do SDSS indicando um maximo de oscilacdo para esse valor do redshift, com
Dy (0.35) = 1.300 & 0.088G'pc (TEGMARK et al., 2006).

Os outros valores de Dy foram encontrados de forma indireta, assim como foi feito por
(PERCIVAL et al., 2010) ao calcular o valor de z = 0.2 ao medir r5(24rq9) /Dy (0.2) = 0.1985 £
0.0061 € 75(2drag)/ Dy (0.5) = 0.1097 + 0.0036 2. Tomando a razdo entre esses dois resultados
e conhecendo Dy (0.35), foi possivel encontrar o valor de Dy (0.2) = 0.748 + 0.057Gpc.

Utilizando a equacao (2.46) temos

/

DM:(l—i-Z)dA:C/OZ H(Z)’

(5.4)

e assim, podemos reescrever a equagao (5.3) como

Dv =1 {JiE())//] U Ed<>} - )

E importante ressaltar que nds nio podemos utilizar em nossa anlise o parimetro Ay,
uma vez que no modelo A(¢)C'DM a producéo de matéria leva a uma dependéncia diferente
do horizonte no momento da igualdade matéria-radiacdo sobre a densidade de matéria atual
(CARNEIRO et al., 2008). Portanto, o x% 4., serd dado por

(5.6)

utilizando a expressao (5.5) com os sete pontos listados na tabela (5.4).

Para a radiagdo césmica de fundo em microondas, usamos a posicao do primeiro pico

do espectro de poténcia da CMB baseado nas observagdes obtidas pelo WMAP (Wilkison

20 Zdrag corresponde ao redshift da radiacdo emitida logo apos efeitos de arraste.
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Microwave Anisotropy) (SPERGEL et al., 2007) (HINSHAW et al., 2007), onde o valor do
primeiro pico observado é dado por ¢; = 220.8 £ 0.7 (para o nivel de confianca de 1), onde

tomaremos como um dado observacional.

O valor de /; estd relacionado com a escala acustica (HU et al., 2001) pela

51 = 0.267 (%)0'1 :

onde a expressiao r = g—gzls foi demonstrada por Pigozzo et al. (2011). Sendo z;5 o redshift

0= La(1+6) (5.7)

da superficie do tultimo espalhamento (ver capitulo 2.5), €2, e €1, ¢ sdo respectivamente as

densidades de radiacdo e de matéria atual.

A expressao tedrica para a escala acustica é dada por
les dz
0 H(z)
foo cs _dz
z1s ¢ H(z)

sendo a velocidade acustica dada por ¢, = ¢ (3 + %gbz
N

lh=m (5.8)

—-1/2
) , onde (2, e (), sdo respectivamente
os parametros de densidades de barions e fétons.

Utilizando as andlises feitas por Pigozzo (2010) e as expressdes acima, teremos 0 X,

dado por
(0, —220.8)
0.7 '

Assim, ao combinarmos os dados de SNe Ia com os observaveis BAO e CMB ao modelo

XQCMB = (5.9)

A(t)C DM, obtemos o comportamento dos dados demonstrados no grafico (5.10) e observamos
que os valores do par (£2,,,h) encontrados por ambos os métodos sdo bem préximos entre
si (tabela 5.3). O que pode ser visto pelos intervalos da mediana e do x? na tabela (5.3), que

apresentam intersec¢do a partir da regido 2o.
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Figura 5.10 — Aplicagdo do dados de SNe Ia + CMB + BAO utilizando, respectivamente, a
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6 CONCLUSAO

A utilizacdo de métodos estatisticos Bayesianos para o tratamento de dados observaci-
onais aplicados em cosmologia e astrofisica floresceu ao longo das ultimas décadas motivada
pelo aumento do conjunto de dados e suas complexidades. Em muitos casos, o método Bayesi-
ano mostrou-se muito superior as ferramentas estatisticas mais tradicionais, devido ao grau de
maior eficiéncia e de uma base conceitual consistente. A forma de coletar, manipular e analisar
observacgdes e compara-los com modelos tedricos torna essa ferramenta estatistica o instrumento

central no estudo da cosmologia moderna.

Nesta dissertacdo, nos baseamos na Inferéncia Bayesiana para obtermos parametros
cosmoldgicos. Para isso, utilizamos as ideias de GottlII et al. (2001), aplicando o método da

Estatistica Mediana para a anélise dos dados observacionais.

Procuramos mostrar de forma breve a base tedrica da Inferéncia Bayesiana e que do ponto
de vista operacional, essa teoria pode calcular qualquer estimativa P(H;| D) diretamente, além
de contar com diversas ferramentas de investigacao muito bem fundamentadas matematicamente.
Ferramentas essas que geram ndo apenas as média, intervalos de confianca e testes de hip6teses,

mas também estimam parametros dependentes e testes de hipdteses multidimensionais.

Das ferramentas utilizadas pelo método de Bayes, destacamos a andlise y? como principal
instrumento de estimacao de pardmetros, em que pudemos calcular a distribuicdo esperada dos

dados, supondo que os erros possuem uma distribui¢do gaussiana: P(H;|D) o< exp (—x?/2).

No caso da Estatistica Mediana, foi utilizado a distribuicdo binomial para encontrarmos
a distribui¢iio esperada dos dados (como foi mostrado na equacdo 4.18). E ao contrério do y?
que pertence a um termo que é considerado proporcional a P(H;|D), a mediana resulta na
propria verossimilhanga. Por conta disso, ndo hd a necessidade de considerarmos que os erros
experimentais sigam uma distribui¢do de Gauss. Apesar de haver evidéncias que comprovem ou

descartem que esses erros sigam esse tipo de distribui¢do (AVELINO et al., 2002).

Utilizamos um amplo conjunto de dados de supernovas do tipo Ia e aplicamos as es-
tatisticas x? e mediana as classes de modelos presentes na literatura, como AC DM plano e
com curvatura, zC' DM plano e A(t)C' DM plano. Em seguida compararmos os resultados dos

parametros cosmoldgicos encontrados em ambos os métodos.

Ap6s ordenarmos de forma crescente os redshits, seguimos a sugestao dada por Avelino et
al. (2002) ao dividirmos os dados em quatro grupos de 145 SNIa cada, com o intuito de evitarmos
resultados discrepantes. Como a teoria da Estatistica Mediana diz que ha uma probabilidade de
50% de cada medicéo estar acima (ou abaixo) da mediana verdadeira (MV), resolvemos calcular
ndo apenas quantidade de pontos que estdo acima da MV, mas a quantidade de pontos que estdo

percentualmente proximos a ela.
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Ao compararmos os resultados encontrados na classe de modelos utilizados neste tra-
balho, verificamos por meio da tabulacdo de dados (graficos) que as regides de confianga 20
(95,4%) do x? coincide com a regido 1o (68,5%) da mediana. Essa coincidéncia mostra-se
evidente em todos os modelos cosmoldgicos utilizados na auséncia das restricoes da CMB e BAO.
O x? produziu maiores restri¢des que a mediana, por levar em conta a hipétese da distribuigfo
dos erros da magnitude da SNIa. Mas apesar do x? ser mais restrito, nio podemos descartar a
Estatistica Mediana. Pois, ao acrescentarmos as informagdes da CMB e BAO, verificamos que o

desempenho de ambos os métodos se aproximam significativamente.

Se observarmos os resultados obtidos de acordo com as tabelas (5.2) e (5.3), pudemos
verificar que os valores dos pardmetros cosmoldgicos encontrados pelo método da mediana, ndo
apenas se aproximam dos valores encontrados pela andlise 2, mas em muitos casos, os valores

sd0 praticamente 0s mesmos.

Como haviamos mencionado no capitulo 4.2, de acordo com a teoria da mediana, hd uma
necessidade de que a quantidade de dados seja significativamente grande, para que a Estatistica
Mediana recupere a proporcionalidade usual do desvio padrdo para 1/N'/2 (GOTTIII et al.,
2001). Por conta disso, o método torna-se limitado ao ser utilizado em um conjunto de dados

muito pequeno, algo que ndo é limitador para a andlise x?.

Concluimos assim, que ao utilizarmos a anélise x? como referéncia para verificarmos a
confianga do método proposto neste trabalho, os resultados encontrados mostraram-se bastante
significativos, demonstrando que a andlise da Estatistica Mediana revelou-se muito promissor
como método de estimagdo de parametros cosmoldgicos, desde que os conjuntos de dados sejam

significativamente grandes.

Sobretudo, a pesquisa realizada possibilitou um olhar em relacdo a funcionalidade do
método em questdo. O desenvolvimento de novos estudos serdo de grande relevancia para
a melhoria da estatistica mediana como importante ferramenta para obtencao de parametros

cosmoldgicos.

Pensando nisso, temos algumas perspectivas para futuros estudos sobre a Estatistica
Mediana: procurar estabelecer um parametro que avalie a qualidade do ajuste a depender do
método de construcdo do posterior; por ndo termos ainda pacotes de dados mais amplos, simular
dados de supernovas, com 103, 10* ou 10° supernovas, por exemplo, e verificar se h4 diferenca
entre as curvas obtidas com y? e mediana mantém-se; implementar ambos os métodos na
construgdo de cadeias de Monte Carlo e comparar a eficiéncia computacional destes métodos,
incluindo o tempo necessario para a convergéncia das cadeias; e desenvolver mecanismo de
inclusdo de erros estatisticos e sistematicos na construgdo das curvas de luz das supernovas e

relagdes distancia-redshift no dmbito da estatistica mediana.
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APENDICE A - MEDIANA

Ao analisarmos estatisticamente um conjunto de dados, surge a necessidade de escolher-
mos qual tratamento melhor se adequaré aos nossos interesses. A depender da natureza dos dados
podemos permitir que se apresentem do jeito que estdo para que possam falar por si mesmos, ou

podemos agrupé-los e apresentd-los em formato tabular ou por meio de grificos (FREUD, 2006).

Assim como a média, a mediana ¢ uma medida de tendéncia central de um conjunto
de dados por indicar exatamente o valor central de uma amostra de dados. Com o objetivo de
evitar que medidas muito pequenas ou grandes possam deturpar a andlise dos dados, utilizamos
a mediana para indicar o "meio"ou o "centro"de um conjunto de dados. Portanto, a mediana é
uma medida de posi¢do que divide o conjunto em duas partes iguais com mesmo nimero de
elementos, ou seja, 50% dos dados sdo superiores a mediana e 50% sdo inferiores (CORREA,
2003).

Chamaremos de FEj;, de elemento mediano (indica a posicdo da mediana), Md de
mediana e X, , de termo central. Para obtermos a mediana em um conjunto de n valores, requer

que primeiro ordenemos os dados de acordo com o seu tamanho.

Para uma série com nimeros impares de itens, a mediana corresponde ao valor central:

(n+1).

Md = XEMd S Bma= 2

(A.1)

Sendo uma série com niimeros pares, a mediana serd a média dos termos centrais:

_ XEMd + XEMd+1 . n

Md Fyg = — A2
5 Md = 5 (A.2)

Para ilustrarmos, tomemos dois exemplos:

Ex.01 - Em semanas recentes, foi registrado em Salvador 13, 16, 21, 22, 16 acidentes de
transito. Para encontrarmos a mediana de acidentes, primeiro ordenamos os valores de acordo

com o tamanho: 13, 16, 16, 21, 22. Dessa maneira podemos observar que a mediana € o valor 16.

Ex.02 - Em alguns paises, as pessoas autuadas por certas infracoes leves de trafego
podem frequentar um curso de direcdo defensiva em lugar de pagar uma multa. Se 12 des-
ses cursos foram frequentados por 37, 32, 28,40, 35, 38, 40, 24, 30, 37, 32 e 40 pessoas. Para
encontrarmos a mediana, devemos ordenar o nimero de frequentadores por ordem de tamanho:
24,28, 30, 32,32, 35, 37,37, 38, 40, 40, 40. Ao aplicarmos a equacao (A.2), vemos que a mediana

corresponde a média dos termos centrais: 35%37 = 36 (FREUD, 2006).
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