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Resumo

Neste trabalho, apresenta-se a caracterizacao da dinamica classica do espalhamento atomo-
superficie com dois graus de liberdade através da aplicacdo do método da dimensao de
incerteza e das medidas do Smaller Alignment Index (SALI). Sao estudadas as colisoes
elasticas entre os atomos de hélio e as superficies de cobre [Cu(11lx)], considerando-se
diferentes indices de Miller (x = 0,3,5,7). Quando considerado o regime cadtico do es-
palhamento, sdo observadas singularidades sobre a fungao de espalhamento (funcao esta
que relaciona as varidveis de saida com respeito as varidveis de entrada). Para a caracte-
rizacao das regioes da funcao de espalhamento que exibem singularidades, foi utilizado o
método da dimensao de incerteza. Neste caso, demonstra-se que, quando consideradas as
superficies menos vicinais (ou seja, para x = 0, 3), as medidas das dimensoes de incerteza
exibem valores que se aproximam da unidade caracterizando, portanto, um espalhamento
cadtico nao hiperbélico em que se observa a presenca de toros “Kolmogorov-Arnold-Moser”
(KAM) no espago de fases. Para as dinamicas hiperbélicas e ndo hiperbdlicas foi conside-
rada a medida do SALI. Para as dinamicas hiperbdlicas, os resultados claramente indicam
um decaimento exponencial para a evolugao temporal do SALI de trajetérias aprisiona-
das por curtos intervalos de tempo. Este mesmo decaimento pode ser observado para as
dindmicas nao hiperbdlicas. Contudo, quando consideradas as trajetorias que permane-
cem aprisionadas por longos intervalos de tempo, estas inclinagoes sao comparativamente
menores e podem mudar no tempo, indicando a presenca de toros KAM no espago de

fases.

Palavras-chaves: Sistemas hamiltonianos. Espalhamento classicamente cadtico. Indica-

dor de caos.



Abstract

At this present work, we have shown the characterization of the classical dynamics scat-
tering atom-surface with two degrees freedom using the uncertainty dimension method
and the Smaller Alignment Index’s (SALI) measure. We have studied the elastic colli-
sions between helium atom and a copper surface [Cu(11z)], considering different Miller’s
index (x = 0,3,5,7). When considering the chaotic scattering regime, are observed sin-
gularities on the corresponding scattering function (function that relates the output and
input variables). For the characterization of the regions of scattering function exhibiting
singularities, it was used the uncertainty dimension measurements. In that case, it was
demonstrated that considering less vicinal surfaces (i.e. for x = 0, 3), the uncertainty di-
mension exhibit values close to the unity, suggesting a non-hyperbolic chaotic scattering
characterized by the existence of Kolmogorov-Arnold-Moser’s torus in the phase space.
SALIS’s has been measured considering both hyperbolic and non-hyperbolic dynamics.
For hyperbolic dynamics, the results clearly indicated an exponential decay of the SALI
as a function of the time. This decay has been also observed for the non hyperbolic
dynamics. However, as considering trapped trajectories time intervals, these slopes are
comparatively smaller and may change in the time, suggesting the presence of KAM’s

torus in the phase space.

Keywords: Hamiltonian systems. Classical chaotic scattering. Chaos indicator.
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1 Introducao

O fenémeno do espalhamento pode ser analisado através de uma funcao que relaci-
ona as variaveis de saida, que caracterizam o estado final do sistema, com as variaveis de
entrada, que caracterizam as condigoes iniciais do sistema [1]. Esta fungio é denominada
funcao de espalhamento. Na figura 1 é exemplificado o fenémeno do espalhamento, em
que considera-se uma particula arbitraria (que pode ser, por exemplo, um atomo ou uma
molécula), cuja condigao inicial é caracterizada através das variaveis de entrada, incidindo
em uma regiao denominada de regiao de espalhamento, ou também denominada regiao de
interacao. Eventualmente, ap6s um determinado intervalo de tempo interagindo na regiao
de espalhamento, é definida a saida da particula e caracterizado o seu angulo final, ou o

angulo de saida 0.

o
e ———=>,

\ x

| Regido de espalhamento |

Figura 1: Figura ilustrativa para uma particula arbitraria com variaveis de entrada b (o
pardmetro de impacto) e 6; (o angulo de incidéncia), incidindo sobre a regiao
de espalhamento. E possivel observar também o angulo de saida 0.

Para dinamicas regulares no fenémeno do espalhamento, a funcao de espalhamento
¢é tipicamente suave e continua. No entanto, para as dinamicas cadticas é observado o
surgimento de singularidades que formam um conjunto fractal na funcao de espalhamento
2] [3]. Quando considerada uma condigdo inicial arbitraria associada a uma singularidade
na funcao de espalhamento, pequenas alteragoes nas variaveis de entrada podem levar a
mudancas significativas nas variaveis de saida. Com isso, quantidades fisicas mensuraveis
(como o tempo de saida das particulas da regido de interagdo) podem atingir valores
infinitos. Portanto, esse comportamento pode estar associado a sensibilidade as condig¢oes
iniciais [4].

Um aspecto observado nos sistemas de espalhamento classicamente caético, refere-
se a classificacdo do regime associado ao espalhamento. Nesse caso, sao verificados dois

regimes: hiperbodlico e nao hiperbdlico. No regime nao hiperbélico é observada a presenca
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de toros no espaco de fases, o que implica, em geral, em uma taxa de permanéncia (ou
sobrevivéncia) para as particulas na regiao de espalhamento que decai algebricamente, ou
em lei de poténcia, com o decorrer do tempo [5]. Em contrapartida, o espago de fases para
o regime hiperbdlico é “completamente cadtico”, caracterizando-se assim a auséncia dos

toros e um decaimento exponencial na taxa de sobrevivéncia das particulas [6].

Outro aspecto observado no espalhamento classicamente cadtico, refere-se a as-
sociagdo entre a dimensao fractal calculada para a regidao de singularidades e o regime
do espalhamento. Foi conjecturado por Lau et al. [7] uma associa¢do entre o regime nao
hiperbdlico do espalhamento e o valor exibido pela dimensao fractal préximo da unidade.
Tal tendéncia contrasta com o regime hiperbdlico em que a dimensao fractal apresenta

valores tipicamente entre 0 e 1.

O fenomeno do espalhamento classicamente cadtico pode ser observado nos mais

distintos campos da fisica:

(1) na astronomia, Poincaré [8] previu a existéncia de trajetérias cadticas para
a dinamica entre dois corpos de massas my e msy, movendo-se ao redor de um corpo de

massa M, tal que mq, my << M,

(2) na dinAmica de reac¢oes quimicas, uma assinatura visivel do caos classico no
espalhamento é o comportamento descontinuo das func¢oes de espalhamento, observado

por Wolken [9] em seu estudo de colisdes entre moléculas diatdémicas sobre uma superficie;

(3) a dimensdo fractal em sistema 6pticos pdde ser analisada a partir das ob-
servagoes dos padroes fractais presentes no espalhamento cadtico de luz por estruturas
poliédricas de espelhos esféricos nos trabalhos realizados por Amano et al. [10] e Sweet
et al. [11]. Nesse caso, ao injetar um feixe de luz na regido de interagao, sdo observados
os padroes fractais no espalhamento do feixe, que apresentam as propriedades de bacia
Wada' [12] [13];

(4) na fisica atomica e molecular, as dindmicas cadticas para o espalhamento
foram inicialmente observadas em meados da década de 70 por Rankin e Miller [14], a
partir da descrigao tedrica de reagoes quimicas simples. Posteriormente, Eckhardt e Jung
[15] publicaram trabalhos envolvendo sistemas de espalhamento classicamente cadticos,
demonstrando a presenca de dindmicas cadticas. A presenca do caos também foi relatada
no trabalho realizado por Davis e Gray [16], quando consideradas as dindmicas classicas
de reagoes unimoleculares, e no trabalho realizado por Noid et al. [17], ao detectar o
comportamento fractal no sistema de espalhamento entre atomos de hélio e uma superficie

formada por moléculas de I5.

L' O termo “Wada” foi introduzido pelo topologista Kunizo Yoneyama apés estender a notacio de

regides para conjuntos abertos, atribuindo o exemplo a seu professor Takeo Wada: “Lakes of Wada”.
Na matematica, “Lakes of Wada” sdo trés conjuntos abertos disjuntos conectados no plano com a
propriedade contra-intuitiva de que todos eles tém a mesma fronteira.
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Ainda enfatizando-se o campo da fisica atomica e molecular, o espalhamento de
atomos sobre superficies metalicas ¢ uma ferramenta experimental que permite a obten-
cao de informacgoes estruturais da superficie do material analisado. O uso desta técnica é
largamente utilizada em diversos trabalhos. Por exemplo, pode-se citar o trabalho reali-
zado por Gorse et al. [18], o qual considerou-se o estudo sistemético das colisoes eldsticas
entre dtomos de hélio e uma superficie de cobre irregular (ou, enrugada)® * *. Ainda
considerando-se o sistema hélio-cobre, foi observado por Borondo et al. [19] a presenca
de singularidades que formam uma estrutura fractal e que sdo exibidas sobre a fun¢ao de
espalhamento. Nesse trabalho, em especial, as propriedades do sistema de espalhamento,
como a presenca de Orbitas periddicas instaveis e a presenca de selas cadticas com as suas
variedades instaveis e estaveis, foram determinadas com o uso do método da secao de
Poincaré. Outro aspecto observado com a se¢ao de Poincaré é a presenca de dois regimes
para o espalhamento caético: i) um regime nao hiperbdlico, este, por sua vez, associado
ao espalhamento sobre as superficies com indices de Miller x = 0, 3; ii) um regime hi-
perbolico, que é associado ao espalhamento sobre superficies espalhadoras com indices de

Miller x = 5, 7.

Além do uso da técnica de espalhamento de dtomos de hélio sobre a superficie de
cobre, também foram utilizados diferentes materiais para a superficie espalhadora. Neste
caso, foram realizados trabalhos com as superficies de niquel Ni(110) [20] e de palddio
Pd(110) [21].

Um fato de bastante relevancia em sistemas dinamicos que exibem espalhamento
cadtico é a caracterizacao do comportamento das dinamicas regulares e cadticas. Faz-se
entdo necessario o uso de medidas (ou indicadores) que fornegam informacgoes sobre o
comportamento da dinamica das trajetorias, bem como o comportamento da dinamica do
sistema como um todo. Neste caso, toma-se como exemplo a aplicacdo do método da secao
de Poincaré, o expoente de Lyapunov, o método da dimensao de incerteza e a dinamica

simbdlica.

No entanto, apesar da vasta disponibilidade de indicadores de caos, muitos desses
indicadores apresentam limitacoes na deteccao do caos em sistemas dinamicos. Por exem-
plo, o método da se¢do de Poincaré limita-se a detecgdo de caos em sistemas dindmicos

com até dois graus de liberdade. O expoente de Lyapunov é usado na detecgao de dina-

2 Para definir a irregularidade da superficie foram considerados distintos indices de Miller Cu(11z),

com z =0,3,5,7.

O indice de Miller é uma notacao utilizada na cristalografia para definir uma familia de planos em
uma rede de Bravais. Assim, sdo indicadas as coordenadas de um vetor no espaco reciproco, que é
normal & familia de planos. Em trés dimensoes, os indices sdo representados por (h k 1), em que h, k
e [ sdo niimeros inteiros com maior divisor comum igual a 1. Neste trabalho, utilizou-se o indice x, na
superficie Cu(11lz), para indicar o termo denotado pela letra [ da notacdo usual dos indices de Miller.
Neste caso, as distintas superficies de cobre sao obtidas a partir de cortes em um cristal de cobre ao
longo do plano paralelo & dire¢ao (110), formando angulos de 25.24°, 15.79° e 11.42°, com o plano
(100), respectivamente para as faces cristalograficas Cu(113), Cu(115) e Cu(117).
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micas cadticas, quando considerados longos intervalos de tempo, nao sendo aplicavel em
sistemas dinamicos que exibem caos transiente, como, por exemplo, os sistemas dinamicos
que exibem espalhamento cadtico. Logo, com o objetivo de suprir tais limitagoes, foi su-
gerido neste trabalho a utilizagao do “Smaller Alignment Index” (SALI) em sistemas de
espalhamento classicamente caéticos. Como proposto por Skokos [22], o uso deste indica-
dor em sistemas dinamicos se apresenta como um método capaz de caracterizar dinamicas

cadticas ou regulares, independente da dimensao apresentada no espago de fases.

Neste trabalho, através de simulagdes numéricas, analisamos as colisoes elasticas
do espalhamento classicamente cadtico entre atomos de hélio e uma superficie de cobre
enrugada, com dois graus de liberdade, a partir do método da dimensao de incerteza e do
SALI. Nesse caso, em cada uma das colisoes, foram considerados os seguintes parametros
ou varidveis de entrada: os indices de Miller (z = 0,3,5,7) para a superficie espalhadora,
a energia de incidéncia para os atomos fixada em 21 e 63 meV, os parametros de impacto,

normalizados, escolhidos no intervalo 0 < b < 1 e o angulo de incidéncia fixado em 89.999°.

Em um primeiro momento, a fim de se verificar a estrutura do espaco de fases
destes sistemas dinamicos, foi revisitada a aplicacado do método da secdo de Poincaré.
Ademais, com o objetivo de visualizar as regioes de singularidades, foram construidas as
funcoes de espalhamento correspondentes as dindmicas de espalhamento sobre as distintas
superficies espalhadoras (ou as faces cristalograficas), sendo estas: a fungao deflexao 6(b)

e a funcao tempo de atraso T'(b).

As regioes de singularidades que surgem na funcao de espalhamento foram entao
caracterizadas a partir do método da dimensdo de incerteza [7]. Demonstrou-se, assim,
uma relacao entre o o valor da dimensao de incerteza e o regime observado para a dinamica

do espalhamento, que, para o regime hiperbdlico, aproxima-se da unidade.

Finalmente, foi sugerida a aplicagdo do SALI como um método alternativo na
caracterizagao do comportamento cadtico das trajetérias. Deve-se enfatizar, porém, que
a caracterizacdo das dindmicas do espalhamento cadtico neste trabalho estd centrada
em sistemas dindmicos com dois graus de liberdade. O intuito da seguinte andlise é a
viabilizacao do método de SALI, em conjunto com o método da dimensao de incerteza,
na caracterizagdo de dinamicas cadticas em sistemas dinamicos com mais de dois graus

de liberdade no espago de fases que apresentam espalhamento classicamente caotico.

Além da introducao, esta dissertagdo é composta de trés capitulos e um apéndice,
que estao dispostos do seguinte forma: no capitulo 2, é apresentada uma breve introducao
sobre os aspectos e propriedades dos sistemas hamiltonianos, descrevendo-os através da
formulagdo hamiltoniana. Ademais, sdo apresentados a notagao simplética, a construcao
do mapa de Poincaré, a estabilidade de drbitas peridédicas e a nocao de integrabilidade,
em que serd explicitado o teorema Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM). Posteriormente,

revisitando a ideia do mapa de Poincaré, sera discutido o teorema de Poincaré-Birkhoff
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(PB) e 0o emaranhamento homoclinico; no capitulo 3, é apresentado o fendémeno do espa-
lhamento classicamente cadtico, que com auxilio de exemplos simples (o espalhamento de
particulas no interior de uma caixa contendo um disco localizado em seu centro) é demons-
trado o comportamento das dindmicas cadticas e regulares no espalhamento. Com isso,
sao apresentados métodos que auxiliem na visualizacao e no estudo do comportamento
das dindmicas do espalhamento, a saber, a taxa de escape, o expoente de Lyapunov (para
longos tempos de aprisionamento), a dimensao de incerteza e o método do SALI; no
capitulo 4, sdo discutidos os resultados obtidos através da aplicacao do método da secao
de Poincaré, do calculo da dimensao de incerteza e da aplicagao do SALI no sistema de
espalhamento caodtico entre atomos de hélio e a superficie de cobre enrugada; o capitulo 5,
¢é dedicado a apresentacao das conclusoes e perspectivas. Finalmente, no apéndice A, sao
descritas as equagoes de movimento que definem a evolucao temporal do par de vetores

desvio utilizados no cdlculo do SALI.



2 Aspectos Gerais dos Sistemas Dinamicos

Conservativos

Neste capitulo, sera apresentada uma importante subclasse de sistemas dinamicos
conservativos, os sistemas hamiltonianos. Essa subclasse de sistema dinamico, em especial,
apresenta propriedades que os diferem de outros sistemas, como, por exemplo, a presenca
de estruturas nao atratoras em seu espaco de fases. Assim, em um primeiro momento, as
equagoes de movimento dos sistemas hamiltonianos sao descritas a partir da formulagao
hamiltoniana. A importancia do uso do formalismo hamiltoniano reside no fato de que ele
se constitui como um método poderoso na investigacao das questoes estruturais do sistema.
O seu uso também exibe diversas vantagens, como a unicidade de solu¢oes no espago
de fases, a possibilidade de introduzir as transformacoes canonicas, o uso da notacao
simplética e a teoria canonica da perturbacao. Ademais, introduz-se a notagao simplética,
que é uma forma mais elegante e compacta de se escrever as equagoes de movimento do
sistema. Neste caso, sera utilizado como exemplo, o estudo de um sistema hamiltoniano
simples como o oscilador harmonico com dois graus de liberdade, introduzindo a ideia
do método da secao de Poincaré. Posteriormente, serao apresentados alguns conceitos
importantes para sistemas hamiltonianos, como a estabilidade de érbitas periddicas e a
nocao de integrabilidade, em que sera discutido o teorema KAM. Finalmente, revisitando
a aplicacao do mapa de Poincaré em sistemas dindmicos, serdao discutidos o teorema PB
e o emaranhamento homoclinico, destacando-se o surgimento de estruturas complexas no
espaco de fases, que estao associadas a presencga de dinamicas cadticas. Como base para

este capitulo, foram utilizadas as referéncias [23-28].

2.1 A Formulacao Hamiltoniana

A partir da formulagdo da mecanica desenvolvida por Newton, pode-se dizer que
um sistema com n graus de liberdade composto por n particulas com coordenadas z1, o, - - -
movendo-se sob acgao de forgas externas, é descrito pelas equagoes dp;/dt = F’i, onde a
funcao F, 6 uma forca arbitraria e p; é o momento, com 7 = 1,--- ,n. Se a massa m
do corpo se mantém constante, sdo obtidas n equagoes diferenciais de primeira ordem
para as componentes da velocidade 7;, dadas por dv;/dt = E, /m; ou ainda podendo ser
escrita como uma equacao diferencial de segunda ordem para as suas posicoes x;, dadas
por d*%;/dt*, com ©; = d¥;/dt. Neste caso, as solucdes das 2n equacodes diferenciais deter-
minam completamente a dindmica do sistema durante a sua evolucao temporal. Assim, é
preciso especificar as 2n condigoes iniciais para encontrar uma solugao unica, a saber: as

n posigoes iniciais e as n velocidades iniciais.
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Entretanto, a formulacao newtoniana nao é a mais adequada para a descri¢ao de
sistemas dindmicos, quando nestes sistemas sdo observados acoplamentos nas equagoes
diferenciais (ou as equagoes de movimento do sistema), que podem dificultar a sua resolu-
¢do. A partir dai, Lagrange introduziu outra forma de escrever as equacoes de movimento
do sistema, sem a necessidade do uso de grandezas vetoriais, como, por exemplo, a forca.
Com isso, foi introduzido um cojunto de coordenadas generalizadas ¢; responsaveis por
especificar a posicao das particulas do sistema. Também foi introduzido as velocidades
generalizadas ¢; = dq;/dt, ou seja, a taxa que define a mudanga das coordenadas generali-
zadas. Assim, Lagrange introduziu a energia cinética T'(¢;, ¢;) e a energia potencial U(g;)

do sistema, relacionando-as da seguinte forma:

L(Gi, qi,t) = T(4s,t) — Ulqs, t). (2.1)

O sistema ¢ entao caracterizado pela fungao escalar L, que depende das n coorde-
nadas generalizadas ¢;, das n velocidades generalizadas ¢; e do tempo ¢. Porém, deve-se
enfatizar que a dinamica de Lagrange nao constitui uma teoria nova, qualquer que seja
o sentido da palavra, pois os resultados obtidos a partir da formulacao de Lagrange ou
pela formulacao de Newton, devem ser os mesmos para qualquer sistema dindmico, dife-
rindo apenas o método para a obtencao dos resultados. A vantagem no uso da formulacao
lagrangiana, frente a formulacdo newtoniana, estd no uso de coordenadas generalizadas

para a descricao da dinamica do sistema.

A formulacao de Lagrange pode ser obtida a partir de um principio variacional
escrito numa forma integral, denominado como principio da agao minima ou também
denominado de principio de Hamilton. O principio de Hamilton estabelece que para todas
as trajetérias ¢(t) definidas no espaco de configuragdo de um sistema fisico, a trajetoria
real é aquela em que extremiza a integral da agao S. Assim, dada uma configuragao inicial
¢1(t) e uma configuracao final ¢o(t), a trajetéria seguida pelo sistema é aquela em que a

integral da agao, dada por

to
S:/ L(gs, s, t)dt, (2.2)

t1

¢ um minimo, fixando q¢;(t) e g(%).

Ainda é possivel dizer que a trajetoria real seguida pelo sistema tem a acao estaci-
onaria. Neste caso, por estaciondria, entende-se que a acao nao varia em primeira ordem

para deformacoes infinitesimais da trajetoria, de modo que

t2

t1
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O problema em questao é resumido em obter as equagdes de movimento ¢;(t) para
as coordenadas generalizadas e as equagdes ¢;(t), estas, por sua vez, caracterizando a a¢ao
S. Um método capaz de resolver o problema exposto é o método variacional. Sendo assim,

através de sua aplicacdo na equagao (2.3), tem-se que

to
5S — / SL(qs i, {)dt
t1

t2 (OL oL
= —0q; + =—0¢; | dt = 24
[} (G o) a=o 20
em que
. ofdu) d

Substituindo a equagao (2.5) na equacao (2.4), chega-se a

0S =

b (0L OLd(5g)
5a; di
<3qi 5t 5 dt )

Dessa forma, utilizando-se do método de integracao por partes

t1

/udv =uv — /vdu (2.7)

no segundo termo do lado direito da equagao (2.6), em que

oL d
u= 90, e dv = aéqidt, (2.8)
chega-se a
t2 (OL d (OL
_ - dt = 0. 2.
5= | <0qi+ a <8qi>>5qldt 0 (29)

Como a variagao d¢;(t) nos pontos de extremo é nula, o resultado obtido é a equagao

de Euler-Lagrange

oL d (0L
e @ (aq) =0. (2.10)

As equacoes de Euler-Lagrange formam, para um sistema com n graus de liber-
dade, um conjunto de n equagoes diferenciais ordinarias de segunda ordem no tempo.
Assim, a dinamica do sistema é completamente determinada desde que sejam especifica-
das as 2n condigoes iniciais, ou seja, os valores de todas as coordenadas generalizadas ¢; e

das velocidades generalizadas ¢; num determinado instante ty. Neste caso, na formulacao
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lagrangiana, a dinamica pode ser representada por uma curva no espaco de configuragoes,

em que as coordenadas generalizadas sao gy, -+ , ¢n.

Posteriormente, Hamilton introduziu outra forma de escrever as equagoes de mo-
vimento do sistema, através da formulacao hamiltoniana. Esse formalismo é uma refor-
mulagdo da mecanica classica que foi elaborado originalmente pelo matematico irlandés
William Rowan Hamilton a partir da formulagao lagrangiana. No formalismo hamilto-
niano, as n equagoes diferenciais ordinarias de segunda ordem no tempo do formalismo
lagrangiano, sao substituidas por um conjunto de 2n equagoes diferenciais ordinarias de
primeira ordem no tempo para 2n variaveis independentes. A partir dai, a dindmica do
sistema é representada pelo movimento de um ponto ao longo de sua trajetéria no espago
de fases. Em contraposicao, ao espago de configuragoes, o qual um ponto define apenas
a configuracao do sistema, um ponto no espago de fases determina o estado do sistema.
Nesse caso, é especificada a configuracdo do sistema e a taxa de variagao temporal da

configuragao em um determinado instante (os momentos das particulas).

A funcdo hamiltoniana H(q, p,t) é obtida através de uma transformada de Legen-
dre na funcao lagrangiana L(q, q,t), o qual envolve a substituigao das velocidades ¢; pelos

momentos conjugados p; = 9L/0q;, de modo que

H(q,p,t) = ZpiCji — L(g,q,1). (2.11)

A partir da equagao (2.11), as equagdes de movimento de Euler-Lagrange podem
ser reescritas em termos de H. Para isso, serda calculado o diferencial em ambos os lados da
equagao (2.11), como também sera usada a convengao de soma sobre os indices repetidos

(ver referéncia [26]). Desta forma, obtém-se que

OH oH oH oL oL oL

¢, " 3, T GiPs + Picll = G 0 = 50 4~
oL 0L
Gidps = 5 -dai =, (2.12)
com
oL d OL
== 2.13

Ao igualar os termos em ambos os lados da equacao (2.12), sdo obtidas as equagoes

de Hamilton ou também denominado equagoes de movimento do sistema

0OH

= — 2.14

Gi
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S
Di = 0q;

Assim, a evolucao temporal do sitema é completamente descrita se a dependéncia temporal

(2.15)

dos ¢'s e p's é conhecida.

Uma importante consequéncia observada a partir das equacoes de hamilton é a
invariancia temporal da hamiltoniana H. Em outras palavras, o valor da hamiltoniana
representa uma quantidade conservada. A hamiltoniana é uma constante de movimento
e, entao, as trajetorias definidas no espaco de fases estao dispostas sobre as variedades
que tenham o valor de H constante, ou seja, dispostas sobre as superficies com energia
constante. Logo, para cada par de equacoes canonicas, o campo vetorial hamiltoniano é
dado por (0H/0p;, —OH/Jq;). Apesar disso, ha casos excepcionais em que H se conserva
sem coincidir com a energia total, ou o contrario, H coincidir com a energia total do

sistema, mas nao se conservar.

2.1.1 Notacao Simplética

As equagoes de Hamilton para um sistema de n graus de liberdade podem ser
compactadas e reescritas ao introduzir uma notacao que as resumam numa forma matricial.
Essa notacao é denominada notagao simplética. A partir dai, é construido um vetor de
2n componentes contendo as coordenadas generalizadas, os momentos conjugados e o

correspondente operador gradiente, de modo que

q1 8/3611
n 0/0q,
=] |, v =0 (2.16)
b1 8/3191
P 0/0pn

A matriz simplética J é definida como

0 1
(50 o

em que J tem dimensao 2n x 2n, e cada um dos seus elementos 0 e =1 sao matrizes n x n.

Além disso, a matriz simplética J possui as seguintes propriedades:

e J2’=_-1 onde I ¢ a matrizidentidade;

¢ JT.J=J.J"=1 ,ouseja, J'=J1=-Je¢ (J é uma matriz ortogonal) ;
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o detJ =1.

A partir dessas definigoes, as equagdes de Hamilton (ou as equagdes de movimento

do sistema) podem ser escritas em sua forma compacta

X=J V,H. (2.18)

Uma das propriedades das equacgoes de Hamilton é a preservacao de seu volume
no espago de fases. Para verificar essa propriedade, considere uma superficie fechada
arbitraria S(t) de volume V (f) no espago de fases e a evolugao temporal dessa superficie
S(t+dt). Dessa forma, em um intervalo de tempo infinitesimal dt, a evolugdo infinitesimal
da area dS cria um volume (ﬁ . fdt) dS, em que n representa o mdédulo de um vetor
unitario que aponta na diregao perpendicular e para fora do volume V' (t), e f é a velocidade
instantanea do sistema em um ponto arbitrario da superficie. Entao, o novo volume ¢ dado

pelo volume antigo mais a evolucao infinitesimal da superficie em todas as n dire¢oes

V(t+dt) = V(¢) + / - fat) ds. (2.19)

Neste caso, considerando-se que a evolugao temporal do volume V (t + dt) — V (t)
é infinitesimal e que a superficie S(t) é fechada, ao multiplicar os dois lados da equagao
(2.19) por 1/dt, chega-se a

V(t+ dZ -V _ ng/ _ ]{S (7- 1) ds. (2.20)

Utilizando-se do teorema da divergéncia 7{ (ﬁ . ﬂ ds = / (ﬁ . f) dV, a equagao
S v

(2.20) é reescrita como

C?t/ _/V(v f)dv. (2.21)

O sistema ¢é conservativo quando (V . fv = 0, se contrai caso (6 . f3 < 0 e é expansivo

para (6 . fA) > (. Uma consequéncia em particular da conservacao do volume no espaco

de fases de sistemas hamiltonianos é que nao sdo observados atratores neste espago.

2.2 Espaco de Fases e Superficie de Energia

Em um sistema hamiltoniano com n graus de liberdade, as 2n equacgoes diferenciais

de primeira ordem no tempo podem ter as suas solugoes representadas por um tinico ponto
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marca ponto contido nesse espaco pode ser representado por uma matriz coluna, isto é,

41
=] ™ (2.22)
D1
Pn-
Neste caso, as equagoes de movimento sao tratadas em sua forma simplética obedecendo
OH
a relacao y = J - —.
Ix

Como as equagoes de Hamilton sdo de primeira ordem no tempo, o teorema de
“Cauchy-Lipschitz” (ref) garante que, por cada ponto do espago de fases passe apenas
uma trajetéria, ou seja, as trajetérias nunca se cruzam em um ponto do espaco de fases.
Ao tratar inicialmente cada ponto do espago de fases como uma condicao inicial, pode-
se imaginar a dindmica gerada por H como um fluxo que propaga temporalmente as
condicOes iniciais ao longo de suas trajetorias. Para sistemas dindmicos com hamiltonianas

independentes do tempo, é definida a superficie de energia

> ={x e F""| H(x) = E}, (2.23)

o qual possui dimensao dim (Xg) = 2n — 1.

Figura 2: Superficie de energia tridimensional projetada no espaco q; —p; — o, obtida para
um sistema dindmico com dois graus de liberdade, em especial, considerando-se
o oscilador harmoénico bidimensional. Figura retirada de [26].

Na figura 2, ¢ ilustrada a superficie de energia de um sistema hamiltoniano com dois
graus de liberdade. Neste caso, como o valor de H sobre qualquer trajetéria é constante,
as suas condic¢oes iniciais definem uma superficie de energia. Uma caracteristica dessa

superficie é que, como todo o ponto da superfice de energia é transportado pela dinamica
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hamiltoniana a outro ponto também contido na superficie de energia, esta superficie é

invariante pela dinamica.

2.2.1 Oscilador Harmonico Bidimensional

Para introduzir alguns conceitos fundamentais da teoria dos sistemas hamiltonia-
nos, sera discutido um sistema simples, o oscilador harmoénico bidimensional. Deste modo,

considere-se o oscilador harménico bidimensional [28] cujo hamiltoniano é dado por

2 2 2.2 2.2
P Py mwigi | mwig
H(q1,q2,p1,p2) = ﬁ‘f‘ﬁﬁ— 21 L 22 2, (2.24)

A solucao geral das equacoes de movimento para o oscilador harmoénico bidimen-

sional podem ser reescritas a partir da notacao simplética, de modo que

x(t) = A(t)xo, (2.25)

em que Yo = x(0) é a condi¢do inicial tomada sobre o tempo inicial ¢ = 0, e a matriz

propagagao A(t) dada por

1
cos(wit) 0 0
mwi 1
Af) = 0 cos{ient) - (2.26)
—muwy sin(wat) 0 cos(wit) 0
0 —muws sin(wat) 0 cos(wat)

contém todas as informagoes sobre a dindmica do sistema. Assim, a condigao inicial g é
propagada pela matriz propagacao A(t), do mesmo modo que particulas sao arrastadas

por um fluido.

A matriz propagacgao, em particular, envolve as frequéncias de oscilacao do sistema,
wy e we. Com isso, é possivel considerar duas situagoes para a matriz A(t), periddica e
quase periddica. Essas duas situagoes, neste caso, dependem somente do valor da razao
entre as frequéncias a = wy /ws (ou, também denominado nimero de rota¢do) resultar em
um nuamero racional ou irracional. Se o valor do niimero de rotagao resulte em um ntmero

racional, do tipo @ = r/s, com r e s inteiros, pode-se escrever:

Wi =TWwWy € We = SWp. (2.27)

, 2w
E possivel entao verificar que A (t + ) = A(t), ou seja, todas as solugdes sdo periddicas
Wo
e com periodo T = 27 /wy. Para o caso irracional, ndo hé periodicidade, e as solugdes sdo

quase periodicas.
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Outro aspecto do oscilador bidimensional é que o seu espago de fases apresenta

dimensao 4, de modo que a superficie de energia com H = F pode ser escrita como

=1
2mE + 2mE + 2F /mw? + 2F /mw3

A equagdo (2.28) representa um elipséide inserido no espago de quatro dimensoes, cujo

hamiltoniano pode ser reescrito como

2 2 9 2 2 9
P2 mwi p: omwigd\
H ===+ + | == + = H, + H,. 2.29

(g p) <2m 2 ) <2m 2 ) ! 2 ( )

A energia total do sistema é entao distribuida em duas partes independentemente
conservadas que sao constantes de movimento e estao associadas aos graus de liberdade

do oscilador. Assim, as duas constantes de movimento sao dadas por

2 2 9
4 mwiq;

JoR 2.
" om 2 (2.30)
e
2 2.2
y 2 mws;qs
B, =12 . 2.31
27 9m 2 (2.31)

Uma consequéncia da presenca de constantes de movimento é que o movimento

global restringe-se a uma superficie menor do que a superficie de energia Z e, entao,
E
as equagoes (2.30) e (2.31) definem elipses em cada uma dos planos conjugados (g;, p;)-

O movimento no espago de fases ocorre sobre uma superficie de dimensao dois, que é o
resultado do produto direto das duas elipses. Essa superficie é denominada como toro T2,
e a sua forma analoga a um pneu pode ser observada na figura 3. Logo, manter o valor
da energia total F fixo e variar a sua distribuicao entre F; e Es, equivale a uma mudanca
de toro. Na figura 2, é observado a projecao cilindrica dos toros na superficie de energia

Z, o qual forma uma estrutura semelhante a uma cebola.
E

2.2.2  Secdo de Poincaré

Como pdde ser observado na se¢ao 2.2.1, fazer uma simples descri¢do da dinamica
de um sistema hamiltoniano com dois graus de liberdade é uma tarefa dispendiosa, devido
a alta dimensionalidade apresentada em seu espaco de fases. As trajetérias de um sistema

hamiltoniano com dois graus de liberdade se movem na superficie de energia Z C F*,
E
pois o vinculo H = E é obedecido. Contudo, representar e parametrizar a superficie de

energia ainda é uma tarefa tediosa.

Uma forma de visualizar a dindmica de tais sistemas é através do uso do método

da secao de Poincaré. A partir desse método, a dindmica de sistemas hamiltonianos com
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g =1
f¥=1
-

Figura 3: Trajetéria do oscilador bidimensional projetada nos planos conjugados ¢; — p;
e g3 — po. O toro T? mostrado na parte inferior é formado pelo produto direto
das duas elipses que estdao imersas em um espaco de fases quadridimensional.
Figura retirada de Aguiar [26].

até dois graus de liberdade pode ser reduzida e tratada como se tais sistemas fossem uni-
dimensionais. Logo, a construcao da se¢ao de Poincaré consiste na escolha de um segundo
vinculo, tal que f(q1, g2, p1,p2) = 0, 0 que torna possivel a visualiza¢do da dindmica, pois
a dindmica do sistema passa a ocorrer em uma regiao de dimensao dois no espaco de fases.
Uma possivel escolha para o segundo vinculo é fazer o valor g = 0, criando uma superficie

Z que intersecciona a superficie Z Com isso, é formada a se¢ao Z denominada como

q2 E P
secao de Poincaré, como pode ser visualizado na figura 4.

Escolhendo um ponto xo = (g0, g20 = 0, p10, pao) sobre a superficie de Poincaré e
fazendo dele uma condicao inicial, pode-se observar que ao propagé-lo, o valor de ¢s(t)
deixa de ser zero e o vinculo ¢go = 0 é desfeito. Entretanto, para longos intervalos de tempo,
tem-se novamente o valor de g2 = 0 e, entao, é marcando o préximo da secao de Poincaré.
Assim, é formada uma dinamica discreta denominada como mapa de Poincaré P, que leva

os pontos da superficie Z a pontos também definidos sobre ela mesma. Deve-se enfatizar,

P
que a escolha do vinculo ocorre de forma arbitraria, de tal modo que a escolha de outro

vinculo qualquer depende apenas da conveniéncia do problema.

Para finalizar a construcao da secao de Poincaré, deve-se considerar os valores dos
pontos ¢, e p; sobre a superficie de Poincaré, pois o vinculo ¢ = 0 e os valores dos pontos
po podem ser obtidos a partir da condicado H = FE. Deve-se notar também que, como
o hamiltoniano geralmente é quadratico em py, entdo, por coveniéncia, sao considerados
apenas os pontos que retornam a g = 0 com momento conjugado p, de mesmo sinal que

poo. Portanto, a partir da construcao da secao de Poincaré, um ponto yg € Z é levado a
P
um proximo ponto x; € Z propagado pela dinAmica hamiltoniana e, entao, é formado o
P
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mapa Y1 = Pyo como descrito na figura 4.

ql ™ / r

~ >\\ N
/ /’/ 2 =

A —

Y
=

%
\\

P P, \\_ ._/

Figura 4: Figura ilustrativa representando uma trajetéria interceptando o plano (p1,q1).
Neste caso, ¢ marcado um ponto na secao de Poincaré criada a partir do vinculo
¢2 = 0. Figura adaptada de Aguiar [26].

Um exemplo que ilustra a construgao da se¢ao de Poincaré é o oscilador harmonico
bidimensional demonstrado na sec¢ao 2.2.1. Na construcao da se¢ao de Poincaré, é utilizado
o mesmo vinculo explicitado anteriormente, g = 0. Assim, quando considerada a matriz

propagagao A(t) (ver secao 2.2.1) tem-se como resultado, com go9 = 0,

D20

i t 2.32
— sin(wst) ( )

Ga(t) =

pa(t) = pao cos(wat), (2.33)

Para t > 0, g2(t) se anula com ¢ = nmw/ws. Entretanto, para se ter o valor de py > 0,
é nescessario que n seja par, ou seja, n = 2k com k € Z. Logo, apenas com t = 2kw/wy a

trajetoria retorna a superficie de Poincaré, pois

P20
mwy

sen (wot) = 0. (2.34)

Para o valor k = 1, ou seja, quando tem-se a primeira intersecao entre a trajetoria e

a superficie de Poincaré, os valores de ¢; e p; podem ser determinados através da seguinte

expressao
Qin ) _ P, d10 ’ (2.35)
Pn d1o0
com
(27a)  —— sin(2ra)
P, — cos(2ma — sin(2ra 7

—mwsin(2ra)  cos(2ma)
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em que o = wy/wy = 1/8.

A expressao acima conecta duas intersegoes sucessivas de uma mesma trajetoria na
segao de Poincaré, de tal forma que quando designados os pontos x = (¢,p) e x1 = (¢1,p1)
¢é obtido o mapa de Poincaré y; = P,xo. Esse processo pode ser generalizado para um

nimero ¢ de iteragdes, produzindo o mapa x; = P Xo.

p P
3,-7 ] Tl 3%
» . L .6
K \ J sl
v ! v
| 1 10 |
;* ! q 5; ! q
S ’ 1 \ " 1
N 4 N 4
AR 7 . .79
s 17087
2 72

(a) (b)

Figura 5: Secao de Poincaré para o oscilador harménico bidimensional. (a) Representagao
para uma Orbita periédica (b) Representagdo para uma 6rbita nao periddica.
Sendo assim, o mapa de Poincaré é definido para o vinculo ¢ = 0 e plano
¢1 — p1. Figura retirada de Aguiar [26].

As trajetorias que se propagam continuamente sobre a superficie dos toros cons-
tituem a superficie de energia que intercepta o mapa de Xp, como pode ser visto na
figura 4. Assim, é possivel observar que o valor da razdo « determina se a trajetéria é
periédica (formando toros racionais) ou nao-periédica (formando toros irracionais). Na
figura 5, ¢ ilustrada a secao de Poincaré para duas érbitas, uma com razao de frequéncia
racional o = 2/5 (figura 5.(a)) e outra com razao de frequéncia irracional com um valor
de a préximo de 2/5 (figura 5.(b)). Nesse exemplo, para o caso racional, qualquer traje-
toria perfura o plano de Poincaré 5 vezes, repetindo indefinidamente a mesma sequéncia
de pontos. Nesse mesmo toro existem infinitas outras trajetorias, cada uma perfurando
o olano 5 vezes, porém em pontos distintos do toro. Para o caso irracional, uma tnica
trajetoria perfura o mapa de Poincaré em posicoes ligeiramente distintas das anteriores.
Dessa forma, uma tnica trajetéria preenche totalmente o toro apés um intervalo de tempo

suficientemente longo.

2.3 Transformacdes Canonicas

Na formulacao hamiltoniana, sabe-se que as varidveis candnicas ¢ e p sdao inde-
pendentes, o que torna possivel uma mudanca de variaveis para o sistema. Neste caso, é
possivel considerar mudancas de variaveis no espacgo de fases, de modo que a forma cano-

nica das equagdes de movimento seja preservada. Assim, sejam conhecidas as variaveis
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canonicas e o hamiltoniano do sistema, busca-se uma transformacao inversivel do tipo

Q=Q(q,p,t);  P=P(qpt) (2.36)

As novas variaveis estao definidas nao somente em fun¢ao das antigas coordenadas,
mas também, em funcdo dos antigos momentos generalizados e do tempo. Assim, para
que as novas variaveis ) e P sejam consideradas varidveis canonicas deve existir uma
fungao K(Q, P,t), tal que as equagdes de movimento do novo sistema preservem a forma

das equagoes Hamilton, isto é,

0K . 0K

Qi:aipzj Pz‘:—aQi- (2.37)

A funcao K desempenha o papel de um novo hamiltoniano para o novo sistema

de coordenadas escolhido de modo que a validade das equagoes (2.37) ocorre através da
preservagao de sua forma candnica. Ou seja, a forma canoénica das equagdes de Hamilton

para as novas variaveis é satisfeita quando obedecido o principio de Hamilton

5 [° [Z PO, — K} dt = 0. (2.38)

Do mesmo modo, segue para as variaveis antigas

5/;2 [Zpi(ji . H] dt = 0. (2.39)

Deve-se enfatizar, porém, que a validade simultanea das equagoes (2.38) e (2.39)
nao implica necessariamente que os integrandos sejam iguais em ambas as expressoes.
Como a acao S tem variacdo nula nos extremos ¢ imposto que os integrandos sejam

proporcionais e, entao,

zn:-PzQz —K=A [zn:piqz' - H] : (2.40)

A constante multiplicativa A\ esta associada com um tipo de transformacao canonica co-
nhecida como transformacao de escala. Logo, com auxilio de uma transformacao de escala

adequada pode-se concentrar a atencao em transformagoes canonicas para as quais A = 1.

Em particular, é possivel acrescentar na equagdo (2.40) uma funcdo geratriz do

tipo F' = F(q,p,t), desde que

5 [ LD g 7 (g(02),p(ta) 1) — Fla(t).plt) )] =0, (241

A variacao da funcdo F' nas variaveis antigas deve ser nula nos extremos, de modo que
0g;(t2) = 0¢;(t1) = 0 e dp;(t2) = dp;(t1) = 0.
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A vantagem de exigir que a variagdo em seus extremos seja nula é a obtencao de
uma forma mais generalizada para as equagoes de movimento. Assim, a equagao (2.40)

preserva o formato hamiltoniano das equagoes de movimento se

n n . dF
(o= ) = (Sopa - )+ 4 (242)
ou, escrito em sua forma diferencial

Zn:(pidqi — PdQ;)+ (K — H)dt = dF. (2.43)

Posteriormente, mediante uso das equagoes de transformagao (2.36) e suas inversas,

a funcao I’ pode ser expressa em funcao das antigas varidveis, assim como em funcao das

novas. Em geral, pode-se fazer uma escolha para a fungao F' tal que as coordenadas (¢, Q)

sejam escolhidas como um conjunto de 2n varidveis independentes. Supondo entao que
F = Fi(q,Q,t), tem-se que

dF, = @d + agldQ + @dt (2.44)

Ao igualar a equagao (2.44) a equagdo (2.43), chega-se as expressoes que relacionam as

antigas e as novas variaveis

o 0F; p_ _8F1
b= dq; ’ t 0Q;

As equagoes (2.45) constituem um sistema de equagoes diferenciais parciais de

OF,
e K(Q Pt)=H(gpt)+ 5~ (2.45)

modo que quando conhecida a funcao Fj sao fornecidas as n relagoes entre p, g e QQ e o
Hamiltoniano K. No entanto, a escolha de uma func¢ao geratriz do tipo Fi(q, @Q,t) nem
sempre é a mais adequada para descrever a transformacgao canonica. Em alguns casos, por
exemplo, a transformagao canénica pode ser tal que nao é possivel escrever os momentos
conjugados p; em funcao das coordenadas generalizadas ¢;, ou ainda as coordenadas @);
em funcao de ¢;. Neste caso, é de interesse obter uma funcao geratriz que seja funcao
das antigas coordenadas generalizadas ¢; e dos novos momentos conjugados P;. Para isso,

considera-se uma funcao geratriz do tipo
F = Fy(q, Pi,t) — Qi (2.46)
Substituindo (2.46) em (2.43) obtém-se

OF, ., _ OF
aqiv (2 81317

OF,
com K(q,P,t)=H(q,p,t)+—. (2.47)

pi= ot



Capitulo 2. Aspectos Gerais dos Sistemas Dindmicos Conservativos 20

Além das fungoes geratrizes do tipo F} e Fy, existem duas outras possibilidades
de fungoes geratrizes: F3 = F3(p,Q,t) e Fy = F4(Q, P,t) (para mais detalhes verificar a

referéncia [24]).

2.4 Teoria de Hamilton-Jacobi

A teoria de Hamilton-Jacobi é um método que quando utilizado permite a obtengao
de uma transformacao canonica capaz de simplificar as equagoes de movimento do sistema.
Uma forma de tornar as equagdes de movimento do sistema em equagdes soliveis (ou
seja, que possam ser resolvidas por operagoes como inversao e quadratura) é através da
introdugdo de uma transformagao candnica que leva as antigas variaveis (¢;, p;) a um novo
conjunto de varidveis (Q;, P;), de tal modo que o novo hamiltoniano K dependa somente

dos novos momentos P;.

Uma possivel escolha de transformacgao canodnica é a prépria constante de movi-
mento, por exemplo, as n componentes do momento conjugado P; = Fj(q,p). Logo, as
novas variaveis sao dadas por

0K - 0K

em que a sua solugdo é P, = P,y = cosntante e Q;(t) = Qo + t.

j

= ,(P), (2.48)

Outro modo de tornar as equacoes de movimento “triviais” é através da introducao
de uma transformacao candnica dependente do tempo, gerada, por exemplo, por uma

fungao geratriz do tipo F» = (g, P,t), de tal modo que a nova hamiltoniana seja dada por

oF
K(Q:, P;,t) = H(q;,pi,t) + e 0. (2.49)

A funcgao geratriz do tipo F; é usualmente escrita como sendo a agao S, ou também
denominado como funcao principal de Hamilton. Nesse caso, com o uso das equacoes de
transformagoes p; = 05/0q;, provenientes das equagoes (2.47), chega-se a equacao de

Hamilton-Jacobi, que é dada por

0. (2.50)

oS oS oS
H<q17"'7qn; > =

a0 on) T ot

A equagao (2.50) é uma equagao diferencial parcial de primeira ordem nas n +
1 varidveis, as n coordenadas ¢; e o tempo t. A solucdo dessa equacao requer n + 1
constantes de integracao. No entanto, uma das constantes ¢ aditiva de modo que pode ser
desconsiderada, pois envolve apenas as derivadas de S, ndo modificando a transformacao

gerada pelo propria agao. Deste modo, as n constantes de integracao (aq,--- , ;) devem
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possuir alguma ligacdo com os n valores das constantes P;. Sendo assim, é possivel escolher

a; = P, e reescrever o momento p; e a coordenada generalizada (); como,

~ 98(q, 1)
Pi= g (2.51)
¢ 05(q, o )
7a7
Qi =0 = 75@ ; (2.52)

em que os 's também sdo contantes (assim como os ’'s). A partir das equagoes (2.52)
e (2.51), é deduzido que as coordenadas generalizadas e os momentos conjugados sdo

escritos em funcao dos valores de a e 3 e, entao, ¢; = ¢;(«, 5,t) e p; = pi(«, B, 1).

Como foi observado, ha uma certa liberdade na definicao do conjunto de varidveis,
Q@i e P;. Uma escolha, em particular, leva as variaveis agdo-angulo. Essa é uma transfor-
macao canoénica que leva (¢, p;) a (¢, 1;), onde cada ¢; varia ao longo de um circuito
irredutivel ~; sobre o toro entre 0 e 27. A ideia que envolve esse tipo de transformacao
ocorre da seguinte forma: seja um conjunto de n constantes F;(g;, p;) independentes em
involugao, tal que possa-se definir novas variaveis (Q;, P;) de forma que P, = Fi(q;,p;)-

Como os P; sdao constantes do movimento, o hamiltoniano H nao depende dos Q;, pois

Q; = 0H/OP; = Q;(P;) = constante.

No entanto, tornar os valores dos P; em funcao dos F; acaba nao sendo a melhor
escolha possivel, pois as fungoes F; geram fluxos que necessariamente ja se encontram ao
longo dos circuitos irredutiveis 7;. E entao definido um novo conjunto de momentos I; em

funcao dos Fj, que, por sua vez, sao associados as ¢;.

O conjunto de varidveis (I;, ¢;) sao chamadas de varidveis acao-angulo, em que a

acao I; é definida a partir de:

L:U%%pd% para i=1,---.n, (2.53)
71
em que ; denota n circuitos irredutiveis sobre os toros T™.

Para cada ~; sao designadas as n dire¢coes dos angulos sobre o toro. Essas dire¢oes

podem ser usadas para parametrizar os pontos sobre o toro, como mostrado na figura 6.

Em um caso especial é de interesse uma transforacdo canoénica que leve a ha-
miltoniana a depender somente dos I's e nao somente dos ¢’'s. Neste caso, para todo

1=1,2,--- ,n tem-se que

I; =0, (2.54)

e as variaveis acao sao constantes de movimento.
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“v kL

Figura 6: Orbita sobre um toro 72, com seus respectivos circuitos irredutiveis v, e 7.
Figura retirada de [27].

Dessa forma, é obtida uma mudanga de variaveis (p;, ¢;) — (I;, ¢;) em termos da

funcao geratriz S

_05,9)

¢ = 5 (2.55)
‘ 0S(I,q)
B ,q

p= g (2.56)

A variagdo de ¢ sobre um circuito y; é denotada por Ay, e a vari¢do da fungdo geratriz

sobre um circuito é denotada por AS;, e estes sdao dados por

AS; = % p-dq=2rl;, (2.57)
7
0 0

com 0;; =1sei=jed;=0sei#j.

O novo hamiltoniano K = H = «ay(Iy,--- ,I,) é entao construido em termos das
variaveis agao-angulo, independentemente da variavel ¢. Logo, as equagoes de movimento

podem ser reduzidas a

ar dp OK(I) _
As solugoes do conjunto de equagoes 2.59 sao
I(t)y=1(0) e o(t) =¢(0) +w()t, (2.60)

em que o termo w(/) nas equagoes (2.60) é interpretado como um vetor velocidade angular,

especificando as trajetorias sobre os toros.
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A matematica envolvida no procedimento realizado para encontrar as trajetorias
das variaveis acao-angulo é denominada teoria candnica da pertubacao, em que as variaveis
originais ¢’s e p's sdo escritas como uma série de potencias que estdo em funcao das novas

variaveis [ e ¢.

2.5 Estabilidade em Pontos de Equilibrio e Orbitas Periédicas

O conceito de estabilidade linear é amplamente utilizado para caracterizar tanto
pontos de equilibrio quanto orbitas periddicas. Nesse caso, as orbitas periddicas sao tra-
tadas como ponto fixos nos mapas de Poincaré. A determinacao da natureza dos pontos
de equilibrio e de 6rbitas periédicas compreende uma analise sobre o comportamento

dinamico de suas vizinhancas.

Seja definido um ponto de equilibrio xo = (qo,po) de um sistema de equagoes
diferenciais. O ponto de equilibrio é assintoticamente estavel se a resposta do sistema a
uma perturbagao arbitraria se aproxima de (qo,po) quando t — oo. Logo, considere-se
como exemplo um péndulo amortecido com um angulo 6 entre o fio que sustenta a massa
m e o eixo vertical. O péndulo se encontra em estado de repouso quando # = 0, ou seja,
no ponto de equilibrio determinado sobre a origem do grafico. Supondo que o péndulo seja
ligeiramente afastado da origem e, entdo, seja alterado o seu estado de repouso, observa-se
uma oscilagao em torno da origem até que o péndulo retorne ao ponto de equilibrio. Neste
caso, o ponto (#,pg) = (0,0) é classificado como um ponto de equilibrio assintoticamente

estavel ou, comumente chamado de atrator’.

No caso em que o ponto de equilibrio é instavel, a resposta do sistema a uma pe-
quena perturbacgao arbitraria cresce quando t — oo. Entao, considere-se o mesmo exemplo
do péndulo descrito anteriormente, porém o péndulo estara suspenso por uma barra rigida
de massa desprezivel. Para um angulo de § = 7 formado entre a barra e o eixo vertical
é verificado que qualquer que seja a perturbacao conduz a um afastamento do ponto de

equilibrio, o que garante a instabilidade do ponto de equilibrio.

Para um ponto de equilibrio neutramente estavel, considere-se o exemplo de um
péndulo simples (neste caso, nao forgado e sem atrito) esteja em repouso sobre o ponto
= 0. A auséncia do atrito fard com que a energia transferida ao péndulo se conserve e,
entdo, quando o péndulo é ligeiramente afastado da sua posicao de equilibrio permanece
oscilando indefinidamente em torno do ponto de equilibrio. Para t — 0o, o péndulo em
média nem se afasta nem se aproxima do ponto de equilibrio. Assim, o ponto de equilibrio
é classificado como neutramente estavel se a resposta do sistema a pequenas peturbacoes

permanece inalterada quando ¢t — co.

1 Os sistemas dindmicos conservativos, bem como os sistemas hamiltonianos, ndo exibem estruturas

atratoras devido a propriedade de conservacao de seu volume no espaco de fases.
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Seguindo a classificagdo de um ponto de equilibrio, definida a partir da analogia
com o movimento de um péndulo, considere-se um ponto de equilibrio x¢ = (go, po) de um
sistema hamiltoniano com um grau de liberdade, de tal modo que o campo hamiltoniano

® = V, H seja nulo sobre este ponto, i.e.,

OH oH
—| ===, 2.61
Ip o Ipo ( )
OH oH
= =Z= _y. 2.62
9q |, 9% (262)

A determinacao da estabilidade de yq é feita a partir da analise do comportamento
dindmico no em torno de sua vizinhanga. Considere-se entdao o ponto x = (¢, p), diferindo

do ponto de equilibrio por uma pequena variagao (dq, dp), de modo que

q=q +0q e p=py+dp. (2.63)
Deste modo, ao substituir as equagoes (2.63) nas equagdes de Hamilton (2.14) e

(2.15), e expandir o resultado obtido em primeira ordem nos desvios 0p e dq, tem-se que

. . OH  OH? OH?
§=00=——+ 0q + 5
Ip;

op, 2.64
3190 36105]90 b ( )
s, OH _0H.  OH?
P=P= 50 ~ 06 °1 8q0ps

Essas equagdes podem ainda ser reescritas em sua forma matricial, de modo que

j H H
<5q> _ ap pp ) <5Q> _ 4 <5Q>, (2.66)
0p _qu _Hpq op op
OH? OH? OH? OH?
— W H,=— H,,=——5 e H,, = ———.
daodp’ g T 0@ T Daodpa

Os elementos da matriz propagacdo A sao coeficientes constantes, neste caso, a

ap. (2.65)

em que Hg, =

equagao (2.66) pode ser reescrita em sua forma simplética
dx = Adx = JH"x, (2.67)

em que H;; = 9°H(qo, po)/9x:0x;. Ao encontrar os autovalores de H” a estabilidade do

ponto de equilibrio pode ser determinada como

A=tV —detH". (2.68)

Ao analisar os autovalores da matriz H, pode-se observar a existéncia de duas

possibilidades: I) o caso real (detH” < 0) quando seus autovalores A e —\ sao reais; II) o
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caso imaginario puro (detH"” > 0) seus autovalores A sio imaginérios puros, o que implica
em A" = —\. Assim, a partir da definicdo das duas possibilidades para os autovalores de

H", o caso real e o caso imaginario, segue-se a seguinte analise:

Para o caso real: sejam os dois autovetores de A, v; e vy, pode-se considerar

uma pequena variacdo 0y na direcdo de v; ou vy, em que sao obtidos

= AUl = )\1}1 — U1 (t) = Ul()@)\t (269)

Uy = AUQ = )\’02 — UQ(t) = Ugoei)\t. (270)

Um deslocamento arbitrario pode ser escrito como uma combinacao linear dos

autovetores vy e vy, de tal forma que

Ix(t) = aqui(t) + agua(t)

At —At
= QU1p€ +O€2U20€

Essas equagoes podem ser reescritas na forma matricial em termos de (g, p), ou seja,
5q(t> leloqekt + agvgoqe_’\t V10qg V204 6)\t 0 (03]
S - AL VAN B ’ x| = WS(t),
p(t) Q1U10p€e”" + QipUgppe Viop  V20p 0 e Qg
2.71

At
v v e 0 «
em que Vp = 100 7200 S(t) = Y e o= ",
Viop  V20p 0 e Q2

Neste caso, para o valor t = 0 na equacdo (2.71) tem-se que o = V; 'dx(0). Entdo,

a evolucao temporal das trajetérias vizinhas ao ponto g ¢

x(t) = VoS(t)Vy 'ox(0). (2.72)

O comportamento das trajetorias no entorno do ponto de equilibrio corresponde
a uma mistura de afastamentos e aproximagoes exponenciais. Dessa forma, as trajetorias
se aproximam do ponto de equilibrio a partir de uma das diregoes (correspondendo a
diregao do autovetor associado ao autovalor negativo) e se afastam pela outra dire¢ao
(este, por sua vez, correspondendo a diregao do autovetor associado ao autovalor positivo)
a uma mesma taxa. O ponto de equilibrio é classificado como instavel (ou ponto de sela
hiperbdlico), pois quaisquer deslocamentos recaem sobre as trajetérias que se afastam do

ponto de equilibrio .

Para o caso imaginario puro: sao dois os autovetores, v e seu complexo conju-
gado v*, além dos seus respectivos autovalores, A = 4if. Logo, ao escolher um desloca-

mento 0y na direcao de v, tem-se

b = Av = i0v = v(t) = vee'. (2.73)



Capitulo 2. Aspectos Gerais dos Sistemas Dindmicos Conservativos 26

Como o autovetor v é complexo, o comportamento na vizinhanca de x, deve ser

escrita como
x(t) = Bo(t) + B v*(t) = aqug (t) + agus(t), (2.74)
em que oy = 2Re(f3), ag = 2Im(B) e

,er’bet + /U())ke_iet

= Im(vg)cos(6t) + Im(uvp)i sen(6t) (2.75)
Vet — it
Ug(t) = 9 0
= Im(vy) cos(6t) + Re(vy)i sen(6t) (2.76)

com, u1(0) = Re(vg) e ug(0) = Im(vp)

Substituindo as equagoes (2.75) e (2.76) na equacdo (2.74), e reescrevendo-o em

sua forma simplética, tem-se que

oq(t)\ [ wg uz . cos(At) i sin(6t) ar) _ .
(5p(t)> - (ulp u2p> (isin(@t) cos(0t) ) (OéQ) = UoR(1) (2.77)

em que Uy — ( u14(0)  ug,(0) ) e R(t) = ( .COS<9t) i sen(6t) )
(0) U’2P(0) i sen(0t)  cos(6t)
7

Uip
A partir da equagao (2.77), com 0x(0) = Uy, segue-se entdao que

Sx(t) = UpR(t)U; 6x(0). (2.78)

O comportamento das trajetérias nas vizinhangas do ponto de equilibrio corres-
ponde a uma série de rotacdes no sistema de coordenadas 03 = U, *dx. Assim, o ponto
de equilibrio é classificado como estavel ou eliptico, pois quaisquer deslocamentos perma-

necem rotacionando em torno de xp.

Para uma melhor compreensao do comportamento das trajetorias nas vizinhancas
de um ponto de equilibrio, volta-se novamente a atencao ao péndulo simples. Porém, desta
vez, sera analisado o comportamento das trajetérias no espaco de fases definido para esse

péndulo (ver figura 7).

Em um primeiro momento é observado na figura 7 o ponto 0, marcado sobre a
origem do gréfico § em funcdo de 6. Esse ponto corresponde a solucio trivial (0 = 0),
onde o péndulo permanece em repouso na vertical. Com isso, é definido um ponto de
equilibrio estavel no espaco de fases, pois o comportamento das trajetérias nas vizinhancas
deste ponto corresponde a uma série de rotagoes. Esse comportamento esté associado ao

movimento de oscilacdo do péndulo. Ja a familia de curvas fechadas que circundam o
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Figura 7: Espaco de fase para um péndulo nao linear.

ponto de equilibrio estavel representam os possiveis movimentos de oscilagao do péndulo

para distintos valores de energia.

Os pontos A e B, descritos na figura 7, sdo definidos como pontos de equilibrio
instaveis do sistema. Logo, as duas curvas que passam pelos pontos A e B separam duas
regioes que apresentam comportamentos qualitativamente distintos. No entorno do ponto
de equilibrio estavel, na origem,a dinamica é periddica e corresponde ao movimento de
oscilagao do péndulo. Enquanto, no entorno dos pontos de equilibrio instaveis, os pontos
A e B, a dinamica é ilimitada e corresponde ao movimento de rotacao do péndulo. Sendo
assim, as curvas que separam essas duas regioes no espago de fases sao denominadas de

separatrizes.

Seguindo essa andlise, pode-se dizer que, as defini¢bes de variedades estaveis e
instaveis sdo uma generalizacao do conceito de separatriz. As variedades de um sistema
dindmico sao superficies no espago de fases que possuem a propriedade de que trajetorias
que nela se iniciem, permanecam nessa regiao durante a evolucao do sistema. Assim, um
conjunto invariante M é uma colecao de orbitas que formam essa superficie, de modo que
as Orbitas que se aproximam assintoticamente no tempo de uma variedade invariante sao
chamadas de variedades estaveis W*. Analogamente, as érbitas que se afastam de M sao
ditas variedades instaveis W*". Com isso, as variedades estaveis W* e instaveis W* de um

conjunto invariante sao definidas como:

1. a variedade estavel W* de um ponto de equilibrio instavel é o conjunto invari-
ante® de pontos y do espaco de fases, tal que & trajetoria associada a evolucdo temporal

de x tende assintoticamente a esse ponto.

2. a variedade instavel W* de um ponto de equilibrio instéavel é o conjunto invari-
ante de pontos x do espaco de fases, tal que a trajetoria associada a evolugao temporal

de x, quando propagada para tras no tempo, tende assintoticamente a esse ponto. Em

2 Um conjunto (W* ou W") é dito invariante quando todos os pontos y € W* (ou W*) sdo transpor-

tados pela dinAmica a outros pontos que também pertencem as variedades W?* (ou W*).
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outras palavras, os pontos estavam anteriormente proximos do ponto de equilibrio.

2.6 Nocao de Integrabilidade

Uma questao de grande importancia em sistemas hamiltonianos refere-se a sua
integrabilidade. A nogao de integrabilidade de um sistema mecéanico reside na possibilidade
de resolucgao de suas equagoes de movimento. Para o oscilador harmonico com dois graus
de liberdade, por exemplo, a energia total do sistema se distribui em duas partes que sao
conservadas independentemente. Nesse caso, sao obtidas duas constante de movimento
independentes, o que possibilita reduzir a dimensao do espaco de fases até que o sistema

possa ser resolvido via integragao por quadraturas.

Em geral, um sistema hamiltoniano com dois graus de liberdade sera integravel se
existir uma segunda quantidade conservada além da energia. Embora, sistemas hamiltoni-
anos com dois graus de liberdade nao sao, em geral, separaveis, pois existem acoplamentos
entre os graus de liberdade. Logo, em sua maioria, sistemas com dois ou mais graus de
liberdade nao sao integraveis. Parece, portanto, que a questao da integrabilidade dos sis-
temas hamiltonianos no n graus de liberdade esta associada a existéncia de n constantes

de movimento em involucao, isto é,

I

" (OFOH OF 0H
. {E,H}:; (3% ap;  Op; 3%)

" (OFOH OFO0H
F. Fl = o
o {(F.EFj} =) <8qi Op;  Op; 3%‘)

1,j=1

;
e VI, sao vetores linearmente independentes.

Definigao 1 (Involugdo). As n varidveis dinamicas Fi(q,p),--- , Fn(q,p) estao em invo-

lucdo se os colchetes de Poisson de quaisquer duas delas resulta nulo.

Definicao 2 (Colchetes de Poisson). O colchete de Poisson {F,G} de duas varidveis

dinamicas quaisquer F e G € definido por

" (OF0G OF 0G
F .G} = — .
{ } 12::1 (3%‘ dp;  Op; an‘)

A presenca de constantes de movimento é de extrema importancia para a resolugao

(2.79)

das equacgoes de movimento do sistema, pois elas representam uma relagao explicita entre
as variaveis do problema, permitindo a redugao do nimero de variaveis independentes. Em
outras palavras, caso o sistema hamiltoniano possua um numero suficiente de constantes
de movimento, a dimensao do espago de fases pode ser reduzida e as suas equagoes de

movimento podem ser resolvidas.
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O fato do sistema ser nao-integravel implica na nao existéncia de solugoes para as
suas equagoes de movimento em termos das condigoes iniciais e do tempo. Neste caso, a
impossibilidade de encontrar solugoes para as equagoes de movimento esta intimamente

ligada ao fato do sistema vir a exibir dindmicas cadticas.

A integrabilidade de sistemas hamiltonianos é garantida através do teorema de
Liouville-Arnold (para mais detalhes consultar o livro do Arnold [23]). Em linhas gerais,
esse teorema fornece garantias de que um sistema hamiltoniano integravel com n graus
de liberdade possa ter as suas equagoes de movimento resolvidas via operagoes algébricas

e por quadraturas (cdlculo de integrais conhecidas).

Em muitos casos as constantes de movimento podem ser expressas como funcao das
varidveis canonicas ¢'s e p's. Usualmente, essas constantes sao denominadas de varidveis
acao-angulo. Neste caso, tem-se a agdo como [;, em que ¢ = 1,2,--- ,n, e associado a
cada I; existe outra varidvel denominada de varidvel angulo, ¢;. Entdo, os I's e os ¢'s sdo
escolhidos como as novas equagoes de Hamilton (as equagdes de movimento), de modo

que a sua forma matematica é expressa eda seguinte forma:

€

Se as equagoes (2.80) e (2.81) sdo satisfeitas, as varidveis I; e ¢; sdo relacionadas as

variaveis ¢; e p; por uma transformacao candnica.

Teorema 1 (Teorema de Liouville-Arnold). Considere um sistema hamiltoniano integrd-
vel com n graus de liberdade. Entdo,
1. Existem varidveis canonicas (¢1, ..., o, I1, ..., I,) tais que H = H(I,...,I,), de modo

que as equagoes de movimento possam ser solucionadas em termos das novas variaveis
Iy = constante, ¢p = op(0) +wit, k=1,...n; wy=0H/0I}; (2.82)

2. As equacoes canonicas podem ser resolvidas por quadraturas;

3. A superficie n-dimensional M., definida por

Mc = {(qap) | Fk(QaP) = Cka kE = 1,...,71}, (283)

¢ um conjunto compacto e conexo®. Com isso, € possivel fazer uma mudanca nas varidveis
canonicas, de modo a escolher as varidveis de acao-angulo. Sendo assim, o movimento é

dito multiperiddico e suas frequéncias sao dadas por wy, = OH/OI}.

3 O termo compacto, neste texto, tem o mesmo sentido do que fechado e limitado. Um espaco é dito

conexo caso se permita passar de um ponto do espago para qualquer outro ponto distinto por um
movimento continuo, sem sair dele.
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As trajetérias de um sistema hamiltoniano integravel estao limitadas a uma regiao
finita do espaco de fases, M., sendo esta uma variedade limitada e conexa, definida como
o produto direto de n-circulos. A variedade, neste caso, pode ser descrita por n dngulos
e coincide com um toro n-dimensional (7™). Assim, dependendo do sistema ser ou nao
integravel, pequenos desvios tomados nas condi¢oes iniciais podem acarretar em grandes

mudancas em seus estados finais.

Em determinados casos, o sistema hamiltoniano nao integravel pode apresentar
sensibilidade as condigoes iniciais. Logo, quando tomadas as evolucoes temporais de duas
condicoes iniciais arbitrarias, as trajetorias correspondentes podem apresentar desvios que
aumentam exponencialmente apds um intervalo de tempo caracteristico. Contudo, se o
sistema hamiltoniano ¢é integravel, os desvios entre as trajetérias tendem a aumentar li-
nearmente no decorrer do tempo. Portanto, a nao integrabilidade do sistema parece estar
intimamente ligada ao fato do sistema vir a exibir dinamicas cadticas ou ndo. Deve-se sali-
entar que apesar de exibir uma relacao com o surgimento de dinamicas cadticas no sistema
hamiltoniano, a nao integrabilidade nao deve ser usada como um fator preponderante na

indicacao do caos.

2.7 Perturbacdo de Sistemas Integraveis

2.7.1 O Teorema KAM

Um questionamento que pode ser feito sobre a dindmica de um sistema hamilto-
niano integravel é o que ocorre com a integrabilidade do sistema quando adicionado um
pequeno efeito perturbativo. Com isto, pode-se imaginar que a integrabilidade seja com-
pletamente destruida, de modo que nao existam mais toros no espaco de fases. Contudo,
deve-se tomar cuidado com tal afirmacao, pois em certas condigoes, uma fragdo dos toros
sobrevive aos efeitos de pequenas perturbacoes adicionadas ao sistema. Considere-se entao

o hamiltoniano de um sistema dindmico conservativo com dois graus de liberdade

H(q1,q2,p1,02) = Ho(q1, 92, p1, p2) + €Hi(q1, @2, p1, p2)- (2.84)

O hamiltoniano (2.84) é composto por dois termos: um termo nao perturbado
e integravel Hy e outro termo correspondente a uma pequena perturbagao eH;. Como
discutido na secao 2.2.1, em um sistema hamiltoniano integravel cada superficie de energia
é decomposta por uma familia de toros, e cada um desses toros é caracterizado por um

numero de rotacao «.

Ao considerar a atuagao do pequeno efeito perturbativo e Hy, presume-se que todas
as constantes de movimento com excegao da energia constante (H = E) sejam destrui-

das para € # 0. Neste caso, se o sistema nao é mais integravel nada se pode afirmar a
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priori sobre quais os toros sobrevivem e quais sao destruidos frente a adi¢ao da pequena

perturbacao.

A resposta dos toros racionais e irracionais frente a adicdo do pequeno efeito pertur-
bativo no sistema ocorre de forma completamente distinta. Com a adi¢ao da perturbacgao
é esperado que um tipo de ressondncia’ ocorra sobre os toros, especificadamente sobre
os toros racionais. Como sera apresentado posteriormente, quaisquer perturbacgoes aplica-
das ao sistema, leva a destruicao dos toros racionais, bem como a destruicao dos toros
situados em sua vizinhanca. Assim, a estabilidade de um toro diante a acao de pequenas
perturbagoes, depende somente do quao os toros sejam aperiodicos, ou seja, para uma

razdo « suficientemente irracional.

Uma forma de se analisar o efeito dessas pequenas pertubagoes aplicadas ao sistema
é a partir do desenvolvimento de uma teoria perturbativa, uma delas é a teoria canonica da
perturbacao. As teorias da pertubacoes podem ser divididas em trés regimes, dependendo
somente das frequéncias nao perturbadas do sistema w; e da frequéncia da pertubagao w,.

Neste caso, sao observados os seguintes casos:

i) w, << wj, para altas frequéncias de perturbagoes;

i1) w, >> w;, para baixas frequéncias de perturbagoes;
i11) w, ~ w;, para teorias ressonantes.

Como podde ser observado, a teoria canoénica da pertubacdo funciona naqueles
regimes onde w, ~ w;. Com isso, o hamiltoniano (2.84) do sistema sob efeito da pequena

perturbacao pode ser reescrito da seguinte forma

H(I,¢) = Ho(I) +eH,(I,$) + e Ha(I,¢) + - - - (2.85)
em que (I,¢) = (I, Iy, ¢1, ¢2) sdo as variaveis agao-angulo.

O hamiltoniano H na equacao (2.85) depende das variaveis I e 0. Portanto nem H
nem [ sdo constantes quando o sistema esta sob efeito da pequena perturbacao, o que leva
o sistema a nao ser mais integravel. Neste caso, busca-se a existéncia de uma nova acao
S que seja constante. Isto é equivalente a introduzir uma nova transformacao candnica
(I,9) — (J, 9/), de modo que o novo hamiltoniano K dependa somente da varidvel J.
Seja S(J, ¢) a funcao geratriz do tipo Fy para essa transformagao, é assumido que, para

valores de € << 1, a transformacao canonica deve ser aproximada por uma transformagao

4 Neste caso, a ressonancia esta relacionada com o fato da razdo entre as frequéncias naturais do sistema

“a” resultar em um ntmero racional (do tipo a = r/s) ou irracional. Assim, os toros irracionais, ou
seja, os toros ndo ressonantes, cujo valor de « seja préximo da razdo r/s também sdo destruidos pela
acao da perturbagao.
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identidade, de forma que a serie perturbativa pode ser escrita como

S(J,0) = J - 6+ £81(J,0) +285(, ) + -+ , (2.86)
emque J-op=J1pr+ -+ Jpdn.

A funcao S; na equagao (2.86) deve ser escolhida de forma a eliminar a dependéncia
angular do novo hamiltoniano K, (a fim de tornar o valor de 6" em uma constante). Com

isso, as equagoes que definem a transformagao canonica sdo dadas por

9¢i 9¢i

aSl(‘L ¢)

, 0S(J,0)
2 _
+0(%), e 6,= o

2
; aJ, + O(e7).

(2.87)

=¢;+¢

O conjunto de equagoes (2.87) podem ser resolvidas em termos das coordenadas

originais e em primeira ordem para ¢, de modo que se tenha

- 851(J,0') , o 0Si(J0) 2
IZ—JZ—i—éT%—i—O(e ) e gb—@i—eT—l—O(s ). (2.88)
Assim, a equacao de Hamilton-Jacobi pode ser escrita como
/ oS
K(J,0)=H|— . 2.
)= (55.0) (280

Utilizando a equagao (2.86) e substituindo-a na equagao de Hamilton-Jacobi (2.89),

chega-se a

05, ,05,
a0 T oy

08, ,08;

—|—--->—|—€H1 <J+680, +e€ 50 +> (2.90)

Com isso, a expressao (2.90) é expandida em série de Taylor, em primeira ordem de ¢, de

K(J,0") = H, (J +e

modo que
’ . 8H0 aSl / 2
K(J,0) = Hy(J)+e¢ 57 90 +eH(J,0)+O(e%)
051 / 5
= Ko(J)+eK(J,0) +O0(?) (2.91)
em que w(J) = (wi(J), - ,wa(J)) sdo as frequéncias do movimento perturbado, Ko(J)

= Hy(J) e K1 = w(J)0S1/0¢ + H1(J, 9).
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A partir dai, é determinado o termo S; tal que se tenha a seguinte relagao K; =
K;(J). Para isso, a dependéncia angular sera explicitada ao expandir S; e H; em série de

Fourier, ou seja,

Si0) = S Spm(J)e™? (2.92)
© oo
Hl(J7 9’) = Z Hlm(‘])eim.e ) (293)
onde m = (my,ma, -+ ,my).
Posteriormente, as expressoes (2.92) e (2.93) sao substituidas no termo K7, e entao
chega-se a
Kl = Z [zm ’ w(‘])slm + Hlm] eim~9/' (294)
) Him(J)
Stm(J) = i—" 2.95
im() Zm w(J) ( )

O problema com a série em S; é em afirmar se os termos do somatério convergem.

Em particular, a equacao (2.95) se anula para a seguinte situagao:

m-w = (miwy + mawsy) = 0. (2.96)

Dessa forma, é observada a condigdo de ressonancia, em que os toros racionais sao des-

truidos para qualquer perturbacao .

Contudo, antes mesmo de fazer a escolha para as componentes de S, deve ser
observado se o movimento encontra-se em ressonancia ou nao. Como o valor das frequén-
cias w; depende dos valores de J, ou seja, o valor que especifica os toros do sistema nao
perturbado, deve-se especificar se o toro é ressonante (para um valor de o = r/s, quando
tem-se um toro racional) ou ndo-ressonante (para um valor de ov = w; /ws, quando tem-se

um toro irracional).

Para o caso ressonante, é observado que o valor de m na expressao (2.96) nao se
anula apenas quando m; = my = 0, mas também quando m; = ps e my = —pr, para qual-
quer valor inteiro positivo ou negativo de p. Com isso, o termo S; deve ser inteiramente
modificado, de modo que o novo hamiltoniano K é substancialmente modificado (para
maiores detalhes o leitor deve-se dirigir a referéncia [26]). O novo formato para o hamiltoni-
ano esta intimamente relacionado ao surgimento de ilhas ressonantes cercadas por regioes
predominantemente cadticas, quando consideradas pequenas perturbacoes aplicadas ao

sistema dinamico.



Capitulo 2. Aspectos Gerais dos Sistemas Dindmicos Conservativos 34

Entretanto, para o caso nao-ressonante é observado que

Sim(J) = " w(J)’ m#0 (2.97)
0, m =0

Assim, para a escolha m = 0, todos os termos de K; sdo anulados, exceto Hy,,.

Quando considerado um sistema dinamico com dois graus de liberdade, por exem-

plo, o denominador que aparece em S; é do tipo

(2.98)

w1 —Mma
m - W =MW1 + Moo = MWy | — — .

w2 ma
No caso ndo-ressonante, o nimero de rotagdo («) é um nimero irracional. Apesar disso, é
sabido que o conjunto dos niimeros racionais é denso no conjunto dos nimeros irracionais,
de modo que qualquer ntimero irracional pode ser tdo bem aproximado por um ntmero
racional. Logo, existem nimeros inteiros do tipo r e s, tal que a relagao |wy/we —7/s| < ¢
seja satisfeita para qualquer valor de §. Assim, conforme os valores dos m; sao somados,

o denominador de S; pode ficar arbitrariamente pequeno e a série pode nao convergir.

A convergéncia da série S7, neste caso, depende do qudo rapido os termos de
) )
H, se aproximem de zero comparativamente a aproximacgao de « pelo niimero racional
(m1/ms). Em outras palavras, a convergéncia ou nao convergéncia da série S; depende
do quao “distante” os toros irracionais estao dos toros racionais vizinhos. A convergéncia
da série perturbativa, ou seja, a condicao de sobrevivéncia para o toro apés a adicao da
? Y

perturbacao no sistema é precisamente fornecida através do teorema KAM. Esse teorema
foi apresentado por Vladimir I. Arnold e Jurgen Moser, independentemente, em 1962 —
1963, a partir de sugestoes feitas pelo matematico russo Andrei Kolmogorov em 1954
) 9
tornando-se assim o conhecido teorema Kolmogorov-Arnold-Moser ou simplesmente o

teorema KAM.

A sua demonstracdo aponta que a série perturbativa converge para os toros ir-
racionais, cujo nimero de rotagado « ¢ suficientemente distante de um nimero racional.
Contudo, o teorema KAM apenas assegura a sobrevivéncia dos toros irracionais (ou seja,
a permanéncia das trajetérias que estao dispostas sobre os toros irracionais) frente a adi-
¢ao de pequenas perturbacoes no sistema, de modo que nada se pode afirmar sobre o

comportamento dos toros racionais que foram destruidos®.

No entanto, apesar da ideia de distancia entre niimeros racionais e irracionais possa

parecer estranha, pois o conjunto dos racionais é denso no conjuntos dos irracionais de

5

,

Quando o termo “toro destruido” é utilizado, refere-se ao fato de que a trajetéria ndo € mais propagada
sobre a superficie do toro, porém ocupa um pequeno volume em torno do antigo toro.
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modo que, todo nimero irracional pode ser tdo bem aproximado o quanto se queira por

um namero racional. Seja um numero irracional arbitrario, escrito como

o = do.d1d2 oty (299)

em que os termos d; sao inteiros entre 0 e 9, é possivel reescrevé-lo como uma sequéncia

de ntmeros racionais

dody  dodyds
10 7 100

Nessa sequéncia, a distancia entre o nimero irracional e sua aproximacgao racional é

do, (2.100)

(a—r/s) <1/s. (2.101)

Contudo, existe outra forma mais precisa de formular uma aproximagao racional para um
numero irracional. Esse método é conhecido como fracoes continuas, e a partir dele um

nimero irracional a pode ser escrito na seguinte forma

a = a , 2.102
! T (2.102)

em que os coeficientes a; sdo inteiros maiores ou iguais a um se ¢ > 1 e ag = « é a parte

inteira de « (que pode ser positiva, negativa ou nula).

O valor de a para um determinado ntimero irracional converge rapidamente se a
sequéncia ay, as, - - - diverge rapidamente. Desse modo, o niimero mais irracional de todos
¢é aquele cuja aproximacao por um numero racional é a mais lenta o possivel, ou seja,

quando todos os a; forem iguais a 1.

O teorema KAM, neste caso, diz somente a respeito da série perturbativa, que
converge para os toros irracionais cujo nimero de rotagdo a é o suficientemente distante

de um ntmero racional, ou seja, quando a seguinte relagao é satisfeita

k) (2.103)

a_i
52|

‘ T
S

em que a constante k£ depende somente de €, que tende a zero no limite € — 0.

O fator k(e)/s*? da equacio (2.103) segue o formato k(g)/s”, com o valor de
[ dependendo do termo de Hy. Entao, quanto maior o valor de § menor a vizinhanca
removida proxima ao toro racional e o sistema é mais resistente a pequenas perturbacoes.
Por outro lado, quanto menor for o valor de 3, qualquer perturbagao destréi uma grande

fracao dos toros, sendo esses os toros racionais e as suas vizinhancgas.
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Figura 8: Intervalo de valores de v (ntimero de rotacao) definidos entre 0 e 1. Neste caso,
cada valor de «, racional ou irracional, correspondente as trajetorias periddicas
e quase-periodicas dispostas sobre os toros. O intervalo restante, denotado pelos
intervalos em preto, correspondem aos toros que sobrevivem ao pequeno efeito
perturbativo.

Como uma forma de estimar a fragdo de toros que sobrevivem frente a adi¢ao do
pequeno efeito perturbativo no sistema, deve-se supor, como analogia, que os toros em
uma determinada camada de energia tenham a razao « variando entre 0 e 1. Nesse caso,
como observado na figura 8, sao retirados todos os valores de a que correspondem a um
numero racional, bem como todos os valores de sua vizinhanga que estejam compreendidos
no intervalo de comprimento k(g)/s%?. Neste caso, estendendo essa analogia para um
sistema hamiltoniano, tem-se como resultado que os toros irracionais cujo nimero de
rotacao é mais distante de um ntmero racional sobrevivem a uma pequena pertubacao

aplicada ao sistema.

2.7.2 Teorema de Poincaré-Birkhoff

De acordo com o teorema KAM, a maior parte dos toros irracionais de um sistema
integravel acaba sobrevivendo frente a adicdo de uma pequena perturbacdo no sistema.
Porém, esse teorema nada afirma sobre o comportamento das trajetorias que estao dispos-
tas sobre os toros racionais, ou seja, os toros cuja razao « entre as frequéncias do sistema

resultam em um numero racional.

A resposta do que vem a ocorrer as trajetorias que estao dispostas sobre os toros
racionais, frente a adicao da perturbacgao, pode ser obtida através do teorema de Poincaré-
Birkhoff. Para isso, considere-se um sistema hamiltoniano integravel com dois graus de
liberdade, de tal modo que a sua dindmica pode ser descrita através do mapa My(«) (o

indice subscrito 0 indica um mapa nao perturbado).

O mapa My(«) surge a partir das sucessivas intersecgoes das trajetérias com a segao
de Poincaré. Ao supor uma simples mudanca de coordenadas, os toros construidos a partir
das sucessivas intersecoes das trajetérias com a se¢ao sao tomados como circunferéncias
concéntricas. E possivel assim representd-las através das coordenadas polares ped de

modo que se tenha
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Pn+1 = Pn (2.104)
Opi1 = On+2ma(pn), (2.105)

Ou ainda reescrevendo-o em sua forma matricial:

Pn+1 o Pn
()< i () o

O mapa descrito pela expressao (2.106) é entao aplicado “s” vezes sobre a circunfe-
réncia de raio p = p(r/s) retornando todos os pontos em sua posi¢ao inicial. Dessa forma,
os circulos sao ditos curvas invariantes. Logo, quando aplicado o mapa M, todo o ponto
marcado sobre a intersecdo de um toro ressonante p(r/s) com a superficie de energia é

considerado um ponto fixo.

7

(2
(=) )

Figura 9: Curvas invariantes do mapa nao-perturbado. Figura adaptada de Ott [27].

Considere-se entao um sistema nao perturbado, de modo que a uma circunferéncia
definida por p = p; > p é rotacionada pelo mapa M (a) no sentido anti-horario. Ademais,
tomando uma segunda circunferéncia sobre o raio p = p_ < p, a aplicacdo do mapa
rotaciona os pontos no sentido horario. A partir da aplicacao do mapa M («a), as curvas
fechadas sao deformadas em circunferéncias, porém, o dngulo de rotagdo a(p,) continua
dependendo do raio p. A partir da periodicidade observada para as trajetorias que estao
dispostas sobre o toro de raio p é definido o mapa denominado de mapa de tor¢ao My(«) =
M () = My(sar).

Considerando-se agora a aplicagao de uma pequena perturbac¢ado no sistema hamil-
toniano integravel, de modo que é definida a aplicagdo do mapa M_(a)) sobre o sistema.
Assim, é esperado que toros ainda permanecam invariantes. Entretanto, é de se imaginar
que para pequenos valores de € os pontos sobre a circunferéncia de raio py > p sejam
mapeados por M?(«) no sentido anti-horario, enquanto os pontos sobre a circunferéncia
de raio p_ < p sejam mapeados por M?(«) no sentido horario, embora p ndo permaneca

mais constante.
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Os pontos que estdao sobre a circunferéncia de raio py > p sdo mapeados por
M?(«) a esquerda, enquanto os pontos que estdo sobre a circunferéncia de raio p_ < p
sao mapeados por M?(«a) a direita. Entao, deve existir um conjunto de pontos definidos

em p que sao invariantes sobre rotacao.

Apos a obtencao do conjunto de pontos que sao invariantes sobre rotagao, quando
aplicado o mapa M?(«) sobre os pontos que estao distribuidos ao longo da circunferéncia
definida pelo angulo 0, (ver figura 10), é gerada a curva invariante p.. Assim, ao aplicar
o mapa M?(a) os pontos marcados ao longo da circunferéncia definida pelo angulo 6, sdo

marcados sobre a nova curva invariante, apenas ao longo da direcao radial.

Figura 10: Mapa de torcao do sistema perturbado: os circulos invariantes do mapa. As
setas presentes nesta figura indicam a dire¢cdo do movimento radial sobre a
curva. Figura adaptada de Ott [27]

A partir da aplicagdo do mapa MZ(a) sobre os pontos pertencentes a curva pe,
¢é gerada uma nova curva plj, como pode ser visto na figura 11. Logo, de acordo com a
preservacao de areas, as areas envolvidas pelas curvas p. e plj sao iguais, de modo que, caso
seja observada uma compressao em determinados trechos da curva p. a partir da aplicacao

do mapa M:(«a), tantos outros devem se esticar a fim de preservar a area inicial.

Figura 11: (a) Pontos sobre a curva p = p mapeadas sobre M?(a) radialmente para p = p/_.
(b) Ilustragao do teorema de Poincaré-Birkhoff. Figura adaptada de Ott [27].
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Na figura 11.(a), as intersecgoes das curvas p = p. e p = ﬁ’e correspondem aos
pontos fixos obtidos pela aplicacao do mapa M?(«), pois nao sofrem nenhum tipo de movi-
mento radial. Com isso, para o mapa nao perturbado, apresentado na figura 10, conclui-se
que o circulo p = p(r/s), que contém os pontos fixos do sistema, é substituido por um
nimero par de pontos fixos quando o sistema é perturbado. Em outras palavras, em um
sistema integravel, os toros racionais antes cobertos por érbitas periddicas sao substituidos
por um numero par de orbitas periddicas, em que metade das 6rbitas sao estaveis e me-
tade sao instaveis. Esse resultado é destacado na figura 11.b, e é essencialmente conhecido

como o teorema de Poincaré-Birkhoff.

Em uma andlise mais detalhada sobre a estabilidade dessas érbitas, pode-se obser-
var o comportamento das trajetorias no entorno dos pontos de equilibrio, como indicado
pelas setas na figura 11. Dessa forma, é possivel visualizar um fluxo rotacional nas vizi-
nhangas dos pontos fixos estaveis B e D, pois as érbitas vizinhas permanecem no entorno
dos dois pontos fixos. Por outro lado, o fluxo na vizinhanca dos pontos fixos instaveis A

e C tende a afastar as orbitas periédicas do entorno desses dois pontos.

Figura 12: A partir da aplicacdo de uma pequena perturbagao no sistema, pode-se obser-
var a destruicao dos toros racionais no espacgo de fases do sistema dinamico,
como indicado pelas setas. Na regiao demarcada pelo quadrado é representada
uma ilha de regularidade. Figura adaptada de Ott [27].

A teoria da perturbacao desenvolvida na secao 2.7 prevé que o comportamento
nas vizinhangas de um toro racional é modificado. Tal fato pode ser visualizado com mais
detalhes na figura 12. Assim, o conjunto de érbitas periédicas que antes cobria o toro é
substituido por uma cadeia de ilhas que possui, em geral, apenas duas érbitas periddicas:

uma estavel no centro da ilha e outra instavel nos extremos da ilha.

O comportamento das trajetorias nas vizinhancas do centro de umas dessas ilhas
é constituido por uma série de curvas elipticas. As ilhas que rodeiam os pontos fixos
estaveis sao também toros, denominados de toros secundarios, pois surgem devido ao

efeito da perturbacdo. Dentro dessas ilhas estdaveis ha uma repeticao do procedimento,
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de modo que surgem novos toros terciarios circundando o ponto central da ilha e assim

sucessivamente.

Como resultado tem-se uma estrutura extremamente rica em detalhes contituida
por um conjunto de ilhas fractais, ou seja, forma-se uma estrutura fractal de ilhas dentro
de ilhas. A largura dessas ilhas ndo apenas diminui com o valor de ¢, mas também com
a ordem da ressondncia (ver secdo 2.7.1), ficando cada vez menores & medida que se
altera a escala observada. No entanto, a estrutura representada na figura 12 é apenas
uma aproximagao de um fractal, pois a repeticao de ilhas ocorre de uma forma complexa

e a autossimilaridade nao é exata.

2.8 Emaranhamento Homoclinico

Até entao, o que fora observado é que quando adicionado um pequeno efeito pertur-
bativo no sistema os toros racionais sao destruidos e substituidos por um nimero par de
6rbitas periddicas (pontos fixos estéveis e instéveis). A presenga de pontos fixos instéveis,
ou hiperbdlicos, é vista como de grande influéncia sobre a dindmica, pois eles tipicamente
resultam em pontos homoclinicos e heteroclinicos. Contudo, antes mesmo de definir o que
vem a ser esses pontos e o comportamento das trajetérias em suas vizinhancas, faz-se
nescessario redefinir os conceitos de variedades estaveis e instaveis, neste caso, quando

considerada a aplica¢do do mapa M. («) (como apresentado na segio 2.7.2) num sistema

W= (y)
\ / o

nao perturbado.

Figura 13: Variedades estaveis e instaveis de um ponto de equilibrio instavel . Figura
retirada de Ott [27].

A variedade estavel W* de um ponto de equilibrio instéavel v é definida como o
conjunto invariante de pontos no espaco de fases que tende assintoticamente ao ponto fixo
instavel. Enquanto a variedade instavel W* de um ponto de equilibrio instavel é definida
como o conjunto de pontos invariantes que, se aplicada uma reversao temporal, tende ao

ponto de equilibrio, como visto na figura 13. Uma propriedade importante das variedades
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estaveis e instaveis é que elas ndo podem interseccionar consigo mesma, devido a unicidade
das solugoes. Na figura 14.(a) é observado o ponto homoclinico O no cruzamento das
variedades estaveis e instaveis de um ponto fixo hiperbdlico v. J4 na figura 14.(b) ¢é
observado um ponto heteroclinico que é definido pelo cruzamento das variedades instaveis

e estaveis de dois pontos fixos hiperbdlicos quaisquer, v; e vo.

W ye) WHra)

Figura 14: Variedades estaveis e instaveis de um ponto fixo 7 de um mapa bidimensional.
Figura adaptada de Ott [27].

Considere-se a aplica¢ao do mapa M. («) sobre o ponto O situado sobre a intersec-
cdo entre as variedades instaveis e estaveis. Como as variedades sdo invariantes, o ponto
O ¢é mapeado novamente sobre o cruzamento das variedades Wy e W, tornando-o em
um novo ponto homoclinico. Esse mesmo efeito é observado com a aplicacdo do mapa
M. («) sobre os novos pontos gerados a partir do ponto homoclinico O. Assim, ao mapear
o ponto O para frente no tempo é observada uma aproximacao ao ponto fixo hiperbodlico
~ ao longo da variedade estavel, respectivamente pelo pontos 1, 2 e 3, como denotado na
figura 14.(a). Da mesma forma, esse procedimento é repetido, porém o ponto O é mape-
ado para tras no tempo, o que ocasiona em uma aproximagcao ao ponto fixo hiperbdlico
v, através dos pontos —1, —2 e —3 ao longo da variedade instavel, tal como denotado na
figura 14.(a).

Figura 15: Variedades estaveis e instaveis de 6rbitas periédicas hiperbodlicas, onde pode-se
visualizar o emaranhamento. Figura adaptada de Ott [27].
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A partir da aplicacdo do mapa M.(«) é formada uma figura bastante complexa,
em que suas formas ficam cada vez mais alongadas e retorcidas, pois os pontos localizados
sobre os cruzamentos das variedades estaveis e instaveis ficam cada vez mais proximos. O
efeito de alongar e esticar observado no cruzamento das variedades faz com que pontos
inicialmente préximos sejam conduzidos a posi¢oes ora distantes ora muito proximos, e

isso pode ser traduzido como o surgimento da sensibilidade as condigoes iniciais.

Como pode ser observado na figura 15, a variedade instavel, assim como a va-
riedade estavel, formam emaranhamentos homoclinicos em seus pontos de cruzamento,
sendo que esses sao os responsaveis pelo surgimento de dinamicas irregulares ou caoticos.
Nesse caso, é visto que a partir da adicdo de um pequeno efeito perturbativo em siste-
mas hamiltonianos integraveis, parte da integrabilidade é destruida, o que pode levar ao
surgimento de uma dinamicas cadticas. A partir dessa nova perspectiva, pode-se dar um
maior enfoque ao estudo do comportamento do caos em sistemas dinamicos, e esse serd
o objeto de estudo nos proximos capitulos, mais especificadamente quando considerada a

analise de sistemas dinamicos que exibem espalhamento classicamente cadticos.
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3 Espalhamento Classicamente Caotico

Neste capitulo, serao apresentadas e analisadas as caracteristicas de sistemas que
exibem espalhamento classicamente cadtico. Em especial, nesse tipo de sistema, pode-se
presenciar um tipo de manifestacdo do caos denominada de caos transiente. Com isso, os
métodos utilizados na caracterizacao do caos podem também ser estendidos a tal sistema.
A andlise de dinamicas cadticas por meio desses métodos permite a sua caracterizagao
como cadtica ou regular [29]. Posteriormente, sdo apresentados alguns desses métodos,
tais quais: a taxa de escape, o expoente de Lyapunov (para longos intervalos de tempo)
e a dimensao fractal. Além disso, tomando como exemplo o langamento de particulas no
interior de uma caixa bidimensional contendo ou nao um obstaculo localizado em seu
centro e o espalhamento de dtomos de hélio em uma superficie de cobre [18] [19], sdo
apresentados os regimes e aspectos de sistemas dindmicos que apresentam espalhamento
caotico. Finalizando este capitulo, serda descrita a caracterizacdo do espalhamento entre
atomos de hélio e uma superficie de cobre, através dos métodos da dimensao de incerteza

[7] e do “Smaller Alignment Index” (SALI) [22].

3.1 O Caos Transiente

Um sistema pode ser definido a partir de um conjunto de objetos agrupados que
interajam mutuamente. Logo, o sistema ¢é dinamico se alguma das grandezas que carac-
terizam os objetos que o constitui variam no decorrer do tempo. Os sistemas dindmicos
podem ser definidos através de uma descricao matematica deterministica que envolve as
varidveis dependentes do tempo e a varidvel independente, o tempo [30] [31] [32] [27].
Nesse caso, o tempo em sistemas dinamicos pode ser uma variavel continua ou discreta.
Se o tempo for uma variavel discreta é assumido que ¢ é um ntimero inteiro e sua evolugao
¢é governada por um conjunto de equagoes de diferencas finitas, também denominada de
mapa. Caso o tempo seja uma variavel continua, ¢ é um numero real e a sua evolugao é

dada por um conjunto de equagoes diferenciais.

Um modo de classificar um sistema dindmico é quanto a sua linearidade ou nao
linearidade. Para um sistema dindamico linear, a resposta obtida a partir de perturbacoes
aplicadas ao sistema pode ser construida separadamente e depois combinada linearmente,
de modo que esta caracteristica venha a constituir o principio de superposicao. Em outras
palavras, as equagoes diferenciais de ordem n podem ser reescritas como uma combinagao
linear dos termos ¢(t), dq(t)/dt,--- ,d"q(t)/dt". A vantagem de se trabalhar com sistemas
dindmicos lineares é que o modelo matematico que caracteriza o sistema é descrito por

um conjunto de equagoes lineares que geralmente sao resolvidas analiticamente. Portanto,
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é possivel determinar o comportamento futuro do sistema de forma exata.

A anélise sobre o comportamento das solugoes de sistemas dindmicos lineares é de
grande importancia para o estudo de sistemas nao lineares. Para os sistemas dindmicos nao
lineares, diferentemente dos sistemas dindmicos lineares, nao é possivel obter as solugoes
do sistema de forma analitica. Porém, sob determinadas condigoes, um sistema nao linear
pode ser aproximado em torno de um ponto de equilibrio por um sistema linear. Este
procedimento é conhecido como linearizacao. Ao realizar o estudo de sistemas dindmicos
nao-lineares através da linearizacao, pode-se, as vezes, prever o comportamento de suas
solugoes nas vizinhancas do ponto de equilzibrio. Apesar disso, nenhum comportamento

nao-local, muito menos global do sistema, pode ser predito pelo modelo de linearizacao.

A vantagem do uso de sistemas nao lineares é que eles se apresentam como uma
descrigdo mais préxima da realidade, caracterizando-se como uma melhor adequagao para
os fendmenos da natureza. De um modo geral, a nao linearidade das equacoes diferenciais
de um sistema dinamico pode ser geométrica ou fisica. A nao linearidade geométrica
esta associada a restri¢coes implicitas ao movimento, enquanto a nao linearidade fisica é

associada ao comportamento do sistema.

A nao linearidade das equacoes de movimento de um sistema dindmico é uma con-
dicdo necessaria, mas nao suficiente, para o surgimento do caos no sistema. O caos, neste
caso, é deterministico, ou seja, pode ser visto como resultado da natureza deterministica
das leis de evolucao temporal das condig¢oes iniciais no espaco de fases. Assim, um sistema
caotico deterministico é entendido como um sistema regido por regras bem definidas para
sua evolugao temporal. Essas regras, sejam elas equagoes diferenciais ou mapas (equagoes
de diferencas finitas), permitem determinar o valor das varidveis que descrevem o sistema

a partir de um conjunto de condigoes inicias [33].

As trajetorias obtidas a partir da evolugao temporal do sistema dindmico sdo
instaveis, de modo que pequenas incertezas nas condi¢oes iniciais levam, apds um intervalo
de tempo caracteristico, as trajetérias a divergirem exponencialmente no espaco de fases.
Esse tipo de comportamento pode ser ilustrado na figura 16, no qual pode-se observar
as evolugoes temporais das coordenadas espaciais z de dois atomos de hélio que incidem
sobre uma superficie de cobre. Os atomos inicialmente estao proximos, contudo apdés um
intervalo de tempo interagindo com a superficie espalhadora passam a exibir trajetorias
distintas. Esse comportamento observado na evolucao temporal da coordenada espacial
z sugere a divergéncia das trajetérias no espacgo de fases e a sensibilidade do sistema as
condigoes iniciais [26] [28] [34]. Em razdo disso, um sistema cadtico deterministico pode
apresentar imprevisibilidade em seu comportamento quando considerado um intervalo de

tempo suficientemente longo [35].

Para a determinacao tedrica da evolucao temporal das grandezas que caracterizam

um sistema dinamico, faz-se nescessario conhecer as regras que governam essa evolugao.
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Nesse caso, é observada a existéncia de trés técnicas que possibilitam a investigacao do

comportamento de um sistema dinamico:

1) na técnica analitica, as equagoes sao integradas analiticamente e determina-se
a solugao em termos de férmulas gerais. A vantagem dessa técnica é que sdo obtidas
expressoes que valem para quaisquer condigoes iniciais. A desvantagem é que nem sempre

¢é possivel realizar a integracao analitica;

2) na técnica numérica, as equagoes sao integradas numericamente, e os valores
para as variaveis dependentes do tempo sao calculadas em pontos pré-selecionados da
variavel independente t. A principal vantagem dessa técnica é que os célculos podem ser
feitos através da computacao numérica. Porém, a desvantagem esta no fato de que a
solucao obtida para as equacoes é sempre aproximada, valendo apenas para determinados
valores de condigoes iniciais. Uma simples mudanca nesses valores e é necessario integrar

novamente as equacoes diferenciais do sistema;

3) a técnica qualitativa se baseia na descri¢ao do estado do sistema, os seus resul-
tados sao representados no espaco de fases. A vantagem de utilizar essa técnica é que se
tem uma ideia qualitativa da evolugao temporal do sistema. Enquanto a desvantagem do

seu uso, é que parte da informacao da evolugao temporal das condicao inicial é perdida.

—b =10.73607371
—b =0.73602323

0 50 100 150 200 250 300 350
t(picosegudo)

Figura 16: Evolucao temporal de duas condigoes inicias vizinhas, considerando-se um pro-
blema de espalhamento hélio-cobre (C'u(110)) a uma energia fixa de incidéncia
de 21 meV e angulo de incidéncia préximo de 90° (ver segao 3.3.3).

As principais diferencas entre as dinamicas regulares e cadticas em um sistema
dindmico sao apresentadas com auxilio do modelo fisico proposto por Bliimel et al. [36].
Nesse modelo sao consideradas as colisoes elasticas de particulas massivas no interior de
uma caixa bidimensional quadrada, contendo ou nao um disco localizado em seu centro.
Como pode ser visto na figura 17, uma particula de massa M é lancada no interior da
caixa na posic¢ao inicial L, definida na parede nomeada pelo indice “d”, com coordenadas
x=0ey=1/2, velocidade 7 e um angulo de incidéncia ¢ tomado com respeito ao eixo

x.
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Com a auséncia do disco no processo de interacao entre a particula e as paredes
internas da caixa, apos sucessivas colisdes a particula tem registrada a sua saida ao retor-
nar a parede “d”, tal como pode ser visualizado na figura 17. Logo, é possivel determinar
o intervalo de tempo de interagao entre a particula e as paredes internas da caixa e a
sua respectiva posicao final, relacionando-os com o angulo de incidéncia através da funcao
de espalhamento. Como visto na introducao dessa dissertacao, a fun¢ao de espalhamento
pode ser obtida através de uma relagdo entre as varidveis de saida (caracterizando o es-
tado final do sistema) e as varidveis de entrada (estas , por sua vez, caracterizando as

condigoes iniciais do sistema).

Figura 17: Representacao da dinamica regular de uma particula de massa M, obtida a
partir de suas interagoes com as paredes internas da caixa bidimensional qua-
drada. Tendo a sua respectiva trajetoria iniciada a partir da posicao L, definida
na parede nomeada pelo indice “d”, com coordenadas z =0 e y = 1/2, veloci-
dade ¥ e um angulo de incidéncia arbitrario . Figura retirada de Blimel et
al. [36].

Uma consequéncia das sucessivas colisdes entre a particula e as paredes da caixa é
que a fungao de espalhamento para o caso regular pode ser obtida analiticamente, levando-
se em consideracao apenas a geometria do problema. Para este caso, a fun¢do de espa-
lhamento é apresentada no grafico Y® x ¢, na figura 18. Esse grafico exibe picos que
ocorrem para = arctan T ,comn =1,2--- e que se acumulam em uma regiao
proxima a ¢ = 7/2. A acumulagao dos picos pode ser claramente observada a partir da
magnificacdo (ou ampliagao) do fator de escala da regido entre os valores ¢ = 1.4 rad e

¢ = 1.52 rad, como representada na figura 18.(b).

Considere agora a situcao apresentada na figura 19, em que sera utilizada a mesma
caixa do exemplo acima, porém equipada com um disco localizado em seu centro. Com a
inclusao do disco, deve-se notar que as colisoes nao ocorrem somente entre a particula e as
paredes internas da caixa, mas também ocorrem entre a particula e o disco. Na figura 19.(a)
¢é observado o langamento de uma particula arbitraria com um angulo de incidéncia de ¢ =
0.69 rad, enquanto na figura 19.(b) é observado o langamento de uma segunda particula,
porém considerando-se um angulo de incidéncia diferente do langcamento anterior. Com
isso, é possivel notar que o comportamento distinto observado para os dois lagamentos

ilustrados na figura 19.(a) e (b) estd relacionado a sensibilidade as condigoes iniciais.
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Figura 18: Funcio de espalhamento Y (i) correspondente as colisdes regulares entre a
particula e as paredes internas da caixa. (a) Intervalo completo de dngulos 0 <
¢ < /2. (b) Magnificagdo (ampliacdo) da regido do intervalo entre 1.4 rad <
¢ < 1.52 rad. Figura retirada de Bliimel et al. [36].

Figura 19: Representacao da dindmica irregular de uma particula de massa M, obtida
a partir de suas interagoes com as paredes internas da caixa bidimensional
quadrada contendo um disco localizado em seu centro. (a) Langamento de
uma particula com um angulo de incidéncia ¢ = 0.69 rad. (b) Langamento
de uma particula com angulo de incidéncia ¢ ~ 0.692 rad. Figura retirada de
Bliimel et al. [36].

Considerando-se o espalhamento entre a particula, as paredes internas da caixa e o
disco, a dindmica do espalhamento é cadtica e a funcao de espalhamento nao pode mais ser
deduzida analiticamente como no caso regular. Neste caso, é observado o surgimento de
regioes de singularidades na fun¢ao de espalhamento. Uma particularidade dessas regioes é
que quando ampliadas mostram a repeticao de suas estruturas, ou seja, uma repeticao das
regides de singularidades sobre diversas escalas. A principio, devido a essa complexidade,
as regides de singularidades da funcdo de espalhamento nao podem ser analisadas. Logo,

a presenca desses aspectos indicam uma possivel caracteristica fractal dessa regiao.

Na figura 20 é possivel observar o grafico da fungdo de espalhamento obtida para
as dindmicas cadticas entre as particulas, o disco e as paredes internas da caixa. Com isso,
¢é possivel observar nessa figura, a presenca de singularidades somente em determinadas
regioes da funcao de espalhamento. Neste caso, na figura 20.(b) é destacada a magnificagdo
de uma determinada regiao da figura 20.(a), mais especificadamente, o intervalo 0.44 <

© < 0.60, em que é observada a repeticdo das regioes de singularidades.

O surgimento de regioes de singularidades S esta associado a existéncia de deter-
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Figura 20: Funcio de espalhamento Y'° () correspondente as colises irregulares entre a
particula, as paredes internas da caixa e o disco localizado em seu centro. (a)
Funcao de espalhamento obtida para angulos de incidéncia sitiados no intervalo
de 0 < ¢ < m/2. (b) Magnificagdo (ou amplia¢ao) de uma determinada regiao
da fungao de espalhamento, em destaque o intervalo 0.44 rad < ¢ < 0.6 rad.
Figura retirada de Blumel et al. [36].

minados valores de angulos de incidéncia ¢, isto é, depende implicitamente dsas varidveis
de entrada do sistema. Como visto anteriormente, a visualizacdo das regides de singula-
ridade pode ser feita através da funcao de espalhamento. Uma funcao desse tipo, que
relaciona as variaveis de saida com as variaveis de entrada, pode ser construida também
através do grafico relacionando o tempo médio de permanéncia das particulas na regiao
de interagdo [ com o angulo de saida ¢ das particulas. Nesse grafico, como ilustrado na
figura 21, é possivel observar uma alternancia entre as regioes suaves (correspondente as
regioes continuas) e as regioes de singularidades (correspondentes as regides descontinuas).
Um aspecto observado a partir da fungao [(p) é que as regioes de singularidades estao
associadas ao fenomeno do aprisionamento de particulas na regido de interagao [37], [3],
ou seja, enquanto a particula permanece colidindo entre as paredes internas da caixa e o

disco (exceto a parede com indice “d”).

l(v)
40

20

0 n/4  =n/2

Figura 21: Funcao de espalhamento obtidas para as dindmica cadtica observadas para o
espalhamento de particulas no interior da caixa contendo um disco em seu
centro. Neste caso, pode-se verificar a presenca de singularidades na funcao de
espalhamento. Figura retirada de Blimel et al. [36].

A partir da descrigao de interagao entre as particulas lancadas no interior da caixa
contendo ou nao um obstaculo em seu interior, foi possivel distinguir as principais di-

ferencas qualitativas entre as dinamicas regulares e cadticas para o espalhamento. Para
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dindmicas cadticas foi observado que, em determinadas circunstancias, o comportamento
caotico pode ocorrer por curtos intervalos de tempo, vindo a caracterizar um tipo de
caos denominado como caos transiente [38] [39] [40]. Logo, é possivel definir alguns aspec-
tos que possibilitam a caracterizacao do caos transiente em sistemas dinamicos, e mais

especificadamente em sistemas dinadmicos que apresentam espalhamento:

1) em um sistema que apresenta sensibilidade as condigoes iniciais, as trajetorias
iniciadas a partir destas condigoes passam a exibir uma dindmica cadtica por um intervalo

de tempo arbitrario;

2) a distribuigao de probabilidade P(t) de encontrar trajetérias que permanecem
aprisionadas por longos periodos de tempo é uma fungao que satisfaz a condi¢ao P(t) — 0,

quando t — oc.

A presenca do caos transiente em sistemas dinamicos estd associada a existéncia
de selas cadticas em seu espago de fases [41]. Uma caracteristica da sela cadtica é que
ela ndo atrai as trajetorias que sdo iniciadas em sua vizinhanca, sendo entdao denominada
como um conjunto cadtico nao atrator. Com a presenca de selas caodticas no espago de
fases de um sistema dindmico, as trajetérias que se aproximam das vizinhancas da sela 14
permanecem por um intervalo de tempo arbitrario, exibindo as propriedades cadticas da

sela ao abandoné-la [42].

3.2 Caracterizacao do Caos Transiente

Para a caracterizacao do caos transiente serdao apresentados alguns métodos que
permitem a distingdo entre dinamicas cadticas e dinamicas regulares em sistemas dina-
micos, a saber: i) as medidas da probabilidade do tempo de sobrevivéncia das particulas,
como o tempo médio de vida, ou seja, a taxa de escape das particulas [38]; ii) e a determi-
nacao dos invariantes dindmicos, tais quais o expoente de Lyapunov [43] [44] e a dimensao
fractal [45] [46]. Posteriormente, serd apresentado mais um destes invariantes dindmicos
(ou seja, indicadores que medem caracteristica inerentes ao sistema dindmico), as medi-
das do SALI [47] [48]. Em especial, essa medida permite a detec¢ao do caos em sistemas
dindmicos e, neste trabalho, em particular, serd aplicado no sistema de espalhamento

classicamente cadtico hélio-cobre.

3.2.1 Taxa de Escape

Em sistemas que exibem espalhamento cadtico é possivel inserir uma taxa que
permite quantificar o quao rapido ocorre a saida das particulas da regiao de interacao. Essa
taxa é denominada de taxa de escape e a sua definicao ¢ feita a partir da distribuicao de
um nimero Ny de condigoes iniciais que estdao contidas inicialmente em uma regiao R do

espaco de fases. E considerada também uma regiao de restrigao I', contendo um conjunto
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nao atrator (ou seja, uma sela cadtica). Devido a caracteristica da sela cadtica, a de repelir
trajetorias, parte das trajetérias que visitam a vizinhanca deste conjunto abandonam a
regiao de restri¢do, ndo mais retornando [49]. Com isso, o ntimero de particulas que tém
suas trajetorias permanecendo dentro da regiao I' apés n passos de tempo é denotado por

N(n) e o nimero inicial de particulas com trajetdrias sobre a regiao I' é denotado por Ny.

Em geral, é possivel observar um decaimento exponencial [6] no nimero de parti-

culas que permanecem nas vizinhancas da sela caética, que é dado por

N(n) ~ exp(—kn), para n>>1, (3.1)

em que k é a taxa de escape. Esse fato implica que pequenos valores de k levam a uma baixa
taxa de escape para as trajetorias que permanecem no conjunto caético nao atrator. Como
consequéncia, uma grande parte das trajetérias nao permanece na regiao de restrigao por
intervalos de tempo maiores do que 1/k. Assim, o tempo médio de sobrevivéncia 7 para

a observagao do caos transiente é estimado como

r~1/k. (3.2)

Uma vez que a taxa de decaimento é obtida a partir de uma lei de decaimento
sobre um intervalo finito de tempo, a identificacao do caos transiente em médias temporais
muito curtas pode ser uma tarefa bastante tediosa. Assim, uma condigao para identificagao
do caos transiente é que o valor de k na expressao (3.2) seja pequeno, de forma que o
tempo médio de vida 7 seja bastante elevado. Deve-se enfatizar, porém, que a existéncia de
valores positivos para a taxa de escape nao implica necessariamente em caoticidade para
a trajetoria, pois em um simples conjunto nao atrator, mesmo que por um breve instante
de tempo, as trajetérias regulares que se aproximam da sela também sao parcialmente

repelidas.

3.2.2 Expoentes de Lyapunov

Uma informacao usualmente utilizada para o entendimento do comportamento de
um sistema dindmico, seja a tempo continuo ou discreto, é o expoente de Lyapunov [43]
[44]. O calculo desse expoente permite medir a taxa média' de divergéncia de trajetérias,
quantificando a sensibilidade do sistema as condigoes iniciais. A taxa de divergéncia ou

afastamento médio ¢é relacionada com o expoente maximo de Lyapunov [50].

Como analogia, a divergéncia entre as trajetorias pode ser avaliada ao se tomar
uma trajetoria de referéncia yi(z1,%), associada a uma condigdo inicial x, a partir do

qual se define uma determinada vizinhanca no instante inicial ¢5. Essa vizinhanca pode

L O termo “média” é utilizado, pois, para um tempo ¢ finito, o valor do expoente depende da condicio

inicial.
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ser tomada, por exemplo, como uma esfera de didmetro S(0) centrada em x;. Do mesmo
modo, deve-se considerar uma segunda condicao inicial x5, também contida na esfera e
associada a uma segunda trajetéria xo(z2,t). Ao acompanhar a evolugdo temporal das
condigbes iniciais x5 e 1 é avaliado o quanto a trajetéria ya(xe,t) diverge da trajetéria

de referéncia xi(z1, o).

Um fato observado é que, no decorrer do tempo, a esfera se deforma formando
um objeto elipsoidal com eixos S;(t),7 = 1,2,--- ,n. Logo, os expoentes de Lyapunov \;
medem o crescimento ou o decrescimento exponencial dos eixos da esfera e, esses, por sua

vez, sao definidos por:

= iln Silt)

/\i - 9
At S(0)

com i=1,2---,n. (3.3)

A partir da equacdo (3.3) é deduzido de imediato que a taxa de evolu¢ao do

diametro da esfera, em um eventual intervalo de tempo At, é dada por

Si(t) = S(0)eMA, (3.4)

E observado entdao que, a existéncia de um ou mais expoentes de Lyapunov positivos,
A\; > 0, define a instabilidade® da trajetéria, o que estd associada a sensibilidade as
condigoes iniciais. Nesse caso, a observacao de dinamicas cadticas para as trajetérias

implica na positividade dos expoente de Lyapunov A; > 0.

Para solugoes periodicas ou quase periddica, espera-se que os deslocamentos na
dire¢des perpendiculares ao movimento diminuem com o decorrer do tempo, enquanto ao
longo da trajetéria nao se alteram. Para o caso regular, quando as solugoes sao perio-
dicas, ou quase-periddicas, tem-se que \; < 0 ao longo das direcoes perpendiculares do

movimento e nulo ao longo da trajetoria.

Os expoentes de Lyapunov \; fornecem o comportamento da dindmica do sistema
e os seus sinais definem as dire¢oes de instabilidade das trajetorias. A presenca de um
sinal positivo esta associado a direcao de expansao dos eixos da elipse, enquanto um
sinal negativo é relacionado a direcao de contracao. Além disso, os sinais dos expoentes
de Lyapunov estao relacionados com as dimensoes do sistema. Por exemplo, um sistema
dindmico unidimensional é caracterizado por possuir apenas um expoente, que é positivo
caso este sistema seja cadtico, zero para uma Orbita marginalmente estavel e negativo
para uma orbita peridédica. Um sistema dinamico tridimensional, por sua vez, possui trés

possibilidades: (4,0, —) representa as trés dimensoes associadas & expansao-contragao-

2 Deve-se enfatizar que conjuntos nao atratores regulares também podem ser caracterizados por um

expoente de Lyapunov positivo, embora nao apresentem uma dindmica cadtica. A positividade do
expoente de Lyapunov é apenas uma condingdo necessaria, mas nao suficiente para se afirmar sobre
a caoticidade da trajetoria.
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dobra; (0, —, —) estd associado a um cilo limite e (—, —, —) indica a presenga de um ponto

fixo.

3.2.3 Dimensao Fractal

Além da sensibilidade as condigoes iniciais, outra caracteristica presente em sis-
temas cadticos é a presenca de conjuntos invariantes no espaco de fases, cuja geometria
altamente complexa apresenta uma estrutura nao trivial em escalas arbitrariamente pe-
quenas. Uma geometria desse tipo é denominada como geometria fractal e ao contrario
de objetos geométricos como a reta, o quadrado ou um cubo, que apresentam uma geo-
métria suave sob diferentes escalas, os objetos com geometria fractal nao apresentam esta

caracteristica.

Na perspectiva de sistemas dinamicos, um exemplo de objeto fractal é observado
a partir da aplicacdo de uma pequena perturbacao em um sistema integravel, como de-
notado no capitulo 2. A partir da teoria perturbativa desenvolvida nesse capitulo, foi
observado que as trajetérias (ou dérbitas) que estao dispostas sobre os toros racionais sao
substancialmente modificadas, quando considerada a acdo de um pequeno efeito perturba-
tivo no sistema. Com isso, as Orbitas periédicas que antes cobriam os toros racionais sao

3 em que metade delas sdo insta-

substituidas por um nimero par de érbitas periddicas
veis e metade estaveis. Sobre o ponto fixo estavel é formado um conjunto de ilhas estaveis
separadas por pontos fixos instaveis. O comportamento das trajetorias nas proximidades
do centro de uma destas ilhas é tido como regular, sendo constituido de curvas elipticas
que circundam o ponto fixo central. Dentro da ilha de estabilidade, por sua vez, surgem

toros terciarios, quaternarios e assim por diante.

Os objetos fractais apresentam invariancia em sua forma, ou seja, a medida em
que sua escala de observagao é alterada a sua forma original é mantida [51]. Outra ca-
racteristica presente nos fractais é o fato de que sua dimensao pode apresentar valores
nao inteiros [52]. Desaa forma ¢é definida uma dimensdo associada a estes objetos, que
¢ denominada de dimensao fractal. Um método bastante usual que permite calcular a
dimensao fractal de um conjunto é o boz-counting (ou método da contagem de caixas).
Nesse método, o calculo da dimensao fractal é feito ao determinar o nimero N(e) de
caixas de lado € necessarias para cobrir todo o conjunto do fractal. Esse procedimento é
repetido para diversos valores de € e a dimensao fractal é obtida pela inclinagdo da curva

do grafico em escala log — log de N(g) versus (1/¢)

. logN (e

d = lim A, (3.5)
=0 log(1/¢)

Como visto no capitulo 2, as érbitas peridédicas formam os pontos fixos do sistema ao interseccionar

a superficie de Poincaré.

3
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d

onde N(g) sao hipercubos (caixas) de lado ¢, e varia segundo € ¢ para ¢ — 0.

Outro exemplo de objeto fractal é o conjunto de Cantor ternario. A sua construcao
¢ iniciada a partir de um segmento de reta unitario, onde, em um primeiro estagio, se
divide este segmento em trés partes iguais. Em seguida, é retirado o seu intervalo médio.
Dando continuidade ao processo de construcao do conjunto, o mesmo procedimento é
repetido sobre os intervalos restantes do segundo estagio, o qual, como demonstrado na
figura 22, é retirada a terga parte média de cada um dos intervalos. Posteriormente, esse
procedimento deve ser mais uma vez repetido sobre os sub-intervalos restantes, de modo

que sobre o n-ésimo estagio o nimero de segmentos é 2", em que n é o total de estagios.

n(ge) €
n=0 ° ! 1 1
n=1 —— _— 2 113
n=2 N R N —_ 3 19
n—oco conjunto cantor 2" |

Figura 22: Para a construcao do conjunto de Cantor ternario no n-ésimo estagio, tem-se
apenas pontos pulverizados formando o conjunto conhecido como Poeira de
Cantor.

O comprimento do segmento de reta em cada estagio do processo de construcao
do conjunto de Cantor terndrio é, para o primeiro estagio,, C; = 1; para o segundo estagio
Cy = 1/3; e para o terceiro estagio, C3 = 1/9. Sobre o n-ésimo estdgio o comprimento

sera

) = (;)n (3.6)

em que no limite para n — oo, o valor de C,, vai a zero.

Em cada passo de sua construcao, é evidente que sobre o n-ésimo estagio o conjunto
de Cantor ternario é constituido por uma série de retas fragmentadas. Em razao disso, o
conjunto de Cantor também ¢ intitulado como poeira de Cantor. Com isso, o comprimento
total Cy do conjunto de Cantor é dado pela multiplicacao do nimero de segmentos 2" pela

equagao 3.6, entao:

C, = (;) (3.7)

Considerando-se a aplicacdo do método de contagem de caixas (o boz-counting), o

conjunto de Cantor ternério é recoberto por um niimero de caixas aproximado de N(g) ~
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2" e tamanho € ~ (1/3)". A dimensao fractal do conjunto de Cantor é dada por

n2
d=-—=20.630---. 3.8
n3 (3.8)

Assim, é verificado que o resultado obtido para a dimensao fractal do conjunto de Cantor

terndrio apresenta um valor fraciondrio entre [0, 1].

3.3 Aspectos do Espalhamento Classicamente Cadtico

Como observado na introdugdo, uma forma de analisar o fenomeno de espalha-
mento é através da obtencdo da fungdo de espalhamento, essa relaciona as variaveis de
saida (caracterizando o estado final do sistema) e as varidveis de entrada (caracterizando
as condigdes iniciais do sistema) [1]. Para o caso em que a dindmica do espalhamento seja
regular, a funcao de espalhamento é tipicamente suave e continua em todos os pontos de
seu dominio [2]. No entanto, quando a dindmica do espalhamento é cadtica, a fungao de
espalhamento apresenta regioes “mal comportadas” que estao associadas a presenca de
regides de singularidades [52] [53]. Nesse caso, é observado que as singularidades tém a

sua origem associada ao aprisionamento das particulas na regiao de espalhamento [54].

Um exemplo de sistema dindmico que pode apresentar espalhamento cadtico é a
interacao entre particulas lancadas no interior de uma caixa contendo um obstaculo loca-
lizado em seu centro (ver se¢ao 3.2.1). Nesse exemplo, apds sucessivas colisdes contra as
paredes internas da caixa e o disco, eventualmente, a particula abandona a regiao de espa-
lhamento retornando a regiao assintética. Caracteriza-se assim o tempo de aprisionamento

da particula na regiao de interagao e o angulo da saida.

Nesse contexto, os sistemas dinamicos podem ser classificados de acordo com a
conservacao ou nao consevacao do seu volume do espaco de fases. Sistemas dindmicos sao
ditos conservativos, caso mantenham os seus volumes constantes no espaco de fases. Em
geral, o comportamento cadtico nesses sistemas surge quando a divergéncia exponencial
das trajetérias no espaco de fases é acompanhada por um esticamento do volume em
uma das dire¢oes que é compensado por uma contracao em outra dire¢do, de modo que o
volume total seja conservado. Porém, deve-se notar que, o volume ocupado no espaco de
fases para os sistemas dinamicos é aberto, ou seja, esses sistemas apresentam um volume
infinito no espago de fases. Esse fato esta associado a existéncia de regioes assintoticas
para t — 00, o qual tipicamente a interagao entre a particula e a regiao de espalhamento
¢é inexpressiva. Logo, um sistema dinamico que apresenta espalhamento pode ter a sua
dinamica descrita através do hamiltoniano dado por

_nn

H=*L 2 .
om + o + Vg1, q2), (3.9)
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em que o potencial V(q) — 0 para |q| — oc.

O aspecto central em sistemas dindmicos que exibem espalhamento cadtico é o
aprisionamento de particulas por longos intervalos de tempo na regiao de espalhamento,
o que leva ao surgimento de singularidades sobre a fungao de espalhamento. Com isso, as
trajetorias no espaco de fases, cujas condigoes iniciais sao iniciadas sobre as variedades
estéveis da sela cadtica’, percorrem caoticamente as vizinhancas da sela por um inter-
valo de tempo arbitrario e, eventualmente, escapam desta regidao através das variedades
instaveis da sela cadtica. Uma das consequéncias desse comportamento é que o sistema
pode apresentar caos transiente devido a sensibilidade do sistema as condigOes iniciais

originadas através da natureza cadtica da sela [55].

3.3.1 Regimes para o Espalhamento

A dindmica de um sistema que apresenta espalhamento pode ser classificada em
trés regimes distintos: regular (ou integravel), ndo hiperbdlico e o regime caético (ou hiper-
bélico). O regime regular é completamente caracterizado pela presenca de toros no espago
de fases. Ja o regime hiperbdlico, por outro lado, é caracterizado pela presenca de selas
caoticas e a auséncia de toros no espaco de fases. O regime nao hiperbdlico, por sua vez,
pode ser interpretado como uma transicao entre o regime regular e o hiperbélico, em que
¢ observada a coexisténcia entre selas cadticas e toros no espaco de fases [55]. Uma das
consequéncias da presenca de toros no espaco de fases de um sistema que exibe espalha-
mento caético nao hiperbélico é o comportamento da taxa de sobrevivéncia (permanéncia
das particulas na regiao de espalhamento) das particulas que decai algebricamente, ou em

lei de poténcia, no decorrer do tempo.

Outro resultado importante apresentado pelos sistemas dinamicos que apresentam
espalhamento cadtico é a dimensao fractal associada as regioes de singularidades que
surgem na fungdo de espalhamento. Foi sugerido por Lau et al. [7] uma associgao entre
o regime hiperbdlico do espalhamento cadtico e os valores de dimensao fractal, que nesse
caso, se distanciam da unidade (valores para a dimensao fractal menores que a unidade).
Isto ocorre devido ao decaimento exponencial observado na taxa de sobrevivéncia (ou

taxa de permanéncia) das particulas sobre a regiao de espalhamento.

Para o regime nao hiperbdlico, embora o conjunto de singularidades possua medida
de Lebesgue nula®, a dimensao fractal é sempre préxima da unidade. Essa caracteristica é
um resultado direto da presenca de toros no espaco de fases do sistema. Assim, é observado
que as trajetérias cadticas que se aproximam das regides dos toros permanecem aprisio-

nadas por longos intervalos de tempo em suas vizinhancas. Esse efeito é conhecido como

A partir de uma 6rbita periddica instavel.
O conceito de medida de Lebesgue é a generalizacao dos conceitos de comprimento na reta, area no
plano e volume no espago.
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“stickiness” e é ele o responsavel pelo decaimento em lei de poténcia observado na taxa
de sobrevivéncia das particulas na regiao de espalhamento, que tem como consequéncia a

aproximacao do valor da dimensao fractal da unidade.

3.3.2 Ocorréncia do Espalhamento Cadtico

Como observado na introdugao, sao diversos os sistemas, em distintas areas da fi-
sica, que apresentam espalhamento cadtico. Neste caso, sao observadas dinamicas cadticas
em reagoes quimicas [56,59], nos fendmenos que envolvam processos de transporte [60] [8],
nos processos Opticos [61] [62] [63] [64] [48], nos processos hidrodinamicos [38] [39], no
campo da fisica atdmica nuclear [62] [63] [64] e na mecanica celeste [65] [22] [29] [66]
[67] [68]. No entanto, apesar do grande niimeros de exemplos listados, serd enfatizado
neste trabalho o estudo das dinamicas cadticas em sistemas de espalhamento que estejam

relacionados a fisica atomica e molecular.

Em especial, neste trabalho, é realizado um estudo sistematico das colisoes elasticas
entre atomos de hélio e uma superficie de cobre enrugada. Em outras palavras, considera-
se o espalhamento de dtomos de hélio sobre uma superficie de cobre Cu(11x) irregular,
em que a irregularidade dessa superficie é definida a partir dos distintos indices de Miller.
Relembrando apenas que, o indice de Miller é uma notacgao utilizada na cristalografia
para definir uma familia de planos em uma rede de Bravais. Assim, sdo indicadas as
coordenadas de um vetor no espaco reciproco, que é normal a familia de planos. Em trés
dimensdes, os indices sdo representados por (h k 1)°, em que h, k e [ sdo niimeros inteiros

com maior divisor comum igual a 1.

3.3.3 Espalhamento Atomo-Superficie Metalica (hélio-cobre)

O estudo das dindmicas classicas do espalhamento dtomo-superficie se apresenta
como uma ferramenta na anélise estrutural da superficie [70] [5] [69] [71] [72] [73]. A um
nivel microscopico, o entendimento do processo de espalhamento inclui o aprisionamento
de atomos, a mobilidade de atomos adsorvidos em superficie, além da transferéncia de
energia durante as colisoes. Na literatura sao encontradas diversas contribuigoes sobre o
estudo do sistema de espalhamento dtomo-superficie. Em especial, quando considerado um
sistema de espalhamento hélio-cobre, pode-se citar os trabalhos realizados por Guantes et
al. [20], Borondo et al. [56], Gorse et al. [74], Lapujoulade [75] e T. A. de Assis [76].

A estrutura e as propriedades das superficies dos solidos podem ser conveniente-
mente obtidas a partir de técnicas que envolvem a teoria do espalhamento. Uma dessas

técnicas é o espalhamento de feixes de hélio [18] [20]. Essa técnica, em especial, restringe-se

6 Deve-se lembrar ao leitor que o indice z para a superficie Cu(11z) corresponde ao termo indicado

pela letra [ da notagdo usual para os indices de Miller.
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estritamente a obtencao de informagoes sobre a superficie do material, e isto ocorre prin-
cipalmente devido as baixas energias envolvidas durantes as colisoes dos atomos (5 — 300
meV) [77]. Dessa forma, um feixe de dtomos de hélio de baixas energias varre a camada
mais externa da superficie do material de forma nao destrutiva, fornecendo informagoes,
como o tamanho da célula unitaria e a sua orientacdo. Neste caso, pode-se dizer que a
teoria do espalhamento atomo-superficie apresenta semelhancas com outras técnicas de
espalhamento desenvolvidas para andlise de materiais. Como, por exemplo, as técnicas de

espalhamento envolvendo raios X e néutrons’.

Um fenémeno bastante importante na teoria do espalhamento dos atomos de hélio é
o fendmeno da ressonéncia [78]. Diversos aspectos do espalhamento sao observados quando
o padrao de difracao ¢é calculado, e isto se deve principalmente a dois efeitos quanticos: a
ressonancia limite e a ressonancia de adsorcao seletiva. O fené6meno da ressonancia limite
pode ser observado sempre que as condi¢oes de incidéncia das particulas sdo tais que uma
nova difracao surge ou desaparece. Em um ponto de vista classico, o efeito correspondente
a ressonancia limite é o surgimento de singularidade nas funcoes de espalhamento. Ja para
a ressonancia de adsorcao seletiva, suspeita-se que o aprisionamento classico de particulas

na regiao de espalhamento seja o seu correspondente classico.

Uma das formas de se investigar a assinatura do caos em sistemas quanticos esta
baseada na aplicacdo da aproximacao semiclassica. A partir da aplicacao da aproximacao
semiclassica os efeitos classicos e os efeitos quanticos sao de grande notoriedade para o
sistema, de modo que ¢ possivel obter uma correspondéncia entre os sistemas classicos
e sistemas quanticos, promovendo assim uma transicdo suave entre as duas descri¢oes.
Nesse ambito, um questionamento natural que surge é: o que eventualmente ocorre a sis-
temas classicamente cadticos quando sao quantizados? Ou ainda, quais as propriedades
especiais de sistemas quanticos quando os correspondentes sistemas classicos exibem um
comportamento cadtico? O que se sabe até aqui é que nos sistemas quanticos convencio-
nais, por exemplo, o caos se manifesta de formas distintas daquelas que sdo observadas

em sistemas classicos.

No decorrer deste trabalho sao estudadas as colisoes elasticas entre os atomos
de hélio e uma superficie de cobre enrugada [Cu(llx)], considerando-se os diferentes
indices de Miller (z = 0,3,5,7). Essas superficies sdo apresentadas nas figuras 23 e 24,
e sao obtidas a partir de pequenos cortes em um cristal de cobre ao longo do plano
paralelo a diregao (110), formando angulos de 25.24°, 15.79° e 11.42°, com o plano (100),
respectivamente para as faces cristalograficas Cu(113), Cu(115) e Cu(117).

" Deve-se enfatizar, porém, que devido ao grande poder de penetracao do feixe de raios X e dos néutrons,

junto ao material, podem ser obtidas informagées do bulk do cristal. Esse termo, bastante usual na
fisica do estado sélido, se refere as camadas mais internas do cristal, ou seja, refere-se ao seu volume.
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Figura 23: Secdo paralela ao plano de incidéncia para as faces cristalograficas
Cu(110) e Cu(113) e seus respectivos comprimentos da célula unitaria sao:
3.6  Angstroms e 4.227 Angstroms. Figura retirada de Gorse et. al [18].
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Figura 24: Secdo paralela ao plano de incidéncia para as faces cristalograficas
Cu(115) e Cu(115) e seus respectivos comprimentos da célula unitaria sao:
6.625 Angstroms e 9.12  Angstroms. Figura retirada de Gorse et. al [18].

Para simplificar & andlise desse problema considere a incidéncia de atomos de
hélio, com momento P, na direcao vertical e momento P, na direcao paralela a superficie,
sobre uma superficie de cobre irregular, de modo que a funcdo enrugamento® seja descrita
apenas ao longo das diregoes espaciais x e z, conforme ilustrado na figura 25. Dessa forma,
o espalhamento classico entre os atomos de hélio e a superficie de cobre irregular tem a
sua dindmica modelada através do seguinte hamiltoniano

P2+ P?

H(z, 2, P, P.) = 2 4 V(x, 2), (3.10)

2m
em que x e z sao respectivamente a coordenada paralela e perpendicular a superficie, e

V(z,z) é o potencial.

Como pdde ser observado, o estudo das colisdes dos atomos de hélio sobre a su-
perficie de cobre exige uma andalise cinematica do problema. Implicita nessa analise é a
suposicao de que no tratamento de sistemas realisticos de espalhamento hélio-superficie
sejam utilizados modelos de potenciais que consistem de termos atrativos e repulsivos. A
parte atrativa do potencial tem atuacao para longas distancias e nela é observada a pre-
senca da interacdo de Van der Waals ° agindo sobre o sistema. Nesse caso, quando os dois

atomos estao afastados a uma distancia muito maior que seus respectivos raios atémicos,

Funcéo que define o enrugamento para a superficie de cobre, estando relacionada aos indices de Miller.
A interagio de Van der Waals é a forca responsédvel pela formagao, por exemplo, em cristais de gases
inertes e de muitas outras substancias orgéanicas.
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Figura 25: Figura ilustrativa retratando a incidéncia de um atomo de hélio sobre a super-
ficie equipotencial, correspondente a superficie de cobre enrugada. a) Devido a
simetria observada ao longo da coordenada espacial y, a componente da fungao
espacial ao longo desta diregao pode ser ignorada. b) Descri¢ao bidimensional
do espalhamento, sobre o plano z — z, para o qual considera-se apenas a fun-
¢ao enrugamento ao longo destas dire¢coes. Em especial, como serd destacado
no decorrer do texto, a simetria observada ao longo do potencial V' (z, z) sera
considerada para a construgao da secao de Poincaré.

sao induzidos momentos dipolares nos atomos vizinhos que dao origem a forca atrativa.
Durante a aproximacao do atomo com a superficie espalhadora, o potencial atrativo é
ignorado dando lugar a um potencial Morse (que relaciona o enrugamento da superficie)

e um termo de acoplamento entre os graus de liberdade do sistema.

A parte repulsiva do potencial atua para curtas distancias de interacao entre o
atomo e a superficie, ou seja, quando os atomos incidentes se aproximam dos atomos
que constituem a superficie espalhadora, as suas distribuigbes de cargas se superpoem
modificando a energia eletrostatica do sistema. A forca associada a superposicao é repul-
siva devido ao principio de exclusao de Pauli. Logo, quando as ditribui¢ées de carga se
superpoem, os elétrons do atomo A tendem a ocupar os estados dos elétrons do atomo
B. De acordo com o principio de exclusao de Pauli, dois elétrons nao podem ocupar o
mesmo estado quantico, ou seja, o inico modo de acomodar um nimero maior de elétrons
na mesma regiao do espaco ¢ promovendo parte dos elétrons para niveis desocupados de
maior energia. A superposi¢do das nuvens eletronicas dos dois atomos faz aumentar a

energia total do sistema, provocando uma contribuicao repulsiva na interacao.

Em geral, potenciais suaves com ajuste de pardmetros sao usualmente utilizados
por correlacionar dados experimentais. Assim, o potencial utilizado na interagao hélio-
cobre pode ser modelado, em média, por um potencial Morse [79]. Esse potencial é uma
combinag¢ao de termos atrativos para longas distancias e repulsivos para curtas distancias.
Além disso, para curtas distancias é incluido um termo de acoplamento entre os graus de

liberdade, que envolve a fungdo enrugamento descrita ao longo das dire¢des espaciais x
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e z. O potencial V(z,2) é definido por uma série de pardmetros que sao determinados a

partir de dados experimentais, sendo eles:

i) Energia Potencial: V(z, z) = Vi (2) + V.(z, 2);

2
ii) Potencial Morse: Vi, (2) = D (1 — e’o‘z) , em que D = 6.3bmeV é o pardmetro de
profundidade do poco potencial e a = 1.05(Angstroms)™' é um parametro de

escala;

iii) Termo de Acoplamento: V.(z,z) = V.(2)Vi(z), V.(2) = De *** com V,(v) =

Z <rn Cos <2n7rx> + s, sen (2n7rx>).

- a a

A fungao enrugamento descrita ao longo da coordenada espacial x é constituida por
uma expansao em série de Fourier, em que os indices r,, e s, correspondem as amplitudes
do enrugamento para as faces cristalograficas e estdo associados a parte real e a parte
imagindria de V(x). Os indices 7, e s, sdao apresentados na tabela 1. Logo, é possivel
observar que a fungdo enrugamento para as superficies espalhadoras Cu(110) e Cu(113),
é composta apenas pela soma das fungoes cossenos. Assim, a fungao enrugamento V,(x)
descrita ao longo da coordenada espacial x apresenta uma simetria com respeito aos
planos z = 0,a e x = a/2 (onde a é o comprimento da célula unitéria). Porém, essa
mesma simetria nao é observada na superficie espalhadora Cu(117), que mostra-se mais

irregular quando comparada, por exemplo, a superficie espalhadora Cu(110).

Como foi observado, através dos exemplos descritos no decorrer do texto, uma
forma de se caracterizar um sistema que exibe espalhamento é através da obtencao de
sua funcao de espalhamento. Para o sistema hélio-cobre foi considerada a construcao da
fungao tempo de atraso T'(b) e da func¢ao deflexdo 6(b). Nesse caso, essas fungdes podem
ser obtidas respectivamente ao considerar a relacao entre o tempo de aprisionamento do
atomo do hélio sobre a superficie de cobre e o parametro de impacto, normalizado, entre

0 < b <1 earelacao entre o angulo final e o pardmetro de impacto, normalizado.

Para a construcao das funcoes espalhamento foi calculado numericamente um
grande ntimero de trajetérias (~ 10%), simulando as diversas colisdes entre os atomos
de hélio e a superficie de cobre enrugada. Em cada trajetéria analisada foi definido um
conjunto de variaveis de entrada, a saber: o valor de z,,,, representando o maximo valor
de z, fixado em 12 Angstroms; o valor do parametro de impacto, normalizado, escolhido
no intervalo 0 < b < 1; a energia de incidéncia F, fixada em 21 e 63 meV e o angulo
de incidéncia para os dtomos 6;, fixado em 89.999°°. Com isso, definidas as varidveis de

entrada, sio acompanhadas as evolucoes temporais do conjunto de condicées iniciais'' ao
10

Neste caso, considera-se o espalhamento de atomos de hélio correspondentes a um conjunto de
condigoes iniciais préximas do ponto fixo hiperbdlico (ver capitulo 2, se¢io 2.5).

As condigoes inicias correspondem as mesmas condigOes iniciais utilizadas nos métodos quanticos
closed-Coupling Guantes et al. [80].

11
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Parte real das amplitudes do enrugamento, com £ = 21meV

Indice da face cistalografica | r; T r3 T4
110 0.03 0.0004 0 0
113 0.0708 0.0025 0 0
115 0.1758 0.0052 0 0
117 0.1828 0.0593 0.0116 0.0017
Parte real das amplitudes do enrugamento, com F = 63meV

Indice da face cistalografica | rq ro T3 T4
110 0.0454 0.001 0 0
113 0.0885 0.0039 0 0
115 0.2147 0.0131 0 0
Parte imaginaria das amplitudes do enrugamento, com E = 21meV
Indice da face cistalografica | s; S9 S3 Sy
110 0 0 0 0
113 0 0 0 0
115 -0.0259 0.0055 0 0
117 -0.0836 0.0157 0.0002 0.001
Parte imaginaria das amplitudes do enrugamento, com E = 63meV/
Indice da face cistalografica | s; S S3 Sy
110 0 0 0 0
113 0 0 0 0
115 -0.0252 0.0044 0 0

Tabela 1: Indices correspondentes as amplitudes de enrugamento da superficie de cobre.

longo de suas respectivas trajetérias no espago de fases. O conjunto de condigoes iniciais,

em especial, neste problema, é definido a partir das seguintes expressoes

zZ0 =
g =
Pz =
Pzy =

Zmaza

—Zmaztg(0;) + ba
—V2mE cos(6;)

V2mE sin(6;).

Na figura 26 é representada a dinamica de espalhamento entre um atomo de hélio

com energia de incidéncia de 21 meV e a superficie espalhadora Cu(110), em que é possivel

observar o aprisionamento do dtomo de hélio na regidao de espalhamento (na superficie

espalhadora). O que ocorre neste ponto é que o a&tomo de hélio, apds incidir sobre a super-

ficie espalhadora, tem parte de sua energia translacional transferida de sua componente

P. para a componente P, do momento, i.e., o &tomo de hélio pode permanecer aprisionado

na regiao de espalhamento devido a agdo do potencial. Apds sucessivas colisoes contra a

superficie espalhadora, eventualmente, a componente P, do momento recupera parte de

sua energia transferida e o 4tomo de hélio pode sair da regiao de espalhamento [19].

O aprisionamento classico esta diretamente relacionado com a presenga do angulo
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arco-iris’?, ou seja, quando o angulo final se aproxima de # = 90°. Nas figuras 2730,
correspondentes a fungao deflexdo, pode ser observado um valor de maximo (ou minimo),
o qual é destacado o ponto arco-iris. Com isso, diferentes condi¢oes iniciais podem levar
ao surgimento de singularidades sobre a fungao de espalhamento [81]. Contudo, deve-se
enfatizar que o aprisionamento do a&tomo de hélio nao se caracteriza como um fator prepon-
derante no surgimento do caos em sistemas de espalhamento. Pois, quando consideradas
as dindmicas de espalhamento sobre as faces cristalograficas Cu(117) e Cu(115) é obser-
vado que uma grande fracdo de atomos de hélio permanecem aprisionados na regiao de
espalhamento por curtos intervalos de tempo, quando comparado as superficies espalha-
doras C'u(110) e C'u(113). No entanto, ainda é possivel observar a presenga de dindmicas

cadticas para o espalhamento sobre essas superficies.

T T T T T T T T T T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
t(picosegundo)

Figura 26: Evolucao temporal da coordenada espacial z, obtida para o espalhamento entre
o atomo de hélio caracterizado pelo parametro de impacto, normalizado, b =
0.684987954, energia de incidéncia de 21 meV e dngulo de incidéncia de 89.999°
e uma superficie espalhadora Cu(110).

A construcao da fungao de espalhamento depende implicitamente dos valores es-
colhidos para as variaveis de entrada. Logo, para determinadas escolhas das variaveis de
entrada pode ser observado a presenga de regioes de singularidades na fungdo deflexao,
que por sua vez, correspondem ao aprisionamento de atomos de hélio por longos interva-
los de tempo na regiao de espalhamento. Ao avaliar a funcao deflexdo pode-se observar a
presenca de regioes continuas que correspondem as colisoes diretas dos atomos de hélio na
superficie de cobre e de regioes de singularidades. Nas figuras 27-30 sao apresentados os
graficos da funcao deflexao 0(b) e da fungao tempo de atraso T'(b) respectivamente para as
superficies Cu(110), Cu(113), Cu(115) e Cu(117), sob as seguintes variaveis de entrada:

12

O angulo arco-iris corresponde fisicamente ao ponto sobre o qual hd um aumento na densidade das
trajetorias classicas.
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energia de incidéncia fixada em 21 meV, o dngulo de incidéncia de 6 ~ 90° e o pardmetro

de impacto, normalizado, variando no intervalo de 0 < b < 1.
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Figura 27: Graficos das fungoes de espalhamento obtidos para o espalhamento de atomos
de hélio sobre uma superficie Cu(110), com energia para os dtomos fixada em
21 meV. (a) Fungao deflexao 6(b). (b) Fungdo tempo de atraso T'(b).
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Figura 28: Graficos das fungoes de espalhamento obtidos para o espalhamento de atomos
de hélio sobre uma superficie Cu(113), com energia para os atomos fixada em
21 meV. (a) Fungao deflexao 6(b). (b) Fungao tempo de atraso T'(b).
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Figura 29: Graficos das funcoes de espalhamento obtidos para o espalhamento de atomos
de hélio sobre uma superficie Cu(115), com energia para os atomos fixada em
21 meV. (a) Fungao deflexao 6(b). (b) Fungao tempo de atraso T'(b).
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Figura 30: Graficos das fungoes de espalhamento obtidos para o espalhamento de atomos
de hélio sobre uma superficie Cu(117), com energia para os atomos fixada em
21 meV. (a) Fungao deflexao 6(b). (b) Fungao tempo de atraso T'(b).

Uma vez que a funcao enrugamento descrita ao longo das coordenadas espaciais x e
z é periddica, as trajetorias no espaco de fases podem ser convenientemente acompanhadas
através do método da se¢ao de Poincaré (ver se¢ao 2.2.2 do capitulo 2). A segao de Poincaré
é entdo construida quando tomados os pontos marcados no plano (P, z), levando-se em
conta os planos formados a partir de x = 19 + na, com n =0,1,---,00. Logo, todas
as vezes que se tem um valor de minimo na fungao enrugamento V' (z,z) é marcado um
ponto na se¢ao de Poincaré. Em outras palavras, toda a vez em que se tenha a posicao

que define a periodicidade da rede reciproca é marcado um ponto na secao de Poincaré.

Na construcao das segoes de Poincaré, considerou-se o calculo numérico de um
grande ntimero de trajetérias (~ 10%) simulando as diversas colisdes entre os dtomos de
hélio e a superficie de cobre. Logo, As secoes de Poincaré correspondentes as dindmicas
de espalhamento sobre as superficies espalhadoras Cu(110), Cu(113), Cu(115) e Cu(117),
sao apresentadas nas figuras 31 e 32, ambas com energia de incidéncia fixada em 21 meV,

angulo de incidéncia de 89.999° e o valor de zy = 0.
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-1 0 1 2 3 4 5 -1 0 1 2 3 4 5
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Figura 31: Secao de Poincaré obtidos para as dindmicas de espalhamento sobre as distintas
superficies espalhadoras. (a) Superficie espalhadora Cu(110). (b) Superficie
espalhadora C'u(113).
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Figura 32: Secao de Poincaré obtidos para as dindmicas de espalhamento sobre as distintas
superficies espalhadoras. (a) Superficie espalhadora Cu(115). (b) Superficie
espalhadora Cu(117).

A anadlise da secao de Poincaré obtida para a dindmica de espalhamento sobre a
superficie espalhadora C'u(110) revela a existéncia de regides onde predominam as traje-
torias dispostas sobre os toros e de regides onde as trajetorias irregulares constituem um
“mar de caos”. Para o espalhamento sobre esta superficie, é sugerido um regime nao hiper-
bélico e, portanto, caracterizando um decaimento algébrico para a taxa de sobrevivéncia
(ou aprisionamento) dos atomos de hélio sobre superficie. Por outro lado, como pode ser
observado na figura 32.(b), a se¢ao de Poincaré obtida para as dindmicas de espalhamento
sobre a superficie espalhadora C'u(117) é inteiramente retratada pela presenga de trajeto-
rias irregulares, que estao associadas a presenca de selas cadticas no espaco de fases. Para
este caso, o regime associado ao espalhamento é hiperbodlico, caracterizado-se assim um

decaimento exponencial na taxa de aprisionamento dos atomos na superficie espalhadora.

Por sua vez, nas figuras 31.(b) e 32.(a), sdo retratadas as segoes de Poincaré para
as dindmicas de espalhamento sobre as superficies espalhadoras Cu(113) e Cu(115). Ao

analisar as se¢oes de Poincaré obtidas para esses dois casos é possivel observar uma tran-
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sicdo entre os regimes nao hiperbdlico e hiperbédlico para o espalhamento. Em particular,
quando considerada a superficie espalhadora Cu(113), a secao de Poincaré obtida para
essa dindmica de espalhamento revela uma situagdo semelhante ao caso da superficie es-
palhadora C'u(110). Nesse caso, sdo observadas, em seu espago de fases, trajetérias que
estao dispostas sobre os toros e trajetorias irregulares que compoe o “mar de caos”. Porém,
como pode ser visto na figura 32.(b), quando considerado o aumento da irregularidade
da superficie de cobre, ou seja, quando considerado o aumento do indice de Miller para
a superficie de cobre C'u(11z), neste caso, de x = 3 para x = 5, as regides anteriormente

preenchidas por toros sao substituidas por regioes predominantemente caéticas.

3.4 Indicadores de Caos

Distinguir a dinamica das trajetoria como regular ou cadtica em sistemas dinamicos
com mais de dois graus de liberdade é de fundamental importancia para o entendimento
de sistemas cadticos. Em sistemas dinamicos dissipativos, essa distingao é facilmente rea-
lizada, pois as trajetorias tendem a um atrator do desorrer do tempo. Contudo, quando
considerado um sistema dindmico conservativo (ou hamiltoniano), essa distin¢gdo nem sem-
pre ocorre com tamanha facilidade, em especial, torna-se impossivel a visualiza¢ao de sua

dindmica quando o sistema apresentam muitos graus de liberdade em seu espago de fases.

Para realizar essa distingao sdo utilizados métodos (ou ferramentas) que forne¢am
informagoes sobre o comportamento das trajetorias, caracterizado-as como regular ou caé-
tico, independe da dimensao apresentada em seu espaco de fases. Esses métodos podem
ser divididos em duas categorias: 7) métodos que dependem da evolucao da propria traje-
téria i7) métodos que se baseiam no estudo da evolugao de pequenos vetores desvios para

uma dada trajetéria. Logo, como exemplo, sao listados alguns desses métodos:

(1) ométodo da se¢ao de Poincaré é extensivamente utilizado em sistemas bidimensionais,
a fim de se investigar a trajetoria de sistemas dinamicos. A construcao da secao
de Poincaré, como anteriormente descrita no capitulo 2, consiste na analise das
trajetorias que interceptam o secao de Poincaré, marcando um ponto na mesma. A
deficiéncia dessa técnica esta na restricio de sua aplicacdo em sistemas dindmicos

com até dois graus de liberdade.

(2) o expoente méximo caracteristico de Lyapunov (LCFE) [82] permite a distin¢ao da
dindmica da trajetoria de uma particula como regular ou cadtica, a partir da evolu-
¢ao temporal de uma condicao inicial e seu correspondente vetor desvio. O maximo

LCE, o1, é tomado como o limite do expoente de Lyapunov (ver segao 3.2.2) quando
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t — 00. Neste caso,

de, op=lim Xy, (3.15)

em que os vetores desvio U(t) e ©¥/(0) correspondem aos eixos da elipse S(t) e S(0)

definidos na subsecao 3.2.2.

Um problema basico na obtencao do LC'E é que apdés um tempo t;, um novo calculo
é refeito, o que proporciona um novo valor para o LC'E, completamente distinto do
valor encontrado no passo de tempo anterior. Na pratica, ao término da evolugao
temporal do vetor desvio ¥;(t), para o tempo t1, é calculado o valor para o LC'E
através da equagao (3.15). Posteriormente, o vetor desvio é normalizado dando inicio
a um novo calculo para o LC'E, sobre o tempo t,. Uma vez que o valor obtido para
o1 é influenciado durante toda evolugdo temporal de 7(0), o tempo necessério para
que A; convirja é a priori desconhecido. Esse procedimento, em geral, dificulta em
predizer se ao final do processo o valor o7 tende a exibir valores positivos (para o

caso cadtico) ou sempre converge a zero (para o caso regular).

3.5 Método da Dimens3ao de Incerteza

Nas se¢oes anteriores mostrou-se que um dos aspectos do espalhamento cadtico é
o surgimento, em determinados casos, de singularidades sobre a funcao de espalhamento.
Uma medida quantitativa que permite caracterizar a magnitude das regioes de singula-
ridades ¢ o calculo da dimensao fractal. Como demonstrado na subse¢ao 3.2.3, um dos
diversos métodos utilizados para o calculo do valor da dimensao fractal é a dimensao
“box-counting”. Porém, uma desvantagem do uso desse método ¢ que o ntimero de caixas
estimadas para cobrir todo o conjunto é bastante elevado quando considerados peque-
nos valores de e. Alternativamente, outra forma de caracterizar as singularidades, em
uma perspectiva de sistemas dinamicos, é através do método da dimensao de incerteza

calculada sobre a funcdo tempo de atraso [7].

A dimensao de incerteza para a funcao tempo de atraso é calculada do seguinte
modo: é escolhido aleatoriamente um valor para uma condigao inicial (associado a um
valor de pardmetro de impacto, normalizado, b), e para um valor fixo de incerteza e,
é tomada uma condingdo inicial vizinha (esta associada a um pardmetro de impacto,
normalizado, b+ ¢€). As duas condigoes iniciais sdo propagadas no tempo e apds o término
do processo, ou seja, quando registrada a saida do particula da regiao de espalhamento,
sdo computados os respectivos tempos de atraso para cada uma das trajetérias, T'(b) e
T + ¢€). A expressio A = |T'(b) — T(b + ¢)| é calculada e caso resulte em um
valor maior do que uma quantidade arbitraria o, a trajetéria é dita incerta. Os passos

sdo repetidos para um grande nimero de trajetérias (~ 10%) e para diversos valores de
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€. O numero de trajetérias incertas é dividido pelo niimero total de trajetorias escolhidas
e, entdo, é obtida uma fracdo de trajetorias incertas f(e). Para finalizar, é feito o grafico

que relaciona f(g) versus € em escala log-log. A dimensdo de incerteza é definida como:

d=1—1im ") (3.16)

e=0 [ne

Nesse caso, a dimensao de incerteza é estimada como d = 1 — «, em que « € o
segundo termo da igualdade na equagao (3.16) e a fragao de incerteza f(g) escala com
a incerteza ¢ a partir de uma lei de poténcia, f(¢) ~ &% A dimensdo de incerteza
informa qual a probabilidade de se ter uma trajetéria incerta (com um valor de b escolhido

aleatoriamente) para um determinado erro e.

3.6 Método do “Smaller Alignment Index” (SALI)

Apesar da grande disponibilidade de indicadores que permitem a identificagao
de dindmicas cadticas em sistemas dindmicos conservativos, parte desses indicadores nao
oferece as condigoes necessarias para a caracterizagao da dinamica, principalmente quando
os sistemas dinamicos apresentam um grande nimero de graus de liberdade. Um desses
métodos, o SALI [65] [22] [48], possibilita determinar as caracteristicas da dindmica
seja em sistemas hamiltonianos ou em mapas, através de uma quantidade que indique o
alinhamento final de uma par de vetores desvio unitarios tomado em relacdo a condicao

inicial de referéncia.

NOLE O~ _."
U2(0)
\ ig(tl)
o -~ ®--
X (0; xet) -
2

Figura 33: Figura ilustrativa representando as evolugoes temporais dos vetores desvio v
e Uy, associados a condicao inicial de referéncia y(0) no espago de fases.

Considere-se a evolugao temporal de uma condigao inicial de referéncia x(0) e de
um par de condigoes iniciais vizinhas, x1(0) e x2(0). Além disso, como pode ser observado
na figura 33, sdo tomadas as evolugdes temporais dos vetores desvio unitarios v; e v, em

que para cada passo de tempo dessa evolucao ¢é de interesse avaliar as distintas direcoes
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finais dos vetores desvio unitarios normalizados. Assim, obtidas as suas direcoes finais, o

valor do SALI é calculado como

SALI(t) = min {[|01(t) + 02() |, [[02(2) — B2(D)][}, (3.17)

N U; :
em que ¥; = ——, com 7 =1, 2.

il

O resultado obtido através da equagao (3.17) distingue claramente o comporta-
mento da trajetéria como regular (ou cadtica), independentemente da dimensionalidade
apresentada pelo sistema no espaco de fases. A medida do SALI exibe uma variagao
em torno de valores positivos quando considerada as trajetérias regulares, enquanto para

trajetorias cadticas converge rapidamente a zero a partir de uma taxa exponencial.

Para trajetorias cadticas, o par de vetores desvios normalizados possuem, a cada
passo de tempo de sua evolugao temporal, a mesma dire¢ao, com mesmo sentido ou con-
trario. Ja para trajetorias regulares, o par de vetores desvios tende a um espaco tangente
aos toros, sobre o qual a dinamica ¢ governada por dois campos vetoriais independentes
e que correspondem a duas integrais de movimento [66]. Entao, uma vez que os vetores
desvio unitarios ¥; e 7, sdo componentes que estao respectivamente ao longo e ao redor
do toro, sao exibidas dire¢oes distintas em cada passo de tempo avaliado. Esse compor-
tamento ocorre justamente devido ao fato de que a norma do vetor desvio para uma
trajetéria regular aumenta linearmente no decorrer do tempo. Sendo que esse é o motivo
pelo qual os vetores desvios unitarios possuem distintas dire¢oes a cada passo de tempo

de sua evolucao temporal e, entdo, apresentam um valor para o SALI que difere de zero.

Como pdde ser notado, o método do SALI é sugerido como um indicador capaz
de informar sobre a caoticidade das trajetorias em sistemas dindmicos conservativos ou
dissipativos. E exibida uma vantagem do uso do SALI perante a utilizacdo do méximo
LCFE como indicador de caos. A vantagem neste caso é que durante a sua aplicagdo nao
sao exigidos novos calculos para os vetores desvios em cada passo de tempo da evolugao

temporal do sistema.
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4 Resultados e Discussoes

Neste capitulo, sera analisada a dindmica das colisoes elasticas entre os atomos de
hélio e uma superficie de cobre enrugada, ou seja, considerando-se as colisdes sobre as dis-
tintas faces cristalograficas da superficie de cobre: Cu(110), Cu(113), Cu(115) e Cu(117)
(superficies espalhadoras). Como visto anteriormente na Se¢ao 3.3 do Capitulo 3, se a
dindmica do espalhamento é cadtica a fungdo de espalhamento apresenta singularidades
que formam um conjunto fractal. Em um primeiro momento, as regides de singularida-
des foram qualitativamente avaliadas através do método da segoes de Poincaré [83] [19]
e através da construcio das fungoes de espalhamento. Ademais, a partir de uma analise
quantitativa, as regioes de singularidades foram avaliadas com o uso dos métodos da di-
mensdo de incerteza [7] [41] e do SALI [47] [48]. A aplica¢do do método do SALI visa
a introdugdo de um método alternativo que possibilita a andlise das regides de singu-
laridades que surge na funcao de espalhamento, bem como, permite a identificacao do
comportamento da trajetoria qualificando-a como regular ou cadtica, enquanto o atomo

de hélio estiver aprisionado nas superficies espalhadoras.

4.1 Funcoes Espalhamento e Espaco de Fases para o Sistema de

Espalhamento Hélio-Cobre

Nesta secao, sera apresentada a analise sistematica das dinamicas de espalhamento
no sistema hélio-cobre. Para isso, foi calculado numericamente um grande nimero de
trajetérias (~ 10%), as quais foram simuladas as dinstintas colisdes entre os dtomos de
hélio e a superficie de cobre enrugada. Neste caso, cada trajetéria estd associada a um
conjunto de condic¢oes iniciais, que sao: o momento linear P,y, o momento linear P,q, e
as posigoes iniciais xg e zg. As condigbes iniciais, por sua vez, sdo caracterizadas por um

conjunto de variaveis de entrada, como referido na secao 3.3.3 do capitulo 3.

As simulagoes numéricas foram realizadas com o uso do Fortran 77, a partir da
integracao numérica das equagoes de movimento e com o uso de um método preditor-
corretor a passo variavel. Esse é um método multi-passo utilizado na obtencao das solugoes
numéricas de um problema de condigoes iniciais para uma equacgao diferencial. Dessa
forma, duas féormulas sdo usadas em conjunto, uma primeira para encontrar um novo
valor da varidvel dependente (em geral apresentando uma dependéncia temporal), e uma
segunda para corrigir o valor anteriormente encontrado. A desvantagem no uso desse

método é que em determinados casos a energia total do sistema pode nao se conservar.

Inicialmente, essa andlise consiste da construcao das fungdes de espalhamento (a
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fungao deflexao 6(b) e a fungao tempo de atraso T'(b)) e a construcao das segoes de Poincaré
correspondentes as dindmicas de espalhamento. De modo andlogo ao espalhamento cadtico
exibido durante a interacao entre os atomos de hélio, com energia de incidéncia fixada
em 21 meV, e a superficie de cobre enrugada', a funcio de espalhamento obtida para
a interacao hélio-cobre com energia de 63 meV, também exibe regioes de singularidades.
As fungoes de espalhamento obtidas para a energia de incidéncia de 63 meV podem ser

visualizadas nas figuras 34-36.

Ao comparar os resultados obtidos para as fungoes de espalhamento para as duas
energias de incidéncia, de 21 e 63 meV, é observada uma dependéncia entre o sistema
e a energia de incidéncia para os atomos. Deste modo, pode-se observar que as regioes
de singularidades surgem em distintos intervalos da funcao deflexdo. As regides de sin-
gularidades, por exemplo, podem ser visualizadas no intervalo de parametro de impacto,
normalizado, compreendido aproximadamente entre 0.2 < b < 0.7, quando tomada a
fungao deflexdo obtida para o espalhamento sobre a superficie espalhadora C'u(110), com
energia de incidéncia para os atomos fixada em 63 meV (ver figura 34.(a)). As regioes de
singularidades obtidas a partir do espalhamento nas superficies espalhadoras C'u(113) e
C'u(115), ambos os casos com energias de incidéncia de 63 meV, sdo apresentadas respec-

tivamente nas figuras 35.(a) e 36.(a).

O surgimento das regioes de singularidades observadas nas fungoes deflexao, para
as distintas faces cristalograficas, esta associado ao aprisionamento de atomos na regiao
de espalhamento (ou seja, sobre a superficie espalhadora). Como pode ser observado,
comparativamente nas figuras 34.(b)-36.(b), o tempo de interagao (aprisionamento) entre
os atomos e as superficies espalhadoras, cujos indices de Miller sao x = 1, 3, é alto quando
comparado ao tempo de interacio entre os &tomos de hélio e a superficie espalhadora com
indice « = 5. Isto ocorre devido & taxa de sobrevivéncia (ou permanéncia) dos atomos
sobre estas superficies Cu(110) e Cu(113), que decai a partir de uma lei de poténcia.
Como consequéncia, é observada uma maior distribui¢do de regides de singularidades na
funcao deflexdo obtida para as superficies espalhadoras com menores indices de Miller.
No entanto, esta distribuicdo é menor se considerada a fun¢ao deflexdo obtida para a

superficie espalhadora com indice de Miller x = 5

L Ver capitulo 3, secio 3.3.3.
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Figura 34:

Figura 35:

Figura 36:
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Outra andlise importante para o sistema hélio-cobre é a observacao da estrutura
do espaco de fases referente as dinamicas de espalhamento, o que pode ser feito através
da utilizagdo do método da secao de Poincaré (ver se¢do 2.2.2 do capitulo 2). A partir
desse método enfatiza-se a andlise da estrutura do espaco de fases do sistema dinadmico
como um todo, em vez de analisar somente a evolucao temporal de trajetorias individuais.
Logo, a fim de se obter detalhes da evolucao temporal do sistema, deve-se ter um profundo
conhecimento qualitativo sobre o comportamento das solugoes do sistema dinamico em

diferentes locais do espaco de fases.

A secao de Poincaré para as dinamicas de espalhamento hélio-cobre pode ser cons-
truida a partir da simetria observada ao longo da func¢ao enrugamento V(x,z) descrita
ao longo das coordenadas espaciais z e z. Em cada ponto de minimo da funcao enru-
gamento é marcado um ponto no plano (P,, z), formando-se assim a segdo de Poincaré.
Dessa forma, ao avaliar as se¢oes de Poincaré obtidas para as dinamicas de espalhamento
sobre as distintas superfices de cobre, foi possivel observar a coexisténcia entre as regices
contendo toros e regioes predominantemente cadticas. Esse comportamento, em especial,
é evidenciado na figura 37.(a) e (b), correspondentemente as dindmicas de espalhamento
sobre as superficies Cu(110) e Cu(113).

Para a secao de Poincaré correspondente as dinamicas de espalhamento sobre a
superficie espalhadora Cu(115), como apresentado na figura 38, é observado o surgimento
de uma regido nas vizinhangas do ponto (P,,z) = (0,0) onde se formam pequenas ilhas
de regularidade. Logo, de um modo geral, pode-se dizer que a dindmica do espalhamento
se torna menos cadtica quando considerado o aumento da energia de incidéncia para os

atomos, principalmente quando comparada as colisdes dos atomos com baixas energias de

incidéncia.
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Figura 37: Secao de Poincaré obtida para as dindmicas de espalhamento sobre distintas
faces cristalograficas. Para a sua construcao foi tomado o ponto com coorde-
nadas (P, z) toda a vez em que =19+ na, comn =0,1,2,--- eny = 0. (a)
Face cristalografica Cu(110). (b) Face cristalografica Cu(113).
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P,(ua)

z(u.a.)

Figura 38: Sec¢ao de Poincaré obtida para as dindmicas de espalhamento sobre a face crista-
logréafica Cu(115). Para a sua construcao foi tomado o ponto com coordenadas
(P,, z) toda a vez em que x =19+ na, comn =0,1,2,--- e ny = 0.

4.2 Aplicacdo do Método de Dimensao de Incerteza no Sistema de

Espalhamento Hélio-Cobre

Ao observar determinadas regides da funcao deflexdo obtida para a face cristalo-
grafica Cu(110), com energia de incidéncia para os atomos de hélio fixada em 21 meV e
parametro de impacto, normalizado, escolhido no intervalo 0 < b < 1, pode-se perceber a
existéncia de regides de singularidades em determinados trechos dessa funcao (ver figura
34). Neste caso, quando realizada uma ampliagdo na escala das regioes de singularida-
des é observado que essas regides consistem de uma série de subdominios suaves (que
correspondem as colisoes diretas dos atomos de hélio com a superficie) e de regides de
singularidades [2]. Logo, o aspecto fractal dessas regides pode ser revelado quando rea-
lizadas sucessivas ampliagoes, em que sao observadas repeticoes em diversas escalas das

singularidades e dos subdominios suaves.

Uma das formas de caracterizar as regioes de singularidades da funcao de espalha-
mento é através do calculo da dimensao fractal, o que pode ser realizado com a aplicacao
do método da dimensao de incerteza descrito por Lau et al. [7] (ver subse¢ao 3.5 do ca-
pitulo 3). Porém, antes mesmo de se obter o valor da dimensao de incerteza referente
as regioes de singularidades que surgem na funcao deflexdo do sistema hélio-cobre, sera
enfatizado o trabalho realizado por Lau et al. [7]. Nesse trabalho, foi calculada a dimen-
sao de incerteza sobre a func¢ao tempo de atraso, de um sistema que exibe espalhamento

classicamente cadtico e cujo regime do espalhamento é nao hiperbélico.

Durante o cédlculo da dimensdo de incerteza foram observados duas caracteristicas
importantes. A primeira caracteristica refere-se a escolha do intervalo de variaveis de en-

trada, em que foi demonstrada uma dependéncia entre o valor da dimensao de incerteza
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e o intervalo escolhido para as variaveis de entrada. Ja a segunda caracteristicas refere-se
a relagao entre o valor da dimensao de incerteza e o regime do espalhamento. Portanto,
a partir dos resultados obtidos conjecturou-se que os valores das dimensoes de incerteza
que se aproximam da unidade estao associados a um regime nao hiperbdélico para o espa-
lhamento, enquanto os valores que se distanciam da unidade estdao associados ao regime

hiperbélico.

Uma andlise semelhante foi utilizada no estudo sistematico da dimensao de incer-
teza no sistema hélio-cobre, em que foram considerados distintos intervalos de parametro
de impacto, normalizados, b (isto é, as varidveis de entrada do sistema). Logo, em cada
um dos novos intervalos, ou refinamentos, foi calculada a dimensao fractal da regiao de
singularidades através do método da dimensao de incerteza obtida sobre a func¢ao tempo
de atraso [7].

Na tabela 2 sdo apresentados os novos intervalos de parametros de impacto, nor-
malizados, b, que sao utilizados no calculo da dimensao de incerteza das regides de singu-
laridades. A escolha dos novos intervalos estéa relacionada com as regices de singularidades
que surgem na fungao deflexao 6(b), e tem como proposito a eliminacao das colisdes diretas
do célculo da dimensao de incerteza. Neste caso, tome-se como exemplo, a regiao de sin-
gularidades que esta aproximadamente compreendida no intervalo 0.41014 < b < 0.86242
da fungao deflexao obtida para as colisoes sobre a superficie espalhadora Cu(110). Essa
regiao, em especial, é tomada como o primeiro intervalo do refinamento, e nela é calculado

o valor da dimensao de incerteza.

— Refinamento 1 Refinamento 2 Refinamento 3 Refinamento 4
110-21meV | [0.41014;0.86242] | [0.56052;0.69556] | [0.64126;0.68032] | [0.66026;0.67612]
110-63meV | [0.22454;0.69358] | [0.30238;0.67648] | [0.30724;0.63562] | [0.41986;0.58366]
113-21meV | [0.1795;0.5682] | [0.24258;0.48748] | [0.2887;0.43052] | [0.30768;0.40554]
113-63meV [0;0.29386] [0.02346;0.2686] | [0.05826;0.20116] | [0.09916;0.1335]
115-21meV | [0.36136;0.6184] | [0.4164;0.57798] | [0.51538;0.4404] | [0.45226;0.47674]
115-63meV | [0.70326;0.9507] | [0.73212;0.91958] | [0.74926;0.89812] | [0.7975;0.85006]
117-21meV | [0.75812;0.96988] | [0.89142;0.96988] | [0.93846;0.96746] | [0.96012;0.96596]

Tabela 2: Novos intervalos de parametros de impacto, normalizados, escolhidos entre 0 <
b < 1, considerando-se as distintas faces cristalograficas e energia de incidéncia
para os atomos fixada em 21 meV e 63 meV.

Os valores absolutos obtidos para as dimensoes de incerteza, quando considerado
o primeiro refinamento sobre as distintas faces cristalograficas, sao: d = 0.947+0.004 para
Cu(110), d = 0.86 + 0.01 para Cu(113), d = 0.76 + 0.01 para Cu(115) e d = 0.72 +0.01
para Cu(117). A partir das figuras 39-42, nota-se que os valores da dimenséao de incerteza
sao obtidos através da inclingao do gréafico f(¢)/e em fungao de £ em escala log—log. Além

disso, para a obtencao de cada ponto no grafico da dimensao de incerteza, considerou-se
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a evolugao temporal de um conjunto de condicoes iniciais (~ 104), simulando as colisoes

elasticas entre os atomos e a superficie de cobre.

Para cada colisao, foi utilizado um conjunto de varidveis de entrada, a energia de
incidéncia para os atomos fixada em 21 e 63 meV, dngulo de incidéncia # = 89.999° e
pardmetro de impacto, normalizado, entre 0 < b < 1. Os resultados dos valores absolutos
das dimensoes de incerteza obtidos para as faces cristalograficas Cu(110), Cu(113) e
Cu(115), ambas com energia de incidéncia para os dtomos de hélio incidentes fixada em
63 meV, sao apresentados nas figuras 43—45. Nesse caso, os valores absolutos encontrados
para as dimensoes de incerteza sao: d = 0.987 £0.001 para Cu(110), d = 0.93+£0.01 para
Cu(113) e d = 0.78 £ 0.01 para Cu(115).

121 12
- 104 @ 104
g g
6 d=0.947 £ 0.004 g/ d= 095240008
12 -10 8 5 -12 -10 5 -é
log, (a) log, . (b)

Figura 39: Dimensao de incerteza obtida para a regidao de singularidades da funcao de
espalhamento da superficie espalhadora Cu(110) com energia de incidéncia
fixada em 21 meV. (a) Para o intervalo do pardmetro de impacto, norma-

lizado, [0.41014;0.86242] (b) Para o segundo intervalo para o refinamento
10.56052; 0.69556].
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Figura 40: Dimensao de incerteza obtida para a regiao de singularidades da funcao de es-
palhamento da superficie Cu(113) com energia de incidéncia fixada em 21 meV.
(a) Para o intervalo do pardmetro de impacto, normalizado, [0.1795; 0.5682]. (b)
Para o segundo intervalo para o refinamento [0.24258;0.48748].
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Figura 41: Dimensao de incerteza obtida para a regiao de singularidades da funcao de es-
palhamento da superficie Cu(115) com energia de incidéncia fixada em 21 meV.
(a) Para o intervalo do pardmetro de, impacto normalizado, [0.36136;0.6184].
(b) Para o segundo intervalo para o refinamento [0.4164;0.57798].
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Figura 42: Dimensao de incerteza obtida para a regiao de singularidades da funcao de es-
palhamento da superficie Cu(117) com energia de incidéncia fixada em 21 meV.

(a) Para o intervalo do pardmetro de impacto, normalizado, [0.75812;0.96988].
(b) Para o segundo intervalo para o refinamento [0.89142;0.96988].
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Figura 43: Dimensao de incerteza obtida para a regiao de singularidades da funcao de es-
palhamento da superficie Cu(110) com energia de incidéncia fixada em 63 meV.
(a) Para o intervalo do pardmetro de impacto, normalizado, [0.22454; 0.69358].
(b) Para o segundo intervalo para o refinamento [0.30238; 0.67648].
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Figura 44: Dimensao de incerteza obtida para a regiao de singularidades da funcao de
espalhamento da superficie Cu(113) com energia de incidéncia fixada em 63
meV. (a) Para o intervalo do pardmetro de impacto, normalizado, [0; 0.29386].
(b) Para o segundo intervalo para o refinamento [0.02346; 0.2686].
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Figura 45: Dimensao de incerteza obtida para a regiao de singularidades da funcao de es-
palhamento da superficie Cu(115) com energia de incidéncia fixada em 63 meV.
(a) Para o intervalo do pardmetro de impacto, normalizado, [0.70326;0.9507].
(b) Para o segundo intervalo para o refinamento [0.73212;0.91958].
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Na tabela 3, sao apresentados os valores absolutos das dimensoes de incerteza
obtidas para cada um dos intervalos de refinamento quando consideradas as distintas
faces critalogréaficas envolvidas neste estudo” e as energias de incidéncia para os dtomos
fixadas em 21 e 63 meV. Na andlise dos valores da dimensao de incerteza, levou-se em
consideracao os diferentes refinamentos sobre uma mesma face cristalografica, com energia

de incidéncia constante para os atomos de hélio.

Da mesma forma que demonstrado por Lau et al. [7] em seu trabalho, foi verificado
na analise dos valores das dimensoes de incerteza no sistema hélio-cobre a dependéncia
entre o valor para a dimensao e o intervalo para o refinamento. Para intervalos de re-
finamento que contenham uma grande quantidade de bacias (que estao relacionadas as
colisoes diretas dos atomos com a superficie) é observado que a dimensdao da incerteza
tende a variar entre valores menores que a unidade, mesmo quando considerado o re-
gime nao hiperbdlico. Dessa forma, foi escolhido um intervalo de refinamento que seja o
mais adequado para a analise da dimensao de incerteza, sendo esse o quarto intervalo do

refinamento apresentado na tabela 2.

Para o quarto intervalo de refinamento, foram calculados e comparados os valores
absolutos das dimensoes de incerteza para cada uma das faces cristalograficas, levando-se
em conta apenas a variagao do indice de Miller para a superficie de cobre e uma energia
de incidéncia constante para os atomos. Os resultados obtidos para os valores absolutos
das dimensoes de incerteza podem ser visualizados na tabela 4. Logo, quando avaliadas
as dindmicas de espalhamento sobre as superficies Cu(110) e Cu(113), pdde ser verificado
uma aproximagcao entre o valor absoluto da dimensao de incerteza e a unidade. No entanto,
quando avaliadas as dindmicas de espalhamento sobre as superficies Cu(115) e Cu(117), os
valores absolutos obtidos para as dimensoes de incerteza tendem a se distanciar da unidade.
Neste caso, é entao sugerido que a aproximagao do valor da dimensao de incerteza com
a unidade, verificada nas superficies espalhadoras Cu(110) e Cu(113), esteja associada
a presenca de um regime nao hiperbélico para o espalhamento. Ja o distanciamento da
dimensao de incerteza com a unidade, verificado nas superficies espalhadoras Cu(115) e

Cu(117), esta associado a presenga de um regime hiperbélico.

2 Deve-se enfatizar, porém, que nao foi analisado o espalhamento dos &tomos de hélio sobre a face

cristalogréfica Cu(117) envolvendo a energia de incidéncia de 63 meV.
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Face cristalografica-Energia | Refinamento 1 | Refinamento 2 | Refinamento 3
110-21 0.947 + 0.004 | 0.952 + 0.008 | 0.962 4+ 0.007
110-63 0.987 + 0.001 | 0.984 + 0.002 | 0.990 + 0.001
113-21 0.86 + 0.01 0.87 £ 0.01 0.87 £ 0.01
113-63 0.93 £+ 0.01 0.932 &£ 0.009 | 0.94 + 0.01
115-21 0.76 + 0.01 0.78 + 0.01 0.78 +£ 0.01
115-63 0.78 + 0.01 0.77 +£ 0.01 0.80 £+ 0.01
117-21 0.72 + 0.01 0.71 + 0.01 0.70 £+ 0.01

Tabela 3: Valores da dimensao de incerteza obtidos para diferentes intervalos para o refi-
namento, com energia de incidéncia para o atomo de hélio e indices de Miller
para as faces cristalograficas constantes.

Face cristalografica-Energia (21 meV) dimensao
110-21 0.967 + 0.008
113-21 0.87 £ 0.02
115-21 0.79 £ 0.02
117-21 0.72 £ 0.02

Face cristalografica-Energia (63 meV) dimensao
110-63 0.988 £ 0.001
113-63 0.93 £ 0.01
115-63 0.77 £ 0.02

Tabela 4: Valores da dimensao de incerteza obtidos para diferentes intervalos de refina-
mento, com energia de incidéncia fixada em 21 e 63 meV para os atomos de
hélio e indices de Miller para as faces cristalograficas constantes.

Em uma tltima andlise para a dimensao de incerteza, foi considerada a aplicagao
da aproximacao semicldssica em um sistema dinamico hipotético, que de forma similar ao
sistema hélio-cobre, exibe espalhamento cadtico. Para a andlise das dindmicas, correspon-
dentes as colisOes elasticas entre as particulas e a superficie enrugada, foram construidas as
funcoes de espalhamento e calculadas as dimensoes de incerteza. Nesse caso, baseando-se
no principio de correspondéncia de Bohr, tem-se que, em determinadas situacoes limites a
teoria quantica deve se reduzir a teoria classica, de modo que é possivel observar a assina-
tura do caos classico em seu correspondente sistema quantico. Considerou-se para isso, o
limite de grandes massas das particulas incidentes no sistema dinamico hipotético. Logo,
o aumento da massa das particulas incidentes tem como objetivo a obtencao da relacao,
h/(m2m) — 0, o que, dessa forma, obedece o principio de correspondéncia de Bohr. A
partir dai, descreve-se a seguinte situagao para o sistema dinamico hipotético: considere-
se as colisoes elasticas entre particulas com massa de m = 200 mgy. e m = 400 my,,
em que mpy, ¢ a massa do atomo de hélio, e uma superficie de cobre enrugada (nesse
caso sao utilizados os mesmos parametros que descrevem a superficie de cobre no sistema

hélio-cobre).
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As funcgoes de espalhamento obtidas para as particulas incidentes com massas de
200 e 400 vezes a massa do hélio e energia de incidéncia para as particulas fixada em 21
meV, sdo apresentadas na figura 46 para a face cristalografica Cu(110) e na figura 47 para
a face cristalografica Cu(115). Além disso, as fungoes de espalhamento também foram
obtidas quando consideradas particulas incidentes com energia fixada em 63 meV, essas,
por sua vez, apresentadas na figura 48 para a face cristalografica Cu(110) e na figura
49 para a face cristalografica C'u(115). Foram obtidas, também, as se¢oes de Poincaré
correspondentes as dinamicas de espalhamento das particulas com massa m = 200 mge.
e energia de incidéncia de 21 meV sobre as superficies espalhadoras Cu(110) e Cu(117),

como observado respectivamente nas figuras 50 e 51.
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Figura 46: Funcao de espalhamento obtida para as dindmicas de espalhamento sobre a
face cristalografica Cu(110), quando considerada a energia de incidéncia para
os dtomos fixada de hélio fixada em 21 meV. (a) Funcao deflexao para o sistema
com massa m = 200 mpy.. (b) Fungao deflexdo para o sistema com massa
m = 400 mge.
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Figura 47: Funcao de espalhamento obtida para as dinamicas de espalhamento sobre a
face cristalografica Cu(115), quando considerada a energia de incidéncia para
os atomos fixada de hélio fixada em 21 meV. (a) Funcao deflexao para o sistema
com massa m = 200 mpge. (b) Fungdo deflexdo para o sistema com massa
m = 400 mge.
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Figura 48: Fungao de espalhamento obtida para as dindmicas de espalhamento sobre face
cristalografica C'u(110), quando considerada a energia de incidéncia para os
atomos fixada de hélio fixada em 63 meV. (a) Fungao deflexao para o sistema
com massa m = 200 mpg.. (b) Fungdo deflexdo para o sistema com massa

m = 400 mge.

0 (grau)

88+

804

724

6 (grau)

Figura 49: Funcao de espalhamento obtida para as dinamicas de espalhamento sobre a
face cristalografica Cu(115), quando considerada a energia de incidéncia para
os dtomos fixada de hélio fixada em 63 meV. (a) Funcao deflexao para o sistema
com massa m = 200 mpy.. (b) Fungao deflexdo para o sistema com massa

m = 400 mge.
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Figura 50: Secdo de Poincaré obtida para as dinamicas de espalhamento sobre a super-
ficie Cu(110), considerando-se o espalhamento de particulas com energia de
incidéncia de 21 meV e massa m = 200 mge.
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Figura 51: Secao de Poincaré obtida para o espalhamento sobre a superficie espalhadora
Cu(117), considerando-se o espalhamento de particulas com energia de inci-
déncia de 21 meV e massa m = 200 mgy..

Da mesma forma como demonstrado na secao 4.1 deste capitulo, foi observado
o surgimento de regioes de singularidades nas func¢oes de espalhamento. Essas singulari-
dades, do mesma forma que no sitema hélio-cobre, estao associadas ao aprisionamento
das particulas na regiao de espalhamento. Tal associacao, neste caso, pode ser melhor
observada ao comparar os graficos das fungoes deflexoes e os graficos da funcao tempo de
atraso, obtidos para as distintas faces cristalograficas. Para a caracterizacao das regides
de singularidades considerou-se também a obtencao dos valores correspondentes as dimen-
soes de incerteza dessas regioes. Nessa andlise, considerou-se também o uso da técnica do
refinamento no calculo da dimensao de incerteza. Porém, deve-se enfatizar que apenas o
quarto intervalo de refinamento (ver tabela 2) foi utilizado durante o calculo da dimenséo

de incerteza.

Face cristalografica-Energia (21 meV) dimensao
110 0.9999 =+ 0.0001
113 0.967 £ 0.006
115 0.883 £ 0.001
117 0.82 £+ 0.02

Face cristalografica-Energia (63 meV) dimensao
110 1.0000 £ 0.0001
113 0.996 £ 0.006
115 0.83 £ 0.02

Tabela 5: Valores da dimensao de incerteza obtidos para o espalhamento hipotético de
uma massa m = 200 mpy. no espalhamento hélio-cobre. Considerou-se para
esta situagdo o quarto intervalo de refinamento, energias fixadas em 21 e 63
meV para os atomos de hélio incidentes e a variacao dos indices de Miller para
as faces cristalograficas.

Os valores obtidos para as dimensoes de incerteza, quando consideradas as colisoes

elasticas das particulas com massa de m = 200 mpy. e m = 400 my,. vezes a massa do



Capitulo 4. Resultados e Discussies 84

hélio, sao apresentados e comparados respectivamente nas tabelas 5 e 6. Da mesma forma
como foi procedido no sistema hélio-cobre, o valor da dimensao de incerteza é obtido a
partir da inclinagao do gréfico f(¢)/e em fungao de ¢, em escala log—log. Esses valores sdo
apresentados nas figuras 52.(a) — 55.(a) obtidas para as colisoes de particulas incidentes
com massa de m = 200 mpy. sobre as distintas superficies espalhadoras, e nas figuras
52.(b) — 55.(b) para as colisdes de particulas incidentes com massa de m = 400 mpy,. (em

ambos os casos foi usada a energia de incidéncia de 21 meV para as particulas).

Face cristalografica-Energia (21 meV) dimensao
110 0.999 + 0.0003
113 0.992 £+ 0.005
115 0.92 £ 0.01
117 0.86 £+ 0.02

Face cristalografica-Energia (63 meV) dimensao
110 1.0000 £ 0.0001
113 0.999 £ 0.001
115 0.87 £ 0.01

Tabela 6: Valores da dimensao de incerteza obtidos para o espalhamento hipotético de
uma massa m = 400 mpy. no espalhamento hélio-cobre. Considerou-se para
esta situagdo o quarto intervalo de refinamento, energias fixadas em 21 e 63
meV para os atomos de hélio incidentes e a variacao dos indices de Miller para
as faces cristalograficas.

A partir dos resultados obtidos para as dimensoes de incerteza, pode-se concluir
que no limite de grandes massas ¢ exibida uma maior aproximacao entre o valor da
dimensao de incerteza e a unidade, em comparacdo aos resultados exibidos no sistema
hélio-cobre. Portanto, pode-se dizer que a dinamica do espalhamento para o sistema se

torna menos cadtica conforme considerado o aumento da massa da particula incidente.
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Figura 52:
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Dimensao de incerteza correspondente a regiao de singularidades da funcao
de espalhamento obtida para as dindmicas de espalhamento sobre a superficie
Cu(110). Considerou-se para isso, o intervalo de pardmetro de impacto, nor-
malizado, [0.66026;0.67612] e energia de incidéncia das particulas fixada em

21 meV. (a) Particulas incidentes com massa de m = 200 mg.. (b) Particulas
incidentes com massa de m = 400 mge..
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Figura 53: Dimensao de incerteza correspondentes a regiao de singularidades da funcao
de espalhamento obtida para as dinamicas de espalhamento sobre a superficie
C'u(113). Considerou-se para isso, o intervalo de pardmetro de impacto, norma-
lizado, [0.30768;0.40554] e energia de incidéncia para as particulas fixada em

in

21 meV. (a) Particulas incidentes com massa de m = 200 my.. (b) Particulas

cidentes com massa de m = 400 mge.
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Figura 54: Dimensao de incerteza correspondente a regido de singularidades da funcao
de espalhamento obtida para as dinamicas de espalhamento sobre a superficie
C'u(115). Considerou-se para isso, o intervalo de pardmetro de impacto, norma-
lizado, [0.45226;0.47674] e energia de incidéncia para as particulas fixada em

21 meV. (a) Particulas incidentes com massa de m = 200 mg.. (b) Particulas
incidentes com massa de m = 400 mge..
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Figura 55: Dimensao de incerteza correspondente a regiao de singularidades da funcao
de espalhamento obtida para as dinamicas de espalhamento sobre a superficie
Cu(117). Considerou-se para isso, o intervalo de pardmetro de impacto, norma-
lizado, [0.96012;0.96596] e energia de incidéncia para as particulas fixada em

21 meV. (a) Particulas incidentes com massa de m = 200 my.. (b) Particulas
incidentes com massa de m = 400 mge..
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4.3 Aplicacdo do SALI no Sistema de Espalhamento Hélio-Cobre

Como debatido na secao 3.6 do capitulo 3, a ideia basica por tras da aplicacao do
SALI é a introducao de dois vetores desvio unitarios ¥; = (dqu;, dq2;, 0p1i, Op2;), para i =
1,2, referentes a uma condicao inicial. Da mesma forma, sdo acompanhadas as evolugoes
temporais dos dois vetores desvio e da condicao inicial, em que para cada passo de tempo
dessa evolugao sao observadas as diregoes finais de cada um dos vetores desvio. Logo, o
conjunto de equagdes que define a evolugao temporal do par de vetores desvio, ou seja, as

suas equacoes de movimento, sao dadas por:

- O*H : 0’H  0°H
(6qus) op2 po1;  (6p1s) < qo1 o 0000 QO2> (4.1)
e
. 0*H . 0*’H 0’H
(0g2:) o2 po2;  (0p2i) ( qdo1 d0in g C]oz) (4.2)

em que vp; = (0qo1, dqoz, Opo1, Opo2) é o vetor desvio inicial e x = (q1,qa, P1,p2) corres-
ponde a condigdo inicial da trajetéria de referéncia (o célculo das equagdes de movimento

referentes ao par de vetores desvio é demonstrado no apéndice A).

O par de vetores desvio para a trajetéria de referéncia é dado inicialmente pela
escolha: vy; = (0, 107°,1077, 10’5) e Ugo = (10’5, 0,0, O). Contudo, deve-se considerar que
quaisquer que sejam as escolhas para o par de vetores desvio, desde que tenham norma
unitaria, conduz a um comportamento similar para o SALI. Ao definir o par de vetores
desvio e conhecidas as suas equagoes de movimento é de interesse que a cada passo de
tempo de sua evolugao temporal seja registrado o valor do SALI. Deste modo, a medida
do SALI é capaz de determinar o comportamento da trajetoria do sistema como regular

ou cadtica.

O método do SALI pode ser utilizado nao somente na determinagao do comporta-
mento da trajetéria, mas também, de forma semelhante a funcao de espalhamento, pode
ser usado na verificacao e distingao das regides de singularidades. Ao considerar as faces
cristalograficas C'u(110), Cu(113), Cu(115) e Cu(117), e as energias de incidéncia para
os atomos fixadas em 21 e 63 meV (exceto para a superficie Cu(117), que foi utilizada
apenas a energia de 21 meV), foram avaliadas as evolugoes temporais de um determinado
conjunto de condicoes iniciais, em que a cada passo tempo dessa evolucao sao obtidas
informagoes sobre o comportamento dindmico de suas respectivas trajetorias. Uma dessas

informagoes refere-se & evolugao temporal do In(SALI).
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Figura 56: Comparacao entre os graficos do In(SALI) versus b e a fun¢ao deflexao 6(b).
Nas figuras (a) e (b), considera-se a face critalografica Cu(110) e energia de
incidéncia para os atomos fixada em 21 meV. Enquanto nas figuras (c) e (d),
considera-se a face cristalografica Cu(113) e energia de incidéncia para os ato-
mos fixada em 21 meV.
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Figura 57: Comparacao entre os graficos do In(SALI) versus b e a fun¢ao deflexao 6(b).
Nas figuras (a) e (b), considera-se a face critalografica Cu(115) e energia de
incidéncia para os atomos fixada em 21 meV. Enquanto nas figuras (c) e (d),
considera-se a face cristalografica Cu(117) e energia de incidéncia para os ato-
mos fixada em 21 meV.

Para o calculo do SALI, foi acompanhada a evolugao temporal de um conjunto de
condicdes iniciais (~ 10* 6rbitas, ou trajetérias), sendo que essas condigdes sdo caracte-
rizadas a partir do parametro de impacto, normalizado, b, escolhido dentre os intervalos
de refinamento apresentados na tabela 2, o angulo de incidéncia de 89.999° e a energia
de incidéncia para os atomos fixado em 63 e 21 meV. Dessa forma, em cada uma das
respectivas trajetorias, foi calculado o valor do SALI no tempo maximo de integragao
das equacgoes de movimento, ou seja, quando registrada a saida de cada dtomo de hélio
da regido de espalhamento. Como resultado, foi construido o grafico do In(SALI) em
funcado do parametro de impacto, normalizado, “b”, o qual permitiu-se a distin¢do entre

as trajetdrias cadticas e regulares.

Nesse caso, como pode ser observado na se¢ao 3.6 do capitulo 3, o valor do SALI
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Figura 58: Comparagao entre os graficos do In(SALI) versus b e a funcdo deflexao 6(b).
Nas figuras (a) e (b), considera-se a face critalografica Cu(110) e energia de
incidéncia para os atomos fixada em 63 meV. Enquanto nas figuras (c) e (d),
considera-se a face cristalografica Cu(113) e energia de incidéncia para os ato-
mos fixada em 63 meV.

para as trajetorias cadticas converge exponencialmente a zero, enquanto que para trajeto-
rias regulares é exibida uma oscilagao em torno de valores positivos. Esse comportamento
¢é justamente observado nos gréaficos apresentados nas figuras 56-59, em que sao exibidas
as comparagoes entre os graficos do In(SALI) versus b e a fungao deflexao 6(b), obtidos
para os atomos que incidem com energia de incidéncia de 21 meV sobre as faces cris-
talograficas C'u(110), Cu(113), Cu(115) e Cu(117), e para os dtomos que incidem com
uma energia de incidéncia de 63 meV sobre as faces cristalograficas Cu(110), Cu(113) e
Cu(115).

Um aspecto detectado pelo SALI é a presenga de ctispides nos graficos do In(SALI)

versus b, como pode ser observado na regiao demarcada pelas circunferéncias indicadas
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Figura 59: Comparacao entre os graficos do In(SALI) versus b e da fun¢ao deflexao 6(b).
Nas figuras (e) e (f), considera-se a face cristalografica Cu(115) e energia de
incidéncia para os atomos fixada em 63 meV. Além disso, as regides demarcadas
pelas setas indicam a deteccdo do ponto arco-iris através do SALI.

pelas setas nas figuras 59.(e) e (f). Essas ctspides correspondem aos pontos de minimo
da funcao deflexao e, neste caso, é sugerido que o seu surgimento esta associado ao ponto
arco-iris para espalhamento (ver subsegao 3.3.3 do capitulo 3). Porém, vale ressaltar que
o valor calculado para o In(SALI) no tempo maximo de integracao nao é um indicador

confidvel, uma vez que o caos presente neste sistema é transiente.

A néo confiabilidade do valor calculado para o In(SALI) no tempo méaximo de
integracao pode ser evidenciada através da andalise da distribui¢ao da evolucao temporal
do In(SALI) de um conjunto de trajetérias. A obtencao da distribuigdo dos valores do
In(SALI) tem como objetivo a visualizagdo de um conjunto de dados inerentes as evolu-
¢oes temporais das trajetorias sem a necessidade de contabilizar os seus valores individuais
e, entao, evidenciando caracteristicas implicitas aos regimes hiperbolico e nao hiperbélico

das dindmicas de espalhamento.

Para a construgao da distribuicao dos valores do In(SALI), considerou-se a evolu-
¢ao temporal de um grande conjunto de condigdes iniciais, (~ 200 6rbitas), simulando as
colisoes elasticas dos atomos de hélio sobre as superficies espalhadoras C'u(110), Cu(113),
Cu(115) e Cu(117), com uma energia de incidéncia para os dtomos fixada em 21 meV.
Na figura 60, sao apresentadas as curvas correspondentes as distribui¢oes dos valores do

In(SALI) obtidos em cada passo de tempo da evolugao temporal de um conjunto de con-
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digoes iniciais. Com isso, é possivel observar nessa figura que os valores correspondentes
ao (n(SALI) variam aproximadamente no intervalo (0 < In(SALI) < —40).

Um aspecto notado para as curvas de distribui¢ao dos valores do In(SALI) obtida
para as superficies espalhadoras de cobre Cu(11z), com indices de Miller z = 5,7, é o
seu rapido decaimento. E entdo sugerido que esse aspecto estd relacionado com a taxa de
probabilidade das trajetorias, que decai exponencialmente no decorrer do tempo. Pode-
se dizer, em outras palavras, que o intervalo de tempo de aprisionamento dos atomos
de hélio na superficie espalhadora é demasiadamente curto se comparado, por exemplo,
as superficies espalhadoras de cobre cujo indice de Miller sdo x = 0,3. Logo, os valores
exibidos para a evolugao temporal do In(SALI) estdo aproximadamente compreendidos no
intervalo 0 < In(SALI) < —36 para a superficie espalhadora Cu(115) e aproximadamente
compreendidos no intervalo 0 < In(SALI) < —28 para a superficie espalhadora C'u(117).
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Figura 60: Distribuigao dos valores correspondentes ao (n(SALI), obtidos em cada passo
de tempo da evolucao temporal de um conjunto de condigoes iniciais. A curva
denotada em azul representa a distribui¢do dos valores do In(SALI) obtidos
para as dindmicas de espalhamento sobre a superficie espalhadora Cu(110). As
demais distribuigdes sdo denotadas em vermelho para Cu(113), em preto para
Cu(115) e em verde para Cu(117).

A curva de distribuicao apresentada para as dindmicas de espalhamento sobre as
superficies Cu(110) e Cu(113) apresentam um comportamento distinto quando comparada
ao caso anterior. Em geral, para essas superficies é associado um decaimento em lei de
potencia na taxa de probabilidade das trajetérias permanecerem aprisionadas. Isso pode
ser traduzido como o aprisionamento, por longos intervalos de tempo, de uma grande

fracdo de atomos de hélio na superficie espalhadora. Muitas dessas trajetérias exibem
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uma aproximacao a regioes do espacgo de fases caracterizadas por toros, logo associa-se a

essa aproximagcao da trajetoria a presenga de um efeito denominado “stickiness” [83].

A presenca desse efeito é notada nas vizinhancas dos toros, onde pode haver a
aproximacao e o aprisionamento de trajetorias. Dessa forma, o comportamento da tra-
jetoria sob efeito do “stickiness”, ou seja, nas proximidades dos toros, se assemelha ao
comportamento das trajetérias nas vizinhancas de um ponto fixo estavel. Neste caso, a
sua dindmica corresponde a uma sequéncia de rotagdes no entorno do ponto fixo (ver
segdo 2.5 do capitulo 2). Pode-se dizer com isso que a trajetoria cadtica tende a se tornar

“menos cadtica” enquanto permanece aprisionada no entorno dos toros.

Devido a presenca de toros no espaco de fases correspondente as dinamicas de
espalhamento sobre as superficies espalhadoras Cu(110) e Cu(113), os valores exibidos
para a evolugao temporal do In(SALI) estao aproximadamente compreendidos no inter-
valo 0 < In(SALI) < —40. Deve-se notar que, em geral, durante o aprisionamento das
trajetorias cadticas na regiao dos toros é atingido o limite computacional para o calculo do
SALI, fazendo-o retornar valores para o In(SALI) que oscilam aproximadamente entre
—30 < In(SALI) < —40. Assim, é possivel observar a formagao de picos sobre a curva de
distribui¢ao dos valores do In(SALI), compreendido aproximadamente sobre o intervalo
em que é exibida a oscilagdo. Contudo, a presenca desses picos nao deve ser entendida
como resultado de um efeito fisico, mas sim, como a ocorréncia da limitagdo computacio-
nal do calculo da evolugao temporal do In(SALI) das trajetérias. Portanto, essa oscilagao
(ou flutuagao) deve ser entendida como a agao de um efeito de limita¢do computacional,
nao devendo ser confundida com o efeito de aproximagao e aprisionamento da trajetéria

na regiao dos toros.

A presenca dos picos sobre as distribuigdes das evolugoes temporais do In(SALIT)
acaba enfatizando a limitagao computacional que ocasiona a imprecisao do valor do SALI
calculado sobre o tempo maximo de integracao. Dado o problema da imprecisao para o
valor do SALI no tempo maximo de integracao é necessario redefinir uma nova quanti-
dade que permita indicar a caoticidade ou nao caoticidade de uma determinada trajetoria.
Como sera visto neste proximo tépico, o valor maximo absoluto « da inclina¢ao do decai-
mento exponencial observado durante a evolugao temporal do In(SALI) é sugerido como

um indicador de caos para as trajetorias.

4

4.3.1 Aplicacdo do SALI nas Dinamicas de Espalhamento sobre as Superfi-
cies Espalhadoras C'u(110) e C'u(113)

Nesta subsec¢do, sdo apresentadas as evolugoes temporais de um conjunto de con-
digoes iniciais referentes a um grupo de trajetérias cadticas. Para isso, considerou-se o

espalhamento de atomos de hélio sob as superficies espalhadoras Cu(110) e Cu(113), com
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um angulo de incidéncia # = 89.999°, energia de incidéncia fixada em 21 meV e pardmetro
de impacto, normalizado, escolhido dentre um dos intervalos de refinamentos apresenta-
dos na tabela 2. Dessa forma, foram avaliadas as suas respectivas evolu¢oes temporais e
a cada passo de tempo sao tomadas informagoes sobre o comportamento das trajetérias.

Assim, uma das informagdes obtidas refere-se a evolugao temporal do SALI.

Apo6s obter o valor do In(SALI), é construido o grafico In(SALI) em relacao a t
e avaliado o valor absoluto da inclinacdo o observada durante a sua evolucido temporal.
Além disso, é obtida a secao de Poincaré e a evolucao temporal da coordenada espacial
z(t). Contudo, deve-se notar que a fungao z(t) nao corresponde ao espago de configuracao,
mas sim ao caminho percorrido pelo dtomo de hélio desde a sua posicao inicial (ainda na

regiao assintética, ou seja, quando V' (z, z) — 0) até a sua saida da regido de espalhamento.

Na analise das trajetérias cadticas, foram organizados dois grupos, levando-se em
consideracao o intervalo de tempo de interacao entre o atomo de hélio e a superficie de
cobre, isto é, o intervalo de tempo de aprisionamento do atomo na regiao de espalha-
mento. Neste caso, quando consideradas as dinamicas de espalhamento sobre a superficie
espalhadora C'u(110), foram organizadas, em um primeiro grupo, as trajetérias cadticas
associadas ao aprisionamento dos atomos de hélio na superficie espalhadora que ocorrem
por intervalos de tempo iguais ou superiores a 1000 picosegundos (ps). J4 em um segundo
grupo, foram organizadas as trajetorias cadticas associadas ao aprisionamento dos atomos
na superficie espalhadora que ocorrem por intervalos de tempo inferiores a 1000 (ps). Um
procedimento semelhante também foi realizado quando consideradas as dindmicas de es-
palhamento sobre a superficie espalhadora Cu(113), porém, diferentemente da superficie

Cu(110), o intervalo de tempo de aprisionamento do d&tomo de hélio utilizado é de 500 ps.

Analise das Trajetérias Cadéticas Correspondentes aos Atomos de Hélio
Aprisionados por Longos Intervalos de Tempo na Regiao de Espalhamento da
Superficie Espalhadora Cu(110)

Um aspecto que pode ser observado nas trajetérias cadticas, isto é, associadas aos
atomos de hélio que permanecam aprisionados por longos intervalos de tempo na regiao de
espalhamento, é a sua aproximagao a regiao dos toros. Tal situacao é associada a presenca
do efeito “stickiness”. O resultado desse efeito sobre a trajetéria pode ser observado de
duas formas distintas: a primeira se utiliza da aplicagdo do método da secao de Poincaré,
o que garante uma analise qualitativa do problema. J& a segunda forma envolve a anélise
da evolugao temporal do SALI. Com a presenca do efeito “stickiness” durante a evolucao
temporal de trajetorias caodticas, é verificada a mudanga de inclinagao sobre o decaimento
exponencial apresentado pelo In(SALI). Neste caso, a mudanga de inclina¢ido para as

trajetérias cadticas estd relacionada a uma caracteristica do sistema, se referindo neste

3 O leitor nao deve confundir com a notacio “a” que define o nimero de rotacio, definido no capitulo

2.
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caso a presenca de toros no espaco de fases.
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Figura 61: Evolu¢ao temporal do In(SALI) correspondente a condigao inicial com pa-
rametro de impacto, normalizado, b = 0.577288882, obtida ao considerar a
incidéncia de um atomo de hélio com energia de 21 meV sobre a superficie
Cu(110). (a) Representagdo do grafico referente ao movimento do atomo de
hélio com relagdo ao tempo z(t). (b) Representacao do grafico referente a evo-
lugao temporal do In(SALI). (c) Representacao do grafico referente a segao
de Poincaré do sistema dinamico. Além disso, a curva tracada em verde repre-
senta a suavizagao tomada como efeito de reducao do ruido apresentado pela
evolugao temporal do In(SALI).

Na figura 61, é possivel observar a evolugao temporal da condigao inicial considerando-
se o parametro de impacto, normalizado, de b = 0.577288882. Durante a colisao do atomo
de hélio com a superficie de cobre, o tempo total de interacao é de 1173 ps, como pode
ser visualizado na figura 61.(a). No entanto, apesar de apresentar um longo tempo de
interagdo com a superficie, a anélise da evolu¢ao temporal do In(SALI) restringe-se a
um intervalo de tempo aproximado de 206 ps < t < 300 ps, limitando-se somente a re-
giao que apresenta o decaimento exponencial. Isso ocorre devido ao efeito da limitacao

computacional implicita ao calculo da evolucao temporal do SALI.

Um efeito causado pela limitagdo computacional do célculo do SALI é a presenca
demasiada de ruido na curva correspondente a sua evolugao temporal. Logo, a fim de
reduzir a presenca do ruido nessas curvas foram tomadas as suas suavizagoes. Dessa
forma, as inclinagoes obtidas durante as evolugoes temporais do In(SALI), foram obtidas
através das suavizagOes dessas curvas, como indicado, por exemplo, pela curva tracada

em verde na figura 61.(b).
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Durante a evolugao temporal do In(SALI) da condigao inicial correspondente ao
parametro de impacto, normalizado, b = 0.577288882, ¢ detectada uma inclinagao inicial
com valor maximo absoluto de a; = 0.85 £ 0.02 para o decaimento exponencial. Essa
primeira inclinacao é detectada sob o intervalo de tempo aproximado de 206 ps < t <
212 ps, sendo denotada pelos pontos em laranja no grafico da evolucao temporal do
In(SALI) (figura 61.(b)) e correspondentemente no grafico da segdo de Poincaré (figura
61.(c)).

Ao analisar a secao de Poincaré, pode-se perceber que a trajetoria percorre inici-
almente regioes que nao se aproximam dos toros, o que lhe confere, em um primeiro mo-
mento, a auséncia do efeito “stickiness”. Com isso, um aspecto importante é o registro de
um voo longo realizado pelo atomo de hélio durante uma de suas colisdes com a superficie
de cobre. Esse voo pode ser observado durante o intervalo de tempo 212 ps <t < 262 ps,

como pode ser visto na regido demarcada pela circunferéncia na figura 61.(a).

A deteccao do voo longo realizado pelo atomo de hélio durante a interagao com a
superficie também provoca a mudanca de inclinacao do decaimento exponencial observado
durante a evolugao temporal do In(SALI). Essa mudanga de inclinagdo na evolucao tem-
poral do In(SALI) é denotada pelos pontos em azul, em destaque na regiao delimitada
pela circunferéncia na figura 61.(b). Enquanto na figura 61.(c) correspondente a segao de
Poincaré, os pontos em azul indicam o comportamento da trajetéria quando registrado o

voo longo do dtomo sobre a superficie de cobre.

Posteriormente, é possivel detectar outras duas inclina¢des para o decaimento ex-
ponencial do In(SALI): a primeira inclinagdo apresenta um valor absoluto para a in-
clinagao de as = 0.704 4+ 0.005 e ocorre durante o intervalo de tempo aproximado de
262 ps < t < 272 ps; e a segunda inclinacao ocorre durante o intervalo de tempo apro-
ximado de 272 < t < 300 ps e apresenta um valor absoluto de as = 0.333 + 0.001. As
duas inclingoes, por sua vez, estao associadas a aproximacao da trajetéria junto a regiao
dos toros, como pode ser observado na figura 61.(c) correspondente a se¢ao de Poincaré.
Assim, é possivel observar que os pontos demarcados em amarelo, que indicam a reentrada
do atomo na regiao de espalhamento, logo apds o primeiro voo longo, estao localizados em
uma regiao afastada dos toros. Em contrapartida, os pontos demarcados pela cor magenta

indicam a aproximacao da trajetéria junto as vizinhangas dos toros.

Nesse caso, é observado que a mudancga de inclinagao nao esta somente associada
a deteccao do efeito “stickiness” sobre a trajetoria, mas também ocorre devido a presenca
de voos realizados pelos atomo de hélio durante as suas colisoes contra a superficie de
cobre. Portanto, a andlise da evolugao temporal do In(SALI) permite detectar nao sé a
caoticidade da trajetéria como também quaisquer alteragoes provocadas por longos voos,
o que ¢ feito através de eventuais mudangas na inclinagao no decaimento exponencial

observado durante a evolugao temporal do In(SALI).
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Figura 62: Evolu¢ao temporal do In(SALI) correspondente a condigdo inicial com pa-
rametro de impacto, normalizado, b = 0.657425876, obtida ao considerar a
incidéncia de um atomo de hélio com energia de 21 meV sobre a superficie
Cu(110). (a) Representagao do grafico referente ao movimento do atomo de
hélio com relagdo ao tempo z(t). (b) Representacao do gréfico referente a evo-
lugdo temporal do In(SALI). (c) Representacdo do grafico referente a segdo
de Poincaré do sistema dindmico. Além disso, a curva tracada em verde repre-
senta a suavizagao tomada como efeito de reducao do ruido apresentado pela
evolugao temporal do SALI.

As evolugoes temporais das condic¢oes iniciais com pardmetros de impacto, norma-
lizados, b = 0.657425876 e b = 0.684987954, sao apresentadas respectivamente nas figuras
62 e 63. O tempo total de interagdo entre o a&tomo e a superficie espalhadora nestes dois

casos € superior a 1000 ps, como pode ser visto nas figuras 62.(a) e 63.(a).

Durante a evolugao temporal do In(SALI) correspondente a condigao inicial com
parametro de impacto, normalizado, b = 0.657425876, é apresentado um valor maximo
absoluto para a inclincao de a; = 0.54 £ 0.01. Nota-se que esse valor encontrado para
a inclinacao é menor quando comparado aos valores exibidos pelas inclingoes nos casos
anteriores. A explicacao para esse fato pode ser observada no comportamento da trajetéria
através da se¢do de Poincaré na figura 62.(c). Nesse caso, a trajetéria percorre parte do
espaco de fases sob influéncia dos toros e isso lhe garante um baixo valor para a inclinagao

detectada durante a evolugao temporal do In(SALI).

Ademais, no decorrer de sua evolugao temporal mostrada na figura 62.(c), é possi-
vel visualizar a aproximagao da trajetoria nas regides dos toros em dois momentos distintos.

Inicialmente, a primeira aproximacao ¢é retratada através dos pontos em magenta e a se-
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gunda aproximacao é retratada nos pontos em azul. Sendo assim, a primeira aproximacao
esta associada a uma mudanca de inclinagao, que agora passa a apresentar um valor de
as = 0.362 = 0.001. J& a segunda mudanca de inclingdo estd associada a uma segunda
mudanca de inclinagao, essa, por sua vez, apresentando um valor de az = 0.147 4 0.004.
Um ponto em comum para as duas mudangas de inclinagdes é que ambas sao verificadas
durante a aproximacao da trajetéria junto a regiao dos toros, o que pode ser enfatizado

ao observar a figura 62.(b).
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Figura 63: Evolugao temporal do In(SALI) correspondente a condicdo inicial com pa-
rametro de impacto, normalizado, b = 0.684987954, obtida ao considerar a
incidéncia de um atomo de hélio com energia de 21 meV sobre a superficie
Cu(110). (a) Representagao do grafico referente ao movimento do atomo de
hélio com relagao ao tempo z(t). (b) Representagao do grafico referente a evo-
lugdo temporal do In(SALI). (c¢) Representacdo do gréfico referente a segao
de Poincaré do sistema dinamico. Além disso, a curva tracada em verde repre-
senta a suavizagao tomada como efeito de reducao do ruido apresentado pela
evolugao temporal do In(SALI).

Para a evolugao temporal da condigao inicial correspondente ao parametro de
impacto, normalizado, b = 0.684987954, o valor maximo absoluto para a inclinagao
do decaimento exponencial observado durante a evolugdo temporal do In(SALI) é de
a; = 1.03 £ 0.01. Essa inclinagdo é indicada pelos pontos em laranja na figura 63.(b)
correspondente a evolucao temporal do In(SALI) e respectivamente na figura 63.(c) cor-

respondente a se¢do de Poincaré.

Ao observar o comportamento da trajetoria na secao de Poincaré, pode-se notar que
a mesma, no trecho denotado pelos pontos em laranja, percorre parte do espago de fases

disponivel em regides afastadas dos toros, o que garante um valor absoluto considerado
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alto® para a inclinacdo do decaimento a. Além disso, no decorrer da evolucao temporal do
In(SALI) sao notadas duas outras aproximagoes da trajetéria juntamente a regido dos
toros, o que lhe confere duas mudangas de inclinagoes. A primeira mudanca, observada
aproximadamente no intervalo de tempo 226 ps < t > 273 ps, é indicada em destaque nos
pontos denotados na cor magenta na figura 63.(b) e (c¢). Enquanto a segunda mudanga
de inclinagao, observada aproximadamente no intervalo de tempo 273 ps < t > 320 ps,
é indicada em destaque nos pontos denotados na cor azul na 63.(b) e (c). Nessas figuras
¢é possivel também observar uma regiao demarcada pela cor cinza e como comentado

anteriormente essa regiao indica a presenca da limitagdo computacional durante o célculo

do In(SALI).

Analise das Trajetérias Cadticas Correspondentes aos Atomos de Hélio
Aprisionados por Curtos Intervalos de Tempo na Regiao de Espalhamento da
Superficie Espalhadora Cu(110)

Neste subtopico, sao apresentadas as evolugoes temporais para um conjunto de
condicOes iniciais referentes aos espalhamentos dos atomos de hélio que permanecem
aprisionados na regiao de espalhamento por um intervalo de tempo inferior a 1000 ps.
Com isso, foram considerados os parametros de impacto, normalizados, b = 0.516384767,
b = 0.517495327 e b = 0.760859388. Os atomos de hélio incidentes associados a estas
variaveis de entrada apresentam respectivamente um tempo total de interagdo com a su-
perficie de cobre de aproximadamente t = 625 ps, t = 558 ps e t = 266 ps, tal como pode
ser observado nas figuras 64.(a)-66.(a).

De forma que procedido nas trajetorias cujos atomos de hélio permanecem aprisi-
onados por longos intervalos de tempo na regiao de espalhamento, foi analisado o com-
portamento da evoluc¢ao temporal das condigoes iniciais caracterizadas pelos valores dos
parametros de impacto normalizado aqui considerados. Como pode ser visto nas figuras
64.(b)—66.(b), correspondentes as evolugoes temporais do In(SALI), os valores maximos
absolutos obtidos para as inclinacoes dos decaimentos exponenciais sao respectivamente:
a1 = 0.877 £ 0.003, a3 = 1.0743 £ 0.0008 e ar; = 0.685 £ 0.003.

Um ponto em comum nas trajetorias cadticas analisadas é que nao foi verificada
nenhuma aproximagao sobre a regiao dos toros, e isso possivelmente se deve ao fato
de que o atomo de hélio permanece aprisionado na regiao de espalhamento por um curto
intervalo de tempo, quando comparado aos casos anteriores. Consequentemente, durante a
evolugao temporal do In(SALI) nao foram verificadas quaisquer mudangas de inclinagoes,
sejam elas provocadas pelos voos longos realizados pelos atomos de hélio durante as suas
colisdes com a superficie ou devido a presenca de toros no espago de fases deste sistemas
dindmicos. Esse fato pode ser enfatizado, por exemplo, através da analise dos graficos

das segoes de Poincaré, apresentados nas figuras 64.(c) e 65.(c), respectivamente para

4 Quando comparado as trajetérias que se inciam nas vizinhancas dos toros.



Capitulo 4. Resultados e Discussies 100

14 -
124
10
81
6 (a)
4] 2,0
2-: 1,5 .3
0 1,0 o f - “ o°
T T T T T T T T T T T T M 1 »
0 100 200 300 400 500 600 700 05] ° =
t(picosegundo)

z(u.a.)

0.0 .;:. W te o

04 a 70 877 +0.003 R i

1,04 ., %, °

-10 1 L ) % * H
\\\ ol

-204 2,0

P (u.a.)

In Sali

-30 4 z(u.a.)

'40 T T T T 1 (b) (C)
175 200 225 250 275 300

t(picosegundo)

Figura 64: Evolucao temporal do In(SALI) correspondente a condigdo inicial com pa-
rametro de impacto, normalizado, b = 0.516384767, obtida ao considerar a
incidéncia de um atomo de hélio com energia de 21 meV sobre a superficie
Cu(110). (a) Representagao do grafico referente ao movimento do atomo de
hélio com relagdo ao tempo z(t). (b) Representacao do gréfico referente a evo-
lugdo temporal do In(SALI). (c) Representacdo do grafico referente a segdo
de Poincaré do sistema dindmico. Além disso, a curva tracada em verde repre-
senta a suavizagao tomada como efeito de reducao do ruido apresentado pela
evolugao temporal do In(SALI).

a evolucao temporal das condigoes iniciais com parametros de impacto, normalizados,
b= 0.516384767 e b = 0.517495327.

A anélise do comportamento da evolugao temporal do In(SALI) correspondente a
condicao inicial associada ao parametro de impacto, normalizado, b = 0.517495327, pdde
ser feita a partir da seguinte divisao: uma primeira regiao, destacada pelos pontos marca-
dos na cor preta, indica a entrada do atomo de hélio incidente na regiao de espalhamento,
fato este que ocorre durante o intervalo de tempo 0 ps < t < 206 ps; uma segunda regiao,
destacada pelos pontos marcados na cor azul, indica a restricao da dindmica de interacao
do atomo nas proximidades da superficie espalhadora e o decaimento exponencial para
a evolugao temporal do [n(SALI), fato este que ocorre durante o intervalo de tempo
206 ps < t < 240 ps; e uma ultima regiao, destacada pelos pontos marcados em cinza,
indica a presenca da limitacao computacional durante o calculo da evolucao temporal do

In(SALI), o que ocorre em um intervalo de tempo superior a t > 240 ps.

Uma divisao semelhante fora realizada nas demais trajetérias analisadas, em que
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Figura 65: Evolu¢ao temporal do In(SALI) correspondente a condigdo inicial com paré-
metro de impacto b = 0.517495327, obtida ao considerar a incidéncia de um
atomo de hélio com energia de 21 meV sobre a superficie Cu(110). (a) Re-
presentacao do gréafico referente ao movimento do atomo de hélio com relagao
ao tempo z(t). (b) Representacao do grafico referente a evolugao temporal do
In(SALI). (c) Representagao do gréfico referente a se¢do de Poincaré do sis-
tema dinamico. Além disso, a curva tracada em verde representa a suavizagao
tomada como efeito de redugao do ruido apresentado pela evolucao temporal

do In(SALI).

se pode verificar caracteristicas semelhantes tanto nos gréficos da se¢ao de Poincaré (ver

figuras 63 e 66.(c)) quanto nas evolugoes temporais do In(SALI) (ver figuras 64.(b) e

66.(b)).
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Figura 66: Evolucao temporal do In(SALI) correspondente a condigdo inicial com pa-
rametro de impacto, normalizado, b = 0.760859388, obtida ao considerar a
incidéncia de um atomo de hélio com energia de 21 meV sobre a superficie
Cu(110). (a) Grafico referente ao movimento do atomo de hélio com relagao
ao tempo z(t). (b) Grafico referente a evolugao temporal do In(SALI). (c) Gra-
fico referente a secao de Poincaré do sistema dindmico. Além disso, a curva
tracada em verde representa a suavizacao tomada como efeito de reducao do
ruido apresentado pela evolugao temporal do In(SALI).

Analise das Trajetérias Cadticas Correspondentes aos Atomos de Hélio
Aprisionados por Longos Intervalos de Tempo na Regido de Espalhamento da
Superficie Espalhadora Cu(113)

Neste subtépico, foram avaliadas as evolugdes temporais de um conjunto de condi-
¢oes iniciais correspondentes aos parametros de impacto, normalizados, b = 0.301272352,
b = 0.36505639 e b = 0.396430474. Assim como as trajetorias analisadas quando conside-
rada a superficie Cu(110), um aspecto que também pode ser observado durante a evolugao
temporal dessas condi¢Oes iniciais é a presenca do efeito “stickiness” modificando o va-

lor absoluto da inclinacao a do decaimento exponencial observado durante a evolugao
temporal do In(SALI).

A presenca do efeito “stickiness” é claramente observada quando acompanhada
a evolucao temporal da condi¢ao inicial com parametro de impacto, normalizado, b =
0.36505639, através do grafico da segao de Poincaré e da evolugao temporal do In(SALIT).
A primeira vista, em destaque nos pontos denotados em vermelho na figura 67.(b) cor-
respondente a evolucao temporal do In(SALI), é observado um valor méximo absoluto

para a inclina¢ao do decaimento exponencial de cv; = 1.15 4 0.01. Posteriormente, devido
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a aproximacgao da trajetéria na regiao dos toros é observada a mudanca de inclinacao
do decaimento, que passa a apresentar um valor absoluto de as = 0.359 £ 0.002. Essa
descrigao pode ser visualizada a partir dos pontos denotados em azul na figura 67.(c) que

corresponde a se¢ao de Poincaré e na figura 67.(b) que corresponde a evolugao temporal
do In(SALI).

Ainda durante a evolugao temporal do In(SALI), para tempos superiores a 270 ps,

¢é observado um trecho destacado por uma regiao retangular indicando a presenca da limi-

tacao computacional durante o calculo do SALI. Como nos casos anteriores, a presenca

dessa limitagdo ocasiona também a presenca demasiada de ruido. Com isso, foram toma-

das as suavizagoes das evolugoes temporais do In(SALI), o que pode ser visualizado a
partir das curvas tragadas em amarelo nas figuras 67.(b) — 69.(b).
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Figura 67: Evolugao temporal do SALI correspondente a condigdo inicial com parametro
de impacto, normalizado, b = 0.36505639, obtida ao considerar a incidéncia
de um atomo de hélio com energia de 21 meV sobre a superficie Cu(113).
(a) Grafico referente ao movimento do dtomo de hélio com relagdo ao tempo
z(t). (b) Gréfico referente a evolugao temporal do SALI. (c¢) Grafico referente a
secao de Poincaré do sistema dindmico. Além disso, a curva tragada em amarelo
representa a suavizacdo tomada como efeito de redugao do ruido apresentado
pela evolugao temporal do SALI.

Da mesma forma, as demais evolugoes temporais das condi¢des iniciais com
parametros de impacto, normalizados, b = 0.36505639 e b = 0.396430474, apresentam um
comportamento semelhante quando comparado ao comportamento das trajetorias analisa-
das anteriormente. As evolugoes temporais dessas duas condigoes iniciais apresentam uma

aproximacao a regiao dos toros no espaco de fases e como consequéncia é observada a agao
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Figura 68: Evolugao temporal do SALI correspondente a condigdo inicial com parametro
de impacto, normalizado, b = 0.301272352, obtida ao considerar a incidéncia
de um dtomo de hélio com energia de 21 meV sobre a superficie Cu(113)..
(a) Grafico referente ao movimento do dtomo de hélio com rela¢do ao tempo
z(t). (b) Gréfico referente a evolugao temporal do SALI. (c¢) Grafico referente a
secao de Poincaré do sistema dindmico. Além disso, a curva tragada em amarelo
representa a suavizacdo tomada como efeito de redugao do ruido apresentado
pela evolugao temporal do SALI.

do efeito “stickiness”. Tal situacao é retratada através da secdo de Poincaré visualizada
nas figuras 68.(c) — 69.(c).

Os valores maximos absolutos « das inclinagées dos decaimentos exponenciais ob-
servados durante as evolugoes temporais do In(SALI) das condicoes iniciais com pardme-
tros de impacto, normalizados, b = 0.301272352 e b = 0.396430474, sao respectivamente:
a; = 0.90 £0.03 e a3 = 0.588 + 0.007. Em especial, quando considerada a evolucao
temporal da condicao inicial com parametro de impacto, normalizado, b = 0.396430474,
a aproximacao da trajetoria junto a regiao dos toros é destacada a partir dos pontos

denotados em vermelho na figura 69.(c) correspondente a se¢ao de Poincaré.
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Figura 69: Evolugao temporal do SALI correspondente a condigao inicial com pardmetro
de impacto, normalizado, b = 0.396430474, obtida ao considerar a incidéncia
de um atomo de hélio com energia de 21 meV sobre a superficie Cu(113).
(a) Gréfico referente ao movimento do atomo de hélio com relagdao ao tempo
z(t). (b) Gréfico referente a evolugao temporal do SALI. (c) Grafico referente a
secao de Poincaré do sistema dindmico. Além disso, a curva tracada em amarelo
representa a suavizagao tomada como efeito de reducao do ruido apresentado
pela evolugao temporal do SALI.

Analise das Trajetérias Caéticas Correspondentes aos Atomos de Hélio
Aprisionados por Curtos Intervalos de Tempo na Regiao de Espalhamento da
Superficie Espalhadora Cu(113)

Neste subtopico, sao apresentados as evolucoes temporais das condicoes iniciais
associadas aos atomos de hélio incidentes que permanecem aprisionados por curtos in-
tervalos na superficie espalhadora. O comportamento das trajetorias cadticas resultantes
dessas evolugoes apresentam, em diversos pontos, similaridades com as demais trajeto-
rias cadticas apresentadas para o caso da superficie espalhadora C'u(113). Nesse caso, foi
avaliada a evolucao temporal de um conjunto de condi¢bes iniciais, considerando-se os
parametros de impacto, normalizados, b = 0.31092155, b = 0.41876553 e b = 0.371143899.
Assim, como pode ser visto nas figuras 70.(a) — 72.(a), o tempo de aprisionamento dos

atomos de hélio na superficie espalhadora nao excede o tempo maximo de 500 ps.

Ao acompanhar as evolugoes temporais das condigoes iniciais, com parametros
de impacto, normalizados, b = 0.31092155, b = 0.41876553, b = 0.371143899, nao foi
possivel observar a existéncias de voos longos, isto é, voos longos realizados pelos atomos
de hélio durante as suas colisdbes com a superficie de cobre que excedam a altura de

5 Angstroms. Dessa forma, quando avaliadas as evolugoes temporais do (n(SALI) nao
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Figura 70: Evolucao temporal do In(SALI) correspondente a condigao inicial com paré-
metro de impacto, normalizado, b = 0.31092155, obtida ao considerar a inci-
déncia de um dtomo de hélio com energia de 21 meV sobre a superficie Cu(113).
(a) Grafico referente ao movimento do dtomo de hélio com relagdo ao tempo
z(t). (b)Gréafico referente a evolugao temporal do In(SALI). (¢) Grafico refe-
rente a secao de Poincaré do sistema dinamico. Além disso, a curva tracada
em amarelo representa a suavizagdo tomada como efeito de reducao do ruido
apresentado pela evolugao temporal do In(SALI).

foram exibidas quaisquer mudancas de inclinag¢oes sobre o seu decaimento exponencial. Em
particular, foram obtidos para essas trajetorias os seguintes valores maximos absolutos
para as inclinagoes do decaimento exponencial verificados durante a evolugao temporal
do In(SALI), a; = 0.933 +0.005, a; = 0.87£0.01 e oy = 0.8666 4 0.001, o que pode ser

visualizado respectivamente nas figuras 70.(b) — 72.(b).

Ao observar as suas segoes de Poincaré, vé-se em destaque as trajetérias corres-
pondentes as evolugoes temporais de cada uma das condigoes iniciais, respectivamente
nas figuras 70.(c) — 72.(c). Na figura 72.(c), por exemplo, pode-se observar a secao de
Poincaré obtida para a evolugao temporal da condi¢ao inicial com parametro de impacto,
normalizado, b = 0.371143899. Para esse caso, apesar de apresentar um curto tempo de
interacao entre o atomo de hélio e a superficie de cobre, com um intervalo de tempo es-
timado em t = 300 ps, o comportamento demonstrado pela sua trajetéria é similar ao
comportamento de trajetorias cadticas cujos atomos de hélio permanecem aprisionados
por longos intervalos de tempo na superficie espalhadora. E possivel assim notar que o
efeito “stickiness” observado nessa trajetoria esta associado a uma primeira mudanca de
inclinagdo para o decaimento exponencial da evolugao temporal do In(SALI). Esse fato

é destacado a partir dos pontos denotados em vermelho na figura 72.(b) correspondente
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Figura 71: Evolucao temporal do In(SALI) correspondente a condigao inicial com paré-
metro de impacto, normalizado, b = 0.41876553, obtida ao considerar a inci-
déncia de um dtomo de hélio com energia de 21 meV sobre a superficie Cu(113).
(a) Grafico referente ao movimento do dtomo de hélio com relagdo ao tempo
z(t). (b) Gréfico referente a evolugao temporal do In(SALI). (c) Gréfico refe-
rente a secao de Poincaré do sistema dinamico. Além disso, a curva tracada
em amarelo representa a suavizagdo tomada como efeito de reducao do ruido
apresentado pela evolugao temporal do In(SALI).

a evolugao temporal do In(SALI), o qual indica a inclinagdo do decaimento exponencial
que apresenta um valor maximo absoluto de ar; = 0.8640.01. Posteriormente, a partir dos
pontos demarcados em azul, aproximadamente no intervalo de tempo 226 ps < t < 301 ps,
é verificada uma segunda mudanca de inclinagao, esta, por sua vez apresentando um valor
absoluto de a3 = 0.311 £ 0.001.
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Figura 72: Evolucao temporal do In(SALI) correspondente a condigao inicial com paré-
metro de impacto, normalizado, b = 0.371143899, obtida ao considerar a inci-
déncia de um dtomo de hélio com energia de 21 meV sobre a superficie Cu(113).
(a) Grafico referente ao movimento do dtomo de hélio com relagdo ao tempo
z(t). (b) Grafico referente a evolugao temporal do In(SALI). (c) Ggrafico re-
ferente a se¢ao de Poincaré do sistema dinamico. Além disso, a curva tracada
em amarelo representa a suavizagdo tomada como efeito de reducao do ruido
apresentado pela evolugao temporal do In(SALI).

4.3.2 Analise das Trajetérias Regulares nas Dinamicas de Espalhamento sobre
as Superficies Espalhadoras C'u(110) e C'u(113)

O calculo do valor do SALI em sistemas dindmicos, permite nao s6 a disting¢ao
de trajetorias cadticas, mas também a distingdo de trajetérias regulares. Sabe-se que
comportamento das trajetérias regulares no espago de fases ocorre sobre a regiao dos
toros, i.e., quaisquer trajetérias iniciadas sobre esta regiao permanece aprisionada por um
longo intervalo de tempo. Como visto no capitulo 2, o comportamento das trajetérias que
se aproximam das vizihancas dos toros se assemelha ao comportamento de trajetérias no
entorno de um ponto de equilibrio estavel. O comportamento das trajetérias no entorno
do ponto de equilibrio estavel, corresponde a uma sequéncia de rotacoes ao redor do ponto
de equilibrio. Na figura 73.(a), correspondente a se¢gao de Poincaé obtida para a dinamica
de espalhamento de atomos de hélio com energia de 21 meV sobre a superficie espalhadora
Cu(110), pode-se observar em destaque nos pontos demarcados em azul a aproximagao

da trajetoria nas vizinhancas dos toros.

Da mesma forma, quando considerado o espalhamento de atomos de hélio com

energia de 21 meV na superficie espalhadora Cu(113), pode-se observar a evolugao tempo-
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Figura 73: Evolugao temporal do In(SALI) associado a trajetéria regular correspondente
a uma condicao inicial arbitraria tomada sobre a regiao dos toros. Para este
caso, considerou-se a superficie espalhadora Cu(110) e energia fixada em 21
meV para os dtomos incidentes. (a) Se¢ao de Poincaré correspondente as dina-
micas de espalhamento. (b) Evolugao temporal do In(SALI).

ral de uma condigao inicial tomada sobre a regiao dos toros a partir dos pontos denotados
em vermelho na se¢ao de Poincaré da figura 74.(a). Diferentemente das trajetorias cadticas
analisadas, o resultado obtido para o In(SALI) exibe uma oscilagdo em torno de valores
positivos durante a evolucao temporal dessas duas condigoes iniciais, tal como pode ser
visualizado nas figuras 73.(b) e 74.(b). Sendo assim, nao foi possivel observar a presenca

do decaimento exponencial durante a evolucio do In(SALI) para as condicdes iniciais®.

®  Para a dindmica de espalhamento regular, os dados obtidos para as evolucdes temporais das condicoes
iniciais e os respectivos In(SALI) foram cedidos por T. A. de Assis et al. [84].
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Figura 74: Evolugao temporal do In(SALI) associado a trajetéria regular correspondente
a uma condicao inicial arbitraria tomada sobre a regiao dos toros. Para este
caso, considerou-se a superficie espalhadora Cu(113) e energia fixada em 21
meV para os dtomos incidentes. (a) Se¢ao de Poincaré correspondente as dina-
micas de espalhamento. (b) Evolugao temporal do In(SALI).

4.3.3 Aplicacdo do SALI nas Dinamicas de Espalhamento sobre as Superfi-
cies Espalhadoras C'u(115) e Cu(117)

Nesta subsec¢ao, de modo semelhante & analise realizada sobre as superficies espa-
lhadoras com indices de Miller x = 0, 3, foram avaliadas as evolugoes temporais de um
conjunto de condigoes iniciais associadas ao espalhamento de atomos de hélio sobre as
superficies espalhadoras com indices de Miller x = 5,7. Foram considerados os seguin-
tes conjuntos de variaveis de entrada para o espalhamento dos atomos de hélio sobre as
superficies Cu(115) e Cu(117).

Diferentemente do que ocorre nas superficies Cu(110) e Cu(113), o espalhamento
de dtomos de hélio sobre as superficies espalhadoras Cu(115) e Cu(117) ocorre por curtos
intervalos de tempo. Isto se deve principalmente pelo fato de que é observado um decai-
mento exponencial na taxa de probabilidade dos atomos permanecerem aprisionados na
regiao de espalhamento. Neste caso, os aprisionamento dos atomos na regiao de espalha-

mento, em geral, nao excede um tempo maximo de 600 ps. Porém, vale ressaltar que o
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tempo maximo de aprisionamento sobre a superficie geralmente é alcangado por atomos
de hélio que apresentam voos longos durante as suas colisoes. Como visto anteriormente,
quando avaliadas as dindmicas de espalhamento sobre as superficies espalhadoras Cu(110)
e Cu(113), a presenca desses voos (voos que excedem a altura de 5 Angstroms) pode ser
identificada através da mudancga de inclinacao do decaimento exponencial exibido durante
a evolugao temporal do In(SALI). Assim, é esperado que o mesmo venha a ocorrer quando

avaliadas as dindmicas de espalhamento sobre as superficies Cu(115) e Cu(117).

Analise das Trajetérias Caéticas Correspondentes aos Atomos de Hélio

Aprisionados na Regido de Espalhamento da Superficie Espalhadora Cu(115)

Considerando-se a superficie espalhadora Cu(115), foram observadas as evolugoes
temporais das condic¢oes iniciais correspondentes aos parametros de impacto, normaliza-
dos, b = 0.458094109 e b = 0.418247866. Na figura 75, é observada a evolucdo tempo-
ral da condigao inicia caracterizada pelo valor do parametro de impacto, normalizado,
b = 0.458094109. A evolugao temporal do In(SALI) dessa condicao inicial apresenta um
valor méaximo absoluto para a sua inclinacdo de a; = 1.08 4+ 0.02, como pode ser visto
nos pontos demarcados em laranja na figura 75.(b). Essa inclinagdo pode ser observada,
aproximadamente, durante o intervalo de tempo 205 ps < t < 221 ps. Nesse momento, a
dindmica de interacao para o atomo de hélio se restringe a regides proximas da superficie

espalhadora, justamente quando iniciado o aprisionamento do atomo sobre a superficie.

Uma anélise semelhante pode ser observada na figura 76, em que é acompanhada
a evolucao temporal da condicao inicial associada ao parametro de impacto, normalizado,
b = 0.418247866. Como indicado pelos pontos em vermelho na figura 76.(b), correspon-
dente ao decaimento exponencial da evolugao temporal do In(SALI), o valor maximo
absoluto encontrado para a inclinagao desse decaimento apresenta um valor maximo ab-
soluto de a; = 1.385 £ 0.006. Posteriormente, como indicado pelos pontos denotados em
azul, é destacada a presenca de um voo realizado pelo atomo de hélio durante a colisao
do atomo com a superficie. Nesse caso, é observada a mudanga de inclinacao do decai-
mento exponencial da evolugao temporal do In(SALI). Contudo, deve-se enfatizar que
a deteccao de voos através da mudanca de inclinagao é observada somente em voos que
excedam a alturas iguais ou superiores a 5 Angstroms. Esse fato é enfatizado ao se ob-
servar a figura 76.(b) correspondente a evolucao temporal do In(SALI) e na figura 76.(c)

correspondente a secao de Poincaré.
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Figura 75: Evolugao temporal do In(SALI) correspondente a condi¢do inicial com pa-
rametro de impacto, normalizado, b = 0.458094109, obtida ao considerar a
incidéncia de um atomo de hélio com energia de 21 meV sobre a superficie
Cu(115). (a) Gréfico referente ao movimento do dtomo de hélio com relagao
ao tempo z(t). (b) Grafico referente a evolucao temporal do In(SALI). (c) Gré-
fico referente a secao de Poincaré do sistema dinamico. Além disso, a curva
tracada em verde representa a suavizacao tomada como efeito de reducao do
ruido apresentado pela evoluc¢ao temporal do In(SALI).
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Figura 76: Evolucao temporal do In(SALI) correspondente a condigao inicial com pa-
rametro de impacto, normalizado, b = 0.418247866, obtida ao considerar a
incidéncia de um atomo de hélio com energia de 21 meV sobre a superficie
Cu(115). (a) Gréfico referente ao movimento do dtomo de hélio com relagao
ao tempo z(t). (b) Gréfico referente a evolugao temporal do In(SALI). (c) Gra-
fico referente a secao de Poincaré do sistema dindmico. Além disso, a curva
tracada em verde representa a suavizacao tomada como efeito de reducgao do
ruido apresentado pela evolucao temporal do In(SALI).
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Analise das Trajetérias Cadticas Correspondentes aos Atomos de Hélio

Aprisionados na Regiao de Espalhamento da Superficie Espalhadora Cu(117)

Considerando-se a superficie espalhadora Cu(117), foram observadas as evolugoes
temporais das condigOes iniciais correspondentes aos parametros de impacto, normali-
zados, b = 0.9695521116 e b = 0.960169575. Nesses dois casos observou-se uma situagao
similar as evolugoes temporais das condigoes inicias para a superficie espalhadora C'u(115).
Como indicado pelos pontos denotados em azul na figura 77.(b), para a condigao inicial
correspondente ao parametro de impacto, normalizado, b = 0.9695521116, o valor maximo
absoluto da inclinacdo do decaimento exponencial verificado durante a evolugao tempo-
ral do In(SALI) que ocorre durante o intervalo de tempo 220 ps < ¢t < 230 ps é de
as = 1.01 £ 0.03. Porém, deve-se enfatizar que essa inclinacao esta associada a uma coli-
sao subsequente do atomo de hélio sobre a superficie de cobre, logo apds o seu primeiro

VOO.

A presenca do segundo voo garante um valor numericamente inferior para a in-
clinagao do decaimento exponencial, quando comparado ao valor exibido pela inclinacao
relacionada ao primeiro voo. Para esse caso, o valor maximo absoluto encontrado para
a inclinagdo do decaimento exponencial é de a = 0.68 £ 0.03. Além disso, na figura
77.(c) referente a secao de Poincaré, pode-se observar uma menor distribui¢ao de pontos
quando comparado as se¢oes de Poincaré obtidas para as superficies espalhadoras Cu(110)
e Cu(113). Isso se deve ao fato de que é observado um decaimento exponencial na taxa de

probabilidade das trajetorias permanecerem aprisionadas por longo intervalos de tempo.

Quando considerada a evolugao temporal da condigao inicial correspondente ao
parametro de impacto, normalizado, b = 0.960169575, foi obtida uma tnica inclinagao
para o decaimento exponencial com o valor de oy = 1.36 £ 0.03. Essa inclinac¢ao é clara-
mente observada nos pontos denotados em azul na figura 78.(b) correspondente a evolucao
temporal do In(SALI) e na figura 78.(c) correspondente a se¢ao de Poincaré. A intera-
¢ao entre o atomo de hélio e a superficie de cobre ocorre durante o intervalo de tempo
aproximado de 0 ps < t < 229 ps (ver figura 78.(a)). Apesar de apresentar um curto
tempo de interacdo entre o atomo e a superficie, ainda é possivel detectar a inclinacao
do decaimento exponencial da evolugao temporal do In(SALI). E demonstrando nesse
caso que mesmo para curtos intervalos de tempo de interagao entre o atomo de hélio e
a superficie de cobre a inclina¢ao para o decaimento exponencial do In(SALI) pode ser
obtida.
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Figura 77: Evolugao temporal do In(SALI) correspondente a condi¢do inicial com pa-
rametro de impacto, normalizado, b = 0.9695521116, obtida ao considerar a
incidéncia de um atomo de hélio com energia de 21 meV sobre a superficie
Cu(117). (a) Gréfico referente ao movimento do atomo de hélio com relagao
ao tempo z(t). (b) Grafico referente a evolucao temporal do In(SALI). (c) Gré-
fico referente a secao de Poincaré do sistema dinamico. Além disso, a curva
tracada em verde representa a suavizacao tomada como efeito de reducao do
ruido apresentado pela evoluc¢ao temporal do In(SALI).
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Figura 78: Evolu¢ao temporal do In(SALI) correspondente a condigao inicial com pa-
rametro de impacto, normalizado, b = 0.960169575, obtida ao considerar a
incidéncia de um atomo de hélio com energia de 21 meV sobre a superficie
Cu(117). (a) Gréfico referente ao movimento do dtomo de hélio com relagao
ao tempo z(t). (b) Gréfico referente a evolugao temporal do In(SALI). (c) Gra-
fico referente a secao de Poincaré do sistema dindmico. Além disso, a curva
tracada em verde representa a suavizacao tomada como efeito de reducgao do
ruido apresentado pela evolucao temporal do In(SALI).
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5 Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho, investigamos as caracteristicas apresentadas nas funcgoes de es-
palhamento obtidas para o espalhamento classicamente cadtico entre atomos de hélio e
uma superficie de cobre enrugada, consistindo de dois tipos de abordagens: uma primeira

abordagem qualitativa' e outra quantitativa.

Em um primeiro momento, tomando como base o trabalho realizado por Guan-
tes et al. [19], foram construidas as se¢oes de Poincaré e as fungoes de espalhamento
(a funcao deflexao 6(b) e a funcdo tempo de atraso T'(b)) correspondentes as dindmicas
de espalhamento sobre as superficies de espalhamento. Com isso, foram analisadas qua-
litativamente, o comportamento das trajetorias cadticas no espaco de fases e a presenca
das singularidades que surge na fungao de espalhamento. Posteriormente, através de uma
andlise quantitativa, foi realizado um estudo sistematico da dimensao de incerteza corres-

pondente a regiao de singularidades que surge na funcao de espalhamento.

Tendo em vista os resultados obtidos para o estudo sistematico da dimensao de
incerteza, observamos a aproximacao do valor absoluto da dimensao de incerteza com a
unidade, quando avaliadas as dinamicas de espalhamento sobre as superficies espalhadoras
Cu(110) e Cu(113). No entanto, esse mesmo resultado, ndo foi observado quando conside-
radas as dindmicas de espalhamento sobre as superficies espalhadoras Cu(115) e Cu(117),
que apresentaram valores absolutos para a dimensao de incerteza que se distanciam da

unidade.

Uma caracteristica importante é obtida através da relacao entre o regime para o
espalhamento observado a partir da secao de Poincaré e o valor absoluto da dimensao
de incerteza. Assim, quando avaliadas as dindmicas de espalhamento sobre as superficies
espalhadoras Cu(110) e Cu(113), é sugerido que o valor da dimensdo de incerteza esteja
associada a presenca de um regime nao hiperbdlico para o espalhamento e neste caso
corroborando com trabalhos prévios para outros sistemas dindmicos [6], [84], [81], [74], [80],
[19]. Entretanto, quando consideradas as dindmicas de espalhamento sobre as superficies
espalhadoras Cu(115) e Cu(117), é sugerida uma associagao entre o valor absoluto da

dimensao de incerteza e o regime hiperbélico para o espalhamento.

Um ponto importante verificado no calculo da dimensao de incerteza envolve a
escolha de diferentes intervalos para o refinamento, que correspondem as distintas escolhas
de intervalos de parametros de impacto, normalizados, b. Foram também selecionados,

em determinadas regides do intervalo de refinamento inicialmente escolhido, subintervalos

L Para este caso a abordagem qualitativa realizada a partir da aplicacdo do método da secéo de Poincaré

consiste de uma visualizacdo das regioes cadticas e regulares que compoe o espaco de fases de sistemas
dindmicos.
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que correspondem simplesmente a ampliacoes dessas regides. O objetivo da escolha de
distintos subintervalos esta centrado na obten¢ao de um intervalo de refinamento adequado
para a analise da dimensao de incerteza correspondente a regiao de singularidades. Com
isso, de forma similar ao trabalho realizado por Lau, mostrou-se a relacao entre o valor
apresentado para a dimensao de incerteza e a escolha para o intervalo de refinamento.
Nesse caso, para a analise da dimensao de incerteza no sistema hélio-cobre considerou-se
a escolha do quarto intervalo para o refinamento. Quando nos referimos a escolha de um
intervalo de refinamento (ou o intervalo de pardmetro de impacto, normalizado) adequado,
considera-se a exclusao de grande parte das bacias observadas em determinadas regioes
da funcao deflexao. Essas bacias, como observado no capitulo 4, correspondem as colisoes
regulares entre os atomos de hélio e a superficie de cobre e, nesse caso, podem interferir

no calculo da dimensao de incerteza.

Em uma tultima andlise para a dimensao de incerteza, consideramos a aplicagao
da aproximacao semiclassica em um sistema hipotético de espalhamento cadtico similar
ao sistema de espalhamento hélio-cobre. Este sistema hipotético é descrito através das
colisbes elasticas entre particulas, cujas massas correspondem a 200 e 400 vezes a massa do
hélio, e uma superficie enrugada (com os mesmos pardmetros utilizados para a superficie
de cobre). Assim, tomando por base o principio de correspondéncia de Bohr, quando
assumido o limite de grandes massas para o sistema de espalhamento, a dindmica pode

ser aproximada e analisada a partir de tratamentos classicos [78].

Os resultados obtidos a partir da analise da dimensao de incerteza, sugerem que
no limite de grandes massas o valor encontrado para a dimensao tende a se aproximar da
unidade quando considerados as distintas faces cristalogréaficas. Esta aproximacao pode ser
verificada quando considerado o regime nao hiperbdlico para a dindmica do espalhamento,
ou seja, quando avaliadas as dinamicas de espalhamento sobre as superficies espalhadoras
Cu(110) e Cu(113). O mesmo efeito pode ser observado para o regime hiperbélico, porém
a aproximacgao do valor da dimensao com a unidade é comparativamente menor quando
consideradas as dindmicas de espalhamento associadas ao regime nao hiperbdlico. Com
isso, pode-se dizer que o aumento da massa da particula ocasiona uma supressao do caos
neste sistema e, como consequéncia, a dindmica cadtica exibida pela interagao entre a

particula e a superficie espalhadora tende a se tornar mais regular.

Em vista dos resultados apresentados para a dimensao de incerteza, pode-se con-
cluir que a aplicagao do método da dimensao de incerteza no sistema de espalhamento clas-
sicamente cadtico hélio-cobre se caracteriza como um indicador do grau de hiperbolicidade
ou nao hiperbolicidade do sistema de espalhamento classicamente cadtico, possibilitando

discernir caracteristicas implicitas as dinamicas de espalhamento.

Para a avaliacao das dinamicas de colisoes entre os atomos de hélio sobre a su-

perficie de cobre, a aplicagdo do SALI, a partir da construgao do gréfico in(SALI) em
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funcao do parametro de impacto normalizado, permitiu a observacao direta das regides
de singularidades exibidas nas funcoes espalhamento. Contudo, apesar de identificar as
regides de singularidades, vale enfatizar que o valor calculado para o SALI, no tempo
maximo de integracdo, nao se apresenta como um indicador confiavel de caos, uma vez que
o caos presente neste sistema dinamico é transiente. Logo, com o objetivo de contornar
o problema apresentado pelo valor do SALI calculado no tempo méaximo de integracao,
buscamos a avaliacdo da evolucao temporal do In(SALI) correspondente a um conjunto
de condigoes iniciais. Sendo assim, a cada passo de tempo dessa evolugao, foram obtidas
informagoes sobre o comportamento da dindmica das respectivas trajetérias. Uma dessas

informagoes refere-se a evolugao temporal do In(SALI).

Um ponto importante encontrado durante a avaliacao da evolugao temporal do
In(SALI) de trajetorias cadticas foi a observagdo da mudanca de inclina¢do do seu decai-
mento exponencial. Quando consideradas as distintas superficies espalhadoras, a mudanca
de inclinacao observada durante a evolugao temporal do In(SALI) é relacionada com a
presenca de dois efeitos distintos: i) a presenga de voos longos realizados pelos dtomos
apds as suas colisoes e ii) a presenca do efeito “stickiness” sobre as trajetérias no espago

de fases.

Para as superficies espalhadoras Cu(110) e Cu(113), quando consideradas as traje-
torias cujos atomos de hélio permanecem aprisionados por longos intervalos de tempo na
regiao de espalhamento, a mudanca da inclinacao pode ser verificada quando associada
a presenca do efeito “stickiness”. Nesse caso, o comportamento exibido para as trajeto-
rias durante o sua aproximacao nas vizinhancas dos toros é que elas tendem a se tornar
“menos cadticas”, quando comparadas as trajetérias que nao se aproximam da regiao dos
toros. Além disso, a mudanca de inclinagdo observada durante a evolucao temporal do
In(SALIT) para essas superficies também esta associada a presenga de voos longos exibidos
durante as colisdes dos atomos sobre a superficie de cobre. Para as superficies espalhado-
ras Cu(115) e Cu(117), as mudangas de inclinagdes exibidas pelo decaimento exponencial,
durante a evolugao temporal do In(SALI), sao exclusivamente relacionadas a presenca

do voos longos realizados pelos atomos.

O valor maximo absoluto obtido para a inclinacdo a do decaimento exponencial
da evolugao temporal do In(SALI) pode ser caracterizado como um indicador de ca-
oticidade ou nao caoticidade para as trajetérias, permitindo assim a determinacao de
caracteristicas implicitas as dindmica de espalhamento, como a presenca de voos longos
ou a presenca do efeito “stickiness” nas trajetorias. Portanto, pode-se dizer que, o uso
da inclinacao a como um indicador de caoticidade para as trajetérias corrobora com os
resultados obtidos a partir da aplicagao do método da dimensao de incerteza, permitindo
uma completa caracterizacao do efeito das singularidades da funcao de espalhamento em

sistemas dindmicos.
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Como perspectiva, propoe-se a insercao de um termo dependente do tempo no
potencial do Hamiltoniano do sistema, representando a adi¢ao de efeitos de temperatura
sobre a superficie espalhadora. Um questionamento natural refere-se a andalise das dina-
micas de espalhamento, quando relacionado o efeito de temperatura para as distintas

superficies espalhadoras.
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APENDICE A - Equacdo de Movimento

para o Par de Vetores Desvio

Neste apéndice, sera apresentado o conjunto de equagoes responsaveis pela evolu-
¢ao temporal do par de vetores desvio tomados para o caculo do SALI. Como observado
na secao 3.4 do capitulo 3, o valora para o SALI é obtido apds acompanhar as evolugoes
temporais de uma condigdo inicial de referéncia x(0) e de um par de condigoes iniciais
x1(0) e x2(0) tomados sobre a vizinhanga de x(0) no no espaco de fases. Para o par de con-
digoes inicias x1(0) e x2(0) é tomado um par de vetores desvio o7 = (8qu;, Gai, Op1i, OD2;)
! associado a condicdo inicial de referéncia. Assim, em cada passo da evolucdo temporal
das condigoes iniciais e da condicao inicial de referéncia sao observadas as dire¢oes finais
do par de vetores desvio, como pode-se visto na figura 79. Dessa forma, define-se o par

de condigoes iniciais x1(0) e x2(0), e a condicdo inicial de referéncia x(0), como:

@1+ 0q11 ¢1 + 0qi12
+6 +0
X1<O) _ q2 421 ’ X2(0) _ q2 q22 (A 1)
p1+ 0pn p1+ 0pi2
P2 + 0pa1 P2 + 022
e
q1
q
x0) = |. (A.2)
y41
D2

Como visto anteriormente na equagao 2.18 (Capitulo 2), as equagdes de Hamil-

ton de um sistema com n graus de liberdade podem ser reescritas através da notagao

(OH(x)
)%

movimento que definem a evolugao temporal para a condicdo inicial de referéncia e para

simplética, apresentando o seguinte formato: y = J . Neste caso, as equagoes de

as condigoes iniciais tomados sobre a vizinhanga de x(0) sao descritas através da notagao

simplética, como

X =J I (A.3)
¢ OH (x + 6xs)
o X + 0X;

XZ - J ax Y (A'4>

1 Nesta representacio o T' equivale a transposta para o vetor e os indices i = 1,2 indicam cada um dos

vetores desvio.
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i

Figura 79: Figura esquematica representando as evolugoes temporais dos vetores desvio
U e Us, associados a condicao inicial de referéncia no espago de fases. Além
disso, pode-se observar as evolugdes temporais das condigoes iniciais x1(0) e
x2(0), tomadas sobre a vizinhanga de Y.

emquedyx; =Xi — X, et=1,2.

Para a obtencao das equacoes de movimento referentes aos vetores desvio, é rea-
lizada a expansdo em primeira ordem no termo H(y + dx;) da equacdo A.4. Com isso,

tem-se que

OH (x)
5%

Logo, ao substituir a equacao A.5 na equagao A.4, chega-se a

H(x +0xi) =~ H(x) + dXi- (A.5)

. OH (x) 9*H(x)
;o= J- J- 5Xi
X J I + Iy X
o 9°H (x)
Xi—x = J- 7(%(2 OXi-

A equacao de movimento responsavel pela evolucao temporal do par de vetores

desvio pode ser obtida com o uso da relacio (5x;) = Xi — X, ou seja,

COPH(x)

(oxi) =J D2

OXi- (A.6)

Dessa forma, utilizando-se das componentes dos vetores ¥} e ¥, a equacio de
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movimento A.6 pode ser reescrita em sua forma matricial, de tal modo que
0?H O*H 0*H 0*H
. og? 0q,0 0q,0 0q,0
S 0 0 10 g TR BT R Sau;
56@ — 0 0 01 99201 0qi  0gadp1  Oga0p» 0gai
Spri 1 0 0 0 0*H 0*H 0*H 0*H Spui
o _ Op1dq1  Op10qe Ip? Op10p2 .
P ool OH  0PH 9'H Ol P
Op20q1  Op20qa  Op20py op3
(A.7)
Assim, a equagdo A.7 em sua forma matricial pode ser reescrita como
O*H 0?H O*H 0?H
So Ip1q1 Op10qa ap% Op10p2 5
qli O*H 0°H 0°H 0?’H Qi
0q2i | | OpaOpr  Opa0ge  OpaOpr op3 0qai
o | T | PH om9PH 2H o, (A.8)
. dg7 0910 Oq10p1  9q10pa .
P OH  PH  PH  9H P
0320 9g3 Jq20p1 Jq20p2
O’H  0°H 0*H

onde os termos

y e
Op;0q; 0q;0p;  Op;Op;
com sub-indices j = 1, 2.

para os sub-indices iguais ou cruzados se anulam,

Portanto, as equacoes de movimento para os vetores desvio obtidas através das

equacgoes A.8, sao:

0*H

(5q.11-) = 725]901; (52511') = - (56101
1

dp

0*H

(5Q2i) = Tp%5p02; (5]521) = - (5(101

0*H

0*H

0*H

+ ) ,
06t " 9q:10qs q02>

0*H

+
0q20q

&]% 56]02) )

(A.9)

(A.10)

em que, U;(0) = (dqo1, dqoz, OPo1, Opo2), com i = 1,2, é o par de vetores desvio inicial, como

indicado na secao 4.3 do capitulo 4.



Referencias

E. Ott e T. Tél. “Chaotic Scattering: A Introduction”, Chaos 3, (4) 417(1993).

C. Jung, H. J. Scholz. “Cantor Set Structures in the Singularities of Classical
Potential Scattering”, J. Phys. A: Math. Gen. 20, 3607(1987).

B. Eckardt. “Irregular Scattering”, Physica. D, 33, 89(1988).

B. P. Koch e B. Bruhn. “Chaotic Scattering in a Near-Integrable System”, J. Phys.
A: Math. Gen., 25, 3945-3954(1992).

J. M. Seoane e M. A. F. Sanjuan. “New Developments in Classical Chaotic Scat-
tering”, Rep. Prog. Phys., 76, 016001, 53pp, (2013).

J. M. Seoane e M. A. F. Sanjuan. “Exponential Decay and scaling laws in Noisy
Chaotic Scattering”, Phys. Letters A, 372, 110(2008).

Y. Lau, J. M. Finn e E. Ott. “Fractal Dimension in Nonhyperbolic Chaotic Scat-
terin”g, Phys. Rev. Lett., 66, 978(1991).

C. Vidal. “Notas Sobre Sistemas Hamiltonianos e Aplicacds a Mecéanica Celeste”,
Universidade Del Bio Bio, Chile, Outubro de 2009, 77p.

G. Jr. Wolken. “Collision of a Diatomic Molecule with a Solid Surface”, J. Chem.
Phys., 58, 3047(1973).

K. Amano, D. Narimatsu, S. Sotome, S. Tashiro, A. Uchida e S. Yoshimori. “Fractal
Dimension of Chaotic Light Scattering in Regular Polyhedral Mirror Ball Structu-
res”, Phys. Rev. E, 76, 046213(2007).

D. Sweet, B. W. Zeff, E. Ott e D. P. Lathrop. “Three Dimensional Optical Billiard
Chaotic Scattering”, Physica D, 154, 207(2001).

J. Aguirre, R. L. Viana e M. A. F. Sanjuan. “Fractal Structures in Nonlinear
Dynamics”, Rev. Mod. Phys., 81, 333(2009).

J. Kennedy e J.A. Yorke. “Basins of Wada”, Physica D, 51, 213-225, (1991).

C. C. Rankin e W. H. Miller. “Classical S-matrix for Linear Reactive Collisions of
H*Cly”, J. Chem. Phys., 55:3150, (1971).

B. Eckhardt e C. Jung. “Regular and Irregular Potential Scattering”, J. Phys. A,
19, 1.829-1.833(1986).



Referéncias 123

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

22]

[30]

M. J. Davis e S. K. Gray. “Unimolecular Reactions and Phase Space Bottlenecks”,
J. Chem. Phys., 84, 5389-5411(1986).

D. W. Noid, S. K. Gray e S. A. Rice. “Fractal Behavior in Classical Collisional
Energy Transfer”, J. Chem. Phys., 84, 2649-52(1986).

D. Gorse, B. Salanon, F. Fabre, A. Kara, J. Perreau, G. Armand e J. Lapujou-
lad. “Difraction of Helium from Cu(110), Cu(113), Cu(115) e Cu(117); Interation
Potential and Surface Crystallography”, Surface Science, 147, 611(1984).

R. Guantes, F. Borondo e S. Miret-Artés. “Periodics Orbits and the Tangle in
Atom-Surface Chaotic Scattering”, Phys. Review E, 56, 1(1997).

K. H. Rieder. “Experimental investigation of the Energy Dependence and Evidence
for the Softness of the He/Ni(110) Potential”, Surface Science, 117, 13-22(1982).

K. H. Rieder e W. Stocker. “The He/Pd(110) Interaction Potential”, J. Phys. C:
Solid State Phys., 16, L783-L788(1983).

Ch. Skokos. “Alignment indices: A New, Simple Method for Determining the Or-
dered or Chaotic Nature of Orbits”, J. Phys. A: Math. Gen. 34 10029(2001).

V. 1. Arnold, “Mathematical Methods in Classical Mechanics”. Springer, New York,
(1978).

H. Goldstein. “Classical Mechanics”, 2nd Edition, Addison-Wesley, (1981).
N. A. Lemos. “Mecanica Analitica”, Livraria da Fisica, Sao Paulo (2007).

M. A. M. de Aguiar’ Caos em Sistemas Hamiltonianos: Notas de Fisica IFGW?”,
n.4, Unicamp, Campinas-SP, (1992).

E. Ott. “Chaos in Dynamical System”, New York, Cambridge University Press,
(1993).

M. A. M. Aguiar. “Caos em Sistemas Classicos Conservativos”, Rev. Brasileira de
Ens. de Fisica, 16, 1-4 (1994).

N. P. Maffione, L. A. Darriba, P. M. Cincotta, C. M. Giordano. “A Compari-
son of Different Indicators of Chaos Based on the Deviation Vectors: Application

to Symplectic Mappings”, Celestial Mechanics and Dynamical Astronomy, 111,
285(2011).

T. Tél e M. Guriz. “Chaotic Dynamics: An introduction Basead on Classical Me-
chanics”, Cambridge University Press, New York, 427p, (2006).



Referéncias 124

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[40]

[41]

T. Tél e M. Gruiz. “Chaotic Dynamics”, Cambridge University Press, Cambridge,
(2006).

L. H. A. Monteiro. “Sistemas Dinadmicos”, Editora Livraria da Fisica, Sao Paulo,
2011.

H. D. I. Abarbanel, R. Brown, J. J. Sidorowich e Sh. Tsimring. “The Analysis
of Observer Chaotic data in Physical System”, Reviews of Modern Physics, 65,
4(1993).

I. C. Moreira. “Sistemas Cadticos em Fisica-Uma Introducao”, Revista Brasileira
de Ensino de Fisica, 15, n. (1-4), (1993).

I. Stewart. “Serd que Deus Joga Dados?-A nova Matematica do Caos”, Ed. Jorge
Zahar, (1991).

R. Blimel e W. P. Reinhardt. “Chaos in atomic Physics”, Cambridge University
Press, 1st edition, New York, 342p, (1997).

B. Eckhardt. “Fractal Properties of Scattering Singularities”, J. Phys. A: Math.
Gen., 20, 5971(1987).

I. M. Janosi, T. Tél. “Time-Series Analysis of Transiente Chaos”, Phys. Review E,
45, 4(1994).

C. Grebogi, E. Ott e J. A. Yorke. “Fractal Basin Boudaries, Long-lived Chao-
tic Transients, and Unstable-Unstaible Pair Bifurcation”, Phys. Rev. Lett., 50,
13(1983).

Y. -C. Lai, T. Tél“Transient Chaos: Complex Dynamics on Finit-time Scales. Ap-
plied Mathematical Sciences”; Springer, New York, 73, (2010).

G. H. Hsu, E. Ott, e C. Grebogi. “Strange Saddles and Dimensions of their Invariant
Manifolds”, Phys. Lett. A, 127, 199(1988).

J. Aguirre, F. d’Ovidio e M. A. F. Sanjuan.“Controlling Chaotic Transients: Yorke’s
Game of Survival”, Phys. Review E, 69, 016203(2004).

A. Wolf, J. B. Swift, H. L. Swinney e J. A. Vastano. “Determining Lyapunov
Expoent from a Time Series”, Phys. D, 16, 285(1985).

P. Gaspard e G. Nicolis. Transport Properties. “Lyapunov Exponents, and Entropy
Per Unit Time”, Phys. Rev. Lett., 65, 1693(1990).

B. R. Hunt, E. Ott e J. A. Yorke. “Fractal Dimensions of Chaotic Saddles of
Dynamical Systems”, Phys. Rev., 54, 4819(1996).



Referéncias 125

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[55]

[56]

[57]

B. B. Mandelbrot. “The Fractal Geometry of Nature”, Freeman, New York, (1983).

Ch. Skokos, T.C. Bountis e Ch. Antonopoulos. “Geometrical Proprieties of Lo-
cal Dynamics in Hamiltonian Systems: The Generalized Alignment Index (GALI)
Method”, Phys. D nonlinear Phenomena, 231, 34-54(2007).

Ch. Skokos, C. Antonopoulos, T. C. Bountis e M. N. Vrahatis. “How does the
Smaller Alignment Index (SALI) Distinguish order from Chaos”, Progress of The-
oritical Phys. Suplement, 150, 439-443(2003).

P. Gaspard e S. A. Rice. “Scattering from a Classically Chaotic Repeller”, J Chem.
Phys., 90, 4(1989).

Ch. Skokos. The Lyapunov Characteristic Exponents and their Computation, Lec-
ture Notes in Physics”, 790, pp 63-135(2010).

T. A. de Assis, J. G. V. Miranda, F. B. Mota, R. F. S. Andrade, C. M. C. de
Castro. “Geometria Fractal: Propriedades e Caracteristicas de Fractais Ideais”,
Revista Brasileira de Ensino de Fisica, 30, n.2, 2304(2008).

A. L. Barabasi e H. E. Stanley, “Fractal Concepts in Surface Growth”, Cambridge
University Press, Cambridge, (1995).

C. Jung e H. J. Scholz. “Cantor Set Structure in the Singularities of Classical
Potencial Scattering”, J. Phys. A, 20, 3607(1987).

D. Sweet, E. Ott e J. A. Yorke. “Topology in Chaotic Scattering”, Nature 339,
315(1999).

G. Troll e U. Smilansky. “A Simple Model For Chaotic Scattering”, Phys. D, 35,
34-64(1989).

E. Pollak e P. Pechuka. “Transition States, Trapped Trajectories, and Classical
Bound States Embedded in the Continuum”, J. Chem. Phys., 69, 1218 (1978).

K. Someda, R. Ramaswamy e H. Naramura. “Decoupling Surface Analysis of Clas-

sical Irregular Scattering and Clarification of its Icicle Structure”, J. Chem. Phys.,

98, 1156(1993).

Y. C. Lai, T. Tél and C. Grebogi. “Conditions for the Abrupt Bifurcation to
Chaotic”, Phys. Rev. E, 48, 709(1993).

M. Founargiotakis, S. C. Farantos, C. Skokos e G. Contopoulos. Chem. Phys. Lett.,
277, 456(1997).



Referéncias 126

[60]

[61]

[62]

[63]

P. Gaspard. “Chaos Scattering and Statistical Mechanics”. Cambridge University
Press, Cambridge, UK, 3rst edition, (1998).

T. Baba. “Photonic Crystals and Microdisk Cavities Based on GalnAsP — InP
System, IEEE Select Top Quantum Electron”; 3, 808-830(1997).

K. Richter e D. Wintgen. J. Phys. B, At. Mol. Opt., 23, L197(1990).

T. Yamamoto e K. Kaneko. “Helium Atom as a Classical Three-Body Problem”,
Phys. Rev. Lett., 70, 1928(1993).

D. Wintgen, K. Richter e G. Tanner. Chaos 2, 19(1992).

Ch. Skokos, Ch. Antonopoulos, T. C. Bountis e M. N. Vrahatis. “Detecting Order
and Chaos in Hamiltonian Systems by the SALI Method”, J. Phys. A: Math. Gen.,
37, 6269(2004).

J. Guckenheimer e P. J. Holmes. “Nonlinear Oscillations, Dynamical Systems, and
Bifurcations of Vector Fields”, Springer, New York, (1983).

S. Smale. “Differentiable Dynamics Systems”, Bull. Am. Math. Soc., 73, 747(1967)
C. Jung e T. Té. Chaos 3, 555(1993).

N. Esbjerg e J. K. Norskov. “Dependence of the He-Scattering Potential at Surfaces
on the Surface-Electron-Density Profile”, Rev. Phys. Letters, 45, 807(1980).

J. Perreau e J. Lapujoulade. “Selective Adsorption of He, H, on Copper Surfaces”,
Surface Science, 122, 341(1982).

A. Liebsch, J. Harris, B. Salanon e J. Lapujoulade. “Interaction of Helium with
a Metal Surface. I. Determination of Density Profile of Cu(110) via Analysis of
Diffraction Intensities”, Surface Sci., 123, 338(1982).

J. Harris e A. Liebsch. “Interaction of Helium with a Metal Surface”, J. Phys. C,
15, 2275(1982).

A. Luntz. L. Mattera, N. Rocca. S. Terreni, F. Tommasini e U. Valbusa. “Study
of the Ag(110) Surface by He Diffraction Surface”, Sci., 126, 695(1983).

R. Guantes, F. Borondo e C. Jaffé. “Diffration of Atoms from Stepped Surfaces: A
semiclassical Chaotic S-matrix Study”, Physical Review B, vol.53, n.21, (1996).

K. H. Rieder e N. Garcia. “Energy Dependence and Softness of the Potential for
He Scattering from Ni(110)”, Phys. Rev. Letters, 49, 43(1982).



Referéncias 127

[76]

[80]

[81]

[82]

[84]

T. A. de Assis. “Fenomenos Caoticos y Emision Electronica en Superficies Conduc-
toras Irregulares”, Tese de Doutorado, Universidad Politecnica de Madrid (2011).

B. Salanon, G. Armand. J. Perreau e J. Lapujoulade. “Diffraction of He from
Cu(110) in the 20 — 240 meV Range; Comparison with a Realistic Model Potential
Surface”, Sci., 127, 135(1983).

A. S. Sanz e S. Miret-Artés. “Quantum Trajectories in Elastic Atom-Surface Scat-
tering: Threshold and Selective Adsorption Resonances”, The Journal of Chem.
Phys., 122, 014702(2005).

F. L. Moraes Barboza, A. J. Costa, N. F. Ribeiro e E. Dieogo Filho. “Solu¢ao
Analitica do Potencial de Morse em Mecanica Classica”, Rev. Brasileira de Ens.

de Fisica, 20, n.4, 543(2007).

F. Borondo, R. Guantes e S. Miret-Artés. “Quantum Manifestations of Chaos in

Elastic Atom-Surface Scattering”, Phys. Review B, 63, 235401 (2001).

S. Miret-Artés, J. Margalef-Roing, R. Guantes, F. Borondo e C. Jaffé. Classical Sin-
gularities in Chaotic Atom-Surface Scattering”, Physical Review B, 54, 15(1996).

G. Benettin, L. Galgani, A. Giorgilli e J-M Strelcyn. “Lyapunov Characteristic
Exponents for Smooth Dnamical Systems and for Hamiltonian Systems; A Method
for Computing all of them”, Meccanica, 15, 9 (1980).

G. A. Monerat, E. V. Corréa Silva, G. Oliveira-Neto, A. R. P. de Assumpcao e
A. R. R. Pada. “Explorando Sistemas Hamiltonianos: Estudos Analitico”, Revista
Brasileira de Ensino de Fisica, 28, n. 2, 177(2006).

T. A. de Assis, J. C. Losada, R. F. S. Andrade, F. Borondo. XX XV II Encontro
Nacional de Fisica da Matéria Condensada ID: 385-3 (2014).



	Folha de rosto
	Folha de aprovação
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Sumário
	Introdução
	Aspectos Gerais dos Sistemas Dinâmicos Conservativos
	A Formulação Hamiltoniana
	Notação Simplética

	Espaço de Fases e Superfície de Energia
	Oscilador Harmônico Bidimensional
	Seção de Poincaré

	Transformações Canônicas
	Teoria de Hamilton-Jacobi
	Estabilidade em Pontos de Equilíbrio e Órbitas Periódicas
	Noção de Integrabilidade
	Perturbação de Sistemas Integráveis
	O Teorema KAM
	Teorema de Poincaré-Birkhoff

	Emaranhamento Homoclínico

	Espalhamento Classicamente Caótico
	O Caos Transiente
	Caracterização do Caos Transiente
	Taxa de Escape
	Expoentes de Lyapunov
	Dimensão Fractal

	Aspectos do Espalhamento Classicamente Caótico
	Regimes para o Espalhamento
	Ocorrência do Espalhamento Caótico
	Espalhamento Átomo-Superfície Metálica (hélio-cobre)

	Indicadores de Caos
	Método da Dimensão de Incerteza
	Método do ``Smaller Alignment Index'' (SALI)

	Resultados e Discussões
	Funções Espalhamento e Espaço de Fases para o Sistema de Espalhamento Hélio-Cobre
	Aplicação do Método de Dimensão de Incerteza no Sistema de Espalhamento Hélio-Cobre
	Aplicação do SALI no Sistema de Espalhamento Hélio-Cobre
	Aplicação do SALI nas Dinâmicas de Espalhamento sobre as Superfícies Espalhadoras Cu(110) e Cu(113)
	Análise das Trajetórias Regulares nas Dinâmicas de Espalhamento sobre as Superfícies Espalhadoras Cu(110) e Cu(113)
	Aplicação do SALI nas Dinâmicas de Espalhamento sobre as Superfícies Espalhadoras Cu(115) e Cu(117)


	Conclusões e Perspectivas
	Equação de Movimento para o Par de Vetores Desvio
	Referências

