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Resumo

Nesta dissertacao apresentamos os conceitos de algebras de Hopf quase triangulares e
suas conexoes com a computacao quantica, mais especificamente, a computagao quantica
topologica. Fornecemos entao um método para se obter representagoes do grupo de trangas
através de um conjunto de algebras de Hopf quase triangulares. Em particular, essas
algebras podem ser derivadas a partir das algebras de grupo dos grupos ciclicos com as
estruturas algébricas adicionais. Neste contexto, utilizando o operador flip, construimos
as R-matrizes que podem ser consideradas como portas légicas, capazes de preservar o
emaranhamento quantico. Além disso, vantagens e perspectivas desta formulagao sao

apresentadas.

Palavras-chaves: Fisica matematica. Computacao quantica. Grupos quanticos.



Abstract

In this work, we have presented the concepts of quasitriangular Hopf algebras and their
connections with quantum computation, more specifically, the topological quantum com-
putation. The aim of this work to provide a method to obtain representations of the braid
group through a set of quasitriangular Hopf algebras. In particular, these algebras may
be derived from group algebras of cyclic groups with additional algebraic structures. In
this context, by using the flip operator, we construct R-matrices that can be regarded
as quantum logic gates capable of preserving quantum entanglement. Furthermore, we

present advantages and prospects in this formulation.

Keywords: Mathematical physics. Quantum computation. Quantum groups.
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1 Introducao

No século XX, mais precisamente em 1936, Church e Turing comegaram a estabelecer
as bases tedricas para a computacao, ou seja, conjuntos de conhecimentos matematicos
que formalizaram as ideias de computador e de como resolver algum problema matematico
(algoritmo) [1]. Apesar dos bons resultados obtidos, o computador cléssico ainda apresentava
algumas limitagoes. Entao, em 1982, Feynman publicou um trabalho [2] em que aborda a
simulacao de sistemas de particulas que se comportam de acordo com a mecanica quantica.
Ele observou que problemas simples da fisica quantica pareciam requerer um numero
imenso de passos computacionais na sua resolu¢ao. Feynman mostrou que se controlassemos
com precisdo um sistema quantico simples, ele funcionaria como um computador capaz de
calcular propriedades quanticas. Em 1985, Deutsch no intuito de generalizar as tarefas do
computador dito quantico, propds o equivalente quantico da maquina de Turing, ou seja,
ao invés de passos computacionais usuais, essa maquina utilizaria passos digamos quanticos
i.e. usando caracteristicas quanticas. Essa proposta ficou conhecida como o computador

quantico universal [3].

Atualmente, o emaranhamento quantico desempenha um papel fundamental na
informagao e computagdo quanticas [3]. A descoberta do emaranhamento quantico tem
origens no artigo seminal de Einstein, Podolsky e Rosen (EPR) em 1935 [4]. Neste trabalho
foi proposto um experimento mental para mostrar que a teoria da mecanica quantica
estava incompleta. O emaranhamento quantico também tem sido amplamente explorado
em teletransporte quantico [5], algoritmos quénticos [6] e criptografia quantica [7,8]. Dentre
algumas propostas para implementacao da computacao quantica, uma proposta envolvente é
a computacao quantica topologica que emprega quase particulas bidimensionais chamadas
de anyons [9], cujas linhas de universo (trajetérias no espago-tempo tridimensional)
“atravessam” umas as outras para formarem trancas. Essas trancas formam as portas
l6gicas de um computador quantico. Uma das vantagens dessa proposta ¢é o fato de que
ela permite que a computacao quantica seja tolerante a falhas. Como se sabe, pequenas
perturbagoes podem causar decoeréncia e introduzir erros em computagao; no entanto, essas
pequenas perturbacoes nao alteram as propriedades topologicas de trancgas. Evidéncias
experimentais de anyons nao abelianos aparecem em sistemas Hall quanticos de gases de

elétrons bidimensionais sujeitos a elevados campos magnéticos [9)].

Do ponto de vista matemaético, os anyons sao descritos por representacoes dos
grupos de trangas, uma estrutura algébrica que foi explicitamente introduzida por Artin
em 1925 [10]. Na topologia algébrica e na teoria dos nés, esse grupo pode ser reconhecido
como o grupo fundamental de um espaco de configuracao, utilizando o conceito de

homotopia [11]. Uma ponte entre a teoria dos nés e a informagao quéntica pode ser
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encontrada nas referéncias [12-16]. Em particular, na referéncia [17], o teletransporte
quantico foi descrito pelo grupo de trancas e pela algebra de Temperley-Lieb, fornecendo
representacoes esquematicas de teletransporte. Nessa linha, nao é explicita a ligacao
estabelecida com os anyons e com uma perspectiva geral da topoldgica algébrica. Uma
abordagem para anyons nao abelianos através de dlgebras de Hopf quase triangulares [18]
foi realizada por Kitaev [19,20]. A estrutura quase triangular [21,22] fornece uma descrigao
unificada das propriedades de trangas; isso ocorre através da utilizacao da equagao de
Yang-Baxter. O produto final é a R-matriz universal que pode ser usada para definir as
representagoes dos grupos de trangas em espacgos de fusao, também denominados espagos

de Hilbert topoldgicos.

As dlgebras de Hopf [23-25] aparecem naturalmente em topologia algébrica, onde
estao relacionadas com o conceito de H-espago. Sua origem estd nas axiomatizagoes das
obras de Hopf sobre propriedades topolégicas dos grupos de Lie. A nocao de algebras
de Hopf quase triangulares ou grupos quanticos, por sua vez, é devido a Drinfeld [18§]
como uma abstragao de estruturas implicitas nos estudos de Sklyanin [25-27], Jimbo [28§]
entre outros [25]. Existem muitas aplicagoes destas estruturas em fisica, especialmente
relacionados com a gravidade quantica [24,25]. A relagdo entre os grupos quanticos e
emaranhamento quintico pode ser encontrada nas referéncias [29,30]. Os autores Trindade
e Vianna [29] realizaram uma possivel conexao entre grupos quanticos, mecénica estatistica
nao extensiva e emaranhamento quantico através do parametro entrépico ¢q. J4 Korbicz et
al. [30], abordaram o problema da separabilidade em termos de grupos quanticos compactos,
resultando em um critério analogo ao critério da transposi¢ao parcial presente na teoria
da informagao quéntica. Na referéncia [21] foi mostrado como algebras de Hopf quase
triangulares podem gerar R-matrizes. Este resultado é particularmente interessante porque
permite a obtencao de representacoes do grupo de trangas, uma vez que se tenha estruturas
quase triangulares. Neste trabalho, desenvolvemos um método geral para obtencao das
representacoes dos grupos de trangas de um conjunto de dlgebras de Hopf; aplicaremos estes
resultados para algebras de Hopf derivadas de grupos ciclico se em particular, investigamos

as atuagoes do grupo C'Z, e das portas légicas quanticas geradas em estados de Bell [31].

Esta dissertacao estd disposta da seguinte forma. No capitulo 2 revisaremos as
defini¢oes de algebras associativas, codlgebras, bidlgebras e mostraremos alguns exemplos.
Apresentaremos o conceito de operador flip e suas atuagoes nas estruturas algébricas

supracitadas. Finalizaremos com as defini¢oes de algebras de Hopf.

O capitulo 3 ¢é destinado a uma revisao sucinta da computacao quantica. Iremos
expor os conceitos de g-bits e portas logicas quanticas. Uma sintese acerca do emara-
nhamento quantico também sera feita. Serao apresentados alguns topicos relacionados
a computacao quantica topoldgica, os quais foram fontes de motivagoes para realizacao

deste trabalho. Dentro desse contexto, definiremos grupos de trancga e suas relagées com a
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computacao quantica topoldgica.

Ja o capitulo 4 trataremos das dlgebras de Hopf quase triangulares e suas relacoes
com a equacao de Yang-Baxter. Exibiremos nosso método para se obter representacoes
dos grupos de trancas de um conjunto de algebras de Hopf. Em seguida, aplicaremos estes
resultados para algebras de Hopf derivadas de grupos ciclicos. Com isso, em particular,

investigaremos as atuagoes das portas logicas quanticas em pares EPR.

Por fim, no capitulo 5 apresentaremos as conclusoes e perspectivas. Nos apéndices

A e B, encontram-se alguns resumos dos conceitos usados ao longo da dissertagao.



2 Algebras de Hopf

Este capitulo apresenta uma breve revisao de algumas estruturas matematicas
utilizadas para nossa proposta de construgao de portas légicas quéanticas. Essa revisao tem
como objetivo principal apresentar as algebras de Hopf [23,32] que servirdo como base para
os estudos das algebras de Hopf quase triangulares [25]. No entanto, para compreensao
dessas estruturas, estudaremos as algebras, codlgebras e bidlgebras [33-35]. Ao longo do
texto veremos que algumas defini¢oes e teoremas sao apresentados através da linguagem de
categorias, pois o conceito de dualidade, presente entre as estruturas, refere-se a inversao
do sentido dos morfismos em certos diagramas comutativos [36]. Algumas aplicagoes em
Fisica que utilizam a teoria das categorias podem ser vistas na referéncia [37]. No nosso
caso, quando dualizarmos morfismos de algebras, obteremos morfismos de coalgebras,
porém algebras e codlgebras nao sao somente nogoes duais. J& as bidlgebras conterao as
estruturas de algebras e codlgebras com uma certa juncao de ambas. E por fim, definiremos

e exemplificaremos as algebras de Hopf.

2.1 Algebras

Definig¢ao 2.1.1. Uma dlgebra com unidade é uma cole¢io (A, p,n) consistindo de um
espago vetorial A sobre um corpo k e de duas aplicacoes lineares  : AQA — Aen:k— A

que tornam comutativos os diagramas e satisfazem os axiomas a sequir:

i) Associatividade:
pid

A A® A AR A (2.1)
id®ul \LM
AR A - A

ou, po(p®id) =po(id®@pu), em queid: A — Aepn: AR A — A sio as aplicagoes

identidade e multiplicacao respectivamente.

it) Unidade:

ko AL A AL Agk (2.2)

v

A

Il
Il

isto €, po (id®mn) = po (n®id) =id em que n é denominada aplicacio unidade, denotada

[P

por n(A\) = Al para X € k e 1 unidade da dlgebra; o simbolo “o” indica a composicio de
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aplicagoes e a aplicagio = representa o isomorfismo natural entre A e A® k, onde se tem
ARa=a®@ = M\a, a € A.

A algebra acima definida é denominada algebra associativa sobre o corpo k e com

unidade.

Exemplo 2.1.1. Seja k um corpo e X um conjunto nao vazio qualquer. O conjunto F'(X)
serd composto pelas fungoes f : X — k. Sejam f,g € FI(X) e A € k, com as operagoes
f+ g e \f definidas por:

(f+9)(@) = flx)+g(z)
AN)(x) = Af().

com Vx € X. Continuando as definigoes:

pFX)® F(X) — F(X)
J®g — [y,

em que (f-g)(z) = f(x) - g(z), Vo € X. Tem-se a funcdo constante 1(x) = 1. Assim, a
tripla (F'(X), u, 1) é uma &lgebra com o elemento unidade sendo a fungdo constante 1; em

outras palavras:

po(id@u)(fegeh)(z) = f(x)-(9(z)- h(z))
= (f(z)-g(x)) - h(z)
= po(p®id)(f®g®h)(z)

O

H4 também uma aplicacdo que usaremos denominada por aplicacdo transposicao’ou
aplicagao flip. Ela é definida por 7: V; @ Vo = Vo ®@ V) e 7(v; ® vy) = vy ® vy, para todo
vy € V] e vy € Vs, Observe que V; ® V5 é o produto tensorial dos espagos vetoriais V; e
V5 sobre k. Em alguns casos quando 7 possuir subindices, estes indicarao quais parcelas
estao sendo operadas. Por exemplo, 734 : VI @ Vo @ V3@ V@ Vs > Vi @ Vo Vi® Vs ® Vs,
10go T34(v1 ® V9 ® V3 Q@ V4 ® V5) = V1 ® Uy Q vy ® V3 R vy, com v; € Vi(i =1,...,5). Como

exemplo da aplicagao transposicao, apresentaremos a definicao de algebra oposta.

Exemplo 2.1.2. Seja (A, u,n) uma dlgebra. Seja a tripla (A, u,n) em que definimos a

aplicacao multiplicagdo como sendo u” = p o 7. Verifica-se que

L Também conhecida por aplicacio twist
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5 o (id © p) = p o (4 @ id)

p o (n®@id) = p” o (id®n) = id

Logo, a colecao (A, u?,n) é uma algebra e denotamos por A”?. Essa dlgebra é a
que chamamos de algebra oposta a algebra A. Dizemos que uma algebra A é comutativa

se sua multiplicacao satisfaz p = p. 0J

Agora, consideremos as dlgebras A; e Ay. Definimos a aplicacao

faypa, @ (A1 @A) ® (A1 ® Ay) = A1 @ Ay

em que fia, o4, = (f1a, @ pa,) o (id ® T ®id), e também a aplicacao
NA,®As - k— A1 X AQ

POT Na, 04, = Na, @Na,. As aplicagoes fi4,04, € 74,04, 20 lineares e satisfazem os axiomas
tornando comutativos os diagramas (2.1) e (2.2). Portanto, (A; ® A, fia, 045, N4,04,) €
uma algebra com unidade 14, ® 14,. A essa algebra atribuimos o nome de algebra produto

tensorial entre A; e A,.

Definigao 2.1.2. Seja A uma dlgebra. Diz-se que B C A é uma subdlgebra se u(B® B) C
B.

Entende-se por homomorfismo de algebras, entre as algebras A; e Ay, como sendo

uma aplicacao linear ¢ : A; — Ay que torna comutativo os diagramas:

A®A —22 A ® A, (2.3)
%i l%
Al 4 A2
k i k (2.4)
”All lnz‘b
Ay a Ay

ou, Yo g, = pia, © (P ® ) e pona = na,, ou seja a unidade é preservada.

Denotamos o homomorfismo entre essas algebras por Hom(A;, As).
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2.2 Coalgebras

Definig¢ao 2.2.1. Uma codlgebra é uma tripla (C, A, €) consistindo de um espago vetorial
C sobre um corpo k e de duas aplicagoes lineares A : C — C ® C ee: C — k que tornam

comutativos os diagramas e satisfazem os axiomas:

i) Coassociatividade:
A®id

CRCeC C®C (2.5)
id@AT TA
CeC A C

em simbolos, (A®id)o A = (id®@ A)o A, em que a aplicagio A é chamada comultiplicagio

ou aplicacdo coproduto.

it) Counidade:

ko<l oo 0wk (2.6)

ENY

C
ou, (id®@e)o A= (e®id) oA =id em que e é conhecida como a aplicag¢io counidade.

Exemplo 2.2.1. Seja G um grupo e kG o modulo livre gerado por G sobre k. Definimos
A kG — kG ® kG e € : kG — k, coproduto e counidade, respectivamente, por:

Alg)=9g®g

e(g) =1

para g € G(kG). Assim,

(ARid)oAlg) = gog®g
= (id® A) o Ag)

(id®e)oAlg) = g = (e ®id) o A(g)

em que A é um coproduto coassociativo e € é uma counidade em kG, logo, (FG,A,¢) é

uma coalgebra. 0

O homomorfismo de codlgebras pode ser definido como sendo uma aplicagao linear

@ : 1 — Cy de uma coalgebra C; em uma codlgebra (5 tornando comutativos os diagramas
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a seguir:
Cy ® Cy P C, ®Ch (2.7)
A%T TACI
CQ 4 C’1
k i k (2.8)
%T TECI
Co—"—

ouseja (p @ p)oAg, =Ag,0pecq, 09 =ec,.

A aplicacao flip, assim como na algebra, pode ser definida de forma similar:

7:CC-=0xC
(z®@y)— (y@ )

em que z,y € C. Denotamos o coproduto oposto por A”” = 7o A. Portanto, (C, A% ¢) é

uma coalgebra oposta. Também dizemos que C' é cocomutativa quando A% = A.

2.2.1 Notacao de Sweedler

E oportuno falarmos de uma notacao bastante utilizada, que fora introduzida por
Moss E. Sweedler [32]. Essa notagao expressa as relagoes dadas pelos diagramas (2.5) e
(2.6), em termos dos elementos de C'. Consideremos x um elemento qualquer da codlgebra
(C,A¢) e o elemento A(x) € C ® C' como sendo:

Alz) =) xy @y,
ou,
Alz) =3 0 @z@) = )_10) @) (2.9)
(=)
Denotando de forma compacta, temos:

A(z) =2 @ 2" (2.10)

Utilizando a notacao de Sweedler, podemos expressar a coassociatividade do copro-

duto, isto é, a comutatividade do diagrama (2.5) da seguinte forma:

Z (Z(xl)/ ® (xl)/l) ® iL'// _ Zx/ ® (Z(x//)l ® (1,//)//)
(z) \(z") (z) (z')
_ Zx/ ® " ® 2" (2.11)
(z)
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Notemos que a coassociatividade nos diz que nao importa qual parte de A(z) é “separada”

Ademais, se aplicarmos o coproduto a equagao (2.11), teremos trés novas expressoes:
A Yo" @2" =2 @ A(x") @ 2" =2 @ 2" @ A(z").
Por convencao, reescrevemos:
rerer" ™ (2.12)
ouzM ®2® @ 2® @ 2@,

Generalizando,
A . ¢ — POt

A = (A ®idpsm-1) 0o A = (idpsm-n @ APD) o AP1 (2.13)

em que n > 1 e AW = A. E portanto, podemos escrever:

(z)

Naturalmente, utilizando a notagao de Sweedler (2.10), o axioma da counidade

(2.6) pode ser reescrito para qualquer = € C', como:
doe(@)" =x =) ae(d"). (2.15)
(z) (z)

A implicacao das equagoes (2.14) e (2.15), sera:
Ve @) - @z =0 g...0z™. (2.16)

Exemplo 2.2.2. Seja  um elemento da codlgebra C. Devemos mostrar que A(z) =
A(z")e(z"). Inicialmente, mostraremos a partir das propriedades das aplicagoes lineares A

e g, isto é:

A()e(z") = (A®e)oAlx)

(id®id @ e) o (A @id) o A(x)
= (id®id®e)o (id® A)o A(x)
(id® ((id ® €) o A)) o A(x)
(id @ id) o A(x)

= A(x).

Agora, utilizando a notagao de Sweedler, tem-se
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A(z)e(a") = (2) ® ()" ®e(a”)
— J o) o ("))
= 2 ®a"
= A(x).
0

Em dessemelhantes textos sobre dlgebras de Hopf iniimeras demonstracoes sao feitas
utilizando a notacao de Sweedler, sempre objetivando a clarificagdo das demonstragoes.
Outras nuances desta notagao podem ser vistas, também de forma didatica, no apéndice
B da referéncia [35].

Um outro exemplo interessante é o caso que surge ao considerarmos duas coalgebras
C' e D sobre o corpo k, sendo o produto tensorial C' ® D sobre k; as aplicacoes lineares

coproduto e counidade dar-se-do neste caso da seguinte forma:

Acen:C®D— (C®D)®(CoD)
Acegp = (id®@ 7 ®id) o (Ac ® Ap)

EceD - C QKD — k
€cep = Ec ®Ep = EcEp
respectivamente; assim a tripla (C, Acgp, cep) ¢ uma codlgebra. Considere (¢ ® d) um

elemento pertencente a C'® D. Mostraremos que o coproduto é coassociativo e o diagrama

da counidade é também comutativo. De fato, tem-se:

(id ® Acep)((d @d) @ (" ®d"))

() @ (d)) © () @ (d)") & (" @d")
= (Acep @id)(d @d)® (" @ d")

( id) o Acgp(c® d)

(id ® Acgp) © Acgp(c®d) =

(id ® ecep) 0 Acep(c®@d) = (id® ccep)((d @d) @ (" @d"))
= dec(d") @ dep(d”)
= c®d
= (ec(d)®@ep(d)) @ (" ®d")
= (ecep ®id) o Acgp(c® d)

Portanto, (C, Acep,ccep) ¢ uma codlgebra. Consequentemente, Acgp(c®@d) =d @ d ®
dRd =(c®d) @ (cxd)".
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2.3 Bialgebras

Nas se¢oes anteriores estudamos algebra e codlgebra de forma independente, sem
que houvessem quaisquer relagoes entre elas. Nesta secao, porém, vamos perscrutar uma

estrutura algébrica que é dotada de ambas as estruturas concomitantemente — a bidlgebra.

Proposicao 2.3.1. Seja H um espago vetorial que possua uma estrutura de dlgebra
(H, p,m) e uma de codlgebra (H, A, ¢€), simultaneamente. Portanto, as afirmagoes a sequir

sao equivalentes:

i) As aplicagoes p: H @ H — H en:k — H sio morfismos de codlgebras.

i1) As aplicagoes A - H - H® H ec: H — k sdo morfismos de dlgebras.

Demonstragio. O fato que p um morfismo? de codlgebras, isto equivale dizer que ha

comutatividade dos diagramas:

HoH " H HoH—" skek
(id®r®id)(A®A)l A ul lid
(HeH)® (HoH)—"" ~HoH H : k

e sabe-se que 1 é um morfismo de coalgebras, ou seja, existe comutatividade dos dois

diagramas a seguir:

k i H

N TV

kok—"" _HoH

o que conclui nossa demonstragao. |

Definig¢ao 2.3.1. A estrutura (H, u,n, A, €) sobre o corpo k é uma bidlgebra se o espago
vetorial H sobre k for uma dlgebra (H,p,n), uma codlgebra (H,A,e) e as condigées
equivalentes da Proposicao 2.3.1 sdo satisfeitas com as sequintes relacoes de compatibilidades

entre elas:
A(hg) = A(h)A(g), A(l)=1®1, e(hg) =c(h)e(g), e(1)=1 (2.17)
em que h,g € H.

Observemos que as relagoes de compatibilidades sao uma condi¢ao necessaria e

suficiente para que H seja uma bidlgebra. Dada uma biadlgebra H, pela proposicao 2.3.1,

2 Em teoria de categorias, os morfismos se referem aos mapeamentos de uma estrutura matematica

a outra de forma que a estrutura é preservada, ou seja, morfismos sdo fungdes que preservam as
estruturas [36].
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tem-se:

In pari causa, temos

A1) = A(n(1))
= (An)(1) = ((n@n)A)(1)
= (men(lel)=n(1)enl)
= 1®1

e(l) = (1))
= (en)(1)
= (1)
= 1

Uma aplicacao linear ¢ : Hy — Hj entre biadlgebras H; e Hy é um homomorfismo

de bidlgebras se for simultaneamente homomorfismo de algebras e homomorfismo de

coélgebras. Isto é: PUH, = HH, (90 & 90)7 YNH, = MH,, AHzSO - (QD & (P)AH1 CEH,P = EHy-

Exemplo 2.3.1. Seja G um grupo. Sabe-se que (kG, p,n) define uma édlgebra e (kG, A, )

define uma coalgebra. Estas duas estruturas mostram-se compativeis porque

A(ab) =ab® ab = (a® a)(b®b) = A(a)A(D)

g(ab) =1 =¢e(a)e(b)

Logo (kG, p,n, A, &) é uma bidlgebra. O
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Um segundo exemplo a ser considerado é a bidlgebra oposta. Considere a estrutura
H? = (H, u®,n, A, ) conhecida por bidlgebra oposta, em que x,y € H. Com efeito:
Alzy) = ApPly©r) =pP (Ao A)(y )

= uP(Aly) @ A(x)) = p(A(z) @ Ay))
= A(z)A(y)

e(zy) = ew?ly@z)) =pEee)(y®a)
= p”(e(y) ®@e(x))
= e(z)e(y).
Existem também os casos de estruturas denominadas por cooposta H? = (H, p,n, A% )
e oposta/cooposta (H, u,n, A% ) que sao bidlgebras.

De posse das defini¢oes de dlgebras, coalgebras e bidlgebras passemos a defini¢ao

de algebra de Hopf.

2.4 Algebras de Hopf

Definigao 2.4.1. Uma dlgebra de Hopf (H,u,n, A, e, S) é uma bidlgebra com uma aplica-

cdo linear S : H — H que torna comutativo o sequinte diagrama:

HoH~——2 —H—% ~HoH (2.18)
1d®S noe S®id

HoH - H - H®H

De forma similar, temos:
po(id® S)oA=noe=po(S®id)oA (2.19)

A aplicagio S € chamada antipoda de H.
O papel do antipoda S é como a de uma inversa. No entanto, nao exigi-se que
S? = id. Também nem supomos que a aplicacdo linear S possua uma inversa S~'. Notemos

que a notagao de Sweedler nos diz que a relagdo (2.19), também conhecida por axioma da

antipoda, pode ser reescrita como

S RS(R") =e(h)1=>_ S(W)h", (2.20)

em que h € H com A(h) =Y W @h"



Capitulo 2. Algebras de Hopf 14

Diz-se que um homomorfismo de algebras de Hopf é um homomorfismo de bidlgebras

@ entre duas algebras de Hopf H; e H, sendo expressado pela comutatividade do diagrama

H, H,
o,
H, L H,

ou poS; =S50, em que S7 e Sy sdo aplicacoes antipodas de H; e Hs, respectivamente.

Um outra interpretacao do axioma da antipoda dar-se-a através da algebra de
convolugao; notaremos o produto de convolugao por "« Seja (H, u,n, A, e, S) uma élgebra
de Hopf. Diz-se que S é um endomorfismo de H se

Sxid=1id*S=noe (2.21)

ou seja, S é o elemento inverso da aplicagao id na algebra de convolucao. Esta definicao
também nos diz que a antipoda de uma algebra de Hopf é unica, de fato: suponha S; e S,
sejam antipodas de H, entao S; = S1*(noe) = Sy*(id*Sy) = (S1*id)*xSy = (noe)*Sy = Ss.

Proposicao 2.4.1. Seja H uma dlgebra de Hopf e S sua antipoda, com g,h € H. Entdo

S goza das sequintes propriedades:

Demonstragdao. i) Usando a relacao (2.19) e o fato de que A e € serem morfimos de dlgebras,

tem-se:

S(h)S(g) = 8K
= Z S
= Z S
= Z S

~—~

(h"))S(g'e(g"))
S(g')e(g")e(h")
S(q')e(g"n")
S(g)n(e(g"h"))
q)
9)9

™

—~
~
~—

—~
~
~—

!/

~~
~—

!/

~—

S(9) (g W'Y S((g"")")
S(g"Ng"n"S(g" ")
n(€< /) h// ( //h/l/)
W'=(g)S(g"R")
(9)S(9"")
)S(g"H")

N9") (32 e()n"))

!/

= > S
= > S
= > S
= 277

—~
~—

/

—~
~—

/

|
—~ /'O\)
S T e

N N
o
—~
> —

—~

Q ~~—

Il
7

=
~
M

I
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/
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N

e(

I
n
—
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=
<
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S(1) =511 =pu(S®id)A(l) =n(e(l)) =<(1)1 = 1.
i11) Para esta demonstragdo, utilizamos a relagdo ii) e A(1) =1 ® 1. Entao:
T(S@S)A(h) = Y S(h?) e S(hW)
= Y S(hPe(h®)) @ S(hV)
= Y (S(h®) @ S(h))(e(h)1 @ 1)
= Y (S(h®) @ S(h))(A(RDS(h™)))
— Z(S(h@)) AN (KD S(AH)D @ (R3S () @)
= Z(S(h@)) AN (RPW @ AP (5D @ §(AHDE)
= 2 (S(?) @ SO @ h)A(S(R))
= 2 (S(W®HA? @ S(hO)RD)(A(S(hD)))
= (W12 S(H)AD)(A(S(h)))
= > (1@ SE)RP)(AS(RD)
= Y (1@e(h))(A(S(®)))
= 3 AER)S(h)
= A(S (Y (V™))
— A(S(h)
iv) Por ltimo, temos:
£(S(h)) e(S(>em)) ")
> e(WS(R"))
e(e(h)1)
e(h)e(1)
e(h).
[

De um ponto de vista mais rigoroso, dizemos que as propriedades i) e ii) definem

S como um anti-homomorfismo de dlgebras, enquanto as propriedade #ii) e iv) definem

S como anti-homomorfismo de coalgebras. Em outras palavras, S : H — H? é um

homomorfismo de algebras e S : H — H“? ¢ um homomorfismo de codlgebras. Quando H

for uma algebra de Hopf comutativa ou cocomutativa, entdo S? =

S oS =1id.
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Exemplo 2.4.1. Considere F(G) a bidlgebra das fung¢oes de um grupo finito G em k. A
antipoda é definida por:

S:F(G) — F(G)
fo=s(f),

em que S(f)(z) = f(z™'). Entdo, a estrutura (F(G), 1,1, A, ¢, S) é uma algebra de Hopf.
De fato, a S obedece a relacao (2.19), i.e,

n(id @ S)YA(f)(x) = Y u(f @ S(f")(z)
= > fll@)- '«
= Y (o)
= A(f)(z, 27
= e(f)(@)
= (noe)(f(x)).

O

As algebras de Hopf foram introduzidas pelo matematico Heinz Hopf em 1941 [25];
além da computacao quantica, suas aplicagoes, por exemplo, abrangem as teorias quanticas
deformadas [38,39]. No que diz respeito a sua conexao com a computagao quantica, iremos

apresentar alguns aspectos nos proximos capitulos.



3 Computacao Quantica

Iniciaremos este capitulo apresentando alguns conceitos béasicos da computagao e
informacao quanticas, sao eles: os g-bits, as portas logicas quanticas, o emaranhamento
e alguns tépicos especiais sobre aplicacoes [3,40]. No que tange & implementacao da
computacao quantica, introduziremos uma proposta denominada computacao quantica

topologica. Em seguida, mostraremos algumas vertentes desta proposta.

3.1 Bits quanticos

De forma andloga aos computadores classicos, construidos a partir de circuitos
elétricos contendo fios e portas légicas, um computador quantico é constituido de um
circuito quantico'contendo fios e de portas légicas quanticas. Dentro da computacio
e da informacdo classicas existe um conceito fundamental: bit?. O bit pode assumir
valores légicos — que sao 0 ou 1. Sobre um conceito analogo a computagao quantica
possui o bit quantico ou qubit (q-bit*). Note que os g-bits, assim como os bits classicos,
sao implementados como objetos fisicos reais (como exemplo, o experimento de Stern -
Gerlach). Entretanto, os g-bits sdo descritos como objetos matematicos abstratos, pois
assim a teoria geral da computacdo quantica nao depende de nenhum sistema especifico
para sua implementacao. A diferenca entre bits e g-bits é que os g-bits podem estar em

estados quanticos diferentes de |0) ou |1).

Definicao 3.1.1. Um g-bit é um estado quantico pertencente a um espago de Hilbert H

de duas dimensoes, ou seja:
) = a0) + B1), (3.1)
emqueaefB e€Cel|al’>+]|8°=1.

Os vetores |0) e |1) sdo chamados de estados da base computacional e formam uma
base ortonormal nesse espago. Uma outra propriedade que um g-bit goza é a superposicao,
também conhecida como um postulado da mecanica quantica. Um bit classico pode ser
comparado a uma moeda: cara ou coroa. Em contraste, um g-bit pode existir em um
estado continuo entre |0) e |1) — até que ele seja observado. Quando um g-bit é medido,
o resultado sera sempre 0 ou 1. Por exemplo:

1

>+\/§

1
=10+ = 1), (32)
V2
Neste trabalho ndo trataremos sobre esse tema.
Binary digit.
3 Termo criado pelos fisicos Alfredo M. Ozorio de Almeira (CBPF) e Luiz Davidovich (UFRJ), apropriado
a lingua portuguesa; essa nomenclatura também é utilizada por Amir O. Caldeira (UNICAMP).
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quando medido, daré resultado “0” em 50% das vezes e o valor “1” em 50% das vezes.
E possivel obter uma visualiza¢io geométrica dos estados de um g-bit. Considere a

seguinte equacao:

) = «al0)+5]1)
= lale™ |0) + €™ 1), (3.3)
em que definimos |a| = cos(0/2) e |B| = sen(6/2), o que mantém a condigdo de normaliza-
¢ao; assim,
i 0 i) gopy(?
0 = ¢ (eos(2) 10) + O Dsen() 1))

em que €7 é um fator de fase global que pode ser desconsiderado por nio alterar a

amplitude de probabilidade. Fazendo n — ~v = ¢, encontramos que

[9) = cos(6/2)]0) + e“?sen(8/2) 1) . (3.4)

Podemos usar os niimeros 6 e ¢ para definir um ponto sobre a superficie de uma
esfera de raio unitario. Nessa esfera (Figura 1) conhecida como esfera de Bloch?®, cada
ponto da superficie representa entdo um possivel g-bit. De fato, da relagao (3.4) segue que

se 0 = 0 tem-se 1) = |0), se = 7 tem-se ) = |1) e se § = 7/2, por exemplo, temos

V) = —510) + —= [1) €. (3.5)

Z
A
LY
Y »
/ ,"' \.\.
| IIII s 9 \
- S . ...'.‘I
r 47"/‘1_\ II"-.‘I '/_r'
\\'\f:}-‘-‘ru.—- __'__'_,...,-/"//
1)
v

Figura 1: Representagao do g-bit |1)) na esfera de Bloch.

Devemos manter em mente que essa representacao geométrica ¢ limitada, pois

nao existe uma generalizacao simples da esfera de Bloch para muitos g-bits [3]. Pelos

4 Figura retirada da referéncia [3]
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postulados da Teoria Quéntica, para o sistema constituido por dois g-bits, por exemplo, o

estado ¢ formado pelo produto tensorial dos estados de dois g-bits, ou seja,

) = (a1]0) + 51 [1)) @ (a2 |0) + 2 (1))
= Q9 |00> + Oélﬁg ‘01> + 610&2 |10> + B152 ’11>
= Qo |00> + Qo1 |01> + a1 |]_0> + a1 |1]_> s (36)

com |ago|? + |ao1|? + |a1o)* + |a11|* = 1; de modo anélogo sdo construidos os 3 q-bits, 4

g-bits etc.

3.2 Portas Légicas Quanticas

Como dito anteriormente, os computadores quanticos também possuem portas
logicas. Essas portas logicas quanticas manipulam a informagao, convertendo-a de uma

forma para outra. A seguir, mostraremos alguns exemplos de portas légicas quanticas.

i) Porta NAO

A porta NAO®, no caso cldssico, opera trocando os valores bindrios um pelo outro,
i.e., 0—1 e 1—=0. O andlogo quantico da porta NAO dever ter acdo sobre os estados

|0) e |1). Suponha uma matriz X para representar a porta quantica NAO da seguinte

(01
X:(lo) (3.7)

A representagao matricial do g-bit (3.1) sera:

forma:

) = «al0)+ 31

Aplicando a porta NAO ao g-bit (3.8):

e (1))
()
= [B0)+«ll), (3.9)

Do inglés "NOT”. Também conhecida por porta negacao.

5
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isto é, permutam-se as amplitudes de probabilidades das bases |0) e |1); note que as
portas logicas quéanticas sobre um g-bit podem ser descritas por matrizes 2 x 2. A

condicao necessaria para que uma matriz, de dimensao 2, seja porta é que ela seja
unitéria: UTU = I. Verifica-se que XTX = I.

ii) Porta Z
A porta légica Z possui a seguinte caracteristica:

Z10y=10); Z|1)=~-11), (3.10)

ou seja, nao altera o estado |0), e muda o sinal de |1). Sua representacdo matricial é:

- 1 0
7 = . 3.11
() 31
Quando aplicamos a um g-bit (3.8), teremos:
al

5 ). (3.12)

Z1y)

Note que ao compararmos com a mecanica quantica, as matrizes X e Z sao as

conhecidas matrizes de Pauli o, e 0., respectivamente.

iii) Porta Hadamard - Hy

Outro exemplo importante de porta logica quantica é a porta Hadamard®. Essa

porta age da seguinte forma:

1
Hy|0) = ﬁ[|0> +1)]
‘ 1
Hy[1) = ﬁ[!()) — 1], (3.13)

i.e. gera superposicoes. Logo, sua representacao matricial é:

1 (1 1
Hd:ﬁ(l _1). (3.14)

Observa-se que:

5  Em homenagem ao matemaético Jacques Hadamard (1865 -1963)
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9 _ 1
Hy|0) = His [10) + [1)]
1
= W[Hd|0>+Hd‘1>]
1

;5{[\/50(» +]1))] + [12(|0> =[]}
. (3.15)

— 1
Hi) = Has[l0) = [1)]
1

- ﬁ[Hd‘())—Hd’D]
11 1
= 510+ =500 = D))
Y (3.16)

iv) Porta NAO Controlado - CNOT

Para muitos g-bits ¢ interessante utilizar a porta légica quantica NAO controlado
ou porta CNOT". Um exemplo é o caso de dois q-bits de entrada, denominados por
g-bit de controle e g-bit alvo. A acdo dessa porta acontece entao da seguinte forma:
quando o g-bit de controle for colocado no estado 0, nada acontece com g-bit alvo.
Caso o g-bit de controle seja colocado em 1, o g-bit alvo troca de estado. Em outras

palavras, dada a representacao matricial de dois g-bits:

1 0 0 0
0 1 0 0
00) = ;|10) = :[01) = ([11) = , 3.17
o) =| o [ior=| o= | s =] (3.17)
0 0 0 1
aplicando-se a porta CNOT aos estados, obtém-se:
CNOT |00) = |00),
CNOT|01) =01
CNOT |10) = |11),
CNOT |11) = [10),

" Do inglés Controlled-NOT
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Portanto, a representacdo matricial da porta CNOT é dada por

CNOT = (3.19)

o O O =
o O = O
_ o O O
S = O O

3.3 Estados Quanticos Emaranhados

Os estados quanticos emaranhados sao o principal recurso para o processamento
da informacao quantica. O emaranhamento quantico é a caracteristica que possibilita a
criacdo de pares de particulas que revelam correlagoes surpreendentemente fortes entre
suas propriedades. Matematicamente, um dos critérios para caracterizar o estado puro
emaranhado de um sistema fisico é o fato que ele ndo pode ser escrito como o produto
tensorial de estados que caracterizariam cada subsistema que o compoe; de um modo geral,

um estado |¢) é dito ser emaranhado, se e somente se, nao existem estados |¢1) e [1s)
tais que [¢) = [1h1) @ [t)2).

Para entender como sao essas correlagdes, apresentaremos um exemplo comum na

literatura: a polarizagao de fétons gémeos [41].

Considere um sistema de dois fétons que se propagam na mesma dire¢ao z em

sentidos opostos, na representagdo em que o vetor de estado de polarizacao na direcao 6 é

cos 0
( 9 ) , tem-se a base formada pelos seguintes vetores de estado:
sen

o) =1-) =1 =0, = (g (320)

=1t = ‘9 = 72T> = (2) (3.21)

os quais representam fotons linearmente polarizados nas diregoes x e y, respectivamente.
Como nossa intencdo é descrever um sistema de dois fétons, usaremos vetores coluna
de quatro componentes, pois teremos de representar amplitudes de probabilidade para
que, com analisadores orientados nas dire¢oes x e y, cada um dos dois fétons possa ser

encontrado com cada uma dessas polarizagoes (quatro possibilidades).

Utilizando o produto tensorial dos vetores da base (3.20) e (3.21), teremos:

0),10); = [00) = (é) N @ B

: (3.22)

o O O =
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em que os subscritos 1 e 2 significam, respectivamente, féton 1 e féton 2. A equagao (3.22)
descreve a situacao do foton 1 linearmente polarizado na direcao = e o féton 2 também.

Da mesma forma, obtivemos os demais. Assim,

0
1 0 1
0), [1), =]01) = = 3.23
i, == (5) = (0) = |, 329
0
0
0 1 0
1),10), = |10) = = 3.24
s =1 = (1) o (g) | | (324)
0
0
0 0 0
1, |1, =|11) = = 2
== (1) o)) - | 5 (3.29
1
O vetor de estado geral de polarizacao para dois fétons é:
Qoo
Qo1
1) = @00 [0)1 |0)y + o1 [0); [1)y 4+ c1o [1), [0}y + ann [1); [1), = o ) (3.26)
10
aq1

em que, por exemplo, ag; é a amplitude de probabilidade de achar o foton 1 linearmente

polarizado na direcao x e o foton 2 na direcao y.

Consideremos o seguinte estado normalizado:

1 1
[¥) = 751001100, + 1), [1),] = N5 (3.27)

_ o O =

Esse estado (3.27) chamamos de emaranhado, pois ndo pode ser decomposto num
produto de um estado do fé6ton 1 por um estado do féton 2. Caso o estado nao esteja
emaranhado, ele é dito ser separdvel. Pela interpretagao fisica da equacao (3.26), esse

é um estado em que ha probabilidades 1/2 de achar ambos os f6tons polarizados na
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direcdo x e achar ambos polarizados na dire¢ao vy, i.e., as polariza¢oes dos dois fétons estao
correlacionadas — ambas tém a mesma diregao(z ou y). Assim, se ao utilizar um analisador
for verificado que o féton 1 tem polarizacao y, com certeza, o foton 2 também tera a mesma
polarizagao y. Agora, considere dois fotons em dire¢oes opostas descritos pela equacao
(3.27) e com os dois analisadores de polarizagao distantes um do outro. Se uma medida do
foton 1 indicar que esté polarizado na direcao x, sem uma ag¢ao sobre o sistema poder-se-a
afirmar que o fé6ton 2 também esta polarizado na direcdo x; sabe-se, no entanto, que o
mesmo ¢ verdadeiro para qualquer outra direcao =’ que forme um angulo arbitrério ¢ com
x, ou seja, o féton 2 teria assim também uma polarizacdo bem definida nesta direcao 2’
(cf. apéndice B). Porém, polarizagoes em direcoes diferentes sao observaveis incompativeis,
ou seja, um féton nao pode ter simultaneamente valores bem definidos para elas. Essa
manifestacdo nao local foi denominada por Einstein, Podolsky e Rosen (EPR) de “acao

fantasmagdrica a distancia”, concluindo eles que a teoria quantica seria incompleta [4].

Sabemos que dado um estado quéntico geral, a pergunta se ha ou nao emara-
nhamento estd, em geral, longe de ter uma resposta trivial. Sendo assim, a procura por
métodos para tentar resolver essa questao é um dos objetivos do estudo do emaranhamento.
Esses métodos sao chamados de critérios de emaranhamento. Ha uma vasta classe de
critérios na literatura [43,44], a exemplos, a decomposigdo de Schmidt [45], critério de
Peres-Horodecki [46,47], de Simon [48] e entre outros. Na nossa linha algébrica, existe

também um critério desenvolvido por Trindade, Vianna e Fernandes [49].

Os exemplos mais conhecidos e aplicados sdo os estados de Bell® ou pares EPR [4,31]:

1

%) = ﬁ(|00> +]11)) (3.28)
o) = (o1 £ ]10)) (3.29)

V2

Uma aplicagao dos pares de Bell bastante conhecida é a codificacao superdensa [3].
A codificagao superdensa envolve dois parceiros, conhecidos como Alice e Bob, que se
encontram separados por uma grande distancia um do outro. O objetivo de Alice é enviar
dois bits classicos para Bob, mas deve fazer isso usando um tinico g-bit. Alice e Bob

inicialmente compartilham um par de g-bits no estado emaranhado:

_|00) + |11)
9y =

Alice possui um qg-bit, e o segundo g-bit se encontra com Bob. Essa situagao inicial

(3.30)

¢ mostrada na figura abaixo:

8 Também sdo conhecidos por serem estados maximamente emaranhados, ou seja, qualquer outro estado

de dois g-bits pode ser obtido a partir destes por operagoes que ndo criam emaranhamento [50].
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00) +|11)

. P =|

Alice | i 2 Bob
00:7 01:Z| 1 qubit 1 qubit - 0
10X 11:4Y

Figura 2: Arranjo inicial para a codificagao superdensa.

Ao enviar o seu ¢-bit para Bob é possivel para Alice comunicar dois bits de

informacao classica. Por convengdo [51], o procedimento adotado por Alice é o seguinte:

e enviar a sequéncia 00, nao deve fazer nada com o seu g-bit.
e enviar a sequéncia 01, deve aplicar o inversor de fase Z ao seu g-bit.
e enviar a sequéncia 10, deve aplicar uma porta NAO, ou X, ao seu g-bit.

e enviar a sequéncia 11, deve aplicar a porta 1Y ao seu g-bit.

Os estados resultantes sao:

00 : [¢h) ~~ |00>;§|11> (3.31)
01 : [1h) ~ |OO>\;§|11> (3.32)
10 : |¢)) ~~ \10>;§\01> (3.33)
11: [y) ~ 22 =110 (3.34)

V2

Observe que esses quatros estados sao os pares EPR. Dessa forma, se Alice enviar
o seu g-bit para Bob, uma vez de posse dos dois g-bits, ele pode realizar uma medida na
base de Bell e determinar qual dentre as quatro sequéncias Alice enviou. Portanto, Alice
enviou dois bits de informacao classica para Bob, enviando apenas um ¢-bit de informacao
quantica. Os dois g-bits estao envolvidos no protocolo, mas Alice nunca precisa interagir

com o segundo [3].

3.4 Computacdo Quantica Topoldgica

Os computadores quanticos tém como promessa superar as habilidades de computa-

dores classicos. Por exemplo, seria a possibilidade de resolver em tempo menor a fatoracao
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em primos de nimeros naturais [3]. A redugao do tempo de resolugao deste problema
possibilitaria a quebra da maioria dos sistemas de criptografia usados atualmente; contudo,
também possibilitaria a implementacao de protocolos de criptografia quantica que tém
como objetivo proteger mensagens em canais de comunicagao [3]. Porém, na computagao
quantica os estados quanticos sao frageis, e as mais fracas pertubag¢oes do ambiente podem
danificé-los [52]. Uma proposta de computacao quantica tolerante a falhas é a computagao
quantica topologica, que utiliza as quase particulas bidimensionais chamadas de anyons
e seus calculos sao realizados por meio de cordas entrancadas [9,19,53]. Essa proposta
¢é particularmente interessante, pois as propriedades topologicas nao se alteram quando
sofrem pequenas pertubacgoes, o que de certa forma acaba fornecendo uma resisténcia a

erros causados por pertubacoes do ambiente externo.

3.4.1 Anyons

Sabemos que do ponto de vista da mecéanica classica se permutarmos n particulas
idénticas, no espaco tridimensional, o sistema fisico permanecerd inalterado, todavia,
quando essa analise é feita pela mecanica quantica o estado do sistema pode mudar,
adquirindo uma fase [54,55]. Assim, o espago de Hilbert do sistema deve “carregar” uma

representacao unitaria U do grupo de permutacoes I,.

Considere o caso de duas particulas, com = = (ry,rs) denotando as varidveis
associadas as duas particulas (coordenadas e spin). No espago de Hilbert, os estados
correspondem a rayons — um mesmo estado é representado por ¥(z) e €4 (z), em que 6 é
uma fase arbitraria. Sabemos que em mecanica quantica as simetrias do sistema tém como
consequéncia que as fungoes de onda se transformam de acordo com uma representacao
unitaria do grupo. Entao, sua fun¢do de onda no caso de particulas idénticas se transforma
sob transposicdes’. Seja um operador U(P) que representa uma permutacio P, e para

esta representagao a “base” seja formada pelo conjunto {U(~;)} que satisfaz as condigoes:

Ua)Uir)U(vi) = Uvir)U () U (Vigr); (3.35)
UMa)U(y) = UM)UM)  li—jl =2 (3.36)
U)U(v) = id. (3.37)

Entretanto, se ¢ pertencer a um espago de representacao complexo unidimensional,
esta representacao deve ser unidimensional, e os fatores de fase aparecem: (v;z) =

U(y)(x) = e (x).

9

Toda permutacdo pode ser escrita como produto de transposi¢des v;. As transposi¢oes geram assim o
grupo simétrico; entao podemos usar o conjunto de transposi¢oes como “base” para I[',.
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A equivaléncia entre todas as fases é imposta através da relagao (3.35), donde
U(y;)¢(z) = €?4(x) e com 0 mesmo 6§ para todo ;. Da mesma forma a relagio (3.36) diz
que

U*(yp)d(x) = U())(z) = ey (x) = (),
o que resulta e = +1. Entdo, quando permutamos duas particulas idénticas, a funcéo de
onda pode permanecer inalterada ou nao. Quando a funcao de onda ¢ invariante, essas
particulas sdo chamadas de bésons'’, uma vez que obedecem a estatistica de Bose. Caso

contrario, as particulas sdo chamadas de férmions'' e obedecem a estatistica de Fermi.

Agora, consideremos o caso de duas particulas idénticas em um espaco bidimensio-

nal.

Definicao 3.4.1. Sejam ry e ry coordenadas de duas particulas idénticas, em duas di-

mensoes. Apos as permutacoes, infere-se que:

Y(ry,r3) = e%9(re, 1), (3.38)

em que 0 = 0,7 e as particulas séo chamadas de bosons e férmions, respectivamente; para
outros valores de 0 sao chamadas anyons. Particulas bidimensionais, que nao sio bosons

nem férmions, sao também conhecidas por quase particulas.

Como ja citado, os anyons existem nesses espacos de duas dimensoes. Se as
particulas indistinguiveis estiverem em um plano, num espagco tridimensional, existe uma
propriedade topologica que diz que todo caminho fechado neste espago pode ser suavemente
contraido a um ponto, porém, se o espago for bidimensional ndo existe essa propriedade a
priori e € pode assumir qualquer valor [56-58]. Ademais, a evolugdo do sistema no espago
bidimensional é dada pelas representagoes do chamado grupo de trancas, em vez das

representacoes do grupo de permutacoes, como no espago tridimensional.

Apesar da computagao quantica topoldgica ainda ser uma area em desenvolvimento
inicial, alguns experimentos ja foram feitos com o objetivo de comprovar a existéncia
dos anyons [9,56,59]. Por exemplo, um gés bidimensional de elétrons pode existir na
interface de duas placas semicondutoras de arseneto de galio: o movimento dos elétrons se
déa de forma livre, mas esses elétrons sao impedidos de se mover na dire¢cdo ortogonal a
camada que os tiraria do plano. Nesse processo os elétrons estao submergidos a um campo
magnético suficientemente forte e em baixas temperaturas; com isso, o gas bidimensional
de elétrons atinge um estado emaranhado que é separado de todos os estados excitados por
um intervalo de energia diferente de zero [56]. Camino et al. [59] sugeriram que as quase
particulas do efeito Hall quéantico fracionario sdo anyons. Porém, tal existéncia ainda nao

foi verificada [9].

10
11

A representacao U(P) =1 é dita totalmente simétrica.
A representacio U(P) = —1 é dita totalmente antissimétrica.
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Os percursos que os anyons seguem sao no sentidos horario e anti-horario. Os
dois sentidos sao topologicamente distintos, pois nao é possivel deformar continuamente
um percurso horario em um anti-horario sem cruzar trajetos e as particulas envolvidas
colidirem. Ha dois tipos de anyons: abelianos e nao abelianos [9,56]. Para a computagao
quantica topoldgica acredita-se que os anyons deverao ser do tipo nao abelianos, pois para
anyons desse tipo, o fator que modifica a funcdo de onda é uma matriz de ntimeros, e o

resultado da multiplicacao de matrizes depende da ordem em que elas sao colocadas.

3.4.2 Grupo de trancas, equacao de Yang-Baxter e portas ldgicas

Como ja mencionado, na computacao quantica topoldgica o computador realiza

seus calculos seguindo operagoes de cordas trancadas, o que na verdade sao linhas de

universo'? [19,20]. O movimento dos anyons pode ser representado pela figura':

— o °
o
I —
B
TT— — e
.__7/ T _ — .
o [ —Y
e -
\\
L T _ — o
- 7\'\\
>~ — B —e

Figura 3: Movimento de anyons no espago-tempo.

Observe que dados dois planos R?, imersos no espaco tridimensional R? e paralelos
um ao outro, basta se tomar trés pontos distintos de um deles e liga-los com fios a trés
pontos distintos do outro plano para se construir uma tranca [54]. A descrigdo dos anyons
é dada pelas representacoes do grupo de trancas'®, que é homomérfico ao grupo simétrico.
Entretanto, o grupo de trangas se mostra mais rico, pois considera a ordem em que ocorrem
as trocas dos elementos. Existem varias defini¢bes para o grupo de trancas, mas para

interesse da computacao quantica topologica, é utilizada a seguinte defini¢ao [11]:

Definicao 3.4.2. Diz-se que B, ¢ um grupo de trancas quando seu conjunto de n — 1

geradores 01,09, ...,0,_1 obedece as relagoes:

0,05 = 0,04 (339)

12 Representacoes do movimento de particulas no espaco-tempo; neste contexto se diz que o comprimento

dessas cordas representa o movimento da particula ao longo do tempo, e sua espessura corresponde a
suas dimensdes fisicas [56].

Todas as figuras desta subsegdo foram retiradas das referéncias [15,57,58].

Do inglés Braid Groups.

13
14
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para todo 1,5 =1,2,....,n—1 com |[i —j| > 2, e
0i0i+10; = 04410041, (3.40)

em quet=1,2,...,n—2 en éum numero natural.

A relagao (3.39) significa que permutacoes de pares disjuntos de particulas comutam.

O inverso é obtido trocando a ordem dos trangamentos, sendo definido por:

O-io-i_l = O'Z‘_IO'Z‘ =1 (341)
em que I € B, é o elemento unitario. Os elementos b € B,,, i.e. trancas distintas, podem

ser expressos de uma forma geral:
b=o0,""0;"0,""... € B, (3.42)

em que 4,7, k,... = 1,...,n —1 e m;,m;,my, ... € Z, ou seja, qualquer tranca pode ser
escrita por um produto de poténcias de geradores. Caso, além da relagdo (3.39), o grupo

possua a condicao:
o =1 (3.43)

em que m > 3 e m € Z, o grupo de tranca torna-se finito e o chamamos de grupo de

trangas truncado, sendo denotado por B, ,.

Na figura 4 sdo mostrados os n — 1 geradores de um grupo de trancgas B,,. Por
convengao histérica, as cordas devem ser consideradas como partindo do topo para a parte
inferior; elas sao ilustradas partindo de planos, de tal modo que a dimensao adicional,
perpendicular ao desenho, permite que as cordas passem por detras umas das outras [54].
E claro que cada tranca pode ser interpretada também como uma aplicacio R? — R2,

levando pontos distintos de um plano em pontos distintos de outro plano [11,54].

o1 o On—1

1 2 3 n 1 7 i+1 n 1 n—1 n

Figura 4: Geradores do grupo de trancas B,.

Exemplo 3.4.1. Considere o grupo Bs. Os geradores obedecem a relagao (3.40), em

simbolos, 010201 = 090102. Podemos ilustrar os elementos inverso e unitario como:
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g1 o} 1
SElR=

Figura 5: Elemento inverso e elemento unitario em Bs.

E a relagao (3.39) por:

1 2 3 1 2 3

N \

)

) D

3 2 1 3 2 1

010201 — 0201029

Figura 6: Geradores de Bs.

Existem algumas formas para se obter representacoes do grupo de trancas, entre
elas, a algebra de Temperley-Lieb [16] e a dlgebra de Hecke [60]. Trindade [61] mostrou que
as relagoes (3.39) e (3.40), conhecidas também por relagoes braid, sdo satisfeitas quando os
estados sao elementos de ideais a esquerda minimais da dlgebra e podem ser construidos a

partir dos geradores da algebra.

Uma outra forma para se obter representacao do grupo de trancas é através da

relagdo (3.40), também chamada equagao de Yang-Baxter e que sob a condigao [53]
o;— Ry =1°"Y @ R [#0—7) (3.44)

em que n é o numero de particulas, I é o operador unidade e R é a solugao da equacao,

ela pode ser expressa na forma:
(RRIINUIR)(RRI)=(I®R)(R®I)(I®R), (3.45)

satisfazendo portanto a relagdo que define os geradores do grupo de trangas. Considerando

01— R®1I e oy — I ® R, podemos representar a equacao (3.45) através da Figura 7.
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XX

RQI I®R
R®| { Q@ R
I®R RRI
R / | |Q R

Figura 7: Equacao de Yang-Baxter.

Em um trabalho seminal, Kauffman e Lomanaco Jr. [15] afirmaram que uma
solugao unitaria R da equacao de Yang-Baxter pode ser vista topologicamente como um
matriz braiding (ou operador braiding) ou como uma porta légica quantica universal. Esses

autores também introduziram como solugao da equacao de Yang-Baxter a matriz a seguir:

a 000
00do

R= (3.46)
0 c 00
000 b

em que a, b, ¢ e d s&o quaisquer escalares no circulo unitario em um plano complexo.
Foi mostrado [15] que se R é escolhido de modo que ab # cd, entdao o estado R(1) ® 1),
com ¥ = |0) + |1), é emaranhado. Todas as matrizes unitarias 4x4 que sao solugdes para
a equagao de Yang-Baxter foram obtidas por Dye [62] que também para esta dimensao,
classificou as familias de solu¢des. No intuito de obter equagdes para o teletransporte e

suas representagoes diagraméaticas, Zhang [63] explorou a seguinte solugao:

1 0 0 0
1 0 1 -1 0

B=-—— (3.47)
V21 0 1 0
-10 0 1

chamada de matriz de Bell; a acao desta matriz em estados base resulta em estados do
tipo Bell:

Bl00) = (\00> 1)) = | @~ (3.48)

BloL) = (o) + [10)) = " (3.49)

S

-l -

BIIL) = —=(j00) +|11)) = |&* (3.51)

)
)

—B[10) = (|01> 10)) = |¥~) (3.50)
)

Sl

De posse dessas informacgoes, nosso objetivo é desenvolver um método geral para

obtencao das representagoes do grupo de trangas de um conjunto de algebras de Hopf.
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Para isso necessitaremos da estrutura quase triangular, o que nos fornecerd as R-matrizes
que sao solugoes da equacao de Yang-Baxter. Utilizaremos portanto as chamadas algebras
de Hopf quase triangulares, e apresentaremos resultados para algebras de Hopf derivadas
de grupos ciclicos. Em particular, investigaremos as atuagoes do grupo C'Z; e das portas

logicas quanticas sobre os estados de Bell.



4 Algebras de Hopf Quase Triangulares e
Uma Proposta para Construcoes de Portas

Logicas Quanticas

Esse capitulo trata do método por nés desenvolvido neste trabalho [64] que visa
propor solugoes algébricas da equacao de Yang-Baxter, e consequentemente portas logicas
quanticas. Iniciaremos com uma sucinta revisao de algebras de Hopf quase triangulares e
suas relagoes com a equagao de Yang-Baxter. Em seguida, mostraremos algumas generali-
zagoes de resultados ja postos na literatura [21]. Por fim, aplicaremos nossos resultados

em estados do tipo Bell.

4.1 Algebras de Hopf Quase Triangulares e Grupo de Trancas

Nesta secao, a partir dos conceitos apresentados no Capitulo 2, revisaremos algumas
definigoes e resultados acerca das dlgebras de Hopf quase triangulares [21,22,25] e suas

relagoes com a equacao de Yang-Baxter.

Definigao 4.1.1. Seja (H, u,n, A, €) uma bidlgebra. Uma bidlgebra é dita quase cocomu-
tatitiva se existe um elemento R, com inverso, da dlgebra H @ H de tal modo que para

todo x € H tenhamos

A?(z) = RA(x)R™! (4.1)

em que A? = 1 g o A denota o coproduto oposto em H; j1 e n sdo as aplicagoes produto
e unidade, respectivamente; A é o coproduto e € a counidade. O elemento R que satisfaca

essas condicoes é chamada R-matriz universal.

Definig¢ao 4.1.2. Uma dlgebra de Hopf quase cocomutativa (H,pu,n,A,e,5, R) € quase

triangular se a R-matriz universal satisfaz as sequintes relagoes:

(idy ® A)(R) = RizRia, (4.3)
em que pela notacao de Sweedler R = Z RY @ R®. Isto nos sugere que
Rij:1@...®R(1)®1®...®R(2)®...®17

para Re HRH®---® H.
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Note que R;; € H®™ em que RW ¢ o i-ésimo fator, R é o j-ésimo fator e
todos os demais sao 1, até que a sua dimensao seja completada. Uma forma alternativa
para representar a R-matriz é utilizando elementos arbitrarios da algebra, o que nos da

R =Y s;®t;. Com isso, as expressoes (4.2) e (4.3) podem ser reescritas, respectivamente,

como:’
Y(s) @ (s:) @ti = 5 ®s; @it (4.4)
4,84 [N

e
Z S ® (tz‘)/ X (ti)” = Z SiSj ® tj ® ti. (45)
iti ij

Exemplo 4.1.1. Seja H uma &lgebra de Hopf gerada pelos dois elementos 1, g e =,

satisfazendo as relagoes
92 =1, 2 =0, g = —gzT.

O conjunto {1, g, z, gx} formam uma base desse espago vetorial. Como se trata de uma

algebra de Hopf, logo, teremos estrutura de codlgebra e aplicacao antipoda dadas por

Alg)=g®g, <elg)=1, Sg) =g,

Alx)=21+g®ux, e(z) =0, S(z) = —gx.

Para qualquer € H, temos que S*(z) = grg™ ' e neste exemplo, a R-matriz universal

sera
1 A
R:5(1®1+1®g+g®1—g®g)+§(x®x+x®gx+gx®gx—gm®x)

em que A é um pardmetro qualquer (cf. [25], p. 39).

Os lemas a seguir contém informagoes importantes acerca das caracteristicas das
R-matrizes universais [25]. Para simplificar a notacao indicaremos uma algebra de Hopf

quase triangular por um par (H, R)

Lema 4.1.1. Considere o par (H,R) uma dlgebra de Hopf quase triangular. Entao R, um

elemento de H ® H, obedece as relacoes

(¢ @ idy)(R) = (idy ® €)(R) = 1, (4.6)

(S @ idy)(R) = R~ = (idy ® S~)(R) (4.7)

(S® S)(R) = R. (4.8)
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Demonstragio. i) A prova de (4.6) dar-se-4 aplicando (¢ ® idy ®idy) a expressao (4.2):
= (e®idy)(R)-R
E quando aplicamos (idg ® idy ® €) a expressao (4.3) obtemos

= R- (ldH X 8)(R)

it) Mostra-se (4.7), calculando

R-(S®idy)(R) = (p®idg)(idg ® S ® idy)(R13Rs3)

= (u®idy)(idg ® S ®idy)(A @idy)(R)
(u(idg ® S)A @ idy)(R)
(e®idg)(R) =1

(idg @ SY(R™Y) - R = (idy @ p)(idy ® S ®idy) (R, Ryy')

= (idy @ p)(idg ® S ®@idy)(idy @ A)(R™)
(idg @ p(S ® de) YR
(idy ® €)(R™Y) =

i7i) Por fim, a relagao (4.8) é mostrada por

(S® S)(R) = (idH ® 5)(5 ® z'dH)(R)

= (de®S)(de®S H(R)
= (idy ®idg)(R)
= R.
|
Observe que para R =Y _s; ®t; as relagdes (4.6) e (4.7) sdo equivalentes a
e
ZS ) @t _Zsze@s ', (4.10)

respectivamente.
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Lema 4.1.2. Seja (H,R) uma dlgebra de Hopf quase triangular. Entdio a R-matriz

universal satisfaz a equagdo
RiaR13Ro3 = RasRi3Rio (4.11)

denominada equagdo de Yang-Bazter quantica.

Demonstragao. Aplica-se 115 a ambos os lados de (4.2), obtendo (A” ®idg)(R) = RogRi3;

assim

RysRisRy, = (A®idy)(R)
- ng(A ® Z-dH)RIQIRlQ
= RiaR13Ro3.

Naturalmente, quando R = Z s; @ t; a equagao (4.11) pode ser reescrita entao

%
COIMo:

Z S;Sk X tkSi (024 tjti = Z SjSZ' (024 Skti & tktj. (412)

irj,k ivjik
Definigao 4.1.3. Seja V um espago vetorial sobre o corpo k. Chama-se automorfismo

linear R de V. ® V uma R-matriz solucdo da equacdo de Yang-Baxter
(R @idy)(idy @ R')(R' @ idy) = (idy @ R)(R ®idy)(idy ® R'), (4.13)
em que R' = TR, com T sendo o operador flip.

A relacao supracitada é de fundamental importéncia, pois através da identificacao
R; _ ]I®(i—1) ® R’ ® ]I‘X)(n_i)7 (414)

em que I é o operador identidade, essa relagdo nos permite construir representacoes do

grupo de trangas B,, uma vez que satisfazem as relagoes correspondentes a (3.39) e (3.40):

RIR, = RR, |i—j|>2 (4.15)

()
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4.2 Generalizacao de resultados

Nesta secao, realizaremos generalizagoes de alguns resultados de Kassel [21] utili-
zando um conjunto de algebras, e exploraremos esses resultados no contexto de grupos
ciclicos. E importante destacar que muitos algoritmos quanticos sao descritos por meio do
produto semidireto e/ou direto de grupos. Um possivel caminho de descrever isto por meio
de uma formulacao algébrica seria a partir de um conjunto de algebras, o qual construimos

produtos tensoriais de elementos.

Lema 4.2.1. Sejam (Hla K1, 71, AI; €1, 517 51_17 Rl);' ) (Hn7 Moy Tin s An: Eny Sn7 S'r:la
R,) dlgebras de Hopf quase triangulares. Portanto, hd um elemento inversivel R tal que

para todo v € Hy ® --- ® H,, tem-se

A?(x)R = RA(z) (4.17)
com R :Zsh Rty .., Ry = Zsin @t , e

R= Y 50  ®s,0t;Q - Qt, (4.18)

Insesin

Além disso, temos as sequintes relagoes

(A ® Z.dH1®~~®Hn)(R) - R13R23 (419)
(idH1®~-~®Hn ® A)(R) - R13R12 (420)
R12R13R23 = R23R13R12 (421>

em (]UGRlQ: Z 511®3zn®t11®®tzn®1®®1, R13: Z Si1®"'3in®

11...0n i1...0n

1@ @10t @ ®t, eRyy= > 1@ - @1Qs, @ s, @t;, @ - @, 540
11...0n

satisfeitas.

Demonstragdo. Seja o coproduto:

na notacgao de Sweedler

AT @ Qz,) = D, (110120 Q1,) (11 QT2+ Q)"
— Z 'T/1®'”®x/n®x/1/®“'®x/ri
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Entao, no caso geral
AOp(x1®...®xn): Z x’{@@x%@xi@@x/n
($1®®$n)
Consequentemente
A1 Q- Qx,)R = Y (@ WD s Q- Q8 Oty @O
(-'171®®33n) i1...0n
- > 285 @ TSy, @ - @ a8, @ Tty @ - @ aty,
(T4 yTn i1 e yin)
= > :c’l'sl-1®1®--~®x’1til®~~®1)...
(Z1 5y }ilyeeeyin)
> 1®---®x2’nsin®1®---®wgtin>
(Z1 5 sTni1yeeeyin)
- Z Sllx/1®1®'®tzlr’1’®'®1)
(Z15e @m0, in)
> 1®---®sz~nx2n®1®---®tz~nw:i)
(Z15e @m0, 0n)
= > Sy T ®si2:c’2®---®sinx;®tilx’{®---®tinx§;)
(@150 501 510nyin)
= RA(x)
Motivados pelas relagoes (4.19) e (4.20), temos
(A ®idy) (Z Siy @ ® 85, @ty ®~-®tin> = > Al ®@ - ®s8;,) @idu(ty, @ ®1t;,)
11...0n 1.0
- Yo en s ed0 0
i1.in
Rty @ R t;
= (ngl®1®...®sgg®...®t;1
1181
@-01)..O 1l Qs @ ®s]
inSn
R - ®t,)
= X su®le 85,010 - Qtyt;
1171
D 1®- @58, @ ® sy,
injn
Rl Rt t))
= Ri3Ra3
De forma similar
(idH1®---®Hn ® A) - R13R12



Capitulo 4. Algebras de Hopf Quase Triangulares e Uma Proposta para Construcées de Portas Ligicas
Qudnticas 39

Segue entao que

RiaR3Ry3 = Z Sk, Sj ® v @ Sk, S, Dl Siy @+ Qty,8;, Qtjty, @--- QL t;,

il---i7L7j1---jn7k1---k7L

= (Z Sk Sj @ @1 @8, @ @1ty @@ 1)..( Z 1Q---

il:jl7k1 in7jn7kn

@Sk, Sj, @ Q1@ by, 85, @ @t;.t;,)
= Z(Sjlsz‘l®"'®1®3k1tk1®"'®tk1tj1®"'®1)---( Z 1@ ® 8,8, @

i1..0n insdnskn
Rl @ sg, ti, @+ & tkntjn)
= Do S @ @88, @ ® s ti, @ty ® - Dbyt
i1 iy f1 oG K1 in
= RasRi3R2
|
Sejam Vi,...,V, e Wi,..., W, H-moédulos. Podemos estabelecer um isomorfismo

C%...Vn,wl...wn de Hq,...,H,-mé6dulosentre V1 @ --- @V, W, @ --- W, e W1 ®- - ®
W,V & ®V,, definido por

C\}Z...vn,wl...wn(m Q@ QURUWIR QW) = T VWi W (B> (01 Q- Qv @1 @+ @ wy)
= Ztil>w1®---®tin>wn®si1>111®---

i1...0n

Xs;, > vy,
em que > denota a acdo de H em U, V e W.

Teorema 4.2.1. Para qualquer tripla (U1 @ -+ @ U,,Vi®--- @V, W1 ®--- @ W,) de
H ®---® H,-mddulo, temos:

a) A aplicagio C\}/i...vn,wl...vvn é um isomorfismo de Hy @ - - - ® H,-modulo.

b) (CF v, @iduy 0,) (idv, v ® CE_vwrwn) (CEL vt ovs @ iy, ) =

(Zdwl...Wn ® CUl...Un,Vl‘..Vn> <CU1.‘.Un,W1...Wn ® ZdVl...Vn> (ZdUl...Un ® Cvl..‘vn,wl...wn)

Demonstra¢io.  a) Para qualquer x1®- - -®Qx,, € H1®---® H,-mddulo, usando a defini¢ao

C‘F/El---Vn,Wl---Wn (331 Q- ® xn) > (Ul D QU QW Q@ wn) = Tv1..0n,w1...0p (R >
A @ Q) > (1 ® - Qu, @w @ -+ ®w,)), o Lema 4.2.1 e a notagdo
CHF v, (@1 ® @2, > (1 ® - @V, ®w; ® -+ @ wy,) = C, obtemos
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C = Tvy..0p,w1...wn (Aop(xl K- ® xn>R(Ul R RV, QU K- R wn))

1 " 1 / /
= Tyrvmwiaon Z TS D> v @ T8, DU ® - Qx5 D> v, @ xty, D> wp ® Tty

T1...Tp,01 .. 00

Dwy @ -+ @ )b, > wy)

= S ity D w @aht, B> wr @ - @ Thty, > w, ® T s, > vp @ TS, > U2 @

T1... Ty, .. 00

"
- ® TS5, DUy

= A1 @ Qx,) Dty Pw @ @, >w, @Ts;, >vy @+ Qxhs;, > Uy,

i1...0n

= A(l'l K- & wn)Tvl..,vn,wl...wn(R > [Ul Q- Un, X w1 X R wn])
= @11® Q) (CF v o, V1@ @, @ @ -+ @ wy))

b) Com a utilizagdo do Lema 4.2.1 é facil verificar que

R . . R R .
(Cvl...vn,wl.uwn ® ZdUl.‘.Un) (ldVi...Vn ® CUl...Un,Wl...Wn) (CUl...Un,Vl...Vn ® @dWL..Wn) =
Z tk1tj1 Dw Q& tknt_jn > W, @ Sg, i, D> vy @ S, iy, DU, @ Sy Siy B
i1 ins g1 egnskt ki
U Q-+ KX 85,8, DUy

i1,51,k1

( Z tklt]1[>w1® ®sk1ti1>v1®~--®sjlsi1>u1®---®1)

Y 1@ty ]nbwn®~--®skntinDvn®---®1®sjnsin>un)

insJnskn

( 3 tjltil>w1®---®tklsil>v1®---®sjlsi1>u1®---®1)

i1,J1,k1

( Z 1®t]~ntinDwn®---®tknsinDvn®---®1®skns]~n>un)

in,Jn.kn

= (Zdwl---wn ® CUl...Un,Vl...Vn) (CU1...Un,W1...Wn ® Zdvl---vn) (ZdUl---Un ® Cvl...vn,wl...wn)
o que demonstra o teorema. [ |

Observe que se Uy =V, = Wy, ..., U, =V, = W,, conclui-se que Ox}/%l‘..vn,wl...wn é
solucao da equagao de Yang-Baxter e portanto pode ser usada para gerar representacao
do grupo de trancas.

Considere agora Zy,, Zp,, - .., Zy, grupos ciclicos finitos de ordem 71,72, ...,7,

e CZy,,CZpy,,...,CZ,, suas dlgebras de grupo respectivamente. Podemos construir
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algebras de Hopf [25] com estruturas quase triangulares

m-—1 —2mlajby

Yoo gmregh (4.22)
771 a1,b1=0
- 1 —27rIa2b2
Yooemm gy (4.23)
772 a2,ba=0
]_ 77»,7,71 —<aTianbn
Ryo=— Y e m g (4.24)
T a,, =0

e tem coproduto Ag™ = ¢" ® g™, Ag™? = ¢ ® ¢g*,...,Ag" = ¢°" ® ¢"". A couni-
dade ¢ dada por eg™ = €g® = --- = ¢g” = 1 e a antipoda Sg* = (¢*)~ !, Sg?* =
(g*)7t, ..., S¢g" = (¢g°»)~". A unidade imaginaria é representado por 1. Em (4.22) — (4.24)
g% sao os elementos do grupo.
De acordo com a nossa formulacao, temos:
1 m—1mn2—1,...nn—1 —2nTaiby...anbn
R: _— Z e n1n2---Nn gal ®ga2 ®...®ga" ®gb1 ®gb2®®gb"

mnz...Mn a1,a2,...,an;b1,b2,...,b,=0

(4.25)

Usando a notagao C{}zl',.UmVlmVn(ul RUs @ D Up @V DV @ -+ @ Vy,) = Cy, podemos

mostrar [21] que:

1 M= =Lyt =1 510y agby..anbn

Cl - Z e ninz.-n gbl > v @ gbz D@ ® gbn > v,
771772 e nn al1a27---7anb17b27---,bn
RIT > U RGP D> U ® - @ g > Uy, (4.26)

4.3 Aplicacao

Para ilustrar nosso método desenvolvido em [64], consideramos a édlgebra de grupo

CZy com o grupo G = {€,x}, em que € ¢é a identidade. Neste caso, utilizando (4.25) tem-se

—_

1
R = 72 —7rIaba b
a,b=0

(eQRe+rRe+eRr —x Q). (4.27)

l\D

N[ —
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Usando a representacao regular = da algebra [66], temos

1 000 0010
0100 0 0 01
E(e®e) = E(r®e) =
0010 1 000
0 001 0100
0100 0 0 01
_ 1 000 | _ 0010
0 001 0100
0010 1 000
e utilizando a expressao (4.27) tem-se
11 1 -1
1 1 1 -1 1
=Z(R) =< . 4.28
B=351 , 1 1 ; (4.28)
-1 1 1 1

Consideraremos Z(R) = R. O operador flip associado é dado por [15]:

1000
0010
T = (4.29)
0100
0001
Consequentemente,
11 1 -1
1 1 -1 1 1
2 1 1 -1 1 ( )
-1 1 1 1
Esta matriz satisfaz a relagdo de tranga (3.45), ou seja:
IR RDNI®R)=(Re)(Ix® R)(R @I) (4.31)

em que [ é a matriz identidade 2 x 2, e pode ser interpretada como uma porta logica

quantica.
Sua acao sobre os estados de Bell é dada por

S

\/5(101) +[10)) = |wF); (4.32)

7| 500+ )| =
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(|01> +[10)| =

7| (|00> + 1)) = [@*); (4.33)

NE
sx

5(100) —[11))) =

R/

=(00) — 1)) = o) (134

e
S\

R U@“O” - y1o>)] _ \}5(\1@ o) = |w-), (4.35)

i.e. 0 emaranhamento é preservado sob a acdo desta porta. E importante ressaltar que
muitos grupos de simetria podem ser escritos em termos de grupos ciclicos [66]. Portanto,
os grupos ciclicos podem refletir indiretamente simetrias de sistemas fisicos transformando
estados maximamente emaranhados em si mesmos. Curiosamente, a partir de um caso

extremamente simples, é possivel gerar uma estrutura nao trivial.

Ao contrario das abordagens de outros autores [15,62,63], nossa proposta é a
obtencao de representacoes de grupos de tranca de uma forma sistematica para dimensoes
arbitrarias, explorando a estrutura de simetrias subjacentes. Isto é interessante para fisica
anyénica, porque, por exemplo Monchon [67] mostrou que para anyons obtidos a partir
de uma teoria de calibre finito, o poder computacional depende do grupo de simetria. E
importante mencionar que apesar da analise ter sido feito para grupos ciclicos, qualquer

grupo ou algebra poderia ter sido utilizado, assim o nosso método é geral.
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5 Conclusoes

Neste trabalho, visando desenvolver portas légicas quéanticas algébricas, abordamos
inicialmente as algebras de Hopf que serviram como base para os estudos das algebras
de Hopf quase triangulares apresentadas em capitulo posterior. Neste contexto foram
apresentadas as defini¢bes de algebras, codlgebras e bidlgebras. Em um segundo momento
apresentamos alguns conceitos basicos da computacao e informagao quanticas; foram eles:
os g-bits, as portas légicas quanticas, o emaranhamento quantico e a codificagdo super-
densa. Como motivacao e justificativa para nosso desenvolvimento fizemos uma discussao
sobre a possibilidade de implementacdo da computagao quéntica, mais especificamente, a
computacao quantica topologica que emprega quase particulas bidimensionais chamadas
anyons; exploramos a estrutura mateméatica da computagao quantica topoldgica através do
grupo de trancas que aparece associado aos anyons e estudamos a equagao de Yang-Baxter

e sua importancia dentro da computacao quéantica topoldgica.

Na segunda parte deste trabalho, revisamos conceitos de algebras de Hopf quase
triangulares e a suas relacoes com o grupo de trancas e a equacao de Yang-Baxter.
Apresentamos entao no capitulo 4 nossa contribuicao, ou seja, um método sistematico
para encontrar representacoes do grupo de trancas obtidas considerando um conjunto
de algebras de Hopf quase triangulares derivadas de um grupo ciclico. Em particular,
mostramos como obter uma porta logica quantica de uma estrutura simples abeliana
gerada pela algebra do grupo CZ,, sendo essas portas logicas capazes de preservar os

estados emaranhados do tipo Bell.

Como perspectivas, exploraremos outros grupos ciclicos, bem como, a possivel
estrutura topologica associada. Investigaremos o nosso método dentro do conceito de
emaranhamento topolégico [14], buscando desenvolver um critério algébrico para esse
emaranhamento. Também perscrutaremos as atuacoes dessas porta logicas dentro da

criptografia quéantica, por exemplo os protocolos BB84 e E91.

Concluindo, devemos citar que a computagao e informagao quanticas, como pro-
cessos em desenvolvimento, ainda apresentam lacunas (por exemplo, novas portas 16gicas
e protocolos de criptografia) a serem preenchidas tanto no ambito experimental quanto
tedrico. Acreditamos que assim como foi com a computagao classica, para implementacao
do computador quéntico, é preciso buscar bases tedricas eficientes que sanem os problemas
detectados sendo a linguagem algébrica uma dos dominios de interesse nessa base e onde

insere-se nosso trabalho.



APENDICE A — Elementos de Algebra e de

Categorias

Este apéndice foi fortemente influenciado pelas referéncias [36,68-70]. A ideia deste
apéndice é que o leitor se familiarize com as estruturas algébricas e com as categorias

apresentadas ao longo do texto.

A.1 Topico em Categorias

Em teoria de categoria, observamos que muitas propriedades de sistemas matema-
ticos podem ser unificadas e simplificadas por uma apresentacao com diagramas de flechas.
Por exemplo, considere a flecha f : A — B representando uma funcao; isto é, tem-se um
conjunto A, um conjunto B e uma regra x — f(x) que atribui a cada elemento € A um

elemento f(x) € B. Sendo assim, um diagrama geral da situacao

LB (A1)
/N
A———C

[l

é comutativo quando h = g o f, em que “o” é a composicao usual de funcoes, ou seja
gof:A— C eédefinido por z — g(f(z)).

A.2  Grupo

Definicdo A.2.1. Um conjunto G com uma operacio' . : G — G x G é um grupo se

satisfaz os sequintes ariomas:

i) Sejam a,b,c € G entdo a operagio € associativa, isto € a+(b.c) = (a+b).c;
it) Para todo a € G, existe elemento neutro e € G tal que e.a =a.e = a;

i11) Para todo elemento a € G, existe um elemento inverso b € G tal que a.b="b.a = e.

Nota-se um grupo G por com operagao . por (G, ).

1 Esta operacio ndo necessariamente significa o produto dos elementos; também nao induz previamente

a comutatividade dos elementos.
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Exemplo A.2.1. a) (Z,+) é um grupo abeliano infinito, em que Z é conjunto dos

inteiros.

b) (R*,.) é um grupo multiplicativo abeliano, em que R* é o conjunto dos reais nao

nulos.

Um grupo em que todos os elementos comutam é chamado comutativo ou abeliano.

Definigao A.2.2. Seja (G,.) um grupo. Um subconjunto nao vazio H de G é um subgrupo

de G (detonamos por H < G) quando, com a operagio de G, o conjunto H é um grupo.

Os resultados das operagoes sucessivas entre dois elementos quaisquer do grupo,

pode ser representado por meio de uma tabela de multiplicagao (ver as referéncias [68,69)]).

A.2.1 Grupo de Permutacoes

Consideremos um conjunto de todas as permutacoes de n elementos: Toda permu-

tagdo de n objetos pode ser representada por

r 2 - n
mi Mo e My,
com significa que a permutacao desloca o objeto originalmente na posi¢ao 1 para posigao

mq, 0 objeto na posicao 2 para ms e etc.

Definamos o produto vy, de duas permutagdes v, e 75 como a permutagao obtida

primeiro executando vy, e depois 7;. Por exemplo para n = 4:
(1 234\ (1234
Tl a31) 1423

B 1 2 3 4
7172—2143

Esse conjunto de elementos forma um grupo denominado grupo das permutagoes.

Entao

O grupo das permutacgoes de n elementos é designado por I';; e chamado grupo simétrico.

A.2.2 Grupo Ciclico

Uma poténcia n de um elemento a de um conjunto pode ser definida como sendo
n repeticdes de uma operacao sobre esse elemento, isto é, a" =a.a.a.---. Se, a partir
de um elemento a, um conjunto com sequéncia de n elementos a,a?, ..., a" = e pode ser
gerado, entao, este conjunto satisfaz todos os axiomas de grupo. Esse grupo é chamado
grupo ciclico de ordem n, e o elemento a é chamado gerador. Vale ressaltar que todo grupo

ciclico é abeliano mas nem todo grupo abeliano ¢ ciclico.
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A.2.3 Anel

Defini¢ao A.2.3. Um anel ou anel comutativo (A, +,-) € um conjunto com pelo menos dois
elementos, munido de uma operagio denotado por + (adig¢ao) e de uma operagio denotada

por - (multiplicagao) que satisfazem as condigoes sequintes (quaisquer ai,as,az € A):

i) Associatividade: (a1 + az) + as = a; + (az + az) e (a1 - az) - az = ay - (as - az);

1) Comutatividade: a; + as = as + a1 e ay - ay = as - ay;

)
iii) Elemento neutro: 0 +a; =ay e 1-a; = ay;
)

vt) Elemento inverso: a1 +as =0 =as + aq;

v) ay - (my+mg) =ay-my +ay - my.
Caso a comutatividade nao seja satisfeita, entdo o anel é chamado anel nao comu-
tativo.

Definigao A.2.4. Um anel (k,+,-) € chamado corpo se todo elemento diferente de 0 de

k possui um inverso com respeito a multiplicacao.

A.2.4 Mbodulo

Definigao A.2.5. Sejam A um anel comutativo com unidade. Um grupo abeliano aditivo

(M, +) dotado de uma multiplica¢io escalar
AxM — M
(a,m) — a-m

¢ dito um A-mddulo, para quaisquer ai,as € A e my,mo € M, se satisfaz os sequintes

ariomas:

Sejam A um anel e M um A-moédulo. O médulo M é dito finitamente gerado

quando existe um ndmero finito de elementos my, ..., m; de M (¢t € N) tais que
M=Am; +Amos+---+Amy=ay - my +-- - + aymy

sendo {ay,...,a;} € Ae{mq,...,m;} o conjunto de geradores para o médulo M e também

pertencentes a um subconjunto de M.
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A.3 Toépico em Representacao de Grupos

A.3.1 Algebra de Grupo

Considere o grupo G. Seja A o conjunto de elementos Z arR em que agr € C um
R
namero e um elemento R € G. Se ZaRR e ZbSS sao dois elementos de A e ¢ é um

R g
nimero complexo, segue que

a) ZaRR + ZbRR = Z(aR +br)R € A,
R R R

b) (O arR) x (> _bsS) = arbsRS € A;
R g

R,S

c) c(%: arR) = (car)R € A;

R

A &lgebra assim definida é chamada algebra de grupo e os elementos Z arR

ReG
chamados elementos da algebra.

Consideremos A como o espago de representagao de GG. Neste caso as matrizes que
constituirao a representacao serao matrizes n X n em que n ¢ a ordem do grupo. Com isso,

temos:

i) Se R é algum elemento de G, sendo G = {E, R, S,T, ...} eabase f, (v =1,2,3,...,n)
de A, segue que:

Rfv = Z FMV(R)f,,

com f, elementos de G. Dai

1 se R=f,f.*
Ly (R) = ’”‘_1
0 se R# f#fu
e para (4 = v temos:
1 se R= fufu_l =F

P (1) = { 0 se R#F,

ou seja somente I'(E) terd elementos diagonais nulos;

b) Considerando os caracteres, a ultima expressao I';,, segue que

X(R) =

n se R=F
0 se R#F,

isto ¢, numa representagao regular somente o elemento identidade possue carater

diferente de zero.



APENDICE B - Complemento Sobre

Estados Emaranhados

Desenvolvemos neste apéndice uma complementacao da explicagao sobre estados

emaranhados [41].

Vamos mostrar que no estado |¢) dado por (3.27) as polarizagoes lineares dos dois
fotons sao paralelas qualquer que seja a direcao escolhida. Com esse objetivo, consideremos

uma rotacdo 7' de angulo ¢ no plano (zy) Assim, teremos (vide figura 8) a matriz

Figura 8: Rotagao no plano (xy).

T ( cosp —seny ) Dat.

seny  cos

a:’:Tx:(COS(p —sengo) (1) _ (cosgp) " (B.1)
seny  Ccosy 0 senp

e de forma similar tem-se

cosp —seny 0 —seny
yf:Ty:( )( >:( )—m. B2
seny  cosy 1 cos

Definimos o estado

/ _L / / / /
|@/)>—\/5[|0>1l0>2+|1>1|1>21- (B.3)
Assim
N L [ Cos cos —sengp —seny

0= gl(m) o) () o)) oo

1

1 0
= 5l |71 (B.5)

1

Q.E.D.
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