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RESUMO

Modelos de spin desordenados foram geralmente investigados na abordagem
temperada, o que corresponde a uma situagdo comum na fisica do estado solido, onde o
tempo de relaxamento das variaveis de desordem é muito maior do que o tempo de
medicdo tipico. Estudos recentes de transicdo de fase na presenca de desordem para
outros sistemas, como os cristais liquidos, tém chamado a atencdo para a condi¢do em
que o tempo de relaxamento torna-se muito mais curto. Em tais casos, a abordagem
recozida é bem justificada. O modelo de Maier-Saupe, que descreve a interacdo entre as
moléculas de quadrupolo, tem sido usado com sucesso para um grande numero de
situacoes.

Neste trabalho, desenvolvemos um formalismo de matriz de transferéncia para
investigar modelos de Ising recozidos em duas estruturas: a estrutura hierarquica do
diamante e da rede apoloniana. A abordagem proposta acompanha 0s mesmos passos
utilizados para a analise dos sistemas ordenados, 0 que equivale a derivar mapas de
recorréncia adequados para as variaveis termodinamicas e magnéticas como funcao da
geracdo da rede.

O formalismo pode incluir varios tipos de desordem, como diferentes interacGes
ferro e anti-ferromagnéticas, ou o efeito de diluicdo analisados neste trabalho, onde os
atomos magnéticos sdo substituidos por outros ndo-magnéticos. Uma vez que o
tratamento do sistema é feito num ensemble "grande canénico”, torna-se necessario
introduzir o potencial quimico, relacionado a concentracdo dos dois tipos diferentes de
particulas. Neste ensemble, todos 0s possiveis estados das variaveis ligadas a descricao
dos diferentes tipos de interacdo ou de particulas sdo levados em consideracdo no
calculo da funcéo de particdo apropriada.

Devido a isso, as matrizes de transferéncia tém ranking maior do que as obtidas
para a versdao do modelo ordenado. Para a rede hierarquica do diamante, os resultados
indicam que a transicdo de fase persiste por uma vasta gama de valores do potencial
quimico. Para a rede apoloniana, 0 sistema se encontra sempre numa fase
magneticamente ordenada, sem transi¢cdo de fase para nenhum dos valores do potencial

quimico.



ABSTRACT

Disordered spin models have been mainly investigated under the assumption that
the system is quenched, which corresponds to a very usual condition in condensed
matter physics, since the relaxation time of the system to an equilibrium condition is
much larger than the time used to complete a set of experimental measurements. Recent
experimental studies of phase transitions of other kinds of systems like the liquid
crystals have called the attention to situation where the mentioned relaxation time can
become much shorter. Under such conditions, a theoretical description based on
annealed variables may be more adequate than the quoted quenched framework. For
liquid crystals, a convenient microscopic description for the quadrupole interaction
among molecules can be provided by the Maier-Saupe model, which can also be
extended to describe disordered situations, be it in the quenched or in the annealed
formulation

With this motivation, this work presents a transfer matrix framework to
investigate a much simpler disordered Ising model in its annealed version in two
hierarchical structures: the diamond hierarchical lattice and the Apollonian network.
Like previous works on similar ordered or deterministically disordered models, the
extended method follows similar steps that include the derivation of recurrence maps
relating the thermodynamic and magnetic properties of the system in two successive
generations of construction of the lattice.

The presented formalism is suitable for the description of several types of
random disorder, e.g., ferromagnetic and anti-ferromagnetic interactions, dilution of
magnetic degrees of freedom, and so on. The formalism requires the introduction of a
“grand-canonical” ensemble, which depends on a chemical potential related to the
concentration of two different types of particles or interactions. In such ensemble, all
possible states of the variables related to particle or interaction type are included in the
evaluation of the pertinent partition function.

The method leads to transfer matrices having larger rank than that for the
corresponding uniform model. Our results for the diamond hierarchical lattice indicate

that the ferro-paramagnetic phase transition observed for the uniform model persists for
Vi



until a critical value of the chemical potential, below which the system is observed in
the paramagnetic phase only. For the Apollonian network, no phase transition is
observed. The system is always found in a ferromagnetic phase.

vii
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CAPITULO 1
INTRODUCAO

O estudo de transicdes de fase para fendmenos magnéticos foi introduzido pelo fisico
francés Pierre Curie (1859-1906) em seu trabalho publicado em 1895 quando se descobriu a
influéncia da temperatura em materiais magnéticos, conhecida como a lei de Curie [1].

No entanto, o fendmeno de transicdo de fase foi mais estudado microscopicamente a
partir da solu¢cdo do modelo de Ising pelo quimico que adotou a nacionalidade estadunidense,
Lars Onsager (1903-1976), em 1944 [1], na qual foi encontrada uma temperatura critica bem
definida para o calor especifico. Atualmente o modelo de Ising é discutido praticamente em

todos os livros didaticos modernos da mecéanica estatistica.

1.1 Modelo de Ising

O fisico alemdo Ernst Ising (1900-1998) seguiu as ideias de seu orientador, o fisico
alemdo Wilhelm Lenz (1888-1957) [1], sobre a teoria microscépica do paramagnetismo e
ferromagnetismo, e as apresentou na sua tese de doutorado em 1924, fazendo célculos para
este modelo. Uma vez que Lenz foi o orientador da tese, é preciso tomar cuidado sobre as
origens das ideias da tese de Ising®. De fato, Ising afirmava que o modelo deveria ser
chamado de modelo de Lenz-Ising, uma vez que o Dr. Wilhelm Lenz teve a ideia e prop6s a

ele realizar um exercicio matematico para sua tese. No nosso trabalho, entretanto,

! para maiores informacdes, leia o artigo Niss, M., History of Lenz-Ising Model 1920-1950, Arch. Hist. Exact
Sci. 59: 267, 2005.
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chamaremos o “modelo de Lenz-Ising” apenas de “modelo de Ising”, ja que € assim que esse
modelo é conhecido atualmente.

Desde 1940, houve muitos artigos cientificos publicados sobre o modelo de Ising. Tem
sido assim, um dos modelos mais estudados da fisica moderna [2, 3, 4, 5]. O estudo da
transicdo de fase com este modelo teve grande relevancia durante a ultima metade do século
passado.

A principal razdo para a onipresenca do modelo de Ising na fisica moderna é que gera
um equilibrio entre a fisica ndo-realista e realista. Ou seja, a sua simplicidade torna-o passivel
de um tratamento matematico. O professor de Fisica chinés Kerson Huang (1928) considerou,
em 1963 [1], o modelo de Ising como um exemplo n&o trivial de uma transicdo de fase no
qual pode ser trabalhado matematicamente e a sua principal vantagem esta no modelo de Ising
bi-dimensional para um tratamento exato em mecanica estatistica.

Para uma transicdo ferromagnética, podemos construir uma teoria microscopica
considerando interacdes de curto alcance numa rede d-dimensional, utilizando o modelo de

Ising homogéneo, definido pelo hamiltoniano de spin [6]

N

H = —]ijZO'iO'j — hz g; . (1.2

i i=1

As variaveis g; podem assumir os valores +1. O primeiro termo, cuja soma deve ser realizada
sobre os pares de sitios vizinhos mais proximos, representa as energias de interacdo. Quando
Jij > 0,temos um estado ferromagneticamente ordenado e, quando J;; < 0, temos um estado
antiferromagnético. No caso mais simples, as energias de interacdo ndo dependem das
variaveis o;, deste modo, J;; = J. O campo magnético externo é indicado por h.

Mais adiante, no nosso trabalho, vamos utilizar o modelo de Ising incluindo varios
tipos de desordem, como diferentes interacGes ferro e anti-ferromagnética, e o efeito de
diluicdo, onde os &tomos magnéticos sao substituidos por outros ndo-magnéticos.

De acordo com a referéncia [6], para calcular a funcdo de parti¢cdo para o modelo de
Ising, faz-se a soma dos pesos de Boltzmann sobre todas as configuracbes das variaveis de
spin, cujo hamiltoniano é dado pela equacdo (1.1). Pode-se, obter assim, a energia livre

magnética por sitio:



] 1
g= Alll_r)go _,B_NanN]’ (1.2)
onde
Zy = Z exp(—BH). (1.3)
configuragodes

B = 1/kgT, onde kg é a constante de Boltzmann.

A solucdo do modelo de Ising unidimensional ndo apresenta nenhum tipo de transicao.
Mas, vaérias técnicas foram desenvolvidas para resolver o modelo de Ising em duas ou trés
dimensdes (embora ndo foi obtido sucesso nesse Ultimo caso), incluindo a aproximacao de
campo médio, matrizes de transferéncia.

No nosso trabalho, utilizamos a técnica de matrizes de transferéncia, através da qual é
possivel determinar valores para as fungdes termodindmicas e magnéticas com alto grau de
precisdo para modelos em redes hierarquicas e em redes apolonianas, sendo discutido mais

adiante.

1.1.1 Modelo de Ising homogéneo, quase-periodico e desordenado.

Podemos também escrever o hamiltoniano do modelo de Ising de uma forma mais

abrangente:

N
H = —Z]ijffiffj - Z h;o;, (1.4)
7 =1

onde h; € 0 campo que pode assumir os valores +h. A depender de como a energia de
interagdo (J;;) se comporta, o hamiltoniano pode representar um caso homogéneo? [7], quando

as interacBes sdo uniformes, desordenado [8], quando as interacdes admitem valores

% Quando Jij assume um Gnico valor.
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aleatorios, ou quase-periodico [9], quando as intera¢fes sdo geradas por substituicdes binarias

nao uniformes.

1.2 Redes

Modelos de sistemas fisicos na matéria condensada sdo geralmente definidos sobre
substratos geométricos que garantem algum grau de simetria. Tal abordagem é sustentada pela
observacao da estrutura microscopica de um grande nimero de compostos que geralmente se
ordenam segundo redes cristalograficas euclidianas. Além disto, € comum usar também redes
que ndo sdo observadas fisicamente, mas que oferecem propriedades geometricas e

matematicas interessantes.

1.2.1 Redes euclidianas

Chamamos de rede euclidiana uma rede definida no espaco euclidiano.® A rede
euclidiana se constitui de um numero finito de pontos com certa relacdo de vizinhanga entre
eles. Chamamos os pontos de sitios e as relagdes de vizinhanga sdo representadas por
conexdes entre 0s pontos.

Um cristal ideal descrito na rede euclidiana é constituido por uma repeticdo infinita de
grupos idénticos de atomos [10] aos quais chamamos de base. As operacdes de translacdo e
rotacao sdo satisfeitas pelo conjunto de pontos pelos quais a base esta associada. Isso equivale
a dizer que dois conjuntos de pontos sdo considerados analogos se um puder ser transformado

no outro apos uma sequéncia de rotacdes e translacoes.

1.2.2 Redes hierarquicas do diamante

® Um conjunto de pontos no espaco euclidiano satisfaz as operacdes de translagdo e rotagéo.
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Redes hierarquicas* sdo importantes no estudo de modelos de spins, pois apresentam
invariancia de escala. Modelos definidos nestas redes sdo passiveis de solucbes exatas.
Solucbes para este modelo constituem aproximacdes para modelos definidos em redes
quadradas.

Uma rede hierdrquica resulta de um processo que consiste em agrupar alguns
elementos um determinado nimero de vezes para originar a rede [21, 22]. Inicia-se com certas
unidades agrupadas formando a estrutura da primeira geracdo, as quais sdo favoravelmente
agrupadas para formar a segunda geragcdo, e assim sucessivamente. Na figura 1.1,
representamos as primeiras geragdes da rede hierarquica do diamante. Comegamos na geracdo
zero com uma conexao entre 0s chamados sitios raiz. Na primeira geragcdo, agrupamos quatro
sitios, cujos sitios superior e inferior séo os sitios raiz. A seguir, formamos a segunda geracéo,
agrupando quatro conjuntos de sitios da primeira geracdo. Repetindo 0 processo n vezes,

obtemos a n-ésima geragao.

n=0 n=1 n=2

Figura 1.1: Primeiras geracOes da rede hierérquica

E possivel obter o nimero de sitios na n-ésima gerag&o (N,,) o nimero de arestas (L,,)

e adistancia minima entre os sitios extremos (M™):

2-4"+4
L
L = 4 (1.5)
M" = 2",

* Hé vérios trabalhos publicados sobre essas redes. Alguns exemplos podem ser encontrados nas referéncias [11,
12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20].



com {n € N/n = 0}.

H& uma extensa lista de resultados de modelos tratados pela mecénica estatistica que
foram obtidos para a rede hierarquica do diamante e outros variantes, envolvendo o célculo de
expoentes criticos, e outras grandezas que caracterizam transicdo de fase de primeira e

segunda ordem [21].

1.2.3 Redes apolonianas

Essa rede tem sua origem na resolugdo do problema de preencher o espagco com
esferas, estudado pela primeira vez por Apollonius de Perga® (Perga, 262 a.C. — 194 a.C.)
[23].

Na versdo bidimensional, temos a seguinte solucéo: trés circulos tangentes originam
uma regido que deve ser preenchida por circulos menores que tangenciam os iniciais e assim
sucessivamente. Na figura 1.2, ilustramos os circulos tangentes da resolucdo do problema de

Apollonius.

Figura 1.2: Circulos tangentes na solugdo da otimizacgao de um plano por circulos.

Para definir a rede apoloniana imagina-se que 0s centros dos circulos tangentes da

solucdo de Apollonius sejam ligados por retas. A rede resultante representa a intersecdo das

® Apollonius foi um matemaético e astrénomo grego do século 111 A.C. que inovou no campo das conicas.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Perge
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linhas de ag@o que define a direcéo das forcas de contato. As trés primeiras geracoes da rede

apoloniana consideradas no nosso trabalho estéo representadas conforme a figura 1.3.

(o]

Figura 1.3: Primeiras geracOes da rede apoloniana

De forma analoga a da rede hierarquica, podemos obter o nimero de sitios na n-ésima

geracdo (N,,), 0 nimero de arestas (L,,) € a distdncia minima entre 0s sitios extremos (M™):

3"t 45
n — 2 )]
L = 3" + 3, (1.6)
2
M™ =1,

com{n € N/n > 0}.

A cada geracdo da rede apoloniana [24], incorporamos sitios que correspondem ao
centro de novos circulos adicionados no empacotamento de espagos vazios ha geracdo
anterior, como mostrado na figura 1.4. Vale ressaltar que existem sitios relativamente

proximos que ndo interagem entre si.



Figura 1.4: Quarta geracdo da rede apoloniana. Fonte: [24]. a) Circulos ideais que definem essa rede. b)
Sitios representados por quadrados, circulo “sem preenchimento”, circulos “com preenchimento” e diamantes

sdo introduzidos na primeira, segunda, terceira e quarta geracdo respectivamente.

A rede apoloniana € atil para a compreensdo de modelos magnéticos em que as
interacdes ndo sdo restritas por uma vizinhanga organizada geometricamente, tais como o
empacotamento de particulas magnéticas, no qual as forcas de contato correspondem a rede.

No nosso trabalho, estudamos sistemas de spin na rede hierarquica do diamante e na
rede apoloniana. Para esse estudo utilizamos o modelo de Ising e aplicamos o0 método das
matrizes de transferéncia. Em seguida, apresentaremos os resultados que encontramos para as

propriedades termodinamicas e magnéticas.

1.3 Transicdo de fase

Em diversos sistemas tais como fluidos, ligas metélicas, materiais magnéticos, que é o
caso do presente trabalho, ocorre o fendmeno da transicao de fase. Os aspectos qualitativos de
varios tipos de transicdo de fase tém sido estudados através das “Teorias classicas das
transi¢cdes de fase” [6, 25, 26, 27, 28]. O termo classico, referindo-nos as “Teorias classicas
das transigdes de fase”, ndo é no sentido de fazer oposicdo a Mecanica Quantica, mas

simplesmente fazer alusdo as teorias do fisico holandés Johannes Diderik van der Waals
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(1837-1923) para a transicao liquido-gés, e dos fisicos franceses Curie e Pierre Ernest Weiss
(1865-1940) para sistemas magnéticos.

A transicdo de fase é caracterizada por um parametro de ordem que € uma quantidade
termodindmica mensuravel que assume diferentes valores em cada fase e é usual para
caracterizar a natureza de uma transigéo [29].

Por exemplo, para descrever a transi¢cdo de fase liquido-vapor, um pardmetro de ordem
adequado seria a densidade do meio. Na transicdo ferro-paramagnético, um parametro
adequado seria a magnetizacao espontanea.

A partir da década de 60, com o desenvolvimento de técnicas para realizar
experiéncias mais cuidadosas nas vizinhancas dos pontos criticos® [6], as teorias classicas
passaram a ser analisadas mais criteriosamente.

Verificou-se que diversas grandezas apresentam um comportamento caracteristico na
regido critica com divergéncias assintoticas que foram caracterizadas por expoentes criticos.
Dessa forma, nas vizinhangas do ponto critico, o sistema pode ser descrito por meio das leis
de poténcia. Vejamos por exemplo, o caso do calor especifico (c). Temos o seguinte

comportamento assintético:

c~|1-T/T.I"%, h=0. (1.7)

Da mesma forma, para a magnetizacdo (m) a susceptibilidade (y) e a equacdo de

estado para o campo magnético (h) [29],

m~|1—T/T,|5, h=0eT<T. (1.8)
x~11-=T/T.|”Y, h=0eT<T. (1.9)
m~h'/%,  T=T,. (1.10)

® Pontos a partir dos quais ndo se consegue fazer a distingdo entre fases de um material.
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Grandezas termodinamicas andlogas possuem um valor do expoente critico bem
definido.

No estudo de transicdo de fase, existem outras grandezas de natureza microscopica
que sdo muito importantes. Uma delas € o comprimento de correlagdo (¢) que indica como
variaveis microscopicas em diferentes posicdes estdo correlacionadas. Ele pode ser analisado
na transicao de fase de segunda ordem’.

O comprimento de correlacdo (&) do material é a medida das distancias sobre as quais
as correlagdes spin-spin (ou densidade-densidade) no sistema se estendem. Enquanto T esta
acima de T, ¢ € finito e significativamente acima de T, ¢ = 0. Porém quando T diminui e se
aproxima de T, , & aumenta indefinidamente, finalmente divergindo em T=T,. A
singularidade resultante também é do tipo da lei de poténcia:

=at™ (t>0eh=0). (1.11)

T—T,
T,

em quet =

A divergéncia de ¢ em T =T, é talvez a pista mais importante que nds temos para
nosso geral entendimento do fendmeno critico. No limite termodinamico, quando é — oo,

correlacdes se estendem sobre todo o sistema [30].

1.3.1 Aproximacao de Migdal Kadanoff e Redes hierarquicas

Grupo de renormalizacdo permite a investigacdo de mudancas nas propriedades de um
sistema fisico em escalas diferentes, bem como torna possivel calcular os expoentes criticos
de uma forma simples.

Uma transformacdo do grupo de renormalizacdo para o caso de modelo de spin
fundamenta-se na ideia de que préximo ao ponto critico, se compararmos o comprimento de

correlacdo (&) com a distancia entre os sitios, veremos que tem um valor muito grande.

" Quando a transicdo se da na segunda derivada de alguma grandeza e é caracterizada pela existéncia de um
ponto critico.
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Portanto, podemos fazer um reescalonamento mantendo as propriedades termodinamicas
invariantes. No entanto, na criticalidade, conforme discutimos na secdo anterior, 0
comprimento de correlacdo diverge. Dessa forma, é necessario atingirmos um ponto fixo da
transformagdo [29].

A aproximacdo de Migdal Kadanoff € uma das realiza¢gdes mais simples do grupo de
renormalizacdo. Para um sistema unidimensional, essa aproximac¢do fornece um ponto fixo
estdvel em T = oo, levando a conclusdo de que ndo existe uma transicdo de fase em uma
temperatura finita qualquer, e um ponto fixo instavel em T = 0, o que indica que esse é 0
ponto em que ocorre a transicdo de fase. Esse resultado é o tipo de comportamento que se
espera encontrar na dimensao 1, e é similar a situacdo a ser representada pelos graficos no
capitulo 5 de nosso trabalho para a cadeia linear.

Entretanto, se usarmos a aproximacéo de Migdal Kadanoff para dimensfes maiores, a
forma do hamiltoniano é alterada. Para uma rede quadrada, a aproximacdo de Migdal
Kadanoff ndo fornece resultados exatos, no entanto, para as redes hierarquicas, que sdo
objetos de estudo do nosso trabalho, esta aproximacdo se mostra exata, pois a forma do
hamiltoniano é conservada [9]. Resultados dessa aproximacao evidenciam a transicao de fase
para a rede hierarquica [31].

A rede hierarquica do diamante € um dos exemplos de redes hierarquicas que tem sido
exaustivamente usada para se obter resultados exatos no formalismo de grupo de
renormalizacdo (GR). Ela possui uma estrutura auto-similar, ou seja, as suas geracOes
resultam do agrupamento de alguns elementos certo nimero de vezes para garantir a
invariancia de escala. Conforme podemos ver na figura 1.1, agrupamos 4 unidades primitivas
para formar a geracdo de ordem 1, e para formar a geracdo de ordem 2, agrupamos 4 unidades
da geracdo 1. As geracOes posteriores sdo formadas agrupando os elementos da mesma forma.
Aplicando o GR no espaco real de Migdal Kadanoff ao modelo de Ising homogéneo na rede
hierarquica do diamante [32], encontram-se solu¢Bes de ponto fixo instaveis, além de pontos
fixos estaveis correspondentes a T=0 e T=co. O ponto fixo instavel estd associado com a
temperatura critica T, onde se observa uma transicdo de fase de segunda ordem. No entanto,
para o0 caso especifico da rede hierarquica com diluicdo, a transformacdo de Migdal Kadanoff

ndo produz resultados exatos.
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1.3.2 Auséncia de transi¢cdo em redes apolonianas

Conforme mencionamos, no contexto da aproximacdo de Migdal Kadanoff, a rede
hierarquica apresenta transicdo de fase. Mais adiante mostraremos os resultados do nosso
trabalho para transicdo de fase na rede hierérquica do diamante, embora tenham sido obtidos
através de outro método, a técnica das matrizes de transferéncia. O mesmo método ja foi
utilizado para diversas versdoes do modelo de Ising e em diversas estruturas, incluindo a rede
apoloniana. No caso especifico dessa rede, até o momento, ainda ndo foi observada a
transicdo de fase magnética para nenhum modelo. Um comportamento semelhante foi

observado para 0s casos com desordem que apresentaremos neste trabalho.

1.4 Modelos desordenados temperados e recozidos

Em metalurgia, o processo de témpera representa um resfriamento brusco introduzido
nos acos no intuito de aumentar sua resisténcia. Esse processo € tdo rapido, que 0 aco ndo
atinge o seu equilibrio termodindmico durante o processo de resfriamento. No estudo de
modelos desordenados temperados ou, em outras palavras, congelados (quenched), vamos nos
referir a este modelo no caso de fixar as interacbes magnéticas entre spins com campo
externo. O modelo temperado é mais adequado para se referir a substancias no estado solido,
que demoram um tempo bem longo para atingirem o equilibrio termodinamico (tempo de
relaxacdo tendendo ao infinito).

Dessa forma, a funcdo de particéo fica

N
Z = z expp Z]Uai Ojy1 + hz oi |- (1.12)
i,Jj i=1

{oi}

Assim, em sistemas com varidveis temperadas, consideramos uma configuracdo
qualquer das varidveis aleatorias e calculamos a funcdo de particdo. Obtemos uma energia

livre, a qual também sera uma variavel aleatoria. Tiramos, em seguida, a média da energia
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livre com respeito a distribuicdo de probabilidades associada a varidvel aleatéria temperada
[33].

Por outro lado, o recozimento € um procedimento térmico que tem por finalidade
eliminar a dureza de um aco temperado. Nesse caso, 0 aco atinge o seu equilibrio
termodindmico. No nosso trabalho, o caso recozido (annealed) se refere a materiais mais
fluidos, tais como os cristais liquidos desordenados, 0s quais chegam a situacdo de equilibrio
termodinamico rapidamente, ja que o tempo de relaxacdo devido a desordem é curto.

Para fazer uma descricdo do caso temperado, dentro da mecénica estatistica, fazemos
uma transformacéo do ensemble candnico para o ensemble grande candnico introduzindo uma
soma sobre os valores diferentes associados aos graus de liberdade que caracterizam a
desordem.

No caso em que a desordem esta associada a diluicdo de sitios ocupados por ions

magneéticos, vamos mostrar que a fungéo de particdo adequada é dada por

N
E(T,h,N,p) = Z ePuN+ 7(T,h,N; N,), (1.13)

N+=O

onde N, indica o numero de sitios ocupados por variaveis magnéticas nesse contexto “grande

candnico” e u € o potencial quimico. O valor de (N, ) pode ser obtido pela expressao
N, =—=—Ing, (1.14)

de onde é possivel eliminar a dependéncia sobre o potencial quimico.

1.5 Objetivo da dissertacdo: Modelos recozidos na rede
apoloniana e hierarquica usando o método das matrizes de

transferéncia.
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Os modelos desordenados de spin tém sido tradicionalmente estudados na verséo
temperada, correspondendo a situacao fisica usual na qual os tempos de relaxa¢do sdo muito
maiores do que o tempo de observacao.

No entanto, estudos recentes de modelos de cristais liquidos, onde os tempos de
relaxacdo podem ser muito menores, levaram a consideracdo do modelo de Maier-Saupe na
versdo recozida e a comparagdo entre resultados nas duas versoes.

Os métodos utilizados no tratamento de modelos na verséo recozida devem levar em
conta variagOes estatisticas dos parametros do modelo (constantes de acoplamento, variaveis
de ocupacdo de sitio, etc.) no calculo da funcédo de particdo apropriada.

Além da determinagdo dos pesos de Boltzmann para cada configuracdo possivel das
variaveis do modelo, deve-se fazer também a soma sobre os diversos valores que o0s
parametros podem assumir. Esses estudos foram feitos, em sua maioria, utilizando o método
do campo médio.

Vamos introduzir neste trabalno o metodo das matrizes de transferéncia para o
tratamento do modelo na versdo recozida. 1sso requer que facamos a definicdo de matrizes de
transferéncia de ordem maior que no modelo homogéneo®.

A proposta de considerar o0 modelo de Ising diluido se deve ao fato de que este € mais
simples do que o modelo de Maier-Saupe. Assim, fica mais facil testar a viabilidade da
extensdo do método de “matrizes de transferéncia” no tratamento de modelos recozidos.
Como ja foi mencionado, utilizamos o mesmo método em duas redes com diferentes
topologias: rede apoloniana e rede hierarquica do diamante para verificar a existéncia de

comportamento critico.

1.6 Matriz de transferéncia

® Vale destacar que esse método ndo foi utilizado anteriormente para o estudo deste

modelo.
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A técnica de matrizes de transferéncia tem sido utilizada para resolver uma grande
variedade de modelos unidimensionais e bidimensionais com interagdes de primeiros vizinhos
[34, 35, 36, 37]. A utilizagdo desse método para obter a solugdo do modelo de Ising tem sido
muito difundida com diversas variantes. Vamos inicialmente descrever como se desenvolve
esse método para a cadeia linear, seguindo os passos descritos na referéncia [6]. Neste caso, 0

hamiltoniano de Ising pode ser escrito da forma

N N
H = —]Z 0,010 1 — hz o;. (1.15)
=1

i=1
A funcéo candnica de particédo é
N 1 N
Zy =) ewp []z 01011 +5h ) (01 + Ui+1)]- (1.16)
{oi} i=1 i=1
Podemos escrever

N

zv=") | [r@aw. (1.17)
1

01,02,0N 1=

onde T € uma matriz 2 x 2, indicada pelos valores das variaveis de spin o; = +1, denominada

matriz de transferéncia,

ro (FPB LD e (118)

exp(=p])  exp(B] — Bh)

A partir de (1.17), a funcdo candnica de particdo pode ser interpretada como o traco do

produto de N matrizes de transferéncia idénticas,

Zy = Tr(T)V. (1.19)
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E possivel fazer a diagonalizagio da matriz T por meio de uma transformacéo unitaria,

ja que a matriz T é simétrica
UTU =D com Ut =ut,

Temos entdo

Zy =Tr(DN =Tr(UTTUTUU)N = Tr(U™'DUYY = Tr(D)N = 2} + 23

Ou seja, a funcdo candnica de particdo pode ser escrita em termos dos autovalores da matriz
de transferéncia.

Em resumo, podemos caracterizar o uso do método da matriz de transferéncia pela
representacdo dos pesos de Boltzmann em uma forma matricial, a partir da qual a fun¢éo de

particdo pode ser expressa em termos de seus autovalores. Desta forma, a energia livre (F)
F = —kgTInZy (1.20)

pode ser escrita em termos do maior autovalor da matriz de transferéncia.
A partir da funcdo que representa a energia livre, podemos obter as propriedades
termodindmicas e magnéticas do sistema como, por exemplo, o calor especifico, a

magnetizacdo, etc.

1.7 Solucbes de campo médio

Nas aplicac6es do modelo de Ising podem ser introduzidas solucdes de campo médio,
que constituem um método de aproximacao tradicional na mecanica estatistica, usado para
obter aproximac@es para quantidades como o valor esperado do campo. Neste caso, o efeito
de interacbes de cada par de variaveis € substituido por uma aproximacdo onde apenas o

efeito de uma das duas variaveis é levada em conta explicitamente. O efeito de segunda
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variavel € substituido por um campo médio produzido por todos 0s outros graus de liberdade
do modelo.

Podemos observar a aplicacdo desse método na referéncia [38], na qual é analisado o
diagrama de fase de um modelo para uma mistura binaria de moléculas nematicas® em uma
rede de Bethe. E estuda-se uma investigacdo do campo médio através da analogia do modelo
de campo médio de Maier-Saupe com uma distribui¢do recozida.

No nosso trabalho, entretanto, conforme ja comentamos, vamos seguir outra linha.

Aplicaremos 0 modelo de Ising trabalhando com a técnica de matriz de transferéncia.

° Estado intermediério entre liquido e gasoso. N&o apresenta organizagio entre as posicdes dos meségenos, que
exibem uma organizacao orientacional resultante [37].
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CAPITULO 2
MODELOS

Neste capitulo trataremos de alguns modelos importantes da mecanica estatistica que

possuem relevancia no nosso trabalho.

2.1 Modelos de Ising desordenados: desordem de interacao,

de campo externo e de diluicéo.

Existem diversas maneiras de introduzir desordem em um modelo fisico construido
sobre as redes euclidianas ou hierarquicas. Entre as mais comuns, estdo aquelas que levam a
modelos com desordem de interacdo, de campo externo e de diluicdo. No caso de um modelo

de Ising, consideremos um hamiltoniano representado da forma

H = —]Z 1;Tj0;0; — hz T,0;. (2.1)
ij ij

Se fizermos uma comparacao entre as equagdes (1.4) e (2.1), vemos que nesta Ultima
foi acrescido o parametro de desordem (t;). No caso de desordem de diluicdo, t; assume dois
valores possiveis (0,1) cujos significados sdo t; =1, sitio ocupado, ou t; = 0, sitio
desocupado. Por outro lado, se considerassemos um modelo de interacdes ferro e
antiferromagnéticas, t; assumiria os valores +1 de forma que 7;7; >0 ou 7;7; <0,
indicariam os dois tipos de interacdo. Na secdo 2.3, faremos uma analise mais detalhada desse
hamiltoniano e faremos uma passagem para o ensemble grande candnico, com a finalidade de
estudar o caso recozido, mais apropriado para sistemas fluidos, tais como cristais liquidos.

Neste trabalho, optamos pelo modelo de dilui¢do que fisicamente significa que ha presenca de
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4tomos ndo magnéticos no sistema. E um modelo adequado para o estudo de misturas de

substancias magnéticas e ndo magnéticas.

2.2 Modelo de Maier Saupe para cristais liquidos

Atualmente se conhecem diversas substancias que estdo num estado intermediario da
matéria, denominado mesofase. Uma das mesofases mais importantes é a liquido-cristalina,
que caracteriza materiais denominados de cristais liquidos. Suas propriedades estdo entre a de
um liquido convencional, como a fluidez, e a de um cristal sélido, como birrefringéncia.
Cristais liquidos podem ser encontrados em diversas aplicacdes
tecnoldgicas, como, por exemplo, displays eletronicos utilizados em telas
de televisdo (LCD), painéis de dispositivos de calculadoras.

Podemos obter um cristal liquido durante a fusdo de um material
ou através da mistura de algumas substancias [33, 39]. No primeiro caso,
o cristal liquido € classificado como termotropico e no segundo caso

como liotropico.

Um cristal liquido é encontrado mais abundantemente na

Figura 2.2: Moléculas \\ocnfase nematica. Nesta, as moléculas nio tém uma ordem

de um cristal liquido na L L. L.
.. posicional. As posicdes dos centros de massa se distribuem
mesofase nematica.

Figura extraida do site; aléatoriamente, mas existe uma correlagdo de longo alcance entre as
http://en.wikipedia.org/ ~ orientacdes dos eixos de simetria [33]. A maioria dos nematicos é
wiki/Liquid_crystal#Ma  yniaxial, ou seja, tem um eixo que é mais longo com uma direcéo

ler.E2.80.935aupe_mea o eferencial de ordenamento, podendo ser representados por elipsoides,

n_field_theory .
conforme a figura 2.2. Podemos representar essas moléculas através de
cilindros ou discos. Nesse caso elas indicam que a direcdo do eixo de simetria foi encurtada
em relacdo as demais. Ja os nematicos com duas direcdes preferenciais de ordenamento sdo
chamados de biaxiais.
Encontrar evidéncias experimentais de uma fase nematica biaxial tem motivado
muitos pesquisadores. Isso se justifica, por exemplo, no contexto dos displays, pois se

tivéssemos um display constituido de nematicos na fase biaxial, o tempo de resposta seria


http://en.wikipedia.org/wiki/Liquid_crystal#Maier.E2.80.93Saupe_mean_field_theory
http://en.wikipedia.org/wiki/Liquid_crystal#Maier.E2.80.93Saupe_mean_field_theory
http://en.wikipedia.org/wiki/Liquid_crystal#Maier.E2.80.93Saupe_mean_field_theory
http://en.wikipedia.org/wiki/Liquid_crystal#Maier.E2.80.93Saupe_mean_field_theory
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bem menor, uma vez que é mais rapido mudar a direcdo do eixo mais curto. A primeira vez
que se teve evidéncia experimental de uma fase nematica biaxial foi em 1980 por Yu e pelo
fisico alemdo Alfred Saupe (1925 - 2008) no contexto de um cristal liquido liotrépico [40].

As técnicas da mecénica estatistica sdo as mais adequadas para se estudar os cristais
liquidos neméaticos, uma vez que se envolve um grande nimero de corpos. Uma das principais
linhas de estudo é a da area da teoria de campo molecular efetivo, cujo trabalho pioneiro foi o
do fisico alemao Wilhelm Maier (1913 - 1964) e seu orientando de doutorado Alfred Saupe,
por volta de 1958 a 1960.

Alfred Saupe e Wilhelm Maier propuseram um modelo (modelo de Maier-Saupe)
microscépico para a transicdo de fase de primeira ordem entre a fase liquida isotropica
(liquido convencional) e liquida nematica. O modelo de Maier-Saupe é baseado nas seguintes
suposicoes [41]:

e Interacdo das moléculas dependente das forcas de Van der Waals;

e Aproximacdo de campo médio;

e Configuracdo do centro de massa nao ser afetada pela interacdo dependente da
orientacéo.

Em resumo, a teoria de Maier e Saupe fundamenta-se em interacdes efetivas de longo
alcance, embora ndo sejam as interacfes predominantes. Seus efeitos apresentam dependéncia
explicita com a temperatura. Para exemplificar este modelo, tomamos uma rede com N sitios,
em que cada sitio acomoda uma molécula na forma de um cilindro com orientacdo indicada

pelo vetor unitario 71;. Neste caso, o hamiltoniano do modelo é dado pela relagéo

s DYDY 22)

1<i<J<N wu,v=x,y,z

onde / > 0 esta relacionado as energias de interacdo entre as particulas, N indica o nUmero de
sitios, e Si‘” é um elemento de tensor de orientacdo de uma particula i em relacdo a um dado
referencial do laboratério. Ja u,v = x,y, z indexam 0s eixos ortonormais do referencial do
laboratério. O estudo desse modelo ndo € trivial. Informacdes mais detalhadas podem ser

encontradas na tese de doutorado sobre “Modelos estatisticos para o ordenamento nematico

biaxial”, de Eduardo do Carmo [33].
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2.2.1 Adequacao da formulacgéo recozida

Visto que, nos modelos tratados no &mbito da mecénica estatistica, a conexdo com a
termodinamica se da através da energia livre de Helmholtz, que é proporcional ao logaritmo
da fungéo de particdo, o tratamento de modelos desordenados levanta a questédo se devemos
tomar a média da funcdo de particdo com respeito a distribuicdo de probabilidades e depois
calcular o logaritmo, ou calcular o logaritmo de cada funcdo de particdo diferente para o
sistema e em seguida tomar a média.

O que vai determinar a forma de tratar um sistema desordenado é a escala de tempo
envolvida. Quando a escala de tempo é muito longa em relacdo as demais variaveis do
sistema, a desordem é do tipo congelada ou fixa. Ou seja, as variaveis aleatdrias, nessa
situacdo, levam um tempo muito longo para entrar em equilibrio térmico com as outras
variaveis. E quando a escala de tempo é comparavel as demais variaveis, a desordem é do tipo
recozido ou movel. Nesse caso, as variaveis aleatdrias levam pouco tempo para chegar ao
equilibrio térmico. A desordem congelada é adequada para descrever uma rede cristalina, que
ndo apresenta grande mobilidade, e a desordem recozida é adequada para o estudo de
solugdes, ja que é grande a mobilidade das moléculas no estado liquido.

Para sistemas com variaveis aleatorias congeladas, escolhe-se uma configuracéo
qualquer dessas variaveis aleatorias e calcula-se em seguida a fungdo de particdo obtendo a
energia livre. Para completar o estudo desse sistema, calcula-se a média da energia livre em
relacdo a distribuicdo de probabilidades. Por outro lado, para sistemas com variaveis do caso
recozido, que possuem tempos de relaxacdo muito curtos, calcula-se primeiro a média da
funcdo de particdo relacionada a todas as configuracdes das variaveis aleatorias, para em
seguida calcular a energia livre.

No nosso trabalho, faremos inicialmente um estudo de um modelo mais simples que o

modelo de Maier e Saupe, no contexto das variaveis aleatorias recozidas.
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2.3 Versao recozida do modelo de Ising para um caso de

desordem simples

Para exemplificar o caso de desordem mais simples possivel, consideramos
inicialmente o modelo de Ising com campo aleatdrio na cadeia linear. Como ja foi indicado na

equacao (1.4), o hamiltoniano do sistema € escrito na forma

N N
H = —] Z O'l'O']' - Z hiO'l', (23)
i=1

ij=1
onde h; € 0 campo que pode assumir os valores +h.

A funcdo de particdo no ensemble candnico para o caso congelado do hamiltoniano

descrito acima é

Z@N D= ) expl-pH o (D] 2.4)
{oj=%1}

Em termos das matrizes de transferéncia (M; ;1),

N
2@ N0 =Tr | [ My, (2.5)
i=1

onde cada elemento da matriz de transferéncia fica

1
M;;1{hi} = <0i|exp pJoi0i11 + E(hio'i + hi410i41)) 0i+1>- (2.6)

No caso congelado, o campo aleatério é mantido fixo no valor atribuido no inicio do
calculo. Ja no caso recozido, consideramos as varias possibilidades de variacdo do campo.
Para descrever o caso recozido, ainda na cadeia linear, vamos fazer a passagem do

ensemble candnico para o grande candnico. Para fazer essa passagem, vamos fazer as
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seguintes consideracGes, baseadas nas defini¢des das variaveis N, e N_ que indicam o
ndamero de spins apontando na dire¢do positiva e negativa do eixo de simetria. Com N =

N, + N_, temos que

(z h;) = h(N, — N_) = h(2N, — N). 27)

Para definir o estado termodindmico do sistema é necessério fixar o valor de N,, a
partir do qual se obtém o valor médio do campo aleatério. E necessario também fazer a soma
na funcdo de particdo sobre os possiveis valores assumidos pelos h;, levando em conta a
equacdo (2.7), ou seja, mantendo o valor de N, fixo. Para fazer essa soma, introduzimos uma

variavel aleatéria, t; = +1. Neste caso, h; = 7;h = th, de forma que

N
N+ :Z’[i, (28)
i=1

l

Z‘Q =2N,—N. (2.9)

l

Assim, de Z(T, N; {h;}), passamos a lidar com Z(T, h, N; {t;}) no caso recozido. Para
eliminarmos as restricdes sobre as variaveis t;, expressas pelas equacdes (2.9), € necessario
definir um ensemble grande canbnico, no qual calculamos uma grande funcédo de particéo, =,
gue é obtida através da soma sobre as fungdes de particdo (Z) para todos os valores possiveis
de N.. A realizacdo desta soma é equivalente ao célculo de Z, onde todos os valores de 7; sdo
permitidos, sem necessidade de observar as restricdes expressas pelas equacges (2.8) e (2.9).

Desta forma, obtemos
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N
E(T,h,N,p) = z ePrN+Z (T, h,N; N,)
N+=0
N
= exp [B |uN+ + Z]Gi0i+1 + z hTiUi]
N;+=0{1;}=%1{0;}=+1 i i
(2.10)
= exp |B [ (Z T, + N)
{TL} +1 {01} +1
+ Z]O'iO'H_l + Z hTiO'i] .
i i
Utilizando o formalismo de matrizes de transferéncia, podemos expressar
= Z(T,h, N, 1)
N - T+ 7T;
=Y erhexp (]S ooy +uZE T
i} (o) 7 (2.11)
h ﬁu—
+5 (50 + T10141) > 3| [amtlonarin),
i {ti} {oy} @

i+ h
onde (o;7;|M|0;417i41) = exp[B(J0,0u41 + p -ttt T‘“ +5 (0i7; + 03417i41))] Tepresenta um
elemento da matriz de transferéncia na cadeia linear.

Para 0 modelo com desordem nas interacdes, o caso € similar,

H = —]Z TiTi+10i0i+1 — hz T;0j, (2.12)
7 7

onde t; = +£1 é a variavel aleatéria que descreve a desordem no sistema. Como ja foi
mencionado, podemos considerar um modelo de interagdes do tipo ferro e antiferromagnético
(t;T;41 > 00U T;T;44 < 0), O0u 0 caso com diluicdo (z; = 1, sitio ocupado ou t; = 0, sitio

desocupado.). Em qualquer dos casos, teriamos
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N T;,+7T
Z(T, h, N, p) = eP*2 Z exp[ Z []Tlrlﬂalalﬂ +u— at

{ri} {01} *
Tis 10i
c (2.13)
T,0; + T;410; N v
+ h— 21+1 l+1]] = P2 ZZ H(UiTi|M|Ui+1Ti+1),
{ri} {ou} @
onde
_ Ti + Tiq Ti0; + Ti410i4+1
(07 |M|0y117i41) = exp []TiTi+1UiUi+1+ll l 2 =+ h— 21+ = (2.14)

Por outro lado, para o caso das redes hierarquicas que serdo analisadas neste trabalho,

é mais adequado escrevemos 0s elementos da matriz de transferéncia da forma

T+ T T,0; + 1;0;
4 2

(o77:|M|oj7;) = exp []TiTjO'iO'j + u (2.15)

Com efeito, tanto na rede hierarquica como na rede apoloniana, vamos colocar o
campo magnético (h) e o potencial quimico (u) apenas nos sitios centrais. Optamos por

trabalhar no problema com diluigdo no nosso trabalho.
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CAPITULO 3
REDES COM INVARIANCIA DE ESCALA

Esse capitulo é voltado para o estudo de dois tipos especificos de redes com

invariancia de escala: rede hierarquica do diamante e rede apoloniana.

3.1 Rede hierarquica do diamante

Redes hierarquicas sdo importantes no estudo de diversos modelos fisicos no ambito
da mecanica estatistica, como, por exemplo, modelos magnéticos, modelos de percolacéo,
modelos de contato, propagacdo de doencas, etc. [21, 42]. A principal vantagem dessas redes
€ a sua invariancia de escala, 0 que permite a caracterizacdo, de maneira razoavelmente
simples, de transicdes de fase mediante a determinagdo dos expoentes criticos. A rede
hierarquica do diamante é uma das mais simples redes hierarquicas.

Uma rede hierarquica resulta do agrupamento de alguns elementos em certo nimero
de vezes. Na figura 1.1, mostramos as primeiras geracoes da rede hierarquica do diamante. Na
primeira geracdo, agrupamos 4 unidades primitivas para formar a geracdao de ordem 1, depois
formamos a geracdo de ordem 2, agrupando 4 unidades da mesma forma. Se repetirmos o
processo n vezes, obtemos uma geracdo de ordem n. J& que no processo de iteracdo sdo
sempre agrupados o mesmo nimero de sub-unidades (Ng) para formar a geracdo seguinte,
podemos afirmar que a rede hierarquica diamante € uma rede auto-similar e uniforme. Neste
processo, observa-se que as redes de duas geracfes sucessivas sao idénticas, a menos de um
fator de escala (b), que mede o quanto as distancias tipicas na rede sdo modificadas na
passagem de uma geracdo a seguinte. A maneira mais simples de identificar o valor de b €

observar como a distancia entre 0s sitios raiz aumenta neste processo.
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O numero de ligacdes relacionado ao menor caminho entre dois Vvértices quaisquer da
rede hierérquica é chamado de distancia quimica. A dimensdo fractal é outra caracteristica
importante da rede hierarquica. Nesse sentido, o fator de escala (b) € a distancia entre os sitios
raiz da primeira geracdo. A dimensdo fractal (D) desta rede é obtida de maneira imediata a
partir da contagem do nimero de sub-unidades (Ng) na geracdo n que € necessario para

formar unidade na geragdo n+1 e pelo valor de b, de forma que

_ log(Ng)

= Toa ) (3.1)

Como estamos interessados no estudo da rede hierarquica do diamante, observando a
figura 1.1, podemos identificar o nimero de sub-unidades, Ny = 4, e o fator de escala, b = 2.

log(4) _

Logo a rede hierarquica diamante tem dimensdo: D = 1002

3.1.1 Aplicacdo das matrizes de transferéncia ao modelo de Ising na

rede hierarquica do diamante sem campo magnético (h=0)

Vamos agora detalhar o estudo do modelo de Ising na rede hierarquica do diamante
com a utilizacdo de matrizes de transferéncia. Para isto, consideramos inicialmente a ligacédo

entre dois spins nos sitios raiz que constitui a geragdo g = 0, conforme a figura 3.1.

01
A

a;

Figura 3.1: Dois spins sitios raiz para a formacdo da rede hierarquica

O Hamiltoniano de Ising para esta geracdo é:
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:]'[ = _]0-10-2. (32)
E as possibilidades de configuracdo (A,) podem ser arrumadas da forma

A, = (Ao)11 (A0)12], (3.3)

LAz (Ao)2z

com

Aoy = (ri]er |0, ). (3.4)

Fazemos a identificacdo, 0, = 1,se i = 1 e g, = —1, se i = 2. Deste modo, temos que

(A =ef/ =a
(A2 =e P =b
(Ao)21 =Pl =a
(A))z =e# =b

(3.5)

Na geracdo g = 1, definimos primeiro uma matriz que descreve as interagdes entre um

spin no sitio raiz com dois spins intermediarios.

(Bo)u
02 0'3

Figura 3.2: Sitio raiz com dois spins intermedidrios para a construcdo da geracdo 1 da rede hierarquica.

As possibilidades de configuracao ficam
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_ (BO)II (BO)IZ (B0)13 (BO)14
Bo=|Bo)s Bz (Bo)zs (BO)M] (36)
com
(Bo)u = <U1i|eﬁjali(azj+a3k)|02j03k>- (3.7)

Observamos que na equacédo (3.7), o indice | no lado esquerdo estd associado a combinagdo

dos indices j e k no lado direito de acordo com [ = 2(j — 1) + k, o que leva a

G, k) » 1
(1,1) -» 1
(1,2) -2
(21) -3
(2,2) - 4.

Sabemos que parai=1o0,'=1¢e parai =2, 0,/ = —1 (comn = 1,2,3). Fazendo estas

consideracoes e utilizando as relacbes 3.5, a matriz B, fica explicitada da forma

2 2
B —|a ab ab b .
0 [bz ab ab az] (3.8)

Para completar o célculo na geragdo g = 1, a matriz B, deve ser multiplicada pela sua

transposta que descreve a interacdo entre os dois sitios intermediarios e o segundo sitio raiz,

_ T

representada na figura 3.3.
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(Bo)u

02 03
(Bg)u
T4

Figura 3.3: Primeira geragao da rede hierarquica.

As possibilidades de configuracdo dessa ligacdo podem ser arrumadas da forma

_[(AD1n (A2

M= A)n @A) (3.10)

onde
(A)11 = (A1) 22 = a; = a* 4+ 2a®b? + b* e (A1)12 = (A1)21 = by = 4a®b?.

Utilizando o mesmo critério da geracdo 1, na geracdo 2, temos

A, = B,B,", (3.11)

cuja representacéo fica conforme a figura 3.4.

(B1)it]

Geragdo 2

(BDu

Oy

Figura 3.4: Segunda geracdo da rede hierérquica
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E possivel mostrar facilmente que as relages de recorréncia entre elementos de matriz de

quaisquer geracdes sucessivas n e n + 1 sdo dadas por

Apyq = ap + 2a%b2 + b} (3.12)

bny1 = 4ajby.
Neste caso, os autovalores da matriz A, da n-ésima geracéo sdo:

=a,+b
nn n n (313)

& = Ay — by

Como a energia livre de Helmholtz pode ser dada por

T
fn = —N—ln(nn +&,), (3.14)
n
obtém-se no limite termodinamico que
(3.15)

f T, [(1+8")] L e
=——1In — )|~ ——In(my).
n Nn nn T’n Nn nn

A partir dos valores de A,, é possivel também obter a dependéncia do comprimento de
correlacdo com relagdo a temperatura
2‘)’1
&0 =~
Mn
in 22}

Conforme utilizaremos no nosso estudo, podemos simplificar a energia livre ainda mais,

(3.16)

identificando como o logaritmo do maior elemento da matriz 4,,. A energia livre é importante

para estudar propriedades do sistema, tais como o calor especifico, a entropia e a

magnetizacéo.
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3.1.2 Aplicagdo das matrizes de transferéncia ao modelo de Ising na

rede hierarquica do diamante com campo h+#0

Analisaremos aqui um caso um pouco mais complexo. Vamos inserir a rede
hierarquica diamante num campo magnético % # 0.

Inicialmente, consideremos a ligacdo entre dois spins sitios raiz, representado pela
figura 3.1 e as equacdes (3.2) a (3.5). Mas para passar para a geracdo 1, aplicamos o campo
magneético h nos sitios intermediarios que sdo os sitios o, e o5 da figura 3.2. Com efeito, uma
vez que h estéd associado a cada sitio e ndo a uma interacdo, as contribui¢cbes de campo no
calculo da fungéo de particdo sdo tomadas apenas uma vez ao se executar as somas nos sitios
intermediarios ao longo de sucessivas geracdes. Deve-se ressaltar que o sistema na geracéo g
é formado pela agregacdo de um subconjunto de sitios pertencentes a 4 unidades da geracao
g-1. Alguns destes sites ndo desempenham qualquer papel na construcdo de geragdo g+1, e
irdo ser chamados de sitios internos na geracdo g. Os sitios que fazem parte da construgéo da
nova estrutura na geracdo g+1 sdo chamados de sitios externos da geracdo g. A estratégia para
dar conta da acdo de campo dentro do formalismo TM consiste em escrever My em uma
situacdo sem campo livre e, a medida que avancamos da geracdo g-1 para g, deixamos o
campo agir apenas sobre 0s sitios externos de g-1 que se tornam sites internos de geracao g.

Conforme a equacgdo (3.6), as possibilidades de configuracdo para a matriz que

descreve as interagcdes entre um spin no sitio raiz com dois spins intermediarios ficam

_[(Bo)ix (Bo)iz (Bo)iz  (Bo)ia

Bo= By Bo)se Bo)zs (Bodsal

No entanto, para cada elemento de B, temos

(Bo)u = (o ePUo e+t )niens 02|, g, ). (3.17)



33

Lembrando que o indice | no lado esquerdo esté associado a combinagdo dos indices j e k no

lado direito de acordo com [ = 2(j — 1) + k. Por exemplo,

(Bo)11 = <0-11 |eﬁ{1011(021+031)+h(021+031)/2}|o-210-31>_ (3.18)

Vamos substituir: o,' =1, se i =1e0,' = —1, se i =2 e utilizemos as condi¢des dadas

pela equacéo (3.5), assim

(Bo)11 = <U11|€ﬁ{2]+h}|021031) = q?em. (3.19)

Fazendo o mesmo procedimento para 0s outros elementos, a matriz B, fica

_la%e™ ab ab b2e7h
0 _— _ .
b%e" ab ab a?e™h

(3.20)
Sabemos que para completar o calculo na geracdo g=1, a matriz B, deve ser multiplicada pela
sua transposta que descreve a interacdo entre os dois sitios intermediarios e o segundo sitio

raiz, conforme a equacéo (3.9).

Logo,
A - a*e?™ + 2a?bh? + b*e™2"  a?b?(e*" + e +2) (3.21)
! a’b?(e?" + e 2" +2)  a*e? + 2a?b? + bte | '
De um modo mais simplificado, podemos escrever A, da forma
_lar by
A, = [bl dl]' (3.22)

Vemos que A, tem um elemento diferente a mais que A,. Como A4, tem uma simetria mais
baixa que A,, para que escrevamos as relacBes de recorréncia para os elementos de A, em

geragdes subsequentes, temos que primeiro propor uma simetria mais baixa para 4, também,
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_Ja b
a=3 o) (3.23)
E como consequéncia
A = a*e?™ + 2a%b? + b*e 2" a’b?e?" + 2ab%d + b?d?e~?" (3.24)
17 la2b2e?! + 2ab%d + b2d2e2h b*e?" + 2b2d? + d*e~?" | '

E mantida, assim, a estrutura da forma simplificada de A, da equac&o (3.21),

_ |9 b,
a=[3 2

Finalmente, podemos escrever as relacdes de recorréncia para os elementos de A, em
geracOes subsequentes:

Anyq = ape?™ + 2a2b2 + bie~?h,
b1 = a’bZe?" + 2a,b%d, + b2d2e~?", (3.25)

dpi1 = bire?" + 2b2d2 + djte™2".

Os dois autovalores da matriz podem ser escritos em termos destes trés elementos da forma

_(a, +dy) +/(a, — d,)? — 4a,d, + 4b3

T]n 2 )
(3.26)
(a, + dy) — (a, — dp)? — 4a,d, + 4b2
Ep = .
2

Através desses autovalores se obtém a energia livre que é essencial para o estudo das

propriedades termodinamicas do sistema. Vemos que n,, € 0 maior autovalor e prevalecera no
limite termodindmico, conforme a equacéo (3.15).

3.2 Rede apoloniana
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Redes apolonianas séo interessantes para o estudo de diversos modelos fisicos, embora
estejam matricialmente ligadas ao preenchimento de espacos granulares densos. Como no
caso das redes hierarquicas, elas estdo relacionadas a diversos modelos fisicos e séo
invariantes por mudanca de escala [23].

Apesar do problema do empacotamento apoloniano ja ter sido tratado na antiguidade,
0 estudo de modelos fisicos definidos sobre essas redes ainda é recente. Um dos primeiros
trabalhos sobre a rede apoloniana foi publicado em 2005, quando um grupo de pesquisadores
[43] estudou fendmenos ligados a modelos magnéticos e percolagdes nessas redes. Foi
observado que tais redes satisfazem o efeito mundo pequeno, ja que cada vértice possui uma
pequena distdncia um do outro. Com base nesse trabalho, outros autores introduziram o
estudo de redes apolonianas aleatdrias e observaram que elas seguem leis de poténcia e tém
uma pequena distancia média.

Uma rede apoloniana pode ser definida também através da divisdo do espaco em
triangulos uniformes e confinados em toda rede. Estes correspondem a triangulos que séo
originados ligando-se por retas os centros circulos da solucdo do problema do
empacotamento. Na figura 1.3, mostramos as trés primeiras geracdes da rede apoloniana. A
cada geracdo da rede apoloniana, foram incorporados novos sitios que correspondem aos

centros de cada circulo adicionado no empacotamento.

3.2.1 Aplicacdo das matrizes de transferéncia ao modelo de Ising na

rede apoloniana sem campo magnético (h=0)

De forma semelhante a rede hierarquica do diamante, fizemos o estudo do modelo de
Ising com a utilizagdo de matrizes de transferéncia na rede apoloniana. Iniciamos com a
ligacdo entre dois spins nos sitios raiz (figura 3.1) representada pela matriz A, descrita pelas
equacdes (3.3), (3.4) e (3.5)

Ay = [Z Z] (3.27)
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Utilizando A, construimos a matriz intermediaria B,
(i|B1ljk) = (il Ao l))j1AG k)il Aglk). (3.28)
Vejamos um exemplo,

(11B,112) = (1]4,11)(1]1AT|2)(1]A,]2) = ab?. (3.29)

Apds fazer esse procedimento com todos os elementos de B;, obtemos

_ (11B,[11) (1|B4112) (1|B4[21) (1|B;]22)
V7 2IBy|11)  (2|B1112) (2]|B,[21) (2|B,]22)
=[a3 ab? ab? abz]

ab? ab? ab? a3/t

B
(3.30)

A matriz B, pode ser escrita de uma forma mais simplificada,

_Jen dy dy dy

Bi=|g & 4 ol (3.31)

E finalmente para descrever as possibilidades de configuracdes dos spins da geracdo 1 que é

representada na figura 3.5.

Figura 3.5: Geragdo 1 da rede apoloniana

Escrevemos a matriz A; que é obtida fazendo-se a soma dos elementos de B, sobre o indice k,
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A= 4, o +dy

(3.32)

Para a geracdo 2 em diante, as matrizes A,, e B, podem ser obtidas atraves das relacGes de
recorréncia,

(i1Bnsa 1) = ) 1B DUl BE 1)) 1By K,
k

(3.33)

(ilAnial)) = ) (B raljD

l
Para {n € N/n > 1}. Como resultado de (3.32), temos:
Cny1 = Cn3 + dn3
(3.34)
dpyr = Cndnz + dnsl
com ¢y, =an—b7”edn =b7“.
Os auto-valores na matriz A,, na n-ésima geragao sao

Np =a, +b, =c, +3d,, (3.35)

En = 0n — by =y —dy,

pelos quais se obtém a energia livre (f,,). A seguir veremos 0 caso com 0 campo magnético, h,
diferente de zero.

3.2.2 Aplicacdo das matrizes de transferéncia ao modelo de Ising na

rede apoloniana com campo magnético h#0
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Para 0 caso com 0 campo magnético h = 0, até a primeira geracdo, utilizamos as
relagbes da secdo anterior (3.27 a 3.32), mas a partir da segunda geragéo, passamos a inserir o

campo h nos sitios centrais, veja a figura 3.6 como ilustracéo.

n=2

Figura 3.6: Geragdo 2 da rede apoloniana. O campo h é inserido no sitio central escuro.

As relacdes passam a ser

(il Byas 1) = Z(ianlkn(kllB% /)i B, | kj) eho,
k

(3.36)
(ilAnali) = D GilBras D
l
A partir de 3.36, obtemos a matriz B,
B,
_ c3ePh + d3e Ph ¢ d?ePh +d3ePh cid?ePh +d3eFh  dePM + cidiePh (3.37)
cid?ePh + d3eBh  d3ePh + cid?e P diePM + cidie P d3ePM + cie PR
Podemos escrever B, de uma forma mais simplificada,
BZ — %) d2 d2 9> (3 38)

d, g, 9. myf
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A estrutura de B, é mais complexa que a de B,, que € descrita pela equacdo (3.31).
Dando prosseguimento aos célculos, utilizando novamente a relagdo (3.36), obtemos a

estrutura de Bj:

B
_ ciePh + diehn c,d%efh +d,gie P c,dief" + d,gie P dig,eP" + gim,e P

c,d%ePh + d,g3e Pr  dig,eP" + gim,e Pt dig,eP" + gim,e Pt giePt + miehh (3.39)
_[e ds ds 93]_

d; gs gs mz

Dessa forma, podemos estabelecer

Cpyr = CoePh + diehh,
dpyr = Cndrzleﬁh + dng%e_ﬁh:

(3.40)

Gn+1 = d2g,ePh + gzm, e Fh,

— 43,Bh 3,-Bh
mn+1—gneﬁ + mye Bh,

Inserindo 0 campo magnetico h, nos sitios centrais, vemos que o nimero de relacdes

de recorréncia aumentou. A partir dessas relacdes, podemos obter a energia livre (f,,).
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CAPITULO 4
FORMULACAO DO MODELO DE ISING RECOZIDO
EM TERMOS DE MATRIZ DE TRANSFERENCIA

A questdo ¢ ‘“como implementar o calculo de um modelo aleatério temperado
(recozido) com matrizes de transferéncia?”’. Essa questdo é essencial para o estudo de
modelos recozidos nas redes hierarquicas.

Para responder a esse questionamento, desenvolvemos neste capitulo a formulagéo do

modelo de Ising recozido em termos de matriz de transferéncia.

4.1 Caso unidimensional

Para o caso unidimensional, consideremos a ligacé@o entre os spins dos dois sitios raiz,
conforme a figura 3.1. Essa ligacdo entre esses dois primeiros sitios servird de base para a
formacdo da estrutura hierarquica e apoloniana.

Utilizemos a hamiltoniana de Ising (2.12) para o caso de diluicéo,

H = —]Z TiTi+10i0i+1 — hz 7,0,
7 7

cujo parametro de desordem t; pode ser igual a 0 (sitio desocupado) ou 1 (sitio ocupado), ja
que estudamos o caso com dilui¢ao.
Consideremos cada elemento dessa matriz, para a ligacdo entre dois sitios,

representado por
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(UiTilelajTj) = (UiTi|M|ajTj>' (4.1)

Vejamos na tabela 4.1 como cada elemento dessa matriz esta posicionado em relagédo

ao nlmero da linha ou coluna.

TABELA 4.1
Valor do par (g, t;) | NUmero da linha ou coluna
(1,2 1
(-1,2) 2
(1.0) 3
(-1,0) 4

Tabela 4.1: Organizagéo dos ndmeros das linhas e colunas para cada par (a;, T;)

Para o caso mais simples, a potencial quimico () e a campo (h) nulos, a matriz A, fica

‘ : (4.2)

QL AT Q
QaQ ™
QU &
Q L

coma=ePl, b=e"P/,d=e® Como o; e r; admitem 2 estados, o par (o;,7;) admite 4

estados distintos, logo a matriz A, tem ordem 4.

4.2 Formulacdo na rede hierarquica incluindo os mapas para
os elementos de matriz, para a energia livre, comprimento de

correlacdo e magnetizacao.
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Para estabelecer os mapas na rede hierarquica, incluindo os campos h e u # 0 nas

geragbes n = 1, € necessario utilizar a matriz A, com simetria mais baixa do que a da secao
anterior,

o
S
Il

, (4.3)

QG hT
ENES

ISTERS TR & )
(o

coma=f=efl,b=eB,c=d=g=e A barra“ ” sobre o “f” serve para evitar
que este seja confundido com a energia livre.

De modo similar ao feito no caso sem dilui¢cdo, vamos definir uma matriz B,, que
descreve as interagdes entre o sitio raiz 1 e os sitios intermediarios 2 e 3:

(Bo)u
. J o4 gk Jgd 4 7.k g.k 4.4)
. o . Ty + T3 Ty’ 077 + 13703 C (4.
= <0111‘ expBlJt,'oq (12021 + T3O'3k) +u 2 > ] 12102113""03").
Com:
ol=1 02=-1, 6, =1, 0,°=-1, 031 =1, 032 =-1.
.0=1 1,2=0, 1,0 =1, 1,2=0, 131 =1, 132 =0.

A matriz B, tem 4 linhas e 16 colunas. Assim como fizemos no caso mais simples na
secdo 3, para completar o célculo na geragdo g = 1, a matriz B, deve ser multiplicada pela
sua transposta que descreve a interacdo entre os dois sitios intermediarios e o segundo sitio
raiz (Veja a figura 3.3). De acordo com a equacéo (3.9),

Al = BoBOT.
Na segunda geracdo, utilizamos a equacao (3.11),

A2 = BlBlT.
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Generalizando, obtemos as seguintes relacdes de recorréncia entre os elementos da

matriz A, € Apnyq,

Bu Bu
Apeq = ePl (a;‘leﬁ“eﬁh + 4a%d?e 2 ) + ehn (bfleﬁ“e‘ﬁh + 4b2d%e 2 )
+ 2a2b2ePH + 4dt,
B ( 42 p2 Bu,Bh Bu
b,y =¢€ (anbne HeP + 4a,b,d,gne 2 )
—Bh (2 F2 ,Bu ,—Bh ;B
+e (bnfn erte + 4b,d, fngne 2 )
+ 2(apb2freft +2d2g2),
h 4 h 242 & —-Bh 4 —-Bh 2 5,2 ﬁ_ﬂ
Cpys = P (dneﬁ“e[g + 4cgdje 2 ) +e7 (gneﬁ“e Bh + 4c2g2e )
+2d2gZePt + 4act,

Bu
dny = ePh (a%d,zleﬁ“eﬁh + 4a,c,de 2 ) (4.5)

+ e hn (b%g,zleﬁ“e_ﬁh + 4bncndngne%) + 2a, b, d, gne*
+ 4c2d?,
fni1 = P (b;{eﬁ“eﬁh + 4b,21g,zleﬁTH) + ehh (ﬁfem‘e_ﬁh + 4ﬁlzi,zleﬁz_u)
+ 2b2f2ePH + 4gt,

Bu
In+1 = efh (bTZLdTZLe,B,ue,Bh + 4bncndngneT)

_ _ Bu
+e PR (fnzgrzleﬁ“e_ﬁh + 4Cnfng72167) + andnfngneﬁu

+ 4c2g2? .

Temos, assim, seis relacfes de recorréncia para os elementos da matriz A,,. Por esse
motivo, foi necessario considerar a quebra de simetria na matriz A,, inserindo letras diferentes
para elementos da matriz que sdo efetivamente diferentes. A partir dessas relacdes de

recorréncia, é possivel obter a energia livre através da relacédo

T
fo = —N—ln(an). (4.6)

n
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Derivando a energia livre (f,,) em relacdo a temperatura, podemos obter a entropia e o
calor especifico. E derivando a energia livre em relacdo ao campo magnético, podemos obter
a susceptibilidade magnética e a magnetizacéo.

E interessante ressaltar que £, ndo € a energia livre de Helmholtz. Para encontrarmos a
energia livre de Helmholtz (¢), devemos utilizar a transformada de Legendre [6], de forma
que

N
o =f,+ uﬁ=fn+up, (4.7)
com

N,
= — 4.8
p=t (4.8)

Mas ndo sera necessario trabalharmos com essas duas Ultimas relacbes. Podemos obter os

resultados necessarios para o nosso trabalho utilizando simplesmente f,,.

4.3 Formulacéo na rede apoloniana incluindo os mapas para
0s elementos de matriz, para a energia livre, comprimento de

correlacdo e magnetizacao

VVamos agora descrever 0s mapas na rede apoloniana, incluindo os campos h e u # 0

nas geracdes n = 1. Inicialmente, tomemos a matriz A, da secéo 4.2,

] . (4.9)

QaQ ™
Q aQaQ
QU Q&

Ainda com campo e potencial quimico nulo, fagamos a construcdo da matriz B,

<i|B1|jk) = (i|A0|j)(j|A0|k)(i|A0|k>- (4-10)



B,

A matriz B, passa a ser

a® ab? ad® ad? ab? ab? bd?> bd? ad? bd*> d® di
_lab? ab? bd?> bd? ab?* a®* ad? ad? bd?* ad* d® d3
ad*> bd*? d® d®* bd* ad* d® d3 d> d3 d> d3
ad®> bd*? d® d® bd* ad®* d® d3 d> d3 d> d3
E a matriz A, se reduz a
Ay
a’® + ab? + ad? + ad? 2ab? + 2bd? ad? + bd? + 2d3
_ lab? + ab? + bd? + bd? ab? + a® + 2ad? bd? + ad? + 2d®
ad? + bd? + 2d3 bd? + ad? + 243 4d3
ad? + bd? + 2d3 bd? + ad? + 2d3 4d3
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ad®> bd* d® d®

bdz adz d3 d3 (411)
a2 d® a® dad |
¢ d3 da® dd

ad? + bd? + 2d3

bd? + ad? + 2d° (4.12)
4d? '
4d?

Para simplificarmos nossos calculos, vejamos que houve uma quebra de simetria em B;.

Dessa forma, B, pode ser representado como

|C1 d & & di 4 1 h €1
|.C1 d e e d 4y h 1 & &

a, = h; = a’,
b, = g, = ab?,
¢, =1, =ad?
d, = bd?,
e = f1 =] =d°

]_1
f
f

]_1
i
fi

¢ dy €1 3:1]
d & B R| (419
e n i A
e 1 fy 1J
(4.14)

A partir da geracdo 2, vamos introduzir os campos h e u no sitio central, a exemplo do

que foi feito no modelo com diluicdo na secdo 3.2.2. Por isso, somos obrigados a trabalhar

com a matriz B; com uma estrutura mais ampla. As matrizes B,, podem ser obtidas por uma

relacdo de recorréncia,
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(U1Bnsa ) = ) (A1Ba KD UlIBE )i Bylkj)e b/ e ek,
k

(4.15)
(ilAnali) = D GilBras i)
l

Ressaltando que, devido a complexidade das relagdes de recorréncia para os elementos da
matriz A, no caso da rede apoloniana, é mais conveniente trabalhar com os elementos da

matriz B,,. Calculando-se os (i|B,,,1jl), encontra-se

Apiq = aieﬁ(%”’) + b;’;eﬁ(%_h) +2c3,
bpiq = anbﬁeﬁ(%”l) + bng%eﬁ(%_h) + 2¢,d?,
Cni1 = ancrzleﬁ(%”l) + bnd%eﬁ(%_h) + 2c €2,
dyoi = bycyd,ePET 4 d g Tneﬁ(%_h) +2d,8,],,

eny1 = C2E, P& + d2j,ef 57 + 28é%f,,

(4.16)
fn+1 — e eﬁ(z"'h) +]3eﬁ(2 h) + 2f3

Gnss = b2gnef G+ + g2h, PGm) + 2d2t,,
hpir = g3 (3[’7(2+h)+h3 p- My 2B,
Tpe1 = d2gne B+ + h, lzeﬁ(z M 42t g2,

]n+1—dzeeﬁ(+h)+l]e h)+2f]n

Totalizando, assim, em dez relacbes de recorréncia para os elementos da matriz B,
subsequentes. A partir dessas relacdes de recorréncia, podemos obter propriedades
importantes tais como a energia livre, entropia, calor especifico, susceptibilidade magnética e

magnetizacdo. Nesse caso, definimos a energia livre associada ao ensemble grande candnico

T

fn = —N—log a,. (4.17)
n

Vale ressaltar que a,, € 0 maior elemento de B,,.
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CAPITULO 5
RESULTADOS

5.1 Cadeia linear

Neste capitulo discutiremos as propriedades termodinamicas e magnéticas do modelo
de Ising com diluicdo, na versdo recozida, nas duas redes apresentadas nos capitulos
anteriores. Os resultados serdo ilustrados por graficos que mostram a dependéncia destas
grandezas em funcdo da temperatura. Os dados desses graficos foram obtidos por interacéo
numerica dos mapas obtidos. Para tal, foram desenvolvidos diversos programas em linguagem
Fortran. Para a rede apoloniana, vamos concentrar a discussdo sobre o comportamento do
calor especifico, da entropia e da magnetizacdo em funcdo da temperatura e em funcdo do
potencial quimico. Para a rede hierarquica do diamante, além destas, vamos mostrar o
comportamento do calor especifico, do comprimento de correlacdo, da magnetizacdo e da
suscetibilidade em funcdo da temperatura, bem como da temperatura critica em fungdo do
potencial quimico. Destacaremos também o calculo dos expoentes criticos obtidos para
caracterizar a transicdo de fase na rede hierarquica do diamante.

Primeiramente, no intuito de termos uma referéncia para discussdo dos resultados
acima indicados, vamos tratar um modelo com resultados ja conhecidos na literatura que é o
modelo de Ising com diluicdo na cadeia linear. A dependéncia do calor especifico com relacéo
a temperatura, para diversos valores do potencial quimico (x), € obtida de forma exata e esta

representada na figura 5.1.
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Cadeia linear Cadeia linear
115 T T T T T 1'6 T T T T T
Vo —em | P :
3 —— =30 ] e — =30 ]
1,2 1=10 ] ' u=100
114 — =5 p 1.2 o Sem diluigao| 1
o 104 —— =0 ] o 11 1
g 09 — =5 ] % 104 7
é_ 08 u=-10 ] g 0,94 ]
% 067 ] 2 064 b
O 051 = © 05 =
04 ///_- 041 B
0,3 ] 0,34 7]
02 ] 0,24 7]
0,11 " 0,14 B
0,0 T T T T T 0,0 T T T T T
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
Temperatura Temperatura

Figura 5.1: a) Calor especifico em funcéo da temperatura para a cadeia linear para diferentes valores de s

b) A medida que 1 aumenta, os resultados convergem para o modelo sem diluicéo.

Aqui, como em todos os demais resultados apresentados neste trabalho, consideramos
as constantes de interacdo no Hamiltoniano 2.1, o valor Jj = 1. Vemos que, no intervalo de
temperaturas analisadas (de T =03 K até T=6K ), o calor especifico apresenta o
comportamento tipico de um pico de Schottky, com um méaximo suave, para todos os valores
de u investigados, com excecdo de x = 30 que tem um duplo maximo. A medida que a
temperatura aumenta, o calor especifico cresce até determinada temperatura, mas a partir
dessa temperatura, a tendéncia é que o calor especifico diminua, embora isso ndo foi
verificado para = 30. Conforme foi discutido na secdo 1.6, para que houvesse uma
transicdo de fase no gréafico do calor especifico em fungdo da temperatura, deveria haver um
ponto de divergéncia ou descontinuidade. Contudo, observando o grafico da figura 5.1,
podemos notar que ndo ha transicao de fase para este caso, ja que o comportamento nos topos
das curvas é suave, indicando que este modelo apresenta caracteristicas paramagnéticas para
todo intervalo T > 0, V. Com efeito, o célculo da magnetizacdo (m) a campo magnético
nulo (h = 0) mostra que esta se anula identicamente independentemente do valor de . A
figura 5.1 também ilustra que, & medida que o valor de & aumenta, os resultados convergem
para os obtidos para o modelo sem diluicdo. No caso de u = 30, nota-se a presenca de um

duplo maximo.
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E importante ressaltar que o calor especifico que estamos estudando se trata do calor
especifico a u constante, c = ¢,, pois € tomado a partir da segunda derivada da equagéo

(4.17), ou seja, para o calor especifico da n-ésima geracéo,

0% fn
u

A semelhanca do caso de gases, onde é possivel definir o calor especifico a volume constante

(cy) ou a pressdo constante (c,), tambem aqui pode ser calculado o calor especifico a
concentragdo constante (c4). No entanto, todos os resultados que serdo discutidos se referem a

(c,) que, para simplificar a notacdo, sera simplesmente indicado por ¢ [44].

5.2 Rede hierarquica do diamante

Os resultados para a rede hierarquica do diamante tém natureza bastante distinta.
Como é sabido, no caso sem diluicdo, o comportamento do modelo indica uma transicdo de
fase do tipo ferro-paramagnética. Embora esta transicdo seja distinta daquela observada para o
modelo de Ising em duas dimensdes, ela tem sido bastante Gtil no estudo de modelos mais
complexos cuja solucdo na rede quadrada ndo é obtida de maneira analitica, como é o caso
deste estudo. Nosso interesse inicial é obter as condi¢des sobre os valores de  para 0s quais a
transicdo ainda se faz presente. Como mostrado na figura 5.1 para a cadeia linear, a condicédo
sem diluicdo é recuperada no limite x — oo, de forma que, ao se diminuir seu valor, pode-se

chegar a uma regido onde vai existir apenas o estado paramagnético.
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Rede hierarquica do diamante Rede hierarquica do diamante
2,2 T T T 30 T

b)

a)

2,04
1,8

1,6

1,4 4

1,2
1,0

0,84

Calor especifico
Calor especifico

0,6
0,4

0,24

0,0
T

Temperatura Temperatura

Figura 5.2: a) Calor especifico em funcdo da temperatura para a rede hierarquica do diamante. b) Nota-se o

aparecimento de picos duplos na curva do calor especifico para alguns valores de .

Com efeito, observemos na figura 5.2 a que, para = 30, o calor especifico é
caracterizado por uma nao analiticidade (descontinuidade na sua derivada) relacionada a
transicdo ferro-paramagnética. Tal comportamento € mantido para dois outros valores de
1 < 30. Contudo, tal comportamento critico deixa de ser observado para u = —3 e u = —30.
Nestes casos, a curva do calor especifico volta a apresentar um perfil tipo Schottky,
caracteristico de modelos sem transicéo de fase.

Para encontrar o valor critico «_tal que, para 4 < u_, 0 qual o sistema ndo exiba
transicdo de fase, fizemos uma investigacdo detalhada, obtendo individualmente o valor da
temperatura critica correspondente a cada valor de u, através de interacbes numéricas, até
determinar com precisdo de 2 digitos, o valor . = —2,998. A obtengdo de tal tipo de
resultado de maneira bastante rapida €, claramente, uma das vantagens das redes hierarquicas.

A sintese de nossos resultados esté ilustrada na figura 5.3.



51

Rede hierarquica do diamante
1.8 17— T T T T T T T T T T T

0,6 i
04 .

0,24 .

0,0 *— T T T T T T T T T T T

Figura 5.3: Temperatura critica, T, em funcdo do potencial quimico, p, para a rede hierarquica.

Os resultados mostram que a medida que o valor do potencial quimico aumenta o
valor de T, também aumenta até chegar ao valor de T, do modelo sem diluicdo, T, = 1,641K.
Quando 4 diminui e g — u_, 0 valor de T, — 0.

Na figura 5.2 b, observamos o aparecimento de duplos picos no calor especifico a
medida que ¢ — u_+. Este segundo pico tem um maximo suave, com a caracteristica de um
pico Schottky. Comecando com a curva para ¢ = —2, nota-se que o pico Schottky emerge em
T < T.. A medida que x diminui, T, decresce (como ja ilustrado na figura 5.2) juntamente
com o valor de T que marca o pico Schottky. Como T, se move para a esquerda mais
rapidamente do que o segundo maximo, os picos se superpdem, dificultando inclusive a
identificacdo de T,, como é o caso de pu=-2.7. Finalmente, para 4z = —2.8 e —2.9 0 valor de T,
ja esta abaixo da posicdo do pico Schottky. Para 4= —3 < u_, a curva para c € caracterizada

apenas por um pico Schottky.
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Rede hierarquica do diamante Rede hierarquica do diamante
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Figura 5.4: a) Calor especifico em funcédo do potencial quimico, x, para a rede hierarquica do diamante. b) Foram

incluidas curvas para o calor especifico para valores maiores da temperatura.

Outra maneira de se tratar os resultados ilustrados na figura 5.2 consiste em investigar
como o calor especifico depende do potencial quimico. Os resultados para o valor dec(a T
constante) em funcdo de x estdo mostrados na figura 5.4. Encontramos aqui um padrdo com
duplo pico que é similar para todos os valores de T. Aumentando-se o valor de «a partir do
limite © — — oo, verifica-se que o calor especifico se mantém constante até um determinado
valor. A partir deste valor que depende de T, c passa a se modificar, apresentando também
uma estrutura de duplos picos, voltando a se estabilizar em um valor constante a medida que
1 — oo. A independéncia de ¢ com relagdo a x nos limites #co pode ser facilmente explicavel
em termos dos estados com a densidade de sitios ocupados por graus de liberdade magnéticos
(@), respectivamente ¢ = 0 (—o0) e ¢ = 1 (4+0). No entanto, a caracteristica dos duplos picos
estd relacionada com o comportamento do sistema e depende de T. ParaT > 1,64K, que
corresponde ao valor de T, quando g0, 0s dois picos sdo suaves. No entanto, para T <
1,64K, nota-se que um dos picos é a cuspide caracteristica da transi¢do evidenciada na figura
5.2.



53

Em seguida, investigamos também a relacio entre o comprimento de correlacdo™® (&)
e a temperatura. A figura 5.5 traz o resultado para & x T para diversos valores de . Uma vez
que & apresenta um comportamento divergente em T, torna-se mais adequado tracar o seu
valor em escala logaritmica. Os resultados mostram claramente que, para x=0, 3, e 30, &
diverge nos correspondentes valores de T, como pode ser verificado com os picos das curvas

do calor especifico em fungdo de T na figura 5.2.

Rede hierarquica do diamante

1E36 — =30
h — 3
—_— H=O
: — H:_
1E26E —— =30
0 ]
1E16 3
1000000 7 -
] e
N ;‘
1E-4 : T T T T T T T
0 1 2 3 4
Temperatura

Figura 5.5: Comprimento de correlacéo (¢) em fun¢io datemperatura para a rede hierdrquica diamante.

Dessa forma, no grafico do comprimento de correlacdo em funcdo da temperatura para
a rede hierarquica do diamante, também pode ser observada uma descontinuidade no
comprimento de correlagdo para alguns valores da temperatura. Esse resultado esta de acordo
com o esperado, discutido na secdo 1.3, ou seja, acima da temperatura critica (T.), 0
comprimento de correlacdo (&) é finito e bem acima da temperatura critica 0 comprimento de
correlacdo é nulo. A medida que a temperatura (T) diminui e se aproxima da temperatura

critica, o comprimento de correlacdo aumenta indefinidamente e diverge em T = T,. Para 0s

1% 0 comprimento de correlacéo indica que spins separados a uma distancia > & néo est&o correlacionados.
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valores 4= -3 e -30, 0 comportamento de & é distinto, sendo caracterizado por uma
divergénciaem T = 0.
Finalmente analisamos também a relacdo entre a magnetizacdo (m) e a temperatura

para diferentes valores de , obtendo os resultados apresentados na figura 5.6.

Rede hierarquica do diamante

T T T T
1.0 — =30
—_— u:3
— u:o
0,8 u=-3
o — u=-30
© -
S 06
N
©
C
8 04 -
< \
0,2 i
0,0
. . .
0 2 4
Temperatura

Figura 5.6: Magnetizacdo em funcdo da temperatura para a rede hierarquica do diamante

Os resultados corroboram aqueles apresentados para ¢ e & Para valores de u> u , a
magnetizacdo é ndo nula para T < T., indo a zero de maneira continua em T.. Nota-se
novamente a concordancia entre os valores de T onde m—0 com aqueles obtidos para o pico
de c e a divergéncia de & Esta concordancia atesta a confiabilidade do método de matrizes de
transferéncia aqui desenvolvido. Nos dois casos em que x < x_, a existéncia de apenas uma
fase paramagnética é confirmada pelo valor de m identicamente nulo para todos os valores de
T, conforme indicado pela curva horizontal em cor magenta na figura 5.6.

Estudamos também o comportamento da susceptibilidade ( ), em funcdo da
temperatura. O resultado esta mostrado na figura 5.7, evidenciando a presenca da divergéncia

nos valores de T¢ Nos casos em que x> u, .
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Rede hierarquica do diamante

107-5 T T T T
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10% . T . T
0 2 4

Temperatura

Figura 5.7: Susceptibilidade em funcéo da temperatura para a rede hierarquica do diamante

O método das matrizes de transferéncia aqui adotado permite caracterizar o
comportamento critico do modelo diluido através da determinacdo de diversos expoentes

criticos nas vizinhancas de T.. Para tal, obtemos primeiramente a dependéncia das grandezas

. A - fn ~ - T-T,
termodinamicas e magnéticas em funcdo da temperatura reduzida, t = T—C

c

= t,. Isto pode ser

feito de maneira numérica, com grande preciséo.

Com base na discussdo na secéo 1.3, fizemos a determinagdo dos expoentes criticos a,
v, B e vy, relacionados respectivamente as grandezas c, & m e y. Uma vez obtida a
dependéncia numérica em funcao de t;, linearizamos os graficos tracando ambas as grandezas
em escala logaritmica. Os expoentes entdo sdo obtidos pela determinacdo numérica da
inclinacdo da curva linearizada.

Vamos ilustrar, a titulo de exemplo, o célculo do expoente critico « (eg.1.5) na figura
5.8.
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Figura 5.8: logaritmo da diferenca entre o calor especifico (c) e o calor especifico critico (c.) em funcdo do logaritmo

da temperatura reduzida (t,.) para rede hierarquica.

Neste caso, trabalhamos com o logaritmo de ¢, — ¢ em fun¢éo do logaritmo de t;, uma
vez que o comportamento critico de ¢ ndo é caracterizado por uma divergéncia e sim por uma
cuspide com valor maximo ¢, em T=T.. A dependéncia em lei de poténcia fica evidenciada
por um comportamento linear para valores de t, no intervalo 10-10™. Para valores de t,<10™
notamos um desvio do comportamento linear, que se deve a imprecisdes huméricas no calculo
de c.. Apesar disto, é possivel se estimar o valor de « com grande precisdo em um intervalo
significativo de valores de t;,. O mesmo procedimento pode ser adotado para as grandezas & m
e z, sendo ainda simplificado pelo fato que nestes casos ndo ha o custo adicional de calcular
um valor similar a c..

Os valores obtidos para os expoentes criticos para diferentes valores de x> u_ estdo
listados nas tabelas 5.1 e 5.2. A primeira contém os valores de o e v, e a segunda os valores de
pey:

TABELAS.1

J=1 o v
M T<Tc T>Tc T>Tc
-2,0 -0,62221 -0,73224 1,13546




-1,0 - 0,64498 - 0,73117 1,14005

0 - 0,67098 - 0,71889 1,16751
1,0 - 0,67190 - 0,72439 1,18677
2,0 - 0,67974 - 0,71116 1,18745
30 - 0,68504 - 0,69292 1,22998
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Tabela 5.1: Valores dos expoentes criticos « e v para diferentes valores do potencial quimico, .

TABELA 5.2
J=1 p ¥

u T<Tc T<Tc T>Te
-2,0 0,16287 2,35404 2,33851
-1,0 0,16281 2,35416 2,33815

0 0,16258 2,35395 2,33786
1,0 0,16239 2,35403 2,33884
2,0 0,16235 2,35372 2,33910
30 0,16184 2,35488 2,33766

Tabela 5.2: Valores dos expoentes criticos S e y para diferentes valores do potencial quimico, L.

Os resultados na tabela 5.1 indicam que os valores de o e v apresentam uma razoavel
dependéncia com relacdo ao potencial quimico (). Na tabela 5.2, os resultados sugerem que
0S expoentes S também apresentam uma razodvel dependéncia em relacdo a |, no entanto os
valores de y se mantém independentes dos valores de . Convém ressaltar que o célculo
independente dos expoentes deveria levar a verificagdo da igualdade de Rushbrooke o + 2 +
v = 2. No estudo levado a cabo, este valor é reproduzido com grande exatiddo para grandes
valores de g, como pode ser verificado a partir dos dados nas Tabelas 5.1 e 5.2. No entanto,
quando os valores de x se aproximam de -3, onde a transigdo de fase deixa de existir, a regido

onde ha invariancia de escala perto de Tc tem seu tamanho reduzido, o que leva a imprecisdo
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no célculo dos expoentes criticos. Neste regime a comprovacao da igualdade de Rushbrooke é

objeto de erros de aferigdo dos expoentes.
5.3 Rede apoloniana

Vamos agora discutir resultados para a rede apoloniana, que apresentam caracteristicas
bem diferentes daquelas da rede hierarquica do diamante, conforme podemos conferir nas
figuras 5.9 a 5.11.

Rede apoloniana Rede apoloniana

©

a) ' ' ' '

O
~

0,8

o
o
1

Calor especifico
o
S
1

Calor especifico

0,2

0,0

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 25
Temperatura Temperatura

Figura 5.9: a) Calor especifico em funcéo da temperatura para a rede apoloniana. b) Duplos picos aparecem na

curva do calor especifico para alguns valores de p.

Conforme foi discutido na secdo 3.2, a rede apoloniana é interessante para simular
modelos fisicos ligados a preenchimentos granulares. O estudo de modelos definidos sobre
essa rede € razoavelmente recente. Uma das questGes relacionadas ao comportamento critico
diz respeito a auséncia de transi¢cbes de fase para modelos magnéticos definidos sobre ela.
Todos os resultados obtidos até entdo indicam que o ordenamento ferromagnético ocorre para
todos os valores de T, sem qualguer comportamento critico seja nas grandezas
termodinamicas ou magnéticas. Seria natural supor que, em presenca de diluicdo, o0 modelo de
Ising na rede apoloniana pudesse apresentar uma transicdo de fase do tipo ferro-

paramagnética, semelhante ao caso da rede hierarquica. No entanto, como pode ser observado
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na figura 5.9, o comportamento de ¢ segue o padrdo de um perfil Schottky, com maximos
suaves para qualquer valor de z.

No entanto, é perceptivel a existéncia de um comportamento anémalo para baixas
temperaturas quando u~— 3, conforme detalhado na figura 5.9b. Esta anomalia se manifesta
através de duplos picos no valor de ¢, de maneira similar ao que foi observado no caso da rede
hierarquica. A diferenca com relacdo ao caso anterior é que ambos 0s picos tém maximos
suaves, ndo estando nenhum dos dois ligados a uma transicdo de fase. No entanto, de forma
bastante similar, a posi¢do de um dos picos se aproxima bastante de T=0 quando x~-2.9. Dado
o fato que os pesos de Boltzmann divergem quando T—>0, estamos impossibilitados de
analisar o comportamento exato dentro dos programas de calculo numéricos que
desenvolvemos neste trabalho. Um célculo analitico para esta situacéo € possivel, e esperamos
poder desenvolvé-lo em breve.

Os resultados para a dependéncia do valor de ¢ (a T constante) em funcdo de u estdo

mostrados na figura 5.10.
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0,2

0,14
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Figura 5.10: Calor especifico em funcéo do potencial quimico para a rede apoloniana.

Esses resultados também indicam a existéncia da anomalia de pico duplo em c ao longo do

eixo . Com efeito, encontramos aqui um padrdo com duplo pico para todos os valores de
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T<1.0. O formato dos picos se torna mais abrupto a medida que T diminui. Apesar disto, ndo é
possivel detectar a clara formagdo de uma clspide como as observadas na figura 5.4 para a
rede hierdrquica. A independéncia de c¢ nos limites g—+co € devida as mesmas razbes
indicadas na secdo anterior. No entanto, a forma dos duplos picos esta relacionada com a
estrutura da rede apoloniana.

Nossa investigacdo revelou também que o comportamento da entropia (s) no limite

T—0 depende fortemente de x, conforme indicado na figura 5.11.

Rede apoloniana

Entropia

0,0

T T T T T T T T T T T
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0

Temperatura

Figura 5.11: Entropia em funcdo da temperatura para a rede apoloniana.

Trés comportamentos distintos sdo revelados de acordo com as condicfes p>-3, p=-3, u<-3.
No primeiro caso, s—0 revela que o estado fundamental do sistema é ndo degenerado. Nas
duas outras situacoes isto nao é observado, o que é revelado pela presenca de entropia residual
no limite T—0. Quando w=-3, s—0.8432..., e quando u<-3, s—0.69315...~In(2). Apesar de
reportarmos um resultado numérico, o que nao permite precisar o valor real da entropia no
limite T—0, a concordéncia dos resultados obtidos para diferentes valores de x permite uma
explicacdo plausivel. O valor de s revela uma degenerescéncia de estados fundamentais que
pode estar relacionado com as diferentes maneiras de ocupar 0s sitios da rede com ions

magnéticos ou ndo. Para baixos valores de , a fragdo de sitios ocupados ¢ = N, /N no limite



61

T—0 é bastante pequena, o que impede um alinhamento dos spins na auséncia de campo
externo.

Convém mencionar ainda que, no caso da rede hierarquica do diamante, 0s nossos
métodos numéricos ndo conseguiram detectar indicacGes de existéncia de entropia residual
para qualquer valor de . No entanto, conforme ja enfatizado, uma afirmacgéo categdrica sobre
Sua presenga ou auséncia no caso da rede hierarquica requer o célculo analitico mais preciso,
que ndo esté incluido nos objetivos deste trabalho.

Voltando a analise da rede apoloniana, a explicacdo para 0 comportamento da entropia
em T = 0 pode ser corroborada pela dependéncia da magnetizacdo em relacdo a temperatura

para diferentes valores de «, conforme indicado na figura 5.12.

Rede apoloniana

Magnetizacao

0.0 T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10
Temperatura

Figura 5.12: Magnetizacdo em fun¢éo da temperatura para a rede apoloniana.

O primeiro aspecto a ser observado € que m nao se torna identicamente nula a partir de
um valor de temperatura bem determinado. O comportamento das curvas para =0 e
4= —1¢ similar ao que foi observado para o modelo de Ising sem diluicdo (valor de u
grande) na rede apoloniana: m(T=0)=1, e m—0 exponencialmente quando T—»c. A curva

para ¢ = —2.9 também sugere o mesmo tipo de comportamento, embora para 0 menor valor
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de T (=0.1) para o qual foi possivel obter numericamente o valor de m se verifica que
m(T=0.1)~0.7.

A figura 5.12 sugere que, na curva de u = —3, m(T—0) converge para um valor
0.35663..., ao passo que, para u<-3, m(T—0)=0.

De novo é conveniente ressaltar que todos os calculos realizados e os resultados aqui
reportados dizem respeito ao comportamento das grandezas termodinamicas e magnéticas
quando o potencial quimico permanece constante, e ndo para a densidade de componentes
magnéticos constantes. Esta corresponde a situacdo fisica mais comum, quando se tem uma

amostra com uma dada concentracdo fixa de constituintes magnéticos e ndo magnéticos. O

10dlogs
B ou

—Jf /du, 0 que depende também da temperatura. Neste caso, o calculo das grandezas aqui

calculo para as grandezas nesta situacdo requer a determinacdo de N, = ou ¢ =

discutidas requer a determinacao prévia do valor de w para um dado valor de ¢e de T. Embora
este calculo possa revelar comportamentos distintos daqueles aqui apresentados, ndo esta
incluido nos objetivos deste trabalho estender os resultados para esta situacao.

O modelo de Ising com diluicdo é equivalente ao modelo com concentracdo de
impurezas inertes. Nesse caso, as impurezas sdo 0s sitios que ndo dao contribuicao energética,
ou seja, sitios desocupados. Desta forma, no grafico 5.1 b, podemos dizer que a medida que u
aumenta, os resultados convergem para 0 modelo sem impureza.

A concentracdo de impurezas foi objeto de estudo de varios trabalhos, como podemos

ver nas referéncias [44] e [45]. No trabalho [44], foi analisada uma cadeia linear de Ising de
spin % e interacBes de primeiros vizinhos nos casos congelado e recozido. ** Para ambos os

casos, ndo foram observados pontos de ndo-analiticidade, mas € interessante notar que a area
sob a curva u X T € maior no caso recozido, o que demonstra que o calor especifico é
dominado por uma entropia de desordem composicional. Nossos resultados também
demonstraram que no limite T — 0, a entropia depende fortemente de u, conforme ilustramos
na figura 5.11.

Em [45] foi feita uma comparacdo do modelo de impurezas inertes com o modelo de

Blume-Capel que é representado pelo hamiltoniano de spin (s=1) de primeiros vizinhos:

1 Sistemas com componentes magnéticos diluidos sdo casos particulares nesse trabalho.
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H=—] z 57(1)§%(2) — hz SZ(1) + AZ[SZ(D]2 (5.2)

(1,2) 1

em que cada sitio de impureza é identificado com |S? = 0) e A é equivalente ao potencial

quimico, u, do nosso trabalho. Em [45] também houve um estudo do diagrama de fase a
h = 0, do modelo de Ising de spin % diluido de primeiros vizinhos na rede cubica de face
centrada. Uma das principais caracteristicas que aparece nesse diagrama é que a temperatura
critica e bem definida decresce com o aumento da concentragdo da impureza. E interessante
notar que encontramos uma relacdo de proporcao desse tipo na figura 5.3, embora tenha se

tratado de outro tipo de rede.
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CONCLUSAO

Os principais resultados dessa dissertacdo foram obtidos através do método das
matrizes de transferéncia para o modelo de Ising recozido na estrutura hierarquica do
diamante e na estrutura apoloniana. A abordagem que fizemos possibilitou obter resultados
para as propriedades termodindmicas e magnéticas através da iteracdo de relacBes de
recorréncia dependentes da geracao da rede.

Nossa motivacdo original foi compreender melhor a transicdo de fase isotropica-
nematica nos cristais liquidos desordenados e recozidos, descritos microscopicamente pelo
modelo de Maier Saupe. No entanto, seria muito complexo implementar diretamente no
modelo de Maier Saupe o tratamento de modelos recozidos por meio de matrizes de
transferéncia.

Por este motivo, estudamos o modelo de Ising recozido, mais simples do que o modelo
de Maier Saupe, em que o tempo de relaxamento das variaveis de desordem € muito mais
curto do que o tempo de medicéo tipico. No nosso formalismo, trabalhamos com o efeito de
diluicdo, onde atomos magneticos sdo substituidos por outros ndo magneticos.

Desta forma, a utilizacdo de matrizes de transferéncia para o tratamento do modelo de
Ising com diluicdo na versdo recozida em redes hierarquicas foi introduzida neste trabalho.
Isto demandou que fizéssemos a definicdo das matrizes de transferéncia de ordem maior que
no modelo homogéneo.

Obtivemos a dependéncia das grandezas termodindmicas e magnéticas em funcdo da
temperatura (T) e do potencial quimico (u) para a rede hierarquica do diamante e para a rede
apoloniana. Os dados foram obtidos atraves dos mapas das relagcdes de recorréncia.

Para a rede hierarquica, os resultados para o calor especifico (c) em funcdo da
temperatura para diferentes valores do potencial quimico indicaram a existéncia de transicao
de fase ferro-paramagnética para u > —2,998 = u.. Para demais valores do potencial
quimico, a curva do calor especifico apresenta um perfil tipo Schottky. Analisamos o

comportamento da temperatura critica (7,.) em funcdo do potencial quimico, e os resultados
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mostraram que T, = 1,641 K quando u — oo, 0 que coincide com o valor obtido para o
modelo sem diluicéo e quando u = u., T, = 0.

Averiguamos também a relacdo entre o comprimento de correlacdo (&) e a
temperatura. Para u > u., 0s resultados mostraram que acima da temperatura critica, o
comprimento de correlagdo é finito. Quando a temperatura diminui e se aproxima da
temperatura critica, o0 comprimento de correlacdo aumenta indefinidamente e se diverge na
temperatura critica. Este resultado estd em concordancia com o que existe na literatura.

Mais um resultado de nosso interesse foi obtido através da relagdo entre a
magnetizacdo (m) e a temperatura para diferentes valores do potencial quimico. Para u > pu.,
a magnetizacdo é diferente de zero para os valores de T < T, e a partir da temperatura critica
a magnetizacdo vai a zero. Esses resultados estdo condizentes com os apresentados para o
calor especifico e o comprimento de correlacao.

Finalizando o estudo da rede hierarquica, obtemos os expoentes criticos a, v, S € 7,
relacionados as grandezas c, & m e susceptibilidade () respectivamente. Os resultados
indicaram que os valores de «, v e f apresentam uma pequena dependéncia com relacdo ao
potencial quimico, entretanto para os valores de y ndo observamos dependéncia em relacéo
aos valores do potencial quimico.

Mais outro aspecto motivador do nosso trabalho foi o estudo da rede apoloniana, pois
aléem dessa rede ser adequada para simular modelos fisicos ligados ao empacotamento
granular, o estudo sobre essa rede ainda é recente.

Os resultados para a rede apoloniana apresentaram propriedades bem diferentes do que
os da rede hierarquica. Todos os resultados do modelo de Ising com e sem diluicdo, até o
momento, demonstraram a inexisténcia de transicdes de fase de forma que o ordenamento
ferromagnético ocorre para todos os valores da temperatura, embora encontramos um
comportamento anémalo algumas vezes, como, por exemplo, a presenca de picos duplos para
o calor especifico.

Analisando a dependéncia da magnetizacdo em relacdo a temperatura para diferentes
valores do potencial quimico, notamos que a magnetizacdo nao se anula a partir de um valor
da temperatura bem determinado, como no caso da rede hierarquica. Na rede apoloniana,
m — 0 exponencialmente quando T — oo.

Por fim, ha ainda alguns estudos que podem ser desenvolvidos. Ndo incluimos nesse

trabalho a densidade de componentes magnéticos constantes, o que implicaria determinarmos
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0 nimero de sitios ocupados (N.,) ou a densidade de sitios ocupados por graus de liberdade
magnéticos (¢#), mas a extensao dos resultados para estes célculos pode ser feito num trabalho
adiante. E importante salientar que ndo desenvolvemos um calculo numérico em T=0, devido
a divergéncia dos pesos de Boltzmann quando T — 0, mas pretendemos desenvolver um
calculo analitico para esta situacdo em breve. E interessante também darmos continuidade ao
estudo de como se comportam as grandezas termodindmicas e magnéticas de modelos

definidos na rede apoloniana, que até o0 momento ndo apresentaram transicdo de fase.
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