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Resumo

O uso de modelos estocasticos para estudar a dindmica de doengas transmis-
siveis é uma importante ferramenta para compreender o processo epidemiolégico.
Diversas doencas de transmissao direta apresentam a possibilidade de reinfecgao,
que pode acontecer por reativacdo endégena do patdgeno existente no individuo ou
por reinfecgao exégena devido ao contato direto com um individuo infectado. No &m-
bito da Dinamica Estocéstica, a reativagao endogena é representada por uma reagao
espontanea, enquanto a reinfeccdo exdgena, por uma reagao catalitica. Neste tra-
balho examinamos o modelo estocastico Suscetivel-Infectado-Recuperado-Infectado
(SIRI), a fim de simular o efeito da reinfec¢do. A transigao SI — II é catalitica com
taxa de infeccdo § e a transmissdo I — R corresponde a uma reagdo espontanea
com taxa de recuperacdo . Assumimos que a taxa de reinfeccdo exdgena é dada
por o8 (RI — II) e a taxa de reativagao enddgena por a (R — I). Obtivemos
a equacao mestra deste modelo estocastico espacialmente estruturado a partir da
sua probabilidade de transicdo. Analisamos as aproximagcdes de campo médio de
um sitio (ACMS) e de pares de sitios (ACMP), inclusive para os casos particulares
a = 0 e o = 0. Para o caso particular em que o = 0, construimos os diagra-
mas de fases para as aproximagoes de campo médio onde mostramos a transicao
da fase ativa (tipo SIS) para a fase ativa (tipo SIR); no caso da aproximagcdo de
um sitio, hd uma regido de coexisténcia da fase inativa e da fase ativa (tipo SIR).
Através de simulagoes estacionarias do modelo numa cadeia, usando o método de
Monte Carlo, obtivemos o ponto critico da transigao da fase ativa (tipo SIS) para a
fase ativa (SIR) o, (sim) = 0.212, nas aproximacoes simples e de pares encontramos
oc(acms) = 0.056 e o, acnp) = 0.119, respectivamente; portanto, a ACMP apre-
sentou uma melhor aproximacao do que a ACMS como era esperado. Obtivemos
ainda os valores dos expoentes criticos 8 = 0.253 e v| = 1.130, que estdo proxi-
mos aos valores tedricos do modelo de contato, o que pode ser um indicativo que
o modelo SIRI, com o = 0 e o # 0, esteja na classe de universalidade da percola-
¢ao direcionada. Finalmente para o caso particular em que ¢ = 0, ndo encontramos
transicao de fase na ACMS, para valores positivos das taxas, de modo que o sistema
evolui para o estado endémico; em pares, obtivemos a transi¢ao da fase ativa (tipo
SIS) para a fase inativa. Esperamos que os resultados obtidos neste trabalho pos-
sam ser generalizados em trabalhos futuros para o modelo SET RJIE , em que o estado
Exposto corresponde ao individuo infectado que nao é infectante, descrevendo de
forma mais realista doencas transmissiveis como a tuberculose, que apresenta um
periodo de laténcia.

Palavras-chaves: Modelos epidémicos (SIR, SIRI), dindmica populacional, dina-
mica estocéstica, transi¢coes de fase, reinfeccao.






Abstract

Using stochastic models to study the dynamics of infectious diseases con-
stitutes an important tool to understand the epidemics process. Several directly
transmitted diseases present the possibility of reinfection, which can occur by en-
dogenous reactivation of the pathogen in the individual or by exogenous reinfection
due to direct contact with an infected individual. According to the Stochastic Dy-
namics, the endogenous reactivation is represented by a spontaneous reaction, while
exogenous reinfection by a catalytic reaction. In this work we examine the stochas-
tic Susceptible-Infected-Recovered-Infected (SIRI) in order to simulate the effect of
reinfection. The transition SI — I1 is catalytic with infection rate 5 and transmis-
sion I — R corresponds to a spontaneous reaction with rate v. We assume that the
rate of exogenous reinfection is given by o (RI — II) and the rate of endogenous
reactivation by a (R — R). We develop the master equation of this stochastic model
spatially structured from its transition probability. We analyze the one-site (SMFA)
and pair (PMFA) mean-field approximations even for particular cases when a = 0
and o = 0. For the particular case a = 0, we set up the phase diagrams for the mean-
field approximations, where we show the transition from active (type SIS) phase to
active (type SIR) phase; for SMFA, there is a region of coexistence of inactive and
active (type SIR) phases. Performing the stationary Monte Carlo simulations of the
model on a chain, we establish the critical point at o, (s,) = 0.212 associated to the
phase transition active (SIS) — active (SIR); in simple and pair approximations, we
have found o, (gr7ra) = 0.056 and o, (parrpa) = 0.119, respectively; so the PMFA
provides a better approximation than SMFA as it was expected. As a consequence
we obtain the values of the critical exponents 8 = 0.253 and v = 1.130; since these
values are near to the critical exponents of contact process , we have evidence that
SIRI model, with o = 0, is in the universality class of directed percolation. Finally
for the particular case with ¢ = 0, there is no phase transition for positive rates
in the simple approximation; so the system evolves to endemic state. However in
pairs, there is a transition from active (type SIS) phase to inactive phase. We hope
our results can be generalized in a future work for the SET RJIE model, for which the
Exposed compartment corresponds to infected individuals who are not infectious;
by this way, we intend to describe more realistically transmitted diseases such as
tuberculosis, with latent period.

Keywords: latex. abntex. text editoration.
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1 Introducao

O estudo de modelos epidemioldgicos tem-se mostrado uma importante ferramenta
para compreender a dindmica de doengas transmissiveis. Desta maneira, o uso de mode-
los matematicos para estudar a interacao entre individuos da populagdo na presenca do
patogeno de uma doenca transmissivel tem tido um grande avango nos ultimos anos. Para
termos um modelo matematico realista, que represente bem a evolugao da doenca, faz-se
necessario ter uma clara compreensao da relagao entre o hospedeiro e o agente causador
da infec¢ao, conhecer o modo e a taxa de transmissao entre os individuos, e conhecer
as caracteristicas da populagao estudada [1], [3]. Com isto, podemos usar os modelos
matematicos para encontrar o numero basico de reproducao da infeccao Ry, a qual é de
fundamental importancia na Epidemiologia; estimar o niimero de individuos de certa po-
pulagdo que devem ser vacinados para prevenir a epidemia [4]; servir de pardmetro para
as politicas publicas no controle, prevengao e gerenciamento de doengas transmissiveis. [5]
- 7]

O inicio do estudo da transmissao, em Epidemiologia, coincide com o inicio da Bac-
teriologia, responsavel pelo estudo das doengas transmissiveis. Porém a primeira aborda-
gem matemadtica para estudar os efeitos de uma doenga transmissivel foi feita por Daniel
Bernoulli (1700-1782), que estudou os efeitos da técnica da variolacio' no controle da
varfola [8], [9] mas a investigagdo de fendmenos epidemioldgicos, com uso de modelos
matematicos, ficou limitado por causa do pouco conhecimento biolégico dos agentes cau-
sadores da infeccao. Apenas com o avanco do conhecimento bioldgico, no ultimo século,

que a epidemiologia matematica se desenvolveu [10].

A modelagem de uma dindmica de transmissao, de modo geral, é feita através
de um sistema de equacoes diferenciais, tais que sejam capazes de descrever a dinamica
envolvida na evolugdo da doenga, assumindo homogeneidade nas rela¢oes entre os indi-
viduos suscetiveis e infectados [11] - [16]. O aumento do conhecimento sobre as doengas
transmissiveis nos permite determinar os parametros associados a transmissao e modelar
a evolugao da doenga com uma satisfatoria precisao [3], [15], [17] - [19], além de sermos ca-
pazes de generalizar os modelos deterministicos propostos inicialmente por novos modelos
estocasticos que, com as simulagoes computacionais, ganham cada vez mais generalidade

e verossimilhanga [10].

Inicialmente, os modelos tedricos das doencas transmissiveis baseavam-se apenas

nas equacoes governadas por leis dinamicas; o efeito das variagoes randomicas era igno-

1 No inicio do século XVIII, a varfola era uma das doencas transmissiveis mais temidas no mundo.

O controle surgiu com técnica de inocular patégenos vivos obtidos diretamente de um individuo
infectado, com um caso leve da variola. Este método ficou conhecido como “variolacao”.



2 Capitulo 1. Introducio

rado. Desta forma, a representacao das epidemias eram feitas por modelos matematicos
deterministicos [3], [20], [21]. Posteriormente, com a identificagdo de que os eventos sdo
probabilisticos, paralelamente ao avango na teoria das probabilidades, a modelagem é

aperfeicoada e passam a ser usado modelos estocasticos [20], [22] - [24].

Os processos estocasticos tem sido utilizados para representar a evolugao de varios
fendmenos bioldgicos, como o crescimento de populagoes, migracao, competicdo entre
espécies, processos epidémicos, entre outros. Este tltimo tem sido interesse constante
para descrever a evolugao de diversas doengas transmissiveis [25] - [28]. A complexidade
do modelo depende do nimero de parametros necessarios para investigar a transmissao,
mas de modo geral, as relagoes entre os individuos suscetiveis e infectados caracteriza a
dindmica do processo [29]. O interesse deste trabalho é usar um modelo estocéstico para
investigar o efeito da reinfeccao nas doencas de transmissao direta. Numa perspectiva
da dinamica estocastica, estes modelos nos permite investigar transicoes de fase fora
do equilibrio [30], [31], em que podemos obter a sua classe de universalidade. O estudo
de transicao de fase fora do equilibrio tem sido utilizado em diversos problemas como

percolacao [32], [33], cinética quimica [34], [35] e dindmica de populacao [36] - [38].

Desta forma, usando o formalismo da Mecanica Estatistica fora do equilibrio, es-
tudamos preliminarmente o modelo estocastico SIR, revisando resultados ja existentes na
literatura [39] - [42]. A seguir, incluimos o efeito da reinfecgdo, sendo o modelo estocéstico
SIRI o foco do nosso trabalho. Consideramos os individuos da populagao residindo em re-
ticulados, com interagoes locais e evoluindo no tempo de acordo com uma equacao mestra.
Nestes modelos cada individuo esté associado a um sitio (ou né) da rede e é classificado
de acordo com o seu estado de satide. Para uma investigacao detalhada e completa da
evolugdo de uma doenca transmissivel, temos de considerar a estrutura espacial [43], [44]
e as particularidades de cada elemento da populagao. Neste, consideramos um reticulado
em que cada sitio representa um unico individuo. A varidvel estocdstica esta associada ao
estado de satde do individuo em relacao a doencga. Além disto, os processos de infecgao e

recuperagao s6 envolvem os primeiros vizinhos e sao estocésticos.

No capitulo 2 é feita uma revisao de literatura. Inicialmente, trazemos uma breve
introducao histérica sobre a Epidemiologia Matematica e seu objetivo de estudo, apre-
sentamos alguns modelos epidémicos, de maneira qualitativa [45] - [50]. Na drea da Fisica
Estatistica fazemos uma breve discussao sobre transi¢oes de fase de sistemas no equili-
brio termodindmico [51] - [53] e fora do equilibrio, ressaltando as relagoes de escala, os
expoentes criticos e as classes de universalidade [31], [54] - [55]. No ambito da dindmica
estocéstica, apresentamos a equagao mestra dos processos markovianos e as aproxima-
¢oes de campo médio de um sitio e de pares de sitios [56], [57] . Ainda neste capitulo,
apresentamos o classico modelo epidémico de Kermack e Meckendrick, conhecido como

o modelo Suscetivel-Infectado-Recuperado (SIR) [2], nas suas descrigoes deterministica e



estocastica do espalhamento de uma doenca transmissivel; muitas doencas transmissiveis
sdo governadas por este ciclo (S — I — R) [3], [5], [12], [24], [49], [58]. Desta maneira,
com um modelo simples, podemos prever um limiar em que a doenca evolui ou cessa;
obter curvas epidémicas e estimar o nuimero de individuos que devem ser imunizados

(vacinados) para a epidemia nao ocorrer [21], [59], [60].

No capitulo 3 estudamos o modelo estocastico Suscetivel-Infectado-Recuperado-
Infectado (SIRI), em que se encontram os resultados do nosso trabalho. Este modelo ¢é
uma generalizagdo do modelo SIR e também estad definido em uma rede regular, em que
cada sitio (ou no) estd associado a uma variavel estocéstica, que representa o seu estado de
saude. No modelo SIRI, o individuo recuperado nao adquire imunidade a doenga, podendo
se reinfectar espontaneamente por reativacao enddgena do patdégeno que se alojou no
individuo, com uma taxa « (R — I) ou por reinfec¢ao exdgena, através do contato com
os primeiros vizinhos infectados, com uma taxa o5 (RI — II), sendo (3 a taxa de infecgao
e o um coeficiente de reinfecgdo pertencente ao intervalo [0,1]. Estudamos analiticamente
o modelo no caso geral (a # 0, o # 0) e nos casos particulares (¢ =0e o # 0, a #0 e
o = 0); exibindo os diagramas de fase das aproximagoes de campo médio de um sitio e
de pares para os casos particulares (& =0, 0 # 0 e a # 0, 0 = 0). Através de simulagoes
estacionérias, usando o método de Monte Carlo [61], obtemos o ponto critico do modelo
SIRI unidimensional, no caso & = 0 e o # 0, e 0s expoentes criticos [62], [63] relacionados
com o parametro de ordem e com o comprimento de correlagao, confrontando ainda com

os resultados das aproximagoes de campo médio.

No capitulo 4 discutimos os resultados obtidos neste trabalho para o modelo SIRI
geral e os seus casos particulares, apresentando um estudo comparativo, inclusive com
respeito ao nimero de coordenacao ¢ do reticulado, além de apresentar as perspectivas e

desdobramento deste trabalho.






2 Fundamentacao Tedrica

2.1 Epidemiologia

Os estudos de epidemias tem atraido o interesse de cientistas de diversas areas
do conhecimento, nao apenas de bidlogos, médicos e epidemiologistas, mas também de
matematicos, fisicos e estatisticos. A Epidemiologia Matematica é uma area de carater in-
terdisciplinar, resultado da interagao de estudiosos das areas ja citadas. Define-se epidemia
como “o estado de incidéncia ou agravo a satude, além do normalmente esperado dentro da
faixa de endemicidade, em determinada &rea ou grupo populacional” [47]. E conveniente
definir faixa de endemicidade, que é a “faixa de variacdo da prevaléncia da doenca ou
agravo a saude das populacoes, definida por niveis considerados normais, para determi-
nada drea ou grupo populacional” [47]. O estudo da dindmica de doengas transmissiveis,

através de modelos matemaéticos, visa compreender a sua dinamica de propagacao.

2.1.1 Definicdo e Objetivos

Etimologicamente, “epidemiologia” é um termo de origem grega (epi = em cima
de, sobre; demos = populacao; logos = estudo) e significa o estudo que afeta a populagao,

ou ainda, a ciéncia do que ocorre (se abate) sobre o povo.

Segundo a Associagao Internacional de Epidemiologia (IEA), a epidemiologia tem

trés objetivos principais:

i. Descrever a distribuicao e a magnitude dos problemas de satide das populacoes

humanas.

ii. Proporcionar dados essenciais para o planejamento, execucao e avaliagao das
acoes de prevencgao, controle e tratamento das doencas, bem como para estabelecer prio-

ridades.
iii. Identificar fatores etiologicos na génese das enfermidades.

Portanto, podemos conceituar Epidemiologia como a ciéncia que estuda o processo
saude/doenca na sociedade, analisando os fatores que causam e determinam as doencas.
Desta maneira é possivel propor medidas especificas de prevencgao, controle ou erradicacao
de doengas, fornecendo indicadores que sirvam de suporte ao planejamento, administracao
e avaliacdo das acoes de saude e, por fim, tracar estratégias a serem adotadas e quais
serao os seus impactos. Dentre as estratégias para estudar a distribuicao das doencas
e sua aplicacao para o controle, a Epidemiologia Matemética apresentou-se como uma

via importante. Em 2009, logo apds a emergéncia da pandemia de HIN1 a Organizagao
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Mundial de Saide (World Health Organization-WHO) convocou uma rede de modelagem
matematica em Saide Publica formada por pesquisadores de diversas areas a fim de

avaliar o impacto das possiveis intervengoes para controlar a pandemia [48].

2.1.2 Modelos Matematicos em Epidemiologia: um breve histérico

Acredita-se que o primeiro modelo matematico elaborado em Epidemiologia te-
nha sido realizado por Daniel Bernoulli, em 1760, no qual usou um método matematico
para avaliar os efeitos da técnica da variolagao no controle da epidemia de variola. Con-
tudo, o pouco conhecimento médico sobre os agentes causadores das infecgdes limitou o

desenvolvimento de modelos matematicos aplicados a fendmenos a epidemiologia.

Somente depois do surgimento da bacteriologia, com Louis Pasteur e Robert Koch,
e da descoberta do virus no século XX, tornou-se possivel identificar as causas das doencas
infecciosas e, a partir dai, ocorreu o desenvolvimento de modelos matematicos para des-
crever a dinamica de propagacao de doencas transmissiveis. Tais modelos sao chamados
de modelos Inter-Host. A identificacao dos agentes causadores das infec¢oes leva também
ao desenvolvimento dos chamados modelos Intra-Host, em que se descreve a dinamica da

doencga no individuo.

Em uma publicacao, em 1906, W. H. Hamer postulou que o desenvolvimento de
uma epidemia depende da taxa de contato entre suscetiveis e infectados, do nimero de
suscetiveis e do nimero de infectados. Esse postulado é um dos conceitos mais importantes
em epidemiologia e atualmente é conhecido como o principio de agdo das massas (em
analogia as reagoes quimicas), em que assumimos que a taxa de disseminagao da epidemia
em uma populagao sera proporcional ao produto da densidade de individuos suscetiveis

pela densidade de individuos infectados.

No inicio do século XX, Sir Ronald Ross, ao estudar a dindmica de transmissao da
malaria, formulou a hipdtese de que existe um limiar de densidade de mosquitos abaixo
do qual ocorreria naturalmente a extin¢gao da doenca. Este pode ter sido o prentncio do
principio do limiar, proposto por Kemack e McKendrick, segundo o qual a introducao
de individuos infecciosos em uma comunidade nao provoca, necessariamente, um surto
epidémico, a menos que a densidade de suscetiveis esteja acima de certo valor critico.
Tal limiar critico depende de fatores como infectividade, recuperacao da doenca e taxa
de mortalidade relativa aquela doenga transmissivel. Este principio, em conjunto com o

principio de acdo das massas, constitui a base da Epidemiologia Matematica moderna [2].

O principio do limiar é apresentado usualmente através do conceito do ntimero
basico de reprodutibilidade Ry, que é definido como o nimero médio de infecgoes se-
cundérias geradas por um individuo infectado quando introduzido em uma populacao

suscetivel. Para muitos modelos epidemioldgicos deterministicos, uma infecgdo pode co-
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mecar numa populacao suscetivel se e somente se Ry > 1. Desta forma, o niimero bésico
de reproducao Ry é muitas vezes considerado como a quantidade limite que determina

quando uma infecgdo pode invadir e persistir em uma populagao suscetivel [12].

Atualmente, com o avanco das ciéncias médicas, existe um conhecimento muito
grande sobre diversas doencas: relacao patogeno-hospedeiro, os ciclos de vida e a profilaxia
da doenca. Ao fazer esta analise, pode-se determinar o tempo de incubacao, a durabilidade
da infecgdo e imunidade, a taxa de transmissao, a resposta imunolégica e outros fatores
envolvidos. A partir destes estudos, a epidemiologia matematica se desenvolveu e cresceu
rapidamente, o que nos permite determinar alguns parametros associados a transmissao
com satisfatoria precisao. Os primeiros modelos deterministicos foram generalizados e
novos modelos estocéasticos foram propostos e implementados computacionalmente, ga-

nhando cada vez mais generalidade e verossimilhanca.

2.1.3 Descricao qualitativa de alguns modelos epidémicos

As doencas transmissiveis podem ocorrer de duas formas. A primeira delas é por
transmissao indireta, nesse caso é necessario um transmissor infectado, por exemplo, um
mosquito. A segunda é dada por transmissao direta e se da por meio de contato fisico
ou proximidade entre individuos sadios e doentes. A analise dos modelos matematicos
pode ser feita considerando a populagao N constante ou variavel. Para uma populacao
constante, se a duracao da epidemia for muito menor do que o tempo de vida médio
de um individuo, nao sera considerada a dinamica vital, ou seja, a dinamica devido aos
nascimentos e as mortes; mas se houver dinamica vital, podemos assumir, para que o
sistema seja conservativo, que a taxa de nascimento serd igual a taxa de morte, e ainda,
que os nascidos sejam sempre individuos saudaveis (auséncia de transmissdo vertical').

Apresentamos a seguir o esquema dos principais modelos estudados na literatura.
Modelo SIS

O modelo SIS (Suscetivel-Infectado-Suscetivel) descreve uma doenga em que cada
individuo da populacao pode assumir dois estados: suscetivel ou infectado. Os suscetiveis
sao aqueles que estao saudaveis e podem adquirir a doenca, enquanto os infectados sao
aqueles que, ao adquirirem a doenca, tornam-se instantaneamente infectantes. Apds a
recuperacao o individuo nao adquire imunidade a doenca, tornando-se suscetiveis nova-

mente. Na figura (1) mostramos a evolugao dos estados S — I — S para o modelo.

ENpa——
_

Figura 1 — Transicao entre os estados para o modelo SIS.

! Transmissdo vertical é a transmissdo de uma doenca a partir da mée para o seu feto durante a

gravidez, o parto ou a amamentagcao.
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Modelo SIR

O modelo SIR (Suscetivel-Infectado-Recuperado) também descreve uma doenga,
em que cada individuo da populacao é classificado conforme o seu estado de saude, sao
trés: Suscetivel, Infectado e Recuperado. Analogamente ao modelo SIS, os suscetiveis sao
os individuos saudéveis e os infectados sdo os que contrairam a doenca, mas neste modelo
os individuos recuperados adquirem imunidade permanente a doenca. A evolucao dos

estados S — I — R pode ser vista na figura (2).

i) —— B —— (oo ]

Figura 2 — Transi¢do entre os estados para o modelo SIR.

Modelo SIRS

O modelo SIRS (Suscetivel-Infectado-Recuperado-Suscetivel) é uma generalizagao
do modelo SIR, em que os individuos recuperados perdem sua imunidade e passam a
se tornar suscetiveis novamente. Neste modelo a imunidade é temporaria. Na figura (3)

representamos as mudangas dos estados S - I — R — S.

/N
E—— )

Figura 3 — Transicdo entre os estados para o modelo SIRS.

Modelo SIRI

O modelo SIRI (Suscetivel-Infectado-Recuperado-Infectado) também é uma gene-
ralizacdo do modelo SIR. Os individuos recuperados neste modelo mantém o patégeno
e nao se tornam imunes. A reinfeccao pode ocorrer de duas maneiras: a primeira é por
reinfecgdo exdgena, em que o individuo recuperado precisa ter contato novamente com um
individuo infectado; e por reativacao enddgena, em que ocorre a reativacao do patdgeno
presente no individuo. Nas referéncias [64] e [65] é apresentado um modelo SIRI, mas
neste modelo nao é considerada a reinfecgdo através da reativacao endogena do patégeno.
O nome mais apropriado para o modelo citado seria SIRIS, porque o individuo recuperado
pode se tornar suscetivel ou infectado. Na figura (4) mostramos a dindmica do modelo
S — I - R — I, enquanto na figura (5) mostramos a dindmica do modelo citado nas

referéncias.
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/ Endagena

—
[ P—
—

Exogeno

Figura 4 — Transi¢do entre os estados para o modelo SIRI

Figura 5 — Transicao entre os estados para o modelo SIRIS

Modelos com exposicao: SEI, SEIR, SEIRS, SEIRE e SEIRF

Os modelos mostrados anteriormente apresentam, principalmente, distingoes na
sua recuperagao, ou seja, alguns individuos ficam imunes a doenga, outros ganham uma
imunidade temporaria ou nem ganham imunidade. No entanto, existem estruturas de
modelos mais complicados em que o individuo apresenta um periodo de exposigao (latén-
cia) entre a infecgao e se tornar infectante. Desse modo, nos modelos SEI, SEIR, SEIRS,
SEIRE e SEIR}E é acrescido o estado exposto, no qual os individuos saudéveis (susceti-
veis) tiveram contato com individuos infectados e contrairam o patdgeno, mas a doenga
ainda nao evoluiu para o estagio infeccioso, ou seja, o individuo esta infectado, mas nao é
infectante (ndo é transmissor da doenca). Quando isso ocorre dizemos que o individuo foi
exposto. As figuras posteriores (6), (7), (8), (9) e (10) esbogam a dindmica dos modelos
SEI, SEIR, SEIRS, SEIRE e SEIRY, respectivamente.

Modelo SEI

(o ) —— (D

Figura 6 — Transicao entre os estados para o modelo SEI
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Modelo SEIR

/

(e J—

/

Figura 7 — Transi¢do entre os estados para o modelo SEIR

Modelo SEIRS

Figura 8 — Transi¢do entre os estados para o modelo SEIRS

Modelo SEIRE

Figura 9 — Transi¢do entre os estados para o modelo SEIRE

Modelo SEIR}“3 - Esperamos que os resultados deste trabalho, em relacao ao

modelo STRI, possam ser generalizado futuramente para o modelo SEIR?, em que o indi-
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viduo apresentard um periodo de laténcia e desta maneira poderemos descrever de forma
mais realista doencgas como a tuberculose. Note que, nesta generalizacao do modelo SIRI,
assumimos que a reativagdo endogena leva o individuo de Recuperado para Infectado,

enquanto a reinfeccao exdgena o leva para o Exposto.

%

/ \
Endogenc
(Cieeste ) < (vecwers
_—

Figura 10 — Transi¢do entre os estados para o modelo SEIR{E

Os modelos estudados neste trabalho, SIR e SIRI, apresentam dois periodos de

tempo no processo de infecgao (ou reinfecgao) da doenga:

Periodo de infecgao: periodo durante o qual infectados sdo capazes de transmitir

a doenca para qualquer hospedeiro suscetivel.

Periodo de recuperagao: periodo em que o individuo nao é mais infeccioso, mas
nao ¢é suscetivel. Os hospedeiros recuperados podem se tornar imunes (modelo SIR) ou
nao (modelo SIRI).

2.2 Transicoes de Fase e Fendmenos Criticos

Nesta secdo vamos expor uma visao geral sobre sistemas que apresentam o feno-
meno de transicao de fase. Diversos sistemas apresentam transicoes de fase e fendomenos
criticos: fluidos simples e mistura de fluidos, materiais magnéticos, ligas metdlicas, ma-
teriais ferroelétricos, superfluidos e supercondutores, cristais liquidos, entre outros. [51]-
[53], [55]. Este estudo se originou diante da incompreensao de alguns fendémenos compor-
tamentais da matéria, como a fervura da dgua (que ocorre a transi¢ao de fase do estado
liquido para o vapor) ou o degelo da primavera (que ocorre a transigao do estado sélido
para o liquido). Porém, as teorias sobre dindmica molecular da época ndo eram capazes
de explicar tais mudancas de fase (ou estado) do sistema devido a uma pequena varia¢ao
de temperatura. Portanto, a transicao de fase é caracterizada por haver uma mudanca do

sistema de uma fase para outra.

No estudo de transicao de fase temos dois pardmetros que nos ajudam a identificar

o seu comportamento: o parametro de ordem e o parametro de controle. A grandeza que
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caracteriza as diferentes fases do sistema é chamada de parametro de ordem, que pode ser
a magnetizacao no caso de um sistema magnético, ou a densidade no caso de um fluido.
Estes apresentam mudanca no seu valor, para um determinado valor do parametro de
controle (temperatura, ou qualquer outra variavel de interesse do sistema). Desta forma,
chamamos de parametro de controle a varidvel cuja alteragao resulta na mudanca de
fase do sistema. O ponto critico é o valor do parametro de controle quando acontece a
transicao. A modificagao do sistema ocorre a medida que o parametro de controle vai se
aproximando do ponto critico, e quando este é alcancado, temos a transicao de um estado

para o outro.

Podemos classificar a transicao de fase como sendo de primeira ordem ou de se-
gunda ordem. No primeiro caso ocorre descontinuidade na derivada primeira da energia
livre do sistema. Assim, dizemos que o parametro de ordem apresenta um “salto” no ponto
de transicao. No segundo caso, quando existe uma transicdo de fase de segunda ordem
e a descontinuidade acontece na segunda derivada da energia livre. Neste caso, ha uma
transicao continua, podemos dizer que o parametro de ordem varia continuamente de uma
fase para outra. Por isto, a maneira mais comum de identificar ou classificar uma transi-
cao de fase é através da observagao do comportamento do parametro de ordem durante a

transicao.

2.2.1 Classes de Universalidade

Este conceito foi proposto incialmente na Mecéanica Estatistica de equilibrio a
partir da década de 60, em que as técnicas experimentais foram capazes de estudar cuida-
dosamente a vizinhanca dos pontos criticos. Desta maneira, notou-se que, nas transicoes
de fase de 2* ordem, diversas grandezas fisicas (calores especificos, compressibilidade ou
suscetibilidade magnética) apresentavam um comportamento caracteristico ao redor do
ponto critico (regiao critica). Logo se percebeu que o comportamento critico de grandezas
termodindmicas andlogas (como compressibilidade de um fluido e a suscetibilidade de um
ferromagneto) tinha um carater universal, caracterizado pelo mesmo valor de um expoente
critico bem definido. Desta maneira, sistemas sem relagdo entre si podem apresentar o
mesmo tipo de comportamento particular nas transicoes de fase e assim podemos associar

este comportamento critico do sistema a uma classe de universalidade [30], [55].

Esse carater universal, em que préximo ao ponto critico de uma transicao de fase
continua, as quantidades mensuraveis do sistema seguem leis de poténcia, governadas por
expoentes criticos, também é importante para o estudo das transicoes de fase fora do
equilibrio; diversos sistemas com detalhes dindmicos distintos podem pertencer a mesma
classe de universalidade. Tais classes de universalidades sao definidas por um conjunto
de expoentes criticos, que dependem apenas de algumas propriedades fundamentais das

transicoes de fase: dimensionalidade, leis de conservacao e simetrias.
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2.2.2 Relacdes de Escala e Expoentes Criticos
2.2.2.1 Sistemas em Equilibrio Termodinamico

Para sistemas que apresentam transicao de fase de 2* ordem, no ponto critico, a
taxa de variacao das func¢oes termodindmicas diverge segundo uma lei de poténcia, em que
os expoentes (criticos) dependem apenas de poucas caracteristicas do sistema. No ponto
critico o sistema ¢ invariante por transformagoes de escala. No estudo das singularidades
termodinamicas de equilibrio, que ocorre na regiao proxima ao ponto critico, temos um
conjunto de expoentes criticos que caracterizam as fungoes termodinamicas nessa regiao.
Dessa maneira, diversos expoentes criticos podem ser definidos, para sistemas magnéticos,

por exemplo:

O expoente «, associado ao calor especifico:
¢~ |e|” (2.1)

em que € =T —T,.

O expoente (3, associado ao parametro de ordem (magnetizagao):
m ~ |e? (2.2)

valido para temperaturas abaixo da critica (T < T,).

O expoente 7, associado a suscetibilidade magnética a campo nulo:

X~ el (2.3)

O expoente §, associado a relacdo entre a magnetizagdo e o campo magnético

calculado ao longo da isometria critica:

m ~ |e|'/? (2.4)

O expoente v, associado ao comprimento de correlagao:

§~lel™ (2.5)

O expoente z associado a relacao entre o tempo de relaxacdo e o comprimento de

correlagao:

T~ & (2.6)

Por fim, o expoente ¢, associado ao decaimento temporal da magnetizagao no ponto

critico:

m o~ t° (2.7)
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Existe a dependéncia entre os expoentes criticos, exibido pelas relagoes de escala:

a+28+vy = 2 (relagdo de Rushbrooke)
B(0—1) = ~ (relagao de Widom)
(2—n)v = v (relagdo de Fisher)

2—«a = dv (relagdo de Hiperescala)

Para distintas classes de universalidade, os valores assumidos para os expoentes

criticos obedecem as relagoes de escala.

2.2.2.2 Sistemas Fora do Equilibrio

As transicoes de fase e o comportamento critico da matéria observadas em um
sistema em equilibrio termodinamico também podem ser observadas em sistemas fora do
equilibrio. Para estudar esses sistemas varios modelos foram propostos, tais como: pro-
cessos epidémicos, catalise cinética, avalanches, crescimento em superficies, criticalidade
auto organizada, entre outros, mas ainda nao existe uma teoria fechada para processos

irreversiveis.

Neste trabalho estudamos modelos fora do equilibrio através de uma abordagem
markoviana, em que a configuragoes irreversiveis sao descritas como estados absorventes.
Esta denominacao é dada a uma configuragao microscépica do sistema (fora do equilibrio),
em que o sistema nao consegue evoluir para outras configuragoes. Portanto, outros estados

podem evoluir para um estado absorvente, mas o contrario nao é possivel.

Nos modelos de processo de espalhamento, por exemplo, os modelos de propagacao
de uma doenca infecciosa, dependendo da taxa de infecgdo, o processo pode sobreviver
ou evoluir para um estado passivo, em que que a infeccao estd completamente eliminada
[31]. Desta forma, a transicdo ocorrera entre o estado ativo e absorvente. No estudo das
transicoes de fase, geralmente o parametro de ordem mais adequado é a densidade de

infectados definido como:
o(t) = {3 s:(0) (2.8)

em que adotamos s;(t) = 2 o sitio correspondente a um individuo infectado, (...) se trata
de uma média configuracional do nimero médio do nimero de individuos infectados e N

é ntiimero de sitios da rede. Temos na fase ativa, p(t) decaindo e saturando em algum valor
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estacionario que chamaremos de pg,;. Préximo a transicao ao ponto critico, o parametro

de ordem varia de acordo com a lei de poténcia:

Pstat ™~ (p - pc>ﬁ (29>

em que p é o parametro de controle, J é o expoente critico associado ao parametro de

ordem e (p — p.) é a distdncia ao ponto critico.

Os comprimentos de correlagao de escala espacial §; e temporal § também ca-
racterizam o processo de espalhamento. Perto do ponto critico, eles divergem da seguinte

forma:

L~ (p—pe) ™ (2.10)
g~ (p—p)™ (2.11)

em que v, (também chamado de v) é o expoente critico associado a correlagdo espacial
e v é o expoente critico associado a correlagao temporal. No regime de escala, os dois
comprimentos de correlacao estdao relacionados por £, ~ £ﬁ ,em que z = v /v ez é
conhecido como o expoente dinamico, pois esta relacionado com a evolucao temporal e

espacial do sistema na vizinhanca do ponto critico.

Os trés expoentes (3, v, z) formam um conjunto de expoentes fundamentais que
em muitos modelos sao suficientes para indicar a sua classe de universalidade. Outros
expoentes criticos estao relacionados a estes trés, e podem ser obtidos através de relagoes
de escalas [31], [33].

A densidade estaciondria na fase ativa escalona com pgq ~ (A)B ,em que A =
p — pe € a distancia ao ponto critico. Uma grandeza similar é a probabilidade de méaxima
sobrevivéncia P,, que mede a probabilidade da escolha aleatéria de um sitio pertencer
a um cluster infinito, ou seja, nos diz quantas amostras sobrevivem a dindmica. Na fase

ativa esta probabilidade é finita e escalona com o expoente critico 6/ segundo

P~ AP (2.12)

Na classe de universalidade da percolagao direcionada, este expoente coincide com
(. Desta maneira, em modelos com infinitos estados absorventes, a transicao de fase é

caracterizada por quatro expoentes criticos: 8, 8, v, e I
O comportamento critico de p e P, para t — oo é dado por:
p(t) ~ = f(AL),
P(t) ~ t0g(At").

que comparada com as equagoes (2.9) e (2.12), temos:

a=p/y
§=0/y
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Em modelos definidos em redes euclidianas, temos um expoente critico que repre-
senta o processo de espalhamento. O expoente 6 estd associado ao crescimento médio do

pardmetro de ordem em funcao do tempo.

N(t) ~ ¢ (2.13)

Assim como nos modelos em equilibrio termodinamico, nos modelos fora do equi-

librio também existe relacao entre os expoentes criticos:

y(1+0) = y+dv,—B-8,
y(1=0) = »-4,
y(d/z—0) = dv, —
y(d/z+1-96) = V||—|-dI/J_—6/.

Estas relagbes sdo obtidas através da derivagao de propriedades de escala [31].

Na regiao proxima ao ponto critico, as propriedades intensivas dependem forte-
mente do tamanho da rede L. Portanto, a anélise de finite size scaling [30], [56], [62], nos
permite localizar o ponto critico e estimar os expoentes usando dados de sistemas de va-
rios tamanhos diferentes de reticulados. Essa técnica torna-se ainda mais importante para
as analises numeéricas feitas através de simulagoes computacionais, pois o sistema tera,
necessariamente, um tamanho finito. Esta teoria se baseia na hipdtese de que, préoximo
a criticalidade, a dependéncia de L das propriedades intensivas é dada unicamente por
meio da razao L/, que representamos por ALYt em que A = p — p., p é 0 parAmetro

de controle.

Na aplicagao da teoria finite size scaling para modelos semelhantes ao Processo de
Contato, surge uma pequena complicagdo, pois em um sistema finito o tinico verdadeiro
estado estacionario é o estado absorvente. Para saber mais sobre o estado ativo a partir

“quase-estacionario”, que

de simulagoes de sistemas finitos, podemos estudar o estado
descreve as propriedades estatisticas ap6s um transiente inicial, cuja duragao depende
de L e A, e a média das amostras sobreviventes do modelo atingem valores estaveis

(convergiria para valores estacionarios se L — 00).

Para grandes L e pequenos A a densidade quase-estacionaria pode ser escrita como:

P(A, L) oc LA/ f(ALY L) (2.14)

Temos a fungao de escala f(z) oc 2° para valores grandes de z (i.e., L >> ¢), uma
vez que p ~ AP. Dessa maneira, a partir da anélise finite size scaling podemos determinar

o ponto critico usando a dependéncia de p(A, L) em L, dada na equagao (2.14), entdo:

p(L) ~ L7FIML. (2.15)
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Assim, no ponto critico, obtemos a razao dos expoentes criticos /v, com a incli-

nacao de um gréafico In p x In L.

Atualmente, o estudo de transicao de fase é feito principalmente através de si-
mulagoes numéricas, em que o método de Monte Carlo (MC) é o mais difundido. Numa
simulacao de MC, tentamos obedecer a uma “dependéncia do tempo” de modo que a mu-
dancga nao ocorra de maneira rigorosamente predefinida, como acontecem nas equagoes do
movimento de Newton, mas sim de forma estocastica e que depende de uma sequéncia de
numeros aleatérios que sao gerados durante a simulacao. Desta forma, conseguimos repre-
sentar (“imitar”) a equagao mestra do modelo durante a simula¢do numérica e estudamos
a evolugao temporal do evento desejado [55], [56] e [61]. Portanto, usando simulagoes de
MC, podemos calcular médias de um sistema fora do equilibrio termodinamico e a sua
precisao dependerda do rigor com que o espaco de fase for estudado, ou seja, pode ser

melhorado aumentando o niimero de amostras realizadas na simulacao.

2.3 Equacao Mestra

Dizemos que uma variavel estocastica é uma variavel aleatoria que depende do
tempo t. Vamos considerar que os processos estocésticos [55], [56] possam assumir valores
discretos para o tempo e para a variavel estocastica. Dessa maneira, tendo a variavel
estocastica x; valores inteiros e t valores 0, 1, 2, 3, ..., podemos definir um processo

estocastico até o instante [ pela distribuicdo de probabilidade conjunta:
P, = (ng,ni,na, ..., ny), (2.16)

de modo que z; assuma o valor ng no instante t = 0, o valor n; no instante ¢t = 1, o valor

ng no instante ¢ = 2, ..., e o valor n; no instante t = [.

Se em seguida a variavel estocastica x; assumir o valor n;;; no instante t =1 + 1,
tendo assumido o valor n; no instante ¢ = [, entdo o processo estocastico serda markovi-
ano se a probabilidade de assumir determinado valor num determinado instante estiver

condicionada ao valor que ele tinha apenas no instante anterior.

Dessa maneira, podemos obter a férmula:
Pl(no,nl,ng, ...,nl) = Pl(nl|nl_1)...P2(n2]n1)P1(n1|n0)P0(n0) (217)

em que a notagdo P,(n;|n;_1) indica probabilidade condicional. No nosso trabalho a pro-
babilidade condicional serd interpretada como a probabilidade de transicao do estado n(l)
para o estado n(l+1), em que n(l) e n(l+ 1) serdo a configuracdo microscépica do sistema

no instante de tempo [ e [ + 1, respectivamente.

Agora, vamos apresentar a equagdo mestra que governa a evolucao temporal dos

processos estocasticos markovianos [56], [57]. Entao, sendo P(n,t) a probabilidade do
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sistema ser encontrado no estado microscépico 77, num determinado instante de tempo t,

podemos imaginar que:

d
%PO], t) = Tentrada - Tsaida; (218)

em que a taxa de variacao da probabilidade que “entra” no estado n é dado por:

Tentrada = Z P(77/7 t)W(U/7 7])7 (219)
7’/

com W (n',n) interpretada como a probabilidade de transicao do sistema mudar do estado
77l para o estado 7, por unidade de tempo, ou ainda, a taxa de transicao 77l para 7. De

maneira andloga, a taxa de variacao da probabilidade que “sai” do estado n é dado por:

Tsaida - Z [P(n7 t)W<7]7 77/>]7 (220)

’

n

Portanto, podemos escrever:

d / 1 !/

i Pn,t) = S Wi(n,n)P(n,t)—Wi(n,n)P(n,t), (2.21)
77/

que é a equagdo mestra dos processos markovianos (que se caracterizam por nao apresentar

memoria intrinseca).

O modelo evolui com dindmica assincrona, ou seja, a transi¢do do estado n para
outro estado 1’ ocorre espontaneamente a uma dada taxa W (n, 7]/) por unidade de tempo.
Além disso, é importante notar que os coeficientes W (7, 77/) sao taxas ao invés de probabi-
lidades, assim, elas podem assumir valores maiores que 1, e podem ser redimensionadas,

alterando a escala de tempo.

2.3.1 Aproximacao de Campo Médio

A técnica de campo médio é bem estabelecida em Fisica Estatistica. Utilizamos
esta aproximacao na tentativa de entender o comportamento geral do modelo definido
num reticulado (lattice model). De modo geral, o método consiste em tratar como inde-
pendentes os eventos associados aos sitios afastados por uma certa distancia. No contexto
da Mecanica estatistica de equilibrio, por exemplo num modelo de spins, assumimos, na
aproximacao de campo médio, que os spins interagem analogamente a acao de um campo
magnético atuando em todo o reticulado. Tais ideias se estendem a sistemas fora do equili-

brio. Assim, na aproximagao de sitios (a mais simples possivel), cada sitio é tratado como
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se fosse independente dos outros. Na aproximagao de pares, sitios separados por duas ou
mais constantes de rede sao considerados como independentes, e assim por diante. Sob
a hip6tese de independéncia, a probabilidade conjunta P(ny, s, ...,ny) pode ser fatori-
zada, simplificando a analise radicalmente. O método de campo médio no contexto de
nao equilibrio é trabalhada com a dindmica (equagao mestra) sendo a solugao estaciona-
ria de probabilidade desconhecida. Os resultados obtidos através desta analise, em geral,
fornecem uma boa descricao qualitativa do modelo, indicando a existéncia de transicao de
fase, quando for o caso, mas quantitativamente limitadas para baixa dimensionalidade,
pois fornecem uma “aproximacgao grosseira” do ponto em que ocorre a transicao, bem
como dos expoentes criticos. Ainda assim, a aplicacdo do método se justifica por ser a
técnica mais simples para a abordagem de sistemas de muitos elementos e seus resultados

servem de guia para outras investigagoes.

2.4 Modelos Deterministicos x Modelos Estocasticos

Num modelo deterministico, a quantidade de individuos suscetiveis, infectados
e recuperados podem ser assumidos a partir de func¢oes de tempo discreto ou fungoes
diferenciaveis de tempo continuo; na maioria das vezes, o modelo é formulado em termos
de equagoes diferenciais e a solugao sera dada em fungao do tempo (equagao diferencial
ordindria) e do espago (equacgao derivada parcial). O modelo estocastico é formulado como
um processo estocastico baseado num conjunto de variaveis aleatorias. A solucao deste
modelo é uma distribui¢ao de probabilidades para cada uma das varidveis aleatérias, em

que uma amostra, ao longo do tempo ou espago, seria uma realizagao dessa distribuicao.

Quando assumimos que a modelagem de um processo epidémico é deterministica,
estamos dizendo que a dindmica de uma populacao sera determinada completamente pela
sua histéria e pelas regras que descrevem o modelo. O interesse neste trabalho é na mo-
delagem estocastica de um processo epidémico, por isso daremos énfase a determinacao
da evolugao temporal das distribuicoes de probabilidades que descrevem o processo esto-

castico.

2.4.1 Modelo SIR Deterministico

O modelo do tipo Suscetivel-Infectado-Recuperado (SIR) descreve a transmissao
direta de uma doenga transmissivel e se tornou um paradigma da epidemiologia ma-
tematica, servindo de base para muitos modelos epidémicos. Conhecidos os parametros
envolvidos e a condigao inicial, temos uma descri¢ao qualitativa para o limiar de espalha-
mento de determinada epidemia. Doencas como rubéola, varicela, sarampo e caxumba,
sao exemplos de doencgas transmissiveis que usualmente sao modeladas através do modelo

SIR. Faremos o estudo das solugoes estacionarias e as interpretacoes numéricas do modelo



20 Capitulo 2. Fundamentacio Teorica

SIR deterministico. J& no ambito da dindmica estocastica, iremos obter a equacao mestra,

fazer as aproximagoes de campo médio simples e de pares.

Inicialmente, o modelo SIR foi proposto para explicar o rapido crescimento (e
queda) no nimero de pacientes infectados observados em epidemias, como a peste bubo-
nica (1665-1666 Londres, Bombaim, 1906) e a célera (Londres, 1865). Usando o modelo
SIR, Kermack e McKendric obtiveram uma curva epidémica que apresenta uma descri¢ao

qualitativa da peste ocorrida em Bombaim, entre dezembro de 1905 e julho de 1906.

Como ja visto, no modelo SIR cada individuo da populacao é classificado conforme
o seu estado de saide, podendo assumir trés classes distintas: Suscetivel (S) ¢ o individuo
saudavel e que pode contrair a doenca, Infectado (I) é o individuo que adquiriu a doenga e
tem capacidade de transmiti-la e Recuperado (R) é o individuo infectado que se recuperou
e criou imunidade & doenga (ndo é capaz de contrair nem de transmitir). O periodo de
laténcia é desprezivel, ou seja, o individuo suscetivel que contraiu a doenga se converte

imediatamente em um individuo infectado.

Nesta abordagem deterministica, a populacao é classificada em compartimentos
(ou classes ou categorias) de individuos. Consideraremos a populac¢do constante com N

individuos, entao, em um instante de tempo t a populacao é representada por:

S(t) + I(t) + R(t) = N, (2.22)

E importante notar que o nimero de individuos infectados serd aumentado pro-
porcionalmente a uma taxa de infectados e suscetiveis, e por outro lado, o nimero de
individuos suscetiveis diminui com a mesma taxa (principio da agdo das massas); mate-
maticamente, podemos representar por 8SI, em que 5 > 0 é um pardmetro constante.
Ja a taxa de transferéncia de infectados para recuperados é proporcional ao nimero de
infectados. Este é representado por v/, em que v > 0 é uma constante e esté relacionado

com o tempo de tratamento da doenca, 1/ é o periodo médio da infecgao.

Dessa maneira o sistema de equagoes diferenciais pode ser escrito como:

ds ~
= I
dt ps
(2.23)
dl -

em que R(t) = N — S(t) — I1(t).

Podemos considerar as densidades s = S/N, i = I/N, r = R/N, dessa maneira,

podemos reescrever a equagao (2.22):

s(t) +i(t) +r(t) = 1, (2.24)
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Entao, um sistema anélogo a (2.23) pode ser obtido:

ds

% = —657/

(2.25)
di
d—z = [Bsi— i

em que = AN er(t) =1 — s(t) —i(t).

Nas condigoes iniciais temos: R(0) = 0, I(0) = Iy e S(0) = N — Iy, ou ainda:
r(0) =0, i(0) =iy e s(0) = 1 — 4.

Uma questao importante para qualquer situacao epidemioldgica é: conhecidos os
parametros 3, v, Sy e Iy, a doenca ird se propagar ou nao? Ou seja, como serad a evolugao

temporal da doenca conhecidos os parametros e as condigoes iniciais?

Se di/dt > 0 eds/dt < 0, temos que o niumero de infectados aumenta com o tempo

e teremos a epidemia, ja di/dt < 0, indica que o nimero de infectados diminui.
Portanto, temos:

di

i i(Bs—7)>0= (s(t) >~ (2.26)

pois i(t) # 0, Vt na fase em que a quantidade de infectados aumenta.

Por outro lado,

d
d—j < 0= s(t) < s, Vt (2.27)
Logo,
s> s(t) > L= P05 (2.28)
B

Desta forma temos um limiar epidémico #y do modelo SIR

_ BS _ Bso
Y Y

Ro (2.29)

em que Ry é chamado usualmente de nimero bisico de reproducdo da infec¢do, ou seja,
a quantidade de infec¢des secundarias que um individuo infectado produzird em uma
populacao suscetivel. Para Ry > 1, uma infecgdo primaria gera mais de uma infecgao
secundéria (havendo uma epidemia), caso contrario, tendo $9 < 1, a doenga nao espalha.
Pode haver uma confusdo com a notagao dos recuperados R, pois usamos Iy = I(0) e
So = S(0), mas, vale salientar, como ja foi apresentado anteriormente, para o nimero
basico de reprodugao da infecgao usamos o simbolo caligrafico Ry, que difere do niimero

inicial de recuperados R(0) = Ry.
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Uma maneira que temos de controlar ou reduzir o nimero de reproducao (Ry) é
diminuir o nimero de individuos suscetiveis, Sy, na populagao. Isto pode ser feito através
da vacinacao, em que os individuos suscetiveis vacinados ficariam imunes. Esta medida
pode ser um indicativo da porcentagem da populagao que deve ser vacinada para que nao
haja epidemia (so = /7). Além de fornecer prote¢ao para o individuo, a vacinagao tem
um carater geral, fornecendo protecao também para a comunidade em que o individuo
estd inserido, j4 que controlamos e deixamos o niimero de reproducao da infecgao abaixo

do patamar que seria possivel iniciar uma epidemia.

2.4.2 Modelo SIR Estocastico

E importante ressaltar que o desenvolvimento e a notacdo do modelo estocastico
SIR que apresentamos neste trabalho foi baseado na sequéncia desenvolvida para o Modelo
de Contato apresentado em detalhes na dissertagao de mestrado de David Rodrigues de
Souza [40].

O modelo estocastico SIR ( [39]- [41]) é importante para a Mecanica Estatistica
por apresentar transicao de fase de nao equilibrio continua entre fase ativa e inativa da
epidemia. Estamos chamando de fase ativa da epidemia a fase em que ocorre a transmissao
(atividade) da doenga, ou seja, hd em algum instante individuos infectados no reticulado.
Mas a taxa de infeccao pode ser pequena o suficiente para nao ocorrer a transmissao; esta

chamamos de fase inativa.

Podemos esbogar o processo de evolucao das etapas S (Suscetivel) — I (Infectado) —

R (Recuperado), conforme a figura (11).

Suscetivel

@®- @

Imune Infectado

Figura 11 — Dinamica entre os estados para o modelo SIR

Vamos considerar um modelo com dinamica estocastica, espacialmente estrutu-
rado, definida em um reticulado e governada por equacao mestra. O processo de recupe-
racao ¢ espontaneo e ocorre com uma taxa c. O processo de contaminacao é catalitico e
a transmissao acontece com uma probabilidade complementar b = 1 — ¢. Dois parametros

externos estao associados a estes processos: a taxa de infecgao () e a taxa de recuperagao
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(7), em que o periodo da infeccao serd 1/7. As probabilidades b e ¢ estdo relacionadas

com estas taxas por b= /(8 + ) e c=~/(8+ ), de modo que:

btc=1 (2.30)

Estamos descrevendo um processo markoviano a tempo continuo, por isso podemos

reescalar o tempo e considerar:
B+vy=1 (2.31)
em que 3 e v sao taxas reduzidas.

Nas figuras (12) e (13), representamos as varias possibilidades do processo de
transmissao e recuperacao em uma cadeia. Desse modo, os individuos suscetiveis adquirem
a doenga devido ao contato com os vizinhos infectados e os individuos recuperados ganham

imunidade permanente a doenca.

Processo de contaminacgdo

B

(@) @ o —_— o ® ©
B/2

@ @ o —_— @ ® ©
Bz

e e e —_— > @ e e
B/2

® o o —_— ® © o
B/2

® e e T ® & o

@ — suscetivel @ —infectado @ — recuperado

Figura 12 — Representacao das configuragdes possiveis do processo de contaminacao do modelo SIR, em
uma cadeia.

O modelo estocastico SIR é construido sobre um reticulado com N sitios, em que
cada sitio é associado a uma varidvel estocéstica que assume valores discretos: 0 (recu-
perado), 1 (suscetivel) e 2 (infectado). Denotamos por 7; a variavel estocéstica associada
ao sitio i, portanto, n; pode assumir trés valores: n;=0, 1, 2, conforme a ocupacao do sitio
(ver figura 11). Cada sitio é ocupado por um tnico individuo que pode estar nos 3 estados

citados. Finalmente, o estado de cada sitio serd atualizado de acordo com as regras locais:

i) Um individuo suscetivel se torna infectado se ao menos um dos seus primeiros

vizinhos estiver infectado. Esse processo (1—2) ocorrerd com probabilidade bn/(, em
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Processo de recuperacdo

0o e 0 —»s 0O e O

@ —>suscetivel @ —infectado O — independe
do vizinho

Figura 13 — Representagdo das configuracoes possiveis do processo de recuperagdo do modelo SIR, em
uma cadeia.

que b é a probabilidade de infeccao, n o nimero de primeiros vizinhos infectados e ( a

coordenacao da rede.

ii) Um individuo infectado recuperar-se-a espontaneamente com probabilidade ¢,

tornando-se imune a doenca e incapaz de transmiti-la.

2.4.2.1 Equacdo Mestra para o modelo SIR

Iremos usar a equacao mestra que governa a dinamica dos processos markovianos,

equagao (2.21). Se a rede tiver N sitios, a configuragao do sistema sera dada por:

77:<7717772a"'777ia'--777N)7 (232)

lembrando que a variavel estocastica n; esta associada ao sitio ¢ e pode assumir trés valores:

n; = 0 (recuperado), n; = 1 (suscetivel) ou n; = 2 (infectado).

Vamos calcular a média de uma funcao f(n) dependente de 1 a partir da equacao
mestra. Consideraremos que, em cada unidade de tempo, apenas um sitio ¢ é atualizado.

A probabilidade de transigao W (n|n') é dada por:

!

N
W(n,n') = 6(m1,m)0(n2,my)--06(A; 05,7;), -, 0(nn, Ny )wi(n ) (2.33)
=1

em que A é um operador e A; é o operador A que atua no i-ésimo sitio da configuracao 7]/,
ou seja, no sitio que sofreu transigdo, mudando o seu estado na seguinte ordem (1 — 2,
2—>0e0— 1) (ver figura 11). A~ é o operador inverso a A, d(«a, 3) denota o delta de

Kronecker e w;(n') refere-se a probabilidade de transi¢ao por sitio.

Portanto, a configuracao 77/ pode ser escrita como:
N =My Mooy N (2.34)

em que, nesta notacao, 77; = An;.

As regras locais (i) e (ii) do modelo SIR podem ser explicitadas por meio da

probabilidade de transicao de sitios, através do qual o i-ésimo sitio tem seu estado 7,
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atualizado de acordo com a expressao:

w;(1n) = ?5(% 1) 6(nisa, 2) +~46(m:,2) (2.35)

em que a soma em A representa a soma sobre os primeiros vizinhos.
A média da grandeza de estado f(n) sobre a distribuicao de probabilidade P(n,t)
é definida por:

() =>_fn)P(n,t) (2.36)

Para obter a equagao da evolucao temporal da média configuracional (f(n)) utili-

zamos as equagoes (2.21), (2.33) e (2.36), temos:

) = S5 Sy, M e iy, )8 (i, Aimy)

iﬁn’

4
dt

N
1T 0005, m)wi (00, a5 oo i) P (s s v )} =

i=j (i#£J)
N
ZZ {f(nlvn%"'777N7t)5(Ainiani)
TN 7]’
N /
H 5(77j777j)wi(771a 2, "'777N)P(77177727 ) 77N7t)}
i=j (i#])

Os unicos deltas de Kronecker nao nulos sdo:

6(ns, Aimi) = 0(ns, Ay mi)
S(Aimi,mi) = 0(A;7mi,mi),

entao, a equagao anterior pode ser reescrita como:

i(f(n)) = 2.2 fwi(A7m) P(AT i, 1) = fim)wi(n:) P (i, 1)

Ll = X (RAT) — fopusn) (237

Para calcular a evolugao temporal da probabilidade do i-ésimo sitio estar suscetivel,
(m; = 1), vamos substituir a probabilidade de transi¢ao por sitio, equacao (2.35), na
equagao (2.36).

Tomando f(n) = d(n;, 1), e definindo a média da densidade de suscetiveis como:

Bi(1) = (6(m, 1)) (2.38)

Da equagao (2.37), temos:

d

g D) = {{0(An;, 1) = (s, 1) fwi(m)) (2.39)
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mas d(An;, 1) = d(n;,0), assim:

d

£P¢(1) = (6(ns, 0)w;(n) — 6(ns, Dwi(n))

Substituindo a equagao (2.35) na equacao anterior, obtemos:

d
dth-(l)—< 3 6(mi, 1 Zé NitAs 2 >
ou
d _ s p.
%Pi(l) = —ZXAIPWA(H) ,

(2.40)

(2.41)

o indice A no somatorio representa a soma sobre os primeiros vizinhos do sitio i, conta-

bilizando o total de vizinhos infectados. A probabilidade conjunta P; ;1A (12) é a proba-

bilidade do sitio i estar suscetivel e seu vizinho (i + A) estar infectado.

De forma analoga vamos calcular a probabilidade do i-ésimo sitio estar infectado

(n; = 2), consideramos:

ftn) = 6(ns, 2),

e definimos a densidade de infectados, como:
Pi(2) = (6(n:,2)) -

Usando a equagao (2.36), temos:

d

%H(2> = (6(Ain;,2) — 6(ni, 2)w;i(n))

mas d(A;n;,2) = d(n;, 1), assim:

7 P(2) = (8(m, Dywi(n) = 81, 2)win))

substituindo a equagao (2.35) na equagao anterior, obtemos:

d
%PZ(2 C 7717 25 nZ+A7 ’Y(S(??l’ )7
(2.45)
ou
dp g
% z‘ Z% ZZ+A 12 73(2)

to

(2.42)

(2.43)

(2.46)
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novamente o somatério com indice A é a contagem de primeiros vizinhos que estao in-
fectados, ( é a coordenagao da rede e o termo P;;;a(12) é a probabilidade conjunta,
representada pela probabilidade do i-ésimo sitio estar suscetivel e haver um primeiro
vizinho (i + A) infectado. Considerando que o reticulado seja espacialmente isotrépico
(Pii+a(12) = P1ai(21)) e homogénea (cada sitio tem sempre o mesmo niimero de vizi-

nhos), podemos reescrever as equagoes (2.41) e (2.46) da seguinte forma:

d

%Pfi(l) =—pP,;(12) (2.47)

d

P2 = BP;(12) = 7R () (248)

Consideramos a populacao constante e sem dindmica vital, por isso fica implicito

a condicao de normalizacao:

P(1) + P(2) + P(0) = L. (2.49)

Assim, usando as equagoes (2.41) e (2.46), também é possivel escrever a equagao

que descreve a evolugao temporal dos individuos recuperados P;(0).

2.4.2.2 Aproximacdo de Campo Médio de um Sitio

A aproximacao de campo médio de um sitio, que chamaremos de aproximacao de
campo médio simples (ACMS), consiste em descorrelacionar a probabilidade conjunta, ou
seja, escrevermos a correlacao de dois ou mais sitios em termos das probabilidades de um
sitio,

N
P11, 02,035 o iy oy v) = [ P(02)- (2.50)

i=1

Em particular, um conjunto com dois sitios correlacionados sao descorrelacionados

da seguinte maneira:

P, j(9p) = Fi(0)F;(¢) (2.51)

em que ¢ e p corresponde a uma variavel estocastica associada aos sitios i e 7, respecti-

vamente.

Definimos Pi(1) = z, Py(2) = y e P,(0) = z = 1 — 2 — y, que representam a

densidade de suscetiveis, infectados e recuperados.

Aplicando a ACMS, podemos reescrever as equagoes (2.47) e (2.48):

{ =Py (2.52)
v = Bry — vy,
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Temos que o sistema de equagoes (2.52) da versao de campo médio simples do mo-

delo SIR estocéstico é o mesmo sistema de equagoes (2.23) do modelo SIR deterministico.

O sistema de equagoes tem infinitos pontos fixos: (z*,y*) = (z*,0). Vamos fazer
a analise de estabilidade local da solucao estacionaria desta linha de pontos através da
matriz jacobiana:
0F/0x OF/0 — —
0G/0x 0G/dy By  Bxr—~
em que F(z,y) = —fry e G(z,y) = By — 7y.
Para encontrar os autovalores da matriz Jacobiana devemos resolver:

det(J — M) = 0, (2.54)

em que I é a matriz identidade e A o autovalor da matriz Jacobiana. Para os infinitos

pontos fixos, obtemos os autovalores:
)\1 == O
Ao = —y+p[z"

Portanto a solu¢ao é marginalmente estavel se As < 0, ou seja, se z* < /0.
A solugao perde a estabilidade quando x > v/f, assim, na ACMS, o limiar epidémico
(epidemic threshold) é xy, = 7/f5. Percebe-se que no instante inicial (¢ = 0), tendo
xo > /B, a densidade de infectados serd uma fungao crescente para tempos préximos de

zero. Para termos a propagacao da doenga na fase inicial, é necessario que dy/dt > 0. Logo,
x
temos o valor de ¥y = L, o mesmo resultado encontrado no modelo SIR deterministico

(ver expressao 2.29).

Observamos que o ponto fixo trivial (z*,y*) = (1,0) (estado absorvente de susce-
tiveis) perde a estabilidade quando v < 3, entdo temos o limiar critico 7, = . O estado
absorvente de recuperados (z = 1), o ponto fixo (z*,y*) = (0,0), serd estével para qual-
quer valor de v. No estado estacionario, todos os individuos infectados passam para o

estado recuperado e o sistema fica preso em um estado absorvente.

Na figura (14) é possivel observar a densidade estacionéria de individuos susceti-
veis e recuperados na ACMS. O pico da densidade de infectados caracteriza a ocorréncia
de uma epidemia (pico epidémico), mas no modelo SIR a transmissao da doenga nao se
sustenta e, para um tempo suficientemente longo, a transmissao cessa e a densidade de
infectados é nula. Fizemos a integracdo numérica do sistema de equagodes (2.52). Inici-
amos com uma densidade muita baixa de individuos infectados y = 0.001 e densidade
de suscetiveis z = 0.999 e, a cada unidade de tempo?, resolvemos o sistema de equacoes

diferenciais numericamente até as densidades atingirem um valor estacionario.

2 A unidade de tempo pode ser dia, semana, més, ano, a depender da doenca que o modelo esteja

descrevendo, por isso, usamos neste trabalho u.t. como sendo uma unidade de tempo genérica.
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1,0 4 . 1 L 1 L L ' .
0,8 -
Suscetivel
Infectado
06 - e Recuperado

densidades

04 -

0,2

0,0 T T T T ! T i

tempo (u.t)

Figura 14 — Evolugdo temporal das densidades de suscetiveis, infectados e recuperados para a ACMS em
funcio do tempo, em que B = 0.8(u.t.)" ' e y = 0.2(u.t.) " .

2.4.2.3 Aproximacdo de Campo Médio de Pares

Ao calcular os primeiros momentos da distribuicdo de probabilidades, nota-se a
dependéncia dos segundos momentos que, na ACMS foram descorrelacionadas. Para me-
lhorar a aproximacao, vamos considerar, agora, as correlacbes de um ou dois sitios; as

demais correlacoes sao desprezadas.

Mas, para incluir os momentos de segunda ordem (correlacoes de dois sitios),
nao é necessario calcular todas as probabilidades; decorrente do fato de que 7; pode
assumir somente os valores 0, 1 ou 2, entao valem as seguintes relagdes que envolvem as

probabilidades conjuntas:

(00) + P;,;(10) + P;;(20) = P;(0)
;(01) + P ;(11) + P, ;(21) = Py(1) (2.55)
2) + P;(12) + P,;(22) = Fi(2)

—~
S

Consideramos o espago isotrdpico, por isso: P; ;(01) = P;;(10), P, ;(02) = P;;(20)
e P, ;(12) = P;;(21). Como a condicao de normalizagdo P;(0) + P;(1) + P;(2) = 1 é valida,
entdo, escolhendo P;(1), P;(2), P;;(01), P;;(02), P;;(12) como probabilidades indepen-

dentes, as demais probabilidades sao encontradas a partir das citadas.

Na ACMS, ja foram determinadas a evolugao temporal para P;(1) e P;(2), equagoes
(2.47) e (2.48) agora vamos determinar as demais. Tomando fin) = 6(;,0)d(n;,1) na
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equagao (2.36) e definindo (d(n;,0)d(n;,1)) = P, ;(01), obtemos:

P00 = 32 (54, (v, 1) = 6. 08y, () (2:56)

No somatorio em k, existem trés casos a considerar:

1) Para k #i e k # j, temos:

6 (A, 0)5(Ak77j> 1) — (i, 0)0(n;, 1) = o(ns, 0)5(773‘» 1) — d(ni, 0)6(n;, 1) =0,

pois Agm = m; quando k # [

2) Para k =1ie k # j, temos:
0(Awmi, 0)0(Arn;, 1) — 6(1i,0)8(1;, 1) = 6(mi, 2)6(n;, 1) — 6(ni; 0)8(n;, 1)
Assim,

([6(mi,2)0(n, 1) = 6(ni, 0)0(n, 1)]ws(n)) =

<[6<m, 2)6(ny.1) — 8, 0)8(n 1) fam, DS 50 ar2) + 150 2)] > _

(Y0 (mi,2)d(n;, 1) — 0) = vP; ;(12)

3) Para k # i e k = j, temos:

0(Agti, 0)0(Agny; 1) = 6(mi, 0)0 (15, 1) = 0(1:, 0)(n;, 0) — 6(1s, 0)d(my, 1)

Assim,

{[0(n:,0)0(n;,0) = d(mi, 0)0 (1, V]w

<[5<m, 0)6(15,0) — 81, 0)5(1 1) [fémj, 1S 8(n51a.2) + 1300, 2>] > _
<o Zion. 03051 S d(1y05.2)) =
?ZA: i+ (012)

Logo, realizando o somatorio do indice k, encontramos:
dp; ;(01
4 = 5P, (12) = L P sealon) (2.57)

A soma dos primeiros vizinhos do sitio j deve ser feita percorrendo todos os seus

primeiros vizinhos, excluindo-se o sitio ¢, pois este serd fixo (i = 0). Para uma rede
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quadrada (¢ = 4), a configuragdo ao redor do par 7;n; tem seis sitios vizinhos. Usamos

uma notagao analoga a referéncia [40]. Temos:

— M2 M3 —
Plm ni nj m (2.58)
- M6 M5 —

Com esta configuragao, vamos analisar o somatério da equagao (2.57), temos:

Y Pijiea(012) = (0(m:,0)8(n;, 1)0(n14,2)) -

O nosso objetivo é estudar a vizinhanga (A) do sitio j. Considerando a configuragao
definida em (2.58), a vizinhanca A sera:
-
Plm mj m (2.59)
-
em que A = 1;, 13,74, 7).
Como o somatdério contabiliza o nimero de vizinhos infectados do sitio j, s6 nos

interessara os valores das variaveis estocasticas: 13 = 1y = 15 = 2, lembrando que 7; = 0

é fixo, ficamos:
2 01
> P ji+a(012) =0+ P + P(012) + P :
N 01 2

Considerando a isotropia e a homogeneidade do espaco, para a coordenacao da

rede ( = 4, podemos escrever:

P, (01 38
L T FN(IE) (2:60)

Percebemos que para qualquer coordenagdao da rede (¢), o i-ésimo termo nunca
contribui para o somatoério; desta forma, podemos generalizar e reescrever a equacao
(2.60):

P;;(01)
dt

@pm%(mg) (2.61)

¢

=vb; -0

De maneira andloga, obtemos a evolucao temporal para P ;(12) e P, ;(02). As-
sim, substituindo f(n) = d(n;, 1)d(n;, 2) na equagao (2.36) e definindo (§(n;, 1)d(n;,2)) =
P, ;(12), temos:

dP; a
P (12) = 3 (1A 16( Ay, 2) — 8, D3y D] ) =

k=1

([6(mi,0) = 6(ni, 1)]6(nj, 2)wi(n) + 0(ni, D16 (n, 1) — 6(nj, 2)]w; (n) + [0]we(n)) =

<[0 - ? 3" 6(ni, 1)3(n;,2)0(nj 8, 2) + f >0, 1)a(ng, 1)d(ny+a,2) — 0 (mi, D)3 (ni, 2)]>
A A
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Apés realizar o somatorio sobre os primeiros vizinhos, obtemos a equacao da evo-

lugao temporal generalizada:

g
¢

P,
dt

P02 + 5“(‘” (Pyssa(112) — Py jia(212)) — 1P, (12)| (262)

(12) = —

Finalmente, vamos substituir f{n) = d(n;, ())5(77]., 2) na equacao (2.36) e definindo
(0(n:,0)d(n;,2)) = P;;(02), temos:
dP; (02 N

k=1

= ([6(mi,2) = 6(mi, 0)]0(n;, 2)w;i(n) + 0(ns, 0)[6(n;, 1) — (n;, 2)]w;(n) + [0]w(n))
= <75(m, 2)6(mi,2) — 0+ ? > 0(ni,0)8(n;, 1)d(nj4a,2) — ¥ (mi,0)d(n;, 2)>

Agora, fazemos o somatorio sobre os primeiros vizinhos e generalizando-o, obtemos:

dPi,CJZ'EOQ) _ B(CC— 1)Pi’j,j+A(012) +v(Pi;(22) — P;;(02)) (2.63)

As equagoes dos segundos momentos da distribuicdo de probabilidades dependem
de momentos de terceira ordem. Aplicamos a aproximacao de campo médio de pares
(ACMP) para truncar a dependéncia das correlacoes entre as probabilidades de segunda

ordem. Por meio disso, as correlagoes de trios sao aproximadas para:

Py j(¢9) P i (0)
Pi(¢)

em que ¢, p e  correspondem a uma variavel estocastica, que sao associadas aos sitios ¢,

P, j (o) = (2.64)

J e k, respectivamente.

Com a aproximagao de campo médio de pares e definindo: P;(1) = z, P;(2) = v,
P, ;(01) = u, P, ;(12) = v, P, ;(02) = w, podemos reescrever as esquagoes (2.47), (2.48),
(2.61), (2.62), (2.63), como:

T=—pv

y'zﬁv—viy |

 Buww(C—1

e (2.65)
bzﬁv(x—xu—Zv)(Cgl)_(g_i_’y)v
wzﬁ;w(cgw—’y(?w—y—i-v)

Em pares, o sistema de equagoes também tem infinitos pontos fixos:

(x*ay*7U*7v*7w*) = (ZC*7O7 u*7070>'
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Fazemos a analise de estabilidade linear do ponto fixo trivial:

(", y*,u, v, w*) = (1,0,0,0,0), através da matriz jacobiana. Entao, temos:

0 0 0 -8 0
0 —y 0 3 0
J=|0 0 0 g : 0 (2.66)
0 0 0 _7_§+6(<<— )
0 ~ O —y —2

Encontramos os autovalores da matriz Jacobiana:

)\1 — )\2 — O

)\3 = —2’}/

Moo= =y

N = 20y =1 +¢(1—29)
5 =

¢
2(y — 1) +¢(1 —2y)

Portanto, a solucao sera marginalmente estével se c < 0, ou
seja, se vy > ﬁ Assim, em pares, podemos escrever o limiar critico do modelo SIR:
_ (-2
’}/C - 2<C o 1)7

como ja havia sido atingido na referéncia [40)].

A partir deste limiar, o sistema perde a estabilidade; e, dessa maneira, para valores
abaixo desse limiar o sistema atinge um estado estaciondario absorvente, isto quer dizer que
para tempos suficientemente longos, a transmissao da doenga acontece, mas ira cessar (a
densidade de infectados é nula no limite ¢ — 00), restando apenas individuos suscetiveis

ou recuperados na populacao.

E importante notar que a transicao de fase s6 acontece para reticulados com coor-
denacao ¢ > 2; assim, no modelo SIR nao observamos transicao de fase para uma cadeia
linear. Na figura (15), observamos a densidade estaciondria de suscetiveis, infectados e
recuperados, em pares. Novamente fizemos a integracao numeérica do sistema de equagoes
(2.65) até as densidades atingirem um valor estaciondrio. Comparando com a figura (14),
da ACMS, temos que para o mesmo parametro 3 = 0.8(u.t.)"!, em pares, o pico epidémico
é atingido com uma densidade de infectados menor (quase a metade do valor encontrado

na aproximagao de campo médios simples), mas a epidemia ¢ mais longa.

Na referéncia [41] foram feitas simulagoes de Monte Carlo, em que foi obtido o
ponto critico e os expoentes criticos do modelo SIR. Realizaram-se simulagoes para redes
quadradas e triangulares, obtendo os expoentes criticos estaticos que estdao consistentes

com o da classe de universalidade de percolagao dindmica isotropica.
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Figura 15 — Evolucdo temporal das densidades de suscetiveis, infectados e recuperados da aproximagao
de campo médio por pares em funcio do tempo, em que 8 = 0.8(u.t.)" ' e v = 0.2(u.t) " .



3 Modelo SIRI

A transmissao de uma doenga numa populagao, em sua maioria, deve-se a susceti-
bilidade a infec¢ao dos individuos. Assim, quando a vacina induz & imunidade, reduzimos
o numero de individuos suscetiveis a doenga, consequentemente reduzimos também o ni-
mero de infectados (ou reinfectados) subsequentes. Neste caso, o modelo SIR é capaz de
descrever bem a propagacao da doenca. Porém, existem casos em que a vacina apresenta
eficicia limitada. Por exemplo, o bacilo Calmette-Guerin (BCG) ¢ a tinica vacina de uso

corrente contra a tuberculose, e ndo existe um consenso sobre a sua eficicia [66].

O interesse em modelos epidémicos que contenham o processo de reinfec¢ao vem
crescendo em Epidemiologia e isto ocorre, principalmente, devido a variedade genética
do patégeno da doenga [67], [68]. Assim, o individuo que, apdés uma infecgao inicial,
adquire imunidade, esta pode ser parcial ao “patdégeno mutante”. Este fato é evidenciado,
por exemplo, com o aumento de casos de coqueluche nos paises desenvolvidos, atingindo
inclusive uma faixa etaria maior da populagdo. Acredita-se que isso ocorra por causa
de trés fatores: o diagnostico mais eficiente da doenca, o enfraquecimento da imunidade
proporcionada pela vacina e a perda da eficiéncia da vacina, devido ao surgimento de

novas linhagens do patdégeno da coqueluche (Bordetella Pertussis) [69].

Nas referéncias [66]- [?], os pesquisadores revelam um interesse em estudar um
modelo geral de epidemia e detectar um “limiar de reinfeccao”, em que acima deste limiar
a principal maneira de ocorrer a transmissao da doenca é através da reinfeccdo. Assim,
se a doencga invade uma populacao totalmente suscetivel, o limiar de reinfec¢do indica
se a transmissao continuara para esta populagdo que adquiriu imunidade parcial. Neste

capitulo, pretendemos observar este limiar.

O nosso interesse é estudar o efeito da reinfeccao em doencas de transmissao direta.
Para isto, estudamos o modelo Suscetivel-Infectado-Recuperado-Infectado (SIRI), que é
uma generalizacdo do modelo SIR. Neste, o individuo recuperado nao ganha imunidade
total e permanece com o patégeno da doenga, ndo podendo voltar a ser suscetivel. Assim,
o modelo SIRI agrega processos necessarios para descrever a propagac¢ao de uma doenca
transmissivel com o ganho de imunidade parcial e serve como modelo introdutério ao

estudo da disseminagao de doencas com reinfeccao.

3.1 Descricao do Modelo

O modelo SIRI classifica os individuos em trés estados: suscetiveis (S), infectados

(I) e recuperados (R). Como no modelo SIR, os suscetiveis sdo aqueles que nao possuem
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a doenca e podem ser contagiados se tiverem contato com individuos infectados. Os in-
fectados possuem a doenca e sao capazes de transmiti-la, consideramos que os individuos
infectados sao imediatamente infectantes. Os recuperados tornam-se suscetiveis a rein-
feccao, que pode ocorrer de duas maneiras: por reativacdo endoégena ou por reinfeccao

exdgena.

O processo de transmissao da doenca para o individuo suscetivel é catalitica e o
processo de recuperacao é espontaneo. A recontaminagao pode ocorrer por reativacao en-
dbgena (espontanea) ou por reinfecgao exdgena (catalitica). As probabilidades de infecgao

e reinfeccao exdgena sao proporcionais ao niimero de vizinhos infectados.

Podemos esbogar o processo de evolugao das etapas S (Suscetivel) — I (Infectado) —

R (Recuperado) — I (Infectado), conforme a figura (16).

Suscetivel
2
of
—_—
¥
=
ar
—
Recuperado Infectado

Figura 16 — Dinamica entre os estados para o modelo SIRI.

O modelo SIRI estocastico é definido em um reticulado regular de N sitios. Par-
timos do pressuposto que o individuo continua no mesmo local e que mantém em média
o mesmo ciclo de relagoes. A cada sitio associamos uma varidvel estocéastica 7; que pode
assumir trés valores n; = {0, 1, 2}: suscetiveis, infectados e recuperados, respectivamente.
Consideramos uma dindmica assincrona, apenas um sitio é atualizado por vez. A popu-
lagao é constante e ndo ha dindmica vital (sem nascimento e morte). O estado de cada

sitio sera atualizado de acordo com as seguintes regras locais:

(i) Um individuo suscetivel pode se infectar com uma probabilidade de infecgao b
se pelo menos um dos seus primeiros vizinhos estiver infectado. Probabilidade (1 — 2):

bn/¢, em que n é o nimero de vizinhos infectados e ¢ é o nimero de coordenagao da rede.
(ii) Um individuo infectado se recupera espontaneamente com uma probabilidade
de recuperagao (2 — 0): c.

(iii) Um individuo recuperado pode se reinfectar de duas formas: primeiro, por
reinfecgao exdgena, que ocorre com probabilidade (0 — 2): obn/(, se pelo menos um

dos primeiros vizinhos estiver infectado, em que o é o coeficiente de reinfeccao; segundo,
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por reativagao endégena, que ocorre com uma probabilidade (0 — 2): a, se o patdgeno

reativar.

Temos quatro pardmetros vinculados a este processo: a taxa de infecgao (53), a taxa
de reativacdo endégena (a), a taxa de reinfecgdo exégena (of3) e a taxa de recuperagao

(7). Desta maneira, as probabilidades estao relacionadas com as taxas da seguinte forma:

o)
a+B+of+7y

a =

_ B
a+f+of+y

ofs

b —
T A+ B+aBtq

~
C:
a+pB+ob+y

O modelo SIRI descreve um processo markoviano a tempo continuo e isso nos
permite reescalar convenientemente o tempo de modo que as taxas satisfacam a seguinte

condigao:
a+B+oB8+v=1, (3.1)

em que «, o3, B e 7 sdo taxas reduzidas.

Outra diferenca importante do modelo SIRI, aqui descrito, em relacao ao modelo
apresentado em [64] [65], diz respeito ao coeficiente de reinfec¢ao. Assumimos que a taxa
de reinfec¢ao exdgena (of3) estd vinculada a taxa de infecgao (). O nosso interesse é que
o < . Desta forma, podemos entender que o3 < (3 retrata a situagao em que o individuo
adquiriu imunidade parcial. Por isso, fazemos ¢ variar no intervalo [0, 1]. Em [66] existe o
estudo de individuos que ganham propensao a infecgao ou reinfecgdo (o > 1), mas nao é
este o0 objetivo do nosso trabalho, uma vez que visamos modelar a reinfeccao em doencas

como a tuberculose, para a qual a probabilidade de reinfeccao é menor do que a infeccao.

Vale notar que, para o caso especial em que nao temos reativagao endégena (o = 0),
temos no limite ¢ = 0 uma dindmica semelhante ao do modelo SIR, de fato, como nao
ocorre a reinfeccao, entendemos que o individuo ganha imunidade. No limite 0 = 1, a
dindmica se assemelha ao do modelo SIS', pois o individuo recuperado torna-se suscetivel
a doenca com a mesma probabilidade de infecgdo (ob = b). Por essas caracteristicas

particulares, acreditamos que o modelo SIRI tenha um espalhamento similar ao do modelo

1 Assim como na referéncia [30] assumimos que o modelo SIS corresponde ao modelo de contato, regra

(i). Na literatura sobre modelos epidémicos em redes [73], assumi-se que a probabilidade (1 — 2) é
n;b para o modelo SIS enquanto vale n;b/k; para cada sitio i.
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SIR e no estado estacionario tenha uma dindmica de transmissao similar ao do modelo
SIS, em que R substitui o S.

Na figura (17) representamos o processo de transmissao e recupera¢ao em uma

cadeia.

Figura 17 — Representacao das configuraces possiveis para o processo de contaminagio e recuperagao
para o modelo SIRI em uma cadeia. A caixa representa sitios suscetiveis ou recuperados.

As regras locais (i), (ii) e (iii) do modelo SIRI podem ser escritas através da
probabilidade de transi¢ao por sitio, no qual o i-ésimo sitio tem seu estado 7; atualizado

de acordo com a expressao:

w;(n) = ?5(% 1) Zé(m, 2) 4+ ad(m;, 0) + Jfé(m, 0)> 6(n;,2) +v6(mi,2),  (32)

J

Os somatorios da equacao (3.2) sdo feitos sobre os primeiros vizinhos j do sitio i. A
variavel estocéastica 7; representa o estado do sitio 7. O primeiro termo do lado direito da
equacao descreve o processo de infeccao, os dois termos seguintes representam a reativacgao
endbgena e a reinfecgao exdgena, respectivamente, enquanto o quarto termo representa a

recuperacao de um individuo infectado.

3.2 Aproximacao de Campo Médio de um Sitio

A aproximagao de campo médio simples (ACMS) do modelo SIRI estocastico se-

gue o mesmo formalismo e notagao que foi usado para o modelo SIR estocéstico (capitulo



3.2. Aproximagio de Campo Médio de um Sitio 39

2). Partimos da equagao mestra (2.21) dos processos markovianos e consideramos a pro-
babilidade de transicao (2.33). Usando a probabilidade de transigao por sitio do modelo
SIRI (3.2), podemos escrever sua equagao mestra e a partir dela deduzir as equagdes de

evolucao para os primeiros momentos da distribuicao de probabilidades, obtendo:

d 5
%Pz‘(l) =7 EA:PZ}H-A(12)7 (3.3)
da _B op
dtPi(2) = > Piiia(12) — yP(2) + ¢ > Piiya(02) + aPi(0), (3.4)
A A

quando ¢ = 2, podemos obter facilmente as equagoes (3.3) e (3.4), a partir das configura-

¢oes da figura (18).

Temos um reticulado regular homogéneo, isto quer dizer que a coordenacao da rede
¢ ¢ o mesmo para qualquer sitio da rede. Entao, quando realizamos o somatoério sobre os
primeiros vizinhos do sitio i, a soma deve ser igual ao niimero de vizinhos do sitio, ou
seja, deve ser igual a coordenagdo (, por isso podemos reescrever as equagoes (3.3) e (3.4)
da seguinte forma:

d

SP(1) = —6P,(12), (35)

d
SP(2) = BP:(12) = 1PA(2) + 0 5P;5(02) + aPA(0) (3.6)
em que j ¢ o sitio vizinho de 1.

Note que, se 0 = a = 0, recuperamos o sistema de equagoes (2.52). Como esperado,
a evolugao temporal das probabilidades simples para ACMS nao depende da coordenagao
da rede (. A populagao é constante, entao a normalizagao P;(1)+ FP;(2)+ P;(0) = 1 é vélida,

por isso das equagdes (3.5) e (3.6) podemos obter a evolugao temporal dos recuperados.

Chamando as densidades P;(1) = x, P;(2) =y e P;(0) = z = 1 —x —y, aplicando a
aproximagao de campo médio simples (2.51) e considerando o espago, além de homogéneo,

isotropico, obtemos o sistema de equacoes:

t=—hay (3.7)
y=o0B(l—x—y)y+Pry—yy+all—-z—y)

O sistema de equagoes diferenciais (3.7) apresenta os seguintes pontos fixos:

Ey = (z%,y") = (1,0)

Loy 05—@—7—\/(a+7—05)2+4706
E_:<l’,y>—(0, 206 )

B—a—v+ Ja+y—0f)?+4y08
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O primeiro ponto fixo Ej representa o estado absorvente de suscetiveis (fase ina-
tiva). O segundo ponto fixo £_ nao tem sentido epidemiolégico, pois a densidade de
infectados nao pode ser negativa. O terceiro ponto fixo F, representa uma densidade de
infectados e recuperados nao nula, portanto havera persisténcia da doenga e consequen-

temente a sua transmissao (fase ativa).

Realizamos a analise de estabilidade local das solucoes estacionarias deste sistema

de equacgoes por meio da matriz Jacobiana:

J OF/0x OF /0y \ —By —Bx
OF,/0x OFy/0y —a+(1—0)py —a—Pr—y+oB(l —x—2y)
em que chamamos I} = —fzy e Fy =0fB(1l —x — y)y + Bry — vy + a(l —z —y).

Obtemos os autovalores da matriz resolvendo det(J — AI) = 0, em que I é a matriz
identidade e X\ o autovalor da matriz Jacobiana. Verifica-se que a solugao trivial Fy possui

os autovalores:

em que A; vale:

Ap = (47— B) +4ap.

S6 podemos garantir que A; > 0 para valores positivos das taxas a, 5 e 7, como
nao faz sentido em Epidemiologia estas taxas serem negativas, os autovalores sao reais.
Desta maneira, a solucdo é um ponto de sela (A < 0 e Ay > 0). E importante notar que

Ey poderia ser também um né estavel ou foco se as taxas assumissem valores negativos.
Para o terceiro ponto fixo F, (fase ativa), os autovalores sao:
Al - ——\/Z&g

—a—y+oB— VA,
A2 = 20

em que A, vale:

Ay = (a+v —0B)? + 4afo.

Novamente, temos A, > 0 para quaisquer valores positivos das taxas «a, 8, 03, 7,
isto implica autovalores reais. Desta forma, a solugdo para F, serd um né estavel (A; < 0
e A < 0). Esta solugdo poderia ser também um ponto de sela ou foco para valores de
taxas negativas, mas nao tem sentido epidemiologico estas taxas serem menores do que

Zero.
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O estado absorvente de suscetiveis (fase inativa) é observado se a configuragao do
sistema for (z,y) = (1,0), em que toda a populagao esté suscetivel. Se tivermos uma taxa
de infeccao [ suficientemente pequena, a transmissao pode nao ocorrer e a populacao
permanece nesta configuracao; porém, se a transmissao ocorre, a dindmica do modelo
SIRI nao permite que o sistema evolua para o estado absorvente de suscetiveis. Desta

maneira, a densidade de infectados é nao nula, caracterizando um estado endémico.

Obtemos a densidade estacionaria de suscetiveis, infectados e recuperados, do mo-
delo SIRI (« # 0 e 0 # 0), através de integragoes numéricas do sistema de equagoes (3.7).
Estas densidades sao representadas nas figuras (18), (19) e (20). Uma andlise qualitativa
desta figuras nos permite dizer que para um tempo suficientemente longo, a densidade
de suscetiveis vai a zero (x = 0) e a evolugdo das etapas no estado estaciondrio passa
a ser R — I — R, similar ao do modelo SIS. A densidade estacionaria de individuos
infecatados na populagdo pode ser maior ou menor do que a densidade estacionéria de

individuos recuperados, a depender dos parametros «, (3, o e ~ utilizados.

1,04 \ 1 A . 1 . 1
Suscetiveis
— |nfectados
= Recuperados
0,8 |
@ 06+
ol
)
=)
42
®
o 0,4 o
0,2 -
0,0 1 T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100

tempo (u.t)

Figura 18 — Curvas da evolucao temporal das densidades de suscetiveis, infectados e recuperados para a
ACMS do modelo SIRI em funcio do tempo, em que o = 0.2(u.t.)" ", B = 0.4(u.t.)™ !, v = 0,16(u.t.)~*
e o =0.6.
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Figura 19 — Curvas da evolucdo temporal das densidades de suscetiveis, infectados e recuperados para a
ACMS do modelo SIRI em funcio do tempo, em que a = 0.05(u.t.)" !, = 0.4(u.t.)"!, v = 0,31 (u.t.)~*

e o = 0.6.
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Figura 20 — Curvas da evolucdo temporal das densidades de suscetiveis, infectados e recuperados para a
ACMS do modelo SIRI em funcéo do tempo, em que o = 0.001(w.t.) ", f = 0.4(u.t.)~1, v = 0,359 (u.t.) "

e o = 0.6.

Sobre uma doenga representada pelo modelo SIRI, com a # 0 e o # 0, a partir

da andlise de estabilidade de campo médio simples, podemos dizer: nao existe transicao

de fase. Notamos que a taxa de reativacao endégena («) pode ter muita influéncia na
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estabilidade do modelo SIRI e que s6 deve ser desprezada se o periodo médio para o
patégeno reativar (1/«) for maior que o periodo médio de vida do ser humano. Neste
modelo, se a transmissao ocorre, sempre teremos infectados na populacao; note na figura
(20), a quantidade de infectados nao é nula no estado estaciondrio. Desta maneira, no
regime estaciondario, sempre encontramos a populagdo no estado endémico. Nas figuras
(18), (19), a epidemia néo se sustenta, o espalhamento cessa, mas a densidade de infectados
¢ nao nula; assim nao se observa um surto epidémico. Uma analise qualitativa da densidade
estacionaria da figura (20), em que temos um valor muito pequeno da taxa de reativagao
endogena « e uma densidade de infectados quase nula, nos faz acreditar que para valores
de a = 0 podemos atingir um estado absorvente com suscetiveis e recuperados, em que
a densidade de infectados é nula. Nesta figura, notamos também uma pequena flutuacao
da densidade de infectados. Por ser muito pequena, nao caracteriza um surto epidémico,
mas pode ser um indicativo de que, quando « = 0, existam valores dos parametros 3,
e o para os quais ocorra um surto epidémico. Desta forma, no modelo SIRI, o parametro
a pode ter uma forte contribuigdo por manter a populagdo no estado endémico. Por estes
motivos, é interessante analisar o comportamento do modelo na auséncia da reativacao

enddgena (v = 0 e o0 # 0) e na auséncia da reinfec¢ao exégena (o # 0 e o = 0).

3.2.1 Aproximacdo de Campo Médio Simples (a = 0)

Neste caso particular nao ha reativacao do patégeno. Desta maneira, apds a recu-
peragao nao existe a possibilidade de haver espontaneamente a reativacao endogena do
causador da doenca. A reinfeccao ocorrerd através de outro patégeno adquirido devido ao
contato direto com vizinhos infectados. Note que, mesmo o individuo recuperado ficando
suscetivel a doenca, temos a taxa de reinfecgdo (0f3) diferente da taxa de infecgao (53),
por isso este caso particular difere do modelo SIS. Na figura (21) esbogamos como fica o

processo de evolugao entre as etapas deste caso especial S — 1 — R — 1.

Suscetivel

B
oB
—
—
®—"@
Recuperado Infectado

Figura 21 — Dindmica entre os estados para o modelo SIRI, em que o = 0
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Fazendo oo = 0 no sistema de equagoes diferenciais (3.7), fica:

&= —Pry (3.8)
y=0B(l—x—y)y+Bry —y.

Obtendo os pontos fixos do sistema (3.8):

E*=(a"y") = («7,0)

E, = (2"y") = (O,l — cjﬁ> .

Ej corresponde a infinitos estados absorventes que representam uma populagao livre de
doenga; a densidade de infectados ¢é nula, por isso a transmissao da doenga cessa (ou
sequer acontece). O ponto fixo E; representa uma populagao cuja densidade de infectados
e recuperados é nao nula; a doenga persiste na populagao e ocorre a sua transmissao (fase
ativa).

Fazemos o estudo de estabilidade local da solucao estacionéria através da matriz

Jacobiana:

J_ By —px”
(1-0)By" Ba* —y+o(l—a" —2y")
Resolvendo a equagao det(J — A\I) = 0 para Ej encontramos os seguintes autova-

lores:

A =0
Ao = (1—0)Bz"+0B—1.

-0
Portanto, Ej serd instavel se 2™ > u Na fase inicial (¢ = 0), para haver o
1—0)
-0
espalhamento da doenca, devemos ter ¢ > 0 e # < 0, ou seja, rg > x* > &)ﬁﬁ, assim
-0

a densidade de infectados serd uma fungdo crescente para tempos proximos de zero. O

limiar critico da epidemia na ACMS sera:

v — pa”
O, = . 3.9
B~ ) )
O numero basico de reproducao da infeccdo em uma populacio suscetivel é:
(1 —0)Bxo
Ro=—""—. 3.10
" y—oB (3.10)

Como temos infinitos pontos fixos que representam uma populagao livre de doenga
para o caso particular do modelo SIRI (o = 0), vamos escolher, inicialmente, o ponto

fixo trivial EX_; = (2",y") = (1,0), que representa o estado absorvente de suscetiveis
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(fase inativa), para o estudo da estabilidade local das solugoes estaciondrias. Temos os

autovalores:

A =
Ao = [B—v

Assim E;_, sera estavel se v > . Podemos fazer uma mudanga de variavel [40], [70]

através da transformacao:

L—x
aﬁzf—p

1_
= 27+p (3.11)
v=7

em que o parametro p = (1 — 0)/2 esta definido no intervalo [0,1/2] em que o € [0, 1],
e satisfaz a condi¢do (3.1). Desta forma, conseguimos projetar o espago de parametros
definido na superficie R* sobre um plano p x . Realizando esta transformacao, construi-
remos o diagrama de fase usando apenas dois parametros do modelo. Notamos que a fase

inativa ocorre quando ~, > 3, que em termos das variaveis p e v fica: p = (3y — 1) /2.

Os demais pontos fixos representam um estado absorvente livre de doenga, mas
o sistema em algum momento teve atividade (transmissao), i.e, a doenga espalhou, mas
nao se sustentou e cessou. Por isso, vamos analisar o caso extremo, a estabilidade do
ponto fixo E;_, = (z*,y") = (0,0), que representa o estado absorvente de recuperados,
em que todos os individuos da populagao foram infectados e encontram-se recuperados.

Os autovalores associados a F,_:

)\1 = 0
Ay = of—17.

Logo, E;_, seré estavel se v > /3. Obtemos o limiar critico 7, = ob. Fazendo a mesma

mudanca de variavel (3.11), escrevemos a transicao de fase em termo de p e v: p =
(1-37)/2.
O ponto fixo F; representa a fase ativa. Para este ponto, obtemos os autovalores:
Moo= Lop
o
A = v —o0pf.

Logo, E) serd estavel se v < o3. Notar que a condigao de estabilidade do ponto E;_ ,_,
5

5

Fazendo a mudanca de varidvel (3.11), escrevemos a transicao de fase do ponto E; em

corresponde a instabilidade do ponto FE;. O limiar critico da transicdo sera: o. =

termo de p e y: p=(1—37)/2.
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Finalmente, na ACMS, construimos o diagrama de fase, conforme a figura (22).
Nele, apresentamos as transigoes de fase entre a fase ativa (tipo SIS) e a fase ativa (tipo
SIR), em p. = (1 — 3v)/2. A linha p. = (37 — 1)/2 define a regido de estabilidade da
fase inativa. A regido ativa (tipo SIS) representa uma populagdo em que a atividade da
doenca persiste, a transmissao continua e a densidade de infectados é nao nula. A fase
ativa (tipo SIR) nao tem atividade, i.e. ndo tem transmissao da doenga, mas teve em
algum momento, de modo que nao se sustentou e a densidade de infectados foi a zero.
Portanto, nesta regiao, pode ter ocorrido um surto epidémico. A regiao inativa representa
o estado absorvente de suscetiveis, em que ndo teve atividade (transmissao) da doenga

em nenhum momento.

0,5

— g = ()
— p =(1-3y)/2
— 0 = (3y-1)/2

-B=0

0,4 -

0,34

P ATIVO
0,2 (TIPO SIR)
0,14 (TIID‘I;I-(I)VSCIJS) INATIVO
ou
ATIVO (TIPO SIR)
0,0 i — T : . T T
0,0 0.2 04 0,6 0.8 1.0
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Figura 22 — Diagrama de fase do modelo SIRI (e =0 e o # 0) na ACMS, em que p = (1 —0)/2.

A fim de ilustrar a evolucao temporal das densidades na ACMS; fizemos integracoes
numéricas do sistema de equagoes (3.8), até atingir a densidade estacionaria de suscetiveis,
infectados e recuperados. Uma anélise qualitativa da figura (23) nos mostra que tivemos
uma epidemia, mas para os parametros utilizados ela nao se sustenta e o sistema vai
para um estado absorvente de recuperados (toda a populacao foi infectada em algum
momento). Assim, para este caso especial (¢ = 0 e o # 0), realmente temos solugoes
estacionarias em que a densidade de infectados é nula, o que nao era possivel para a # 0
e 0 # 0. Reforcamos a afirmativa que fizemos anteriormente que « realmente influencia
o comportamento do modelo SIRI, visto que na sua auséncia a densidade de infectados
pode ir a zero e encontramos transigao de fase. Na figura (24), observamos que a doenga
evolui no decorrer do tempo, mas o espalhamento nao se sustenta e a doenga passa de um
surto epidémico para um estado endémico no regime estacionario. Neste caso, o patégeno
permanece na populacao, mantendo a sua atividade de transmissao, por isso a densidade

de suscetiveis vai a zero para tempos longos (t — 00).
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Figura 23 — Curvas da evolugdo temporal das densidades de suscetiveis, infectados e recuperados para

a aproximagdo de campo médio simples do modelo SIRI (o = 0) em funcdo do tempo, em que § =
0.8(u.t.)™t v =0.16(u.t.)" " e o = 0.05.
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Figura 24 — Curvas da evolugdo temporal das densidades de suscetiveis, infectados e recuperados para
a aproximagdo de campo médio simples do modelo SIRI (o = 0) em funcdo do tempo, em que f§ =
0.45(u.t.)™, v =0.235(u.t.) "t e 0 = 0.7.

Definimos a densidade de sitios infectados P;(2) = p e na figura (25), construimos
o grafico (p) versus (o) para mostrar a relagdo do pardmetro de ordem com a taxa de

infecgdo. Este grafico é obtido através da densidade estacionaria de infectados, para um
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reticulado na aproximacao de campo médio simples, exibida no ponto fixo F;. Para o caso
particular (a = 0 e o # 0), obtemos o valor critico 0. = 0.056, em que v = 0.05 (fixo).
Para um valor abaixo deste limiar, ndo temos a reinfeccao da doenca; desta maneira, a
dindmica do modelo se assemelha a do modelo SIR e para tempos longos a transmissao

da doenca cessa. Para um valor o > o0, a reinfeccao acontece e a densidade de infectados

é nao nula.
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Figura 25 — Densidade estaciondria de infectados p versus o coeficiente de reinfeccdo o, na ACMS:p =

1—v/cB,em quey=0.05e=(1—7)/(1+0).

3.2.2 Aproximacdo de Campo Médio Simples (o = 0)

Neste caso particular serd desprezado o efeito da reinfeccao exégena fazendo o = 0.
Desta maneira, o individuo adquire imunidade a doenca, isto quer dizer que nao vai
se reinfectar se colocado em contato com individuos infectados; porém nao excluimos a
probabilidade do patogeno existente no individuo se reativar. No nosso trabalho, temos o
intuito de observar como o modelo se comporta para diversos valores da taxa de reativacao

enddgena «, por isso fizemos a taxa variar no o intervalo [0,1]. Esbo¢amos o processo de

evolugdo entre as etapas S — [ — R — [ através da figura (26).
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Figura 26 — Dindmica entre os estados para o modelo SIRI, em que o = 0.

Fazendo o = 0, no sistema de equagoes diferencias (3.7), temos:

{ &= —hay (3.12)
y=a(l—z—y)+ Bry —yy.

O sistema de equacodes diferenciais apresenta os seguintes pontos fixos:

Ey=(2"y") = (1,0)
B = (z",y") = (o, L )

1+2

O ponto fixo trivial Ey representa o estado absorvente de suscetiveis, ndo havendo
transmissao da doencga na populacao. O ponto fixo E, representa o estado em que a
densidade de infectados e recuperados é nao nula, portanto tem transmissao da doenca
(fase ativa). Similar ao modelo geral (o # 0 e o # 0), o caso especial (o # 0 e 0 = 0) ndo

apresenta estados absorventes de suscetiveis e recuperados.

No estado estacionario, temos: para o = -, a densidade de infectados e recuperados
igual a 0.5; para o >> , a densidade de infectados tendendo a um (y — 1) e a densidade
de recuperados tendendo a zero (y — 0); para a << -, a densidade de infectados tendendo

a zero (y — 0) e a densidade de recuperados tendendo a zero (y — 1).

Para o ponto fixo trivial Ej, obtemos os autovalores:

em que Agz, vale:
Az = (a+v—p)" +4af

Curiosamente sao os mesmos autovalores encontrados no modelo geral para o mesmo
ponto fixo trivial Ey. Como ja é sabido, os autovalores sao reais e a solu¢ao é um ponto

de sela para quaisquer valores positivos das taxas «, 5 e 7.
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Agora, vamos analisar o ponto Es, correspondente a fase ativa. Seus autovalores

sao:

AN = —a—vy
)\2 = - aﬁ:
o+ 7y

FE5 sera estavel para quaisquer valores positivos das taxas «, § e 7v. Matematicamente, a
instabilidade ocorreria se oo < 0 ou 8 < 0, mas nao teria sentido em Epidemiologia; assim,

a transicao de fase ocorreria no limiar critico a. =0 e £, = 0.

Podemos fazer a mudanca de variavel:

a=(1-7v)/2-p
B=01-7)/2+p (3.13)
v =17,

em que o parametro p = (f — «)/2 estd definido no intervalo [—1/2,1/2]. Desta forma,
reduzimos o nimero de pardmetros para p e 7, satisfazendo ainda a condigao (3.1). Po-
demos reescrever o limiar critico a. = 0 e 5. = 0 em fungao dos novos parametros, que
correspondem a: p = (1 —)/2 e p = (v — 1)/2, respectivamente. Na figura (27), temos o
diagrama de fase do modelo SIRI (a # 0 e = 0) na ACMS.

0,5 . I . . 1 . 1
—a=0

0,4 |

0,3
p

0,2

ATIVO
(TIPO SIS)
0,1
0'0 4 | ! | ! I ! I !
0,0 02 0,4 0,6 0,8 10

7

Figura 27 — Diagrama de fase do modelo SIRI (« # 0 e 8 = 0) na ACMS, em que p = (b —a)/2.

Observando o diagrama (27), notamos que nao existe transigao de fase para valores

de taxas positivas. Isto implica que a densidade de infectados é nao nula e, no limite
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t — 00, o numero de individuos suscetiveis vai a zero. Para o parametro p = (f — «)/2,
vamos impor que a taxa de infecgdo é maior do que a taxa de reativagao (5 > «), uma
vez que a taxa de reativacdo enddgena « € baixa em relagdo a taxa de infeccao [ para

diversas doengas transmissiveis [66].

Na figura (28), é possivel observar a densidade estaciondria de infectados e recupe-
rados. Vale notar que a densidade de infectados esta proxima de zero, mas nao é nula, por
isso que a densidade de suscetiveis continua envoluindo para zero no decorrer do tempo.
Diferentemente do modelo geral, nao foi observado nenhum indicio, com « # 0, de que a
doenca nao se sustente e a densidade de infectados seja nula. Notamos que se a taxa de
reativacao endégena « tiver um valor muito pequeno (o — 0), a densidade de infectados
fica muito préximo de zero e sua influéncia na dinamica do modelo diminui. Desta maneira

podemos desprezar a taxa de reativagao endogena.

1,0 - . . . |
Suscetiveis
Infectados
Recuperados
0,8 | :
@ 06+
©
1]
B
[70]
o
L 04+
0,2
0,0 . : ; | . | .
0 5000 10000 15000 20000

tempo (u.t)

Figura 28 — Curvas da evolugao das densidades de suscetiveis, infectados e recuperados para a ACMS do
modelo SIRI (¢ = 0) em fungio do tempo, em que = 0.001(u.t.)"' e B = 0.4, a = 0.599(u.t.) " .

Comparando os diagramas de fase dos casos particulares a = 0 e 0 = 0 (figuras
22 e 27), percebemos que a regido em que a atividade da doenga persiste serd maior no
caso particular em que o # 0 e o = 0. Isto acontece porque a taxa  mantém a atividade
da doenca na populagdao, nao permite que a densidade de infectados seja nula no regime

estacionario (estado endémico).

Na figura (29), temos o grifico da densidade de infectados p versus a taxa de
reativacdo enddgena o« na ACMS. Este foi obtido a partir do solugdo estacionaria de
infectados, em que fixamos v = 0.05(u.t.)~!. Temos acima deste limiar a.. = 0 a reinfeccio

através da reativagdo endogena, em que a densidade de infectados é nao nula.



52 Capitulo 3. Modelo SIRI

1.0 . L : . 1 . 1
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Figura 29 — Densidade estacionéria de infectados p versus a taxa de reativagio enddgena o na ACMS do

modelo SIRI (¢ =0): p = , em que vy = 0.05.
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3.3 Aproximacao de Campo Médio de Pares

Na tentativa de entender o comportamento geral do modelo, investigamos os es-
tados estacionarios do modelo SIRI através da ACMS. Nesta se¢do, vamos seguir com a
investigagao, desta vez usando uma aproximagao de campo médio de pares (ACMP). Usu-
almente, iremos nos referir a esta aproximacao apenas por “pares”. Através desta analise,

desejamos obter uma descri¢ao qualitativa ainda melhor do modelo.

Vamos seguir o mesmo formalismo e notagoes usadas no capitulo 2, quando estuda-
mos ACMP do modelo SIR. Novamente partimos da equagao mestra (2.21) dos processos
markovianos e consideramos a probabilidade de transigao (2.33). Usando a probabilidade
de transigao por sitio do modelo SIRI (3.2), escrevemos a equagao mestra e deduzimos as
equacoes diferenciais de evolug¢ao dos momentos das distribui¢oes de probabilidades dese-

jadas, lembrando que temos apenas trés probabilidades independentes dos pares: P;;(01),

P,(02) ¢ P,(12).
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d B
—P(1) = ——Y P..a(12
dt z() C%: z,z+A( )
d B
A
d Uﬁ
%PLJ’(OD = b (12 ZB]]+A(012 c ZPZJJ+A(201) +aPZ](O]‘)
d
o Pa(12) = —*ZPHM (12) + = Z g+ (112) = Py a(212))—
vP;;(12) + ? Z PM,HA(lOQ) + aP;;(12),
d B
api,j(()?) = CZ 1ag+a(012) — (P 5(02) — P ;(22)) — C ZPH-i-A 02)+
A
o
a P j+a(002) — P ;4 a(202)) 4+ a(P; ;(00) — P ;(02))
A

As equacgoes dos segundos momentos da distribuicdo dependem de momentos de
terceira ordem. Aplicamos a aproximagao de campo médio de pares (ACMP) para truncar
a dependéncia das correlagoes entre as probabilidades de segunda ordem, desta forma, as

correlagoes de trios sao aproximadas para:

P k(o) = ’J(d)]f])(g;)k(s@@) (3.14)

Aplicando (3.14) e chamando P;(1) = z, P,(2) = y, P,;(01) = u, P,;(12) = v

P, ;(02) = w, podemos reescrever o sistema de equacoes da seguinte forma:

= —pv

y= pv+opw+tall—x—y)—vyy

. puw(( 1) ofwu(¢ — 1)
u = —T+7v—m—au
(3.15)
. B puv(r —u—2v)((—1) opuw((—1)
V= —<C+7—a>v+ = +(1—x—yK
oo BWC=D o e ofu(l—r—y—u—2u)C =)

¢ ¢ (1—2—-y)

a(l —z—y—u—2w)
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em que x # 0 e se y =0, temos = # 1.
Note que, quando o = o = 0, recuperamos o sistema de equagoes (2.65). Resol-
vendo o sistema de equagoes (3.15), encontramos infinitos pontos fixos:
E = (x*7 y*7 u*7 /U*7 w*) - (x*7 y*7 07 O’ w*)7
em que y* e w* valem:

o @ =DOC=0AC=1) | A6 = 1OC = 0B~ 1)
7B(C 1)~ 7BloA(C—1) — )

e <a* <l1.

Diferentemente da ACMS, em pares nao temos a fase inativa, o estado absorvente
de suscetiveis. A analise do ponto E mostra que a densidade estaciondria de infectados s6
sera nula (y* = 0) se a densidade estacionaria de suscetiveis tiver valor igual a um (z* = 1),
0 que nao é possivel (ver sistema 3.15). Portanto, em pares, no regime estacionario, a

densidade de infectados e recuperados é ndo nula (estado endémico).

Para uma andlise qualitativa e comparativa, na figura (30) apresentamos a evolugao
temporal das densidades estacionarias de suscetiveis, infectados e recuperados, em que a
linha tracejada representa a ACMS e a linha continua representa a ACMP. Notamos que as
aproximagoes apresentam curvas distintas, mas valores préoximos no estado estacionario.
Na figura (31), temos um recorte, em que pegamos a evolugao inicial das densidades
para mostrar que a densidade de infectados diminui quando temos pequenos valores de
«, indicando que pode ser nula para um valor &« = 0. Em pares, também existe uma
pequena flutuacao da densidade de infectados, o que pode ser um indicio de que para
a = 0 existam parametros em que a transmissao nao se sustente e cesse. Em ambas as

aproximagoes nao existe o estado absorvente de suscetiveis e recuperados.
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1,2 . 1 L 1 . 1 . L .
acmp: suscetiveis
acmp: infectados

1,0 acmp: recuperados
acms: suscetiveis

----- acms: infectados
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Figura 30 — Curvas da evolugdo temporal das densidades de suscetiveis, infectados e recuperados para
ACMP do modelo SIRI em funcgéo do tempo, em que o = 0.2(u.t.)™ !, 8 = 0.4(u.t.)” !, v = 0.16(u.t.) "
e o =0.6.

1‘6 1 1 L 1 1 1 1 | 1
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i —— acmp: recuperados
1.2 acms: suscetiveis
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Figura 31 — Curvas da evolugdo temporal das densidades de suscetiveis, infectados e recuperados para
ACMP do modelo STRI em fungéo do tempo, em que a = 0.001(u.t.)~ %, 8 = 0.4(u.t.) ", v = 0.359(u.t.)
e o =0.6.
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3.3.1 Aproximacdo de Campo Médio de Pares (o = 0)

Para o caso particular o = 0, o sistema de equagoes (3.15) fica:

i

Y=

w =

Puv(¢—1)

B

pv+ opfw —yy

_Bun(C=1) _ opwu(C 1)
A TG

- (ﬂH) oy Brle—u=20)(C 1) ofuw(¢ 1)

¢ ¢ (1—2—y)

72w —y+wv) —

xC ¢ (I—z—y)

em que r # 0 e se y =0, temos = # 1.

Obtemos os pontos fixos:

Ey = (z",y" u*,v",w*) = (2%,0,0,0,0)
El:(x*,y*,u*,v*,w*) _ (ZL’*,O,U*,0,0)

* * * * *
Ey, = (2", y" u" 0" w") = (x,

. (@ =1)(v¢ =B —1)o)

7070)_

06w+06w(1—x—y—u—2w)(§°—1)

Y(z* = 1)(=2y + oB)(

B(C—1)o —~

em que 0 < z* <1

Usamos a matriz jacobiana para estudar a estabilidade da solucao estacionaria Fj,

temos:

0 0 0 -8 0

0 — 0 5 o
j_|0 00 v 0

0 0 0 — —§+5(CC_1>

0 ~ 0 — _2'7+M

¢

0B (=2 + /()

)

Resolvendo det(J—AI) = 0, obtemos os autovalores para a solugao estudada, dados

por:

A =0
Ao =0
Ny = T2 =20 0G0
¢(1+40)

—T — \JT? — 4¢(1 + 0)(2y%¢ — 2720 — 27(0 + 47%Co)
A= 20(1 + o)
\ T+ \/T2 —4¢(1 + 0)(272¢ — 2920 — 270 + 4v%(o)

=

2¢(1+o0)
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em que ' = —37v( — 20 + 27v0 + (o — 4c(o.

Usamos a condigao (3.1) para colocar os autovalores em fungao de 7 e o, ou seja,

fizemos = (1 —~v)/(1+ o). O ponto fixo E, serd marginalmente estavel se:

¢

o< .
Y—1+¢—=29¢

Diferentemente do modelo SIR, que em pares s6 ocorria transicao de fase para

coordenagoes ¢ > 2, no modelo SIRI (&« = 0 e ¢ # 0), observamos transi¢ao de fase
¢

| N . i Tl . e
sistema perde a estabilidade. Acima deste limiar podemos ter o efeito da reinfeccao.

para uma cadeia com o limiar critico: o, = , portanto, para este valor, o

Aplicando a mudanca de varidvel (3.11) e projetando o espago de pardmetros
definido na superficie R* sobre um plano p x v, podemos construir o diagrama de fase do
modelo em termos das varidveis p e . A transigao ocorre em p = (1 — 57v)/2 para uma
cadeia e p = (3 — 117)/6 para um reticulado de coordenacao ( = 4. Nas figuras (32) e
(33), construimos os seus respectivos diagramas de fase para ACMP. Neles, apresentamos
as transigoes de fase entre as regides ativa tipo SIS e ativa tipo SIR. A regiao ativa tipo
SIS corresponde o estado endémico, ou seja, a regido em que no regime estaciondrio a
transmissao nao cessou, isto quer dizer que a densidade de infectados é nao nula. A regiao
ativa tipo SIR representa uma regiao em que a doenga nao se sustenta e a densidade de
infectados vai a zero, cessando a transmissao. Em ambas as regioes podemos ter atividade

e transmissao da doenca.

05 . L . . L . L .
——p=(1-5p2
—B=0
04 =1
0,3
A
P T
024 |
y ATIVO
o (TIPO SIR)
0.1
1 (ripo sis)
0'0 4 I " | ' I ! I '
0.0 02 0,4 06 0.8 10

1

Figura 32 — Diagrama de fase do modelo SIRI (o« = 0 e o # 0) na ACMP para uma cadeia.
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0,5 \ L . . 1 . 1
—p=3B-11y)6
—B=0
0,4 - oc=0
0,3 1
P A
0,2 1 T
I ATIVO
Vv (TIPO SIR)
0,1+ 0
(TIPO SIS)
0,0 y T T T T T T T T
00 0,2 0,4 06 0,8 10
c

Figura 33 — Diagrama de fase do modelo SIRI (¢ = 0 e o # 0) na ACMP em um reticulado de coordenagao
¢ =4.

Nas figuras (34) e (35) descrevemos a densidade estacionaria dos individuos sus-
cetiveis, infectados e recuperados para diferentes parametros. Diferentemente do modelo
geral (a # 0 e o # 0), o caso particular (« = 0 e o # 0) apresenta densidades estacionarias
diferentes para ambas as aproximagoes. Na figura (34), em pares, a solugdo estacionaria
do sistema fica “presa” em estados absorventes de suscetiveis e recuperados, enquanto na
aproximacao simples o sistema vai para o estado absorvente de recuperados. Surge um
pico epidémico, em ambos, mas em pares a densidade maxima de infectados é menor que
a densidade maxima de infectados na ACMS. Na figura (35), a solugao estacionaria das
aproximacoes sao qualitativamente distintas. Para os mesmos parametros, em pares, a
transmissao cessa, mas na ACMS isto nao ocorre, a densidade de infectados é nao nula e
a transmissao nao cessa. Portanto, para este caso particular do modelo SIRI, o estudo da

aproximacao de pares nos traz informacoes que nao tinhamos na ACMS.
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Figura 34 — Curvas da evolugdo temporal das densidades de s
ACMP, em que B = 0.8(u.t.)™ !, v = 0.16(u.t.) " e o = 0.05.
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Figura 35 — Curvas da evolucao das densidades de suscetiveis,
que B = 0.45(u.t.)"', v = 0.235(u.t.) e o = 0.7.

Na figura (36) construimos o gréfico p x o,

infectados e recuperados para ACMP, em

a partir da solucao estacionaria de

infectados a partir dos valores de y*, em que fixamos = 0.05(w.t) . Temos o pardmetro
de ordem wersus o parametro de controle nas aproximacgoes simples e de pares para uma

cadeia. Neste caso particular (« = 0 e o # 0), obtemos os valores criticos o, = 0.056 e
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0. = 0.119 para as aproximagoes ACMS e ACMP, respectivamente. Em pares, a regiao

que temos o efeito da reinfec¢do (o > 0.) é menor que na aproximagao simples.

1,0 P I S I . PR I IR
- — -ACMS
{—acmp -

0,8 |

0,6 -

0,4 -

0,2

Figura 36 — No modelo SIRI (a = 0): densidade estacionéria de infectados p versus o coeficiente o, nas
aproximacoes simples e de pares para uma cadeia, com v = 0.05(u.t.)"!, z* =0e = (1 —7)/(1 + o).

3.3.2 Aproximacdo de Campo Médio de Pares (o = 0)

Neste caso particular em que o = 0, o sistema de equagoes (3.15) fica:

T= —pu
y= Prtall—z—y)—7y
o= PWEZD L
xC (3.17)
o - _<5+7_a>v+ﬁv(x—u—2v)((—1)
¢ G
W= &W(Cﬁ_l)—7(2w—y+v)+a(1—x—y—u—2w)
x
em que x # 0.
Obtemos infinitos pontos fixos:
(:E,y,u,v,w):<x, aty , U, U, (Oé—l—’y)Q ,VQJ 7é0,37 <1 (318)
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Observamos que em pares, no caso particular do modelo SIRI (¢ = 0 e a # 0),
a solugao estaciondria nao depende da coordenacao (, enquanto para o caso particular
(0 # 0 e a=0) e para o modelo geral (o # 0 e a # 0) existe a dependéncia. Isto acontece
porque a transmissao SI — II, que depende da vizinhanga, para tempos longos, deixa de
ocorrer, restando apenas a evolugao I — R e R — I no regime estacionario, ambas sao
espontaneas, nao dependendo da vizinhanca. Outra diferenca é que o ponto fixo trivial
(%, y*, u*, v, w*) = (1,0,0,0,0), que representa o estado absorvente de suscetiveis é uma
solucao possivel. Vamos fazer a andlise de estabilidade desta solucao trivial através da

matriz jacobiana, temos:

0 0 0 —p 0
—a —a—7v 0 6] 0
J— 0 0 0 vy 0
B, BC-1)
0 0 0 a—v——=+ 0
¢ ¢
-0 —a+y —« - —2a — 2y

Para esta solugao obtivemos os autovalores:

A =0

Ao =0

=81

A =2(6-1)

- ) =2

O ponto fixo trivial serd marginalmente estavel se v > (¢ —2/)(2¢). Podemos usar

a condigdo (3.1) para colocar a desigualdade em funcao das taxas « e -, assim:

2( — 1) +¢
2C—-1)

O limiar critico para o qual o sistema fica instavel é:

v >

20 —1)+¢

=T (3.19)

Ye =

Para uma cadeia, o limiar critico fica 7. = «, e a perda de estabilidade acontece

para valores de v < a. Matematicamente, temos transicdo de fase para ambas as aproxi-
magoes, mas apenas em pares observamos transicao entre o estado ativo tipo SIS e inativo

com valores de taxas positivas e que fazem sentido em Epidemiologia.

Podemos fazer uma mudanga de variavel (3.13), em que temos o pardmetro p =
(8 — a)/2 definido no intervalo [-1/2,1/2]. Assim, conseguimos reduzir o nimero de para-

metros mantendo a condigao (3.1) satisfeita. Podemos reescrever o limiar critico de uma
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cadeia em fun¢ao dos novos pardmetros, que correspondem a: p = (1 — 37)/2. Na figura
(37), temos o diagrama de fase de uma cadeia na ACMP para o modelo SIRI (o # 0 e
o=0).

0,5 . L . . 1 . 1
— =1
—p=(1-3p2
0,4 |
0,3
p
0,2
ATIVO INATIVO
(TIPO SIS)
0,1 4
0.0 y T y T T T T T T
0,0 0,2 0,4 0,6 08 1,0

i

Figura 37 — Diagrama de fase do modelo SIRI na ACMP de uma cadeia.

Na figura (38), obtemos o diagrama de fase para um reticulado com ¢ = 4. Usamos

os mesmos parametros e a mudanca de varidvel (3.13). Neste, o limiar critico é p =
(2—"Tv)/2.

0,5 ' | ' L | 1 | I
—a=0
——p-2-mn2
0,4 -
0,3
P
0,2 -
ATIVO
1 (TIPO SIS) INATIVO
0,1
0,0 T T T T T T T T T
0.0 0,2 04 06 08 1,0

i

Figura 38 — Diagrama de fase na ACMP para um reticulado com ¢ = 4.
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Na figura (39), temos a densidade estaciondria de suscetiveis, infectados e recupe-

rados para as aproximagoes. Temos uma solugdo em que ambas as aproximacoes estao no

estado endémico e evidenciando o que foi observado na anélise de estabilidade.

1.2 4

1,0 4

0.8 4

0,6

densidades

0,2 -

acmp: suscetiveis
acmp: infectados
acmp: recuperados
acms: suscetiveis
----- acms: infectados
————— acms: recuperados

0,0

40 60 80 100 120 140 160 180 200

tempo (u.t.)

Figura 39 — Curvas da evolucao temporal das densidades de suscetiveis, infectados e recuperados para a
ACMP do modelo SIRI, em que o = 0.2(u.t.)™ ', B = 0.4(u.t.)"' ey = 0.4(u.t.)" .

Na figura (40), temos o pardmetro de ordem, a densidade de infectados p versus o
parametro de controle, a taxa de reativacao endégena «. Construimos o grafico a partir
da solucao estacionaria de infectados, notamos que neste existe a dependéncia com a
densidade estacionaria de suscetiveis, por isso o grafico p versus a foi feito para diversos
valores de (z*), com v = 0.05 fixo. Neste caso particular (« # 0 e o = 0), o valor do ponto

critico é o, = 0.0, o mesmo obtido na ACMS «a, = 0. Em pares, temos que a curva (p x

«) para * = 0 é a mesma curva (p x a) da ACMS.
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0,8 1.0

Figura 40 — Modelo SIRI (o = 0): densidade estaciondria de infectados p versus a taxa de reativagao
endégena o na ACMP, com v = 0.05(u.t.) ' e f=1—a—7.

3.4 Simulacdes de Monte Carlo

A fim de examinar as limitacoes das aproximacoes efetuadas, estudamos o caso
particular do modelo SIRI (a0 = 0), sem reativacdo enddgena, através de simulagoes
computacionais usando o método de Monte Carlo. Um algoritmo foi desenvolvido de
maneira que possibilite reproduzir a evolugao das configuragoes microscépicas a partir de

uma dinamica temporal que esta de acordo com as probabilidades de transicao do modelo.
Para o modelo SIRI (e = 0 e 0 # 0), desenvolvemos o algoritmo:

1. Criamos uma reticulado regular com L? sitios, em que d é a dimensio da rede.
A configuracao inicial da rede possui todos os sitios no estado suscetivel, com excec¢ao do

sitio central que se encontra no estado infectado.

2. Efetuamos o sorteio de um sitio da rede e um niimero aleatério pertencente ao
intervalo [0,1) e compara-se com a probabilidade de transigao do sitio (3.2), com «a = 0.
Se a probabilidade de transi¢ao (w;) for maior que o nimero aleatério ¥, entao o sitio

serd alterado para o seu proximo estado.
2.1. Se houver apenas um infectado na rede, impedimos que ele seja aniquilado.

3. Depois que todos os sitios da rede sao sorteados, contabilizamos um passo de
MC. A seguir calculamos as médias das grandezas de interesse, neste caso, a densidade

de infectados.

4. O ciclo é repetido a partir do passo 2 por um niimero de passos que estipularmos
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previamente.

Para examinarmos o estado ativo do modelo na simulacao, o nimero de passos
de MC tem de ser suficientemente grande. Sabemos que se trata de um sistema fora do
equilibrio, por isso é natural que ocorra transicao para o estado absorvente. Como nao
nos interessa que a densidade de infectados seja nula na simulacao, de modo a cessar a
dindmica, introduzimos a condigdo (2.1) foi introduzida [71], impedindo que o sistema

cala no estado absorvente.

Em virtude do tempo computacional exigido nas simulag¢des, fizemos apenas um
andlise inicial para cadeias, com o intuito de determinar o ponto critico, bem como alguns

expoentes criticos do modelo.

3.4.1 Simulacdes Estacionarias

Sabemos que o estado absorvente serd o tinico verdadeiro estado estacionario para
um sistema finito, mas as simulacoes estacionérias recebem este nome porque as médias
das grandezas sao calculadas em um intervalo de tempo apés um transiente inicial. Dize-
mos que o sistema esta no estado transiente enquanto ainda ocorrem mudancgas no sistema

e ele nao atingiu o estado estacionario. Para cada realizacao computa-se a densidade:
1 N
= > 8(n;, 1), t > tempo transiente ()
i=1

em que N ¢é o total de sitios da cadeia.

O valor médio sera calculado ap6s um transiente inicial, por exemplo:

1 tmax

(p)=7—— 2 (3.20)

tmax - tt t>t;

em que . € 0 tempo maximo de evolucao, estipulado pelo programador (dado em
passos de MC). Na pratica, foram feitas para cada pardmetro varias repetigoes, no qual

calculamos o valor médio.

Na figura (41), mostramos um exemplo onde foram realizados 10° (¢,,4,) passos
de MC para uma cadeia de tamanho L = 640. Neste exemplo, o tempo transiente (¢;) foi
de 10" passos de MC, portanto usamos apenas o valor médio da densidade de infectados

acima deste transiente inicial.
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Figura 41 — Evolugdo em passos de MC da densidade média de infectados para uma rede L = 640, taxas
a=0(ut)"t B =0958ut)"t, v =0.05ut)"" e o coeficiente o = 0.2.
Definimos o cumulante reduzido de segunda ordem wu por:

A teoria de escala de tamanho finito mostra que esta reducao de segunda ordem

u =

do cumulante é util para determinar o ponto critico, pois no ponto critico, u(L,0) ird

independer de L.

O parametro de ordem escalona com o tamanho da rede segundo a relacao de

escala:
p(A, L) ~ L7/ fIALY) (3.22)

em que f(z) é uma funcdo universal e A = o — g.. Perto do ponto critico, o pardmetro de

ordem vai a zero segundo a lei de poténcia caracterizada por:
p~ (D) (3.23)
em que [ é o expoente critico associado ao pardmetro de ordem da transicao.

O expoente critico v estd associado ao comprimento de correlagao espacial £ e se

comporta como:

£~ A (3.24)

Posteriormente, serao apresentados os resultados de simula¢des computacionais do
modelo SIRI.
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3.4.1.1 Simulagdes Estacionarias do modelo SIRI (« = 0) em uma Cadeia

Simulamos o caso particular do modelo SIRI estocéastico unidimensional que nao
ocorre a reativacao endégena (a = 0). Na figura (42), é mostrada a densidade estacionria
de infectados p versus o coeficiente de reinfec¢do o para varias cadeias de tamanho L e
condigoes periddicas de contorno. Para um sistema infinito, a densidade de infectados p
desaparece no limite termodinamico, mas realizamos simulagoes computacionais de um
sistema finito para simular um sistema infinito, por isso usamos um método complementar
para determinar o ponto critico com melhor precisao numérica. Sabemos que no ponto
critico o cumulante nao depende do tamanho da cadeia, dessa maneira as diferentes curvas
de cumulante se cruzam em um mesmo ponto e o local do cruzamento é o ponto critico.
Dessa maneira, utilizamos o cumulante reduzido de segunda ordem, expressao (3.21) e
construimos o grafico do cumulante reduzido versus a taxa de reinfec¢ao o para diferentes
cadeias de tamanho L, conforme a figura (34). Obtemos os valores criticos u. = 0.182 e
o. = 0.212.

—=—1=20 -
0,84 —=—L=40 PV ettt
: -~ G
{—<«—L1=160 ) aﬂ
P -
I T
0,4 |

Figura 42 — Densidade estacionaria de infectados p wversus o coeficiente de reinfeccdo o para varios
tamanhos de rede L do modelo SIRI (o = 0), usamos o pardmetro v = 0.05 (fixo).

Do gréfico In p versus In L, figura (45), podemos obter a razao entre os expoentes
B/v, através da equacdo (3.22). Temos também o expoente 3, que estd associado ao
parametro de ordem da transicao e pode ser calculado separadamente através da equacao
(3.23). Assim, construimos o gréafico In p versus In L, figura (44) em que o coeficiente
angular da reta corresponde ao expoente critico 5. Sabemos que a equagao (3.23) é valida
no limite . — oo, dessa forma as simulagoes sao realizadas para cadeias com tamanho

L suficientemente grande. Os valores numéricos obtidos para os expoentes sdo a razao
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Figura 43 — Modelo SIRI (a = 0): cumulante reduzido u versus o parametro de controle o para diversos
tamanho de redes L.

B/vy =0.224 e f = 0.253. Como calculamos inicialmente o valor de 3 e obtemos v, =
1.130. Para o processo de contato, os valores dos expoentes criticos valem v, = 1.09684 e
B = 0.27649. No modelo SIRI (v = 0 e o # 0), obtemos valores préximos aos expoentes
criticos do processo de contato, isto pode ser um indicativo que estao na mesma classe de

universalidade.

Inp

. , ‘ — ,
78 76 74 72 JI0 68 65 H4 62 B0 58
In A

Figura 44 — Modelo SIRI (a = 0): densidade de infectados p versus o tamanho da cadeia L. Ajustamos
a melhor reta e obtemos o expoente 3 = 0.253(u.t.)~*. As simulages foram executadas para uma cadeia
de tamanho L = 640, com v = 0.05 (fixo).
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Figura 45 — Modelo SIRI (o = 0): densidade de infectados p versus a distancia
Ajustamos a melhor reta e obtemos a razao dos expoentes /v = 0.224.

ao ponto critico A.
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4 Discussao dos Resultados e Perspectivas

Neste trabalho utilizamos o modelo estocéastico SIRI para investigar o efeito da
reinfeccdo em doengas de transmissao direta. Obtivemos a equagdo mestra do modelo
tendo em vista analisar as aproximacoes de campo médio. Estudamos o modelo SIRI
geral, com reinfecgdo exdgena e reativagdo enddgena (0 # 0 e o # 0), mas também os

casos particulares (0 #0 e a =0)e (0 =0 e a # 0), separadamente.

Para o modelo geral (0 # 0 e a # 0), na ACMS, as solugoes estaciondrias represen-
tavam um estado absorvente de suscetiveis (inativo) e um estado em que a densidade de
infectados é nao nula (ativo), mas nao obtemos transicao de fase para os valores em que as
taxas sao positivas. Desprezamos os valores das taxas negativas, pois estas nao tém signi-
ficado em Epidemiologia. Por outro lado, na ACMP, nao temos uma solugao estacionaria
representando o estado absorvente de suscetiveis; desta forma, no regime estacionario a
populagao se encontra no estado endémico. No estado estacionario, a atividade da doenca
é similar a atividade da fase ativa do modelo SIS (RIR). Ainda no modelo geral, obser-
vamos que, apenas para valores pequenos da taxa de reativacao endogena «, a densidade
de infectados se aproxima de zero; inclusive, quando fizemos o« — 0 encontramos uma
pequena flutuacao desta densidade, o que nao caracteriza um surto epidémico, mas pode
ser um indicativo de que, para o valor de o = 0, existam parametros para os quais ocorra
um surto. Desta forma, temos um indicio de que a taxa « pode influenciar na dinamica
do modelo SIRI, por isto é necessario ter cuidado quando se opta em modelar uma doenca

com reinfeccdo sem este parametro.

Para o caso particular (o # 0 e @ = 0), em que a reinfecgdo s6 é possivel através do
contato direto com os primeiros vizinhos infectados, temos infinitos estados absorventes
na aproximacao simples e de pares, o que nao acontecia no modelo com o # 0 e a # 0. Na
figura (46), construimos o diagrama de fase para as aproximacoes de campo médio. Foi
observado transicao entre a fase ativa (tipo SIS) e a fase ativa (tipo SIR) na ACMS. A fase
inativa s6 ocorre quando v > (. Para a ACMS, foi observando ainda uma co-estabilidade
em parte da regido ativa (tipo SIR) e regido inativa; na ACMP nao observamos a co-
estabilidade, nem a fase inativa; temos transicao entre a fase ativa (tipo SIS) e ativa (tipo
SIR), sendo a regiao de atividade (tipo SIS) mais extensa em ¢ =4 do que em ¢ = 2. A
transmissao da doenga pode acontecer, mas nao se sustentar e cessar. Neste caso, temos
a dindmica do modelo similar a fase ativa do modelo SIR e a densidade estaciondaria de
infectados é nula. Se a transmissao da doenca se sustenta, no estado estacionario, temos
a dindmica do modelo similar a fase ativa do modelo SIS (RIR). Neste caso particular,
temos diferenca entre os diagramas de fase: por exemplo, todos os parametros que na

aproximacao simples representam uma fase inativa, em pares apresenta atividade.
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Figura 46 — Diagramas de fase do modelo SIRI (a = 0 e o # 0) na ACMS e na ACMP.

No modelo de reinfecgdo exdgena, exibimos na figura (47) o ponto critico para
uma cadeia, através das aproximagoes de campo médio. Os pontos criticos sao o, (acms) =
0.056 e 0. (acmp) = 0.119, em que v = 0.05(u.t.)’1. Para este caso particular, também ob-
temos o ponto critico através de simulagoes de Monte Carlo, usando o cumulante reduzido
de segunda ordem, o, = 0,212. Se a transmissao ocorre 8 > v, acima destes pontos a rein-
fecgdo acontece e a densidade de infectados é nao nula. Para valores inferiores, nao ocorre
a reinfeccao e a densidade de infectados é nula. Quando o fator da reinfeccao for o prin-
cipal responséavel para a infecgdo do individuo, do resultado da simulagdao (o. = 0,212),
podemos interpretar que uma doenca em que a populacao adquira um valor acima de
78,8% de imunidade a reinfec¢ao (imunidade parcial), a transmissao por reinfecgdo nao

se sustenta e cessa.

Na figura (47), temos a comparagao entre as aproximagoes de campo médio com
a simulagao para a dependéncia da densidade de infectados p (pardmetro de ordem) com
o coeficiente de reinfec¢do o (pardmetro de controle). Fixamos a taxa v = 0.05(u.t.)™!,
pois este parametro esta relacionado ao tempo da infeccao e este, de modo geral, tem um
periodo bem definido em uma dada doenca transmissivel. A ACMP nos fornece uma esti-
mativa melhor do que a ACMS, quando comparado com o resultado obtido da simulagao
de Monte Carlo.

10
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Figura 47 — Densidade estaciondria de infectados p versus a taxa de reativagdo endégena para aproxima-
¢oes e simulagdo (para uma rede L = 640).

Na tabela (1), comparamos os resultados obtidos para uma cadeia nas aproxima-
¢oes de campo médio e simulagoes de Monte Carlo. Mostramos os pontos criticos e as
estimativas em que a transmissao cessa. Na a aproximacgao simples, se tivermos uma do-
enca em que a populacao adquira “imunidade & reinfeccao” da doenca superior a 94, 4%, a
transmissao cessa. Em pares e na simulagao, a transmissao cessa se a populacao adquirir

“imunidade a reinfeccao” superior a 88.1% e 78.8%, respectivamente.

Ponto Critico (0 # 0 e a =0) “Imunidade & Reinfecgao”

ACMS 7. = 0,056 94.4%
ACMS o.=0,119 88.1%
Simulacao o.=0,212 78.8%

Tabela 1 — Comparacao entre os expoentes criticos e “imunidade a reinfeccao” obtidos nas aproximagoes
e simulagdo, para o modelo SIRI unidimensional.

Para o caso particular (6 = 0 e a # 0), em que a reinfeccao s6 é possivel através
da reativacao espontanea do patogeno alojado no inidividuo, nao encontramos transicao
de fase na ACMS, enquanto na ACMP temos transicao de fase. Vale ressaltar que mate-
maticamente ambas as aproximacoes tém transicao de fase, mas apenas na ACMP tem
transicao de fase com valores que tenham sentido em Epidemiologia. Na figura (48), temos
os diagramas de fase, nos quais as aproximagoes apresentaram descri¢oes diferentes para
o modelo, com 0 = 0 e o # 0. Existem parametros em que na ACMS tem atividade da
doenca e na ACMP néo tem. E importante observar que em pares, com coordenacoes
de redes ( diferentes, as regides sao distintas. Temos regiao em ¢ = 2 com atividade da

doenca que em ( = 4 nao tem, e vice-versa.
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Figura 48 — Diagramas de fase do modelo SIRI (« # 0 e ¢ = 0) na ACMS e na ACMP.

Através das aproximacoes de campo médio, obtivemos o ponto critico a.acms) =
o.acmp) = 0, assim, neste caso particular, se tivermos o # 0 (positivo) a reinfecgao
acontece e a densidade de inefctados é nao nula no regime estacionario. Esta analise
reforca a hipdtese de que a taxa «, que representa a reativacao endégena do patodgeno, é
um parametro importante. Desta forma, s6 devemos despreza-lo se a doenca que vamos
representar nao tiver esta possibilidade de reinfeccao ou se o periodo médio da reativacao

(1/a) for superior a idade média de vida de um individuo.

Por meio das simulacoes estacionarias de Monte Carlo, obtemos os expoentes cri-
ticos para o modelo SIRI unidimensional, com o = 0 e ¢ # 0. Encontramos § = 0.253,
o expoente critico associado ao pardmetro de ordem da transicdo (p) e v; = 1.130, o
expoente associado ao comprimento de correlagdo espacial £. A andlise qualitativa das
aproximacoes de campo médio nos mostrava que no estado estacionario, com o parametro
v = 0.05 fixo, o modelo descrevia uma transigao similar ao do modelo SIS (RIR). Desta
forma, esperavamos que o modelo estivesse na classe de universalidade da percolagao di-
recionada, e de fato, os expoentes encontrados estao préximos dos valores teodricos do
modelo de contato 5 = 0.27649 e v, = 1.09684 [30], o que pode ser um indicativo.

Vale destacar que, quando consideramos a aproximagao de campo médio de um
sitio para o modelo SIRI estocastico, definido em uma rede regular, esta aproximagao nos
fornece as mesmas equagoes que obteriamos através de uma abordagem deterministica.
Por isso, quando estudamos a aproximacao de campo médio de um par de sitio e obtemos
as equacoes de pares, estamos indo um passo além, aproximando os triplos em pares para
estudar a dindmica do modelo, ou seja, estamos fazendo uma aproximacao mais precisa,

porém mais complicada.

Nossa perspectiva, em relagdo ao modelo estocastico SIRI, é observar o espalha-

mento do modelo através das simulagbes de Monte Carlo e investigar as transi¢oes de
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fase. Também pretendemos usar as simulagoes para obter os expoentes criticos de dimen-
soes superiores, as quais foram estudas, e assim obter a classe de universalidade que o
conjunto de expoentes criticos pertence. Ha indicagoes de que seu comportamento na fase
transsiente se assemelha ao modelo SIR, recaindo a classe de universalidade de percolacao
dindmica isotrépica.

No caso particular @ = 0 e ¢ # 0, existe um limiar de reinfeccao no qual a trans-
missao da doenga nao se sustenta e cessa. Desta maneira, se tivermos um agente externo
(vacina) que ofereca esta imunidade ao individuo, poderiamos controlar a transmissao da

doenca reinfecciosa. Assim, poderia ser estudado o nimero de reproducao béasico levando

em conta o coeficente de reinfeccao e a eficacia da vacina.

Ainda no ambito da dindmica estocastica, pretendemos acrescentar ao modelo
SIRI um periodo de laténcia, em que o individuo que esta infectado, mas nao é infectante,
estaria no estado Exposto. Dessa forma, podemos descrever, de maneira mais realista
doencas que apresentam reinfeccdo e também periodo de laténcia, como a tuberculose.
Assim, para o modelo SEIRF, figura (10), pretendemos obter a sua equagdo mestra e
através dela fazer um estudo analitico das aproximagoes de campo médio. Pretendemos
usar as simulagoes de Monte Carlo também para investigar o comportamento do modelo

e obter os expoentes criticos, de modo a identificar a sua classe de universalidade.

No contexto da teoria de redes complexas, a comunidade cientifica vem dando
muita atengao a pesquisa de processos dinamicos; desta maneira, pretendemos estudar as
implicacoes desta teoria no entendimento de processos como uma epidemia numa popu-

lagdo [72], assim como os fendmenos criticos de transi¢ao de fase em redes complexa [73].
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