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Resumo

Neste trabalho, utilizamos o formalismo da dindmica de campos térmicos para introduzir a
temperatura em um estado composto pela superposi¢io do estado nimero de Fock |n) com o
estado coerente |a), sob duas pespectivas em relacdo a duplicacdo de seus graus de liberdade:
i) considerando o produto tensorial por |72), e, i) considerando o produto tensorial por |&). A
andlise dos efeitos da temperatura é realizada considerando a matriz densidade e a funcao de

Wigner levando em conta ambos os processos de duplicagdo.



Abstract

In this work we have used the thermofield dynamics to introduce the temperature in a state
composed by a superposition of a Fock’s number |n) state and a coherent state |«).The free-
dom’s degree duplication is realised by considering the tensor product by |72), and the tensor
product by |&). In order to analyse the temperature effects, we have determined the density

matrix and the Wigner’s function taking into count both process of duplication.
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Introducdo

Uma das dreas importantes no desenvolvimento da compreensdo e fundamentacdo da me-
canica quantica é a 6ptica quantica. Um dos fatores que contribuem para essa importancia € a
simplicidade dos experimentos pticos quando comparados a outros experimentos que revelam
peculiaridades da mecanica quantica. Por outro lado, dreas de pesquisa como a Informacgdo
Quantica, Criptografia Quantica e a Computagdo Quantica, vém sendo construidas tendo a Op-
tica Quantica como um dos principais veiculos de desenvolvimento [[1-6]]. Fazer um tratamento
quantico da Optica, implica em estudar representacdes do campo eletromagnético em um ca-
rater quantico, ou seja, considerando as varidveis dindmicas do campo como operadores que

obedecem as regras de comutacdo candnicas.

Pode-se representar o campo eletromagnético de diversas maneiras; dentre elas temos, par-
ticularmente, o estado nimero de Fock e o estado coerente, que sdo estados quanticos muito
usados na Optica Quantica. [7]]. Neste contexto, outro estado que vem se tornando interessante,
devido a sua experimentabilidade, é o estado que € composto pela superposicdao do estado nui-
mero com o estado coerente. Este estado foi estudado pela primeira vez por Mizrahi e Do-
donov [[8] no ano de 2002, para o caso em que se considera o estado nimero com n = (0, ou
seja, o vacuo. Na ocasido, esses autores estudaram a assimetria entre os operadores de criacao
e de destrui¢do, tendo sido possivel mostrar que o operador de destrui¢cdo, aplicado ao estado

superposi¢do, gera quantas neste estado.

Uma das caracteristicas do mundo fisico, no qual acontecem os varios processos de in-
teresse, € a presenca da temperatura. Entdo, € natural que se procure estudar teoricamente os
efeitos térmicos ndo s6 nos processos macroscopicos, mas também nos microscopicos. Sabe-se,
por exemplo, que algumas propriedades quanticas, como o emaranhamento quantico e a coerén-
cia, sdo modificadas com o aumento da temperatura. Desta forma, quando se quer desenvolver
uma tecnologia baseada em alguma propriedade quantica, como ocorre com a Computacdo
Quantica, torna-se importante a andlise do comportamento do estado utilizado com a variacdo

da temperatura.

Entre os métodos para insercdo da temperatura em estados quanticos, ha o formalismo

desenvolvido por Takahashi e Umezawa, denominado DCT — Dindmica de Campos Térmicos
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[9,10]. Com a DCT, diferentemente dos demais formalismos, pode-se trabalhar num cenério de
vetores de espacos de Hilbert ja que nessa formulagdo surge naturalmente o conceito de espago
de Hilbert térmico onde se encontram os estados quanticos termalizados. De fato, o espago de
Hilbert térmico € um espacgo de Hilbert duplicado composto pelo produto direto entre espaco de
Hilbert original, que carrega informacdes dos estados fisicos, e o espaco de Hilbert dual ligado a
um sistema ficticio. Faz-se, entdo, necessario definir a dlgebra e os operadores que atuam neste
espaco onde encontram-se os estados térmicos gerados a partir de uma transfomagao candnica,

chamada de transformacgdo de Bogoliubov, aplicada a um estado de viacuo duplicado.

Trabalhos com a DCT vém sendo realizados desde alguns anos em vérios centros [[11H15].
No que se refere a fundamentos da mecanica quantica e computacdo quantica, tem-se procurado
termalizar estados quénticos de interesse e investigar os efeitos da temperatura por meio i) do
fator de Mandel, que investiga a sua estatistica, i7) da fidelidade, que analisa o quanto o estado
termalizado se afasta do ndo termalizado, e por fim, i) da fungdo de Wigner, que é capaz de
inferir sobre a classicalidade ou a ndo classicalidade do estado para determinada temperatura.
Nesta linha de pesquisa, pode-se estudar, por exemplo, critérios [16] dentro do formalismo da
DCT para analisar a perda de emaranhamento para estados tipo Bell, analisar os efeitos da tem-
peratura em estados tipo Bell usando diversas representacdes [17]], bem como analisar efeitos da
temperatura em estados compostos pela superposi¢io do estado nimero de Fock com o estado
coerente [7,/11,|/18,/19]. Em particular, neste dltimo caso € possivel realizar o estudo conside-
rando a duplicag@o de graus de liberdade a partir do produto tensorial do estado superposicao 7)
pelo estado de vicuo, ii) pelo estado coerente, 7i7) pelo estado nimero de Fock e, no caso com-
pleto, iv) usando o produto tensorial pelo estado superposi¢ao. O presente trabalho considera
0s casos (72 ) e (i42) como etapas que contribuirdo para uma melhor compreensao dos resultados
ao considerar o caso (zv), sendo a funcdo de Wigner determinada e analisada tanto para o caso

(72) como para o caso (2:7).

Este trabalho estd estruturado da seguinte maneira: No Capitulo [I] iremos introduzir o for-
malismo da DCT com aplicacdes para os bdésons e os férmions, e iremos mostrar como se
escreve o operador densidade para estados termalizados na base de Fock do espago de Hilbert
usual. No Capitulo[2] iremos definir a fungio de Wigner e aplicar ao oscilador harménico. Para
uma melhor compreenséo dos estados envolvidos neste trabalho, desenvolvemos no Capitulo 3|
a quantizacdo do campo eletromagnético e duas de suas representagdes: /) o estado nimero
de Fock e I1) o estado coerente. O Capitulo[d]estd destinado aos calculos do operador densi-
dade para ambas as formas de duplicacdo dos graus de liberdade usados neste trabalho. J4 o
Capitulo [5]se destina aos célculos das fun¢des de Wigner também para as duas formas de dupli-

cagdo. A andlise de graficos relativos aos resultado dos Capitulo [5]se encontram no Capitulo [6]
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Por fim, as conclusdes e pespectivas estao escritas no Capitulo |/} No Apéndice, desenvolvemos

um tipo de comutador de importancia para o trabalho.
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1 Dinamica de Campos Térmicos

Neste capitulo, faremos uma breve introdu¢do a Dinadmica de Campos Térmicos (DCT),
desenvolvida por Umezawa e Takahashi [9,/10,[20]; um dos aspectos desta teoria € que a tem-
peratura € introduzida através de uma transformacao unitdria, chamada de tranformacgao de

Bogoliubov, aplicada ao vacuo. Seguiremos em linhas gerais as referéncias [[15,16,21-23].

1.1 Introducao a Dinamica de Campos Térmicos

Partiremos de um sistema em equilibrio térmico e consideraremos o ensemble canonico.

Para tal sistema, um observavel arbitrario A tem a sua média definida como

1

(A) = zw)TT e 4], (1.1)
onde
1

e Tr, kp, T, 2(B) e H indicam, respectivamente, o traco de uma matriz, a constante de Boltz-
mann, temperatura, fungio particio e o Hamiltoniano do sistema. E possivel obter a média de
A usando a base formada pelos autoestados |n) do hamiltoniano H, ou seja, a base que respeita

as seguintes relacoes:

Hln) = Epln), (1.3)
(mIn) = 0m n, (1.4)
e

Y n)(n | =1, (1.5)
n=0
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onde E,, é a energia associada ao estado |n) e d; j € a fungdo delta de Kronecker, que tem seu

valor dado por

1 ,parai =7
i = { o (1.6)
0 ,parai#j.

Portanto, podemos escrever (|I.1)) usando essa base que chamamos de base de Fock, o que d4

para o trago:

152 nle 1 Aln) = Ze BEn (n| Aln). (1.7)

(

Estamos desenvolvendo um formalismo onde se quer obter a média de um observdvel, ndo
a partir do valor esperado deste operador em um estado ndo dependente da temperatura |n),
mas em um estado termalizado |0(f3)), definido em um espaco de Hilbert apropriado. Entdo,
temos que impor a média do observavel .4, no nosso formalismo, como aquela encontrada pelo

ensemble candnico afim de preservarmos seu valor numérico. Portanto, devemos ter

(A) = (0(F)IAl0(A)) = Ze B (n| Aln). (1.8)

Vamos agora aplicar a relagdo de completeza (I.5]) no estado termalizado

Z\n (n|0(B Zgn (1.9)

onde g, (5) = (n|0(5)) é uma fungdo escalar. Desta maneira, podemos escrever a média de A

como

(0(B)IAJ0(B)) = >_(0(8)In) (n] Ajm) (m|0(3))

n,m

= gn(B)gm(B)(n]|Alm). (1.10)

Para que a relagdo acima satisfaca (I.8)), o produto das funcdes escalares deve assumir o valor

1
95 (B)m(B) = " F" 6 . (1.11)

Mas, como salientamos, g, () é uma funcdo escalar! Deste modo, ndo poderia obter o
resultado acima, em que aparece uma fungdo delta de Kronecker. Entretanto, por haver esta
funcdo, a expressao (1.11) sugere algo que se assemelha a um produto escalar de vetores pro-
venientes de algum espacgo vetorial. Para solucionar este problema, vamos supor que estamos

trabalhando com um ente que carrega informacdes de dois espagos vetoriais diferentes, o es-
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paco de Hilbert original e outro espaco a determinar. Investigando as propriedades da base de
Fock (1.3)—(L.5)), propde-se [22] que este outro espaco seja idéntico ao primeiro. Uma forma
de conseguir tal ente que carrega informacdes de dois espacos vetoriais € obtendo-se um vetor
(estado) de um espago formado pelo produto tensorial da base de Fock {|n)} por uma base do
outro espago vetorial. Para garantirmos que estes espacos sejam idénticos, teremos de observar
que as propriedades sejam as mesmas em ambos 0s espagos. Para tanto, vamos escrever a base

deste outro espaco como {|n)} e garantir que as seguintes relagdes sejam vdlidas:

H|) = Ey|n), (1.12)
(m|R) = Smn (1.13)

e
§0|ﬁ><ﬁ | =1, (1.14)

onde H é o Hamiltoniano de um sistema ficticio, chamado sistema Til, ou dual, que tem como
autovetores os elementos da base {|7)} e como autovalor E,,, idéntico ao autovalor de (1.3).
Temos entdo a formagdo de outro espago vetorial idéntico ao espaco de Hilbert de base {|n)}.
Chamaremos de espaco (de Hilbert) Til, ou Dual. Por sua vez, o espaco de Hilbert do nosso
ente matematico |0(/3)) serd formado pelo produto tensorial dos elementos da base {|n)} pelos

elementos de {|7) }. Portanto, o elemento da base do espago duplicado serd
|n,m) = |n)®|m), (1.15)

onde |m) é um elemento da base {|n)}.

Assim, escrevendo
gm(ﬁ) :fm(ﬁ)|m> (1.16)
temos de (1.9)

:Z\m@fn an )|n) ® |n)
—an )|n, ). (1.17)
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Por conseguinte

(A) = (0(B8)|Alo(3 ZZf?Z (n,n|Aln,m)
= Zf:; nm<n|~'4|n>
=Zfi£ B)(n|Aln), (1.18)

onde assumimos que o operador .4 age apenas no espaco vetorial de Hilbert original (sem
til). Para que a equacdo acima seja igual a (1.7), temos que considerar a relagdo abaixo como

verdadeira:

Fn(B) fn(B) = Z(lﬁ)eﬂE"- (1.19)

Em consequéncia o estado |0(/3)), chamado de vdcuo termalizado, é escrito como

S e 8 n, 7). (1.20)

1
Vz(8) n

Desta forma, encontramos um estado de vacuo termalizado, pertencente ao espaco de Hil-

0(6)) =

bert duplicado, que podemos utilizar para determinar a média de um observavel A, obtendo
resultados fisicamente corretos. E importante notar que este estado, apesar de se chamar "v4-
cuo", é formado por quanta que sdo evidentes em |n,7n). Este fato, que ndo é tdo incomum em
fisica, se torna claro quando pensamos que a temperatura mede o nivel de agitacdo das parti-
culas. O estado de "vdcuo termalizado"ou "vacuo térmico", no entanto, tem propriedades que
assim o caracterizam: por exemplo, se lhe aplicarmos um operador destruicdo térmico, o resul-
tado serd nulo. Veremos isso com mais detelhes adiante, quando termalizarmos os operadores

de criagdo e destrui¢do usuais € mostrarmos sua dlgebra.

Para concluir esta secdo, apresentaremos a relacdo entre os observaveis do sistema original

e do sistema til, também, como dissemos, chamado de sistema dual, € dada por [13,22]]

(AiAy) = (A Ay), (1.21)
(cAi+ Aj) = " A + Aj, (1.22)
(AD) = (A, (1.23)

(A) = As, (1.24)

[Ai, Al =0 (1.25)
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1.2 O oscilador bosonico descrito pela DCT

Nesta secdo, vamos mostrar como desenvolver a DCT no caso de um oscilador bosonico.
Se negligenciarmos a energia de ponto zero e fizermos /& = 1, o Hamiltoniano do oscilador

unidimensional é
H= waTa, (1.26)

e os operadores de criagdo e destrui¢do obedecem a seguinte dlgebra:

[a,aﬂ =1, (1.27)
la,a] =0, (1.28)
lafa’| =0, (1.29)

onde [ , ] é o comutador definido por
[A,B] = AB— BA,
com A e B operadores. Aplicando o Hamiltoniano num estado nimero de Fock, temos:
Hn) = wa'aln) = nwln), (1.30)

ou seja, F, = nw, e usamos que |n) é autovetor do operador nimero N = a’a com autovalor n.

Para determinar o vacuo térmico para os bosons, apliquemos as regras de conjugacao til em
(1.27)—(1.29) e teremos uma dlgebra semelhante para os operadores de criagdo e destruicdo til,

ou seja,

aa| =1, (1.31)
la,a] =0, (1.32)
[a all =0 (1.33)
Em consequéncia, como
1
n) = 7,[@*]"|0>
n!
e
~ 1 _t1n
7) = —=[a']"|0),
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segue de (1.20) que

10,0). (1.34)

Temos, portanto, a forma do vdcuo termalizado para particulas bosonicas. Como (1.34) é um

estado normalizado, podemos achar o valor de z(/3). De fato, considerando que

= e P )

z n,m

1 w
§26_670n+m5mm6mm

Z(ﬁ)nﬂn

1

e—ﬂwn
Vel Zn:

=) -

e que a equagdo (1.35) € uma série geométrica, obtemos que

|

{0(8)[0(8)) =

1

20) == (1.36)

Dessa forma, fica

e_%ﬂw -
08) = 1= 3 ——al]"[al]"10.0). (137)

Pode-se mostrar que o vacuo térmico |0(3)) pode ser obtido aplicando uma transformagdo uni-

téria ao estado |0,0) [22]. Vamos desenvolver essa transformagio na préxima sego.

1.2.1 Transformacao de Bogoliubov — Bosons

A transformacdo de Bogoliubov [22]] é uma transformacao candnica que leva o estado de
vacuo ndo térmico ao estado de véacuo térmico. Para determind-la, observemos que a soma

~ . . _1 Tt .
na expressio (1.37) é a exponencial do operador e~274%' @  Assim, podemos reescrever a

expressao (1.37) como

10(8)) = We—%ﬁwa*@*m,m. (1.38)



E de bastante valia definir as seguintes fungdes de 3:

u(B) = <z = coh(3),
€
e B3
o(8) = e = sinh(3),

uma vez que elas satisfazem a relagcdo
u'(B) —v*(B) =1,
caracteristica das func¢des hiperbodlicas. Ocorre que por essa definicao
tanh0(8) = e 7.

Dessa forma, usando (1.39) e (1.42)) em (1.38)), temos

0(8)) = [cosh6(3)] L etannéDalal|g G

_ etanh[G(ﬂ)]aT&Te—ln[cosh@(ﬂ)]e—ln[coshH(ﬁ)]&Tde—ln[coshﬁ(ﬁ)]aTae—tanh
_ tanh[6(®)]a'a’ ,—In[coshf(B)](a'd+aTa+1) e—tanh[@(ﬁ)](f'am’ 0)

_ 6tanh[0(,3)}aTdT67ln[coshG(ﬁ)](ddTJraTa)eftanh[H(ﬂ)]dTa|O, 6>7

onde usamos que
el (Braataatlaln 6y — 010, 0) = [0,0)

ef(ﬁvavaT7a7aT)a’O,6> - 60’076> == ’07()>7
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(1.39)

(1.40)

(1.41)

(1.42)

b(8)laTa|g )

(1.43)

em que f(5;a, at,a, dT) € uma funcao arbitraria; também usamos a relagdo de comutacdo

[a, cﬂ =1.
Para prosseguir devemos usar a identidade

er[A—i—B] etanh[T]Beln[cosh T]Cetanh[T]A,

(1.44)

(1.45)
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e fazendo a associacdo

A=—aa
B=alal
C'=[A,B]=—-aa' —ad'a
T=0(5) (1.46)
podemos escrever (1.43) como
0(8)) =e~*“D)0,0), (147)
onde
G(B) = —ib(B)[aa —a'al]. (1.48)

A relagio (1.47)) possibilita introduzir uma transformago unitéria U(3) que transforma |0,0)
em |0(53)), ou seja,

U(p) =e 60 (1.49)

que é chamada de transformag¢do de Bogoliubov.

1.3 Operadores de criacao e destruicio termalizados — B6-
sons

Vamos usar a transformagdo U(f3) para introduzir, em ambos os sistemas real e ficticio, a
temperatura nos operadores de criagdo e destrui¢cdo. Como o estado de vacuo térmico é ob-

tido do vdcuo duplicado por (1.47), segue que os operadores de destruicdo e criagdo sofrem a

transformacao
a(B) =U(B)aU’(B), (1.50)
a'(B) =U(B)a'UT(B), (1.51)
a(B) =U(B)aU (B), (1.52)
a'(B) =U(B)alUT(B). (1.53)
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Aplicando o operador destrui¢cdo termalizado ao vacuo térmico, temos

a(B)|0(B)) = U(B)aU'(B)U(5)[0,0)
=U(p)al0,0) = 0. (1.54)

Z N

que pode ser interpretado como a declaracao que no vacuo térmico ndo hd "particulas térmicas".

I
-
=
=
=

=,
=
=
=
=)
=

a(3)|0(5))
=U(B)al0,0) =0, (1.55)

onde se usa que U(B)UT(B) = UT(B)U() = 1, pois a transformagio de Bogoliubov é uma

transformacio unitéria. No entanto, [0(/3)) ndo é vécuo para os operadores a e a!. Aplicando a

em (1.34), temos
1

> TG
1
Vn
Zn: vz(8)

Da mesma forma, quando aplicamos a em |0(5)), temos

e_ﬂ%wam,ﬁ)

al0(5))

B

e B3|y 1 7). (1.56)

e*ﬁ%"wd\n,ﬁ)

1
al0(8)) =
0(8)) g o

1
Y Vi
VT

Este resultado nos mostra que o vacuo termalizado é composto por particulas nao termalizadas,

e B 7 1). (1.57)

de modo que se pode interpretar serem elas responsdveis pelo caréter fisico da temperatura,

que mede a energia cinética das particulas. Pode-se dizer, considerando a relagdo (1.37), que

-5 Bw . ~ . .
é o fator /1 —e= vy € Z! que carrega toda a informacgdo acerca da quantidade de energia
embutida no estado |0(3)), através das varidveis w e § = 1/k,T, bem como o ndimero n de

particulas.

Como U (/3) é uma transformagao unitdria, a dlgebra envolvendo os operadores a(f) e a(f3)

permanece a mesma, isto €,

BUT(B) = 1. (1.58)
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De forma andloga podemos mostrar que as outras relacdes de comutacdo também se mantem
invariantes. Portanto, ficamos com as seguintes relacdes de comutacdo para os operadores

termalizados:

[a(8),a'(8)] =1, (1.59)
a(8),a'(8)] =1, (1.60)

e com todas outras relacdes de comutagdo envolvendo os operadores termalizados til e ndo-til

iguais a zero.

A relagdo (1.49) permite escrever o operador a() como

a(B) = U(B)aUt(8) = e 7B qeiGB). (1.61)

Podemos desenvolver (I.61)), utilizando a expansdo

e BAP = At (—i)[B, Al + (;f) [B,[B, A]] + (;) [B,[B,[B,A]]]... , (1.62)

fazendo as associagdes A =a e B = G(f3), dado por (1.48). Procedendo dessa forma, chegare-

mos ao resultado:

—iG(8) ,iG(8) _ [1+92(5) +94(5) +] "

2! 4!
—~ [9+ 933515) +§+...1 al
= cosh[f()]a—sinh[0(5)]a', (1.63)
que por (T39)~(T40), fica:
a(B) =u(B)a—v(B)a'. (1.64)

Procedendo de maneira anédloga, os outros operadores térmicos podem ser escritos de forma

similar. Em suma, temos

a(B) =u(B)a—v(B)a. (1.65)
a'(8) = u(B)a’ —v(B)a, (1.66)
a(8) = u(B)a—v(B)a’, (1.67)
a'(8) = u(B)a’ —v(B)a. (1.68)

Somando (1.65) multiplicado por u(3) com (1.66) multiplicado por v(3), e com a ajuda de
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(I.41), temos
a=u(B)a(B)+v(B)a’(B) (1.69)

Da mesma maneira, podemos obter os outros operadores ndo térmicos em funcdo dos térmicos.

Sumariamente, temos

a=u(B)a(B)+v(B)a'(B), (1.70)
a' =u(B)al (B) +v(B)a(B), (1.71)
i =u(B)a(B) +v(B)al(8), (1.72)
i’ =u(B)a'(8) +v(B)a(B) (1.73)

Para concluir, consideremos um exemplo simples. Calculemos o valor médio do operador nu-
mero N = a'a no vécuo térmico. Com a ajuda de (1.70)—(1.71)), temos

N(B) = (0(8)IN]0(8)) = (0 < >|a a|o</a>>
= (0(8)| [u(B)a(B) +v(B)a' (8)] |
f (

u(B)al (8) +v(B)a(B)]
= (0(8)|u*(B)al (B)a(B > v(B)u(B)a(B > < )
1 2
+u(B(B)al (B)al (8)+v*(B)a(B)a' (8)|0(8))
3 4
= (0(6)|vz(5)€1l(6)&T (3)[0(3)) = v*(8)(0(8)0(8))

=(8) = 5, (1.74)

-1

onde as parcelas 1, 2 e 3 se anulam quando aplicadas a |0(/3)) ou (0(3)|. Este resultado nos diz
que a média do operador ndmero /N, quando tomada em termos do véacuo termalizado, nos dé a

distribuicdao de Bose-Einstein para um sistema em equilibrio térmico.

1.4 O oscilador fermionico descrito pela DCT

Nesta se¢do vamos discutir o oscilador harmoénico considerando o caso fermionico. O ha-

miltoniano deste sistema é descrito por

H=wa'a, com Hh=1, (1.75)
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em que a dlgebra que rege os operadores a' e a é:

{al,a} =1 (1.76)
{a’,a’} =0 (1.77)
{a,a} =0, (1.78)

onde {, } é o anticomutador e é definido por

{A,B} = AB+ BA, (1.79)
para A e B operadores.
O operador nimero é dado por:
N =ad'a, (1.80)
e satisfaz a relacdo
N|n) =n|n). (1.81)

Usando (1.76H1.78)) e o fato do estado |n) ser normalizado, podemos mostrar que n = 0, 1,

de forma que valem as relagdes

al0) = 0 (1.82)
al1) = |0) (1.83)
a’l0) = 1) (1.84)
a'l1) =0 (1.85)
Aplicamos, agora o Hamitoniano em |n),
H|n) = wN|n) = nw|n) = e,|n). (1.86)

Os resultados (1.82H1.85]) nos garantem que os autovalores de energia serdo dados apenas por
=0 e €1 =w, (1.87)

onde ¢, representa o autovalor de energia para o Hamiltoniano H.

Para incluir a temperatura de acordo com a DCT, devemos dobrar os graus de liberdade.
Para isso, utilizaremos as regras de conjugacao til na dlgebra descrita por (1.76H1.78)), obtendo

uma 4lgebra idéntica para os operadores til, ou seja,



{at,al =1
{a",a'} =0
{dvd} =0,
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(1.88)
(1.89)
(1.90)

com todos outros anticomutadores envolvendo os operadores til e ndo-til iguais a zero. A base

para o espaco duplicado terd apenas quatro elementos, sendo eles:

10,0),
11,0), = a']0,0),
0,1) = a'(0,0),
11,1) = afal|0,0)

(1.91)
(1.92)
(1.93)
(1.94)

Podemos entdo efetuar o somatdrio em (I.20), ja que temos somente dois valores para a energia

€n, €0 € €1. Dessa forma, temos

1 w N
0(8)) = 1+e P24 (0,0),
0(5)) Z(ﬁ)[ | 10,0)

e usando o fato de que |0(/3)) é normalizado, obtemos

2(B) =1+ e_ﬁw,

tendo o vacuo térmico a forma:

1

0(8)) = ———— [1+e"Za'al] |0,0).

V14ePw
O valor médio do operador N, tomado em termos de (1.97)), sera

1

N(8) = 0(8)INI0(8) = 1o

que € a funcao distribuicao de Fermi-Dirac.

(1.95)

(1.96)

(1.97)

(1.98)
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1.4.1 Transformacao de Bogoliubov — Férmions

Podemos também encontrar uma transformacao unitdria que leva o vicuo duplicado no

vacuo termalizado. De forma semelhante ao caso bosdnico, temos

0(8)) = U(8)]0,0)
= 7%0)0,0), (1.99)

onde G(f) é dado por (1.48)) com os operadores de criagdo e destrui¢do satisfazendo a (1.76])—
(1.78) e (1.88)—(1.90). Expandindo a exponencial em (1.99), ficamos com

> 1

0(3)) = 3= = [~i6(8) (aa—afa’)]" 10,0). (1.100)

|
m=0 """
Como os operadores de criagio af e @' aplicados mais de uma vez ao vicuo duplicado serd
nulo, e valendo-nos das propriedades:

1" 10,0) = (~1)"[0,0), (1.101)

{da —afal

2n+1 ~ ~
[710,0) = (1" atal|0,0), (1.102)

[da —alal
podemos reescrever (({1.100), como expansdes de seno e cosseno
10(B)) = (COSQ—i—sin@aT&WO,@), (1.103)

onde

coslf(f)] = ———= = u(p), (1.104)

sin[6(8)] = \/JW = o(B). (1.105)

Dessa forma, a expressdo (I.103)) € equivalente a expressao (1.97). Além disto, note que

u*(B) +v3(B) =1. (1.106)
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1.4.2 Operadores de criacao e destruicao termalizados — Férmions

Os operadores térmicos s@o introduzidos aplicando a transformacdo de Bogoliubov nos

operadores nao-térmicos. Logo,

a(B) = U(B)aU'(B), (1.107)
a'(8)=U(B)alUT(8), (1.108)
a(B)=U(B)aU" (), (1.109)
al(B) = U(B)aUT(B). (1.110)

Seguindo os passos da se¢do anterior, usar a expansao ((1.62)) sendo A o operador a ser transfor-

mado e B = G(3); assim, obteremos os operadores térmicos em fungdo dos ndo-térmicos, ou

seja,
a(B) = u(B)a—v(B)d, (1.111)
at(8) = u(B)a" —v(B)a, (1.112)
a(8) = u(B)a+v(B)al, (1.113)
a'(3) = u(B)a' +v(B)a. (1.114)

a =u(B)a(B)+v(B)a' (), (1.115)
o = u(B)a’(8)+v(B)a(p), (1.116)
i =u(B)a(B) —v(B)al(B), (1.117)
al = u(B)al (8) —v(B)a(B) (1.118)

Concluindo esta se¢do, notemos que, para os férmions, devemos ter nas regras de conjuga-

cao til
A=—A, (1.119)

para que possamos, por exemplo, encontrar a fazendo a conjugacao til de a [22].

Veremos agora qual a relag@o entre o operador densidade e o vacuo térmico.
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1.5 O operador densidade

Nesta secdo, vamos discutir a ligacdo entre o vacuo térmico e a matriz densidade. Para
isto, vamos obter a média térmica de um observavel arbitrario .4 que atua no espago de Hilbert

nao-til. Antes desta tarefa, entretanto, vamos reescrever ((1.34) como

0(8)) = \/p3 > In,7), (1.120)
onde
e PH
P = 2(9) (1.121)

é a matriz densidade associada ao vacuo térmico. Desta forma, a média de A fica

AR = 3 07 o] Als] )

Zn; n|pgAlm)on,m

= (nlpsAln)

T [0 A]. (1.122)

Vamos considerar agora um estado térmico qualquer

[w(8)) = f(a(B),a"(8))10(8)) = f(a,a’; 5)|0(5)). (1.123)

Temos que a média de um observavel neste estado térmico serd dada em termos do traco da

matriz densidade associada a esse estado, ou seja,

(WA (B)) =Tr [prsay Al (1.124)

Por outro lado, podemos obter a matriz densidade associada a |1/(3)):

GOAIB)) = OB (0,0 ) Af (a,a':B)[0(3)
{png(a al: :B)Af(a atﬁ)}
Tr | f1(a,a';8)ps f(a,al; B)A], (1.125)

onde no ultimo passo utilizamos a propriedade ciclica do trago, isto &,

Tr[ABC] = Tr [BCA] = Tr[CAB). (1.126)
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Portanto,

oy = I (a,a’; B)psf(a,a’; B). (1.127)

Para uso de (1.127), é de extrema importancia escrevermos pz em termos da base niimero {|n) }.
Usaremos como exemplo o oscilador harmdnico bosonico, de forma que utilizaremos a relagao
de completeza (1.5), com o indice n trocado convenientemente para r. Assim, temos para a

matriz densidade

(] Be) N
pﬁ—zw)—(—e );Oe r)(r]
1 > [ ap) 1
—1+n(ﬁ)7§)[1+n(ﬂ)] 7Y {r|, (1.128)
onde
n(B) = 660}—1 (1.129)

O resultado (I.128), é a ponte que conecta, em termos da matriz densidade, um estado de
interesse € o vacuo térmico e serd amplamente usado no capitulo que trataremos da matriz

densidade para os sistema que estudaremos adiante.

No préximo capitulo, iremos introduzir uma func¢do no espaco de fase chamada fungdo
de Wigner, que € capaz de nos dar informacdes acerca do cardter quantico de um estado. Em
especial, serd ttil para especificarmos em quais temperaturas um sistema apresenta propriedades

classicas e nao-classicas. E, para ilustrar, iremos aplica-la ao oscilador harmdnico.
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2 A Funcado de Wigner

Neste capitulo, trataremos de uma fun¢ao de distribuicao real definida no espaco de fase.
Essa distribuicdo chamada Quasi-Probabilidade de Wigner foi introduzida por Eugene Paul
Wigner, em 1932 [24-26]], e nds ilustraremos sua utilizagdo usando o oscilador harmonico.
Nos capitulos seguintes, a aplicaremos para andlise do operador densidade do estado que € a
soma do estado coerente com o estado nimero de Fock. Nossa apresentacdo tem como base as
referéncias [24,27-31].

2.1 Definicao da Funcao de Wigner

A funcdo de Wigner € definida como a transformada de Weyl para o operador densidade
[27]]. O resultado dessa transformacao é uma quasi-probabilidade e estd associado ao cardter
cldssico ou quantico do sistema estudado; resultados positivos indicam que o sistema possui
caracteristicas cldssicas, enquanto os negativos, caracteristicas quanticas. A funcdo de Wigner

¢ definida pela relacao

W(p,q) = (27r1ﬁ)L /_O:O<q +Q/2lplg—Q/2)e T dQ, 2.1)

onde L representa o nimero de dimensdes em que se faz a integracao, p, p € ¢ sdo respectiva-

mente o operador densidade, o momento e a coordenada espacial do sistema.

Trataremos da fun¢ao de Wigner considerando o exemplo simples, e muito util, do oscilador

harmonico.

2.2 Funcao de Wigner: Oscilador harmonico

Calcularemos a fun¢ao de Wigner para o n-ésimo estado de um oscilador harmdnico unidi-

mensional de frequéncia w, massa m, e cujo operador densidade é p = |n)(n|. Os seus autoes-
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tados descritos pelos polindmios de Hermite H,(x) [32] sdo

1 1 A
™22 H, [q/b], 2.2)

onlq) = (gIn) = 1 1
[Tb2]% [27n!]2
onde
b= i (2.3)
mw

A fun¢do de Wigner W}, (p, q) para este sistema é dada por

1 00 _Qp
Walp.a) = 5= [ (a+Q/2In)(nlg—Q/2)e”F dq. 4
Sera conveniente calcular inicialmente o termo
(¢—yln)(nlg+y) = (ga—yIn)(a+y[n)"
— )2 .
_ 1 1 1 : 6_(q2b@2! i, [qy}
[7b2]7 [27n)]2 b
2
" 1 : 1 167(%%) H, {q+y]
[7b2])% [27n!]2 b
11 @ rg—y], [4+y
— 2 H H. . 2.5
2]} 2l "{ b } "{ b ] (2)
Entdo, usando a mudancga de varidvel
y:_g 2.6)
em (2.4), temos:
1 2 1 _& [0 v q—y q+y
Wi(p,q) = b{/ 2 ZhH’[]H [}d. 27
wp:9) (27h) [7rb2]% 2l o © Lo "o Y 7
Observando que
y? ipy 1 iph? 2 p2b? )8
A A L A &9

obtemos de (2.7)
11 1 & o2 oo [, w?]” _

= b L B ] 10,

7h [7‘(‘()2] 3 2”71' —00




Com mais duas mudancgas de varidveis, podemos escrever (2.9) como

B B B I o= a1 0
Wh(p7q)_ {7’(’]3/27127171!6 /—Ooe Hn /’L+(T b) HTL M+(T+b> d/j,

onde

_ L[t
:u_by ﬁ I

ipb
h ?
e foi usado a propriedade dos polindmios de Hermite [33],
Hyp(—x) = (=1)"Hy(x).
Com a ajuda do resultado [34]:

ﬁZ"m!z”*mL%L_m) [—2yz], paran>m
o0
/ e~ Hy(x+y) Hp (2 + 2) do =

—00

ST2nly " LT [—2y2], paran < m
onde L% (z) sdo os polindmios associados de Laguerre, definidos por [33]

" n !
Ly(z)= (—1)m(n_n§>!é’2m)!m!xm, k>—1.

m=0

Podemos entdo escrever (2.10) como

ipa = UL (5 )]

Usando (2.3) e (2.12), temos

C_p_meg pt 2 [melq P
b2 h mw  hw 2 2m
_2E,
==
o que possibilita escrever (2.16) como
(=)™ _28y { En]
4% = i Ly [4—1 .

40

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

2
Contudo, veremos que € conveniente escrever a quantidade g—z — 7 como 0 médulo quadrado de

um ndmero complexo v dado por

_a,.pb_q
7—b+2h —b+T

(2.19)
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de forma que

2 .22 2
¢ b q
W=t =" (2.20)
A fungdo de Wigner (2.16) assume, assim, a forma
_ D" 2
Walp.q) = ~——e " Lo [217/7]. 2.21)

onde foi usado, nos resultados acima, a defini¢do dos polindmios de Laguerre L,,, dados por

[33]]:

n

(2.22)

Figura 2.1: Gréfico de W} (p,q) vesus (X ={Y= p—ﬁb) paran = 0.

Wh(p.q) paran =1
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Wp(p,q) para n =2

Figura 2.3: Grifico de W} (p,q) vesus (X =1y = %b) paran = 2.

Wh(p,q) paran =3

Figura 2.4: Gréfico de W} (p,q) vesus (X ={Y= %b) paran = 3.

Na ﬁgura estd o gréfico para a funcao de Wigner versus (X =1y = %p) do oscilador
harmonico unidimensional para o estado fundamental n = 0, e nas figuras [2.2H2.6]estdo os gra-
ficos para a funcdo de Wigner versus (X = %,Y = %p) dos estados excitados n =1,...,5. Os
valores da funcao de Wigner estdo compreendidos no intervalo —# <Wh(p,q) < % Compor-
tamentos classicos da funcdo de Wigner estio associados a positividade desta funcdo, de forma
que podemos afirmar que para valores positivos de W}, (p,q), o estado |n) possui um compor-
tamento classico. Em contrapartida, a interpretacdo dos valores negativos da funcao de Wigner
estdo associados a um comportamento que foge aos padrées de um comportamento cldssico.
Dizemos, assim, que o estado possui caracteriscicas ndo cldssicas. Podemos ir além nesta inter-
pretacdo. Sendo o comportamento quantico de um estado algo que nao tem correspondéncia na
fisica cldssica, podemos associar esta ndo classicalidade da funcdo de Wigner ao caréter quan-

tico deste estado. Para este exemplo, dizemos que para valores negativos de W},(p,q) o estado
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Wp(p,q) para n = 4

Figura 2.5: Grifico de W} (p, q) vesus (X =1y = %b) paran = 4.

Why(p,q) para n =5

Figura 2.6: Gréfico de W} (p,q) vesus (X ={Y= %b) paran = 5.

|n) possui um caréter quantico.

Nos proximos capitulos, estudaremos um estado mais complexo formado por uma superpo-
sicdo de um estado coerente com um estado numero de Fock. Usaremos a teoria desenvolvida
no capitulo 1 para inserir a temperatura neste estado sob duas perspectivas diferentes, e obtere-
mos o operador densidade dependente da temperatura para os casos em estudo. O exemplo da
fun¢do de Wigner aqui desenvolvido para o oscilador harmonico sera de bastante utilidade para
os capitulos subsequentes, sendo os seus passos seguidos para determinar as funcdes de Wigner

para o nosso estado termalizado.
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3  Quantizacdo do campo
eletromagneético e suas descricoes

Neste capitulo, iremos desenvolver a quantizacdo do campo eletromagnético e também in-
troduzir dois estados do campo eletromagnético amplamente usados na Optica Quantica: o
estado niimero de Fock e o estado coerente. O estado nimero corresponde a ter um nimero
definido de fétons, o que torna dificil sua reproducdo experimental; contudo, € possivel gerar
estados com um nimero reduzido de f6tons [35]. O estado coerente, por sua vez, é mais usado
na Optica Quéntica [36]; este estado corresponde a uma superposicio linear coerente dos esta-
dos nimero e tem a caracteristica de ter os valores médios da posi¢do e momento com o minimo

de incerteza [37]. Iniciaremos com a quantiza¢do do campo eletromagnético.

3.1 Quantizacao do campo eletromagnético

Para a quantiza¢do do campo eletromagnético consideremos as equagdes de campo classi-

cas.
V.-D =0, (3.1
. - 0B
= 3.2
Yé o (3.2)
V-B=0, (3.3)
. . 8D
VxH = 875, (3.4)
onde
B=uoH, (3.5)
D=¢kFE, (3.6)

[0 € €o sdo as permiabilidades magnética e elétrica para o espacgo livre, respectivamente, de

forma que ppeg = C%, sendo c a velocidade da luz no vicuo. O campo elétrico e o magnético
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podem ser expressos por uma fungdo vetorial arbitraria dependente das coordenadas espaciais
e da coordenada temporal chamada de potencial vetor. Designaremos o potencial vetor como
A(F,t). Segue que [36]

B=VxA, (3.7)

L 9A

E—=_=". .
7 (3.8)

Para problemas da 6ptica quantica, é conveniente usar o gauge de Coulomb, dado por

V- -A=0. (3.9)

VxH=Vxuy'B=e—. (3.10)

1 = =d - = — —
—VxVxA=—|V(V-A)-V?4
m oV (VA) =92
1 o~ 0 04
= V2 A= [ -2 3.11
ou seja, usando (3.9),
v%ﬂfw—nlgiﬁwt)—o (3.12)
’ 2oz T '

que é a equagdo de onda para o potencial vetor. Vamos separar A (7,t) em dois termos comple-

XOS:

—, —,

A(r,t) = A7 0+ A (7)), (3.13)

onde, na expressdo de Fourier, A™(7,t) contém amplitudes que variam como e~ “! e A~ (7,t)

contém amplitudes que variam como e*“!, para w > 0 e

A7 1) = (A (70)" (3.14)

AN (F ) =3 epit(Pe ™, (3.15)
k
A7 1) =3 iy, (7)ert, (3.16)
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onde ¢, sdo os coeficientes de Fourier e sdo constantes para o campo livre. A fun¢do vetorial

Uy (7) corresponde a frequéncia wy, e deve satisfazer a equagio de onda
WE\ -
(v2 + 02> i, (7) = 0, (3.17)

ou seja, expandimos (3.13) em uma série infinita em termos de um conjunto de fungdes veto-
riais base i (r) que contém informagdes sobre o espago e sdo solugdes da equacdo de onda
para cada frequéncia wy. Podemos dizer entdo que € uma equacio de onda resultante da
superposicao de um conjunto infinito de funcdes de onda que dependem da frequéncia e "via-
jam"na velociadade da luz. Estas fun¢des formam um conjunto ortonormal completo, ou seja,

em um volume V' que nio contém nenhum material refrativo, € vdlida a relagcao
/V (7 ity (F) dF = g . (3.18)
Também € valida a condi¢ao de transversalidade
V-, (7) = 0. (3.19)

Estas fun¢des dependem das condi¢des de contorno impostas sobre volume considerado, ou
seja, condi¢des periddicas de contorno que correspondem a ondas viajantes, ou apropriadas
paredes refletoras que levam a ondas estaciondrias, isto €, a ondas planas inseridas em um cubo

de volume L3. Podemos escrever
. L ikma0
U/k-(r) = m@ (§] s (320)

onde &™) & o versor que determina a polarizacdo de i (7) e A = 1,2. A dire¢do de propagacdo

da onda € perpendicular a 6 ¢ ¢ definida por k dado por:

- 2 2w 27
k= (kxakyakz) = <Lnﬂca fnya an) ) (3.21)
com
Ng;Ny;n, = 0,21, +£2,£3,... (3.22)

Definindo a constante adimensional a; como

2wW€q
h

ajp = Cl, (3.23)
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o potencial vetor pode ser escrito como

S Bo\2 . .
A7) = arily (F)e w4 ol @t (7)ewrt] (3.24)
(7,1) 2};(2%60) G AGE
e o campo elétrico, por sua vez, é
Fop\ 2
E:zz<2k> |ty (F)e™r — af i (F)e™]. (3.25)
k €0
i

Na interpretagdo da eletrodindmica cldssica, os coeficientes de Fourier, ay, € a; sdo nime-
ros complexos. Ja na eletrodindmica quantica, estes coeficientes sdo elevados a categoria de
operadores, dando o caréter de operador aos observaveis campo elétrico £/ e campo magnético

B. Como os fotons sdo bésons, aj € al devem respeitar a dlgebra bosodnica, ou seja,
k ©ag

lag, ] = [a},af,] =0 (3.26)
(a. al,] = o (3.27)

O Hamiltoniano do campo eletromagnético é dado por [32]
1 . .
H=3 [ [eoB?+poif?] ar. (3.28)

de forma que, substituindo l) na expressdo equivalente para H em (3.28), e utilizando as
condi¢des de transversalidade e de ortonormalidade do conjunto de fung@o wy(7), o Hamiltoni-
ano toma a forma [36]]

1
H=3 hwy [aLak 4 2} . (3.29)
k

O Hamiltoniano (3.29) deixa evidente que estamos tratando de um sistema, o campo eletromag-
nético, cuja energia € a de infinitos osciladores harmonicos com diversos modos de vibragdo;
a interpretagdo fisica € que a energia é a soma de fwj, multiplicado pelo nimero de fétons em

cada modo, mais a energia das flutuagcdes do vacuo, dado por %ﬁwk em cada modo.

3.2 Estado namero de Fock

O Hamiltoniano (3.29)), para cada k, tem como autovalor Ay, {nk + %] , onde ng € um in-

teiro. Os autovetores, denotados por |ny), sdo conhecidos como estado niimero ou estado de

Fock e sdo autovetores do operador N = aLak, sendo o autovalor o nimero de fétons no estado
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|ng), ou seja,

O estado de vacuo do campo € definido como o estado que ndo pode ter seu nimero de fétons

reduzido através de uma aplicacio do operador destruicao, isto é, o estado a zero fétons:
ax|0) = 0. (3.31)
O valor médio do Hamiltoniano (3.29) no vécuo é:

1
aLak + 2] 0)

(0]#H[0) = <or§m

1
= 3" h(0lajax|0) + 3= 5w {0[0)
k k

1
= > 5wk (3.32)
k

Como ndo hd limite para os modos do campo, a soma em (3.32)) € infinita, representando que a
energia de ponto zero do campo eletromagnético € infinita. Como muitas experiéncias detetam
somente diferencas de energia e ndo valores absolutos, uma sugestdo usada para ultrapassar a

questdo da energia de ponto zero ¢ simplesmente omiti-la [38]] do Hamiltoniano (3.29).

Os operadores aL e ay sdo os operadores de criacdo e destrui¢do, respectivamente, e obede-

cem as seguintes relagdes:

arng) = /nglng — 1), (3.33)

al [ng) =/ (g +1)|ng +1). (3.34)

Desta forma, podemos escrever um estado excitado como uma aplicag@o sucessiva de operado-

res de criagdo ao estado de vacuo:

ot
ay. ...
Ing) = li/n_,gk’m; np=0,1,2,... (3.35)

Os estados niimero sdo ortogonais
(ngs ) = Onm, (3.36)
e formam um conjunto completo

> e (ne| = 1, (3.37)

Nk
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de forma que, para escrevermos um estado arbitrdrio |¢)) na base de Fock, basta usarmos a

expressao [32]

[0y =" ) (i) =D (ng|) ). (3.38)

ng ni

3.3 Estados coerentes

As equagdes de movimento cléssicas do oscilador harmonico em uma dimensao sdo escritas

como:
d 1

Calt) = x(r), (3.39)

L) = —mualt 3.40

dtﬂ()——mw z(t), (3.40)

onde x representa a coordenada espacial e 7 0 momento. A massa e a frequéncia sao denotadas

por m e w, respectivamente. E conveniente definir as seguintes quantidades adimensionais:

q(t) = ba(t), (3.41)
1
plt) = wow(t). (3.42)
em que,
mw
b= 5 (3.43)

Desta forma, as equacdes (3.39)—(3.40) podem ser escritas como:

d
ng@) = wp(t), (3.44)
Zlt) = —wq(?). (3.45)

Podemos definir uma quantidade complexa que carrega as informagdes tanto da posi¢do quanto

do momento. Chamando esta quantidade de «(t), podemos escrevé-la como:

a(t) = jﬁ la(t) + ip(t)]. (3.46)

Dessa forma, as equecdes (3.44)—(3.45) podem ser reduzidas a uma s6 equagao:

d .
%a(t) +iwa(t) =0, (3.47)



cuja solugdo € bem conhecida e dada por
wt

a(t) = apge™™",

em que «aq € dado por

ou utilizando (3.48)),
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(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

Para um sistema de dimensdes macroscépias, a constante complexa o, assume valores muito

maiores que a unidade e como consequéncia, a energia 7 assume valores muito maiores que

hw.

Estamos procurando um estado quantum-mecanico, tal que para todos os instantes os valo-

res médios dos observaveis posi¢do X, momento II, e energia H, (X), (II), (H), respectiva-

mente, coincidam com os valores de posi¢do x, momento 7 € e energia H correspondentes ao

movimento cldssico. Em analogia ao sistema cldssico, definamos novos operadores proporcio-

nais aos operadores de posi¢do e momento como [32]:

Q:bX:\}i(a—i—aT),

(3.55)

(3.56)
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e o Hamiltoniano do sistema € dado por

= ;ZM;QXQ = 2222P2+m§2bﬂ@2
-5 (e ) = [ oeal) - (u=)]
bt nu] = s
= f {GT“H' (3.57)

Para um estado arbitrario | (t)), a evolugdo temporal do elemento de matriz a(t) = (¢ (t)|al(t))
¢ dada por
L0

onde o comutador em ([3.58) pode ser facilmente calculado:
fww
la, H] = [a,ﬁw(ﬂa—l— 21 = hw {a,aTa}
= hw [aaTa - aTaa} = hw {(aTa—i- 1) a— aTaa}

= hw [aTaa +a— aTaa}
= hwa. (3.59)

Com este resultado, a equacdo (3.58) fica

iﬁg&(t) = hwa(t), (3.60)
ot
ou seja,
0 _ —
—a(t)+iwa(t) =0, (3.61)
ot
que tem como solugdo
a(t) = a(0)e ™t (3.62)

E para o elemento de matriz a' () = (4(t)|a’|1)(¢)), de forma semelhante a a(t), temos:

a'(t) = a'(0)e™! = [a(0)]" ™. (3.63)
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Substituindo (3.62)—(3.63) em (3.53)—(3.56), teremos

(Q)®) = =5 [a0)e™™ + @) ], (3.64)
(PY(t) = 2 [a(0)e™* — (a(0))* ] (3.65)

Nao podemos deixar de notar a semelhanca das equacgdes (3.47H3.48) e (3.61H3.62), de

maneira que, se fizermos

a(0) = ag, (3.66)

as equagoes ([3.64H3.65) serdo exatamente iguais. Neste momento, ¢ bom termos em mente que
ap = [q(0) 4+ ip(0)] € um pardmetro complexo que carrega informacdes sobre a posi¢do e sobre
o momento inicial de um movimento cldssico. O que fizemos foi igualar o valor do elemento de
matriz (1(0)|a|y(0)), que é originalmente de natureza quéntica, com o valor de um parametro

complexo o de natureza puramente cldssica. Como consequéncia deste fato, teremos

(Q)0) = 5 [a0e™+ (a0)" ], (3:67)
(P)(t) = \_/; e ™™ — (ag)" ], (3.68)
ou seja,
(@) () = q(?), (3.69)
(P)(t) =p(t). (3.70)

(H) = hw{ata)(0) + o (3.71)

seja igual a H, dado por (3.54). Como, para o oscilador harménico cldssico, || é muito maior

que zero, vamos desprezar o termo %‘” que tem sua origem puramente quantica. Desta forma,

para que (3.71) se iguale a energia classica (3.54)), devemos impor que
(a'a)(0) = laol?, (3.72)
o que quer dizer:

(¥(0)a’aly(0)) = |ao|*. (3.73)



53

A relagdo (3.73) juntamente com (3.60), que se traduz em (¢/(0)|a|t)(0)) = ap, sdo pegas fun-
damentais para que possamos determinar estado |1(0)).

Na sequéncia, definamos um operador b(c) como
b(ag)=a—ag (3.74)

de forma que

Al ()b (o) = (a—ao)T (a—ap) = (aT —046) (a—ap)

= aTa—aTao—aaé—l— || (3.75)
Com o resultado (3.75)), podemos escrever a norma quadrada do vetor b(ayg)|1(0)):

(W(0)[bT (ag)b(ao)|v0) = (¥(0)|alalvo) — ao (¥ (0)]al [1ho) — ag(1(0)]alto) + ao|>
= ]040|2 — qpah — ajag + ]040|2

= |ao|* — |ao|* — |ao|* + |ao|* =0, (3.76)

ou seja, o vetor b(ag)|1(0)), cuja norma é nula, é um vetor nulo. Dessa forma, pela defini¢do

de (3.74)), temos
b(a0)|1(0)) = (a —a0)]1(0)) = 0. (3.77)

Escrevendo este resultado de outra maneira, temos
al(0)) = aol[y(0)). (3.78)
Sendo [/(0)) um vetor normalizado, se satisfizer a relagdo (3.78)), as igualdades (3.66) e (3.73)

sdo automaticamente satisfeitas.

O estado quantico que permite reproduzir em todos os instantes o valor médio da posigao,
momento e energia de um movimento cldssico —estado quasi-classico —, € autovetor do operador

a com autovalor «. Denotaremos este autovetor de a pelo seu autovalor «, ou seja, |a), isto é,

ala) = aja). (3.79)

O estado |«) é chamado de estado coerente e pode ser escrito na base de Fock através da

aplicagdo da relacdo de completeza Y-, |n)(n| = 1. Assim, temos:

la) =" In)(nla)y = (n]a)n). (3.80)
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Aplicando o operador a a esquerda de (3.80), segue que:
ala) —az nla)|n) Z(n|a>a|n>
= Z (n|a) \/_|n—1>
:az n|a)|n), (3.81)
n

de onde tiramos a conclusdo que

> (n+1la)vn+1->Y alnla)||n) =0, (3.82)

n n

ou seja,

(n+1]a) =

o
. 3.83

T (o) (3.83)

A relagdo de recorréncia (3.83) possibilita determinar o coeficiente de ordem n, (n|a), propor-

cional ao coeficiente de ordem zero (0|a). Assim, temos que

an

(nla) = 7=

Notemos que se o coeficiente (0|«) for fixado, todos os coeficientes (n|a) serdo determinados,

0lc). (3.84)

fazendo assim com que o vetor |a) seja inico a menos de um fator multiplicativo. Consideremos

entdo que (n|«) seja um ndmero real e positivo, e o estado |«) normalizado; segue assim que:

(a]ary = ”|Z n|a)* Z m|a)|m)
—ZZ n|a)* m]oz n,m
:Z\ n](x )2 =1. (3.85)

E usando o resultado (3.84), podemos determinar o médulo de (0|c). De fato, obtemos:

2

> l(nla)|* =

7<0|a>

>|QZ |an’2
— nl
= {02l =1. (3.86)

Lembrando que fixamos (0|«) como um niimero real e positivo, temos da relagdo (3.86) que

o¢|2

(Olay =e™ 27, (3.87)
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0 que permite, finalmente, escrever o estado coerente projetado na base de Fock, isto €,
_lo? o’
lay=e"27 ) —|n). (3.88)

o n!

O resultado (3.88]) € muito importante e serd amplamente usado nos capitulos seguintes.



56

4 Dinamica de Campos Térmicos
aplicada ao estado |a,,) = |a) + [n)

Uma das formas de inserir temperatura em estados bosonicos ou fermionicos € através
da Dindmica de Campos Térmicos, resumida no Capitulo[I] Neste capitulo, iremos estudar o
estado |ay,) = |a) + |n), que é um estado bosonico formado pela superposicdo de outros dois
estados de interesse em Optica quantica [7,35,39]: o estado coerente |«) e o estado niimero de
Fock |n). Nosso objetivo é estudar os efeitos da temperatura neste estado sob duas perspectivas
diferentes no que se diz a respeito a duplicacdo do espago de Hilbert; o estado serd duplicado
nao através do produto tensorial deste estado por ele mesmo, e sim considerando cada uma de
suas parcelas separadamente. Dedicaremos, portanto, este capitulo para o calculo das matrizes
densidades dependentes da temperatura para cada forma de duplica¢do dos graus de liberdade

do sistema.

4.1 Superposicao de Estados Coerentes e Estados Niimero

Seja um estado que é a superposi¢do do estado coerente ) com o estado nimero de Fock

|n):

1
o) = ﬁ[ala>+5\n>], (4.1)

em que, por simplicidade, escolhemos «, o e ¢ reais. Usando o fato que |a,,) é um estado

normalizado, podemos achar o seu fator de normalizacio, que € dado por [/18]]

Q\Q

|
n=0>+206e" 2 —— 462, (4.2)

o
vn!
onde escrevemos o estado coerente como uma superposi¢do dos estados de Fock, ou seja,

e o2

la) = Z e*TM

m=0

[m) (4.3)



57

Para investigarmos a a¢éio da temperatura em |, ) usando a DCT, serd necesséria a dupli-

cacdo do espaco de Hilbert, que se d4, no caso geral, através do produto tensorial

| ) @ | ). 4.4)

Neste trabalho, no entanto, vamos trabalhar, como etapas para o tratamento geral, com
subespagos do espaco de Hilbert formado pelo produto tensorial (4.4). Especificamente, trata-
remos de dois casos: (i) |ay,) ®|7) e (i) |ap) ® |&) . Desta forma, pretendemos compreender

como cada um dos casos contribui numa formulagado geral.

4.2 Duplicacao do espaco de Hilbert

Como explicado na se¢do iremos analisar a influéncia da temperatura em |o,) consi-
derando os produtos tensoriais de |c,) por |&@) e de |ay,) por |72), separadamente. Em seguida
calcularemos suas respectivas matrizes densidade e fungdes de Wigner. Iniciaremos o estudo

com 0 caso |ay,) ® |n) .

4.2.1 Duplicacio do espaco de Hilbert através de |a,) ® |7)

Expandindo o estado coerente na base de Fock, o estado (4.1) ¢ descrito como:

o) = —= [o]ax) + 6]}

Vi

1 o2 & a™
=—loe T Y ——|m)+dn)|. 4.5)
n m=0 m/!
Considerando o produto |ay,) ® |72), temos:
_ _ 1 _
sy = lan)n = lom) ®[7) = —[ola) +0ln)| @ [7)
= 7[0‘|OZ,TL>+(5|TL,TL>]
1 o2 a™
= —|oe" 2 Y ——|m,n)+d|n,ny|. (4.6)

Utilizaremos a notagao |, ),, onde o subindice do ket indica a duplicagio com o dual |7).
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Feita a duplicagdo do estado |cv,) como descrito acima, teremos um espaco vetorial em que
os elementos de sua base s@o parte da base do espaco de Hilbert, quando duplicado com seu

estado dual completo.

Para inserir a temperatura em (4.6), como visto no primeiro capitulo, é preciso aplicar a

transformag@o unitdria chamada transformagio de Bogoliubov a |ay, )y,

4.2.2 Insercao da temperatura no estado |, )n

Seja U(3) a transformagdo de Bogoliubov. Entdo, de (4.6)), segue que

lon(B8))n = U(B)|an, 1)
- L 0'6_% > L|m,ﬁ;5>—|—5|n,ﬁ; ) - 4.7)
n m=0 m!

Reescrevendo os vetores da base de (4.7)) a partir do estado de vacuo térmico, temos

[ (B)]™ [t (B)]"

. [a (8))" [af ()"
Assim, o estado |ay,(/3)),, toma a forma
L[ & e @) G )
al nlg n
—1—5[ \(/i_)‘] [ \ii_?] 10(8)) ] - (4.10)

Desta maneira, temos o estado (4.7)) descrito em termos do vacuo termalizado.

Na se¢do seguinte, a partir da média de um operador A, Tr[pg.A|, calcularemos a matriz
densidade associada ao estado |, (3)),. Para tanto, os operadores de cria¢do térmicos serdo

escritos em termos dos operadores de criagdo nao-térmicos.

4.3 Calculo do operador densidade associado ao estado |, (3))

4.3.1 A média de um operador .4 usando o estado |, (3))n

Consideremos um operador .A. Sua média serd expressa por , (ay, (5)[A|a,(8))n. Entdo:
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n{an(B)|Alan(B8))n =
— ; [0’2<Oé,7~1;6‘¢4’04,ﬁ;6> +0d(n,n; B Ala,n; B)

[o{a, 71; B +6{n,7; BI]Alo |, s B) +6|n, 7; 5)]

—33 |~

+08(a, 1; B.A|n, 7; 8) + 6% (n, it; | AJn, 715 8) | (4.11)
ou, se definirmos A, = ,,{a,(8)|A|an(B))n, podemos escrever como

_ 1 _ _ _ _
A, = . (P AL 4 0O AR + 00 AYT + 62 AR 4.12)

onde A = (i, 70; B Alv, 70; 5) -
Antes, porém, de escrevermos a média do operador A como Tr[pg.A], onde pg € o operador

densidade associado ao estado de vacuo, é conveniente expressarmos a base de |a,,(3)), como

uma aplicagdo sucessiva dos operadores criagdo nao térmicos.

4.3.2 A base de |a,(83))r descrita através de operadores de criacio nao
térmicos

Vamos escrever os estados |m,n;3) e |n,n;3), considerando os operadores termalizados

a(3) e a(3) em termos dos ndo-termalizados, a e af. Pode-se mostrar que [22]]

aT n _ [aT]n
0N = o) 4.13)
@ B0 = o)), (4.14)



temos,

10

anfz' (IT m—i u i
(] il vl [a"(B)]" " [u(B)]'10(5))

[w(B)]ia"t 1 [af]m
(B Vol Vm! [u(B)]m—

10(5))

1 a" = o]

(B2 [o(B)]" vl /ml 0(8)),

60

(4.15)
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onde usamos que, conforme o Apéndice A, se temos a relacdo de comutacio [a,al (3)] = —u(f),
podemos escrever

m>n

n

S

1=0

m
> Cly
1=0

———
m<n

com

G = (1) (1 iLL)'Z' (l/ill)' - <_1)Z<l:> (z/l:'z)‘ (4-16)

E importante observarmos que temos que respeitar a ordem dos sobreindices e v de !

em (4.16), de forma que o primeiro estd ligado ao termo binomial e o segundo estd ligado ao

v!
termo m
Repetindo o processo para |n,7; 3), temos

[a"(B)]" [a'(3)]"

_ @ e
)

= EF v v RO O O )
S (7)) R Sl

_g)ci [v(B)]™ /n! vVn! [u(ﬁ)}n_zm(ﬂ»

1 a—t [aT]n—i

= ' w2 w(B)]™ Vil Val 10(3)), “4.17)

Se A e B sio operadores, entio o adjunto de AB serd dado por (AB)" = BT AT; assim,
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podemos expressar os estados duais (4.15) e (4.17) como

=0 1 am—? [aT]n—z‘

[u(B)]" 2 (B)]" Vml Vnl

n 1 an—i [aT]n—i

= W)@ Vel Vol

(4.18)

E conveniente que tenhamos explicitamente a forma de |, 71; 3), |n, 7; 8), (o, 72; 8| e (n,7; B

em termos de (4.13), (@.16) e (d.17). Segue que

m>n
/n—/%
S
) 7(1272 00 1=0 o™ 1 an—t [aT]mfi
CEO=CELY (VB R Vi e )
e
1=0
m<n
_ B n i 1 anfi [awnfi
= L A v v @
m>n
/H_H
S
3 B _%2 o0 1=0 o™ 1 qm—t [aT]"*Z
@mA=0@E 20 B TR Vil Vil
e
1=0
m<n
n o 1 anfz' [aT]nfi

25 B2 B Val Val (4.20)

Com esses resultados, determinaremos o operador densidade associado ao estado |ay, (3))n

considerando as equagdes (4.16) e (@.19)—(.20).
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4.3.3 Calculo do operador densidade associado ao estado |, (8))n

Calculo de pfgs( B))n

Calculemos (4.11)) por partes.

e (4.20) temos

Iniciemos com o termo o (v, 71; B A|, 72; 3). Usando (4.19)

m>n
n
e
K3
o2 _ o o2 X 1=0 a™ 1 amt [GT]n—i
AN = Z 0(B)|e” T A
R G P O O 1) G L RV MV
Zcm,n
1=0
1=0
m<n
mlzn
n
n,m’
S
J= m’ n—j m —j
v %y & L )
| [V BT EREF Vil Varn
> Ciy
7=0
——
m/'<n
| 02 aa n—i m —j |
=Tr |pg —a’ Z]: (m,m’,n; B)na m=ig i Aa" I al ,
L ,r} m= Om/ 0 -
=Tr —6_0‘2 Z Z ]—"O‘a (m,m’,n;B)pa™ Jal"” 7jp5am_iaTn7i Al, (4.21)
L 77 m=0m'=0 J
onde definimos
>
nmzn nm N I
S || e
le'Ne ! =0 7= am—&—m/ 1
F ) N = 7 — , 4.22
1,J (m m,n 5)n . iy m!m/In) [u(ﬁ)]m—&-m _Q(H_])[U(B)P” ( )
> ¢
1=0 j=0 J
m<n —
m/'<n
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e foi utilizado a propriedade ciclica do trago, ou seja,
Tr[ABC] =Tr[BCA] =Tr[CAB|,

em que A, B e C sdo operedores.

De (4.21)), concluimos que, como o operador densidade pg € dado por

L @AB) Y,
pﬁ_1+ﬁ(5)7§(1—l—ﬁ(ﬂ)) 7 (429

podemos expressar pﬁ;?(ﬁ))n Hrelativo ao termo o2 {«, 71; 3| Al v, 71; 8), como

02

o B 00 00 0 aa , i
Plan(B))n = » —e~ 1—|—n mzo ZOTZO]: (m,m",n;B)n [1+ﬁ(6

m/

. /7 . —1
xa® a7 r) (|l lal

02 00 00 00 ﬁ(@) r
=—ec ]:aa (m,m’,n;B)n l_]
T T L, L " [ a
Y| —)! >n—
(r+m'—j)! b’ — )+ m— gl (r4+m—1)! ; r>n (424)
\/7"!(7“+m’—n)! ri(r+m—n)! r>n—m.

onde a"Jat™ ) (r|a™ et " foi calculado utilizando as relacdes (3.33H3.34) e suas respec-

tivas relacdes conjugadas.

Como os coeficientes C/¥ e C;2* sdo iguais, ou seja,

v e M !
G =1 kl(p—r) (v —k)!
e M V!
=(=1) (n—r) &l (v—k)!
= (-1~ e (4.25)

R =) (= )]

'Neste ponto é importante esclarecermos a notacdo. Tendo em vista a equacio , e que o traco de uma soma
de matizes é igual a soma dos tragos de cada matriz, ou seja, Tr[A+ B] = T[A] + T[B], onde A e B sdo matrizes,
podemos concluir que a matriz densidade associada ao estado |ay, (5))r é desmembrada em quatro parcelas, cada
uma associada aos termos Al =, (1, 7; 8| Alv,7; B)pn = Tr[pf;:(ﬁ»nA}, onde pﬁ;é:,(/a»n’ na nossa notagio, é

a matriz densidade associada ao termo A%°Y, a menos de suas constantes constantes multiplicativas, conforme a

equacdo (#.12).
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podemos escrever (4.22)) como

m>n m'>n
= >
2| &
Faa o . =0 ’ Cm,ncm’,n am—i—m/ 1 496
i mmtmfla =y ey G e e 42
1=0 j=0
-
N
m<n m/<n
71/’

Se usarmos os valores de (I4.16|) e (I4.26[) em (I4.24[), encontraremos a forma final para pﬁf‘( )

dada por
> m'>n
~ || =
n
2 00 00 00 =0 J=0 m4m’
a.o 0% 2 1 i
p ? = —e S (_]') -\
lan(B)n — g 1+7(3) gmzzom;o o rlil ;]
m<n 7;21

. nl(r4+m'—j)l(r+m—i)! 1
(m_i)!(m/_j)!(n_i)!(n_j)!\/(r+m’—n)!(r+m—n)!
1 ﬁ(ﬁ) " / . r=n—m
[1—|—n(ﬁ)] lr4+m' —n){r+m-—n|; {7"_ o 4.27)

B 2 [ (B2
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Cilculo de pTZ:( B))m
4.19) e (4.20

Repetiremos o processo para o termo %‘S (n,n; Bl Ala,n; f). Com a ajuda de

temos
1

0o _n,a_oi < n,n
o
Wi e e
m=0 | m Vm! [w(B)]"H )] Vel Vml
Sep
j=0

=Tr|ps <e :
L n m=0
(4.28)

,m; )na""aijpﬁani“Tn?A ,

=Tr

onde foi definido
m>n

> o
L (4.29)

n,n a

00 J
z;o o nlv/nlm! [u(B)]n+m=20D v (B)] 2
>

j=0

m<n

|

ou usando a propriedade (4.25|), temos:

By

m
1
a (4.30)

Al @D (B

<.
I
[en)

crnemn

E??}a(mm; Jn = Z i g

i
)z

<
I
[a]

i



67

segue entio que:

0'5 _ﬁ s s oam—j s oan—i
Plantayn = 5 € F 32 Fi5(nmi fpna™al " pgatal" 431)

Se usarmos (4.23)), temos

n,o ) aT na ﬁ(ﬁ) " n—i tm—i i n—i
p\an( B))n = ;6 1+n TE:Omz:O.F (n,m; B)n [1+ﬁ(5)] avIql |r)(r|a al
o 1 EE ) ) _eeny)
= 2 *F ; ) ) n —
n ‘ 1+n(B) 7;)7712;0 i (10) [14’”(5) rl(r+m—n)!
(r+mn—1)! rbm—nyr . r>n-m. 432)

rl(r+n—n)!

Substituindo os valores (.16) e (4.30) em (.32), temos entdo

2 =0 " nlvnla™

n,o o) _o? i+j
p ’ = —€ 2 (_1)
fon(@n g 1+n ZOmZOZ rlilj!/rl(r +m—n)!

j\:/-O/
" (r+m—j )l (r+n—1)! 1 [ n(p) ]T
(=)= ){m =) [ P2 o G | T+(5)

(4.33)
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s a,n
Calculo de p an(B))n
Seguiremos o cdlculo com o termo %é(a,ﬁ;ﬁ\A]nﬁ;ﬂ). Recorrendo a (4.19) e (4.20),
temos
m>n
n
e
7
5 - 5 W2 1=0 m 1 m—i [ fIn—1i
T2 qem = 20(B)le - il

SAT = PR Vel W E B Vel Vil
S

1=0

m<n

5 o0 . oan—j . oan—i
=Tr [(Ue—za > F M mon; B)na T al "ppa™ ! )A] : (4.34)

onde foi definido

1=0 m 1

o,n . — - o =
FttmmBn = G R AT

(4.35)

ou usando (#.23))

n o 1
Fon YD )n = crren i+3j .
FRURIED'S NI R D

(4.36)
=0
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De (#.34) encontramos que
6 0 . n—j . in—1
Py = e 3 S F mms Bnaal" pgam il (4.37)
n m=0
ou, com ajuda de (4.23))
a,n o0 —142 1 = ,n ﬁ(ﬂ) (T+n_]>‘
o — 2 — F: 2 (myn; 8) -
o = ¢ T 2 2, T \TEAB ] i rn—n)
—i)
(rtm=-19 r+n—n)(r+m—-n| ; r>n—m (4.38)

m>n
'
I
o6 _1.2 1 XX = _nlvnla™ 1
a,n _ 7 3 -1 147
Plan(B))n ne ’ 1+ﬁ(ﬁ)§)m§_:ojz_:0 - (=1) rlily! rl(r+m—n)!
>
=0
—~
m<n
(r+m—i)l(r+n—7) 1 [ n(B) T
(n—)![(n— )" (m =)l [u(B)]" " [w(B)*" [1+n(5)
X|r)(r+m—n| ; r>n—m (4.39)
Calculo de pﬁ;:( B)m
62

Finalmente, calcularemos o termo W(n,ﬁ;ﬁ|A|n,ﬁ;5). Com ajuda de (4.19) e (4.20), te-

mos

A D S ! o™ o]
n T ST @B Vel Vil

1 an—J [aT]"_j

L LG v v

A

i 52 . an—1i s oan—j 1
=17 |p <n}—f}n(n;6)na”2aT Aa"al ]>

[ 52 s oan—j s oan—i 1
=Tr (]-"inj’-n(n;5)na”_Ja]L Jpgan_la]L > Al, (4.40)
N7 |
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onde definimos

n n 1 1
Fn cre"t — 2(n—i—j n? .
= 2 e L B s e

de forma que:

7,1 52 7,1 n—q tn—J n—jg +n—i
Plon(@)n = 5 T (00 Jal" pga" el (4.42)
ou, usando @.23):
7,7 — 0 1 — N i n(s3) 1" n—j "7 n—i 1"
Plan(B)yn ;mgﬂ,j (n; B)n Ta(3)] a"Ja C|r)(rla""a
52 nn ﬁ(ﬁ) 1" (T+n_j>! (T—I—n_i)!
Fij (n;8)n - r)r
n 1+n Z [ 1+7n(B) ] \/r!(r+n—n)!\/r!(r+n—n)!| Al
6 - a(8) 1" (r+n—)ir+n—1i)
" . 4.43
U 1+n TZ _1+n(5)_ Tk r)(rl. (443)

Usando (4.16)) e (4.41)), finalmente teremos:

o 52 & )i (r+n-— )!(r—i—n— !
) ! a(s) 1"

O operador densidade associado ao estado |ay,(/3))r, € a soma das parcelas (4.24), (4.33),
(4.39) e (4.44)) calculadas acima, isto é,

Plan(B)n = Plan(8)n T Plan(®)n T Plan®)n T Plan(8)n 4.45)
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ou seja,
> m'Zn
~ |l
n
2 00 00 00 =0 J=0 m—+m’
g 70{2 1 Z+]Oé
p n n = e = _1 .
lon (B)) n 1+n(B) %nlz_:omzo m o (=1) rlilg!
1=0 j=0
nl(r4+m'—)l(r+m—1i)! 1

(m—2)!(m’ = j)!(n—i)l(n—j)! \/(r+m’—n)!(r+m—n)!

~~

p)
(8

)T|r+m'—n><r+m—nl

+ | 3
1

1
T2 [ (B2 [1

ey Ly B (—1)"* iyl
n 1+n(8) =20 rlilgly/rl(r+m—mn)!
(r+m—Hr+n—i)! 1 l n(B) T
[(n— )12 (n — j)!(m = 5)! [w(B)]Ptm=2Dw(B)]2m | 1+ 1(B)

X|r4+m—mn)(r|

(4.46)
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Z% Vnl
(7756_%0[2 1 00 00 M i= H—'n! nla™m 1
i 1+n(6)7;)7,;0jz_:0 m ] (rtm—n)
>
i:/o/
« (7"+m—l) (r—i-n ]) 1,, [ T_L(ﬁ) ‘|r
(n—)![(n— ) (m— ) [w(B)]" 2 [w(3)* | 1+n(B)
X|r)(r+m—n]
52 1 - 1)i+ (r+n—i)l(r+n—j)
771+n TZOZZ%JZ% ’ il
n! i 1 A 1"
X[ﬂ(n Din— ﬂ] (B (B [Hﬁ(m] Iritrl. 447

onde o resultado acima vale para r > n—m e r > n —m/ para a primeira parcela, 7 > n —m

para a segunda e terceira parcelas, e para todo r para a tltma parcela.

Na préxima secdo, iremos calcular o operador densidade para a forma de dupicagdo dos

graus de liberdade que considera o produto tensorial por |ay,).
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4.4 Calculo da matriz densidade associada ao estado |, (3) )«

Nesta se¢do, consideremos o estado resultante do produto tensorial |av,) ® |&).

4.4.1 Duplicacao do espaco de Hilbert através de |a,) ® |&)

Para calcularmos a matriz densidade associada ao estado |, (3)), devemos seguir os mes-
mos passos usados para o caculo da matriz densidade associada ao estado |ay,(f3)), apresen-
tados na secdo anterior. Neste caso, no entanto, a duplicacido do espaco de Hilbert € feita da

seguinte maneira:
« = |ap) R |a) = ola)y+0\n)|Q|a
n/o n \/,r—]

[o|a, &) +d|n, &)]

(4.48)

onde a notagdo |a,), indica que a duplicagdo dos graus de liberdade de (4.1) foi feita através

do produto tensorial de |«;,) com o dual |&).

Assim como na secdo anterior, utilizaremos a transformacdo de Bogoliubov para inserir a

temperatura em (4.48)).

4.4.2 Insercao de temperatura em |a,)q

Aplicaremos U(f3) a (4.48)), de modo que

U(B)|an)a = an(B))a

1 a2 00 o0 am—}—m N 2 00 v ~
=—=|0¢€ Z Z U(ﬁ)’mvm/>+5€ 2 Z U(ﬁ)|n71/> 5
\/ﬁ i m=0m/=0 m!m/!| v=0 vl

1 N _a
V1 m=0mi—o Vmim'! =Vl
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onde os estados |m,m’; 3) e |n,7; B) podem ser escritos como

a3 @t (8)™

m, i’ B) = N 10(5)), (4.50)
e
. [t (8))" [af (8))
n, ;) N 10(8)), 4.51)
de tal forma que podemos escrever |a;,(3))q como
1 , 00 00 gmAm [aT(ﬁ)]m [dT(ﬁ)]m/

|O‘n<5)>a:ﬁ Je_a m_omz/io /—m'm/‘ m \/m |0(5)>

W2 X Y CLT n C~LT v
+5e—2yzzom[ \(/%] [\%_?] 0(8))] -

(4.52)

Da mesma maneira que foi feito para |, (f)),, escreveremos os operadores de criagdo
térmicos em funcdo dos nao térmicos em (4.50) e (4.51).

4.4.3 A base de |a,(3))a como aplicacoes sucessivas dos operadores de
criacao nao-térmicos

Vamos expressar os estados |m,&; 3) e |n,d; 3), levando em conta os operadores a'(3) e
a'(3) em termos dos ndo-termalizados a' e a'. Usando (4.13) e (4.14), temos

_ladf@)]m @t (s

’maml§6>* \/W \/m ‘O(B»
Cldf@r o™
= —0(%))

B ! ™ at (B)]™ Tu(B))'|0(8))




=0

[w(B))" o™~ [af(B)]"

(3™ V't /ml 0(8))

@ a1l

[U(5>]ml \/m m [u(ﬁ)]m—z‘o(ﬁ»
1 a™ i [af]m—

———
m<m/

onde foi usada a relagdo (4.16).

w(B)]" (3] Vm!l vml 10(8)),

75

(4.53)



Para o estado |n,v; 3), temos

_ ') [a'(3))”

NG 0(5))

v

>
S B et )
NEORCECAR
S
=0
Se |
) T 7)) Sl
1. (BGF v vaer
S
1=0
yer
B i G
. ()" ()] Vil Val '
e
1=0

76

(4.54)
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Da mesma forma, seus respectivos estados duais sdo escritos como

(m,m’; 5| = (0()]

n>v
—_——N—

14
>
1=0

n

n,v
2.Ci
1=0
——

n<v

1 an_i [a'i']u—i

(B ZB) vVl Vil (4.55)

1 am ! [aT]m’fz’

WA B i vt &0

Definindo |o, &; 3), |n,&; 5), (o, &; B, e (n,&; G| em termos de (4.53)—(4.56), temos

0 X X

‘O‘ad;5> =e Z Z

m=0m’'=0

i
am+m

m!m/!

lm,m"; 5)

am+m/ 1

a™ T a|" 7 0(8)),

it ()" w(5)”

(4.57)
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- B _%2 0 oY _
|n704>5>:6 Vz:%m‘nv’/vﬁ>
n>v
o
>
St I —— ) @.58)
v=0| =n vVl [u(B)]" " [v(B)]" '
2.6
=0
n<v
m+m/
(a,a; 0] = (m,m"; fle”® mZOmZ \/—
mzm/
—
>
= (0(B)]e" fj i i am ! a™ al]™ " (4.59)
momo | wm | @) @) o
Sop
1=0
e finalmente, e
_ _ _ _%a2 0 4V
<n7aa/8|:<n77/a/8|6 VZ:O\/J
n>v
14
>
—<0(6)|e*§°‘2§: - o’ ! a" o] (4.60)
v=0| =n vVl [u(B)]" 7 [v(B)]" '
>.C
1=0
n<v
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4.4.4 A média do operador A usando o estado |, (5))

A média do operador A no estado |a,(3))q € expressa como:

a{an(B)[Alan(B))a =
= |02 (er, &3 Bl A, 6 B) + 0 6{a, @; B Aln, &; 3)

[0, &; B| 4 6(n, & Bl Alo|a, &; B) + 6|, &; 5)]

—33 |~

+00(n,d; 5| Ala, &; B) + 6 (n,a; 5. Aln,@; 8)] . (4.61)

ou se definirmos A, como A, = o (ay(8)|Alan(B))a. podemos simplificar a notagio es-

crevendo como

1 _ _ _ _
A= (02 A%+ 06 A" + o0 A + 52 A" (4.62)
Onde ./Zlg”u = a<V7d75|A|/~L7&aB>OA

Desenvolvendo o cdlculo necessario para determinar as parcelas de p|,(g)),,, obtemos:

Calculo de Pﬁﬁ( 5))a

Recorrendo as equacdes e (4.59), temos

/
m>m

——~

m/ ’
m.,m

2.Ci

1=0

Tt mom=o | w o, [ ) w(s)”
>
1=0

m<m’

!
Qmtm 1

. am—i [aT]m'—iA

(4.63)
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j=0 k+k 1

xe~ o 3 , ,ak/*j al]F=i
i T TG

k=0k'=0 K

! .
m —1

pg(e 20{2% i io:i];aamm /{Zklﬁ) mi[aT]

x Ak =l )} , (4.64)

e utilizando a propriedade ciclica do trago, teremos

0.2 0. g X 00 00 00 ;. k—j
Az =Tr || e 2 Y S ST Mmoo kK B)ad® I [a]
n m=01m/—0k=0k'—0
xpga™ [al]” i)A] : (4.65)
onde foi definido
m>m’ K>k
N —_——
m’ , K /
Ser || ne
v ) ) i=0 Jj=0 ' Hk+k
Fig (mm’ kK B)a = o VAT
m I K I
e || e
i=0 =0
—— ——
m<m/ K<k
1
X (4.66)

(B ()
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ou usando (4.25)),

~

m>m’ K2R

~~ =
/ /
m K

Y, O / / ZZO J:O m m/ K K// Oém+m/+k+k,
‘Fi,j (m,m’ k, k' B)a = C; Cj il el

m K

i=0 §=0

~~ ~—~

m<m/ k<K'

1
X — . (4.67)

[w(B)" T (@)

Da equagdo (4.65) podemos determinar a parcela da matriz densidade correspondente ao
a,o .
termo p .z, > OU Seja,

(0. 9] [0.9] (0.9] o0 7.

U o pga™ [af]” .(4.68)

Plan(B)a = 20N S S S F ! koK B)aa® I [al]

m=0m/=0k=0k'=0

E usando (#¢.23), segue que

o2 00 00 00 00 00 ﬁ(ﬁ) r
Plan(@a = 7€ FE (mym! kk’,ﬁa[]
fn(Be 1+” %TnZOmZOkX:OkZO ) 1+7(6)

xa”Ial] ) rla™ )"

o

_j oo 00 oo 00 00 aa . ﬁ(ﬁ) T
= ZZZZZF (m,m’ kK3 B | T
n 7" 0m=0m'=0k=0k'=

(r+m—i)l(r+k—j)!

Ir+k—k)r+m—n|. (4.69)
r!\/ (r+m—mH(r+k—Fk)!

Segue que a expressao acima assume valores nao nulos apenas para

r>m'—m
r>k—r.
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Considerando entdo o valor de 1i e , obteremos a forma final de pf‘oﬁ( B)ar dada por

3

Y

3.
X
v
R\

)
.

/ /
am+m +k+k

- 0% e 1 0O 00 00 00 00 i o
Flantne = 5 Ton(s) 2 2, 22 2 2 =00

I
o
.
I
[en)

.MS
M=

=0 7=0
~ ~~
m<m/ K<k
(r+m—)(r+k—7j)! 1 1

: o+ m =)k — k) ()] (8] (m= ) (m! =)l (k= j)! (K = j)!

a8 1 / neo 2
ll‘i‘)] r+k—EYr+m—m'| ; { ) (4.70)



Calculo de p|a (B))a

De @.58) e (@.59)), temos

m>m/
—N—
m’ ,
m',m
S |
P A ="y Y AR
! om0 | m il (@) (3"
S
1=0 '
m<m/
n>v
14
vn
S
J= v
1 . .
Xe_%aQ o - &y—J[aT]n—j‘O(ﬁ»

3 92 X X X . o
o | Dot 2 2 > iy (mo' v s o™ al]" A
n

" m=0m/=0v=0

<%%ZZZWWMM%WWH

Xpﬁam_i[aT]ml_i) A] :

onde definimos

<
Il
o

am+m/+y

. am—i [(IT]

83

m/—iA

(4.71)

‘Fﬁ]"n(mam/a V,?”L;ﬁ)a =

m , n o
Ser || e
=0 3=0

m<m/ n<v

mlm/ WVl [u(B)]"" 20 [p(8)]
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ou usando (4.25)),

mZm’ n>v
~~ ~~
m’ v
a,m / zg() =0 moan! An.v am-l-m/—&-u 1
Fii (m,m,u,n;ﬂ) = c:r e —
v ’ m o T mim el ()] ()
i=0 J=0
~~ ~~
m<m/ n<v
Obtemos entdo de (4.71]) que
a,n ad —3a? — e Q,m /
p‘anw»a - ?6 ’ Z Z Z'Fi,j (mam 7%”?5)0[
m=0m/=0v=0
xa" ] pga™al]"™ . 4.72)

E com a ajuda de (4.23), temos
el - o 1 —3a? R SRR Q,m / .
Aantone = T3a8)° 2 2o 2o 2 Fiy (mm', v f)a

| p s el @73

mzm’ n>v
gin -0
o6 1 5 00 2 X 2| =0 7=0 gt /ol
a,n _92¢ o L —1)¢tI _
oo = TG B . [ (O W
> )
i=0 Jj=0
— —~
m<m/ n<v
(r+m—0)l(r+n—7)! 1
\/(r+m—m’)!(r+n—u)!(m_i>!(m/_i)!(n_j>!<y_j)!
1 () 1"
X[u(6>]m+n72(i+j) [U(/B)]u+7n’ [l+n(ﬁ)‘| ’r+n_y><r+m_m/7 (474)

7 -
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com

Calculo de pTZ‘:: (8))a

De e (4.60), temos

ol AT, 15 e—%az -
oAt = S 0@ 2 A T BT

. /
3=0 amtm 1

xe ™ >y mlm!l [u(B)]™ ¥ [w(B)]™

m=0m/=0

-a™ (ol |0(5))

=Tr

o5 ( SN S E mm v B a“[aW”Aam’”a”mj)]
n

m=0m/=0v=0

=Tr

2Y)
m=0m/=0v=0

(ffe > Zﬂ”“(m,m’,u,n;ﬁ)aam’j[a*r”pﬁa“[a*]”)A] , (4.75)

onde foi definido

n>v =
v m’
/
>y e Y
- . =0 7=0 am+m’+y 1
F.o . = — 4.76
1,] (m7m 7%”76)01 . . / mlm/1) [u(6>]n+mf2(l+J) [U(5>]V+7n’ S ( )
n,v m,m
.ZCZ' 2.C;
=0 j=0
n<v -y
m<m
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ou, usando (4.25))

~

v m
. . 1=0 3=0 , am+m’+1/ 1
e . — n,V »m,m
Fig (mym'vn; f)a = GG ()] 2 ()

M=
.MS

.
Il
S
<
I
o

3
A
<

De (4.75)), obtemos

Z Z Z}"na m,m',V,n;6)aam/_j[aT]m_jpga"_i[aT]%i 4.77)

Oé
m=0m/=0v=0

Plan(B)ya =

e usando (4.23),

lr+m—mY(r+n—uv|. (4.78)

com

{ r>m'—m
(4.79)
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Substituindo as relagdes (4.16) e (4.76) em (4.78)), temos, finalmente, que

!’

3
v
3

=

3\}‘

S
=}
.

I
o

- ) 0o 00 00 00 = i am—l—m'—i—um
i =—e —1)/ —
|Ozn(,3)>a T] B rz‘arnz:o Z Vz‘b ( ) T"Z']‘

m/=0

M=
NE

-
Il
S
.
Il
=)

AL
X

3
A
3

X — L ; [11(@ >] lr+m—mY{r+n—uv, (4.80)
com

(4.81)
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Calculo de pﬁ;:( 8))e

De (@.58) e (@.60)), temos

v
yer
52 g2 12 2| = a” 1 [l
— AP = —(0(B)]e" 2 n—2i sl A
; n< (8)] 20 i vVl [u(B)]" " [v(B)] )
>er
=0
n<v
n>kK
K
W
s | 70 K 1

52 —a? o 1 (g K=j[,T1n—J n—if, i1’
=7 |[5e " 8 S A G faa al [ Tpga ) 4] 482
v=0k=
onde foi definido
n>v n2K
v ~ K
chl/,n Z Cj:‘i,n
- i=0 Jj=0 aVtk 1
Fi (K,V,n;ﬂ) = n—i—j Kk4v? (483)
" R " vilnl u(B))" T ()]
s || e
1=0 j=0
n<v n<k
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ou usando (4.25)),

n>v n>eK
= =
v K
nn( ) =0 7= n,V N,k O‘V+k 1
F 5,015 ) = e - e @34
” a > = B V)] R )
i=0 j=0
~ ~~
n<v n<k
De (74), concluimos que
0 0 . . . v—i
pﬁ;n( " —e*“ > Z]:nn K u,n;ﬂ)aa“ﬁ[aT]"*Jpga"*’[aT]
v=0x=0
52 00 00 o0 — r
— ¢ ZZZ}"””/{V,n;B)a n(_ﬂ)
U 1—{—71 r Ov=0k= 1+n(ﬁ)
xa* Il ) (rla”al]
52 00 00 OO ) — r
=— n(B) SN Z]:nn k,v,n; ) qa 7 [ n(?) ]
77 1+n(6 r=0v=0xk=0 1—}-71(5)
_ >
(rtn—ilr+n—j) r+n—r)(r+n—v| ; reren (4.85)
r!\/r+n—u).(r+n—/£). r>kK—n.
Usando as relagoes (4.16) e (4.83) em (4.85)), temos
n>v n>kK
= =
v K
o 52 i i i =0 Jj=0 ( )i+j 1/+/<; n!
Plan(B)a — 7€ ~1
ln(6)) n 1+n r 0v=0~x=0 n n T!Z!j!
i=0 j=0
~ ~—~
n<v n<k
(r+n—1)! (7‘+n J)! 1 1

x[ ni_f) ] lr+n—k)(r+n—v| ; {rZu—n (4.86)
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Finalmente temos que o operador densidade associado ao estado |a,(3)), €é a soma das

parcelas encontradas nas equagdes (4.70), (4.74), (@.8T) e (4.86)), ou seja,

oo a,n n,0 n,n
Plan(®)a = Plan(B)a T Plan(B)a T Plan(8)a T Plan(8)a’ (4.87)
isto €,
m>m’ K>k
—~

/
m

)

m+m'+k+k'

@
[an)
<.
I
[en]

N v PIPIPIPIDD ) (—1)+—

=0m=0m'=0#~=0~x'=0 . rlilj!
~ -~
m<m/ K<k
(r+m—)l(r+k—7j)! 1 1

- Vo +m—m)(r+k— k) u(B)]" [w(3)]™ ™ (m =)l (m/ —i)!(k — )k —j)!

T
] r+k—k)Yr+m-m’

"MS\}S/
37

3
I
3
Q
i[M]8
1 M8
8
Ik
I
T
3
+
3
+
%

r=0m=0m/=0v=

.MS
M=

i=0 j=0
~— ~—
m<m/ n<v
(r+m—u)!(r+n—j)! 1

\/(r—l—m—m).(r—i—n—u)!(m_i)!(m i)l(n =)y —j)!

X

1 [ n(B)
1+

T " r4+n—vi{r+m—m (4.88)
W u(B)]  ren-ne
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n>v mZm/
o~ N

v m’

— . !/

1=0 7=0 QMM Y /)

od 0O 0O 00 00 = o
T T 2 X T

Y r 0m=0m/=0v=0 n m
=0 P—
7=0
~ ~
m<m
(r+n—0!(r+m-—j)! 1

\/(r—i-n ) (r+m—m!)! (n =) (v =i)(m—j)l(m' —j)!

X 7+7,_2(;l+') + / [ ﬁ(LB> ]T|T+m_m/><r+n—y|
[w(B)]" " f(p)) L+ n(B)
n>v n>k
=~ ~=
v K
52 00 00 0O 1=0 J=0 ol TEp)
+—e (—1)Z+]f
I EEE] L (] i
=0 j=0
~ ~—~
n<v n<k
(r+n—)!(r+n—7)! 1 1

- \/(7’+n—y) (r+n—r)l (n=9)I¥ =) (n—j)l(x-7) [w(B)]" > (8]

(g 1
Xll—l—ﬁ(ﬂ)] lr+n—Fk)y(r+n—uv| (4.89)
com
r>m'—m
r>k —k
r>v—n
r>K—n

Tendo os operadores densidade p|q,, (5)),, € Plan(8))q- O Passo seguinte € a determinagdo das

fungdes de Wigner correspondentes, o que desenvolveremos no capitulo seguinte.
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5  Funcao de Wigner para estados de
SUperposicao

No capitulo anterior, desenvolvemos o célculo para os operadores densidades do estado
|ay,) termalizado. Tal estado vem sendo estudado sob duas formas de termalizacdo. A primeira

forma é obtida considerando o produto tensorial por |72), |, (5))n, € a segunda considerando o

produto tensorial por |&), |, (5))a- No presente capitulo, iremos realizar o célculo das fungdes

de Wigner para ambos operadores densidade.

5.1 Funcio de Wigner para o estado |a,(5))n

Para um operador densidade p|,,,(3)),. @ fungdo de Wigner, assim como foi definida no

Capitulo 2] € dada pela integral

1 o0 i
Walpp) = 5= | (4+Q/2pan@yali—Q/2e 240, 5.)

onde, se compararmos (5.1) com (2.1)), temos L = 1. Lembrando que a matriz densidade em

(5.1 é dada por (4.45)), vamos calcular W, (p,q) em quatro parcelas aditivas, ou seja,
Wa(p,q) = Wi *(p,q) + Wi *(p,q) + Wi"" (p,q) + W™ (p,q), (5.2)

onde definimos

1 0 v i
Wit o) =5 | {a+Q/21plq, )10 —C/2)e e dQ. (5.3)

Desenvolvendo cada uma das parcelas, temos:

i) Calculo de W% (p, q)

Vamos, primeiramente, escrever da seguinte maneira:
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>
n
o 0.267042 0o 00 00 1=0 J=0 )
Plon(B))n = 1+n Z > pw “(m,m’ r; B)nlr +m' —n){r+m —n|
m 0m/=0r=0 i m’
=0 =0
men ~~
m'<n
r>n—m
;  para 5.4)
r Z _m/7
onde definimos
amtm r4+m' —)Hr+m—1i)! 1
pw(mm 7 B)p = (—1)"17 T n M ) '
(R3AY] (m—i)l(m/ —j)!(n— )~(”—J)-\/(r—|—m —n)!(r+m—n)!
1 n(B) 1" r>n—m
X ; -~ ; ara 5.5
(B o ) [Hn(@] L
Dessa forma podemos escrever W, ““(p, q) como
m>n m'>n
~~ -
o260 1 i i i i=0 J=0
W% (p,q) = - pi(mym!r; B)n020°%(p,q),  (5.6)
" n 1 +n(ﬁ) r=0m=0m/=0 m m’ I "
1=0 =0
men ~~
m'<n
onde também foi definido
r —
(q+Q/2|T—|—m/—n><7‘+m—n|q—Q/2)e hdeQ -
>n—m,

QO{ ,
(p.a) =5+
que € a integral de interesse. Antes, porém, de integrarmos (5.7]), € necessario desenvolvermos

(5.7)
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o integrando segundo a relacao (2.2)), o que nos da
(a=y | r+m'=n)(r+m—nlg+y) ={g—ylr+m' —n){g+ylr+m—n)"

1 1 _(‘I*b%)2 H_
= 2 /
(7'('62)1/4 [2r+m’—n(r+m1_n)|]1/26 r+m’'—n

1 1 _(q+y2)2 (q+y>

X e
(wb2) !/ [2rtm=n(p 4 — )12

1 1 ~H[@+?)
= 1/4 7 1/2 e b2
(mb2) /" [22r+mAm =20 (p 4/ —n)l(r +m —n)]

q—Y q+y
XHT—!—m’—n (b) Hr—|—m—n (b) .

o 1 (—1)T+m/—n efb%[(q2+y2)]
(b)Y [22rbmem =2n (! — ) 4-m — )]
_ + r>n—m
XHr—!—m’—n (ybq> Hrerfn (ybq) ;  para { ’ (5-8)
r>n—m,

onde usamos a propriedade dos polindmios de Hermite:
Hy (=) = (—1)"Hp(2). (5.9)
Fazendo a troca de variavel
Y= —22 (5.10)

e substituindo (5.8) em (2.7), temos:



1 (-t
n (p7Q) T orh (7Tb2)1/4 [227"+m+m/*2”(7"—|—m’—n)!(?“—l—m—n)!]l/2

-0 17,2 2 ;DY — +
X/ e b2 [q Ty ]+QZ "Hyymon <yq> Hyim—n <ybq> d(_2y)

+00 b

11 (=1)rtm'=n g

= — e b2
wh (xb2) '/ [22rrmtm' =20 (p 4! — ) (r +m —n)l]/?

+oo w2 oipy y—q y+q
X/ ¢ bQHhH’“*m"”( b >H’"+m‘”< b )dy

Podemos rearrumar o argumento da exponencial como

. 2
LY gy L (bt
b2 h b2 h h?

E se acrescentarmos novas mudancas de varidveis

L iph?
=3 \Y ™ g

1pb
T=—
ﬁ 7
podemos escrever (5.10) como:
1 (_1)r+m/—n _ ﬁ_Tg
2% (p,q) = 7 ¢ [b2 ]

(7r)3/2ﬁ [22rtmAm/=2n (1) — )| (r +m —n)!]

oo 2 q q
X € Hr+m’—n o+ 7—_5 Hyymn |+ T+g dp

—00

r>n—m'

r>n—m
;  para

95

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)
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Se recorremos a integral (2.14)), teremos para o resultado da (5.16):

’_ 2
20 (pq) = 1 (= e [37772}
L wh [22r+m+m!=2n (! — ) (1 +m—n)1]"?
/ / 2
2ol ) L [2(F-7%)] param

2rHm’=n(p 4 — )l (7% — %)ml_mLﬁ;ﬁn [2 <g - 7_2” param <mn

2z . . 2 P 7z
E conveniente escrevermos a quantidade 2—2 — 72 como 0 médulo quadrado de um nimero com-

plexo v, assim como foi feito em (2.20), ou seja,
Yy=T4i =47 (5.17)
de forma que

We=L 2 1 ;2 (5.18)

(5.16)
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Tendo o resultado de (5.16), podemos escrever (5.6) explicitamente, ou seja, com a ajuda

de (5.5), temos a parcela fungdo de Wigner parar >n—mer > n—m:

N m'>n
= -
n
.Z =0 /
1 0'267062 00 00 X =0 ! " / omEm
Wa,a )= = -1 1+)+r+m —n -
w(p,q) A mzom/z(”;) ) (=1) rlilj!
1=0 j=0
mon ) | S
m'<n
Pt m = )+ m — i) 1
(m—a)l(m' —j)!(n—i)l(n— ) (r+m/ —n)!(r+ m—n)!
y 1 a8 1" 1 el
(PTG [Tn(B)] g
e B I
y (5.19)
2N (o — ) (=)™ LI [21y?] param < n
ii) Calculo de W™*(p, q)
n,0

Para calcular a funcao de Wigner referente a parcela do operador densidade (4.45)), Plon(8))n’

escreveremos (4.33) de maneira semelhante a (5.4); entdo

m>n

B

®

<.
I
[en)

n,q _056 2¢ _ ' '
Plan(B)n = 1+n ;};0;) P (n,my s B)nlr +m— ) (rl; - (5.20)

o

<
Il
[e]

i

para T >n-—m,
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onde definimos
i+jn!mam 1 (r+m—j)l(r+n—i)!
gt e m—n) (=) (=D (m = j)!

y L ) 1"
(B [u(B)” [Hn(ﬁ)] ’ 2D

o (n,m, 7 B = (—1)

para r>n-—m.

Desta forma, podemos escrever, para ;1 =n e v = «, a integral (5.3)) como

m>n
A~
n
W (p,q) sie i1 SDIDD "~ P (n,m, s B)n 20 (pg),  (5.22)
’ s = — ;s , TN, T ’ ,q), .
" n 1+n(ﬁ) r=0m=04=0 m " o
=0
~
m<n
onde definimos também
1 oo _ i Q
Qﬁ’a(p,q)Eﬁ/_oo<q+62/2!r+m—n><rlq—Q/2>e AP dQ); (5.23)

para r>n-—m.

Fazendo a mudanga de varidvel (5.10) e usando a propriedade (5.9), podemos escrever o

termo que multiplica a exponencial em (5.24) da seguinte maneira:

1 (=yrm ~ L@ +?)]
—ylr+m—n)(rlg+y) = e v
<q y’ >< |q y> (sz)l/Q [22r+mfn7a!<r+m_n)!]1/2

para r>n—m.
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Substituindo (5.25) na integral (5.24)), ficamos com

1 1 (_1)T+m*n _ﬁ
20 (p,q) = — ©r
n (p Q) =h (7Tb2)1/2 [22r+m—nr!(r +m— n)!]1/2

+oo 4% —
></ oy (ybq) H, <y—i—q) dy: (5.25)
—00

para r>n—m.

Podemos escrever o argumento da exponencial como em (5.12)), e fazendo as trocas de
varidveis (5.13)e (5.14) em (5.25)), segue que
r+m—n 2 2
1 (—1) 67[3777 ]

(71_)3/271 [22T_|_m—n7n! (7’ +m — n)|]1/2

27%p,q) =

x /m e Hyimn [u—l— (r - Z)} H, [u+ (7’+ Z)} du;  (5.26)

—0o0

para r>n-—m.
Resolvendo a integral acima com o auxilio de (2.14)) obtemos para r > n —m:
1 -1 r+m-—n gt 2
(-1) e

20, q) = —
. Th gt [7’!(1”—i—m—n)!]1/2

2T(r+m—n)!(7+%)”_mL”_m [2(‘12—72”, paran >m

r+m-—n b

X (5.27)

2r+m—nr!(7.* _ %)m—nL;:n—n [2 (g; — 7-2)] , paran <m.

Substituindo o resultado acima em (5.22)) e considerando (5.17) e (5.21)), teremos entdo a
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parcela da fungdo de Wigner referente a W)(p, q), para r > n — m, dada por

m>n
~~
n
_1.2 i=0
Wn,oz(p q) _ i05€ 2¢ 1 i i Zn: ’ (_1)i+j+r+m—nn!\/m@m
" mh o 1+08) S0 m [r1]213l 5!
=0
~~
m<n
y (r+m—j)lr+n—1)! 1 1
(=g [(n =) (m = )L (r = m=n)! [u(B)]" P u(8)]"
o L) I R S
1+a()] o2
2 (r+m—n) ()" "Ly, [210%] paran >m
X (5.28)
UMy (—ymen [ mn [2 \7\2] paran <m.

iii) Célculo de W (p, q)

No caso da parcela pfg:( 5)),, do operador densidade ID podemos escrever || como

m>n
=
an Soe o? 1 00 00 N =0 on 52
’ = — S (n,m, Ty rI(r+m—nl; .
p|an(ﬁ)>n 772 1+n(5> gmzz()];) - Pi j ( 5)n| >< ’ ( )
=0
~~
m<n
para r>n-—m,
onde
nl/nla™ 1 r+m—il(r+n—j)!
A (. B = (—1) ( Al )

rlilj! r!(r+m—n)!(”_i)![(n—j)!]Q(m—i)!

1 n
BT (B [Hn(ﬂ -39

para r>n-—m.
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Entdo para ;1 = o e v = n, a parcela correspondente da fungdo de Wigner, ou seja, a integral

G.3). ¢

m>n
—~
7l062 [ee] o0 m/ 'lgo
TR LA o o P (nam, s B)n 25 (p, ), (5.31)
S n?  14+n(B) r=0m=0;=0 AR o
i=0
—
m<n
onde definimos
1 o _ 1 Q
7" (pa) =5 [ Aa+Q/2lr){r+m—nlg—Q/2)e” A dQ; (5.32)

para r>n—m.

Escrevendo o integrando (5.33) em termos dos polindmios de Hermite, e utilizando a pro-
priedade (5.9) e a mudanga de varidvel (5.10), temos

i -1y Al
(wb2)"/? [22r+m=n(p 4 — )l

< H, (q“’) Hymon (‘“y) : (5.33)

(g—ylr)(r+m—nlg+y) =

b b
para r>n—m.

Substituindo (5.34) em (5.33)), segue que

11 (1) .
asn - b
n <p7Q) wh (7Tb2>1/2 [22T+m_nr!(r+m—n)!]l/2 e
oo 2o
<[ e (D) Hypen (T2) dy (5.34)
—o0

para r>n—m.
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Dai, recorrendo a (5.12)—(5.14)), temos

1 (=1)" - [%—TQ]
Qs,n , — (& b
(p Q) (W)S/Qﬁ [22r+m—n7~!(r +m— n)!]l/Q
+00
X/ e_qur [HJ—F (7'— Z)} Hyim—n {M“‘ <7'+ Z)] dp. (5.35)

para 7 >n—m.

Com a ajuda de (2.14)), temos o resultado da integral em (5.36)), o que nos da, parar > n —m,

2
20" (pq) = 1 (=1 e_{%?_ﬂ
n ) ﬂ_h 2r+m2—n [7"(7’ _'_m n)']1/2
el gy (7). P =
y (5.36)

2 (rbm— (et = L, (25 -2 | param <.

Substituindo a rela¢ao em (5.31)) e considerando (5.17)), finalmente teremos a parcela

da func@o de Wigner referente a W, """ (p, q), para r > n — m, dada por

m>n
T
1ode 2 1 Xx o] e nVnla™ (r+m—i)l(r+n—j)!
W (p,g) = — L _pyar v
n"(psa) h 1+n(5)7;)mz::0§) m =) [P1)2d50 (n— i) [(n— )1 (m —i)!
~—
m<n
S l”W)] L pe
T AT T 7
2T M| ()Mo m ”{2|ﬂy! } param >n
X (5.37)

2" (r+m—n)! (=)L, [217] param < n.

iv) Célculo de W™ (p,q)
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Considerando 10|na: (8)n dada por (4.44)), podemos reescrevé-la da seguinte forma:

2
n,n 5

Plan(B))n ZZZP (.73 B)nlr) (r], (5.38)
lan (B)) n 1+n ) =5 i i,
onde definimos
o 2 (rEn—9)!(r+n—7)! 1 n(B) 1"
ot (s B = (—1)1 — — _ . (5.39)
OO = O i =P g A |10
Entdo W)™ (p,q) serd
52 n
W pa) = T ZZZp”" 0,75 B)n 2" (0. q). (5.40)
U +n r 04=035=0
onde foi definido
G0 =5 [ Q72 (rla—Q/2)e 24, (5.41)
que € justamente a fungdo de Wigner desenvolvida, no capitulo 2] tendo o valor de
(=1)" 2 2
n,n _ Y
Q) = e " Ln [27[7]. (5.42)

Substituindo esse resultado em (5.40) e considerando (5.17)), temos o termo W™ (p, q) da fun-
¢do de Wigner para p|,,,(3)),.:

nn 162 1 o~ (pyin [ (rn=dl(r+n—j)
Wi o) = e TR ) %ZOZO P (=0 n— )P

1 ﬁ(ﬂ) T6_| |2 9
@ (B [1 +n(6)1 L 217F] (5.43)

A fungdo de Wigner para pj,,,(3)), € assim a superposi¢do de todas as parcelas calculadas
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nessa secdo, como descrito em (5.2)), ou seja,

m>n m>n
- o
> |
1 0'26—o¢2 1 oo 00 o0 =0 J o , am+m
Wale-a) =2 n (—1)Z+J+r+m —n_=
n mho o 1+n(f) Eomzog . iy SHT
1=0 =0
men ) | S
m'<n
n!(r+m'— )l (r+m—1q)! 1
s T o ey T o
X 1 . ﬁ(ﬁ) " ]- : 7|7|2
[u(ﬁ)]m+m’f2(7«+]) [U(B)]Qn 1 + ﬁ(ﬁ) 2,’.+ m+m _n
MR (! — )l ()™ mLﬁn?Z} [2’7’2} param > n
X

20 = )l (=)™ mL;nermn {2 |7|2} param <n
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oy

<.
I
o

_ 1,2
iaée a 1 io: i zn: (_1)i+j+r+m—nn!\/m06m

mh n  1+08) 2,205 [r1]2i!5!

I

<
I
o

i

L (rEm—g)l(r+n—i)! 1 1
(n—=)!(n =) (m =)L (r+m=n)! [u(B)]" " [o(3)]"

2(r+m—n)l ()" "L [2171] paran > m

2r+m—n,r!(_,y)m—n[1p—n {2 h/|2} paran <m.

3
3

I‘M:}N

1a2

1 gde2 1 i i Z”: =0 (_1>i—|—j+rn!mam (r+m—u)l(r+n—j)!

T 1) s P (=) [(n— )P (m— i)

-

@
I
o

~—~
m<n
X L 1, : l ﬁ(?) ]r 17 o—hl®
(r+m—n)! [u(B)]" " u(B)" [ 1+0(6)] or+z"
2N M=y ()M [ {2 ]fyﬂ : param >n

2" (r+m—n)l (=)L, [2001%], param < n.
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Lot 1 Zzzn: yititn 2 (r+n—i)l(r+n—j)!

Tﬁn 1+n )= 04i=04=0 (P25 [(n—4)!(n—j)1?

: B) 1 =ht L, o] (5.44)
@ @R l1+n</ﬁ>1 el
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5.2 Funcio de Wigner para o estado |a,,(3))

Nesta sec@o iremos calcular a fun¢do de Wigner para o operador densidade (4.87)). Para tal

operador, a funcdo de Wigner pode ser escrita como:

IS i
Walpp) = 57 |0+ Q/2pian(oyala—Q/2)e T2 dQ. (5.45)

o que possibilita separd-la em termos aditivos, como segue abaixo:

Wa(p,q) =W, q) + Wi (p.q) + WS (p,q) + W3 " (p,q), (5.46)
onde
v _ 1 = pov —#£pQ
Wa'pa) =5 | (a+Q/2pj5, |0~ @/2)e 7 dQ. (5.47)

Desenvolvendo o cdlculo de cada parcela, temos:
I) Célculo de W5 (p, q)

Escrevamos (4.70) da seguinte maneira:

=
\%
R\

I
o
<
I
[en)

M=)
)

s
2
=
¥
[
in
=
=
hE
hE
hE
NE
K

ﬁ
i
[an)
i
o
I
(@]
i
[ew]
=
I
(@]

pg"ja(r7m7m/7 HZ? K;/; 5)&

‘MS
M=

{t
(L

3
A
s
X
A
R\

X|r+ kK — &Y (r+m—m'l; (5.48)

r>m'—m
para

r> k' —k,



onde definimos

m4+m'+k+x

iti_ &

108

(r+m—3i)l(r+rx—j)!

pﬁ}a(r,m,m/,li,li,;ﬁ)a = (_1) T'Z']'

1
X

(m—a)!(m' — )l (k—i)(k —7)!

1

SOt m— Nt =) B2

Dessa forma, podemos escrever W% (p, ¢) como:

>y

0xr=0x'=0

=
®
=
S
I
in
|
=
i[M]3
M8
M8

/

r=0m=0m

M= IME)

=
\4
z\

z\}l

<.
I
[en)

-

(5.49)

pz}’a<r7mam/7 K) “/§B)o¢

1=0 7=0

~ ~~

m<m/ K<k

X0 (p,a); (5.50)
onde 25%(p,q) é definido como:
1 00 i
2= 5= [ a+Q2Ar+k—r)rrm—mlg-Q/2e Q5D
—00

r>k —k.

r>m'—m
para

Desenvolvendo as autofungdes do oscilador harmonico no integrando da equagdo (5.51)

e usando as trocas de varidveis necessdrias, assim como foi feito na se¢do anterior, podemos



reescrever a integral acima como

1 (1)t o]

/
(7)3 *h [22T+”*“'+m*m'(7"+m— m ) (r+r— /ﬁ’)!]

too 2 q q
X/ e M Hyy oy {/H' (T— b)] Hy o |+ <T+b)] dp;

—00

r>m'—m
para

026%(p,q) =

r>k —k.

Usando a integral (2.14), obtemos:

22 (p,q) = S ; / e e =
h gr+i5=+ 5 [(r—i—m—m')!(?”‘i‘/i'_ "1/)!]
2r+m—m'(7o+ o — R/)!(T + %)m—m’_(n—ﬂ’)
XL (5= {2 <q2 - 72)] m—m'>k—r
r+K—k b? ’
X
2T+N*N/(T+m—m/)!(7* %)I{*/{/,(m*m/)
xLK_KI_(m_mI) {2 <q2_72>] m—m' <rk—r
r+m-—m/ b? ’

r>m'—m
para

r>k —k.
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(5.52)

(5.53)

Desta forma, tendo em vista a mudanga de varidvel (5.17), podemos encontrar a parcela

W% (p,q) correspondente parar >m'—mer > k— k'
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I !
(— 1)i+j+r+fc—f~c' s
s . - rlily!
i=0 =0
~~~ ~—~
m<m/ K<k

x L ! l w(5) ] o
(B T DB g 1 | T+ a(5)
2T+m7m/ (r + K — /{/)!(v)m*m/f(/gfﬁ/)
<L 2 ! > 5
" (5.54)
27‘-‘!‘%—5/ (T +m— m/>!(—”y>’f_ff/_(m—m/)
w [ —(m=m)

2
r+m—m' [Qh/‘ } ) m_m/ < ’i_’%/
Devemos notar que, por envolver apenas o estado coerente durante o desenvolvimento do
seu cdlculo, a parcela da fungdo de Wigner W *(p,q) independe do nimero de fétons do
estado de Fock. Isto refletird nos graficos para esta parcela, sendo iguais para qualquer nimero

de f6tons no estado |n), apesar de ser notdvel a diferenca para valores diferentes de temperatura.
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IT) Célculo de W2 (p, q)

Podemos escrever (4.74) da seguinte maneira:

m>m’ n>v
= =
’ v
m
0 0o 00 X i=0 7=0

an oo 1 _3,2 ] o
Aantone = 3 T3a08)° - 2 2 2 2 P (rym,m! v; B)a

.MS
M=

i=0 J=0
~— ~—
m<m/ n<v
X|r+n—v){r+m—m|; (5.55)

it oMM /ol (r+m—2)!(r+n—7)!

rliljl \/(T+m—m’)!(r+n—y)!
" 1 1
(m—i){(m/ — )/ (n— )N =) ()] 20 [u(8))
a8 1"
X lHﬁ(ﬂ)] ; (5.56)

m>m’ n>v
gin -
m
an od 1 _3a2 R R =0 7= an /
VI/O[7 (p,q):71+’ﬁ(6)6 2 Z Z Z Z sz (r7mam7lj;6)a
r=0m=0m’=0r=0 m n
i=0 Jj=0
~ —
m<m/ n<v

x 25" (p,q), (5.57)
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em que também foi definido,

1 0 i
2% pa) = 5 [ (a4 Qp2Artn—n)rtm—nllg-Q/2e Qi (5.59)

Seguindo os passos da sec¢do anterior no que tange o desenvolvimento das autofungdes do

oscilador harménico e mudancas de varidveis, a equacao (5.58)) pode ser reescrita como:

1 (_1)r+n71/ 6_ [q——rﬂ

1/2

Q25" (pq) =
¢ (7T>3/2ﬁ [22r+n—u+m—m’ (7“ +n— V)!(T +m— m/)]}

+00
X / e H [u + <T - Z)} Hyor {u + (r + Z)} du: (5.59)

—00

— 2
g - L (= 1)+ [
(e b,q) = h n—v | m—m/ 1/2
TR+ 72 [(r+n—v)l(r+m—m')]]

2r+m—m/ (7“ +n— V)!(T + %)m—m’—(n—u)

o) — (1 — 2
x Loy (n=v) [2 (22—72”, para m-—m'>n—v

X (5.60)

—y— —m’ 2
><L:’+;_($, ™) [2 (22—7'2”, para m-—m'<n-—v

Fazendo a mudanca de varidvel (5.17), podemos escrever W2 (p,q) para r >m/—m e



T > IV —n coOmo:

mZm' n>v

=~ =
m’ v

i=0 3=0

‘MS
M=

=0 Jj=0
~—~ ~—
m<m/ n<v
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(_1)i+j+r+n—l/

" o™/l (rm— )+ — ) 1
rlilj! (r+m—m)l(r+n—v)! (m—1:i)!(m'—i)l(n—7)(v—j)!
» L e |2
[u(ﬁ)]m+n72(z+])[U(ﬁ)]u+m 27’—5—%4—7”_{” 1+n(6)
2r+m—m/ (7‘ +n— V)!(,Y>m—m'—(n—u)
xLﬁ;”_l/;(nfy) M,ﬂﬂ , para m—m/>n—v

2r+n—1/(,r, +m— m/)!(_,y)n—l/—(m—m/)

r+m—m’

w v (mem) {2|7|2] , para m—m/<n-—v

(5.61)
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I1T) Célculo de W™%(p, q)

Reescrevendo (#.81)) como:
> !/
v m
o ad 00 00 00 00 1=0 3=0 na ,
PlanBa = 7€ " TT(B) 2 2 Z Z P (rm,m v B)a
n r 0m=0m/=0v=0 n m
1=0 j=0
)|
X|r+m—m'){r+n—uv|; (5.62)
r>m'—m
para
r>v—n,
onde,
L amtm r+n—:il(r+m-—j)!
T \/(r—l—n—u) (r+m—m')!
» 1 1
(n =)l (v = @) (m — " = ) [u(B)]" 2 [w(B)]) ™
a8) 1"
X ; 5.63
[1+n(ﬁ) 669

de forma que podemos escrever W*(p, q) como:



)
3\>§v

M
o
.
I
[en)

M=
.MS

i

[en)
<
Il
[en)

Al
A

3
A
3

X025 (p,q),

em que,

Q25%(p,q) = L (q+Q/2|r+m—m’>(r+n—y|q_Q/Q)e—%PQdQ;

o 27TFL —00

Procedendo os passos da secdo anterior, temos que:
r+m—m’ )
1 (1) . Ena

(W)S/zh {22T+m_m/+”_”(r +m—m(r+n— 1/)!]

too 2 q q
X € Hr+m—m’ pt+ T_g Hyjn—y|p+ T+g dp

— 00

Q5% (p,q) =

r>m'—m
para
r>v—n.

Solucinando a integral, temos:

115

0 00 o 0 =
DI P (rom,m! v; B)a

(5.64)

(5.65)
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—m’ 2
01 () = 1 (—1)T+m m 6,[22772}
o p,q) = A m-—m/ | n—v 1/2
TR+ 5" [(r+m—m/)(r+n—v)]

21‘—|—n—1/(7n +m— m/)!(,]_ + %)n—l/—(m—m/)

(=

— o/ 2
foJr;_(g, m) [2 (%—7‘2”, para n—v>m—m

X (5.67)

—m —(n— 2
XLyt (n=v) [2(22—7'2”, para n—v<m—m

(5.68)

Fazendo a mudancga de varidvel (5.17)), é possivel escrever W2*(p,q) para r > m’' —m e

r >V —mn como
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~

= ’
v m
1 gd 1 f%a2§ i i i =0 7=0 ( 1)z'+j+r+mfm’
7 _ e _
mh U 1+n(5) r=0m=0m/=0v=0 n m
1=0 =0
—~ I
n<v m<m/
Q™ML (r 4 — i) (r+m — j)! 1
rlilj! (r+n—v)l(r+m—m)!(n—20)!(v—1:i)l(m—j)(m' —j)!
[w(B)) 2 [y(B)) ™ gr+m gt [ 1+7(f)
2r+n71/(,’n +m— m/)!(v)n*V*(m*m’)
—v—(m—m' 2
XL:}_’_;_(:;, m){2|7| }, para n—v>m—m
X (5.69)
2r+m—m/ (7" +n— V)!(_,.y)m—m/—(n—u)
—-m/ —(n—v 2
XL, (n=v) {2|7| } , para n—v<m—m

IV') Célculo de W™ (p, q)

Finalmente, iremos iniciar o cdlculo da dltima parcela da funcao de Wigner para o operador

densidade (4.87)), ou seja, para pﬁ;:( 5)).- Podemos escrevé-lo como:
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n>v n>K
=~ =
v K
i= =0
o A - iii 0 J piy (rn,v, 6 B)alr +n— k) (r+n—wvl; (5.70]
" “ n 1+n ) r=0v=0xk=0 n n 7
i=0 j=0
~ ~—~
n<v n<k
r>v—n
para
r>K—n,
onde definimos
ConlaltE - 1
nn . _ i o (r+n—=al(r+n—j)!
Pig (v Ba = (=)™ =5 - =) (=) n— )k —j)!
J \/r—i—n V)(r+n—r)! J J
1 n(p) r
X 32017 ey = ; (5.71)
()" [w(B)]"* [Hn(ﬁ)
r>v—n
para
r>K—n
Sendo assim, a fungdo de Wigner para é
n>v n>k
~— =~
v K
i— i=0
o 52 1 2 00 00 00 =0 J o ‘ o
Wa (paq) 1+7l ZZ Z sz <T7n71/7"€7ﬁ)a“(2a (p,Q) (572)
r=0v=0x=0 n n
i=0 =0
~ ~~
n<v n<k
Onde definimos
o0 7
BP0 =5 | g+ Q/2r+n—r){r+n—vlg—Q/2)e” T dQ; (5.73)
r>v—n
para
r>K—n,

Desenvolvendo a equagio (4.30) no que se refere as autofungdes do oscilador harmonico e as
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mudancas de de varidveis necessdrias, respeitando os passos seguidos na se¢do anterior, temos:

1 (_1)T+n—/<; B ﬁ_Tg
2" p.0) = e 1]
(m)""h {22”2”—"3_”(7’ +n—r)l(r+n— 1/)!}
oo 2 q q '
X e " Heppow |pp+ |7 b Hyin—v |p+ 7+ b dy; (5.74)
—00
r>v—n
para
r>K—n
Solucionando a integral, temos como resultado:
1 _1 r+n—~k _ ﬁ_Tz
2" (p,q) = = —

() h {22r+2n—k—1/(r tn—r)(r+n— V);}

2"V (r4n— k) (1T + %)”*”

<LV o (42 >
T“FTZ—K/ b2 9 para K el 14

X (5.75)

Fazendo a mudanca de varidvel (5.17), temos a fun¢do de Wigner para o operador (5.70) para

T>VUV—mer>K—n:
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n>v nzK
~~ -
v K
1 62 1 2 0 X x| =0 J=0 " nla?tr
Wn,n ) = 77f6_a -1 H—]-H"—!—n—/if
S0 G TG B . Y ]!
i=0 =0
—~ N
n<v n<k
X(r—i—n—z’)!(r—i—n—j)! 1 1
(r+n—v)i(r+n—r)(n =) —)ln—j)(x =) [wE)]" > (E)
" 1 [ n(3) ]rehIQ
K+v oy
2’”* 5 tn 1+n(ﬁ)
2 (=) L 2R, a2
y (5.76)

P (b — ) (=) LR, [219f] para m<w

Importante lembrar que o resultado da fungéo de Wigner para p),,, (3)),, € dado por:

Wa(p,q) =W (p,q) + Wi *(p,q) + W (p,q) + W (p,q),
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1 o2e20" 1
m>m’ K>k
~~ ~=
m’ K
> .
0O 00 0O 00 00 i=0 7=0
DIDIDIDIDD

/ /
(—1)i+j+r+/-c—/-c' IR
r=0m=0m/=0xk=0x'=0

Mz
M=

rlilj!

1=0 7=0
~ ~~
m<m/ /<;</<;/

1
X

(r+m—3i)l(r+r—j)!
(m—3)l(m’ — ) (k=) =) (r+m—m)(r+r—r)!

1
B 2D (BT o

1 [ n(p) ]T€_7|2
e | 140(B)

2r+m—m' (7” +r— R/)!(,y)m—m’—(ﬁ—nl)

’ /
m—m'+Kk—kK 2
XL’/‘—Hﬁ—H’ [2 ’7‘ :| )

27‘—&—&—&’ (T +m— m/)!(_,y>n—n/—(m—m/)

<L r =) o) )

m—m' < k—rk
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m>m'’ n>v
= P
/ v
m
i=0 j=0

1 od 1 —QaQOOOO 0o 0o
e e LD DD DD DD

r=0m=0m'=0vr=0

!
<_1)i+j+r+n—y amtmr /1

rlil;]

'MS
M=

=0 j=0
~~ ~—
m<m/ n<v
(r+m—i)l(r+n—j) 1

(r+m—m)l(r+n—v)! (m—1:i)l(m'—i)l(n—7)(v—j)!

. - L [
[u(B) T (B ez [T+ a(P)
27"+m—m/ (7“ +n— V)!(,.Y)m_ml_(n_y)
XLT’:”T/V_(TZ_V) {2 |7ﬂ J para m-—m'>n—v

27’—|—n—l/(r +m— m/)!(—fy)”_’/—(m—m/)

<afy ] o et <nes



123

3
Y
s,

N
'MS\}I

am—&—m/—!—y /n!

rlilj!

N
I

=)
<
Il

o

(_1)i+j+7“+m_m/

M=
M=

-
I
o
<
I
[en)

X
{

3
A
3

X 1 , ; 1, [ ﬁ(_ﬁ) ]Te_h'z
(B [(B)] T ey [140(8)
2r+n—y(r +m— m/)!(,7>n—y—(m—m/)
XLn—u—(m_m’) {2|7|2} 7 para n—v>m—m

r+m—m’

2r+m—m'(r +n— I/)!<_,Y>m—m/—(n—u)

xLﬁ:{f;(nw) [2 MZ} : para n—v<m—m/
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n>v n>kK
= ~=
v K
1 52 1 g 0 00 1=0 j=0 o n!au—i—m
+— DI (—1)titranoR
Wﬁ?]l—kn FZ00=0 0 " n rlily!
i=0 =0
~ ~~
n<v n<k
(r+n—i)l(r+n—7j)! 1 1

=)+ n—m)l (n =01 =)l — )= (B [u(B)]"

1 n(p) T_‘F
X _K§V+” [1—|—ﬁ,(5)] e 17

b= W)L 21, b k2w

2R (e — ) (=) T LR, (2107 para k<w

r>m'—m
r>k —k
para - (5.77)
r>v—mn
T>K—"N

No préximo capitulo, iremos apresentar os graficos de ambas as funcdes de Wigner estu-
dadas no capitulo presente para diversas situacdes e fazer um estudo comparando as formas de

duplicagdo do espaco de Hilbert envolvidas em cada fun¢do de Wigner.
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6 Anadlise dos resultados

Neste capitulo, iremos utilizar um programa de computador por nds desenvolvido na lin-
guagem de programacdo Fotran 90 para fazer os cdlculos relativos a fun¢do de Wigner para
ambas as formas de duplicagdo. Faremos uma varredura nas varidveis b e p b , que correspon-
dem as partes real e imagindria de v = { + if, com a finalidade de obtermos grificos em trés
dimensdes para as temperaturas 1K, 30K e 300K. A primeira foi escolhida para que fosse pos-
sivel analisar o comportamento das fun¢des de Wigner a uma temperatura préxima do zero. A
segunda, por ser uma temperatura baixa, que pode ser obtida em laboratério [40], e a dltima por

ser proxima a temperatura ambiente. Analisamos, neste texto, a situagdo em que n = 3.

6.1 Valores dos parametros

Os graficos que sao apresentados nas proximas se¢des, foram obtidos usando os seguintes

parametros:
ca=1
co=0=1

%b = 3,5K, onde K} € a constante de Boltzmann, correspondente a faixa de microondas

do espectro eletromagnético.

¢ Os valores de % e p—ﬁb foram usados como coordenadas x e y, respectivamente, variando de

—6 a 6 em intervalos de 0, 3.

* Todos somatdrios referentes ao estado coerente t€m como limite 10, ou seja, escrevemos

o estado coerente da seguinte forma'

_1 _1 _1 1 _1 1 _1
@) = SE) L + 212+ 213y + 2y + 1) + 216y + A7)

_1 1

<2 18) + S210) + <2 [10)
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1
E importante notar que o fator 31—(2)' correspondente ao estado de Fock paran = 10, estd na

ordem de 10~%. Isto indica que as parcelas correspondente aos estados de Fock superior

an = 10 terdo uma contribui¢do pequena para o resultado final.

¢ O somatdrio referente a matriz densidade, associada ao estado de vacuo térmico, tem

como limite 20. Para o caso em que a temperatura é de 30K, por exemplo, escrevemos

pg = 0,33524|0) (0] +0,222861) (1] +0, 14814|2) (2| 4 0,098480|3) (3]

+0,065465|4) (4] +0,043519]5) (5| + 0,028929|6) (6|

+0,019231|7)(7| +0,012784|8)(8| + 0,0084982|9) (9|

++0,0056492|10) (10| 4 0,0037554]11) (11| + 0,0024964]12) (12|

+0,0016595(13) (13| +0,0011032|14) (14| 47,3334 x 107415 (15|

+4,8749 x 107%416) (16| + 3,2406 x 10~%4[17) (17|

42,1542 x 107 94[18) (18| 41,4320 x 107°419) (19|

49,5197 x 1079[20)(20]. (6.1)

Observe que parcela |20)(20| também é da ordem de 10—, indicando novamente que as

parcelas correspondentes a |n()n|, para n > 20, contribuirdo pouco para o resultado final.

* A notacdo a g b indica que a é aproximadamente maior que b e a notagdo a S S S b

indica que S se situa aproximadamente entre a € b.

A andlise dos gréficos se baseia na observagdo da figura de contorno exibida em proje-
¢do no plano do z-y das figuras que serdo analisadas, sendo =z = % ey = %b; na ordenada z
encontram-se os valores de W (p, ¢) para os casos indicados na legenda de cada figura. Os valo-
res positivos e negativos correspondem aos tons de cinza da figura projetada. Tons mais claros
representam valores maiores € tons escuros representam valores menores, conforme a legenda

de correspondéncia de "cor—valor" situada a direita de cada gréfico.
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6.2 Funcio de Wigner para o estado |a3(5))s e |as(8))a

As secdes seguintes destinam-se as andlises da fun¢do de Wigner associada ao estado
a3(3)). ou sefa.

1
|mwﬁﬁ#wmwmﬂ, (6.2)

onde

=3,

representa a forma de duplicagdo do estado |a,) = ﬁ [o|a) +d|n)]. Visando uma andlise futura
da funcdo de Wigner para o estado completo, também serdo gerados os gréificos da fungdo de
Wigner W4, (p,q) — representando oito dos dezesseis termos do estado completo —, definida

como

Watn(0:q) = Wa(p,q) + Wi(p,q), (6.3)

para o caso de n = 3.

Serdo analisadas as quatro parcelas de (5.44) e (5.77) separadamente, e indicadas as regides
de classicalidade e ndo classicalidade da parcela em questdo, bem como a superposicao das
quatro parcelas da fungdo de Wigner W¢(p,q). Também serd analisada a fungio de Wigner

Wasn(p,q) e suas parcelas correspondentes a soma das parcelas definidas por

Whl =W (p,q) + WY (p,q), (6.4)

a+n

onde p e v podem assumir os valores u,v = «,n.

Para uma melhor anélise dos graficos, tomemos o médulo de -, dado por

1
2 212772
q | p°b
|7|:lb2+ﬁ2] . (6.5)

6.3 W;i(p,q) paraT = 1K

Iniciaremos a andlise para a temperatura de 1K. Abaixo seguem as figuras[6.1H6.5] re-
presentando a func¢do de Wigner W3(p,q) e suas respectivas parcelas versus (%, %b) para a

temperatura de 1K.

Notemos na figura[6.4] que a parcela 5" ’3(p,q) ¢ a menos expressiva. Mesmo apresen-

tando valores negativos e positivos, eles alcancam somente a ordem de 10~!! podendo ser con-
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Figura 6.1: Gréfico de W3(p,q) versus (%, %b> para temperatura de 1K.

siderada desprezivel em relacdo as outras parcelas. A parcela mais expressiva € a Wg’ ’3(p, q)s
em que os ndmeros variam entre 1 ¢ —2, de forma que a funcdo de Wigner total, W3(p,q), é
aproximadamente igual a parcela Wg’ ’S(p, q). Nesta parcela, os valores negativos mais signifi-
cativos se encontram em torno dos pontos onde o momento e a posi¢do se aproximam de zero.

As demais parcelas alcancam somente a ordem de 1072,

Verificamos que existe uma simetria radial. Além disto, encontramos outra regido onde os
valores sdo negativos, expressando a nao classicalidade do estado. Esta regido € aquela em que

R~ 1. Para valores em que { e %b sejam maiores que 3, vemos que a func¢do de Wigner € nula.

Fazendo uma andlise das figuras [6.3H6.4] observamos que apesar de apresentarem valores

de ordens diferentes, W>%(p, q) e W3(p, q) tém valores positivos e negativos praticamente nas

mesmas regides, evidenciando assim uma simetria (na forma do grafico) entre os dois termos.
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Figura 6.3: Gréfico de W3 “(p,q) versus (%, %b) para temperatura de 1K.
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Figura 6.4: Gréfico de W3" ( q) versus (%, ff ) para temperatura de 1K.

Figura 6.5: Gréfico de W3 (p, q) versus (%, %b) para temperatura de 1K.
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64 W,(p,q)paraT = 1K

Analisaremos agora os graficos referentes a fungio de Wigner W, (p, ¢), assim como de suas
parcelas representadas pelos eixos verticais das figuras [6.6H6.10] versus (%, %b), representados

pelos eixos horizontais.

Inicialmente, devemos ressaltar que a parcela WS"“(p, q), expressa aqui pela figura[6.7] é
totalmente independente do ndimero de fétons, ji que somente o estado |, &;3) e seu dual

participam da constru¢cdo da matriz densidade que da origem a este termo.

Esta parcela, junto com W2%(p,q) e W5"(p,q) (figuras[6.8H6.9), alcangam valores posi-
tivos da ordem de 106 até valores negativos da ordem de 10~7. Contudo, estas trés parcelas
contribuem pouco para a fungdo de Wigner total (figura[6.6)), que alcanca valores positivos e
negativos da ordem de 10~%. A parcela W™"(p,q) (figura[6.10) é a que mais contribui para

Wa(p,q), sendo a de maior relevancia.

0.0002
0.0002 0.0001¢
0.00015 0.0001
,  0.0001 5e-05
5e-05 0
0 -5e-05
-56-05 -0.0001

-0.0001

Figura 6.6: Gréfico de W, (p,q) versus (%, %b) para temperatura de 1K.

Para todas as parcelas, os valores expressivos da fun¢do de Wigner aparecem sempre para
posicdes g positivas. Observando as figuras de contorno em cada gréfico, nota-se uma simetria
radial, em que os valores negativos mais expressivos (ndo-classicalidade do estado), encontram-

se na regiao onde { estd aproximadamente no intervalo (2,3) e p—ff’ aproximadamente no intervalo
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1.2e-06 8e-07
e
Z  6e-07 4e-07
4e-07 2e-07

2e-07 0

-2e-07

-2e-07

Figura 6.7: Grifico de W% (p,q) versus (%, %) para temperatura de 1K.

(—2,2). Os valores positivos mais expressivos se encontram em uma regido em que os valores
de { estdo aproximadamente no intervalo (3,4) e os valores de p—é’ aproximadamente no intervalo

(—2,2).

Verifica-se também que os valores das parcelas W% (p,q) e W™ (p,q) sdo semelhantes.

Isto pode ser explicado com a andlise das suas expressoes matematicas que sao simétricas.
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5e-06
56-06 4e-06
46-06 3e-06
36-06 2e-06
2e-06 1e-06
1e-06 0

0 -1e-06

-1e-06

Figura 6.8: Gréfico de W32 (p,q) versus (%, %b) para temperatura de 1K.
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5006 4e-06
46-06 8e-06
36-06 2e-06
2e-06 1e-06
1e-06 0

0 -1e-06

-1e-06

Figura 6.9: Gréfico de W23 (p, q) versus (%, %b) para temperatura de 1K.
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0.00015 0.0001
0.0001 5e-05
5e-05 0
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Figura 6.10: Grafico de W23(p,q) versus (%, p—é’) para temperatura de 1K.
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6.5 W, 3(p,q) paraT = 1K

Vamos agora, como um primeiro passo para o entendimento do estado geral, analisar a

superposicdo de todas as parcelas envolvidas em W3(p, q) e W, (p, q), denotada por W13(p,q).

0.5
-0.5

-1.5
-2

Figura 6.11: Grafico de Wy43(p,q) versus (% %) para temperatura de 1K.

Notamos que as parcelas W;5(p, ), ngg (p,q) e W2 w3 % (p. q) sdo contribuicdes da fungao
de Wigner Ws(p,¢). Constataremos isto se fizermos uma comparagao entre figuras [6.2] e [6.12

[6.3]e[6.13[6.5]e[6.15] Ao passo que, se compararmos as figuras [6.9]e[6.14] veremos que somente
a parcela W35 (p, q) é contribui¢do da fungdo de Wigner Wy (p, q).

Além disto, temos que a parcela maior de influéncia para a superposi¢do Wo43(p,q) é o
termo Wg’ ’3(p, q). Isto fica evidente ao compararmos as figuras[6.5]e[6.15] Ao analisarmos as
expressdes de W™ (p, q) (equagdo ), e as expressoes das demais parcelalas envolvidas em
Wa+3(p,q), observamos que contém apenas um somatdrio cujo limite € infinito. As de-
mais parcelas, t€m em suas expressdes uma quantidade maior de somas infinitas. Tal fato pode

ser determinante para que W, (p, q) seja a parcela dominante na superposi¢do W4 3(p,q).

Para chegarmos a outras conclusdes, analisaremos também como estas mesmas parcelas

se comportam em outras temperaturas, a citar 30K e 300K, o que serd realizada nas secdes

seguintes.
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Figura 6.13: Grafico de W wr3(p,q) versus (%, %b) para temperatura de 1K.
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Figura 6.14: Grafico de W% (p q) versus (%7 %) para temperatura de 1K.
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Figura 6.15: Grafico de w +3 (p,q) versus (%, %b) para temperatura de 1K.
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6.6 W;3(p,q) paraT = 30K

Iremos analisar agora os graficos referentes a fungio de Wigner W3(p,q) para temperatura

de 30K.

Apesar das parcelas W5"“(p, q), Wa*(p,q), W (p,q) (figuras 6.17H6.19) ganharem mais
expressividade quando comparadas as mesmas parcelas para 1K (figuras[6.2H6.4), ainda sdo

irrelevantes quando comparadas a parcela W;’ 3 (p,q) (figural6.20), que domina a fungdo de
Wigner W3(p, q) (figura[6.16)).

1000
1000 500
500 0
ZA 0
500 -500
-1000 -1000
-1500
-1500

Figura 6.16: Grafico de W3(p,q) versus (%, ‘%’) para temperatura de 30K.

Para temperaturas de 1K e 30K, as fun¢des de Wigner W3(p,q) exibem a mesma forma,
como € possivel observar comparando as figuras[6.1]e[6.16] No entanto, para 30K, W3(p,q)

alcanca valores mais expressivos.

Observamos que para regides do grafico da figura[6.16], onde a posi¢do ¢ e o0 momento
p se apoximam do zero, a funcio é negativa, alcancando a ordem de 10. Para regides onde
|7| &~ 1, a fun¢do também se encontra em regides negativas. Estas duas regides sdo responsaveis
pelo cardter quintico do estado |a3(3))3. Regides onde || > 3, a fun¢do retoma um valor
nulo. As demais, representadas pelas dreas mais claras da figura, sdo positivas, expressando a

classicalidade do estado.
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Figura 6.17: Grafico de W5"*(p,q) versus (%, %b) para temperatura de 30K.
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Figura 6.18: Gréfico de W3 “(p,q) versus (%, %b) para temperatura de 30K.
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Figura 6.19: Grafico de W3" ( q) versus (%, %b) para temperatura de 30K.
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Figura 6.20: Gréfico de W3 ( q) versus (%, p—;) para temperatura de 30K.
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6.7 W,(p,q) paran =3 eT = 30K

Analisaremos agora a fung¢do de Wigner Wy, (p,q) paran =3 e T = 30K.

Ao compararmos as parcelas W% (p,q), W%(p,q), W&3(p,q) (figuras[6.7H6.9) com as
mesmas parcelas para a temperatura de 30K (figuras [6.22H6.24) notamos, que da mesma forma
que na secao anterior, as parcelas referentes a temperatura de 30K obtiveram valores mais ex-
pressivos, alcangando valores até a ordem 10~3. Porém estes valores se tornam despreziveis se

comparados 2 parcela W32:3(p, q) (ordem de 10~1), o que a torna praticamente igual a Wy, (p, ).

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

-0.1
-0.2

Figura 6.21: Gréfico de W, (p,q) versus (%, %b) para temperatura de 30K.

Fazendo uma comparag@o entre as fun¢des de Wigner W, (p, q) para 1K e 30K (figuras
e[6.21), notamos que a parcela referente a 30K contunua mantendo os valores mais expressivos
para posi¢do ¢ positivas. Notamos também que a forma do gréafico, dado pela revela com
mais clareza a simetria radial e possui dois picos negativos. Estes picos representam a nao-
classicalidade do sistema, e se situam nas regides onde |y| ~ % e 1 5 |vy| < 2. Para valores de
|| £ 4, temos W, (p,q) praticamente nulos. A classicalidade do estado |, (3))q se encontra
nas regides mais claras da projecao do grafico. Observamos, além disto, que as regides de
classicalidade e de ndo-classicalidade sdo as mesmas em W, (p,q) para as temperaturas de 1K
e 30K.
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Figura 6.22: Gréfico de W$“(p,q) versus (%, %b) para temperatura de 30K.
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Figura 6.23: Grafico de W3 (p,q) versus (%, %b) para temperatura de 30K.
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Figura 6.24: Grifico de W3(p, q) versus (%, %b) para temperatura de 30K.
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Figura 6.25: Grafico de W23(p,q) versus (%, %b) para temperatura de 30K.
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6.8 W,.3(p,q) paraT = 30K

Vamos estudar agora a superposicdo W,3(p,q) para a temperatura de 30K.

Notamos que, mesmo com uma rdpida andlise, existe uma correspondéncia direta entre as

parcelas de W,13(p,q) (figuras[6.27H6.30) e as parcelas de W3(p,q) (figuras[6.17H6.20). Ou
seja, nenhuma das parcelas de W, (p,q) é relevante para a superposicdo W,+3(p,q). Resulta

que a superposi¢do completa, assim como no caso da temperatura 7' = 1K, € igual praticamente

a0 termo Wg”S(p, q)-

1000
1000 500
500 0
ZA 0
500 -500
-1000 -1000
-1500
-1500

Figura 6.26: Gréfico de W,+3(p,q) versus (%, %b) para temperatura de 30K.
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Figura 6.27: Gréfico de W3 %(p, q) versus (%, %b) para temperatura de 30K.
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Figura 6.28: Gréfico de W, +3(p q) versus (%, p—ﬁf’) para temperatura de 30K.
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Figura 6.29: Grafico de W, +3(p q) versus (%, %b) para temperatura de 30K.
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Figura 6.30: Gréfico de W +3(p q) versus (%, p—rf) para temperatura de 30K.
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6.9 W;s(p,q) paraT = 300K

Nesta secdo, iremos estudar o comportamento da fungdo de Wigner Ws5(p, q) para a tempe-

ratura de T' = 300K.

Novamente, se repete aqui o que ocorreu nas secdes anteriores destinadas ao estudo das
parcela W3(p,q): mesmo com considerdvel expressividade das parcelas W% (p,q), W% (p,q)
e W23 (p, q)(figuras[6.3216.34), alcangando essas parcelas valores na ordem de 102 até 104, ndo
foram elas suficientes para concorrer com a parcela W?? ’3(p, q) (figura[6.35), que alcanga valo-
res da ordem de 10°. Esta parcela domina a fungdo de Wigner W3 (p,q) (figuras 6.31)e[6.35).
Também observamos que as regides de classicalidade e ndo-classicalidade do estado |a3(/3))3

sao as mesmas observadas nas secdes anteriores.
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56406 4e+06
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Figura 6.31: Gréfico de W3(p,q) versus (%, %’) para temperatura de 300K.
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Figura 6.32: Grafico de W5"*(p,q) versus (%, %b) para temperatura de 300K.
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Figura 6.33: Gréfico de W3 “(p,q) versus (%, p—,,f) para temperatura de 300K.
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Figura 6.35: Gréfico de W3 ( q) versus (%, %b) para temperatura de 300K.
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6.10 W, (p,q) paraT = 300K

Vamos analisar agora os gréficos da fun¢do de Wigner W, (p, q) para temperatura de 300K.

Ao contrdrio do que ocorreu nas se¢oes destinadas a andlise da fun¢ao de Wigner W, (p, q)
para outras temperaturas, esta recebe contribuicdes de todos os seus quatros termos. Obser-
vando a parcela W5 (p, q) (figura[6.36)), notamos que é uma mistura das parcelas W% (p, q),
W3%(p,q), W&3(p,q) e W3(p,q) (figuras[6.37H6.40). As parcelas W>%(p,q) e W3 (p,q)
sdo idénticas e se somam ganhando expressividade para —1 T { S1le -2 3 %b < 2. A parcela
WE*(p,q) domina a parte em que o valor da posic¢ao é negativa. Este fato é interessante, visto
que para as andlises de outras temperaturas, os valores de posi¢ao negativos correspondiam a
fungdo de Wigner nula. Finalmente, o termo W23 (p,q) aparece contribuindo com valores de

posicao positivos.
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Figura 6.36: Griéfico de W, (p, q) versus (%, %) para temperatura de 300K.

A fungdo de Wigner W, (p,q), como um todo, apresenta simetria radial para todo o seu
dominio, ocorrendo seus maximos e minimos em diversos valores de |y|. O seu valor negativo
mais expressivo (ndo-classicalidade do sistema), € encontrado na regido de momento negativo e
—25 2 <23 5 |y| 3. Jd os valores positivos mais expressivos (classicalidade do sistema),

se localizam também em valores de posi¢do negativas onde |[y| ~4e —2 5 %b S 2
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Figura 6.37: Gréfico de W5$“(p, q) versus (%, %b
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Figura 6.38: Grafico de Wg’a(p, q) versus (%, p—ff’) para temperatura de 300K.
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Figura 6.39: Grifico de W3(p,q) versus (%, %b

4000
3500
3000
2500
2000
1500
1000

500

-500
-1000

1500
1000
500

-500
-1000
-1500

) para temperatura de 300K.

4000
3500
3000
2500
2000
1500
1000
500

-500
-1000

Figura 6.40: Grafico de W33(p, q) versus (%, %b) para temperatura de 300K.
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6.11 W,.5(p,q) paraT = 300K

Vamos analisar os gréficos da superposicdo Wy13(p,q) para a temperatura de 300K.

Observamos que as parcelas W, +3(p q) e +3, (figuras [6.43]e[6.45)), sdo dominio das
parcelas correspondentes da fun¢éo de Wigner W3(p,q), enquanto W, +3(p q) (figura[6.44) é
dominada pela parcela correspondente da fun¢do de Wigner W, (p,q). A parcela Wy 5(p,q)
(figura[6.42), apresenta uma pequena diferenca quando a comparamos com W% (p, q) (figura[6.37)).
Esta direfenca ocorre devido a parcela W5 (p,¢) (figura[6.32) dominar W %(p, ¢) na regido

onde —2 < (%,%) <2
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Figura 6.41: Gréfico de W,43(p,q) versus (% %) para temperatura de 300K.

Entretanto, ainda temos que W,43(p,¢) (figura[6.41) é inteiramente dominada pela parcela
Wg ’3(p7q), que chega a alcancar valores da ordem de 10°. Este resultado indica que, para o

estado geral, a parcela relevante pode ser W (p,q).

No préximo capitulo, serdo apresentadas as conclusdes e perspectivas deste trabalho.
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Figura 6.42: Gréfico de W3 %(p, q) versus (%, %b) para temperatura de 300K.
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Figura 6.43: Grafico de W, +3(p, ) versus (%, %b) para temperatura de 300K.
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Figura 6.44: Gréfico de W, +3(p, q) versus (%, %b) para temperatura de 300K.
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Figura 6.45: Grafico de W, +3(p, q) versus (%, %b) para temperatura de 300K.
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7  Conclusao e Perspectivas

Neste trabalho, utilizamos o0 método da DCT para a inclusdo da temperatura no estudo do
estado |a,) = %[a\a) +d|n)] sob duas perspectivas: i) com a duplicagio dos graus de liber-
dade feita através do produto tensorial por |7), e, ii) com a duplicacdo dos graus de liberdade
através do produto tensorial por |&@). Para cada forma de duplicagio do estado, calculamos o
operador densidade, sendo este necessario para o célculo da fun¢do de Wigner, também reali-
zado para ambos os casos. Para obter pontos necessdrios para a geracao de graficos referentes
a estas funcdes de Wigner, desenvolvemos e implementamos um programa de computador na
sintaxe Fortran 90. Os gréficos foram obtidos para 3 f6tons na faixa de microondas do espectro
eletromagnético, nas temperaturas de 1K, 30K e 300K, entretanto o desenvolvimento € sufici-

entemente geral para possibilitar a andlise de outros valores de n e outras temperaturas.

Este trabalho se insere em um projeto que visa o estudo do estado geral, onde os graus de
liberdade do estado |ay,) sdo duplicados considerando um produto tensorial por ele mesmo, ou

seja,

|an(6)> :U(ﬁ)[|an>®|6‘n>] (7.1)

Em termos do espaco de Hilbert, temos que o estado (7.1) pertence a um espaco de Hilbert

térmico (H7), dado por

|Ozn(ﬁ)> cEHr= [Hoz @Hn] ® [ﬂa@ﬁn}

= [Ha @ Hao| @ [Ha @Tn| & [Hn@Ho| © [Ha@Hn|,  (72)

onde ), € o espaco de Hilbert gerado pelo estado |\) e #, é o espaco de Hilbert (Til) gerado

pelo estado |/~\) em que A\ = n ou . Nesta forma de duplicacdo, teremos a média de um
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operador qualquer A serd dada por

(A) = (a,q; Bl Ala, & ; B) + (o, &; B Aln, &; B) +(a, &; B| Ala, 7i; B) + (v, &; B Aln, 71; 5)

Duplicacdo « Duplicacdo «

+ (n,a; 8| Ala, &; B) + (n, &; B A|n, &; B) +(n, &; B Ala,n; B) + (n, &; B Aln, 7; B)

Duplicacio « Duplicacio «

+(a,n; Bl Ala, &; B) 4 (v, 1; B Aln, &; B) + (v, 1; B Al i, 3 B) + (, 72; B A, s )

Duplicacio n Duplicacio n

+(n,n; Bl Ala, &; B) + (n,7; Bl Aln, &; B) + (n,7; Bl Ala,7i; B) + (n,7; Bl Aln, 7; B), (7.3)

Duplicacdo n Duplicacio n

de forma que cada uma das parcelas de (7.3) corresponde a uma parcela da matriz densidade

associada ao estado ([7.1)), totalizando uma soma de dezesseis parcelas.

Visando a anélise global, consideramos a soma das parcelas de W,,(p,q), que correspon-
dem as parcelas indicadas na equagao por "Duplicagdo n", com as parcelas de W, (p,q),
que correspondem as parcelas indicadas na mesma equacdo por "Duplicagdo ", e obtivemos
os seus respectivos graficos. Temos, portanto, oito destas dezesseis parcelas da funcdo de Wig-
ner para o estado geral. Nossos resultados mostram que nos casos analisados, a parcela mais
relevante é a W/»"(p, q). Esta parcela indica que, para valores de momento e posi¢do préximos

a zero, o estado possui caracteristicas quanticas, apresentando valores negativos. Outra regido

. L. L . 2 2,272 3
onde o estado possui caracteristias quanticas, ¢ 1 5 |y| < 2, onde |y| = [22 + ph’g} ; tal fato é

observado para as temperaturas e o nimero de fétons citados acima.

Temos como perspectiva imediata o calculo da fungao de Wigner para o estado geral, vi-
sando a verificagdo da tese de que a parcela W)"(p,q) é a parcela dominante da fun¢do para o
estado geral. Em um momento posterior, iremos estudar a superposi¢ao de outra representacao
do campo eletromagnético, o estado comprimido [14,30,41], com o estado de Fock, obtendo
sua respectiva funcdao de Wigner e correspondente anélise para diferentes nimeros de fétons e

temperaturas.



APENDICE A - Cdlculo do comutador do tipo
[A™, B™]

Seja A e B operadores, e a regra de comutagao
[A,B] = —.
Desejamos encontrar o valor de
[A", B™],
tendo em vista a validade da relacao
[A,BC] = B[A,C]+[A,B]C.
Calculemos, inicialmente, os comutadores comutador de [A, B2], [A4, B], [A, BY]:

|A,B%] = [A,BB] = B|A,B]+|A,B|B

=B(=)+(=7)B
= —2B~.

Usando (A.4)), podemos calcular o segundo comutador com facilidade:

|A,B%] = [A,B°B]
=B*[A,B]+ | A BB
= B*(—) +(—2B7)B
= —3B%y.
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(A.3)

(A.4)

(A.5)
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Da mesma forma, mas usando agora (A.5)), calculemos o comutador para a quarta poténcia em

B:

(A, BY] = [A.B°B] = B3 [A,B]+ [ A, B
= B%(=7) +(~3B*)B8
= —4837 (A.6)

de (A.1) e (A.4)—(A.6), podemos intuir que

m!
(m—1)!

[A,B™] = —mB™ 1y = — B A% m>1 (A.7)

Para o comutador com B elevado a (m + 1)-ésima poténcia, temos:

A, B = [A,B"B]
= B"[A,B|+[A,B" B

= B"(—)+(—mB™'y)B
(m+1)!
m!

= —(m+1)B"y = — B"A%;  m+1>0 (A.8)

O resultado acima € a prova por inducdo de (A./)), e vamos usé-lo para podermos aumentar as

poténcias de A. Antes de prosseguirmos, ¢ conveniente escrevermos (A.8) como:

AB™ = B™ A —mB™ 1y

m m!
=B5iA- (m—1)!

B 1y m > 1. (A.9)
Calculemos agora os comutadores A%, B™], A%, B™], [A3,B™], [A3,B™], e [A®,B™]:

(A%, B"| = [AA,B™] = A[A,B™]+[A B"] A
= A(=mB™ Ny + (—mB™ ) A
= —mAB™ ly —mB™ ! A. (A.10)

Mas de (A.9), temos que

ABm—l — Bm—lA_ (m . 1)8771—2,7; m Z 27 (All)
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se substituido em (A.10)), temos:

[AQ,Bm} =-m {Bm_l.A— (m— 1)Bm_27)} v —mB™ L Ay

= —2mB™ L Ay —m(m—1)B™ 242
m!

_ m—1 m! m—2,2.
__2(m—1)!B A’y+(m_2)!8 v m > 2. (A.12)
Dessa forma podemos escrever
A?B™ = B A% — 2 Bt Ay + B"2A%2 m>2. (A.13)

(m )
J4 para A3, lembrando de (A.9), temos para m > 3:

( )

(A%, B"| = [AA? B"| = A| A%, B™| + [A,B"| A®

| |
= A2 B Ay B2 | (—mBy) A
( —1)! ( 2)
=2 _AB™ 1Ay + AB™ 242 —mB™ A%y
(m —1) (m )
_ m! m—1 m—2 m! m—2
S T BT A= (m-1)B 7]A7+(m_2)! B"2A
—(m—2)B%] 2+(—m6m—1 ) A2
_ m! m—1 42 m—2 2 m! m—3,.3
3(m— )B A7+3( )B .Av 7(m_3)!8 ~¥°. (A.14)
Podemos reescrever a relacao acima, para m > 3, como:
|
AB™ =BT AR -3 B A%y 3 B2 A — BB ANR (ALLS)
(m ) ( ) (m—3)!

Seguindo 0 mesmo raciocinio para os outros comutadores, iremos encontrar:

!
ALB™ — B A4A0 4 B A3 16 B2 42,2 4 m ‘Bm—3A73
‘ (m ) ( ) (m—3)-
m: m—4 40 4.
FmomB A m2a (A.16)
e
A5Bm BmA5 0 (m )Bm 1A4’7+10( )Bm 2‘/4372_10( )Bm 3.,42 3
m! m—4 4.4 m! m—5_5
_ > 5. A.l
—|—5(m_4)!8 Ay (m _5)8 ~°; m>5 (A.17)

Se observarmos (A.9), (A.13) e (A.15)—(A.17), verificaremos que os médulos dos coeficientes

numéricos seguem a ordem dos coeficentes biomiais, sendo estes,

n!

On = Nl(n—N)!

(A.18)
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Sendo assim, de forma geral, podemos escrever o operador 4" B como:

n

. ! | . o
AB™ = ;)(—1)2'(”"; ] (mﬂz‘i)!Bm—ZA”—Z i m>n (A.19)
ou de uma forma mais compacta,
A'B™ = an CIMBMTIAMT NG m>n (A.20)
i=0
onde
Cpm = (-1 (A21)

il(n—12)! (m—1d)!"
Devemos observar que nesta nota¢do, os coeficientes C;""" e C;™" ndo sdo iguais, portanto

devemos respeitar a ordem dos indices m e n, sendo n o indicador do termo binomial e m re-

|
ferente ao termo % Para escrevermos o comutador [A", B™], devemos passar a parcela do

somatorio referente ao indice ¢ = 0 para o lado esquerdo da equagao, desta forma, o somatdrio

iniciar-se-a com o indice ¢ = 1, ou seja,

A" B™ =Y CIPMB A m >, (A.22)
=1

Para contemplarmos o caso em que m < n, devemos refazer os calculos de maneira similar,
porém ao invés de iniciarmos aumentando as poténcias de B, iremos aumentar a poténcia do

operador .4, de forma que encontramos
[A" Bl = —nA" 1y, n>1, (A.23)
ou
A"B=BA" —nA" 1y, n>1. (A.24)

Aumentando as poténcias em B, vamos encontrar com ajuda de (A.24)),

n!

(n—1)!

n

|
: 0 gn—2_2.
(n— 2)!8 A"y n>2, (A.25)

A'B? = BA"0 —2 BAY 1y +

n!
(n—1)!

n!

(n—3)!

|
A'B? = B A™ —3 BA 3 2'2)1 BA™ %% BIA"% n>3.

Desde ja podemos concluir que o médulo dos coeficientes numéricos de (A.24)—(A.26)) sao

(A.26)
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iguais aos coeficientes binomiais. Desta forma, podemos concluir que

=0

ou, em forma de comutador;

[A", BT =>"CI™"B™ A > m. (A.28)
=1

Notamos o limite do somatdrio, para o caso m < n, € igual a m, evitando assim de encontrarmos
operadores elevado a expoentes negativos e fatoriais de nimeros negativos. Notamos também
que para este caso, o coeficiente binomial também estd vinculado ao indice m. Para o caso

geral, onde n e m podem assumir quaisquer valores, temos

n>m
—_——
m

>
1=0
A"B™ = B AT (A.29)

ou em forma de comutador,

[A" B™] = BT AT (A.30)

Chegando na expressdo geral do comutador que propomos para este apéndice.
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