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Resumo

No contexto da Covariancia Galileana, propomos solugoes para equacao Duffin-Kemmer-
Petiau (DKP) nao relativistica, que descreve particulas massivas de spin 0 e spin 1. Bus-
camos apresentar a Teoria DKP nao relativistica e as diversas formas de introduzir uma
determinada interagao. Resolvemos a equacao de movimento DKP nao relativistica, para
um potencial tipo Coulombiano, com duas formas de acoplamentos. Testamos um potencial
tipo Hulthén assimétrico, acoplado minimamente para estados ligados e de espalhamento,
no setor vetorial da teoria. Por fim, apresentamos sempre a forma final do espinor DKP nao

relativistico, tanto nos casos escalares como nos vetoriais.

Palavras Chaves: Duffin-Kemmer-Petiau, Covariancia Galileana, Potencial Coulombiano.
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Abstract

In the context of Galilean Covariance, we propose solutions for the non-relativistic Duffin-
Kemmer-Petiau (DKP) equation, which describes massive particles of spin 0 and spin 1. We
present the non-relativistic theory DKP and several ways to enter a specific physical in-
teraction. We solved the DKP equation for a type Coulomb potential with two forms of
couplings. We also used the type Hulthén asymmetric potential which was minimally cou-
pled and studied the bound states and scattering in the context of the vector sector of the

theory. Finally, we present the final shape of DKP spinor in scalar and vector sectors.

Keywords: Duffin-Kemmer-Petiau, Covariance Galilean, Coulomb potencial.
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Capitulo 1

Introducao

Apés o sucesso da equagao de Dirac [1], se buscou equagoes igualmente lineares nas
derivadas que descrevessem particulas de outros spins. Utilizando os avancos adquiridos por
Petiau [2] na algebra, Duffin [3] e Kemmer [4] construiram uma equagao, linear nas derivadas,
que descreve particulas relativisticas massivas de spin 0 e 1, a chamada equacao DKP. A
teoria se mostrou uma boa alternativa para analise de interagoes de hadrons com ntcleos,
como uma op¢ao ao, entao, usado formalismo de segunda ordem de Klein-Gordon-Fock e
Proca. A versao nao relativistica da teoria DKP [5, 6] somente pode ser construida apés a
criagdo de uma estrutura tensorial associada as simetrias Galileanas por Lévy-Leblond [7, 8,
9] entre outros [10, 11, 12, 13, 14, 15], e, logo ap6s, Takahashi [16, 17, 18] desenvolver uma
teoria de campo nao relativistica, onde a equacao de Schrodinger assume uma forma similar
a de Klein-Gordon-Fock e Proca. Outras contribuicoes tem sido dadas ao formalismo Duffin-
Kemmer-Petiau Nao-relativistico (DKPNR); a exemplo do estudo da estrutura simplética
da teoria [19], em seguida usando a formulacao através dos operadores de projegao [20],
a quantizagdo do campo DKPNR [21] e o estudo do oscilador num espago de fase nao-
comutativo [22].

A equacao DKPNR na presenca de uma interacao representada por U é dada por

(80, + k + U)¥ = 0. (1.1)

onde k é uma constante, ¥ um espinor, cuja dimensao depende do setor da teoria que
estd representando. O espinor ¥ contém a funcao de onda da particula e as matrizes S*

respondem a algebra DKP

pEBTE + 5767 BY = g™ BP + g B*, (1.2)
onde g é o elemento da matriz métrica do penta-espaco Galileano.

A interacdo U na eq. (1.1) pode ser inserida através dos acoplamentos escalares, vetorias

e tensoriais como descrito por Guertin e Wilson [23], a saber:

U=Ug+ B"Au+ "B, + BT, + " F,, (1.3)
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Neste contexto, Ug, A, B,,, T, ¢ F},, sao campos externos reais, sendo o primeiro escalar,
os dois seguintes vetoriais e os dois tltimos tensoriais, que podem ser acoplados minimamente
ou nao minimamente. Escolhendo o acoplamento escalar Ug, nao estamos vinculando o
potencial a nenhuma das matrizes 5. O acoplamento vetorial minimo é inserido através da
mudanga 0, — 0, +1eA,,, usando o potencial vetorial do tipo A,,. Todos esses acoplamentos
no entanto, devem estar de acordo com a condicdo: nU'n = U, onde n = (8* + 3°)2 + 1, em
termos das matrizes 8*. Esta condigao garante que a penta-corrente j* seja conservada, (ver
secao 2.2). Para os acoplamentos tensoriais 7}, e F),,, esta condicdo pode nao ser satisfeita
provocando efeitos nao causais, e, por isso, este tipo de acoplamento é evitado.

Nossa principal preocupagao neste trabalho, estd em entender quais potenciais podem
ser inseridos diretamente na equacao DKPNR e como determinar as possiveis solucoes da
mesma. Para isso, buscamos potenciais que foram, de certa forma, testados no regime re-
lativistico, tais como: ”Cusp Potential”[24, 25], potencial linear [26], potencial de Hulthén
assimétrico para o setor vetorial [27, 28], potencial suave com a massa depedente da posi¢ao
[29], espalhamento de mésons [30, 31] , potencial coulombiano [32, 33, 34] e usando uma
mistura de acoplamentos minimo com nao minimo[35, 36]. Escolhemos em nosso trabalho
dois desses potenciais: o coulombiano no setor escalar e o Hulthén assimétrico no setor ve-
torial, entendendo que poderiam apresentar alguns resultados aplicdveis a fisica de baixas
energias. A motivacao para o estudo de potencias através de acoplamentos diferentes é uma
tentativa de se ter um outro olhar da interacao fisica via uma equacao de primeira ordem.

Testamos inicialmente o potencial coulombiano inserido via acoplamento escalar, devido
a sua importancia em aplicacoes fisicas e também por entender que seria o mais simples de
implementar. Os resultados se mostraram interessantes por nao apresentar estados ligados
nem quantizacao da energia, diferentemente da sua solucao usual ao ser inserido diretamente
na equagao de Schrodinger. Com o objetivo de trabalhar com a interacao coulombiana, acres-
centamos um acoplamento escalar e um outro vetorial minimo, conjuntamente, de forma a
obter estados ligados normalizados com suas respectivas energias, em termos de funcoes
hipergeométricas o Fi(a, b;c; z) [37, 38, 39]. Em seguida buscamos uma solugdo para o se-
tor vetorial da teoria de um potencial tipo Hulthén assimétrico, por se mostrar um bom
candidato para o espalhamento de bdsons e contém na sua estrutura potencias igualmente
importantes, tais como: ”Cusp potential”, coulombiano e Wood-Saxon. Os resultados foram
determinados também em termos de fungoes hipergeométricas.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma: a partir do capitulo 2 apresentamos
os principais fundamentos da teoria DKPNR para resolugao da equagao de movimento com
diferentes interacgoes. Neste mesmo capitulo também mostramos os procedimentos para in-
troducao de interagoes através dos acoplamentos minimo, nao-minimo e escalar na equacao
DKPNR. Em seguida, no capitulo 3, resolvemos a equacao DKP-NR para o potencial tipo
coulombiano acoplado minimamente e escalarmente, determinando os estados ligados nor-
malizados e as energias de quantizagao. Ainda como resultado, no capitulo 4 testamos um

potencial tipo Hulthén assimétrico para o setor vetorial da teoria e obtivemos os estados de
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espalhamento bem como os estados ligados. Ainda neste capitulo, chegamos a uma expressao
para a condi¢ao de transmissao total, no caso dos estados de espalhamento, e de energias ca-
racteristicas para os estados ligados. Por fim, discutimos os resultados e apontamos possiveis

trabalhos a serem desenvolvidos no capitulo de conclusao 5.
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Capitulo 2

Teoria DKPNR

Neste capitulo discutiremos alguns conceitos importantes para o desenvolvimento e com-
preensao do formalismo penta-dimensional chamado, Covariancia Galileana. Para isto utili-
zamos tanto a equacao de movimento em segunda ordem, a equacao de Schrodinger, como
em primeira ordem, a versao nao relativistica da equacao de Duffin-Kemmer-Petiau para
bésons escalares (spin 0) e vetoriais (spin 1), para se chegar a forma final do espinor W,
solucao da equacao DKPNR.

Neste sentido apresentamos na secao 2.1 o grupo de Galilei, sua extensao central dando
origem a quinta coordenada bem como a estrutura do espaco penta-dimensional com métrica
e produto escalar definidos. Na secao 2.2 descrevemos a equacao DKPNR, suas repre-
sentacoes, algebra e setores associados. As expressdes para a normalizacdao da funcao de
onda associada a cada setor da teoria sao apresentadas na secao 2.3. Os operadores que pro-
jetam a fungao de onda nos setores escalar e vetorial da teoria sao apresentados na segao 2.4.
Na secao 2.5 mostramos a construcao do espinor usando os operadores de projecao de cada
setor. Finalmente, discutimos na secao 2.6 as particularidades dos acoplamentos: minimo,

nao-minimo e escalar.

2.1 Covariancia Galileana

O grupo de simetria da fisica nao relativistica, o grupo de Galilei (G), consiste das
translacoes no espaco e no tempo, das rotagoes espaciais e das chamadas transformacoes
puras de Galilei. Os elementos do grupo descrevem as transformacoes de coordenadas de um

evento no espaco e no tempo, da seguinte forma

{ i = RE+ Ut +d 1)

t'=t+0b

Um elemento geral de G serd denotado por:

G = (b,a,v, R),
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assim
(@t = G(Z,t)(Z,t) = (b,d, v, R)(Z,1),

onde R é uma matrix constante 3 x 3 da rotacao na qual responde a R'R = Is e d, v e b
sao parametros associados as translagoes espaciais, temporais e ¢ a transformagao pura de
Galilei. Outras caracteristicas do grupo sao encontradas em [41].
Consideremos uma particula livre de massa m cuja Lagrangiana associada é expressa
por:
1 .2

A equag@o de movimento 7 = 0 ¢ invariante frente a (2.1), mas a Lagrangiana se trans-

forma por
’ m -2 df
L Lz(-*/):L g
— 5 T + It
com )
f=+m(RZ) -7+ §m172t + const. (2.3)

Assim, podemos dizer que para (2.2) ser invariante devemos estendé-la para

L — L —ms, (2.4)

com s transformando-se como

1
s —s— (RZ)-U+ 517215 + const. (2.5)

Neste contexto, as transformacoes de Galilei no espaco e no tempo sao incorporadas
a transformacao da quinta coordenada s resultando no grupo de transformacgoes para as

coordenadas (x,y,z,t,s):

¥ =RI+vt+a

t'=t+b (2.6)

s’ = s — (RZ) - U+ 0%t + const.
As transformagoes acima (sem translagoes) deixam invariante a estrutura 7% — 2ts [41].

Desta invariancia pode-se, portanto, inferir um espaco penta-dimensional G cujas coordenas

de um ponto qualquer sao expressas por (z1, Ta, X3, T4, T5) = (Z,t,s) e o produto escalar é

definido por:
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(zly) = 9"z,
3

= inyz‘—m%—xsm (2.7)
i=1
com métrica especificada por
(100 0 |
010 0 O
000 0 -1
| 000 -1 0 |

Deste modo a relagao entre as componentes covariantes e contravariantes de um vetor

no espaco G, fica

=z
xt = —x5
25

Podemos ainda introduzir a operacao de subir e baixar indices por

_ v
Ty = G,

v
l ra— gﬂ Ty,

onde g" = (g,,,) "', mais detalhes podem ser encontrados em [42]. A equagdo de Schrodinger
pode ser obtida no contexo da Covariancia Galileana através dos invariantes do grupo de
Galilei construidos a partir dos operadores derivadas: 9,0" e 0s. Pelo Lema de Schur podemos

escrever

(2.9)

0,0V = k2

onde k e m sdo constantes e ¥(z), a funcao de onda da particula. Fazendo p variar 1,...,5

acima, temos

(V? — 20,05 — K*)¥ =0,
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e usando ¥ = exp(—imx;)p(Z,t), obtemos

1 k>
——V2p(%,t) = (10, + — ) (&, 1).
2m P 1) (Z 't Qm) #(&:1)

Se consideramos uma solugao estaciondria para ¥, com ¢(Z,t) = exp(—iEt)p(Z), escre-

vemos

1

2m

V(@) = (B+ 5 ) o(@)

que é a equagao de Schrodinger de uma particula livre de massa m e energia FE + k%/2m.
Observamos que a energia E, usual da particula livre, sofre um acréscimo constante k?/2m

que nao interfere nas medidas fisicas.

2.2 A Equacao DKPNR

A equacao Duffin-Kemmer-Petiau na sua versao nao relativistica, DKPNR, foi proposta
através dos trabalhos [5], onde se estudou o oscilador harmoénico de bésons escalares massivos
e [6] que estudou o oscilador harménico de bésons vetoriais. A equagao DKPNR é expressa

por:

(840, + k) =0 (2.10)

onde k é a constante discutida anteriormente e S* cinco matrizes que obedecem a &algebra
DKPNR

BB B° + B B = g B + g B (211)
A forma da algebra bem como a dimensao das matrizes presentes numa equacao em

primeira ordem esta associada ao spin da particula que esta descreve. Assim, para o setor

escalar da teoria as matrizes apresentam dimensao 6 x 6 e sao dadas por

(B! = €1,6 1 €6,1
3% = ez + €62
3% =es+ €63 (2.12)
54 = €46 — €65

. 55 = €56 — C6,4

onde e; ; = 1, para i, j indicando a linha e coluna do elemento de matriz respectivamente que
sao diferentes de zero. Para o setor vetorial da teoria, as matrizes S* apresentam dimensao

15 x 15 e sao expressas na forma
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(51
B = e131 + €1aa + €128 — €119 — €911 + €812 + €113 + €414

2 _
[ = ez + €1a5 — €127 + €109 + €910 — €7,12 + €213 + €514

3 _
B° = ei33 + €1a6 + €117 — €10,8 — €810 + €711 + €313 + €614 (2.13)
4
B% = —e104 — €115 — €126 + €110 + €211 + €312 + €1514 + €13.15
5 _
[ 3° = —e101 —€11,2 — €123 + €410 + €511 + €612 — €15,13 — €14,15

A forma explicita para as matrizes " do setor escalar e do setor vetorial pode ser vista
no apéndice A.

Pode-se mostrar que (2.10) é preservada pelas transformagoes

i
Tt = At 2"
!

U (z) = Q(A)T(A~'z) (2.14)
Q1 (A)BQ(A) = A*, 8"

onde AM = gM” +w representa as transformagoes infinitesimais nas coordenadas (2.6), sem

translagoes com w"” = —w"*, e Q(A) as transformagdes nos campos dada, na forma
1 L
Q =1+ 5&] S,uzu (215)
com S, = By, Bu]. A equagao adjunta para o espinor ¥, pode ser obtida a partir de

(848, + k)¥]" = 0, — 8,01t + kwt = 0. (2.16)

Escolhendo uma representacao tal que

g =g

gt = —p°

g = !
ou, de uma forma mais compacta,

Bl = g,

com estas propriedades podemos obter a identidade

By = —np™,

com n = (8 + %)% + 1. Usando também 7? = 1 obtemos
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Bl = —npty, (2.17)

Definindo o espinor adjunto como ¥ = Uiy, a equacio (2.16) é reescrita da forma

0, Vnpn + kUt = 0.
Multiplicando-se esta equacao por n a direita obtém-se

(35, — k) = 0. (2.18)

Se agora multiplicarmos (2.10) & esquerda por W, (2.18) & direita por ¥ e as somarmos,

temos
ot =0, (2.19)
onde j* = UBH é a penta-corrente conservada.
Adicionando uma interagao U na equagao DKP (2.10), obtemos
(B 0, +k+U)¥ =0 (2.20)
Em [23] encontramos algumas possibilidades de acoplamentos para U que podem ser
exploradas
U=Ug+ B"A,+o"B, + B"'T,, + "' F,, (2.21)
no entanto, devemos ter atencao com os acoplamentos tensoriais que podem apresentar
comportamentos nao causais. Para a equacao adjunta obtemos
T(5,8" — k —nUty) = 0. (2.22)

Multiplicando (2.20) & esquerda por ¥ e (2.22) & direita por ¥, temos

0" + W (U —nU'n)W = 0. (2.23)

Assim, se U for hermitiano em relacao a matriz 7, teremos a conservacao da penta
corrente j#. Dessa forma, a condicio nU'n = U que o potencial U precisa obedecer é um

meio de selecionarmos os tipos de interacoes a serem inseridas na equacao DKPNR.

2.3 Condicao de Normalizagao

Vimos na se¢ao 2.2 que a penta corrente, dada por
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g =V (2.24)

é efetiva mesmo na presenca de uma interacao U. A condic¢ao de normalizagao para o espinor

¥ é dada por

/ GtV = +£1, (2.25)

onde £1, é devido a duas possibilidades de sinal de carga elétrica, ficando

/ VANV = £1. (2.26)

Nas se¢oes seguintes obteremos a expressao (2.26) em termos das componentes do espinor

W, ao escolher um setor especifico da teoria.
2.3.1 Setor Escalar

Devemos primeiramente calcular ¥, ou seja,

—wly— | ul vl vl owlowl vl (2.27)

Assim, usando a representacao 6 X 6 para as matrizes 5, obtemos

@:[qq A S A _qu}.

Logo, a expressao para a componente j* da penta-corrente ¢ dada por

=08 = Ulw, — Ul
A condigao de normalizagao para o setor escalar pode, entao, ser dada por
/[\pg% — Ul wgldV = +1. (2.28)

2.3.2 Setor Vetorial

Similarmente, usando a representacao 15 x 15 ja citada para o setor vetorial da teoria, o

espinor ¥ é dado por

vi=[wl wl o @}5], (2.29)

com 1 = (B* + 8°)% + 1, dado por (A.12), calculamos ¥ = ¥y obtendo
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v

I T R A O R (T 1T PR PR

Agora

Tt =000 v, v, v, 000 v vl - o -wl vl ]

em que obtemos

Ut =0l o, + 0l oy + 0l w — 0wy, — 0l — Oy, — 0wy, + 0w (2.30)

De posse da forma do espinor V¥, poderemos encontrar uma expressao mais compacta

para a expressao acima.

2.4 Projetores

Apresentaremos nesta se¢ao alguns aspectos da formulacao DKPNR através de operado-
res de projegao encontrados em [20, 35]. Esta formulagao nos possibilitard acessar os setores

da teoria que desejemos trabalhar sem usar diretamente uma representagao das matrizes G5*.
2.4.1 Setor Escalar

Os projetores podem ser construidos usando a representacao geral e a dlgebra das ma-

trizes B*. O projetor do setor escalar é dado por

P = (5 + 57

)

(87 (2.31)

3
=1

Desta definicao se chega as seguintes propriedades

P =P
(2.32)
f@uﬁy — L@g,u,u
com PH = PpF.
As consequéncias da acao destes operadores nas transformacoes do espinor ¥ sao
PV = PV
¢ (2.33)
PHrQU = PHYU + wh, PV

com () dado por (2.15). Destas relagoes percebe-se que QW transforma-se como um escalar
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e Z"QV, como um vetor.
Para as matrizes do setor escalar dadas pelas equagoes contidas no apéndice A, com &
dado por (2.31), obtemos

P = (2.34)

o O O O O

Ve

Pode-se, entao, concluir que o projetor & seleciona apenas a componente Wg do espinor
V. Atuando o projetor & na equagao DKP-NR (2.10), temos

(P18, + kD)W =0, (2.35)

com & atuando a esquerda em (2.10) e usando a propriedade em (2.32), obtemos

(20" + k2" )V =0,
que substituindo em (2.35), temos

(00, — k*) P2V = 0. (2.36)
Assim, como PV seleciona a sexta componente do espinor W, (2.36) é a equagao de
Schrodinger covariante para a funcao de onda ZV.
2.4.2 Setor Vetorial

O operador, que seleciona o setor vetorial da teoria DKPNR é expresso por

7 = [1E71(8° + 5 - g - 97, (237)

i=1
com u = 1,...5. A forma matricial para os projetores Z*, obtida a partir da representagao
(2.13), é encontrada em B.2.

Define-se também o operador

B = GV, (2.38)

e, com isso, as seguintes propriedades:
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R = — RV,
%uy a l/a(@u _ ua%u
=g g : (2.39)
GHSre — g/u/%a _ gua%z/’
RH SOP = gHP RV — gHOGRUP - grEHP — gV JgHe.
Aplicando-se os operadores Z* e " na equagao DKPNR (2.10), obtemos
(2"0, + k#x")V =0, (2.40)
(#" 390, + kEZ" )V = 0. (2.41)

Usando-se a identidade da segunda linha de (2.39), a equagao acima é reescrita da forma

(D" + k™) ¥ = 0,

onde D"* = 0" %" — OF#". Aplicando-se 0, a esquerda obtemos

(0, D" + k0, 7" )V = 0,
que usando (2.40), resulta

(0,D"" — K*#")¥ = 0, (2.42)

e, por fim,

(0,0 — kK)B"V — 0,0" %"V = 0. (2.43)

A equacao acima, é a equacao de Schrodinger manifestamente covariante, que descreve um
campo vetorial nao relativistico. Ao se derivar a equacao (2.42), percebe-se que 9,0" %"V =

0, assim, obtemos

(0,0 — kK*)Z"V = 0 (2.44)

O espinor ¥ no setor vetorial tem 15 componentes,
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Uy
: (2.45)

\Ile

que poderam ser selecionadas com aplicagao dos projetores (2.37) e (2.38). Neste sentido,
os operadores Z°, com i = 1,2, 3, selecionam as componentes Wg,;, Z* a componente ¥, e

Z° a componente Uy3. Assim, podemos resumir da seguinte forma

RV = ‘Ij9+i
R =Ty, (2.46)
RV = V3

E interessante salientar que os operadores Z" e Z", nao sdo propriamente projetores,
pois (#")* # %*. Ao aplicarmos Z° em VU, temos

RV = : (2.47)

Yoy
Wy
0

para i = 1,2, 3. Vemos que apesar de selecionar as componenetes Vg, ,;, as aloca nas posicoes

WUy3.14, nos dando duas equagdes equivalentes. Se, por exemplo, tomarmos (2.44), com p = 1,

temos

(0,0" — K%'V = (0,0 — k*)Wg,,; = 0. (2.48)

Para p = 4, de maneira similar chegamos em

(0,0" — EHRZ*Y = (0,0" — k*)U1y = 0. (2.49)

e, para [t = 5:

(0,0" — KHRZ°V = (0,0" — k*)¥13 = 0. (2.50)

Para selecao das outras componentes do espinor ¥, devemos usar o operador Z"” expresso

em (2.38) e que pode ser encontrado na sua forma matricial em B.2. O operador Z** atua no
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(p\v][ L [ 2 [ 3] 4]5
1 0 | Wy | —Wg| U, ] -V,
2 —Py | 0O Uy | =05 | =Wy
3 \Ijg —\117 0 —\IJG —\113
4 \114 \115 \116 0 —\1115
5 v,y Wy Vs | Uys 0

2.5

Tabela 2.1: Rela¢do das componentes do espinor W, selecionadas pelo projetor Z"* ao atuar em

.

espinor ¥, e na medida que variamos os indices pv = 1, 2, 3, 4, 5 selecionamos as componentes

do espinor W. A Tabela 2.1 relaciona as componentes do espinor ¥ selecioandas pelo operador

a2,

Em outras palavras, quando Z2¥, ficamos com

RV = (2.51)
Uy
Wy
0
Assim, Z?W¥ = Wy, se invertermos p — v, temos Z2'¥ = —Wy, o que estd de acordo

com a igualdade em (2.39).

2.5 O Espinor ¥

Considerando a representacao 6 X 6 ja mostrada para o setor escalar da teoria pode-se

mostrar que as seis componentes do espinor ¥ estao relacionadas na forma

O
Dap
D3
Osp
o5%
¥

(2.52)

assim, através da equacdo DKPNR (2.10) podemos chegar na equagao de Schrodinger livre

(2.36). O espinor ¥ para o setor vetorial da teoria é dado por (2.45). A selegdo de suas

componentes, podem ser feitas através do uso dos projetores Z* e Z"", descritos na secao

2.4.2. As componentes V5 a Wy, podem ser selecionadas através da aplicacao de Z*, com
w=1,2,3,4,5 como é mostrado em (2.46). Vamos definir (U1, ..., U14) = (C, ¢, ¢), para
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efeito de simplificacao nos calculos a seguir. As componentes de ¥, a Wy e Wy5, sao obtidas
através da acao do projetor Z", com v, u = 1,2,3,4,5, como mostrado na Tabela 2.1.
De (2.42), temos

1
X"V = E(@“%“ — AV, (2.53)
com p,v=1,2,3,4,5.

e Parapu=5ev=1,2,3 =1, temos

. 1 )
%51\11 - q’l - E(a5\ljg+i - 81\1113), (254)
Dessa forma,
\1/1 = %(85\1110 - 31\1113)
\1/2 = %((?5\1]11 - 82\1113) (255)
qjg — %(85\1112 — 33\1113)

Podemos chamar F = (W, Wy, U3) para as trés primeiras componentes do espinor U,

assim,

L1 .o
F = E(af’o — Vo). (2.56)
e Parap=4ev=1,2,3 =1, temos
) 1 )
%41\11 - \Ij3+i == E(84\119+Z- - 61\1114). (257)
Dessa forma,
\1’4 = %(84‘1/10 - al\ljlél)
\115 - %(84\1111 - 82\1114) (258)
qu - %(84\:[]12 — 63\1/14)

Podemos chamar H = (W4, U5, Ug) e, assim,

— 1 —
H = E(84C — Vo) (2.59)
e Para =2e v =3, temos
1
RV =V, = E(aQ\pm — *Wyy), (2.60)

ficando

U, = %(8203 — 9Cy). (2.61)
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Para p =3 e v =1, temos
31 Lo 1
AN = W = 20" W10 — 0 V),

ficando ]
\Ifg = E(8301 — 8103).

Para p=1e v =2, temos
12 Lo 2
AV =Wy = (0 — V),

ficando

\1’9 == %(8102 - 8201).

Dessa forma, temos

U7 = 1(02C5 — 0°Cy)
Vs = 1(8°C, — 0'Cy)
Uy = 1(0'Co — 9°CY)

Podemos chamar M = (U7, Ug, Uy), e, assim,

M:%Vxé

Para p =5 e v =4, temos

1
%54\11 = \:[115 = E(85‘1114 - 84\1113)7

ficando

1
\1115 = E(@%ﬁ — 84(,0)

Por fim, chegamos ao espinor ¥, para o setor vetorial livre da forma

2.6

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.70)
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2.6 Interacoes

Destacamos anteriormente na segao 2.2 os diversos tipos de acoplamentos que podem
ser usados para simular um sistema fisico qualquer. A expressao apresentada em [23] mos-
trada em (2.21) nos permite introduzir uma determinada interagao acoplada de trés formas
basicamente: escalar, vetorial e tensorial, sendo que esta ultima pode apresentar problemas
relacionados com a casualidade.

Trabalharemos a seguir com as interagoes diretamente na equacao DKPNR. Primeiro
discutiremos o acoplamento minimo, em seguida, uma forma especial de acoplamento nao-
minimo e por fim, o acoplamento escalar, que nao esta vinculado as matrizes S*. Lembrando
que para relacao nUTn = U, mostrada na secao 2.2, encontramos uma condicdo que deve ser
satisfeita para qualquer interacao U que venhamos inserir, de modo a manter a conservagao

da penta corrente j*.
2.6.1 Acoplamento Minimo

Comecaremos introduzindo uma interagao na equacao DKPNR através do acoplamento

minimo, isto é,

U = —€eiffFA,. (2.71)

Assim, temos

(B 0, + k —eiptA,)¥ =0,
que pode ser reescrita da forma

(8"D,, + k)T = 0, (2.72)

onde D, = 0, —eiA, representa um acoplamento minimo com o campo nao relativistico A4,,

sendo e sua constante de acoplamento.
Setor Escalar

Partindo da equagao (2.72) usando o projetor & para selecionar o setor escalar da teoria:

(P"D, + kP =0, (2.73)

onde usamos a propriedade (2.32). Podemos ainda aplicar o projetor £% a equacao (2.72),

e usar a propriedade (2.32), chegando a

PDV = —k PV, (2.74)
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Se multiplicarmos (2.73) por k, temos

Dk PV = — K> PV (2.75)
Substituindo (2.74) em (2.75), chegamos em

(D"D,, — k*) 2V = 0. (2.76)

A equacao acima é a equacao de Schrédinger covariante, com o acoplamento minimo.
A introducao de uma interacdo minima nos possibilita obter a equacao de Schrédinger na

forma acoplada usual, através da componente Ay do campo A,. Partindo da equagao (2.76)

[0,0" — eQAMA“ —ei(0,A" + A,0") — k| 2V = 0. (2.77)
Tomando agora u = i,4,5 com ¢ = 1, 2,3, obtemos
A“Aut@‘l/ - (Ag - A4A5 - A5A4)@‘Il

GMA“QZ\I/ - (81/17, - 84/15 - 85A4)32\D
APV = (A;0; — AyDs — A5Dy) PV

Podemos supor uma fun¢do #V(z,) na forma

PV (z,) = e M Flp(7), (2.78)

e A, =(0,0,0,A4,0) assim chegamos a

Vip(7) + 2mEp(r) — 2meAsp(7) + k* () =0,

entao,

oVl (A7) = (B4 ) ol (2.79)

A equacao de Schrodinger acima obtida a partir da DKPNR é exatamente a mesma

apresentada em [43, 44], a menos da constante k.
Setor Vetorial

De maneira similar, podemos tratar o setor vetorial da teoria e buscar a forma da equacao

de segunda ordem resultante. Assim, aplicando o projetor Z” a equagao (2.72)
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(%D, + kB")¥ = 0, (2.80)

onde usamos a propriedade (2.38). Agora, aplicando o projetor Z*” na equagao (2.72),

chegamos em

R (5% Dy + k)W = 0,

ou

(g"“R" — g"“R")Dy + kFZ" |V =0,
onde usamos as propriedades dos projetores Z* descritas em (2.39); lembrando que g"” é o

tensor métrico do espaco penta-dimensional no qual estamos trabalhando. Assim, movendo

a derivada covariante para o interior do paréntesis, temos

(D*%" — D"%") + k"™ = 0,

ou,

(U™ + k") = 0, (2.81)

onde D"#" — DF#” = UM . Da equagao (2.81) vemos que

kR = — UM,

que usando a propriedade Z* = —Z"", resulta:

kR = UMD, (2.82)

Substituindo este resultado em (2.80), segue

(D U™ + K*%")¥ = 0,
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ou

[D,.(D*%" — D'*%") + kK* %"V = 0,

Esta relacao pode ser ainda escrita na forma

(D"D,, — k*)%"Y — D" D, %"V — [D,,, D"|%"¥ = 0.

Calculando [D,,, D"| %"V, temos

[D,, D"|2#"V = [(0, — €iA,) (0" — eiA”) — (0" — €iA”)(0,, — eiA,)|Z"V
= il A,) — (0,4 A",

Assim, chegamos em

(DD, — k*)#"V — D" D, #"V + €i[(0" A,) — (0,A)| %"V = 0. (2.83)

Os dois termos adiconais na equacdo de Schrédinger (2.83) revelam a influéncia do po-
tencial vetorial representado por A,. Em [35], encontramos um exemplo de aplicacao destes

termos para o caso relativistico.
2.6.2 Acoplamento Nao-Minimo

Nesta segao buscaremos testar um acoplamento nao-minimo do tipo, —ei[x, 8#]A,, onde x
é uma matriz a ser escolhida, e [y, 8], o comutador entre y e 8. Este tipo de acoplamento foi
usado na teoria DKP relativistica [35, 36, 24, 26]. Para que a condigao nUTn = U que garante
que a penta-corrente j* se conserve, seja satisfeita, a matriz y deve responder positivamente
a seguinte igualdade, nx’ = xn.

A equacao DKPNR com a introducao do potencial via acoplamento nao-minimo fica

(8404 + k — eilx, B*]A,) ¥ = 0. (2.84)

A seguir, analisaremos cada setor da teoria sugerindo uma forma para a matriz Y.
Setor Escalar

Para o setor escalar da teoria, vamos fazer o procedimento similar ao realizado na secao
2.6.1. Tomaremos a matriz y discutida anteriormente como sendo exatamente igual ao pro-
jetor & do setor escalar, dado por (2.31) e que estd de acordo com a condicao 2T = P,

descrita acima. Aplicando o projetor & na equagao DKPNR (2.84) temos
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(PD, + kP — ei P[P, B"|A,)T = 0,

ou

(P10, — ei P2RIA, + ei PP PA, + kP)T =0,

resultando em

(2D, +kP)V =0, (2.85)

onde chamamos de derivada covariante: D = d,, — eiA,. De forma similar ao acoplamento

minimo aplicaremos o projetor &* na equacao (2.84), obtendo

PB4y + k — ei] P, B4 A)T = 0,

ou

(D130, + ei P Ay) + kPH|T = 0,

de forma que

[P 9" (00 + €iAy) + EPH|U =0,

resultando

(PD! + kP*)T =0, (2.86)

onde chamamos DY = 0" + eiA*. Finalmente, substituindo a equagao (2.86) em (2.85)

podemos obter

(DLD;, — k*) 2V = 0. (2.87)

A equagao acima é a equacgao de Schrodinger covariante, com o acoplamento nao minimo,
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do tipo —ei[x, f*]A,, com, neste caso, x = &. Percebemos uma grande semelhanga com o
resultado (2.76) do acoplamento minimo para o mesmo setor da teoria. Lembrando ainda que,

a condicao nUTn = U para o potencial continua vélida, e consequentemente estd garantida

a conservacao da penta-corrente j*.
Setor Vetorial

Para o caso vetorial vamos proceder de maneira anédloga. Partindo de (2.84) e aplicando

o projetor Z¥, temos

(B0, — Reilx, B"| A, + kB”)T = 0, (2.88)

para o caso vetorial, assumiremos a matriz y da forma

X = —%(5"50 —2), (2.89)

novamente y responde perfeitamente a condi¢ao de conservagao da penta-corrente j*, des-

crita no inicio da se¢ao 2.6.2. Assim (2.88), fica

(%0, + %i%”(ﬁ"ﬁg —2)BHA, — %%W(ﬁ”ﬁg —2)A, + kZ")T = 0. (2.90)

Substituindo os resultados da se¢ao C.1, em (2.90), temos

("0, + iR A, + kR =0,

(%" D} + k%")¥ = 0. (2.91)

Agora, vamos aplicar o projetor Z*" em (2.84), de forma que

HM (Y00 + k — ei]x, B Ax)V =0,

("™ B8, — B eilx, B Au + k"™ )T = 0,

substituindo (2.89), temos
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(92 3%, + %%‘“’(ﬁ“ﬁa —2)8%Aq — %i%“”ﬁa(ﬁ”ﬁg — 2 A +kZ"W =0, (2.92)

Substituindo os resultados da segdo C.2, em (2.92), chegamos em

(#"D" — R O") — ei( RN AY — RF AY) + kM |V = 0,

ou

(#"D” — %" D") + k%" |V = 0,
Onde obtemos uma equagao similar a (2.81) com U" = %" D" — %" D"

(U™ + kB"™)T = 0. (2.93)

Da equagao (2.93) acima, vemos que

LB = — UM,

substituindo em (2.91) fica

(DFUM™ + k2 %")W =0,

(D} (%" D" — %" D") + K Z"]¥ = 0,
que, por fim, obtemos

(D D" — k%Y — D} D" "V = 0. (2.94)

Usando a relagao de comutacao [Dy, D”|%"V, temos

2 v v v
(Df D" — k*) %"V — D” D} %"V — D}, D" ]|%"¥ = 0,

assim, obtemos
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(D D" — kK*)#"V — D" D} Z*"V + €i[(0V A,) + (0,A")| 2"V = 0. (2.95)
2.6.3 Acoplamento Escalar

Discutiremos ao longo desta secao o caminho percorrido do potencial inserido escalar-
mente na equacao DKPNR até a equagao de Schrodinger de maneira similar as se¢oes ante-
riores. O potencial escalar ndao tem nenhum vinculo com as matrizes S, podendo ser visto
como um acoplamento na massa no caso da teoria DKP relativistica, mas para DKPNR ¢é
como se estivéssemos dando uma dependéncia das coordenadas a constante k. Dessa forma,
a equacao DKPNR, fica

("0, +k+Ug)¥ =0. (2.96)
Setor Escalar
Para o setor escalar da teoria, temos

(240, + (k + Up) 2]V = 0, (2.97)

onde usamos o projetor & com suas propriedades (2.32). Aplicando o projetor &< a es-

querda em (2.96), ficamos com

DB, + k + U)W = 0, (2.98)

ou

POV = —(k + U) P°V. (2.99)

Aplicando 0, a esquerda desta equacao, temos

0,0° PV = —0,[(k + Ug) P*V], (2.100)
ou
0,0°PV = —[0,(k + Ug)| PV — (k+ Ug)0,2°V). (2.101)
Mas, por (2.97), temos
[0,0" — (k + UE)2]«@‘I/ - M

e O (PT) = 0. (2.102)

A equagao (2.102) demonstra a forma que o potencial acoplado escalarmente tem na
equagao de Schrodinger covariante. Percebemos a diferenca em relagdo ao acoplamento

minimo, onde reproduzimos os potenciais tipicamente encontrados na literatura, nos livros
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de Mecanica Quantica [43, 44].
Fazendo os indices variarem de 1 a 5, definindo Ug = Ug(7), ou seja, apenas dependente

das coordenadas espaciais, chegaremos em

VU(T) - Ve(r) _
R T 0, (2.103)

onde foi usada (2.78) para o formato da funcao Z¥(z,,).

(V2 4+ 2mE — [U(F) + k]?) ()

Setor Vetorial

Para o setor vetorial da teoria devemos seguir o procedimento usando os projetores ja
apresentados em segoes anteriores. Desta forma, a equacao DKPNR com um potencial escalar
(2.96), fica

R (HO, +k+ Ug)V =0, (2.104)
(Z"0, + (k+ Ug)Z” ¥ = 0. (2.105)

Agora aplicando o projetor Z"* em (2.96)
HH (B0 + k+ Ug)¥ =0, (2.106)

(%" 8°0, + (k + Up) 2" = 0, (2.107)

e usando a propriedade (2.39), temos
("R — §"*“B") D0 + (k + Ug) B U = 0, (2.108)
[(O"%#” — 0" %") + (k + Ug)Z"™|V = 0. (2.109)
Se multiplicarmos 0, a esquerda, obtemos

(0,0" %" — 0,0"R")| + 0,,[(k + Up)#"|¥ = 0, (2.110)

ou

[(0,0"%" — 0,0" %" )|V + 0,[(k + Ug)| 2"V + (k+ Ug)0,Z""¥ = 0, (2.111)
mas, por (2.105)

0, B = —(k + Up) RV (2.112)
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assim, (2.111) fica
[0,0" — (k + Up)2 | %"V — 0,0"#"V + 0,[(k + Ug)| %"V = 0, (2.113)

e com (2.109)

0,0" — (k + Up) ] #"V — 0,0" B"V + Oulk + UE)g‘k[(fVZ “) —OFNY Gy (2114)

podemos chegar na forma

Ou(k + Ug)|o*
(k) —+ UE)

Ouk + Ug)|0"2"Y
53 Un) = 0. (2.115)

{a“aﬂ (bt Up)?— b } B — 0,5 4

Se usarmos a condi¢ao 9,Z"V¥ = 0, obtemos

Ou(k + Ug)]

[aua# — (k+ Ug)? — [ g Ou(k + Ug)]

-aﬂ} 2w + | T @ =0 @1

Assim, para determinarmos o papel de cada termo da equacdo acima, devemos testar

alguns potenciais conhecidos.



Capitulo 3

Potencial Coulombiano

Nosso objetivo, neste capitulo, é resolver a equacao DKPNR para um potencial do tipo
coulombiano, ou seja, 1/|7]. Numa revisao da literatura, encontramos alguns trabalhos que
exploram esse tipo de potencial inserido na equagao DKP relativistica, como em [32] para
o setor escalar, como também em [33] para o setor vetorial, usando o acoplamento minimo.
Uma outra forma de acoplamento que pode ser explorada é o chamado acoplamento escalar,
usado recentemente em DKP relativistica [34].

Neste capitulo, resolvemos a equagao DKPNR para um potencial do tipo coulombiano
inserido escalarmente, secao 3.1. Contudo, para este tipo de acoplamento o resultado foi
apenas fungoes de Bessel sem estados ligados. Em seguida, na se¢ao 3.2, uma interacao escalar
do tipo coulombiano e um coulombiano na forma minima, sao inseridos conjuntamente. Os
resultados foram funcoes hipergeométricas, onde determinamos as auto energias de estados

ligados.

3.1 Potencial tipo Coulombiano através do acoplamento Escalar

O potencial escalar é inserido na equagao DKPNR, conforme (3.1):

(B0, +k+Ugp)¥ =0. (3.1)

onde Ug ¢ uma funcao qualquer de x,, que estd de acordo com a condicao de consevacao da
penta-corrente j*, nUTn = U, mostrada na secao 2.2. Trabalharemos em seguida através dos

projetores, mostrados na secao 2.4, para chegar na equacao de Schrodinger.
3.1.1 A Equacgao de Schrodinger

Selecionando o setor escalar da teoria na equagao (3.1), obtemos

[0u(k + Ug)]

[0,0" — (k4 Ug)*] 2V — E T 0

(P = 0. (3.2)

com PV selecionando a sexta componente do espinor ¥, dessa forma,

29
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_ - - R
82g0 0
0 0
pu=o | P | = , (3.3)
8490 0
85g0 0
- 90 - - (p -
com ¢(z,), dado por
o(z,) = e M e Fl (7). (3.4)
Usando a forma de ¢(z,), dado acima, podemos chegar em
2 2 VUg - V§(7)
V2 +2mE — (k4 Ug)*|p(7) — ———————= =0, (3.5)
k+ Ug
que rearrumando os termos, temos
vV (k+ Ug)? VUg
SIS S M /A — = . ) = E¢(7). 3.6
ot B ) 4 | s | Vol = Eor) (36)

Propomos a fungao ¢(7) = fi(r) - Yin(Q2) em coordenadas esféricas, devido a simetria
esférica do problema. Com fj(r) representando a parte radial e Y},,(£2), os harmonicos
esféricos, a parte angular. Sabemos que a parte radial do laplaciano em coordenadas esféricas

segundo [43], é dado por

10 0 L?
2 L O [ ,0) L~
V= r2or (T 87“) r2’ (3.7)
com L sendo o operador momento angular, que é dado por:
1 0 0 1 o?
L* = — — | sinf— —— | = |- :
Lin@ 00 (sm 80) * sin? 0 <({9¢2)} (38)

Entao, o primeiro termo de (3.5), fica,

V26(7) = {}2% (r%) - f—j] o(7). (39)

Fazendo fi(r) = Fly), a equacao acima, (3.9), é reescrita da forma

vor) = | () - L_Q} ),

r2 Or or 72 r
1[09% 1
= ;{ﬁ—ﬁzml)} Fy(r) - Yim (), (3.10)

onde usamos o fato de que os harmonicos esféricos sao auto-fungoes do operador momento
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angular, ou seja, L?Y},,,(Q2) = (I + 1)Y},,(Q), sendo [ o valor do momento angular orbital.
O dltimo termo de (3.5) é o produto de dois gradientes. Usando a propriedade vetorial

do laplaciano de duas fungoes escalares e tomando Ug, apenas dependente do || = r, ou
seja Ug = U(r)

VU(r) Vo(r) _ 1
U(r) 2U(r)

(V2 [U(r) (M) — [V U()]6(F) = U@)[V2e(D]),  (3.11)

onde designaremos os termos por,

Comecaremos pelo termo A. Nessas condi¢oes podemos ver que, de maneira similar a

(3.9), chegamos a:

10 (2) _ L_} v @)

A=vWeeil = g () - 5
- & - i 0] voRe) Yo, (3.12)

Ja para o termo B, temos

s- vl = ([ne () - 5] vn) 22 v,
_ Bﬁ (rﬂaU(”)} Flff") Vi), (3.13)

e para o termo C

C=vmvon) = U0 | o () - 5| P v,

r2 Or

or r
_ Uq(nr) {83_; _ T_lzl(lJrl)} Fi(r) - Yin(92). (3.14)

De posse das expressoes para A, B e C, podemos reescrever a equagao (3.5), como

3 [8_2 Ly 1)} Fi(r) - Yim(9)

2r | Or2  r?
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_ 2 1 19 (L,0U)\]) £ilr)
+ <2mE k+U(r))” + T U () L”Q 5\ . Vi ()

1 179> 1
T+ U] (; {@ - Sl 1)} U(r)Fi(r) 'Yzm(Q)> —0.  (3.15)

A equacao (3.15) acima é a equagao de Schrodinger, construida a partir da equagao DKP
no setor escalar da teoria, por introducao de um potencial tipo escalar, dependente apenas
do médulo de um vetor 7. Como podemos perceber, hd uma diferenca acentuada se o mesmo

potencial fosse introduzido através do acoplamento minimo, como é usualmente feito [43].
3.1.2 A Equacao Radial

Agora precisamos escolher a forma do potencial U(r). Vamos tomar um potencial do tipo

coulombiano, ou seja, U(r) = —%, onde kg é um nimero real. Dessa forma, (3.15) fica

i d ko /72
Bl Bl _ro/r
g2 Fr) + o) <k—k:0/r) +

F(r) (—l(l; DS {m} k= ko + QmE) — 0. (3.16)

A constante k, pode ser nula, nao interferindo nas medidas fisicas. Assim fazendo k = 0

em (3.16), chegamos na seguinte equagao diferencial

TER0)+ LR+ (— L0 )+ TR B ) A =0 ()

rdr

Chamando de §? = I(I + 1) + 1 + k2 e o = 2mE, ficamos com

)+ 3R+ (0 = ) Rl =0 (318)

Fazendo a seguinte mudanca de variavel £ = ar, temos

T RO+ Lae+ (1-5) A -0 (3.19)
gz gdg ¢) T |
A equagao acima (3.19), possui duas solugdes independentes que podem ser expressas em

termos de funcoes de Bessel, definida pela série

. 0 _1)n 0+2n
Js(€) = Zn!r(7(1+)5—|—1) (g) . (3.20)

n=0

Se 0 nao for inteiro, as duas solugoes js(&) e j_s(£) s@o linearmente independentes, a
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solugao geral da equagao (3.19) corresponde

Fi(r) = Njs(ar) + N'j_s(ar), (3.21)
assim, a fungao de onda, ¢(7), com a escolha adequada de somente N # 0, ficamos com

_ Njs(ar)
r

¢(r)

Esta solucao é muito semelhante ao problema de uma particula livre em coordenadas

Vi (). (3.22)

esféricas, na equacgao de Schrodinger. Uma boa discussao desse problema quantum macanico
pode ser encontrada em [43]. Temos uma energia bem determinada, dada por F, e também
um valor bem determinado do momento angular orbital, em 6% = [(I + 1) + 1 + k2, com ky,
sendo a constante referente ao potencial U, = —ko/r, onde r = |7].

Nossos resultados apontam para uma solucao simples, do coulombiano inserido escalar-
mente na equagao DKP-NR. Devemos chamar atencao para a simplificacao usada ao longo
dos nossos calculos, fazendo k = 0, e, assim obtivemos uma equagcao radial de segunda ordem,
que tem por solucao as fungoes especiais de Bessel.

Seguiremos obtendo a normalizagao da solucao (3.22) partindo da equagao (2.28)

/ & (Fo(PaV = 1 (3.23)

N? / {j‘s’(:”) ,;n(Q)y {jﬁ(f”)y,m(g)} Qv =1 (3.24)

onde podemos usar coordenadas esféricas para integrar no espaco. Dessa forma temos

N? / lj‘s’(o”) j‘*(m)r?dr} { / Yl,Tm(Q)Y,m(Q)dQ} =1 (3.25)

T r

ficando com

N? / j3(ar)dr = 1. (3.26)
Integrando até um certo valor maximo de r, resultando

N = ! | (3.27)

VI i3 ar)dr

A integral acima, em (3.27), é resolvida numericamente para um determinado valor de

Tmaz- As fungoes de Bessel sao facilmente encontradas nos software disponiveis. A figura
3.1 mostra o comportamento assintotico de N para o 1., até 200. Para r,,,, proximos
da origem o valor da constante de normalizacao N varia bruscamente, estabilizando para
valores maiores de 7,4z

A figura 3.2 mostra o comportamento da densidade de probabilidade para trés diferentes
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valores de [. Enquanto que a figura 3.3 mostra o comportamento da solucao radial da equacao
(3.17), destacamos o ”amortecimento” promovido pelo fator 1/r, ja que sem esse efeito o nosso
resultado seria muito parecido com a solucao da equacao de Schrodinger para particula livre
em coordenadas esféricas, de acordo com [43].
3.2 Potencial tipo Coulombiano através dos acoplamentos Escalar
e Minimo
Nesta secao implementaremos a resolucao da equacao DKPNR na presenca de um po-

tencial tipo coulombiano através de dois tipos de acoplamentos conjuntamente, escalar e

minimo. Assim, a equacao DKPNR fica

(B 0, +k+Up+Un) V¥ =0, (3.28)
onde Ufg representa o potencial escalar e Ujy; o minimo.
3.2.1 A Equacao de Schrodinger
Substituindo Ug(|7]) e Uy = —ieff"* A, na equacao DKPNR (3.28), temos

VU(r) - V(20

(V2 +2m(E — eAy) — (k + Ug(r))?]| 2V — b+ Up(r)

=0, (3.29)

ou

VUE(T)
2m(k + Ug(r))

V(b Ul

2m 2m

+eA41 PV + { } V(PV)=E2V.  (3.30)

onde o campo A, apresenta, apenas Ay # 0.
3.2.2 A Equacgao Radial

Agora, considerando as interagoes expressas por

€A4 = —%

{ Us(r) = =% (3.31)

onde a e \ sdo constantes, definindo LV = ¥ (r)9¥(£2) e usando coordenadas esféricas,

escrevemos a equagao radial de (3.29) na forma

(1 d (r2i>+[2mE+2T)‘—l(l+1)—<k—g>2} o d>¢=0-

r2dr dr r2 T k—%%
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Usando a tranformacao ¢ = ri, temos

<d2 [QmE—i- 2mA  I(l+1) <k— g)j _a/r? (i _ 1>> 6p=0 (3.32)

W—i_ r 72

Definindo § = =, ficamos com

(d2 [2mE+2mA_l(l+l)_%2(1_77")2}+ 1 <dir_l))¢:()'

W—i_ r 72

Definindo z = vr, obtemos

d? 2ymA YAl +1)  Ay2a? 72 d 1
2 % . _ Y I A _
(7 dz? i [2mE+ z 2 22 (1-2) } - z2(1—2) (dz z)) ¢=0

e

(d2 +{2mE+2m)\/fy_l(l+1)_3_5(1_2)2}_'_;)(i_l))gb:

dz? ~? z 2?2

Definindo A = a? B=2m\/y,C=1(l+1)e D = 2:§E, a equacao acima é reescrita por

(z2(1—z)dd—;+zd%+[DZQ(l—z)+Bz(1—z)—O(1—z)—A(1—z)3—1}>¢=0.

Considerando agora

¢ = 2"g(2), (3.33)

entao, suas derivadas sao expressas por:

¢ = puzt"tg+ g, (3.34)

¢" = plp—1)2"g+2u g + 2" (3.35)
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Usando as derivadas (3.34) e (3.35), temos

2(1=2)g" + ¢'2u(1 — 2) + 1] +
—i—g%[/ub(,u — 1) +p—1+Dz*(1—2)+Bz(1—2)—C(1—2)—A(1—2)3. (3.36)

Usando ainda (1 — 2)? =1 — 3z + 322 — 2% e impondo as condigoes

W —C—-—A-1=0

D—-B-34A=0 (3.37)
A-D=0
segue
2(1=2)g"+ 20+1-(2pn)2lg — [p(p—1) = C = D]g =0. (3.38)

que é a equacao de Gauss , com p dado por

2mE
M:¢Z‘HWHH1 (3.39)

Definindo a, b e ¢ em comparagao com a equacao diferencial de Gauss (D.1) em (3.38),

temos

c=2u+1
a+b=2u—1 (3.40)
ab=pu(p—1)—-C—-D

resolvendo o sistema (3.40), encontramos

c=2u+1
q = ATV (3.41)

2

bh— 2u—1F+/4p2 -3

2

A solucao da equagao (3.38) é expressa por:

g'(z) = ngFl(“) la,b;c; z] + Ngzlfchl(“)[l +a—c,1+b—c2—czl, (3.42)

onde N e Ny sdo constantes de normalizacao e 2 Fla, b; ¢; z] a fungao hipergeométrica apre-

sentada em (D.2). Dessa forma temos
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P(2) = Nyz*oF P a,b; e 2] + Noz " FW 1+ a— e, 14+ b—¢;2 — ¢; 2. (3.43)

Como ¢ = £ e z = yr, temos

T

Y (r) = Nw”“r“_lgFl(“) [a, b; c;yr] + NQV_MT_(NH)QFI(”)H +a—c,1+b—c2—cyr].

assim, devemos fazer a constante N; = 0, satisfazendo a condigao de integrabilidade da

funcao de onda, ou seja, finita para z — 0o, logo obtemos

Y (r) = szy’“r’(“ﬂ)gFl(“)[l +a—c,1+b—c2—c;r]. (3.44)

Sabemos que a série hipergeométrica do tipo o F}|a, b; ¢; yr], converge para |yr| < 1, mas
fora de intervalo para pequenos valoes de r, devemos truncar a série. Ultilizando os termos

consecutivos da série, temos

Upy1  (@+1—c+n)(b+1—c+n)

Un, (1+n)(2—c+n)

?

para truncar a série hipergeométrica devemos ter

a+1l—c+n=0
ou (3.45)
b+1—c+n=0

as duas condigoes se completam gerando uma nica quantizacao

Enl - 5
’ 2m

v | [3/4+ (n—1/2)?
{ 2(n—1/2)

r —ll+1) - 1] . (3.46)

Os niveis de energia mostrados em (3.46) podem ser divididos como

34+ (n—1/ 2)2]2 (347

Qn =

[ 2(n —1/2)
onde podemos observar que para os primeiros trés niveis de energia, ou seja, n = 0,1, 2,
ele possui o mesmo valor 1, consideramos entao que sempre havera uma degenerescéncia na

energia para estes niveis.
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3.2 39
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3
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B3 0= %5 ATy B0
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Figura 3.4: I, ;, paral =0, comy=m =1

= = = ]_
Qo= Q1= Q2 (3.48)
Qs = 49
37 25
Dessa forma a (3.46) fica mais apropriadamente escrita
Eloa20 =~ [l(1 +1)]
2 272 (3.49)
3/4+(n—1/2
By = 5, H%} —l(l+1) - 1}

As figuras 3.4, 3.5 e 3.6 mostram o comportamento de E,,; descrito por (3.49) em fungao
de n, para trés diferentes valores de [, com v =m = 1.

Um estudo do potencial efetivo na equagao de segunda ordem (3.32) nos possibilita
visualizar a forma que o potencial adiquire e sua dependéncia com os parametros introduzidos
ao longo do célculo. Para isso faremos a seguinte mudanga na fungao ¢(7) em busca de

eliminar o termo de primeira derivada

Co (M)W] F(r). (3.50)

r

Dessa forma, a equagao (3.32) com Cy = 1, fica

302 — akr 2mA (1 +1
f”(T’)—i— 4 + « +m_(+)_<

(kr?2 —ar)?  r(kr? —ar) r r2 r

k- 3)2 —|—2mE} F(r)=0



40 POTENCIAL COULOMBIANO 3.2

10
8_
6_
En,l
4
2_
0 T T T T 1
2 4 [§) 8 10
— B, =1 —E =] — &, =-1
13 1 11
BTy AT BTy
o299 . _ 611 _ 143
61 121 7.1 169 81 25
_ 2231 _ 3599
9.1 289 10,1 361

Figura 3.5: I, ;, paral =1, comy=m =1

10
8
6_
En,2
4_
2
0 T T T T 1
2 4 6 8 0
,2_
£ =73 ——E =3 —— £ ,=3
63 87 7
3,27 75 427 749 52 "9
_ 57 _ 333 _ 93
6.2 121 72169 8,2 25
g 1653 _ 2877
%2 289 10,2 361

Figura 3.6: I, ;, paral =2, comy=m =1



POTENCIAL TIPO COULOMBIANO ATRAVES DOS ACOPLAMENTOS ESCALAR E MINIMO
3.2 41

100007

0( s s e

U,(r) -10000

-20000-

Figura 3.7: Ue¢(r), paral =0, coma=A=m=k=1

3.2
ja° — akr a 2mA (1 +1) a\ 2
U — —(k—— 5l
f (r) (kr?2 —ar)?  r(kr? —ar) r 72 <k r> (3:51)

Se fizermos o gréfico do potencial efetivo U, f(r) acima em (3.51), poderemos ver uma
forte dependéncia do parametro « inserido através do acoplamento escalar Ur em (3.31).
A Figura 3.7, mostra uma espécie de singularidade para o valor de «, como pode ser visto
também na Figura 3.8 quando mudamos seu valor para a = 2 e na Figura 3.9 o gréfico

demonstra que o parametro A produz uma espécie de barreira préximo a origem.
3.2.3 Normalizagao

A constante de normalizacdo para o setor escalar é calculada usando a densidade de

probabilidade, expressa por (3.23), dessa forma

N? /(7_“r_(“+1)2F1[1 +a—c,1l+b—c2—c ’yr]Yl;n(Q))T

(v P~ Rl 4+ a— e, 14b— ;2 — ¢;97]Yim(Q)dV =1 (3.52)

onde podemos usar coordenadas esféricas para integrar no espaco

N? /(,Yur(uﬂ)QFl[l +a—c,1+b—c;2—cr))l

(,Y_NT_(N"FUQFI[]_ +a-— c, 1 + bh— c 2 c; ’y’l"])’erT / )/Ej.m(Q))/lm(Q)dQ =1 (353)
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ficando com

N2 /(V—MT—(AH-U?FID ta—cl+b—c2—cqr))t

(Y Rl 4+ a—e,1+b—c¢;2— e yr])ridr =1 (3.54)

podemos integrar até um certo valor maximo de r, dessa forma

N — L (3.55)

\/fo’/‘maac 772”7,.72#(2F1 [1 _|_ a — C, 1 + b — C; 2 - C; 'Yr])2d7'

O 7ynae na equagdo acima tem o mesmo sentido mostrado em (3.27), para um determinado
valor de r a normalizagao deve se estabilizar, ndo necessitando calcular a integral (3.55) para

valores maiores de 7,4z
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Capitulo 4

Potencial Hulthén Assimétrico

Neste capitulo resolvemos a equacao DKPNR unidimensional para um potencial tipo
Hulthén assimétrico [25] em termos de fungoes hipergeométricas para o estado fundamen-
tal e de espalhamento. O potencial foi inserido de maneira usual, através do acoplamento
minimo. O potencial de Hulthén assimétrico, representa uma gama de potenciais de interesse
tanto na Fisica relativistica quanto na nao-relativistica, pois através da sua forma geral, po-
demos chegar a outros potencias como: Coulomb, Cusp e Wood-Saxon. O potencial Hulthén

assimétrico pode ser dado por

Ay = V() = Vi | 0(—2)———— + 6(z)

e—ar _ q ebac _ q

(4.1)

Fazendo a = be g = ¢ = 1 em (4.1), temos o potencial de Hulthén usual se, porém,
g = ¢ =0, temos " Cusp Potential”[28] enquanto a = b e ¢ = ¢ = —1 chegamos no potencial
de Wood-Saxon. Como podemos ver, o potencial de Hulthén assimétrico envolve uma classe
de interacoes existentes na Fisica. A seguir na secao 4.1 estudamos a equagao DKP e sua

solugao, para o setor, escalar e vetorial.

4.1 A equacao DKP e o Potencial de Hulthén

Partiremos da equagao DKP na presenca de um acoplamento minimo

(840, + k +Unm)¥ = 0, (4.2)

com U,,, dado na forma

Uy = —eiffFA,,. (4.3)

onde A, é um campo vetorial externo. Podemos agora selecionar o setor da teoria que
queremos trabalhar. Com o uso dos projetores secao 2.4, podemos chegar as equacoes de

segunda ordem referentes a cada setor da teoria.
4.1.1 Setor Escalar

Para o setor escalar, a partir dos desenvolvimentos feitos na secao 2.6.1 temos

45
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(D'D,, — k*) 2V =0 (4.4)

onde D,, = 0, — ieA, e ZV dado por

U,y 0
U, 0
v 0
Pv=2| | = : (4.5)
Uy 0
Wy 0
L $ 1 L7
sendo assim ficamos com a equacao de Schrodinger covariante da forma
(D*D,, — k*)p = 0. (4.6)
Tomando A, = (0,0,0, A4,0), esta equacao pode ser melhor visualizada como
V2p(7F) + 2mE@(7) — 2meAyo(7) + k2o(7) = 0, (4.7)
ou |
—5—V2p(7) — eAsp(7) = Ep(7), (4.8)

2m
onde p(x,) = exp(—imas)exp(—iEt)p(r). Se usarmos apenas uma dimensao espacial em
(4.8), temos

1 &
“\ 5 +eAy | p(x) = Ep(z). (4.9)
que ¢ a usual equagao de Schrodinger encontrada na literatura [43].
4.1.2 Setor Vetorial

A seguir daremos énfase ao setor vetorial da teoria, mas como serda mostrado adiante
a equacgao diferencial que resolveremos é idéntica a (4.9). Assim, com a selecao do setor

vetorial, chegamos na equacao de Schrodinger covariante

(D*D,, — K*)Z"Y — D" D, Z"V + ei[(0” A*) — (9" A”)| 2,V = 0. (4.10)

Para o desenvolvimento da equagao (4.10) precisamos delimitar o formato do potecial

A,, como em (4.7). Partindo de (4.10), e sabendo que DD, %"V = 0 de acordo com a se¢ao
2.6.1, tem-se

(D'D,, — k*)Z*¥ + €i] (9" A") — (0" AV)| %,V = 0. (4.11)

Fazendo o indice v = j = 1,2, 3, tém-se
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(D'D,, — K*)ZV + il (07 A,) — (0,AN)]| %"V = 0, (4.12)

que para p = k, 4,5, com k = 1,2, 3, chega-se em

(DuD# — k2)z@j\1} + 6Z[(8JAk) — (8kAJ)]%k\I/ + 62[(8]144) — (84AJ)]%4\IJ +
ei[(0 As) — (05 AN Z°W = 0. (4.13)

Quando o projetor %" atua no espinor ¥, seleciona as componentes da seguinte forma:
RV = Wy,; = Cj, para j = 1,2,3, Z*'V = Uy = ¢ e Z°V = U3 = ¢. Com isso,

identificamos no espinor as mesmas como

U= . (4.14)
Uy =C)
Uy =Gy
Uy =C3
Vi3 =
Uy =9

Entao, (4.13) é reescrita da forma

(D*D,, — k*)C; + i(9;eAq)p = 0, (4.15)

representando assim trés equagoes quando variamos j = 1,2, 3.

Para v =4 em (4.11), temos

(D"D,, — k*)¢p + i(0*eAy)p = 0. (4.16)

Considerando que eA, nao depende da quinta coordenada, pois 9* = —0;s, segue que

O'Ay = —05A, =0,
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(D'D,, — k*)¢ = 0. (4.17)

Por fim, para v =5 em (4.11), chegamos a

(D'D,, — k*)p +i("eAy)C; = 0, (4.18)

tornando-se,

(D"D,, — k*)p + iV (eAs) - C =0, (4.19)

Resumindo, as cinco equagoes presentes em (4.11) sdo expressas por:

(D“Du — kQ)Oj + 2(8]€A4)¢ = 0,
(D“Du — k2)¢ =0, (4.20)
(DD, — E*)p +iV(eAy) - C =0,

com j =1,2,3.

Escolhemos fazer a componete ¢ = 0. Em uma interpretacao particular das componentes
do espinor W, tomar ¢ = 0, significaria que estamos no limite magnético, também usado em
[42, 6] dessa forma. Aqui, estamos apenas tomando a componente ¢ = 0 sem uma escolha

particular de sistema fisico. Com isso, o sistema de equagoes (4.20) é simplificado, ficando

{ (DD, — k*)C; =0, (421)

V-@zimgy

com j = 1,2,3, onde usamos a identidade DD, Z"*V¥ = 0 para obter a segunda equacao.

Resolveremos inicialmente as primeiras equacoes para as componentes do vetor C. Assim,

(D'D, — K*)C; =0 (4.22)

com j =1,2,3.
Considerando uma dimensao espacial, uma temporal e a dimensao canonicamente con-

jugada a massa e chamando C} = v, temos

[0,0" — 2 A, A" — €i(0, A" + A,0") — K*| = 0. (4.23)

Calculando separadamente cada termo da expressao acima, temos

a;ﬁ“/’ = (32 - 28t35)¢>

A A = (A2 — AgAs — AsAy)p = 0,
A" = =05 Ay,

Aptip = —A4051)

(4.24)
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onde chegamos em

(92 — 28,05) + €i(Os Ay + AsDs) — k2b(x,) = 0, (4.25)

Agora adotaremos uma forma para as fungoes ¢ (z,,), a saber

() = e (), (4.26)

de forma que, tomando apenas uma dimensao espacial, por (4.25), temos

(02 + 2mE + 2m(eAy) — K|y (z) = 0,
que pode ser melhor expressa na forma
LE o ea) @) = (2= + ) v) (a.27)
— - e €T) = —_— €T). .
2m da? ! 2m
A equagao acima é Schrodinger para um potencial acoplado de forma minima no setor

vetorial da teoria. A constante k pode ser suprimida, pois representa apenas um acréscimo

no valor total da energia. Assim,

d2
— (—? + €A4> U(x) = EY(x). (4.28)
Usando a expressao para eAy em (4.1), primeiramente para z < 0, obtém-se

(g + ) vl) = B (429)

Fazendo a mudanga de variavel y = qe*, chegamos a

Vag TVt ey \Toy) T a

Tomando ¥ (y) = y* f(y), chegamos na equagao

{ , d2 d  2mV, ( y ) . QmE} W(y) = 0. (4.30)

d*f(y df (y
o= 1 gy 20 D0 5 459 =0, (4.1
com A dado por,
2mkE 1— 2mV,
A:{MM(WZ)}( v, uaa (4.32)
a Y a’q
Buscando obter uma equacao diferencial mais simples, impomos a condi¢ao
= L\/2mE
{ A (4.33)
i — p.
a?q
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Assim (4.31), é reescrita da forma

21() df(y)
dy? dy

Podemos comparar (4.34) com a forma geral da hipergeométrica (D.1), que tem por

y(1—vy) + [T+ 20— y(1 + 2p)] +Bf(y) =0. (4.34)

solugoes linearmente independentes para |y| < 1, (D.13)

fly) = AsFila, b; c;y] + Byl_chl[l +a—c,1+b—c2—cyl, (4.35)
onde
c=1+42u
a+b=2u (4.36)
—ab=p

logo, resolvendo este sistema, temos

c=1+42u
a=pt 12+ B (4.37)
b=pFp?*+p

Buscaremos agora a solucao para x > 0, selecionando o lado direito da agao do potencial
(4.1), assim, (4.28) fica

_(1 d? Vo

2m da? + ebr —

g) b(x) = Bu(o), (4.38)

Fazendo a mudanca de varidvel z = Ge~*, chegamos em

2al_Q_i_ d  2mVp (2 +2mE
: : 1—=2 b?

d? " Tz T g }W):O, (4.39)

Tomando agora ¥(z) = 2" f(z), chegamos na equagao

d? d .
z(1—2) C‘l];(;) + [1+2ﬂ—z(1+2ﬂ)]%+Af(z) =0, (4.40)
com A, dado por
=] 2mE (1—2) 2mVy
A= {,ﬁ + ( e )} ot T (4.41)

Buscando obter uma equacao diferencial mais simples, impomos a condi¢ao

o= 11) 2mkE,
b2q ’

Assim, (4.40) é reescrita da forma
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o1
*f(2) df(z) _ 3
1— 1+20—2(1+20)———= = 0. 4.4
-2 o T 4 =0 (4.43)
nos dando a seguinte solugao para |z| < 1
f(z) = CyFila,b;c; 2] + D2 Fi[1+a—c,14+b—c2—c; 2, (4.44)
onde
c=1+42n
a+b=2j (4.45)
—ab = B
E,
=1+24

:ﬂi\/u +8 (4.46)
i+ B

De posse das solugoes tanto para x < 0, quanto para z > (, resumimos em

o v <0,
k k 2k ik
w(x < 0) Aq elkm Fl |:%vf+7 %Vf 71+ %7y:| + qufkeflkm
1k ik ik
2F1 |:Z (Vf-l),;(vf 1)’1 ’y:|’
com
k=+vV2mE
VE=14+1-V,
Vo— (4.47)
m T Eq
y = qe*”
o x>0,
2 ik
P(x >0) = C(j?k —h Ry [Z:V—" vaf 1+ Zbk } + Dq—fezkx

[ 07 4 7]

b
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V(x)

Figura 4.1: V(z) =V} 9(—3@)6 —— —1—9( )ebw ~],pamVo—l a=3,b=1eq=q=0,4

com
k=+2mFE
VE=1+V1-1,
S v (4.48)
Vi = 1

Logo, chegamos as solugoes gerais para as componentes C; de (4.22). Com as compo-
nentes C; determinadas, podemos calcular o campo ¢ em (4.21) e, portanto, construir o
espinor ¥ completamente. Na secao seguinte, ultilizaremos dessas solugoes para descrever
o espalhamento de bésons vetoriais massivos através do potencial de Hulthén (4.1). E em

seguida, discutiremos a solucao do caso de estados ligados.

4.2 Estados de espalhamento

Podemos fazer agora uma discussao da transmissao e reflexao através do potencial bar-
reira dado pela (4.1), mostrado na figura 4.1, onde estamos tomando V > 0. Para uma
solucao fisicamente possivel do sistema, a funcao de onda deve satisfazer as condicoes apro-

priadas de contorno. Fazendo x — —oo, y — 0, temos

e 1 < 0, onda incidente, ¥(z)in., com B =0 em (4.47)

1k 12k

13
V“V*H |

a

= Aq%eikmFi(q) — AqFGZ v (4.49)

V(T)ine = Aq%e“” I

e 1z < 0, onda refletida, ¢(x),, com A =0 em (4.47)
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W(a)p = Bq we™™ Ry | (Vi =1), o (Vi = 1) 51—y

a
= Bq’%e’ikxFr(q) — Bq’%e’ikz (4.50)

e = > 0, onda transmitida, (), com C' = 0 em (4.48)

V() trm = DQN_%GM%E {% (Vf — 1) ,% (Vf_ — 1> ;1 — %; z] ,
i

= DG v e* F(§) — DG v e** (4.51)

Onde as varidveis que constam nas expressoes, estdo em (4.47) e (4.48). Para deter-
minacao dos coeficientes de transmissao 7T e reflexao R, usaremos a continuidade da funcao,
e de sua derivada em 2 = 0, lembrando que a penta-corrente é dada por, j* = USHW¥, de

forma que temos

T — ]ffrm ,
Jine
R = |2 (4.52)
Jine
Pela continuidade da funcao de onda na origem, temos
leinc(x == O) + NQwrfl(x = 0) = N3wtrm<x = O)
e para a continuidade da derivada, temos
d inc d r d rm
Ny [—¢ (:E)} + No [—w fl(x)} = N3 {—wt (i)} )
dx =0 dx 2=0 dx =0
podemos chegar em
. 2
Jtrm N3
T == ==, 4.53
Jine Nl ( )
Jrfi N, |?
R= | — |22 4.54
Jine Nl ( )
De posse das defini¢oes acima, seguimos no calculo dos coeficientes,
. , 2
Ny |? “F 2k Q0 —Q,
T |23 =L (9) ST E. : (4.55)
Ml v R 0~ e
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e ainda
; 2
N, ? i E 2k + Ql — Qr
r= || _ |,z ) el 1 (4.56)
Nl FT(Q) ZT - EQt — Qr
onde
(. _ (@
2, v Fi(q)
N
O = LR (4.57)
_ ¢t F@
[ 4= 1iF
e com
((F(q) = oy [BV; + 1,2V 41,24 20 4]
k 2Vm
fZ — (1(1_2&
Fr(q) =R [ (V= 1)+ L5 (Vy —1) + 12— 2]
k\? (4.58)
a Vm+1
fr = %
@) =R [ (V7 1)+ 1 (V1) 12— 35
(&) (Vmt1)
ft - 1_12k
\ b

Para a condicao de transmissao total, devemos ter R = 0 em (4.56), assim chegamos na

seguinte relacao

b

A equagao (4.59) acima, contém os parametros que devemos ajustar para chegarmos nas

condicoes de transmissao total.

4.3 Estados Ligados

Se fizermos V; — —V{, a barreira de potencial se torna um potencial atrativo, mostrado

na figura 4.2. Utilizando os calculos feitos na secao 4.1, temos que para x < 0:

Vaco(x) = Age e Fy(qe™), (4.60)
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Figura 4.2: V(z) = —V; [9(— 1)+ 0(2) | para Vo= 1, a=3,b=1eq=G=04

como também para z > 0:

Geso(r) = CGre M F (Ge "), (4.61)
com ' '
Fa(qe™™) = o Fy [V RV 1+ 22 geoe]
(4.62)
Fo(Ge™) = oFy |V V71 4+ 25 e
As energias de estados ligados sao encontradas requerendo a continuidade funcao de onda

e de sua derivada em x = 0. Assim, devemos ter

Q/)yc<0(0) = ¢x>0(0)a

(4.63)
dg<o(z | dYg>o(x
[ d“TO( ):|:c=O— |: da?( ):|z=07
obtendo
2k + aQa(k, q) + b2 (k,q) =0 (4.64)
onde
Q ( ) fd Fd(Q)
(4.65)

~ Ft(g
Qe(k7 q) — fe FZ((;))
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com ) | |
Fi(e) =R [SV + 1,9V + 1,2+ 3]

EY2y,,
fd = (;3_%

FHg) = o F [%f/f* + 1,V 124 2 c;i]

1

fe:(_fm

o

=

N
=[5

\

4.4

(4.66)

A equagao (4.64) relaciona as auto-energias com os parametros mostrados, contudo nao

podemos ainda dissociar sua equacao fundamental isolando as energias de quantizacao.

4.4 Espinor ¥

O espinor ¥ no setor vetorial da teoria DKP, tem cinco componentes principais, dadas

pela acdo do projetor Z* como em (4.14). Para determinar as outras componentes vamos

usar e secao 2.5. Devemos levar em conta que o potencial estd sendo inserido através do

acoplamento minimo, assim 0, — 9, — etA,, assim o espinor V¥ fica

F=1[v(V-0)—(E+V(x)C

(4.67)

onde C , tem todas as componetes iguais, dependentes apenas x, fruto da simplificacao que

fizemos para uma tnica dimensao, dadas por (4.47) e (4.48). Vemos que a solucao do vetor

—

C, nos permite chegar as outras componentes do espinor W.



Capitulo 5

Conclusoes

O formalismo DKPNR constitui uma boa ferramenta para tratamento de sistemas mecanico
quanticos nao relativisticos. As caracteristicas principais desse formalismo, reside em sua
capacidade de manipulacao através dos diversso tipos de acoplamentos que podemos imple-
mentar. Uma atencao especial foi dada ao entendimento de como esses acoplamentos estao
se configurando na equacao de segunda ordem, a equagao de Schrodinger. Uma vez inserido
diretamente na equagao DKPNR, as interacoes, sao entao estudadas na equagao de segunda
ordem, e posteriormente, resolvida a equagao diferencial, chegamos as auto-fungoes e suas
energias caracteristicas. Podemos entender interacoes como sendo determinados tipos de
potenciais inseridos na equacao DKPNR, mesmo sabendo que nao estao sendo acoplados
de forma usual no Hamiltoniano. Identificamos que interacoes U inseridas diretamente na
equacdo DKPNR devem responder a condicao, nUTn = U para que a penta-corrente j* seja
conservada, dessa forma controlamos a validade fisica do acoplamento.

No capitulo 2, encontramos uma pequena discussao da Covariancia Galileana e da teoria
DKPNR, e por fim uma secao dedicada ao estudo das diversas formas de acoplamentos que
podem ser usados. Um resumo elucidativo é mostrado para obtencao das componentes do
espinor W, tanto no setor escalar, quanto no setor vetorial da teoria. Uma demonstragao do
uso dos operadores de projecao é encontrada na secao 2.4. Assim, buscamos construir uma
fonte de consulta para os que venham a trabalhar com DKPNR.

Para o capitulo 3, inserimos um potencial tipo Coulombiano de duas maneiras diferentes.
Na secao 3.1 o potencial tipo Coulombiano é acoplado escalarmente, onde resolvemos a
equacao diferencial através de uma simplificacao permitida pela DKPNR. Na se¢ao seguinte
3.2, misturamos os acoplamentos minimo e escalar, resolvemos a equacao de Schrédinger para
os mesmos e chegamos a solugoes a partir de fungoes hipergeométricas, com suas respectivas
energias quantizadas. Nossas expectativas de uma solucao tipo ”atomo de hidrogénio”’nao é
possivel, pois esse sistema fisico somente é alcancado através do acoplamento minimo, ou seja,
um potencial tipo Coulombiano inserido escalarmente na equacao DKPNR nao se configura
dessa ”forma Coulombiana’na equacao de segunda ordem, a equagao de Schrodinger.

No capitulo 4, testamos o potencial tipo Hulthén Assimétrico para o setor vetorial da teo-
ria. Chegamos a forma da equagao de segunda ordem, a equacao de Schrodinger, encontrando

a solugao em termos de fungoes hipergeométricas. Testamos esses resultados para estados

o7
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de espalhamento, obtendo os respectivos coeficientes de absorcao e reflexao. Repetimos o
processo para estados ligados com a forma do potencial invertida. Por fim, apresentamos o
espinor ¥ completo.

Sem duvida, nossas expectativas nao foram completamente alcancadas a despeito desse
trabalho que agora concluimos. Mas, nos preparamos para continuar com novas ideias e es-
tratégias a serem implementadas nos proximos passos. A teoria DKPNR constitui uma boa
ferramenta para o tratamento de sistemas fisicos nao relativisticos, principalmente por sua
variedade de acoplamentos, dos quais somente dois foram explorados aqui. Novas possibili-
dades de interagoes podem ainda ser testadas, mais especificamente, buscaremos potenciais

periédicos usados em problemas tipicos de matéria condensada.



Apéndice A

Matrizes Beta

Abaixo listamos as matrizes S* para os setores escalar e vetorial, onde usamos a simpli-

ficagao de que (0) = (.).
A.1 Setor Escalar

Para o setor escalar, temos:

el =
g |
1

Al =
EEE

B = 1 (A.3)
IR

29
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A.2 Setor Vetorial

Para o setor vetorial, temos:

/81

. .
& 1
—1
3=
. 1
—1
E a matriz n = (8* + 8°)% + 1, dada por
L _
1 .
1 .
.o —1
-1 .
-1
—1
|
. 1
1 .
1

(A.4)

(A.5)

(A7)
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(A.8)
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E a matriz n = (8* + 3°)% + 1, dada por

(A.10)

(A.11)
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(A.12)
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Apéndice B

Projetores

Abaixo descrevemos os projetores na forma matricial.

B.1 Setor Escalar

Para o setor escalar temos apenas &, que é construido através das matrizes 5* (A.1)do

setor escalar

P = —3(5" + BBV (B (B.1)

que, por fim, fica

B.2 Setor Vetorial

Para o setor vetorial, construimos projetores através das matrizes " (A.2), na equagao

2" = (B')(8°)*(8%)*[6" (8" + B°) — ¢ — "], (B.3)

onde g" é o elemento da matriz métrica, dada por (2.8). Assim, os projetores sao:

Z' = (B)(8)*(B°)* 181 (8" + 5°)] (B4)

65
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L@l

%2

Z° = (B)1(8°)*(8°)*[8°(8" + B°)]

(B.5)

(B.8)
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R=|. . ...

@4

2 = (B')*(B*)*(B°)*[B°(B" + B°) + 1]

67

(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)
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RB° = (B.13)
1
1
Temos ainda para o setor vetorial
X" = Z" P (B.14)
Variando os valores de p,v =1,2,3,4,5 , assim, para p = v, temos
X =0 (B.15)

neste caso 0 significa a matriz nula, com a = 1,2, 3,4, 5.

Para p=5ev =1,2,3, temos

R = R° B! (B.16)



SETOR VETORIAL 69

Rr=| . .. (B.17)

R* = R°3* (B.18)

RP=| . . . (B.19)

R = R°° (B.20)
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%53 —

Para p=4ev =1,2,3, temos

<%41 —

<%41 — %4ﬁ1

<%42 — %4ﬁ2

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24)
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RE= . . (B.25)
1
1

RY = R (B.26)

R = . . (B.27)
1
1

De modo similar, para p = 1,2,3 e v = 5, temos

R = R'B° (B.28)
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@15 —

%25 —

%25 — %2ﬁ5

%35 — %355

(B.29)

(B.30)

(B.31)

(B.32)
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Para p=1,2,3 e v = 4, temos

<%14 —

—1
<%15 :%154
-1
—1
<@24 _{@254
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(B.33)

(B.34)

(B.35)

(B.36)
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@24 —

%34 —

Temos ainda, u=1ev =2

%12 — %152

(B.37)

(B.38)

(B.39)

(B.40)
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XY= (B.41)

Se invertermos, temos p=2ev =1

R = R°p! (B.42)

R = . . (B.43)

De forma similar, para p =3 ev =1

B = R°B! (B.44)
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R = . . (B.45)

Se invertermos, temos y=1e v =3

R =R 3 (B.46)

R = (B.47)
-1
-1

Ainda temos, para p=2erv =3

R = R°3* (B.48)
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FPE = . .. (B.49)

Se invertermos, temos =3 e v =2

R = R 5° (B.50)

RE = . (B.51)
-1
-1

E, por fim, para u =5e v =4

R = %°p* (B.52)
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= .. (B.53)

Se invertermos, temos p=4ev =5

RP = %3’ (B.54)

R = . (B.55)




Apéndice C

Demonstracoes

Na secao 2.6.2 estao alguns calculos minimizados.

C.1l1 AeB

A= BB, — 2P A,, 1)
B = %Z"(8°B, — 2)A,. (C.2)
Para A(C.1), temos
A= ﬁyﬁaﬁaB#Au - 2%1/5“14;“

A= (Z"B°)gopf" Ay — 28" A,

onde usamos 3, = gopS” € go, como escalar, substituindo a propriedade £"73° = g°* %" —

g*"P#°, ficamos com

A= <gUP%V _ gup%o‘)go_pﬂuA# _ 2%1/“/4“7

A= (9" 9opR" — 9P K 9op) " Ay — 2R Ay,

como ¢°°g,, = 5, tem-se que

79
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A= (5% — g %")B" A, — 2B A,

A=3R"A, — g R BA,,

A =3%"A, — B"A,,

A=2%"A,. (C.3)

Para B(C.2), temos

B =%"(8°B, —2)A,,

B = (#"B°)B,A, — 2R A,

E, substituindo a propriedade Z"*(° = g'° %" — g"° #*, chegamos a

B = (4" — g R")Br Ay — 2B A,

B=R"A, — B"A, — 27" A,,

com Z'" = —Z*, com isso temos

B =%"A, + B"A, — 28" A,
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C2 CeD

Continuando, devemos ainda demonstrar

C = %" (BB, — 2)5*Au, (C.5)

D = %" B3%(8°B, — 2) Au. (C.6)

Para C(C.5), temos

C = (#"P7)B: " Aa — 2(%" B*) A,

que fica

C = (9" R" — ¢ B") B, 5 Ae — 2(g"° R — g R") Au,

C = (B"B" — R B")B* Ay — 2R A — R* AP,

movendo % para o interior dos parénteses, temos

C = (BB — B"6°)Aa — AR A — R AP),

C = (4% — §B") — (9B — " B")| Aq — 2R A — ¥ AV,

ficando

C = (B"A” — B A") — (B* A" — B"AY) — 2R AV — R AP,

chegando entao a
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Para D(C.6), temos

D = (%" )67 By — 2)Aa,

D — <gya%u _ gua%l/)(ﬁaﬁa _ 2)AO“

D = (" %" — "BV By Ao — 2T — " F) Ay,

que movendo a matrix 87 e A, para o interior dos parénteses, chegamos a

D = (§"*%" — g" R ) By Aa — 2R"A” — B AP),

usando B, = gyp/3°,

D = (¢""gopZ"° " — g"* 95p 8" BP) Aq — 2(H" A" — R A"),

D = [ op 7R — 9 ) — "oy (9B — §°H)| A — AR A” — HA¥),

D = [(56"* %" — §"*Gupg"* R°) — (56" R — §"* Gopg"* R°)| Aq — 2R" A" — B AW,

D = [(5g"° %" — g"*R") — (56" R — g"*R")| A — 2R A" — ¥ AM).

De modo que chegamos em

D = 4(¢"RB" — g R") Ay — 2R"A” — FB¥ AP,

movendo A, para o interior dos parénteses



D = A" A" — R A*) — 2(AH AV — R7 AY),
o que, finalmente, nos da o valor de D

D = 2(R" A — B AM).

CED
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Apéndice D
Funcoes Hipergeométricas

D.1 Equacgao Diferencial
A equacao diferencial abaixo
2

d*y dy B
(1_2)d22 —i—[c—(l—l—a#—b)z]a—aby—o, (D.1)

¢ satisfeita pela funcao

y =oF]a,b;c; 2] = Z Z n" (D.2)
n=0 n

introduzida por Gauss e, portanto, chamada fun¢ao hipergeométrica de Gauss, onde (a),, é
o chamado simbolo de Pochhammer que esta definido da seguinte maneira
(@), =ala+1)(a+2)(a+3)...(a+n—1), (D.3)

e em particular (a)y = 1.

Podemos ter ainda os exemplos

{ (3)5 = 3.4.5.6.7 = 2520 (D.4)
(1)n = n!
entao

(a), = F(ﬁ(—;—)n)’ (D.5)
onde 1

i (@), = s (D.6)

Se a é um inteiro negativo —m, temos
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{ (@), =(—m)p, =—m(l—=m)(2—m)3—m)...(n—1—m)#0, sem>n D7)

(a), =0, sem >n

entdo (—3)3 = (—3)(—2)(—1) = —6, mas (—3)4 = (—3)(—2)(—1)(0) = 0.

Em (D.2), a, b, ¢ e z podem ser reais ou complexos. Vemos também que se a ou b é zero
ou um inteiro negativo, a a funcao (D.2) se e reduz s um polinémio, mas se ¢ é zero ou
inteiro negativo, a mesma nao ¢é definida.

Vamos assumir que

y =29 Z up 2", (D.8)
n=0

é uma solucao de (D.1), onde ug # 0. Que nos gera a seguinte condigao

g(g+c—1)=0, (D.9)

e, em geral,
Unt1 _ (g+n+a)(g+n+b) (D.10)
Uy, (g+n+co)(g+n+1) '

Na (D.9), com g = 0, temos (D.2) como solugao, e de g = 1 — ¢ nos dé a segunda solugao,
na qual
Upr1  (a+1—c+n)(b+1—c+n)

Un (1+n)(2—c+n) ' (D-11)

Esta solugao é

Yo =2 "%F[l+a—c,1+b—c2—c 2l (D.12)

aqui ¢ deve ser um inteiro positivo > 2. Assim, uma completa soluc¢ao de (D.1), a chamada

Equacao de Gauss é

y= AsFi[a,b;c;2] + Bz F[14+a—c,1+b—c2—c 2, (D.13)
para |z| < 1, onde A e B sado constantes.

D.2 Derivadas
Para n € N, temos

n

n b n
%zpl[aa[%c? 2] = %QFI[G—FTL?I)_'_”;C_'_”; 2] (D.14)

que podemos reescrever como
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dn

d—[z‘s(l—z)aer_CQFl[a,b; c;2]] = (6—n+1),2°"3sFylc—a,c—b,6+1;¢,0+1—n; 2]. (D.15)
ZTL
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