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Resumo

No contexto da Covariância Galileana, propomos soluções para equação Duffin-Kemmer-

Petiau (DKP) não relativ́ıstica, que descreve part́ıculas massivas de spin 0 e spin 1. Bus-

camos apresentar a Teoria DKP não relativ́ıstica e as diversas formas de introduzir uma

determinada interação. Resolvemos a equação de movimento DKP não relativ́ıstica, para

um potencial tipo Coulombiano, com duas formas de acoplamentos. Testamos um potencial

tipo Hulthén assimétrico, acoplado minimamente para estados ligados e de espalhamento,

no setor vetorial da teoria. Por fim, apresentamos sempre a forma final do espinor DKP não

relativ́ıstico, tanto nos casos escalares como nos vetoriais.

Palavras Chaves: Duffin-Kemmer-Petiau, Covariância Galileana, Potencial Coulombiano.
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Abstract

In the context of Galilean Covariance, we propose solutions for the non-relativistic Duffin-

Kemmer-Petiau (DKP) equation, which describes massive particles of spin 0 and spin 1. We

present the non-relativistic theory DKP and several ways to enter a specific physical in-

teraction. We solved the DKP equation for a type Coulomb potential with two forms of

couplings. We also used the type Hulthén asymmetric potential which was minimally cou-

pled and studied the bound states and scattering in the context of the vector sector of the

theory. Finally, we present the final shape of DKP spinor in scalar and vector sectors.

Keywords: Duffin-Kemmer-Petiau, Covariance Galilean, Coulomb potencial.

vii



viii



Sumário

Lista de Abreviaturas xi
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4 Potencial Hulthén Assimétrico 45

4.1 A equação DKP e o Potencial de Hulthén . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4.1.1 Setor Escalar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4.1.2 Setor Vetorial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4.2 Estados de espalhamento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4.3 Estados Ligados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

4.4 Espinor Ψ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

5 Conclusões 57

A Matrizes Beta 59

A.1 Setor Escalar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

A.2 Setor Vetorial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

B Projetores 65

B.1 Setor Escalar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

B.2 Setor Vetorial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

C Demonstrações 79

C.1 A e B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

C.2 C e D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

D Funções Hipergeométricas 85

D.1 Equação Diferencial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

D.2 Derivadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

Referências Bibliográficas 89
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Caṕıtulo 1

Introdução

Após o sucesso da equação de Dirac [1], se buscou equações igualmente lineares nas

derivadas que descrevessem part́ıculas de outros spins. Utilizando os avanços adquiridos por

Petiau [2] na álgebra, Duffin [3] e Kemmer [4] constrúıram uma equação, linear nas derivadas,

que descreve part́ıculas relativ́ısticas massivas de spin 0 e 1, a chamada equação DKP. A

teoria se mostrou uma boa alternativa para análise de interações de hádrons com núcleos,

como uma opção ao, então, usado formalismo de segunda ordem de Klein-Gordon-Fock e

Proca. A versão não relativ́ıstica da teoria DKP [5, 6] somente pôde ser constrúıda após a

criação de uma estrutura tensorial associada às simetrias Galileanas por Lévy-Leblond [7, 8,

9] entre outros [10, 11, 12, 13, 14, 15], e, logo após, Takahashi [16, 17, 18] desenvolver uma

teoria de campo não relativ́ıstica, onde a equação de Schrödinger assume uma forma similar

à de Klein-Gordon-Fock e Proca. Outras contribuições tem sido dadas ao formalismo Duffin-

Kemmer-Petiau Não-relativ́ıstico (DKPNR); a exemplo do estudo da estrutura simplética

da teoria [19], em seguida usando a formulação através dos operadores de projeção [20],

a quantização do campo DKPNR [21] e o estudo do oscilador num espaço de fase não-

comutativo [22].

A equação DKPNR na presença de uma interação representada por U é dada por

(βµ∂µ + k + U)Ψ = 0. (1.1)

onde k é uma constante, Ψ um espinor, cuja dimensão depende do setor da teoria que

está representando. O espinor Ψ contém a função de onda da part́ıcula e as matrizes βµ

respondem à álgebra DKP

βµβνβρ + βρβνβµ = gµνβρ + gρνβµ, (1.2)

onde gµν é o elemento da matriz métrica do penta-espaço Galileano.

A interação U na eq. (1.1) pode ser inserida através dos acoplamentos escalares, vetorias

e tensoriais como descrito por Guertin e Wilson [23], a saber:

U = UE + βµAµ+ σµBµ + βµνTµν + σµνFµν (1.3)

1



2 INTRODUÇÃO 1.0

Neste contexto, UE, Aµ, Bµ, Tµν e Fµν são campos externos reais, sendo o primeiro escalar,

os dois seguintes vetoriais e os dois últimos tensoriais, que podem ser acoplados minimamente

ou não minimamente. Escolhendo o acoplamento escalar UE, não estamos vinculando o

potencial a nenhuma das matrizes βµ. O acoplamento vetorial mı́nimo é inserido através da

mudança ∂µ −→ ∂µ+ieAµ, usando o potencial vetorial do tipo Aµ. Todos esses acoplamentos

no entanto, devem estar de acordo com a condição: ηU †η = U , onde η = (β4 + β5)2 + 1, em

termos das matrizes βµ. Esta condição garante que a penta-corrente jµ seja conservada, (ver

seção 2.2). Para os acoplamentos tensoriais Tµν e Fµν , esta condição pode não ser satisfeita

provocando efeitos não causais, e, por isso, este tipo de acoplamento é evitado.

Nossa principal preocupação neste trabalho, está em entender quais potenciais podem

ser inseridos diretamente na equação DKPNR e como determinar as posśıveis soluções da

mesma. Para isso, buscamos potenciais que foram, de certa forma, testados no regime re-

lativ́ıstico, tais como: ”Cusp Potential”[24, 25], potencial linear [26], potencial de Hulthén

assimétrico para o setor vetorial [27, 28], potencial suave com a massa depedente da posição

[29], espalhamento de mésons [30, 31] , potencial coulombiano [32, 33, 34] e usando uma

mistura de acoplamentos mı́nimo com não mı́nimo[35, 36]. Escolhemos em nosso trabalho

dois desses potenciais: o coulombiano no setor escalar e o Hulthén assimétrico no setor ve-

torial, entendendo que poderiam apresentar alguns resultados aplicáveis à f́ısica de baixas

energias. A motivação para o estudo de potencias através de acoplamentos diferentes é uma

tentativa de se ter um outro olhar da interação f́ısica via uma equação de primeira ordem.

Testamos inicialmente o potencial coulombiano inserido via acoplamento escalar, devido

a sua importância em aplicações f́ısicas e também por entender que seria o mais simples de

implementar. Os resultados se mostraram interessantes por não apresentar estados ligados

nem quantização da energia, diferentemente da sua solução usual ao ser inserido diretamente

na equação de Schrödinger. Com o objetivo de trabalhar com a interação coulombiana, acres-

centamos um acoplamento escalar e um outro vetorial mı́nimo, conjuntamente, de forma a

obter estados ligados normalizados com suas respectivas energias, em termos de funções

hipergeométricas 2F1(a, b; c; z) [37, 38, 39]. Em seguida buscamos uma solução para o se-

tor vetorial da teoria de um potencial tipo Hulthén assimétrico, por se mostrar um bom

candidato para o espalhamento de bósons e contém na sua estrutura potencias igualmente

importantes, tais como: ”Cusp potential”, coulombiano e Wood-Saxon. Os resultados foram

determinados também em termos de funções hipergeométricas.

Este trabalho está organizado da seguinte forma: a partir do caṕıtulo 2 apresentamos

os principais fundamentos da teoria DKPNR para resolução da equação de movimento com

diferentes interações. Neste mesmo caṕıtulo também mostramos os procedimentos para in-

trodução de interações através dos acoplamentos mı́nimo, não-mı́nimo e escalar na equação

DKPNR. Em seguida, no caṕıtulo 3, resolvemos a equação DKP-NR para o potencial tipo

coulombiano acoplado minimamente e escalarmente, determinando os estados ligados nor-

malizados e as energias de quantização. Ainda como resultado, no caṕıtulo 4 testamos um

potencial tipo Hulthén assimétrico para o setor vetorial da teoria e obtivemos os estados de



1.0 3

espalhamento bem como os estados ligados. Ainda neste caṕıtulo, chegamos a uma expressão

para a condição de transmissão total, no caso dos estados de espalhamento, e de energias ca-

racteŕısticas para os estados ligados. Por fim, discutimos os resultados e apontamos posśıveis

trabalhos a serem desenvolvidos no caṕıtulo de conclusão 5.
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Caṕıtulo 2

Teoria DKPNR

Neste caṕıtulo discutiremos alguns conceitos importantes para o desenvolvimento e com-

preensão do formalismo penta-dimensional chamado, Covariância Galileana. Para isto utili-

zamos tanto a equação de movimento em segunda ordem, a equação de Schrödinger, como

em primeira ordem, a versão não relativ́ıstica da equação de Duffin-Kemmer-Petiau para

bósons escalares (spin 0) e vetoriais (spin 1), para se chegar a forma final do espinor Ψ,

solução da equação DKPNR.

Neste sentido apresentamos na seção 2.1 o grupo de Galilei, sua extensão central dando

origem a quinta coordenada bem como a estrutura do espaço penta-dimensional com métrica

e produto escalar definidos. Na seção 2.2 descrevemos a equação DKPNR, suas repre-

sentações, álgebra e setores associados. As expressões para a normalização da função de

onda associada a cada setor da teoria são apresentadas na seção 2.3. Os operadores que pro-

jetam a função de onda nos setores escalar e vetorial da teoria são apresentados na seção 2.4.

Na seção 2.5 mostramos a construção do espinor usando os operadores de projeção de cada

setor. Finalmente, discutimos na seção 2.6 as particularidades dos acoplamentos: mı́nimo,

não-mı́nimo e escalar.

2.1 Covariância Galileana

O grupo de simetria da f́ısica não relativ́ıstica, o grupo de Galilei (G), consiste das

translações no espaço e no tempo, das rotações espaciais e das chamadas transformações

puras de Galilei. Os elementos do grupo descrevem as transformações de coordenadas de um

evento no espaço e no tempo, da seguinte forma{
~x′ = R~x+ ~vt+ ~a

t′ = t+ b
(2.1)

Um elemento geral de G será denotado por:

G = (b,~a,~v, R),

5



6 TEORIA DKPNR 2.1

assim

(~x′, t′) = G(~x, t)(~x, t) = (b,~a,~v, R)(~x, t),

onde R é uma matrix constante 3 × 3 da rotação na qual responde a RtR = I3 e ~a, ~v e b

são parâmetros associados às translações espaciais, temporais e ~v à transformação pura de

Galilei. Outras caracteŕısticas do grupo são encontradas em [41].

Consideremos uma part́ıcula livre de massa m cuja Lagrangiana associada é expressa

por:

L =
1

2
m~̇x

2
. (2.2)

A equação de movimento ~̈x = 0 é invariante frente a (2.1), mas a Lagrangiana se trans-

forma por

L→ L
′ ≡

(m
2
~̇x′

2
)

= L+
df

dt
,

com

f ≡ +m(R~x) · ~v +
1

2
m~v2t+ const. (2.3)

Assim, podemos dizer que para (2.2) ser invariante devemos estendê-la para

L→ L−mṡ, (2.4)

com s transformando-se como

s→ s− (R~x) · ~v +
1

2
~v2t+ const. (2.5)

Neste contexto, às transformações de Galilei no espaço e no tempo são incorporadas

a transformação da quinta coordenada s resultando no grupo de transformações para as

coordenadas (x,y,z,t,s):


~x′ = R~x+ ~vt+ ~a

t′ = t+ b

s′ = s− (R~x) · ~v + 1
2
~v2t+ const.

(2.6)

As transformações acima (sem translações) deixam invariante a estrutura ~x2 − 2ts [41].

Desta invariância pode-se, portanto, inferir um espaço penta-dimensional G cujas coordenas

de um ponto qualquer são expressas por (x1, x2, x3, x4, x5) = (~x, t, s) e o produto escalar é

definido por:
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(x|y) = gµνxµyν

=
3∑
i=1

xiyi − x4y5 − x5y4 (2.7)

com métrica especificada por

(gµν) =


1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 −1

0 0 0 −1 0

 (2.8)

Deste modo a relação entre as componentes covariantes e contravariantes de um vetor

no espaço G, fica


xi = xi

x4 = −x5
x5 = −x4

Podemos ainda introduzir a operação de subir e baixar ı́ndices por

xµ = gµνx
ν ,

xµ = gµνxν ,

onde gµν = (gµν)
−1, mais detalhes podem ser encontrados em [42]. A equação de Schrödinger

pode ser obtida no contexo da Covariância Galileana através dos invariantes do grupo de

Galilei constrúıdos a partir dos operadores derivadas: ∂µ∂
µ e ∂5. Pelo Lema de Schur podemos

escrever {
∂µ∂

µΨ = k2Ψ

∂5Ψ = −imΨ
(2.9)

onde k e m são constantes e Ψ(x), a função de onda da part́ıcula. Fazendo µ variar 1, ..., 5

acima, temos

(∇2 − 2∂4∂5 − k2)Ψ = 0,
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e usando Ψ = exp(−imx5)ϕ(~x, t), obtemos

− 1

2m
∇2ϕ(~x, t) =

(
i∂t +

k2

2m

)
ϕ(~x, t).

Se consideramos uma solução estacionária para Ψ, com ϕ(~x, t) = exp(−iEt)φ(~x), escre-

vemos

− 1

2m
∇2φ(~x) =

(
E +

k2

2m

)
φ(~x),

que é a equação de Schrödinger de uma part́ıcula livre de massa m e energia E + k2/2m.

Observamos que a energia E, usual da part́ıcula livre, sofre um acréscimo constante k2/2m

que não interfere nas medidas f́ısicas.

2.2 A Equação DKPNR

A equação Duffin-Kemmer-Petiau na sua versão não relativ́ıstica, DKPNR, foi proposta

através dos trabalhos [5], onde se estudou o oscilador harmônico de bósons escalares massivos

e [6] que estudou o oscilador harmônico de bósons vetoriais. A equação DKPNR é expressa

por:

(βµ∂µ + k)Ψ = 0 (2.10)

onde k é a constante discutida anteriormente e βµ cinco matrizes que obedecem a álgebra

DKPNR

βµβνβρ + βρβνβµ = gµνβρ + gρνβµ. (2.11)

A forma da álgebra bem como a dimensão das matrizes presentes numa equação em

primeira ordem está associada ao spin da part́ıcula que esta descreve. Assim, para o setor

escalar da teoria as matrizes apresentam dimensão 6× 6 e são dadas por



β1 = e1,6 + e6,1

β2 = e2,6 + e6,2

β3 = e3,6 + e6,3

β4 = e4,6 − e6,5
β5 = e5,6 − e6,4

(2.12)

onde ei,j = 1, para i, j indicando a linha e coluna do elemento de matriz respectivamente que

são diferentes de zero. Para o setor vetorial da teoria, as matrizes βµ apresentam dimensão

15× 15 e são expressas na forma
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β1 = e13,1 + e14,4 + e12,8 − e11,9 − e9,11 + e8,12 + e1,13 + e4,14

β2 = e13,2 + e14,5 − e12,7 + e10,9 + e9,10 − e7,12 + e2,13 + e5,14

β3 = e13,3 + e14,6 + e11,7 − e10,8 − e8,10 + e7,11 + e3,13 + e6,14

β4 = −e10,4 − e11,5 − e12,6 + e1,10 + e2,11 + e3,12 + e15,14 + e13,15

β5 = −e10,1 − e11,2 − e12,3 + e4,10 + e5,11 + e6,12 − e15,13 − e14,15

(2.13)

A forma expĺıcita para as matrizes βµ do setor escalar e do setor vetorial pode ser vista

no apêndice A.

Pode-se mostrar que (2.10) é preservada pelas transformações


x
′µ = Λµ

νx
ν

Ψ
′
(x) = Q(Λ)Ψ(Λ−1x)

Q−1(Λ)βµQ(Λ) = Λµ
νβ

ν

(2.14)

onde Λµν = gµν +ωµν representa as transformações infinitesimais nas coordenadas (2.6), sem

translações com ωµν = −ωνµ, e Q(Λ) as transformações nos campos dada, na forma

Q = 1 +
1

2
ωµνSµν , (2.15)

com Sµν = [βµ, βν ]. A equação adjunta para o espinor Ψ, pode ser obtida a partir de

[(βµ∂µ + k)Ψ]† = 0,−→ ∂µΨ†β†µ + kΨ† = 0. (2.16)

Escolhendo uma representação tal que
β†i = βi

β†4 = −β5

β†5 = −β4

ou, de uma forma mais compacta,

β†µ = gµνβν ,

com estas propriedades podemos obter a identidade

βµη = −ηβ†µ,

com η = (β4 + β5)2 + 1. Usando também η2 = 1 obtemos
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β†µ = −ηβµη, (2.17)

Definindo o espinor adjunto como Ψ ≡ Ψ†η, a equação (2.16) é reescrita da forma

−∂µΨ†ηβµη + kΨ† = 0.

Multiplicando-se esta equação por η à direita obtém-se

Ψ(βµ
←−
∂µ − k) = 0. (2.18)

Se agora multiplicarmos (2.10) à esquerda por Ψ, (2.18) à direita por Ψ e as somarmos,

temos

∂µj
µ = 0, (2.19)

onde jµ = ΨβµΨ é a penta-corrente conservada.

Adicionando uma interação U na equação DKP (2.10), obtemos

(βµ∂µ + k + U)Ψ = 0 (2.20)

Em [23] encontramos algumas possibilidades de acoplamentos para U que podem ser

exploradas

U = UE + βµAµ + σµBµ + βµνTµν + σµνFµν (2.21)

no entanto, devemos ter atenção com os acoplamentos tensoriais que podem apresentar

comportamentos não causais. Para a equação adjunta obtemos

Ψ(
←−
∂µβ

µ − k − ηU †η) = 0. (2.22)

Multiplicando (2.20) à esquerda por Ψ e (2.22) à direita por Ψ, temos

∂µj
µ + Ψ(U − ηU †η)Ψ = 0. (2.23)

Assim, se U for hermitiano em relação a matriz η, teremos a conservação da penta

corrente jµ. Dessa forma, a condição ηU †η = U que o potencial U precisa obedecer é um

meio de selecionarmos os tipos de interações a serem inseridas na equação DKPNR.

2.3 Condição de Normalização

Vimos na seção 2.2 que a penta corrente, dada por
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jµ = ΨβµΨ (2.24)

é efetiva mesmo na presença de uma interação U . A condição de normalização para o espinor

Ψ é dada por ∫
j4dV = ±1, (2.25)

onde ±1, é devido a duas possibilidades de sinal de carga elétrica, ficando∫
Ψβ4ΨdV = ±1. (2.26)

Nas seções seguintes obteremos a expressão (2.26) em termos das componentes do espinor

Ψ, ao escolher um setor espećıfico da teoria.

2.3.1 Setor Escalar

Devemos primeiramente calcular Ψ, ou seja,

Ψ = Ψ†η =
[

Ψ†1 Ψ†2 Ψ†3 Ψ†4 Ψ†5 Ψ†6

]
· η (2.27)

Assim, usando a representação 6× 6 para as matrizes βµ, obtemos

Ψ =
[

Ψ†1 Ψ†2 Ψ†3 −Ψ†5 −Ψ†4 −Ψ†6

]
.

Logo, a expressão para a componente j4 da penta-corrente é dada por

j4 = Ψβ4Ψ = Ψ†6Ψ5 −Ψ†5Ψ6.

A condição de normalização para o setor escalar pode, então, ser dada por∫
[Ψ†6Ψ5 −Ψ†5Ψ6]dV = ±1. (2.28)

2.3.2 Setor Vetorial

Similarmente, usando a representação 15× 15 já citada para o setor vetorial da teoria, o

espinor Ψ† é dado por

Ψ† =
[

Ψ†1 Ψ†2 ... Ψ†15

]
, (2.29)

com η = (β4 + β5)2 + 1, dado por (A.12), calculamos Ψ = Ψ†η obtendo
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Ψ =
[
−Ψ†4 −Ψ†5 −Ψ†6 −Ψ†1 −Ψ†2 −Ψ†3 Ψ†7 Ψ†8 Ψ†9 −Ψ†10 −Ψ†11 −Ψ†12 Ψ†14 Ψ†13 −Ψ†15

]
.

Agora

Ψβ4 =
[

0 0 0 Ψ†10 Ψ†11 Ψ†12 0 0 0 −Ψ†4 −Ψ†5 −Ψ†6 0 −Ψ†15 Ψ†14

]
.

em que obtemos

Ψβ4Ψ = Ψ†10Ψ4 + Ψ†11Ψ5 + Ψ†12Ψ6 −Ψ†4Ψ10 −Ψ†5Ψ11 −Ψ†6Ψ12 −Ψ†15Ψ14 + Ψ†14Ψ15. (2.30)

De posse da forma do espinor Ψ, poderemos encontrar uma expressão mais compacta

para a expressão acima.

2.4 Projetores

Apresentaremos nesta seção alguns aspectos da formulação DKPNR através de operado-

res de projeção encontrados em [20, 35]. Esta formulação nos possibilitará acessar os setores

da teoria que desejemos trabalhar sem usar diretamente uma representação das matrizes βµ.

2.4.1 Setor Escalar

Os projetores podem ser constrúıdos usando a representação geral e a álgebra das ma-

trizes βµ. O projetor do setor escalar é dado por

P = −1

2
(β4 + β5)2

3∏
i=1

(βi)2. (2.31)

Desta definição se chega às seguintes propriedades

{
P2 = P

Pµβν = Pgµν
(2.32)

com Pµ = Pβµ.

As consequências da ação destes operadores nas transformações do espinor Ψ são

{
PQΨ = PΨ

PµQΨ = PµΨ + ωµνPνΨ
(2.33)

com Q dado por (2.15). Destas relações percebe-se que PQΨ transforma-se como um escalar
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e PµQΨ, como um vetor.

Para as matrizes do setor escalar dadas pelas equações contidas no apêndice A, com P

dado por (2.31), obtemos

PΨ =



0

0

0

0

0

Ψ6


. (2.34)

Pode-se, então, concluir que o projetor P seleciona apenas a componente Ψ6 do espinor

Ψ. Atuando o projetor P na equação DKP-NR (2.10), temos

(Pµ∂µ + kP)Ψ = 0, (2.35)

com Pν atuando à esquerda em (2.10) e usando a propriedade em (2.32), obtemos

(P∂ν + kPν)Ψ = 0,

que substituindo em (2.35), temos

(∂µ∂µ − k2)PΨ = 0. (2.36)

Assim, como PΨ seleciona a sexta componente do espinor Ψ, (2.36) é a equação de

Schrödinger covariante para a função de onda PΨ.

2.4.2 Setor Vetorial

O operador, que seleciona o setor vetorial da teoria DKPNR é expresso por

Rµ =
3∏
i=1

(βi)2[βµ(β4 + β5)− gµ4 − gµ5], (2.37)

com µ = 1, ...5. A forma matricial para os projetores Rµ, obtida a partir da representação

(2.13), é encontrada em B.2.

Define-se também o operador

Rµν = Rµβν , (2.38)

e, com isso, as seguintes propriedades:
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Rµν = −Rνµ,

Rµνβα = gναRµ − gµαRν ,

RµSνα = gµνRα − gµαRν ,

RµνSαρ = gµρRνα − gµαRνρ + gναRµρ − gνρRµα.

(2.39)

Aplicando-se os operadores Rµ e Rµν na equação DKPNR (2.10), obtemos

(Rµν∂ν + kRµ)Ψ = 0, (2.40)

(Rµνβα∂α + kRµν)Ψ = 0. (2.41)

Usando-se a identidade da segunda linha de (2.39), a equação acima é reescrita da forma

(Dνµ + kRµν)Ψ = 0,

onde Dνµ = ∂νRµ − ∂µRν . Aplicando-se ∂ν à esquerda obtemos

(∂νD
νµ + k∂νR

µν)Ψ = 0,

que usando (2.40), resulta

(∂νD
νµ − k2Rµ)Ψ = 0, (2.42)

e, por fim,

(∂ν∂
ν − k2)RµΨ− ∂ν∂µRνΨ = 0. (2.43)

A equação acima, é a equação de Schrödinger manifestamente covariante, que descreve um

campo vetorial não relativ́ıstico. Ao se derivar a equação (2.42), percebe-se que ∂ν∂
µRνΨ =

0, assim, obtemos

(∂ν∂
ν − k2)RµΨ = 0 (2.44)

O espinor Ψ no setor vetorial tem 15 componentes,
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Ψ =



Ψ1

Ψ2

.

.

.

Ψ15


, (2.45)

que poderam ser selecionadas com aplicação dos projetores (2.37) e (2.38). Neste sentido,

os operadores Ri, com i = 1, 2, 3, selecionam as componentes Ψ9+i, R4 a componente Ψ14 e

R5 a componente Ψ13. Assim, podemos resumir da seguinte forma
RiΨ = Ψ9+i

R4Ψ = Ψ14

R5Ψ = Ψ13

(2.46)

É interessante salientar que os operadores Rµ e Rµν , não são propriamente projetores,

pois (Rµ)2 6= Rµ. Ao aplicarmos Ri em Ψ, temos

RiΨ =



0

0

.

.

.

Ψ9+i

Ψ9+i

0


, (2.47)

para i = 1, 2, 3. Vemos que apesar de selecionar as componenetes Ψ9+i, as aloca nas posições

Ψ13,14, nos dando duas equações equivalentes. Se, por exemplo, tomarmos (2.44), com µ = i,

temos

(∂ν∂
ν − k2)RiΨ = (∂ν∂

ν − k2)Ψ9+i = 0. (2.48)

Para µ = 4, de maneira similar chegamos em

(∂ν∂
ν − k2)R4Ψ = (∂ν∂

ν − k2)Ψ14 = 0. (2.49)

e, para µ = 5:

(∂ν∂
ν − k2)R5Ψ = (∂ν∂

ν − k2)Ψ13 = 0. (2.50)

Para seleção das outras componentes do espinor Ψ, devemos usar o operador Rµν expresso

em (2.38) e que pode ser encontrado na sua forma matricial em B.2. O operador Rµν atua no
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µ \ ν 1 2 3 4 5

1 0 Ψ9 −Ψ8 −Ψ4 −Ψ1

2 −Ψ9 0 Ψ7 −Ψ5 −Ψ2

3 Ψ8 −Ψ7 0 −Ψ6 −Ψ3

4 Ψ4 Ψ5 Ψ6 0 −Ψ15

5 Ψ1 Ψ2 Ψ3 Ψ15 0

Tabela 2.1: Relação das componentes do espinor Ψ, selecionadas pelo projetor Rµν ao atuar em
Ψ.

espinor Ψ, e na medida que variamos os ı́ndices µν = 1, 2, 3, 4, 5 selecionamos as componentes

do espinor Ψ. A Tabela 2.1 relaciona as componentes do espinor Ψ selecioandas pelo operador

Rµν .

Em outras palavras, quando R12Ψ, ficamos com

R12Ψ =



0

0

.

.

.

Ψ9

Ψ9

0


. (2.51)

Assim, R12Ψ = Ψ9, se invertermos µ −→ ν, temos R21Ψ = −Ψ9, o que está de acordo

com a igualdade em (2.39).

2.5 O Espinor Ψ

Considerando a representação 6 × 6 já mostrada para o setor escalar da teoria pode-se

mostrar que as seis componentes do espinor Ψ estão relacionadas na forma

Ψ =



∂1ϕ

∂2ϕ

∂3ϕ

∂4ϕ

∂5ϕ

ϕ


, (2.52)

assim, através da equação DKPNR (2.10) podemos chegar na equação de Schrödinger livre

(2.36). O espinor Ψ para o setor vetorial da teoria é dado por (2.45). A seleção de suas

componentes, podem ser feitas através do uso dos projetores Rµ e Rµν , descritos na seção

2.4.2. As componentes Ψ10 a Ψ14, podem ser selecionadas através da aplicação de Rµ, com

µ = 1, 2, 3, 4, 5, como é mostrado em (2.46). Vamos definir (Ψ10, ...,Ψ14) = (~C, ϕ, φ), para
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efeito de simplificação nos cálculos a seguir. As componentes de Ψ1 a Ψ9 e Ψ15, são obtidas

através da ação do projetor Rµν , com ν, µ = 1, 2, 3, 4, 5, como mostrado na Tabela 2.1.

De (2.42), temos

RµνΨ =
1

k
(∂µRν − ∂νRµ)Ψ, (2.53)

com µ, ν = 1, 2, 3, 4, 5.

• Para µ = 5 e ν = 1, 2, 3 = i, temos

R5iΨ = Ψi =
1

k
(∂5Ψ9+i − ∂iΨ13), (2.54)

Dessa forma, 
Ψ1 = 1

k
(∂5Ψ10 − ∂1Ψ13)

Ψ2 = 1
k
(∂5Ψ11 − ∂2Ψ13)

Ψ3 = 1
k
(∂5Ψ12 − ∂3Ψ13)

(2.55)

Podemos chamar ~F = (Ψ1,Ψ2,Ψ3) para as três primeiras componentes do espinor Ψ,

assim,

~F =
1

k
(∂5 ~C −∇ϕ). (2.56)

• Para µ = 4 e ν = 1, 2, 3 = i, temos

R4iΨ = Ψ3+i =
1

k
(∂4Ψ9+i − ∂iΨ14). (2.57)

Dessa forma, 
Ψ4 = 1

k
(∂4Ψ10 − ∂1Ψ14)

Ψ5 = 1
k
(∂4Ψ11 − ∂2Ψ14)

Ψ6 = 1
k
(∂4Ψ12 − ∂3Ψ14)

(2.58)

Podemos chamar ~H = (Ψ4,Ψ5,Ψ6) e, assim,

~H =
1

k
(∂4 ~C −∇φ) (2.59)

• Para µ = 2 e ν = 3, temos

R23Ψ = Ψ7 =
1

k
(∂2Ψ12 − ∂3Ψ11), (2.60)

ficando

Ψ7 =
1

k
(∂2C3 − ∂3C2). (2.61)
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Para µ = 3 e ν = 1, temos

R31Ψ = Ψ8 =
1

k
(∂3Ψ10 − ∂1Ψ12), (2.62)

ficando

Ψ8 =
1

k
(∂3C1 − ∂1C3). (2.63)

Para µ = 1 e ν = 2, temos

R12Ψ = Ψ9 =
1

k
(∂1Ψ11 − ∂2Ψ10), (2.64)

ficando

Ψ9 =
1

k
(∂1C2 − ∂2C1). (2.65)

Dessa forma, temos 
Ψ7 = 1

k
(∂2C3 − ∂3C2)

Ψ8 = 1
k
(∂3C1 − ∂1C3)

Ψ9 = 1
k
(∂1C2 − ∂2C1)

(2.66)

Podemos chamar ~M = (Ψ7,Ψ8,Ψ9), e, assim,

~M =
1

k
∇× ~C (2.67)

• Para µ = 5 e ν = 4, temos

R54Ψ = Ψ15 =
1

k
(∂5Ψ14 − ∂4Ψ13), (2.68)

ficando

Ψ15 =
1

k
(∂5φ− ∂4ϕ). (2.69)

Por fim, chegamos ao espinor Ψ, para o setor vetorial livre da forma

Ψ =



~F = 1
k
(∂5 ~C −∇ϕ)

~H = 1
k
(∂4 ~C −∇φ)

~M = 1
k
∇× ~C
~C

ϕ

φ
1
k
(∂5φ− ∂4ϕ)


, (2.70)
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2.6 Interações

Destacamos anteriormente na seção 2.2 os diversos tipos de acoplamentos que podem

ser usados para simular um sistema f́ısico qualquer. A expressão apresentada em [23] mos-

trada em (2.21) nos permite introduzir uma determinada interação acoplada de três formas

basicamente: escalar, vetorial e tensorial, sendo que esta última pode apresentar problemas

relacionados com a casualidade.

Trabalharemos a seguir com as interações diretamente na equação DKPNR. Primeiro

discutiremos o acoplamento mı́nimo, em seguida, uma forma especial de acoplamento não-

mı́nimo e por fim, o acoplamento escalar, que não está vinculado às matrizes βµ. Lembrando

que para relação ηU †η = U , mostrada na seção 2.2, encontramos uma condição que deve ser

satisfeita para qualquer interação U que venhamos inserir, de modo a manter a conservação

da penta corrente jµ.

2.6.1 Acoplamento Mı́nimo

Começaremos introduzindo uma interação na equação DKPNR através do acoplamento

mı́nimo, isto é,

UM = −eiβµAµ. (2.71)

Assim, temos

(βµ∂µ + k − eiβµAµ)Ψ = 0,

que pode ser reescrita da forma

(βµDµ + k)Ψ = 0, (2.72)

onde Dµ = ∂µ−eiAµ representa um acoplamento mı́nimo com o campo não relativ́ıstico Aµ,

sendo e sua constante de acoplamento.

Setor Escalar

Partindo da equação (2.72) usando o projetor P para selecionar o setor escalar da teoria:

(PµDµ + kP)Ψ = 0, (2.73)

onde usamos a propriedade (2.32). Podemos ainda aplicar o projetor Pα à equação (2.72),

e usar a propriedade (2.32), chegando a

PDαΨ = −kPαΨ, (2.74)
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Se multiplicarmos (2.73) por k, temos

DµkP
µΨ = −k2PΨ. (2.75)

Substituindo (2.74) em (2.75), chegamos em

(DµDµ − k2)PΨ = 0. (2.76)

A equação acima é a equação de Schrödinger covariante, com o acoplamento mı́nimo.

A introdução de uma interação mı́nima nos possibilita obter a equação de Schrödinger na

forma acoplada usual, através da componente A4 do campo Aµ. Partindo da equação (2.76)

[∂µ∂
µ − e2AµAµ − ei(∂µAµ + Aµ∂

µ)− k2]PΨ = 0. (2.77)

Tomando agora µ = i, 4, 5 com i = 1, 2, 3, obtemos


AµA

µPΨ = (A2
i − A4A5 − A5A4)PΨ

∂µA
µPΨ = (∂iAi − ∂4A5 − ∂5A4)PΨ

Aµ∂
µPΨ = (Ai∂i − A4∂5 − A5∂4)PΨ

Podemos supor uma função PΨ(xµ) na forma

PΨ(xµ) = e−imx5e−iEtϕ(~r), (2.78)

e Aµ = (0, 0, 0, A4, 0) assim chegamos a

∇2ϕ(~r) + 2mEϕ(~r)− 2meA4ϕ(~r) + k2ϕ(~r) = 0,

então,

− 1

2m
∇2ϕ(~r) + (eA4)ϕ(~r) =

(
E +

k2

2m

)
ϕ(~r). (2.79)

A equação de Schrödinger acima obtida a partir da DKPNR é exatamente a mesma

apresentada em [43, 44], a menos da constante k.

Setor Vetorial

De maneira similar, podemos tratar o setor vetorial da teoria e buscar a forma da equação

de segunda ordem resultante. Assim, aplicando o projetor Rν à equação (2.72)
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(RνµDµ + kRν)Ψ = 0, (2.80)

onde usamos a propriedade (2.38). Agora, aplicando o projetor Rµν na equação (2.72),

chegamos em

Rµν(βαDα + k)Ψ = 0,

ou

[(gναRµ − gµαRν)Dα + kRµν ]Ψ = 0,

onde usamos as propriedades dos projetores Rµν descritas em (2.39); lembrando que gµν é o

tensor métrico do espaço penta-dimensional no qual estamos trabalhando. Assim, movendo

a derivada covariante para o interior do parêntesis, temos

[(DνRµ −DµRν) + kRµν ]Ψ = 0,

ou,

(Uµν + kRµν)Ψ = 0, (2.81)

onde DνRµ −DµRν = Uµν . Da equação (2.81) vemos que

kRµνΨ = −UµνΨ,

que usando a propriedade Rµν = −Rνµ, resulta:

kRνµΨ = UµνΨ, (2.82)

Substituindo este resultado em (2.80), segue

(DµU
µν + k2Rν)Ψ = 0,
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ou

[Dµ(DνRµ −DµRν) + k2Rν ]Ψ = 0,

Esta relação pode ser ainda escrita na forma

(DµDµ − k2)RνΨ−DνDµR
µΨ− [Dµ, D

ν ]RµΨ = 0.

Calculando [Dµ, D
ν ]RµΨ, temos

[Dµ, D
ν ]RµΨ = [(∂µ − eiAµ)(∂ν − eiAν)− (∂ν − eiAν)(∂µ − eiAµ)]RµΨ

= −ei[(∂νAµ)− (∂µA
ν)]RµΨ,

Assim, chegamos em

(DµDµ − k2)RνΨ−DνDµR
µΨ + ei[(∂νAµ)− (∂µA

ν)]RµΨ = 0. (2.83)

Os dois termos adiconais na equação de Schrödinger (2.83) revelam a influência do po-

tencial vetorial representado por Aµ. Em [35], encontramos um exemplo de aplicação destes

termos para o caso relativ́ıstico.

2.6.2 Acoplamento Não-Mı́nimo

Nesta seção buscaremos testar um acoplamento não-mı́nimo do tipo,−ei[χ, βµ]Aµ, onde χ

é uma matriz a ser escolhida, e [χ, βµ], o comutador entre χ e βµ. Este tipo de acoplamento foi

usado na teoria DKP relativ́ıstica [35, 36, 24, 26]. Para que a condição ηU †η = U que garante

que a penta-corrente jµ se conserve, seja satisfeita, a matriz χ deve responder positivamente

à seguinte igualdade, ηχ† = χη.

A equação DKPNR com a introdução do potencial via acoplamento não-mı́nimo fica

(βµ∂µ + k − ei[χ, βµ]Aµ)Ψ = 0. (2.84)

A seguir, analisaremos cada setor da teoria sugerindo uma forma para a matriz χ.

Setor Escalar

Para o setor escalar da teoria, vamos fazer o procedimento similar ao realizado na seção

2.6.1. Tomaremos a matriz χ discutida anteriormente como sendo exatamente igual ao pro-

jetor P do setor escalar, dado por (2.31) e que está de acordo com a condição ηP† = Pη,

descrita acima. Aplicando o projetor P na equação DKPNR (2.84) temos



2.6 INTERAÇÕES 23

(Pµ∂µ + kP − eiP[P, βµ]Aµ)Ψ = 0,

ou

(Pµ∂µ − eiP2βµAµ + eiPµPAµ + kP)Ψ = 0,

resultando em

(PµD−µ + kP)Ψ = 0, (2.85)

onde chamamos de derivada covariante: D−µ = ∂µ − eiAµ. De forma similar ao acoplamento

mı́nimo aplicaremos o projetor Pµ na equação (2.84), obtendo

Pµ(βα∂α + k − ei[P, βα]Aα)Ψ = 0,

ou

[Pµβα(∂α + eiPAα) + kPµ]Ψ = 0,

de forma que

[Pgµα(∂α + eiAα) + kPµ]Ψ = 0,

resultando

(PDµ
+ + kPµ)Ψ = 0, (2.86)

onde chamamos Dµ
+ = ∂µ + eiAµ. Finalmente, substituindo a equação (2.86) em (2.85)

podemos obter

(Dµ
+D

−
µ − k2)PΨ = 0. (2.87)

A equação acima é a equação de Schrödinger covariante, com o acoplamento não mı́nimo,
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do tipo −ei[χ, βµ]Aµ, com, neste caso, χ = P. Percebemos uma grande semelhança com o

resultado (2.76) do acoplamento mı́nimo para o mesmo setor da teoria. Lembrando ainda que,

a condição ηU †η = U para o potencial continua válida, e consequentemente está garantida

a conservação da penta-corrente jµ.

Setor Vetorial

Para o caso vetorial vamos proceder de maneira análoga. Partindo de (2.84) e aplicando

o projetor Rν , temos

(Rνµ∂µ −Rνei[χ, βµ]Aµ + kRν)Ψ = 0, (2.88)

para o caso vetorial, assumiremos a matriz χ da forma

χ = −1

2
(βσβσ − 2), (2.89)

novamente χ responde perfeitamente a condição de conservação da penta-corrente jµ, des-

crita no ińıcio da seção 2.6.2. Assim (2.88), fica

(Rνµ∂µ +
ei

2
Rν(βσβσ − 2)βµAµ −

ei

2
Rνµ(βσβσ − 2)Aµ + kRν)Ψ = 0. (2.90)

Substituindo os resultados da seção C.1, em (2.90), temos

(Rνµ∂µ + eiRνµAµ + kRν)Ψ = 0,

(RνµD+
µ + kRν)Ψ = 0. (2.91)

Agora, vamos aplicar o projetor Rµν em (2.84), de forma que

Rµν(βα∂α + k − ei[χ, βα]Aα)Ψ = 0,

(Rµνβα∂α −Rµνei[χ, βα]Aα + kRµν)Ψ = 0,

substituindo (2.89), temos
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[Rµνβα∂α +
ei

2
Rµν(βσβσ − 2)βαAα −

ei

2
Rµνβα(βσβσ − 2)Aα + kRµν ]Ψ = 0. (2.92)

Substituindo os resultados da seção C.2, em (2.92), chegamos em

[(Rµ∂ν −Rν∂µ)− ei(RµAν −RνAµ) + kRµν ]Ψ = 0,

ou

[(RµDν
− −RνDµ

−) + kRµν ]Ψ = 0,

Onde obtemos uma equação similar a (2.81) com Uµν
− = RµDν

− −RνDµ
−

(Uµν
− + kRµν)Ψ = 0. (2.93)

Da equação (2.93) acima, vemos que

kRµνΨ = −Uµν
− Ψ,

substituindo em (2.91) fica

(D+
µU

µν
− + k2Rν)Ψ = 0,

[D+
µ (RµDν

− −RνDµ
−) + k2Rν ]Ψ = 0,

que, por fim, obtemos

(D+
µD

µ
− − k2)RνΨ−D+

µD
ν
−R

µΨ = 0. (2.94)

Usando a relação de comutação [D+
µ , D

ν
−]RµΨ, temos

(D+
µD

µ
− − k2)RνΨ−Dν

−D
+
µRµΨ− [D+

µ , D
ν
−]RµΨ = 0,

assim, obtemos
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(D+
µD

µ
− − k2)RνΨ−Dν

−D
+
µRµΨ + ei[(∂νAµ) + (∂µA

ν)]RµΨ = 0. (2.95)

2.6.3 Acoplamento Escalar

Discutiremos ao longo desta seção o caminho percorrido do potencial inserido escalar-

mente na equação DKPNR até a equação de Schrödinger de maneira similar às seções ante-

riores. O potencial escalar não tem nenhum v́ınculo com as matrizes βµ, podendo ser visto

como um acoplamento na massa no caso da teoria DKP relativ́ıstica, mas para DKPNR é

como se estivéssemos dando uma dependência das coordenadas à constante k. Dessa forma,

a equação DKPNR, fica

(βµ∂µ + k + UE)Ψ = 0. (2.96)

Setor Escalar

Para o setor escalar da teoria, temos

[Pµ∂µ + (k + UE)P]Ψ = 0, (2.97)

onde usamos o projetor P com suas propriedades (2.32). Aplicando o projetor Pα à es-

querda em (2.96), ficamos com

Pα(βµ∂µ + k + UE)Ψ = 0, (2.98)

ou

P∂αΨ = −(k + UE)PαΨ. (2.99)

Aplicando ∂α à esquerda desta equação, temos

∂α∂
αPΨ = −∂α[(k + UE)PαΨ], (2.100)

ou

∂α∂
αPΨ = −[∂α(k + UE)]PαΨ− (k + UE)∂αP

αΨ). (2.101)

Mas, por (2.97), temos

[∂µ∂
µ − (k + UE)2]PΨ− [∂µ(k + UE)]

(k + UE)
· ∂µ(PΨ) = 0. (2.102)

A equação (2.102) demonstra a forma que o potencial acoplado escalarmente tem na

equação de Schrödinger covariante. Percebemos a diferença em relação ao acoplamento

mı́nimo, onde reproduzimos os potenciais tipicamente encontrados na literatura, nos livros
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de Mecânica Quântica [43, 44].

Fazendo os ı́ndices variarem de 1 a 5, definindo UE = UE(~r), ou seja, apenas dependente

das coordenadas espaciais, chegaremos em

(∇2 + 2mE − [U(~r) + k]2)ϕ(~r)− ∇U(~r) · ∇ϕ(~r)

k + U(~r)
= 0, (2.103)

onde foi usada (2.78) para o formato da função PΨ(xµ).

Setor Vetorial

Para o setor vetorial da teoria devemos seguir o procedimento usando os projetores já

apresentados em seções anteriores. Desta forma, a equação DKPNR com um potencial escalar

(2.96), fica

Rν(βµ∂µ + k + UE)Ψ = 0, (2.104)

[Rνµ∂µ + (k + UE)Rν ]Ψ = 0. (2.105)

Agora aplicando o projetor Rνµ em (2.96)

Rνµ(βα∂α + k + UE)Ψ = 0, (2.106)

[Rνµβα∂α + (k + UE)Rνµ]Ψ = 0, (2.107)

e usando a propriedade (2.39), temos

[(gµαRν − gναRµ)∂α + (k + UE)Rνµ]Ψ = 0, (2.108)

[(∂µRν − ∂νRµ) + (k + UE)Rνµ]Ψ = 0. (2.109)

Se multiplicarmos ∂µ à esquerda, obtemos

[(∂µ∂
µRν − ∂µ∂νRµ)]Ψ + ∂µ[(k + UE)Rνµ]Ψ = 0, (2.110)

ou

[(∂µ∂
µRν − ∂µ∂νRµ)]Ψ + ∂µ[(k + UE)]RνµΨ + (k + UE)∂µR

νµΨ = 0, (2.111)

mas, por (2.105)

∂µR
νµΨ = −(k + UE)RνΨ (2.112)
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assim, (2.111) fica

[∂µ∂
µ − (k + UE)2]RνΨ− ∂µ∂νRµΨ + ∂µ[(k + UE)]RνµΨ = 0, (2.113)

e com (2.109)

[∂µ∂
µ − (k + UE)2]RνΨ− ∂µ∂νRµΨ +

[∂µ(k + UE)].[(∂νRµ − ∂µRν)Ψ]

(k + UE)
= 0, (2.114)

podemos chegar na forma

[
∂µ∂

µ − (k + UE)2 − [∂µ(k + UE)]∂µ

(k + UE)

]
RνΨ−∂µ∂νRµΨ+

[∂µ(k + UE)]∂νRµΨ

(k + UE)
= 0. (2.115)

Se usarmos a condição ∂µRµΨ = 0, obtemos

[
∂µ∂

µ − (k + UE)2 − [∂µ(k + UE)]

(k + UE)
· ∂µ
]

RνΨ +
[∂µ(k + UE)]

(k + UE)
· ∂ν(RµΨ) = 0. (2.116)

Assim, para determinarmos o papel de cada termo da equação acima, devemos testar

alguns potenciais conhecidos.



Caṕıtulo 3

Potencial Coulombiano

Nosso objetivo, neste caṕıtulo, é resolver a equação DKPNR para um potencial do tipo

coulombiano, ou seja, 1/|~r|. Numa revisão da literatura, encontramos alguns trabalhos que

exploram esse tipo de potencial inserido na equação DKP relativ́ıstica, como em [32] para

o setor escalar, como também em [33] para o setor vetorial, usando o acoplamento mı́nimo.

Uma outra forma de acoplamento que pode ser explorada é o chamado acoplamento escalar,

usado recentemente em DKP relativ́ıstica [34].

Neste caṕıtulo, resolvemos a equação DKPNR para um potencial do tipo coulombiano

inserido escalarmente, seção 3.1. Contudo, para este tipo de acoplamento o resultado foi

apenas funções de Bessel sem estados ligados. Em seguida, na seção 3.2, uma interação escalar

do tipo coulombiano e um coulombiano na forma mı́nima, são inseridos conjuntamente. Os

resultados foram funções hipergeométricas, onde determinamos as auto energias de estados

ligados.

3.1 Potencial tipo Coulombiano através do acoplamento Escalar

O potencial escalar é inserido na equação DKPNR, conforme (3.1):

(βµ∂µ + k + UE)Ψ = 0. (3.1)

onde UE é uma função qualquer de xµ que está de acordo com a condição de consevação da

penta-corrente jµ, ηU †η = U , mostrada na seção 2.2. Trabalharemos em seguida através dos

projetores, mostrados na seção 2.4, para chegar na equação de Schrödinger.

3.1.1 A Equação de Schrödinger

Selecionando o setor escalar da teoria na equação (3.1), obtemos

[∂µ∂
µ − (k + UE)2]PΨ− [∂µ(k + UE)]

(k + UE)
· ∂µ(PΨ) = 0. (3.2)

com PΨ selecionando a sexta componente do espinor Ψ, dessa forma,

29
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PΨ = P



∂1ϕ

∂2ϕ

∂3ϕ

∂4ϕ

∂5ϕ

ϕ


=



0

0

0

0

0

ϕ


, (3.3)

com ϕ(xµ), dado por

ϕ(xµ) = e−imx5e−iEtφ(~r). (3.4)

Usando a forma de ϕ(xµ), dado acima, podemos chegar em

[∇2 + 2mE − (k + UE)2]φ(~r)− ∇UE · ∇φ(~r)

k + UE
= 0, (3.5)

que rearrumando os termos, temos[
−∇

2

2m
+

(k + UE)2

2m

]
φ(~r) +

[
∇UE

2m(k + UE)

]
· ∇φ(~r) = Eφ(~r). (3.6)

Propomos a função φ(~r) = fl(r) · Ylm(Ω) em coordenadas esféricas, devido a simetria

esférica do problema. Com fl(r) representando a parte radial e Ylm(Ω), os harmônicos

esféricos, a parte angular. Sabemos que a parte radial do laplaciano em coordenadas esféricas

segundo [43], é dado por

∇2 =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
− L2

r2
, (3.7)

com L sendo o operador momento angular, que é dado por:

L2 = −
[

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

(
∂2

∂φ2

)]
. (3.8)

Então, o primeiro termo de (3.5), fica,

∇2φ(~r) =

[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
− L2

r2

]
φ(~r). (3.9)

Fazendo fl(r) = Fl(r)
r

, a equação acima, (3.9), é reescrita da forma

∇2φ(~r) =

[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
− L2

r2

]
Fl(r)

r
· Ylm(Ω),

=
1

r

[
∂2

∂r2
− 1

r2
l(l + 1)

]
Fl(r) · Ylm(Ω), (3.10)

onde usamos o fato de que os harmônicos esféricos são auto-funções do operador momento
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angular, ou seja, L2Ylm(Ω) = l(l + 1)Ylm(Ω), sendo l o valor do momento angular orbital.

O último termo de (3.5) é o produto de dois gradientes. Usando a propriedade vetorial

do laplaciano de duas funções escalares e tomando UE, apenas dependente do |~r| = r, ou

seja UE = U(r)

∇U(r) · ∇φ(~r)

U(r)
=

1

2U(r)

(
∇2[U(r)φ(~r)]− [∇2U(r)]φ(~r)− U(r)[∇2φ(~r)]

)
, (3.11)

onde designaremos os termos por,

A = ∇2[U(r)φ(~r)],

B = [∇2U(r)]φ(~r),

C = U(r)[∇2φ(~r)].

Começaremos pelo termo A. Nessas condições podemos ver que, de maneira similar a

(3.9), chegamos a:

A = ∇2[U(r)φ(~r)] =

[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
− L2

r2

]
U(r)

Fl(r)

r
· Ylm(Ω),

=
1

r

[
∂2

∂r2
− 1

r2
l(l + 1)

]
U(r)Fl(r) · Ylm(Ω). (3.12)

Já para o termo B, temos

B = [∇2U(r)]φ(~r) =

([
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
− L2

r2

]
U(r)

)
Fl(r)

r
· Ylm(Ω),

=

[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂U(r)

∂r

)]
Fl(r)

r
· Ylm(Ω), (3.13)

e para o termo C

C = U(r)[∇2φ(~r)] = U(r)

[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
− L2

r2

]
Fl(r)

r
· Ylm(Ω),

=
U(r)

r

[
∂2

∂r2
− 1

r2
l(l + 1)

]
Fl(r) · Ylm(Ω). (3.14)

De posse das expressões para A, B e C, podemos reescrever a equação (3.5), como

3

2r

[
∂2

∂r2
− 1

r2
l(l + 1)

]
Fl(r) · Ylm(Ω)
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+

(
2mE − [k + U(r)]2 +

1

2[k + U(r)]

[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂U(r)

∂r

)])
Fl(r)

r
· Ylm(Ω)

− 1

2[k + U(r)]

(
1

r

[
∂2

∂r2
− 1

r2
l(l + 1)

]
U(r)Fl(r) · Ylm(Ω)

)
= 0. (3.15)

A equação (3.15) acima é a equação de Schrödinger, constrúıda a partir da equação DKP

no setor escalar da teoria, por introdução de um potencial tipo escalar, dependente apenas

do módulo de um vetor ~r. Como podemos perceber, há uma diferença acentuada se o mesmo

potencial fosse introduzido através do acoplamento mı́nimo, como é usualmente feito [43].

3.1.2 A Equação Radial

Agora precisamos escolher a forma do potencial U(r). Vamos tomar um potencial do tipo

coulombiano, ou seja, U(r) = −k0
r

, onde k0 é um número real. Dessa forma, (3.15) fica

d2

dr2
Fl(r) +

d

dr
Fl(r)

(
k0/r

2

k − k0/r

)
+

Fl(r)

(
− l(l + 1)

r2
− k0

[
1

r3(k − k0/r)

]
− [k − k0/r]2 + 2mE

)
= 0. (3.16)

A constante k, pode ser nula, não interferindo nas medidas f́ısicas. Assim fazendo k = 0

em (3.16), chegamos na seguinte equação diferencial

d2

dr2
Fl(r) +

1

r

d

dr
Fl(r) +

(
− 1

r2
[l(l + 1) + 1 + k20] + 2mE

)
Fl(r) = 0. (3.17)

Chamando de δ2 = l(l + 1) + 1 + k20 e α2 = 2mE, ficamos com

d2

dr2
Fl(r) +

1

r

d

dr
Fl(r) +

(
α2 − δ2

r2

)
Fl(r) = 0. (3.18)

Fazendo a seguinte mudança de variável ξ = αr, temos

d2

dξ2
Fl(ξ) +

1

ξ

d

dξ
Fl(ξ) +

(
1− δ2

ξ2

)
Fl(ξ) = 0. (3.19)

A equação acima (3.19), possui duas soluções independentes que podem ser expressas em

termos de funções de Bessel, definida pela série

jδ(ξ) =
∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ(n+ δ + 1)

(
ξ

2

)δ+2n

. (3.20)

Se δ não for inteiro, as duas soluções jδ(ξ) e j−δ(ξ) são linearmente independentes, a
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solução geral da equação (3.19) corresponde

Fl(r) = Njδ(αr) +N ′j−δ(αr), (3.21)

assim, a função de onda, φ(~r), com a escolha adequada de somente N 6= 0, ficamos com

φ(~r) =
Njδ(αr)

r
Ylm(Ω). (3.22)

Esta solução é muito semelhante ao problema de uma part́ıcula livre em coordenadas

esféricas, na equação de Schrödinger. Uma boa discussão desse problema quantum macânico

pode ser encontrada em [43]. Temos uma energia bem determinada, dada por E, e também

um valor bem determinado do momento angular orbital, em δ2 = l(l + 1) + 1 + k20, com k0,

sendo a constante referente ao potencial Ur = −k0/r, onde r = |~r|.
Nossos resultados apontam para uma solução simples, do coulombiano inserido escalar-

mente na equação DKP-NR. Devemos chamar atenção para a simplificação usada ao longo

dos nossos cálculos, fazendo k = 0, e, assim obtivemos uma equação radial de segunda ordem,

que tem por solução as funções especiais de Bessel.

Seguiremos obtendo a normalização da solução (3.22) partindo da equação (2.28)∫
φ†(~r)φ(~r)dV = 1 (3.23)

N2

∫ [
jδ′(αr)

r
Y ′lm(Ω)

]† [
jδ(αr)

r
Ylm(Ω)

]
dV = 1 (3.24)

onde podemos usar coordenadas esféricas para integrar no espaço. Dessa forma temos

N2

∫ [
jδ′(αr)

r

jδ(αr)

r
r2dr

] [∫
Y †l′m(Ω)Ylm(Ω)dΩ

]
= 1 (3.25)

ficando com

N2

∫
j2δ (αr)dr = 1. (3.26)

Integrando até um certo valor máximo de r, resultando

N =
1√∫ rmax

0
j2δ (αr)dr

. (3.27)

A integral acima, em (3.27), é resolvida numericamente para um determinado valor de

rmax. As funções de Bessel são facilmente encontradas nos software dispońıveis. A figura

3.1 mostra o comportamento assintótico de N para o rmax até 200. Para rmax próximos

da origem o valor da constante de normalização N varia bruscamente, estabilizando para

valores maiores de rmax.

A figura 3.2 mostra o comportamento da densidade de probabilidade para três diferentes
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Figura 3.1: Valor de N para diferentes rmax, com α = 1, l = 0 e k0 = 1

Figura 3.2: Nj2δ (αr), para um rmax = 100

Figura 3.3: N
Jβ(αr)
r , para um rmax = 100
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valores de l. Enquanto que a figura 3.3 mostra o comportamento da solução radial da equação

(3.17), destacamos o ”amortecimento”promovido pelo fator 1/r, já que sem esse efeito o nosso

resultado seria muito parecido com a solução da equação de Schrödinger para part́ıcula livre

em coordenadas esféricas, de acordo com [43].

3.2 Potencial tipo Coulombiano através dos acoplamentos Escalar

e Mı́nimo

Nesta seção implementaremos a resolução da equação DKPNR na presença de um po-

tencial tipo coulombiano através de dois tipos de acoplamentos conjuntamente, escalar e

mı́nimo. Assim, a equação DKPNR fica

(βµ∂µ + k + UE + UM) Ψ = 0, (3.28)

onde UE representa o potencial escalar e UM o mı́nimo.

3.2.1 A Equação de Schrödinger

Substituindo UE(|~r|) e UM = −ieβµAµ na equação DKPNR (3.28), temos

[∇2 + 2m(E − eA4)− (k + UE(r))2]PΨ− ∇UE(r) · ∇(PΨ)

k + UE(r)
= 0, (3.29)

ou

[
−∇

2

2m
+

(k + UE(r))2

2m
+ eA4

]
PΨ +

[
∇UE(r)

2m(k + UE(r))

]
· ∇(PΨ) = EPΨ. (3.30)

onde o campo Aµ apresenta, apenas A4 6= 0.

3.2.2 A Equação Radial

Agora, considerando as interações expressas por

{
UE(r) = −α

r

eA4 = −λ
r

(3.31)

onde α e λ são constantes, definindo PΨ = ψ(r)ϑ(Ω) e usando coordenadas esféricas,

escrevemos a equação radial de (3.29) na forma

(
1

r2
d

dr

(
r2
d

dr

)
+

[
2mE +

2mλ

r
− l(l + 1)

r2
−
(
k − α

r

)2]
− α/r2

k − α
r

d

dr

)
ψ = 0.
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Usando a tranformação φ = rψ, temos(
d2

dr2
+

[
2mE +

2mλ

r
− l(l + 1)

r2
−
(
k − α

r

)2]
− α/r2

k − α
r

(
d

dr
− 1

r

))
φ = 0 (3.32)

Definindo k
α

= γ, ficamos com(
d2

dr2
+

[
2mE +

2mλ

r
− l(l + 1)

r2
− α2

r2
(1− γr)2

]
+

1

r (1− γr)

(
d

dr
− 1

r

))
φ = 0.

Definindo z = γr, obtemos

(
γ2

d2

dz2
+

[
2mE +

2γmλ

z
− γ2l(l + 1)

z2
− γ2α2

z2
(1− z)2

]
+

γ2

z (1− z)

(
d

dz
− 1

z

))
φ = 0

e (
d2

dz2
+

[
2mE

γ2
+

2mλ/γ

z
− l(l + 1)

z2
− α2

z2
(1− z)2

]
+

1

z (1− z)

(
d

dz
− 1

z

))
φ = 0

Definindo A = α2 B = 2mλ/γ, C = l(l+ 1) e D = 2mE
γ2

, a equação acima é reescrita por

(
d2

dz2
+

[
D +

B

z
− C

z2
− A

z2
(1− z)2

]
+

1

z (1− z)

(
d

dz
− 1

z

))
φ = 0

e(
z (1− z)

d2

dz2
+

d

dz
+

[
Dz (1− z) +B (1− z)− C (1− z)

z
− A

z
(1− z)3 − 1

z

])
φ = 0

e(
z2 (1− z)

d2

dz2
+ z

d

dz
+
[
Dz2 (1− z) +Bz (1− z)− C (1− z)− A (1− z)3 − 1

])
φ = 0.

Considerando agora

φ = zµg(z), (3.33)

então, suas derivadas são expressas por:

φ′ = µzµ−1g + zµg′, (3.34)

e

φ′′ = µ(µ− 1)zµ−2g + 2µzµ−1g′ + zµg′′. (3.35)
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Usando as derivadas (3.34) e (3.35), temos

z(1− z)g′′ + g′[2µ(1− z) + 1] +

+g
1

z
[µ(µ− 1) + µ− 1 +Dz2(1− z) +Bz(1− z)− C(1− z)− A(1− z)3]. (3.36)

Usando ainda (1− z)3 = 1− 3z + 3z2 − z3 e impondo as condições


µ2 − C − A− 1 = 0

D −B − 3A = 0

A−D = 0

(3.37)

segue

z (1− z) g′′ + [2µ+ 1− (2µ)z] g′ − [µ(µ− 1)− C −D] g = 0. (3.38)

que é a equação de Gauss , com µ dado por

µ =

√
2mE

γ2
+ l(l + 1) + 1 (3.39)

Definindo a, b e c em comparação com a equação diferencial de Gauss (D.1) em (3.38),

temos


c = 2µ+ 1

a+ b = 2µ− 1

ab = µ(µ− 1)− C −D
(3.40)

resolvendo o sistema (3.40), encontramos


c = 2µ+ 1

a =
2µ−1±

√
4µ2−3

2

b =
2µ−1∓

√
4µ2−3

2

(3.41)

A solução da equação (3.38) é expressa por:

gµ(z) = N12F
(µ)
1 [a, b; c; z] +N2z

1−c
2F

(µ)
1 [1 + a− c, 1 + b− c; 2− c; z], (3.42)

onde N1 e N2 são constantes de normalização e 2F1[a, b; c; z] a função hipergeométrica apre-

sentada em (D.2). Dessa forma temos
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φµ(z) = N1z
µ
2F

(µ)
1 [a, b; c; z] +N2z

−µ
2F

(µ)
1 [1 + a− c, 1 + b− c; 2− c; z]. (3.43)

Como ψ = φ
r

e z = γr, temos

ψµ(r) = N1γ
µrµ−12F

(µ)
1 [a, b; c; γr] +N2γ

−µr−(µ+1)
2F

(µ)
1 [1 + a− c, 1 + b− c; 2− c; γr].

assim, devemos fazer a constante N1 = 0, satisfazendo à condição de integrabilidade da

função de onda, ou seja, finita para z −→∞, logo obtemos

ψµ(r) = N2γ
−µr−(µ+1)

2F
(µ)
1 [1 + a− c, 1 + b− c; 2− c; γr]. (3.44)

Sabemos que a série hipergeométrica do tipo 2F1[a, b; c; γr], converge para |γr| < 1, mas

fora de intervalo para pequenos valoes de r, devemos truncar a série. Ultilizando os termos

consecutivos da série, temos

un+1

un
=

(a+ 1− c+ n)(b+ 1− c+ n)

(1 + n)(2− c+ n)
,

para truncar a série hipergeométrica devemos ter


a+ 1− c+ n = 0

ou

b+ 1− c+ n = 0

(3.45)

as duas condições se completam gerando uma única quantização

En,l =
γ2

2m

[[
3/4 + (n− 1/2)2

2(n− 1/2)

]2
− l(l + 1)− 1

]
. (3.46)

Os ńıveis de energia mostrados em (3.46) podem ser divididos como

Qn =

[
3/4 + (n− 1/2)2

2(n− 1/2)

]2
(3.47)

onde podemos observar que para os primeiros três ńıveis de energia, ou seja, n = 0, 1, 2,

ele possui o mesmo valor 1, consideramos então que sempre haverá uma degenerescência na

energia para estes ńıveis.
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Figura 3.4: En,l, para l = 0, com γ = m = 1

{
Q0 = Q1 = Q2 = 1

Q3 = 49
25

(3.48)

Dessa forma a (3.46) fica mais apropriadamente escrita

 E(0,1,2),l = − γ2

2m
[l(l + 1)]

E(n>2),l = γ2

2m

[[
3/4+(n−1/2)2

2(n−1/2)

]2
− l(l + 1)− 1

]
(3.49)

As figuras 3.4, 3.5 e 3.6 mostram o comportamento de En,l descrito por (3.49) em função

de n, para três diferentes valores de l, com γ = m = 1.

Um estudo do potencial efetivo na equação de segunda ordem (3.32) nos possibilita

visualizar a forma que o potencial adiquire e sua dependência com os parâmetros introduzidos

ao longo do cálculo. Para isso faremos a seguinte mudança na função φ(~r) em busca de

eliminar o termo de primeira derivada

φ(r) =

[
C0

(
r − α/k

r

)k/2]
f(r). (3.50)

Dessa forma, a equação (3.32) com C0 = 1, fica

f ′′(r) +

[ 3
4
α2 − αkr

(kr2 − αr)2
+

α

r(kr2 − αr)
+

2mλ

r
− l(l + 1)

r2
−
(
k − α

r

)2
+ 2mE

]
f(r) = 0
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Figura 3.5: En,l, para l = 1, com γ = m = 1

Figura 3.6: En,l, para l = 2, com γ = m = 1
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Figura 3.7: Uef (r), para l = 0, com α = λ = m = k = 1

Uef(r) =

[ 3
4
α2 − αkr

(kr2 − αr)2
+

α

r(kr2 − αr)
+

2mλ

r
− l(l + 1)

r2
−
(
k − α

r

)2]
(3.51)

Se fizermos o gráfico do potencial efetivo Uef(r) acima em (3.51), poderemos ver uma

forte dependência do parâmetro α inserido através do acoplamento escalar UE em (3.31).

A Figura 3.7, mostra uma espécie de singularidade para o valor de α, como pode ser visto

também na Figura 3.8 quando mudamos seu valor para α = 2 e na Figura 3.9 o gráfico

demonstra que o parâmetro λ produz uma espécie de barreira próximo à origem.

3.2.3 Normalização

A constante de normalização para o setor escalar é calculada usando a densidade de

probabilidade, expressa por (3.23), dessa forma

N2

∫
(γ−µr−(µ+1)

2F1[1 + a− c, 1 + b− c; 2− c; γr]Y ′lm(Ω))†

(γ−µr−(µ+1)
2F1[1 + a− c, 1 + b− c; 2− c; γr]Ylm(Ω))dV = 1 (3.52)

onde podemos usar coordenadas esféricas para integrar no espaço

N2

∫
(γ−µr−(µ+1)

2F1[1 + a− c, 1 + b− c; 2− c; γr])†

(γ−µr−(µ+1)
2F1[1 + a− c, 1 + b− c; 2− c; γr])r2dr

∫
Y †l′m(Ω)Ylm(Ω)dΩ = 1 (3.53)
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Figura 3.8: Uef (r), para l = 0, com α = 2 e λ = m = k = 1

Figura 3.9: Uef (r), para l = 0, com α = m = k = 1 e λ = 100
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ficando com

N2

∫
(γ−µr−(µ+1)

2F1[1 + a− c, 1 + b− c; 2− c; γr])†

(γ−µr−(µ+1)
2F1[1 + a− c, 1 + b− c; 2− c; γr])r2dr = 1 (3.54)

podemos integrar até um certo valor máximo de r, dessa forma

N =
1√∫ rmax

0
γ−2µr−2µ(2F1[1 + a− c, 1 + b− c; 2− c; γr])2dr

(3.55)

O rmax na equação acima tem o mesmo sentido mostrado em (3.27), para um determinado

valor de r a normalização deve se estabilizar, não necessitando calcular a integral (3.55) para

valores maiores de rmax.
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Caṕıtulo 4

Potencial Hulthén Assimétrico

Neste caṕıtulo resolvemos a equação DKPNR unidimensional para um potencial tipo

Hulthén assimétrico [25] em termos de funções hipergeométricas para o estado fundamen-

tal e de espalhamento. O potencial foi inserido de maneira usual, através do acoplamento

mı́nimo. O potencial de Hulthén assimétrico, representa uma gama de potenciais de interesse

tanto na F́ısica relativ́ıstica quanto na não-relativ́ıstica, pois através da sua forma geral, po-

demos chegar a outros potencias como: Coulomb, Cusp e Wood-Saxon. O potencial Hulthén

assimétrico pode ser dado por

eA4 = V (x) = V0

[
θ(−x)

1

e−ax − q
+ θ(x)

1

ebx − q̃

]
(4.1)

Fazendo a = b e q = q̃ = 1 em (4.1), temos o potencial de Hulthén usual se, porém,

q = q̃ = 0, temos ”Cusp Potential”[28] enquanto a = b e q = q̃ = −1 chegamos no potencial

de Wood-Saxon. Como podemos ver, o potencial de Hulthén assimétrico envolve uma classe

de interações existentes na F́ısica. A seguir na seção 4.1 estudamos a equação DKP e sua

solução, para o setor, escalar e vetorial.

4.1 A equação DKP e o Potencial de Hulthén

Partiremos da equação DKP na presença de um acoplamento mı́nimo

(βµ∂µ + k + UM)Ψ = 0, (4.2)

com UM , dado na forma

UM = −eiβµAµ. (4.3)

onde Aµ é um campo vetorial externo. Podemos agora selecionar o setor da teoria que

queremos trabalhar. Com o uso dos projetores seção 2.4, podemos chegar as equações de

segunda ordem referentes a cada setor da teoria.

4.1.1 Setor Escalar

Para o setor escalar, a partir dos desenvolvimentos feitos na seção 2.6.1 temos

45



46 POTENCIAL HULTHÉN ASSIMÉTRICO 4.1

(DµDµ − k2)PΨ = 0 (4.4)

onde Dµ = ∂µ − ieAµ e PΨ dado por

PΨ = P



Ψ1

Ψ2

Ψ3

Ψ4

Ψ5

ϕ


=



0

0

0

0

0

ϕ


, (4.5)

sendo assim ficamos com a equação de Schrödinger covariante da forma

(DµDµ − k2)ϕ = 0. (4.6)

Tomando Aµ = (0, 0, 0, A4, 0), esta equação pode ser melhor visualizada como

∇2ϕ(~r) + 2mEϕ(~r)− 2meA4ϕ(~r) + k2ϕ(~r) = 0, (4.7)

ou

− 1

2m
∇2ϕ(~r)− eA4ϕ(~r) = Eϕ(~r), (4.8)

onde ϕ(xµ) = exp(−imx5) exp(−iEt)ϕ(~r). Se usarmos apenas uma dimensão espacial em

(4.8), temos

−
(

1

2m

d2

dx2
+ eA4

)
ϕ(x) = Eϕ(x). (4.9)

que é a usual equação de Schrödinger encontrada na literatura [43].

4.1.2 Setor Vetorial

A seguir daremos ênfase ao setor vetorial da teoria, mas como será mostrado adiante

a equação diferencial que resolveremos é idêntica à (4.9). Assim, com a seleção do setor

vetorial, chegamos na equação de Schrödinger covariante

(DµDµ − k2)RνΨ−DνDµR
µΨ + ei[(∂νAµ)− (∂µAν)]RµΨ = 0. (4.10)

Para o desenvolvimento da equação (4.10) precisamos delimitar o formato do potecial

Aµ como em (4.7). Partindo de (4.10), e sabendo que DνDµRµΨ = 0 de acordo com a seção

2.6.1, têm-se

(DµDµ − k2)RνΨ + ei[(∂νAµ)− (∂µAν)]RµΨ = 0. (4.11)

Fazendo o ı́ndice ν = j = 1, 2, 3, têm-se
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(DµDµ − k2)RjΨ + ei[(∂jAµ)− (∂µA
j)]RµΨ = 0, (4.12)

que para µ = k, 4, 5, com k = 1, 2, 3, chega-se em

(DµDµ − k2)RjΨ + ei[(∂jAk)− (∂kA
j)]RkΨ + ei[(∂jA4)− (∂4A

j)]R4Ψ +

ei[(∂jA5)− (∂5A
j)]R5Ψ = 0. (4.13)

Quando o projetor Rν atua no espinor Ψ, seleciona as componentes da seguinte forma:

RjΨ = Ψ9+j = Cj, para j = 1, 2, 3, R4Ψ = Ψ14 = φ e R5Ψ = Ψ13 = ϕ. Com isso,

identificamos no espinor as mesmas como

Ψ =



.

.

.

.

.

.

.

.

.

Ψ10 = C1

Ψ11 = C2

Ψ12 = C3

Ψ13 = ϕ

Ψ14 = φ

.



(4.14)

Então, (4.13) é reescrita da forma

(DµDµ − k2)Cj + i(∂jeA4)φ = 0, (4.15)

representando assim três equações quando variamos j = 1, 2, 3.

Para ν = 4 em (4.11), temos

(DµDµ − k2)φ+ i(∂4eA4)φ = 0. (4.16)

Considerando que eA4 não depende da quinta coordenada, pois ∂4 = −∂5, segue que

∂4A4 = −∂5A4 = 0,
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(DµDµ − k2)φ = 0. (4.17)

Por fim, para ν = 5 em (4.11), chegamos a

(DµDµ − k2)ϕ+ i(∂jeA4)Cj = 0, (4.18)

tornando-se,

(DµDµ − k2)ϕ+ i∇(eA4) · ~C = 0, (4.19)

Resumindo, as cinco equações presentes em (4.11) são expressas por:
(DµDµ − k2)Cj + i(∂jeA4)φ = 0,

(DµDµ − k2)φ = 0,

(DµDµ − k2)ϕ+ i∇(eA4) · ~C = 0,

(4.20)

com j = 1, 2, 3.

Escolhemos fazer a componete φ = 0. Em uma interpretação particular das componentes

do espinor Ψ, tomar φ = 0, significaria que estamos no limite magnético, também usado em

[42, 6] dessa forma. Aqui, estamos apenas tomando a componente φ = 0 sem uma escolha

particular de sistema f́ısico. Com isso, o sistema de equações (4.20) é simplificado, ficando

{
(DµDµ − k2)Cj = 0,

∇ · ~C = imϕ
(4.21)

com j = 1, 2, 3, onde usamos a identidade DνDµRµΨ = 0 para obter a segunda equação.

Resolveremos inicialmente as primeiras equações para as componentes do vetor ~C. Assim,

(DµDµ − k2)Cj = 0 (4.22)

com j = 1, 2, 3.

Considerando uma dimensão espacial, uma temporal e a dimensão canonicamente con-

jugada a massa e chamando Cj = ψ, temos

[∂µ∂
µ − e2AµAµ − ei(∂µAµ + Aµ∂

µ)− k2]ψ = 0. (4.23)

Calculando separadamente cada termo da expressão acima, temos
∂µ∂

µψ = (∂2x − 2∂t∂5)ψ,

AµA
µψ = (A2

i − A4A5 − A5A4)ψ = 0,

∂µA
µψ = −∂5A4ψ,

Aµ∂
µψ = −A4∂5ψ

(4.24)
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onde chegamos em

[(∂2x − 2∂t∂5) + ei(∂5A4 + A4∂5)− k2]ψ(xµ) = 0, (4.25)

Agora adotaremos uma forma para as funções ψ(xµ), a saber

ψ(xµ) = e−imx5e−iEtψ(~r), (4.26)

de forma que, tomando apenas uma dimensão espacial, por (4.25), temos

[(∂2x + 2mE + 2m(eA4)− k2]ψ(x) = 0,

que pode ser melhor expressa na forma

−
(

1

2m

d2

dx2
+ eA4

)
ψ(x) =

(
k2

2m
+ E

)
ψ(x). (4.27)

A equação acima é Schrödinger para um potencial acoplado de forma mı́nima no setor

vetorial da teoria. A constante k pode ser suprimida, pois representa apenas um acréscimo

no valor total da energia. Assim,

−
(

1

2m

d2

dx2
+ eA4

)
ψ(x) = Eψ(x). (4.28)

Usando a expressão para eA4 em (4.1), primeiramente para x < 0, obtém-se

−
(

1

2m

d2

dx2
+

V0
e−ax − q

)
ψ(x) = Eψ(x). (4.29)

Fazendo a mudança de variável y = qeax, chegamos a[
y2
d2

dy2
+ y

d

dy
+

2mV0
a2q

(
y

1− y

)
+

2mE

a2

]
ψ(y) = 0. (4.30)

Tomando ψ(y) = yµf(y), chegamos na equação

y(1− y)
d2f(y)

dy2
+ [1 + 2µ− y(1 + 2µ)]

df(y)

dy
+ Af(y) = 0, (4.31)

com A dado por,

A =

[
µ2 +

(
2mE

a2

)]
(1− y)

y
+

2mV0
a2q

. (4.32)

Buscando obter uma equação diferencial mais simples, impomos a condição{
µ = i

a

√
2mE,

2mV0
a2q

= β.
(4.33)
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Assim (4.31), é reescrita da forma

y(1− y)
d2f(y)

dy2
+ [1 + 2µ− y(1 + 2µ)]

df(y)

dy
+ βf(y) = 0. (4.34)

Podemos comparar (4.34) com a forma geral da hipergeométrica (D.1), que tem por

soluções linearmente independentes para |y| < 1, (D.13)

f(y) = A2F1[a, b; c; y] +By1−c2F1[1 + a− c, 1 + b− c; 2− c; y], (4.35)

onde 
c = 1 + 2µ

a+ b = 2µ

−ab = β

(4.36)

logo, resolvendo este sistema, temos


c = 1 + 2µ

a = µ±
√
µ2 + β

b = µ∓
√
µ2 + β

(4.37)

Buscaremos agora a solução para x > 0, selecionando o lado direito da ação do potencial

(4.1), assim, (4.28) fica

−
(

1

2m

d2

dx2
+

V0
ebx − q̃

)
ψ(x) = Eψ(x), (4.38)

Fazendo a mudança de variável z = q̃e−bx, chegamos em[
z2
d2

dz2
+ z

d

dz
+

2mV0
b2q̃

(
z

1− z

)
+

2mE

b2

]
ψ(z) = 0, (4.39)

Tomando agora ψ(z) = zµ̃f(z), chegamos na equação

z(1− z)
d2f(z)

dz2
+ [1 + 2µ̃− z(1 + 2µ̃)]

df(z)

dz
+ Ãf(z) = 0, (4.40)

com Ã, dado por

Ã =

[
µ̃2 +

(
2mE

b2

)]
(1− z)

z
+

2mV0
b2q̃

, (4.41)

Buscando obter uma equação diferencial mais simples, impomos a condição{
µ̃ = i

b

√
2mE,

2mV0
b2q̃

= β̃.
(4.42)

Assim, (4.40) é reescrita da forma
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z(1− z)
d2f(z)

dz2
+ [1 + 2µ̃− z(1 + 2µ̃)]

df(z)

dz
+ β̃f(z) = 0. (4.43)

nos dando a seguinte solução para |z| < 1

f(z) = C2F1[a, b; c; z] +Dz1−c2F1[1 + a− c, 1 + b− c; 2− c; z], (4.44)

onde 
c = 1 + 2µ̃

a+ b = 2µ̃

−ab = β̃

(4.45)

E,


c = 1 + 2µ̃

a = µ̃±
√
µ̃2 + β̃

b = µ̃∓
√
µ̃2 + β̃

(4.46)

De posse das soluções tanto para x < 0, quanto para x > 0, resumimos em

• x < 0,

ψ(x < 0) = Aq
ik
a eikx2F1

[
ik

a
V +
f ,

ik

a
V −f ; 1 +

i2k

a
; y

]
+Bq−

ik
a e−ikx

2F1

[
ik

a

(
V +
f − 1

)
,
ik

a

(
V −f − 1

)
; 1− ik

a
; y

]
,

com 
k =
√

2mE

V ±f = 1±
√

1− Vm
Vm = V0

Eq

y = qeax

(4.47)

• x > 0,

ψ(x > 0) = Cq̃
ik
b e−ikx2F1

[
ik

b
Ṽ +
f ,

ik

b
Ṽ −f ; 1 +

i2k

b
; z

]
+Dq̃−

ik
b eikx

2F1

[
ik

b

(
Ṽ +
f − 1

)
,
ik

b

(
Ṽ −f − 1

)
; 1− i2k

b
; z

]
,
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Figura 4.1: V (x) = V0

[
θ(−x) 1

e−ax−q + θ(x) 1
ebx−q̃

]
, para V0 = 1, a = 3, b = 1 e q = q̃ = 0, 4

com 
k =
√

2mE

Ṽ ±f = 1±
√

1− Ṽm
Ṽm = V0

Eq̃

z = q̃e−bx

(4.48)

Logo, chegamos as soluções gerais para as componentes Cj de (4.22). Com as compo-

nentes Cj determinadas, podemos calcular o campo ϕ em (4.21) e, portanto, construir o

espinor Ψ completamente. Na seção seguinte, ultilizaremos dessas soluções para descrever

o espalhamento de bósons vetoriais massivos através do potencial de Hulthén (4.1). E em

seguida, discutiremos a solução do caso de estados ligados.

4.2 Estados de espalhamento

Podemos fazer agora uma discussão da transmissão e reflexão através do potencial bar-

reira dado pela (4.1), mostrado na figura 4.1, onde estamos tomando V0 > 0. Para uma

solução fisicamente posśıvel do sistema, a função de onda deve satisfazer as condições apro-

priadas de contorno. Fazendo x 7→ −∞, y 7→ 0, temos

• x < 0, onda incidente, ψ(x)inc, com B = 0 em (4.47)

ψ(x)inc = Aq
ik
a eikx2F1

[
ik

a
V +
f ,

ik

a
V −f ; 1 +

i2k

a
; y

]
,

= Aq
ik
a eikxFi(q) −→ Aq

ik
a eikx (4.49)

• x < 0, onda refletida, ψ(x)rfl, com A = 0 em (4.47)
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ψ(x)rfl = Bq−
ik
a e−ikx2F1

[
ik

a

(
V +
f − 1

)
,
ik

a

(
V −f − 1

)
; 1− ik

a
; y

]
,

= Bq−
ik
a e−ikxFr(q) −→ Bq−

ik
a e−ikx (4.50)

• x > 0, onda transmitida, ψ(x)trm, com C = 0 em (4.48)

ψ(x)trm = Dq̃−
ik
b eikx2F1

[
ik

b

(
Ṽ +
f − 1

)
,
ik

b

(
Ṽ −f − 1

)
; 1− i2k

b
; z

]
,

= Dq̃−
ik
b eikxFt(q̃) −→ Dq̃

−ik
b eikx (4.51)

Onde as variáveis que constam nas expressões, estão em (4.47) e (4.48). Para deter-

minação dos coeficientes de transmissão T e reflexão R, usaremos a continuidade da função,

e de sua derivada em x = 0, lembrando que a penta-corrente é dada por, jµ = ΨβµΨ, de

forma que temos

T =

∣∣∣∣jtrmjinc
∣∣∣∣ ,

R =

∣∣∣∣jrfljinc

∣∣∣∣ . (4.52)

Pela continuidade da função de onda na origem, temos

N1ψinc(x = 0) +N2ψrfl(x = 0) = N3ψtrm(x = 0)

e para a continuidade da derivada, temos

N1

[
dψinc(x)

dx

]
x=0

+N2

[
dψrfl(x)

dx

]
x=0

= N3

[
dψtrm(x)

dx

]
x=0

,

podemos chegar em

T =

∣∣∣∣jtrmjinc
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣N3

N1

∣∣∣∣2 , (4.53)

R =

∣∣∣∣jrfljinc

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣N2

N1

∣∣∣∣2 . (4.54)

De posse das definições acima, seguimos no cálculo dos coeficientes,

T =

∣∣∣∣N3

N1

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣∣ q
ik
a Fi(q)

q̃
−ik
b Ft(q̃)

(
i2k
a

+ Ωi − Ωr

i2k
a
− b

a
Ωt − Ωr

)∣∣∣∣∣
2

, (4.55)



54 POTENCIAL HULTHÉN ASSIMÉTRICO 4.3

e ainda

R =

∣∣∣∣N2

N1

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣∣q i2ka Fi(q)Fr(q)

[
i2k
a

+ Ωi − Ωr

i2k
a
− b

a
Ωt − Ωr

− 1

]∣∣∣∣∣
2

. (4.56)

onde 

Ωi = fi
F+
i (q)

Fi(q)

Ωr = fr
F+
r (q)
Fr(q)

Ωt = ft
F+
t (q̃)

Ft(q̃)

(4.57)

e com 

F+
i (q) = 2F1

[
ik
a
V +
f + 1, ik

a
V −f + 1; 2 + i2k

a
; q
]

fi =
( ka)

2
Vm

1+ i2k
a

F+
r (q) = 2F1

[
ik
a

(
V +
f − 1

)
+ 1, ik

a

(
V −f − 1

)
+ 1; 2− i2k

a
; q
]

fr =
( ka)

2
(Vm+1)

1− i2k
a

F+
t (q̃) = 2F1

[
ik
b

(
Ṽ +
f − 1

)
+ 1, ik

b

(
Ṽ −f − 1

)
+ 1; 2− i2k

b
; q̃
]

ft =
( kb )

2
(Ṽm+1)

1− i2k
b

(4.58)

Para a condição de transmissão total, devemos ter R = 0 em (4.56), assim chegamos na

seguinte relação

Ωi +
b

a
Ωt = 0. (4.59)

A equação (4.59) acima, contém os parâmetros que devemos ajustar para chegarmos nas

condições de transmissão total.

4.3 Estados Ligados

Se fizermos V0 −→ −V0, a barreira de potencial se torna um potencial atrativo, mostrado

na figura 4.2. Utilizando os cálculos feitos na seção 4.1, temos que para x < 0:

ψx<0(x) = Aq
k
a ekxFd(qe

ax), (4.60)
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Figura 4.2: V (x) = −V0
[
θ(−x) 1

e−ax−q + θ(x) 1
ebx−q̃

]
, para V0 = 1, a = 3, b = 1 e q = q̃ = 0, 4

como também para x > 0:

ψx>0(x) = Cq̃
k
b e−kxFe(q̃e

−bx). (4.61)

com 
Fd(qe

ax) = 2F1

[
ik
a
V +
f ,

ik
a
V −f ; 1 + 2k

a
; qeax

]
Fe(q̃e

−bx) = 2F1

[
ik
b
Ṽ +
f ,

ik
b
Ṽ −f ; 1 + 2k

b
; q̃e−bx

] (4.62)

As energias de estados ligados são encontradas requerendo a continuidade função de onda

e de sua derivada em x = 0. Assim, devemos ter
ψx<0(0) = ψx>0(0),

[
dψx<0(x)

dx

]
x=0

=
[
dψx>0(x)

dx

]
x=0

,

(4.63)

obtendo

2k + aΩd(k, q) + bΩe(k, q̃) = 0 (4.64)

onde 
Ωd(k, q) = fd

F+
d (q)

Fd(q)

Ωe(k, q̃) = fe
F+
e (q̃)
Fe(q̃)

(4.65)
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com 

F+
d (q) = 2F1

[
ik
a
V +
f + 1, ik

a
V −f + 1; 2 + 2k

a
; q
]

fd =
( ka)

2
Vm

1+ 2k
a

F+
e (q) = 2F1

[
ik
b
Ṽ +
f + 1, ik

b
Ṽ −f + 1; 2 + 2k

b
; q̃
]

fe =
( kb )

2
Ṽm

1+ 2k
b

(4.66)

A equação (4.64) relaciona as auto-energias com os parâmetros mostrados, contudo não

podemos ainda dissociar sua equação fundamental isolando as energias de quantização.

4.4 Espinor Ψ

O espinor Ψ no setor vetorial da teoria DKP, tem cinco componentes principais, dadas

pela ação do projetor Rµ como em (4.14). Para determinar as outras componentes vamos

usar e seção 2.5. Devemos levar em conta que o potencial está sendo inserido através do

acoplamento mı́nimo, assim ∂µ −→ ∂µ − eiAµ, assim o espinor Ψ fica

Ψ =



~F = i
k
[∇(∇ · ~C)− (E + V (x))~C]

~H = im
k
~C

~M = 1
k
∇× ~C
~C

− i
m
∇ · ~C
0

− 1
k
∇ · ~C


, (4.67)

onde ~C, tem todas as componetes iguais, dependentes apenas x, fruto da simplificação que

fizemos para uma única dimensão, dadas por (4.47) e (4.48). Vemos que a solução do vetor
~C, nos permite chegar as outras componentes do espinor Ψ.



Caṕıtulo 5

Conclusões

O formalismo DKPNR constitui uma boa ferramenta para tratamento de sistemas mecânico

quânticos não relativ́ısticos. As caracteŕısticas principais desse formalismo, reside em sua

capacidade de manipulação através dos diversso tipos de acoplamentos que podemos imple-

mentar. Uma atenção especial foi dada ao entendimento de como esses acoplamentos estão

se configurando na equação de segunda ordem, a equação de Schrödinger. Uma vez inserido

diretamente na equação DKPNR, as interações, são então estudadas na equação de segunda

ordem, e posteriormente, resolvida a equação diferencial, chegamos as auto-funções e suas

energias caracteŕısticas. Podemos entender interações como sendo determinados tipos de

potenciais inseridos na equação DKPNR, mesmo sabendo que não estão sendo acoplados

de forma usual no Hamiltoniano. Identificamos que interações U inseridas diretamente na

equação DKPNR devem responder a condição, ηU †η = U para que a penta-corrente jµ seja

conservada, dessa forma controlamos a validade f́ısica do acoplamento.

No caṕıtulo 2, encontramos uma pequena discussão da Covariância Galileana e da teoria

DKPNR, e por fim uma seção dedicada ao estudo das diversas formas de acoplamentos que

podem ser usados. Um resumo elucidativo é mostrado para obtenção das componentes do

espinor Ψ, tanto no setor escalar, quanto no setor vetorial da teoria. Uma demonstração do

uso dos operadores de projeção é encontrada na seção 2.4. Assim, buscamos construir uma

fonte de consulta para os que venham a trabalhar com DKPNR.

Para o caṕıtulo 3, inserimos um potencial tipo Coulombiano de duas maneiras diferentes.

Na seção 3.1 o potencial tipo Coulombiano é acoplado escalarmente, onde resolvemos a

equação diferencial através de uma simplificação permitida pela DKPNR. Na seção seguinte

3.2, misturamos os acoplamentos mı́nimo e escalar, resolvemos a equação de Schrödinger para

os mesmos e chegamos a soluções a partir de funções hipergeométricas, com suas respectivas

energias quantizadas. Nossas expectativas de uma solução tipo ”átomo de hidrogênio”não é

posśıvel, pois esse sistema f́ısico somente é alcançado através do acoplamento mı́nimo, ou seja,

um potencial tipo Coulombiano inserido escalarmente na equação DKPNR não se configura

dessa ”forma Coulombiana”na equação de segunda ordem, a equação de Schrödinger.

No caṕıtulo 4, testamos o potencial tipo Hulthén Assimétrico para o setor vetorial da teo-

ria. Chegamos a forma da equação de segunda ordem, a equação de Schrödinger, encontrando

a solução em termos de funções hipergeométricas. Testamos esses resultados para estados
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de espalhamento, obtendo os respectivos coeficientes de absorção e reflexão. Repetimos o

processo para estados ligados com a forma do potencial invertida. Por fim, apresentamos o

espinor Ψ completo.

Sem dúvida, nossas expectativas não foram completamente alcançadas a despeito desse

trabalho que agora concluimos. Mas, nos preparamos para continuar com novas ideias e es-

tratégias a serem implementadas nos próximos passos. A teoria DKPNR constitui uma boa

ferramenta para o tratamento de sistemas f́ısicos não relativ́ısticos, principalmente por sua

variedade de acoplamentos, dos quais somente dois foram explorados aqui. Novas possibili-

dades de interações podem ainda ser testadas, mais especificamente, buscaremos potenciais

periódicos usados em problemas t́ıpicos de matéria condensada.



Apêndice A

Matrizes Beta

Abaixo listamos as matrizes βµ para os setores escalar e vetorial, onde usamos a simpli-

ficação de que (0) = (.).

A.1 Setor Escalar

Para o setor escalar, temos:

β1 =



. . . . . 1

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

1 . . . . .


(A.1)

β2 =



. . . . . .

. . . . . 1

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

. 1 . . . .


(A.2)

β3 =



. . . . . .

. . . . . .

. . . . . 1

. . . . . .

. . . . . .

. . 1 . . .


(A.3)
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60 APÊNDICE A

β4 =



. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . 1

. . . . . .

. . . . −1 .


(A.4)

β5 =



. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . 1

. . . −1 . .


. (A.5)

E a matriz η = (β4 + β5)2 + 1, dada por

1 . . . . .

. 1 . . . .

. . 1 . . .

. . . . −1 .

. . . −1 . .

. . . . . −1


. (A.6)

A.2 Setor Vetorial

Para o setor vetorial, temos:

β1 =



. . . . . . . . . . . . 1 . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . 1 .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . 1 . . .

. . . . . . . . . . −1 . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . −1 . . . . . .

. . . . . . . 1 . . . . . . .

1 . . . . . . . . . . . . . .

. . . 1 . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .



(A.7)
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β2 =



. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . 1 . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . 1 .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . −1 . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . 1 . . . . .

. . . . . . . . 1 . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . −1 . . . . . . . .

. 1 . . . . . . . . . . . . .

. . . . 1 . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .



(A.8)

β3 =



. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . 1 . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . 1 .

. . . . . . . . . . 1 . . . .

. . . . . . . . . −1 . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . −1 . . . . . . .

. . . . . . 1 . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . 1 . . . . . . . . . . . .

. . . . . 1 . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .



(A.9)
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β4 =



. . . . . . . . . 1 . . . . .

. . . . . . . . . . 1 . . . .

. . . . . . . . . . . 1 . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . −1 . . . . . . . . . . .

. . . . −1 . . . . . . . . . .

. . . . . −1 . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . 1

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . 1 .



(A.10)

β5 =



. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . 1 . . . . .

. . . . . . . . . . 1 . . . .

. . . . . . . . . . . 1 . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

−1 . . . . . . . . . . . . . .

. −1 . . . . . . . . . . . . .

. . −1 . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . −1

. . . . . . . . . . . . −1 . .



. (A.11)

E a matriz η = (β4 + β5)2 + 1, dada por
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η =



. . . −1 . . . . . . . . . . .

. . . . −1 . . . . . . . . . .

. . . . . −1 . . . . . . . . .

−1 . . . . . . . . . . . . . .

. −1 . . . . . . . . . . . . .

. . −1 . . . . . . . . . . . .

. . . . . . 1 . . . . . . . .

. . . . . . . 1 . . . . . . .

. . . . . . . . 1 . . . . . .

. . . . . . . . . −1 . . . . .

. . . . . . . . . . −1 . . . .

. . . . . . . . . . . −1 . . .

. . . . . . . . . . . . . 1 .

. . . . . . . . . . . . 1 . .

. . . . . . . . . . . . . . −1



. (A.12)
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Apêndice B

Projetores

Abaixo descrevemos os projetores na forma matricial.

B.1 Setor Escalar

Para o setor escalar temos apenas P, que é construido através das matrizes βµ (A.1)do

setor escalar

P = −1

2
(β4 + β5)2(β1)2(β2)2(β3)2 (B.1)

que, por fim, fica

P =



. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . 1


(B.2)

B.2 Setor Vetorial

Para o setor vetorial, construimos projetores através das matrizes βµ (A.2), na equação

Rµ = (β1)2(β2)2(β3)2[βµ(β4 + β5)− gµ4 − gµ5], (B.3)

onde gµν é o elemento da matriz métrica, dada por (2.8). Assim, os projetores são:

R1 = (β1)2(β2)2(β3)2[β1(β4 + β5)] (B.4)
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R1 =



. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . 1 . . . . .

. . . . . . . . . 1 . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .



(B.5)

R2 = (β1)2(β2)2(β3)2[β2(β4 + β5)] (B.6)

R2 =



. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . 1 . . . .

. . . . . . . . . . 1 . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .



(B.7)

R3 = (β1)2(β2)2(β3)2[β3(β4 + β5)] (B.8)
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R3 =



. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . 1 . . .

. . . . . . . . . . . 1 . . .

. . . . . . . . . . . . . . .



(B.9)

R4 = (β1)2(β2)2(β3)2[β4(β4 + β5) + 1] (B.10)

R4 =



. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . 1 .

. . . . . . . . . . . . . 1 .

. . . . . . . . . . . . . . .



(B.11)

R5 = (β1)2(β2)2(β3)2[β5(β4 + β5) + 1] (B.12)
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R5 =



. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . 1 . .

. . . . . . . . . . . . 1 . .

. . . . . . . . . . . . . . .



(B.13)

Temos ainda para o setor vetorial

Rµν = Rµβν . (B.14)

Variando os valores de µ, ν = 1, 2, 3, 4, 5 , assim, para µ = ν, temos

Rαα = 0 (B.15)

neste caso 0 significa a matriz nula, com α = 1, 2, 3, 4, 5.

Para µ = 5 e ν = 1, 2, 3, temos

R51 = R5β1 (B.16)
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R51 =



. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

1 . . . . . . . . . . . . . .

1 . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .



(B.17)

R52 = R5β2 (B.18)

R52 =



. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. 1 . . . . . . . . . . . . .

. 1 . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .



(B.19)

R53 = R5β3 (B.20)
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R53 =



. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . 1 . . . . . . . . . . . .

. . 1 . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .



(B.21)

Para µ = 4 e ν = 1, 2, 3, temos

R41 = R4β1 (B.22)

R41 =



. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . 1 . . . . . . . . . . .

. . . 1 . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .



(B.23)

R42 = R4β2 (B.24)
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R42 =



. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . 1 . . . . . . . . . .

. . . . 1 . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .



(B.25)

R43 = R4β3 (B.26)

R43 =



. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . 1 . . . . . . . . .

. . . . . 1 . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .



(B.27)

De modo similar, para µ = 1, 2, 3 e ν = 5, temos

R15 = R1β5 (B.28)
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R15 =



. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

−1 . . . . . . . . . . . . . .

−1 . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .



(B.29)

R25 = R2β5 (B.30)

R25 =



. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. −1 . . . . . . . . . . . . .

. −1 . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .



(B.31)

R35 = R3β5 (B.32)
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R35 =



. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . −1 . . . . . . . . . . . .

. . −1 . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .



(B.33)

Para µ = 1, 2, 3 e ν = 4, temos

R15 = R1β4 (B.34)

R14 =



. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . −1 . . . . . . . . . . .

. . . −1 . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .



(B.35)

R24 = R2β4 (B.36)
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R24 =



. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . −1 . . . . . . . . . .

. . . . −1 . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .



(B.37)

R34 = R3β4 (B.38)

R34 =



. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . −1 . . . . . . . . .

. . . . . −1 . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .



(B.39)

Temos ainda, µ = 1 e ν = 2

R12 = R1β2 (B.40)
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R12 =



. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . 1 . . . . . .

. . . . . . . . 1 . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .



(B.41)

Se invertermos, temos µ = 2 e ν = 1

R21 = R2β1 (B.42)

R21 =



. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . −1 . . . . . .

. . . . . . . . −1 . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .



(B.43)

De forma similar, para µ = 3 e ν = 1

R31 = R3β1 (B.44)
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R31 =



. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . 1 . . . . . . .

. . . . . . . 1 . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .



(B.45)

Se invertermos, temos µ = 1 e ν = 3

R13 = R1β3 (B.46)

R13 =



. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . −1 . . . . . . .

. . . . . . . −1 . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .



(B.47)

Ainda temos, para µ = 2 e ν = 3

R23 = R2β3 (B.48)
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R23 =



. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . 1 . . . . . . . .

. . . . . . 1 . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .



(B.49)

Se invertermos, temos µ = 3 e ν = 2

R32 = R3β2 (B.50)

R32 =



. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . −1 . . . . . . . .

. . . . . . −1 . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .



(B.51)

E, por fim, para µ = 5 e ν = 4

R54 = R5β4 (B.52)
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R54 =



. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . 1

. . . . . . . . . . . . . . 1

. . . . . . . . . . . . . . .



(B.53)

Se invertermos, temos µ = 4 e ν = 5

R45 = R4β5 (B.54)

R45 =



. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . −1

. . . . . . . . . . . . . . −1

. . . . . . . . . . . . . . .



(B.55)



Apêndice C

Demonstrações

Na seção 2.6.2 estão alguns cálculos minimizados.

C.1 A e B

A = Rν(βσβσ − 2)βµAµ, (C.1)

B = Rνµ(βσβσ − 2)Aµ. (C.2)

Para A(C.1), temos

A = Rνβσβσβ
µAµ − 2RνβµAµ,

A = (Rνσβρ)gσρβ
µAµ − 2RνµAµ,

onde usamos βσ = gσρβ
ρ e gσρ como escalar, substituindo a propriedade Rνσβρ = gσρRν −

gνρRσ, ficamos com

A = (gσρRν − gνρRσ)gσρβ
µAµ − 2RνµAµ,

A = (gσρgσρR
ν − gνρRσgσρ)β

µAµ − 2RνµAµ,

como gσρgσρ = 5, tem-se que

79
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A = (5Rν − gνρRρ)βµAµ − 2RνµAµ,

A = 3RνµAµ − gνρRρβµAµ,

A = 3RνµAµ −RνµAµ,

A = 2RνµAµ. (C.3)

Para B(C.2), temos

B = Rνµ(βσβσ − 2)Aµ,

B = (Rνµβσ)βσAµ − 2RνµAµ.

E, substituindo a propriedade Rνµβσ = gµσRν − gνσRµ, chegamos a

B = (gµσRν − gνσRµ)βσAµ − 2RνµAµ,

B = RνµAµ −RµνAµ − 2RνµAµ,

com Rνµ = −Rµν , com isso temos

B = RνµAµ + RνµAµ − 2RνµAµ,

B = 0. (C.4)
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C.2 C e D

Continuando, devemos ainda demonstrar

C = Rµν(βσβσ − 2)βαAα, (C.5)

D = Rµνβα(βσβσ − 2)Aα. (C.6)

Para C(C.5), temos

C = (Rµνβσ)βσβ
αAα − 2(Rµνβα)Aα,

que fica

C = (gνσRµ − gµσRν)βσβ
αAα − 2(gναRµ − gµαRν)Aα,

C = (Rµβν −Rνβµ)βαAα − 2(RµAν −RνAµ),

movendo βα para o interior dos parênteses, temos

C = (Rµνβα −Rνµβα)Aα − 2(RµAν −RνAµ),

C = [(gναRµ − gµαRν)− (gµαRν − gναRµ)]Aα − 2(RµAν −RνAµ),

ficando

C = (RµAν −RνAµ)− (RνAµ −RµAν)− 2(RµAν −RνAµ),

chegando então a

C = 0. (C.7)
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Para D(C.6), temos

D = (Rµνβα)(βσβσ − 2)Aα,

D = (gναRµ − gµαRν)(βσβσ − 2)Aα,

D = (gναRµ − gµαRν)βσβσAα − 2(gναRµ − gµαRν)Aα,

que movendo a matrix βσ e Aα para o interior dos parênteses, chegamos a

D = (gναRµσ − gµαRνσ)βσAα − 2(RµAν −RνAµ),

usando βσ = gσρβ
ρ,

D = (gναgσρR
µσβρ − gµαgσρRνσβρ)Aα − 2(RµAν −RνAµ),

D = [gναgσρ(g
σρRµ − gµρRσ)− gµαgσρ(gσρRν − gνρRσ)]Aα − 2(RµAν −RνAµ),

D = [(5gναRµ − gναgσρgµρRσ)− (5gµαRν − gµαgσρgνρRσ)]Aα − 2(RµAν −RνAµ),

D = [(5gναRµ − gναRµ)− (5gµαRν − gµαRν)]Aα − 2(RµAν −RνAµ).

De modo que chegamos em

D = 4(gναRµ − gµαRν)Aα − 2(RµAν −RνAµ),

movendo Aα para o interior dos parênteses
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D = 4(RµAν −RνAµ)− 2(RµAν −RνAµ),

o que, finalmente, nos dá o valor de D

D = 2(RµAν −RνAµ). (C.8)
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Apêndice D

Funções Hipergeométricas

D.1 Equação Diferencial

A equação diferencial abaixo

z(1− z)
d2y

dz2
+ [c− (1 + a+ b)z]

dy

dz
− aby = 0, (D.1)

é satisfeita pela função

y = 2F1[a, b; c; z] =
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)n

zn

n!
, (D.2)

introduzida por Gauss e, portanto, chamada função hipergeométrica de Gauss, onde (a)n é

o chamado śımbolo de Pochhammer que está definido da seguinte maneira

(a)n = a(a+ 1)(a+ 2)(a+ 3)...(a+ n− 1), (D.3)

e em particular (a)0 = 1.

Podemos ter ainda os exemplos{
(3)5 = 3.4.5.6.7 = 2520

(1)n = n!
(D.4)

então

(a)n =
Γ(a+ n)

Γ(a)
, (D.5)

onde

lim
n−→∞

(a)n =
1

Γ(a)
. (D.6)

Se a é um inteiro negativo −m, temos
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{
(a)n = (−m)n = −m(1−m)(2−m)(3−m)...(n− 1−m) 6= 0, se m ≥ n

(a)n = 0, se m > n
(D.7)

então (−3)3 = (−3)(−2)(−1) = −6, mas (−3)4 = (−3)(−2)(−1)(0) = 0.

Em (D.2), a, b, c e z podem ser reais ou complexos. Vemos também que se a ou b é zero

ou um inteiro negativo, a a função (D.2) se e reduz s um polinômio, mas se c é zero ou

inteiro negativo, a mesma não é definida.

Vamos assumir que

y = zg
∞∑
n=0

unz
n, (D.8)

é uma solução de (D.1), onde u0 6= 0. Que nos gera a seguinte condição

g(g + c− 1) = 0, (D.9)

e, em geral,
un+1

un
=

(g + n+ a)(g + n+ b)

(g + n+ c)(g + n+ 1)
. (D.10)

Na (D.9), com g = 0, temos (D.2) como solução, e de g = 1−c nos dá a segunda solução,

na qual

un+1

un
=

(a+ 1− c+ n)(b+ 1− c+ n)

(1 + n)(2− c+ n)
. (D.11)

Esta solução é

y2 = z1−c2F1[1 + a− c, 1 + b− c; 2− c; z]. (D.12)

aqui c deve ser um inteiro positivo ≥ 2. Assim, uma completa solução de (D.1), a chamada

Equação de Gauss é

y = A2F1[a, b; c; z] +Bz1−c2F1[1 + a− c, 1 + b− c; 2− c; z], (D.13)

para |z| < 1, onde A e B são constantes.

D.2 Derivadas

Para n ∈ N, temos

dn

dzn
2F1[a, b; c; z] =

(a)n(b)n
(c)n

2F1[a+ n, b+ n; c+ n; z] (D.14)

que podemos reescrever como
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dn

dzn
[zδ(1−z)a+b−c2F1[a, b; c; z]] = (δ−n+1)nz

δ−n
3F2[c−a, c−b, δ+1; c, δ+1−n; z]. (D.15)
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