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Abstract

In this work we present geometric algebras in the context of field theory. We show
how it is possible to generalize these algebras when we have trivial relations, and
realize the connection between our development and constrained Hamiltonian sys-
tems. Applications to quantization of systems with a large number of constraints are

presented.






Resumo

Neste trabalho nos apresentamos as algébras geométricas no contexto da teoria
de campos. Mostramos como é possivel generalizar tais algebras quando relagoes
triviais comparecem permitindo realizar uma conexao entre estas dlgebras e sistemas
hamiltonianos vinculados. Aplicacoes na quantizacdo de campos com um grande

nimero de vinculos sao realizadas.
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Capitulo 1

Introducao

Numa série de artigos publicados na decada de cingiienta do século XX Schénberg
[1][2]discutiu a relagdo entre a Teoria Quantica e a Geometria. Em seus trabalhos
Schonberg mostra como as diversas dlgebras que comparecem na teoria quantica, tais
como a algebra Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) e a algebra das matrizes de Dirac,
podem ser compreendidas dentro de uma mesma estrutura algébricall||2][3]. Tal
formulagao algébrica serviu, e serve, de base para um estudo aprofundado da Teoria
Quantica no espaco de fase[4]. Neste contexto, Bohm e Hiley[5| construiram uma
algebra matricial no espaco de fase. Nesta construcao assume-se a matriz densidade
(ou uma certa generalizagdo desta) como objeto fundamental para a descricdo do
estado de um sistema e entao, realizando uma transformacao de Wigner-Moyal sobre
a matriz densidade, chega-se a uma equacao tipo Liouville. Fernandes|6] mostrou,
seguindo as propostas de Bohm e Schonberg, como obter a equacao DKP no espaco
de fase. Seguindo também as formulacoes de Bohm e Schonberg, Holland [7] obteve
algumas equagoes relativisticas no espago de fase. Fernandes, Vianna e Santanal§]
derivaram a equacao de Pauli-Schrodinger no espaco de fase utilizando a formulagao
da covariancia Galileana, o que os permitiu um estudo nao-relativistico de particulas
de spin 1/2.

Um dos grandes objetivos por tras destas diversas formulagoes é a busca de estru-



turas algébricas que permitam mostrar paralelamente as teorias classica e quantica,
possibilitando uma observagao sobre os limites destas teorias, e ainda possiveis gen-
eralizacoes. Nesta forma abstrata de “enxergar” as teorias, as quantidades fisicas,
quer pertencam a teoria cléssica ou a teoria quantica, aparecem como realizagoes da
estrutura algébrica em questao.

Nosso trabalho estara focado na estrutura algébrica desenvolvida por Schénberg.
Veremos que esta estrutura encaixa-se perfeitamente no estudo algébrico do espaco
de fase, que é uma parte importante em nosso desenvolvimento. Mostraremos como
¢ possivel estender estas dlgebras para o caso em que relacoes nulas, conhecidas como
relagoes triviais da algebra, comparecem na estrutura algébrica [9][10][11].

Existem alguns sistemas onde a Lagrangiana associada ¢ dita degenerada. Uma
Lagrangiana degenerada nos conduz a relagoes de vinculos na teoria quando procu-
ramos realizar a passagem ao formalismo Hamiltoniano[12][13|[14][15]. Dirac foi um
dos pioneiros na tentativa de tratar deste problemal15]. Em sua formulacao ele mostra
como é possivel “estender” a formulacao Hamiltoniana para casos onde aparecem vin-
culos na teoria. Em seu trabalho, Dirac mostra também que o parénteses de Poisson,
da formulacao Hamiltoniana, precisa, para o caso onde ha vinculos, ser substitu-
ido pelo que atualmente denominamos de parénteses de Dirac. Esta nova estrutura
permite-nos executar o procedimento de quantizacao canonica para os casos onde ha
vinculos, de forma que neste caso deve-se associar o comutador dos operadores da
teoria quantica nao mais ao parénteses de Poisson das observaveis classicas, mas sim
aos parénteses de Dirac das observaveis em questao.

Do ponto de vista algébrico as relacoes de vinculos sao vistas como relagoes triv-
iais da algebral9][10]. Assim, conforme dito anteriormente, vamos fazer aqui uma
generalizagao do formalismo de Schonberg para casos de sistemas com Lagrangianas
degeneradas, mostrando algumas aplicacoes desta formulagao.

Uma vez que o parénteses de Dirac trata de uma extensao do parénteses de Pois-

son quando ha vinculos presentes, este se adequa bem ao tratamento de sistemas



bosonicos. No entanto, podemos nos questionar sobre qual deve ser a extensao ao
caso de sistemas fermiénicos. Neste trabalho discutimos como é possivel construir
um parénteses de Dirac simétrico[11][16] no contexto algébrico. Assim, as discussoes
sobre extensoes da estrutura algébrica para casos onde relagoes nulas comparecem nos
levarao a expressoes semelhantes aos parénteses de Dirac simétrico e anti-simétrico, o
que indica uma possivel ligacao entre a formulacao algébrica com os sistemas fisicos
de Lagrangianas degeneradas.

O desenvolvimento dos itens citados anteriormente serao divididos da seguinte
forma:

No capitulo 2 apresentamos uma introducao dos aspectos mateméaticos que serao
utilizados no trabalho. Aqui algumas nocoes sobre dlgebras, tensores, produto ex-
terno, algebra de Clifford sao dadas e por fim discute-se como tratar algebras em
que relacoes nulas comparecem, que serd um aspecto importante associado ao nosso
trabalho.

No capitulo 3 mostra-se como é possivel realizar a passagem ao formalismo Hamil-
toniano quando os sistemas em questao possuem Lagrangiana degenerada. Discute-se
também, de forma resumida, a formula¢ao simplética da mecanica classica|17][18][19]
realizando duas extensoes: a primeira mostrarad como obter o parénteses de Dirac e a
segunda ird4 mostrar, usando a primeira extensao, como obter o parénteses de Dirac
simétrico [16]. No final do capitulo serao feitas algumas aplicagoes.

No capitulo 4 realizamos uma introducao as algebras de Schonberg que serao uti-
lizadas no trabalho. Nele mostramos como os elementos pertencentes a algebra tém
conexao com diversas quantidades fisicas da mecanica quantica. No final do capi-
tulo é feita a generalizacao algébrica para casos onde hé relagoes triviais na algebra.
Neste momento estabelecemos a relacao da estrutura dos parénteses de Dirac com os
produtos obtidos no final deste capitulo, para algebras degeneradas.

No capitulo 5, usando os resultados dos capitulos anteriores, realizamos a quan-

tizacao dos campos Duffin-Kemmer-Petiau Galileano e de Rarita-Schwinger. Em



particular, mostramos como tratar sistemas em que um grande ntimero de vinculos
comparecem.

No capitulo 6 apresentamos nossas conclusoes e perspectivas. Os apéndices A, B
e C contém topicos que complementam os desenvolvimentos apresentados na disser-

tagao.



Capitulo 2

Fundamentos Matematicos

Neste capitulo sao apresentados alguns fundamentos da matematica que sera uti-
lizada no decorrer do texto. Serao discutidos conceitos relativos a algebras, tensores
simétricos e anti-simétricos e dlgebra geométrica. Aqui serao utilizadas como refer-

éncias os textos [9] [20][21][22][23].

2.1 Espacos Vetoriais

Por um espaco vetorial, sobre um corpo K, entende-se um conjunto arbitrario

(21, T2, ..., T,) tal que as seguintes operagoes sao satisfeitas:
e Soma
a) T+ Tk = T + T4
b) z; + (xr + x1) = (x; + x1) + 7y
¢)H4a um elemento 0 tal que z; + 0 = x;

d)A cada elemento x existe um correspondente —x tal que z; + (—z;) =0

e Multiplicagao



2)) l; = x;
b) a(Ba) = (aB)z,

) (a+ B)r; = ax; + fz;
&) a(z; + zx) = az; + axy,

em que «, 8 e 1 pertencem ao corpo K. Nota-se destes axiomas que tomando
(21, T2, ..., x,) como sendo o conjunto dos nimeros reais, estes satisfazem os axiomas
de espago vetorial dado acima. Os elementos de um espaco vetorial sao comumente
chamados de vetores.

Um questao importante a cerca dos espagos vetoriais de dimensao finita é o fato
de existirem vetores nao nulos, ej,es, ..., e,, tais que qualquer outro vetor! w pode

ser escrito como combinacao destes, ou seja

W = (1€1 + e€q + ... + ey, (21)

com «q, Qo, ..., @, € I,

Denomina-se o conjunto de vetores e, es, ..., e, de base do espaco vetorial e seu
nimero determina a dimensao do espaco. No exemplo dado acima, pode-se tomar
como base os vetores e; = (1,0,...,0),e; = (0,1,...,0),....,e, = (0,0,...,1), sendo

entao o espaco de dimensao n.

2.2 Algebra

Considere K um corpo. Por uma algebra associativa A entende-se um espaco
vetorial sobre K munido de uma aplicacao que associa a cada par de vetores deste

espago um outro elemento de A[9][20][21]

! Utilizaremos, em alguns momentos, a notacdo de simbolos em negrito para denotar vetores.
Nota-se, por exemplo, que ao definirmos algebra nao utilizamos a notacdo em negrito para vetores.



(a,b) — ab,

satisfazendo as seguintes condicoes:

e (ab)c = a(be)

e alb+c)=ab+cbe (b+c)a=ba+ ca
e afab) = (aa)b = a(ab)

quaisquer que sejam a,b,c € Ae a € K.

2.3 Formas Lineares

Seja E, um espaco vetorial de dimensao n sobre um corpo K. Denomina-se de
forma linear a aplicacdo que associa a cada vetor v de £, um valor f(v) em K, tal

que
a)f(x+y)=f(x)+ f(y) ;x,y € E,
b)f(ax) = af(x),

com «a € K, sao satisfeitas.

Note desta definicao que se x é um vetor de E,,, com base {e;}, entao:

X = ixiei, (22)
=1

e logo

f(x) = inf(ei) = Z ar’ = oy (2.3)

onde estamos considerando f(e;) = .

As definicoes



fazem com que o conjunto das formas lineares associadas ao espaco F, também possua
a estrutura de espaco vetorial. Tal espaco é conhecido como dual de F,, e é usual

noté-lo por E;.

2.4 Espaco Afim

Suponha que temos um conjunto de pontos (a,b,...,j) e que a todo par de pon-
tos (a,b) fazemos corresponder um vetor ab pertencente ao espago vetorial E,, n-

dimensional, tal que:

a) ab = —ba
b) ab = dt + cb
¢) sendo O um ponto arbitrario do conjunto de pontos, associa-se a todo vetor Z de

FE,, um ponto z do conjunto de pontos tal que Ox = 7.

Se estas condicOes sao satisfeitas o conjunto de pontos, cuja notacao serd &,, é

dito constituir um espaco pontual afim n-dimensional.

2.5 Nocoes de Produto Tensorial

Dados dois espagos vetoriais E} e E?, de dimensdo n e n’, respectivamente, pode-se

construir um espago produto E! ® E?, nn'-dimensional. Tal espago ¢ conhecido como



espago produto tensorial e seus elementos x ® y, com x € E} e y € E?,, satisfazem

as propriedades:

a)X®(yi+Yj):X®Yi+X®yj
b) (xi+x) ®y =% ®y +x;®y
) xRy =xQay =a(x®y), com a € K

Se (e1,ey,...,e,) e (1,1, ..., ,) forem bases de E! e E?,, respectivamente, os nn’
elementos e; ® f; formam uma base no espago produto E} @ EZ,.

Assim, pode-se escrever x ® y como sendo?

xRy =1ye @f = 'y, (2.4)
com ¢;; sendo a base em E! ® E? e z'y’ as componentes do produto tensorial na
base considerada. Os objetos da forma x ® y sao conhecidos como tensores de ordem
2. Note que apesar de ter construido aqui tensores a partir de dois espacgos vetoriais,
podemos realizar o mesmo procedimento para construir tensores de ordem superior
através do produto entre mais espacos, com o cuidado de usar o fato que o produto
® entre os espacos é associativo.

Dado um espaco vetorial E,, podemos realizar o produto tensorial j-vezes de es-
pacos idénticos a F,,. Neste caso o produto dos elementos pertencentes a estes espacos
fica

i1 .02

X; ®Xy® ... X, = :1:(1)$(2)...xzé)eimmij, (2.5)

1 .02 S Y -
onde T ()T () T(j) SA0 S componentes do tensor e o fator €irip..i; € @ base do espago

produto.

2Note que estamos utilizando a convencdo dos indices contraidos. Nesta expressdo temos uma
soma sobre todos os i e j.
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Esta discussao também pode ser estendida para o espaco dual de FE,. Assim,

pode-se construir elementos gerais a partir de um produto do tipo

E'QENQRE?QE"™®..Q E'Q EJ, (2.6)

Tais elementos construidos de produtos de espacos idénticos entre si ou com seu
dual sao conhecidos como tensores|21|. Os elementos pertencentes ao produto ten-
sorial ®/_, E% sdo denominados tensores contravariantes de ordem f; eles também
podem ser considerados como formas f-lineares® sobre o dual E*. Similarmente, os
elementos de ®£:1E;‘LO‘ podem ser considerados formas f-lineares sobre E, e sao de-
nominados tensores covariantes de ordem ou grau f. Um fato interessante que deve
ser observado, através da relagdo (2.6), é que nesta expressiao temos tensores mistos.

E possivel mostrar também que por uma mudanca de base os tensores de qualquer
natureza (covariantes, contravariantes ou mistos) nao mudam de categoria. Isto se
deve ao fato que a matriz que realiza uma mudanca de base de um espago F,, é a in-
versa da matriz que realiza a mudanga de base do espago dual £. Isto inclusive serve
como um critério de tensorialidade para os tensores|21], ou seja se um determinado
tensor é covariante (contravariante), por uma mudanga de base este tensor continua
sendo de natureza covariante (contravariante). O mesmo vale para um tensor misto
de ordem qualquer.

Mediante o produto tensorial de vetores é possivel introduzir o produto externo

dado por|[21]

XAYy=XQRYy—yRX. (2.7)

Note que este produto é anti-simétrico pela inversao dos vetores. O objeto geométrico

~

B = x Ay é conhecido como bivetor.

3Por uma forma f-linear entendemos um elemento obtido a partir do produto tensorial entre
f-formas lineares.
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2.6 Bivetores
Sejam u e v dois vetores, define-se um bivetor[6][22][23] como sendo:

~

B=uAv=-vAu (2.8)

Aqui A é o produto externo dos vetores. Note que o conjunto de bivetores satisfaz
os axiomas de espaco vetorial.

O moédulo do bivetor é dado por|22]

B = [ul|v]sen(a), (2.9)

onde « é o angulo formado entre os vetores u e v, e |u| e |v| representam os modulos
de u e v, respectivamente.

Geometricamente interpreta-se um bivetor como sendo um fragmento de plano
orientado, cuja orientacao dependera de como se percorre suas fronteiras: se no sentido
horario ou anti-horario, conforme mostram as figuras a seguir. O moédulo do bivetor

representa a area dos fragmentos.

Figura 2.1: aAb

Seja E3 o espaco Euclidiano tridimensional. Neste espaco um bivetor pode ser

escrito como:

3
B =) BeNej, (2.10)

]
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Figura 2.2: bAa

com BY = —B’% sendo as coordenadas dos bivetores. Note que essas comportam-se
como componentes de um tensor de segunda ordem.
E possivel definir um outro produto entre vetores e bivetores. Tal produto é

conhecido como produto interno e é dado por|22| [23]

wB=u(vAw) = (uv)w — (uw)v. (2.11)

Aqui u.v refere-se ao produto escalar usual. Veja que o vetor resultante de tal oper-
acao pertence ao plano determinado por v e w. Note ainda que uB=-B.u

Define-se também o produto interno de dois bivetores. Neste caso|22]|23]:

A

B.C=(uAv).C=u(v.0). (2.12)

2.6.1 Aplicagcao de Hodge

Um fato notavel é que para qualquer plano que tomemos, por exemplo, no espaco
tridimensional FE3, vetores perpendiculares aos planos associados aos bivetores da
base sao, para cada plano, todos paralelos entre si. Desta forma podemos criar uma
associacao entre os planos formados pelos bivetores e os vetores perpendiculares a
estes planos.

A relagdo entre os vetores B e os bivetores B pode ser construida tomando os
modulos dos bivetores e vetores iguais, fazendo a direcao de B perpendicular a direcao

de B e relacionando a orientacao do bivetor com o vetor através da regra conhecida
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como regra da mao direita|23][24].
Esta aplicacao B Bé biunivoca; entao podemos ter a aplicacao inversa B — B,

que é denominada aplicacao de Hodge, geralmente notada com um asterisco *. Assim,

~

«B = B. (2.13)

Neste contexto diz-se que B é o dual de B[6][23].
Observa-se que a aplicagao de Hodge permite relacionar o produto vetorial usual

com o produto externo, pois

x(axb)=aAb. (2.14)

Em particular, no espaco FEs:

*€1 :eg/\eg * €9 :e3/\e1 * €3 =e; N\es. (215)

2.7 Trivetores

Um trivetor pode ser obtido realizando o produto externo de um vetor por um

bivetor. Assim

~

T=uAB=BAu (2.16)

A comutatividade entre o vetor e o bivetor deve-se ao fato que a algebra definida com

o produto A ¢ associativa. O modulo do trivetor é dado por

T| = [BJulsen(a), (2.17)

onde o é o angulo entre u e B.

A expressao (2.16) pode ser escrita em termos do produto de trés vetores na forma
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~

T=uA(vAw)=(VAW)Au. (2.18)

Veja ainda que usando a associatividade a expressao acima é simétrica por mudancas

ciclicas, ou seja

uA(VvAW)=vA(WAu) =wA (uAv). (2.19)

Também neste caso pode-se introduzir o produto interno entre um trivetor e um

vetor, que é dado pela expressao|23]

A

b T=b.(uAvAW)=(buvAw+ (bv)wAu+ (bwjuAv. (2.20)

Estes resultados podem ser generalizados para diversas ordens permitindo obter
elementos de ordem superior, denominados multivetores. Pensando num espago mais

geral é possivel construir elementos cuja forma pode ser escrita como|22][24]

F=A+u+B+T+.., (2.21)

ou explicitamente usando os elementos da base e;

=M+ uiei + (1/2!)6Li1i2€il VAN €, + ...+ (1/n!)ai1"'i"ei1 VAN €, NN €;, - (222)

O elemento acima é denominado um Cliffor. A &lgebra contendo estes Cliffors
com a operagao do produto externo constitui a algebra de Grassmann|23]. O pro-
duto externo é associativo e distributivo; no entanto, ele nao necessariamente sera

comutativo ou anti-comutativo. De forma geral temos|22][23][24]:

Vi AV, = (=D)"V, AV, (2.23)

em que V; é um multivetor e os indices 7, k, [ referem-se a ordem do ente em questao,

por exemplo, para ¢ = 2 tem-se um bivetor.
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2.8 Algebra de Clifford

Seguindo os resultados anteriores é possivel construir um produto entre os vetores

u e v, entre vetores e bivetores, vetores e trivetores e vetores e multivetores. Este

produto é dado por|22][23|[24]:

uv=uv+uAv (2.24)
uB=uB+uAB (2.25)
uT =uT+uAT (2.26)

(1]

Considerando os resultados anteriores junto ao fato que o produto “.” é comuta-
tivo, um conjunto formado pelos elementos acima com a operagao dada por (2.24-26)
¢ uma &lgebra; tal dlgebra é conhecida como dlgebra de Clifford e é notada por C,.

Apesar de até o momento ter sido considerado apenas o Fs, os resultados anteriores
podem ser generalizados para um espaco n-dimensional F,. Neste caso usa-se a
notacao ck) para representar o conjunto dos k-vetores. Assim, cWeo campo escalar,

et e igual ao E, e:

C, = @r_,Ch). (2.27)
A dimensao de C,, é:
dimC, = " dimC{P = (1) = 2". (2.28)
k=0 k=0

No caso particular do F3 tomando como vetores base {e;, e, e3} perpendiculares

entre si, seguem as operagoes

ee; = e;.e; +e; N e; = ¢ A €;, (229)
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sei#7j,e

ee; = e;.e; +e; N €, = (ei)2 = \ei|2, (230)

se ¢ = j. Estas informacoes podem ser escritas fazendo:

1
§(eiej + ejei) = 51] (231)

Na obtencao desta expressao consideramos o Fs3, mas este resultado pode ser gene-
ralizado para mais dimensdes e 0 espago ndo necessariamente precisa ser o Euclidiano|24].
Nesse caso numa &lgebra de Clifford seus geradores satisfazem a relagao (2.31) com
d;; substituido pela métrica g;;. Neste sentido nota-se que as matrizes de Pauli podem

ser consideradas como geradores de uma élgebra de Clifford[25].

2.9 Algebras Quocientes

Conforme serd visto, é importante considerar algebras em que elementos nulos
comparecem. Neste caso, podem aparecer relacoes nulas entre os elementos da alge-
bra. Assim, objetivando o tratamento de tais casos, torna-se importante discutir o
conceito de algebras quocientes, sendo necessario neste contexto definir outros con-
ceitos.

Considere A e A’duas algebras sobre K. A aplicacdo ¢ : A — A’ é um homomor-
fismo se esta preserva a estrutura de espacgo vetorial e a estrutura multiplicativa de

A, ou seja:

a)p(a+b) = ¢(a) + ¢(b)
b)o(aa) = ad(a)
c)¢(ab) = ¢(a)p(b)

quaisquer que sejam a,b € Ae a € K.
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A imagem de ¢, denotada por Img, é o conjunto de todos os elementos ¢(a) € A'.
Em particular ¢ é sobrejetiva se Im¢ = A’. Ao conjunto de elementos de A tais que
¢(a) = 0 da-se o0 nome de nicleo de ¢, denotado por Ker¢p. Nota-se que utilizando as
propriedades do homomorfismo, se um elemento a pertence ao Ker¢ entao qualquer
elemento ab ou ba, com b € A, também pertencera ao Ker¢. Desta forma ¢ é injetiva
se Kerg = 0.

Um subconjunto I de uma algebra A é um ideal a esquerda se I é invariante pela

multiplicagao a esquerda por um elemento a € A, ou seja

abe I, (2.32)

quaisquer que sejam a € A e b € I. De forma similar define-se um ideal & direita
de A. E possivel definir também um ideal bilateral, ou simplesmente ideal, como um
subconjunto I de A que é simultaneamente um ideal & esquerda e a direita de A.
Verifica-se entao, das observacoes acima sobre o ntcleo de um homomorfismo, que
Ker¢ é um ideal de A.

Agora considere I um ideal de A. Define-se em A uma relacao binaria da forma:

a = d'(modl), (2.33)

se a —a’ € I. Tem-se entao uma relagao de equivaléncia cuja classe de equivaléncia é

i=a+1={a+b/bell. (2.34)

Nota-se desta definicao que as seguintes operacoes sao satisfeitas:
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quaisquer que sejam a e ¢ € A. Assim, obtem-se uma algebra denominada dlgebra
quociente de A pelo ideal I, cuja notacdo é dada por A/I. Observe que a aplicacio
¢:a—a de Aem A/I é um homomorfismo.

Uma questao importante a ser usada posteriormente é o fato que sendo J um
ideal de A que contém I, também ideal em A, entdo J/I = {a/a € J} é um ideal
de A/I|9]. De forma inversa, se J ¢ um ideal de A/I, existe um tunico ideal J de
A contendo [ tal que J = J/I. Este resultado sera importante no tratamento da
quantizacao de sistema com vinculos, no contexto das algebras geométricas, quando
o numero de vinculos do sistema em questao for grande, situagao em que o computo
dos parénteses dos vinculos torna-se mais dificil. Na realidade, esses fatos estao no
teorema fundamental dos homomorfismos de algebra|26]:“Seja I um ideal de A, entdo
A/I & a imagem homomorfica de A sob o homomorfismo natural a — a' + I, com
a € Aea+ I € A/l e, inversamente, se A" for a imagem homomorfica de A sob o
homomorfismo a — @', a € Aea € A’, entao A’ é isomorfico a A/I onde I é o nticleo
do homomorfismo”.

Dito de forma resumida, todo ntucleo é ideal da algebra e, inversamente, todo ideal

é o nicleo de algum homomorfismo.
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Capitulo 3

Quantizacao de Sistemas com

Vinculos

Neste capitulo discutimos os aspectos fundamentais do estudo sobre sistemas
hamiltonianos com vinculos. Inicialmente serao apresentados os aspectos formais da
teoria, depois discute-se o procedimento de quantizacao, finalizando com uma apli-
cagao. Serd feito ainda uma discussao sobre o parénteses de Poisson simétrico, com

o objetivo de dar um tratamento para sistemas fermionicos.

3.1 Introducao

O tratamento de sistemas hamiltonianos com vinculos teve como um dos pioneiros
Dirac [15]. Desde entao diversos autores [12] [13] tém dado contribui¢oes no estudo
da formulacao hamiltoniana com vinculos.

Um sistema possui vinculos quando dentro do conjunto de variaveis dinamicas,
necessarias para descrever o estado do sistema, temos um subconjunto das var-
iaveis satisfazendo alguma relacao funcional entre as variaveis (pelo menos uma parte
destas). E comum, nos problemas de mecanica newtoniana aparecerem vinculos de

natureza cinemaética, ou seja, vinculos que restringem o movimento do sistema fisico
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em estudo. Quando tais vinculos sdo escritos através de uma relacao funcional da
forma f(ry,rs,...,r,,t) = 0, com r; representando as coordenadas e t o tempo, estes
sao denominados de vinculos holonomos. Uma forma de eliminar tais vinculos é real-
izada através do formalismo lagrangiano. Neste trabalho, conforme sera apresentado,
os vinculos sao de natureza diferente. Estes vinculos, apesar de também imporem
restricoes sobre os valores das varidveis em questao, nao sao necessariamente de na-
tureza cinemética. Tais vinculos aparecem na teoria quando executa-se a passagem
do formalismo lagrangiano ao hamiltoniano. Portanto, o passo inicial deve ser dado
através do formalismo lagrangiano.

Nosso tratamento comecara considerando um sistema de particulas; posterior-
mente vamos estender o tratamento para campos. Define-se o funcional acdao como

[18][19]]27]

5= / " L. gyt (3.1)

to

onde L é a lagrangiana do sistema e ¢,q sao as coordenadas generalizadas e as veloci-
dades generalizadas, respectivamente.
Realizando a variacao de tal funcional através do Principio de Hamilton chega-se

a um conjunto de equagoes diferenciais, as equacdes de Fuler-Lagrange[19][27].

4oL, oL _
dt " 0q™ ogn

Aqui N representa o nimero de graus de liberdade do sistema. A equacdao acima

n=12 .. N. (3.2)

pode ainda ser escrita|13],

oL ., oL &L
IR =S " 3.3
oot T o agrag " (3:3)

As equacoes acima podem ser resolvidas para as aceleracoes desde que seja possivel
2

garantir a inversibilidade dos coeficientes —. Logo uma solugao nao-singular é

oq"™ Oq"

possivel se
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0?L

det(=———
€ <aqn’aqn

) # 0, (3.4)

2
sendo a matriz formada pelos coeficientes, || -———|[, denominada de Hessiana.

83" 94

A passagem ao formalismo hamiltoniano é realizada introduzindo a variavel

oL

denominada momento candénico. Deve-se ainda introduzir a funcao H chamada

Hamiltoniana, dada através da transformacao de Legendre

N
H=> §"p,— L. (3.6)
n=1

Realizando a variacao desta expressao e utilizando a definicao dos momentos

temos:

N
n=1
N
oL oL
= "0 0¢" — =—0¢" — =——0¢") = 3.7
;(q Prt padd" = 5 200" = 5 q") (3.7)

Assim a funcdo acima depende explicitamente apenas das varidveis p e ¢q. En-
tretanto, é importante notar de (3.4) que toda construcao realizada acima é possivel
desde que se possa obter as velocidades generalizadas, através da expressao (3.5),
como func¢oes de g e p. A condicao de inversibilidade para as velocidades, dada a

defini¢do dos p's em (3.5), é que

O0?L

det|| =—=— 0

(3.8)
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0?L
respeito as velocidades generalizadas e n/, assim como n, varia de 1 a N.

onde || || € a matriz formada pelas segundas derivadas da Lagrangiana com

Mas, esta é a mesma condicao para se resolver as aceleracées no formalismo la-
grangiano. Portanto, a passagem ao formalismo hamiltoniano é possivel desde que
a matriz Hessiana seja inversivel, ou seja, desde que seja possivel resolver as acele-
racoes no formalismo lagrangiano. Quando admite-se a possibilidade que a Hessiana
seja nao-inversivel um conjunto de relagoes entre as variaveis ¢ e p devem aparecer,

ou seja, devemos ter

®,,,(q,p) =0, (3.9)

emquem = 1,2,...,7, com j < N. Tais equacoes sao chamadas de vinculos primdrios
da teoria e Dirac|[15] as notou por ®@,,(q,p) =~ 0.
Vamos agora apresentar como é possivel passar ao formalismo hamiltoniano quando

hé vinculos. Neste sentido considera-se um conjunto de 3N fungoes da forma|12]:

OL OL
i Iy = —, = —. 3.10
"=V =G0 P =5 (3.10)
Considere a funcao H* definida por
N
H =) v'p,— L' (3.11)
n=1

onde o L" significa que trocamos os ¢;’s pelos v;’s. Fazendo a variacao da funcao H*,
semelhante ao que foi feito em (3.7), com respeito a suas variaveis (¢, p,v), obtém-se
as identidades
OH* oLY OH* oL” OH*
= =p, — , =" (3.12)
oq™ oq™ ovn 0 Opn,

Fazendo uso dos parénteses de Poisson[19] e de (3.10) podemos reescrever as

Un

equagoes acima como
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OH*
o =0 (3.13)

Aqui devemos considerar que o posto! da Hessiana seja constante, ou seja,

q.n - {qn? H*}7 pn = {pn? H*}7

9*L
opop

N sendo a dimensao da matriz Hessiana e m; o nimero de vinculos primarios. Com

postol| N—-—R=m; >0, (3.14)

isso, divide-se as variaveis (q,p,v) em dois grupos,

X'=¢, I=p, Vi=v (i=1,..,R). (3.15)

% = qR+o¢7 Ta = PRias 2\ = pftta (a =1, ---,m1)- (3.16)

As equagoes (3.15), chamadas de “expressiveis”|12], satisfazem a condigao

0?L
det||——— 0, 3.17
eHaXi&XJ‘H# (3.17)
ou
0*L
detHWH # 0, (3.18)

comi,j7=1,.. R.
O outro conjunto (3.16) de variaveis é dito “ndo-expressiveis”. Note da expressao
0L
"= gve

Assim, introduzindo as funcdes

IT que as velocidades “expressiveis” podem ser escritas como V = V (g, II, \).

OH* OLY
(1) = — = —
@a a)\a Y fa a)\aa (319)

pode-se escrever

'Por posto de uma matriz entende-se o ntimero de linhas nio nulas quando a matriz encontra-se
na forma reduzida escalonada por linhas. Aqui o posto estd associado ao nimero de equacoes que
podem ser resolvidas.
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W =71, — f.(q, 1) = 0, (3.20)

«

coma=1,..,my.
A barra acima das fungdes serve para indicar que a fungdo V' = V(¢ 11, \) foi
~ . . 1 ~ , . o
usada na expressao considerada. As quantidades <I>((x) sao os vinculos primarios da

teoria. Com estas defini¢oes é possivel introduzir a fungao

mi
HY = H+) Ao, (3.21)
a=1

de modo que as equagoes (3.13) sdo reescritas como

q-n — {qn7 ]_-](1)}7 pn — {pm ]__](1)}7 q)&l) — 07 (322)
ou ainda,
. mi
E={e,HM},  olV=0, HO=H+ ) 1ol (3.23)
a=1

onde £ representa o conjunto de varidveis canonicamente conjugadas (¢, p). Diz-se
que (3.23) é o Sistema Hamiltoniano de Equagoes com Vinculos Primdrios.

Os vinculos primarios aqui obtidos sdo os mesmos vinculos da expressao (3.9),
apenas optamos por uma apresentacao diferente destes. Note em (3.19) e (3.20)
que CD((II) é a expressao dos momentos, mas aqui devido a separacao realizada entre os
momentos que podem ser expressos em termos das velocidades e os que nao podem ser
expressos, os vinculos, como deveriam ser, aparecem como a parte “nao-expressivel”
dos momentos. Em (3.9) a expressao dos vinculos também comparecem a partir dos
momentos, dados pela expressao (3.5), assim ®,, representa a parte dos momentos
que nao poderao ser invertidos em termos das velocidades generalizadas.

Vale ressaltar que na expressdo anterior H) = H*|,_y = H*, ou seja, HW

¢ a hamiltoniana encontrada a partir da substituicio V = V(¢,II,\). Aqui H =
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oLY .
> 5o v' — LY)|y_y difere da funcio H por nio depender das velocidades “nio-

expressiveis” \,’s. E importante notar que a expressao (3.21) é obtida a partir da

transformacao (3.11), junto as expressoes dos \,’s em (3.16) e (3.19).

3.2 Vinculos de Primeira e Segunda Classe

Os vinculos primérios discutidos anteriormente mostram um conjunto de relacoes
entre as variaveis dinamicas; do ponto de vista geométrico essas relagoes restringem
a variedade sobre a qual o movimento do sistema? se da. Portanto, tais relacoes nao

se alteram no tempo, de forma que elas devem satisfazer as equacoes

mi
o) = (o), HV} = (o), H} + > {2, 0[P} = 0. (3.24)

«
B=1
Destas relagoes pode-se obter os N’s em fun¢do dos (¢, p). No entanto, para isto

ser possivel deve-se ter

det||{®, @} # 0. (3.25)

Desde que esta condicao seja satisfeita, tem-se a partir da (3.24)

HY = H - oM {eM oM 1)) H}. (3.26)

Entretanto, se a condi¢do (3.25) ndo for satisfeita a matriz ]\{@S),(I)g)}]] sera

singular, logo

posto| {2, @{}|| = p, < my. (3.27)

Assim, my; — p; fungoes A de (3.24) permanecem desconhecidas e alguns vinculos

aparecem na teoria; tais vinculos sao chamados de Vinculos Secunddrios ou Vinculos

2Aqui referimo-nos a movimento do sistema como a evolucio dos estados no Espaco de Fase.
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de Sequndo-Estdgio. Neste ponto deve-se prosseguir de forma semelhante, ou seja,

deve-se introduzir tais vinculos na hamiltoniana, de modo que tem-se

HO = H - o{a, 80} 1) H} + W, (3.28)

em que « e [ variam de 1 a p;, pois, esta trata-se da parte em que é possivel encontrar
os A’s. Agora tem-se y = mj — p; fungoes A desconhecidas.

Considerando os vinculos secundérios e utilizando a condicdo (3.24) é possivel
chegar ainda a vinculos de terceiro-estagio, quarto-estagio, ..., j-ésimo-estagio, de
modo que em cada um dos estagios deve-se realizar o procedimento discutido. Este
procedimento encerra-se no k-ésimo estagio, pois o nimero de graus de liberdade
do sistema é finito. Os vinculos de qualquer estagio serdao sempre chamados de se-
cundéarios, uma vez que eles diferem dos primarios pelo uso das equacoes de movi-

mento. Podemos denotar todos os vinculos como

) LW, 1<i<j<k. (3.29)

Os vinculos podem ainda ser classificados como de primeira e sequnda classe[15][12].
Diz-se que um vinculo é de primeira classe se o seu parénteses de Poisson com qual-
quer outro vinculo é nulo. Caso contrario, o vinculo é de segunda classe. Os vinculos
de primeira classe podem ser tratados fixando um calibre, conforme serd visto em

uma de nossas aplicagoes. Os vinculos de segunda classe satisfazem

det|[{2, ®}| # 0, (3.30)

o que permite determinar os \’s e escrever a Hamiltoniana completa do sistema. Neste

caso a condicao de nao alteracao dos vinculos no tempo fica

b = (@, HV} = (@1, H} + {2, 8PN + {2} =0, (3.31)



27

onde {®}, sdo combinagoes lineares de vinculos. Desta forma ¢é possivel obter todos

0s A’s e construir um conjunto de equacoes de movimento dadas por

E={e, 1"}y,  @=o, (3.32)

onde

H" = H — &,{®, &}, {®y, H}, (3.33)

em que a notagao ® sem qualquer indice indica que nos referimos a todos os vinculos da
teoria. O indice “2” na Hamiltoniana refere-se ao fato que, diferente da Hamiltoniana
(3.26), aqui a soma é sobre todos os vinculos da teoria. Desta forma segue que k
representa o k-ésimo estagio dos vinculos e [ e I’ variam sobre todos os vinculos da
teoria.

Dirac|[15] propos que estas equacoes fossem escritas

£ = {¢, H}py d =0, (3.34)

onde o produto {¢, H}p,,, denota a expressdo (3.32), com o H dado pela (3.33). O
ente {¢, H}D@) ¢ conhecido como Parénteses de Dirac. Dada duas funcoes quaisquer,
definidas sobre o espaco de fase, define-se o parénteses de Dirac de duas quantidades

F e G como

{F, G}D(q)) = {F, G} — {F, (I)l}{q)b (I)l/}_l{q)l/, G}, (335)

onde a soma em [ e " é tomada sobre todos os vinculos. Quando realizam-se os
calculos deve-se fixar um valor para [ e somar sobre todos os I'. Isto deve ser feito
até que se esgotem todos os vinculos.

O parénteses de Dirac é uma espécie de generalizacdo dos parénteses de Poisson
quando vinculos de segunda classe comparecem na teoria. Abaixo seguem algumas

de suas propriedades:
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{F.G}p = —{G. F}pg, . (3.36)

{(F,G 4+ A\K}py = {F.GYpy + MF,K}p,. (3.37)

{F7 {G> K}D(cp)}D(@) + {K7 {F7 G}D@)}D(cp) + {G7 {K7 F}D(q»)}D@) = 0. (338)

Antes de ser realizado o procedimento de quantizacao da teoria com vinculos,
vamos discutir de forma resumida a formulagao simplética da mecanica, mostrando

como é possivel escrever o parénteses de Dirac Simétrico.

3.3 Formulacao Simplética

Nesta secao analisamos a estrutura algébrica do parénteses de Dirac. Para isto
sera apresentado o parénteses de Poisson em termos algébricos|[18][19]. O parénteses
de Poisson de duas fungoes f(q,p) e g(q,p), definidas sobre o espago de fase 2N-

dimensional com variaveis (¢!, ..., ¢", p1,...,pn), € definido pela relagio

Z(a—f@ oI %, (3.39)

{f.9}(a,p) 0 Opr e 04

N
k=1

No entanto, note que introduzindo as variaveis

N
W= (Tt + 5 ), (3.40)
k=1

e a matriz

e = g N g (3.41)

reescreve-se (3.39) através da notagao tensorial como
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(1.9} (w) = o DILDD0l)

Algumas das propriedades satisfeitas pelo produto (3.42) sao as seguintes:

i) Anti-simetria: {f, g} = —{g, [}

(3.42)

ii) Linearidade: {c1f1 + caf2, 9} = c1{f1, 9} + c2{f2, g}, com ¢; e co sendo nimeros.
iii) Para qualquer namero ¢ e qualquer f(w): {c, f} =0.

iv) Identidade de Jacobi: {{f,g},h} + {{g,n}, [} + {{h, f},9} = 0.

A matriz €*” é importante nesta formulacao, pois é sobre ela que recai muitas
das propriedades associadas aos parénteses de Poisson. Por exemplo, utilizando as
propriedades de anti-simetria da matriz € prova-se a identidade de Jacobi. Além
disso, podemos definir uma transformacao canénica como aquela cuja matriz " é
invariante sob a transformagio em questao(Ver Apéndice).

A matriz inversa de e é dada por

€y = 5#7’/""]\7 - 5M+N,y. (343)

Agora, dados os conjuntos ¢“(w) de 2N-fungoes independentes, define-se os parénteses

de Lagrange de ¢* e ¢° como[18]

Owt dw"

* $ =1L = . 3.44
[¢ 7¢ ] Oéﬁ(qé) €u a¢o¢a¢5 ( )

Nota-se que os parénteses de Poisson e Lagrange satisfazem a relacao
Lao(0){67, ¢} = =60, (3.45)

Uma identidade relevante para nosso propoésito ¢ dada pela expressao

0 0 0

—L — L., —L, =0, 3.46

que é uma espécie de identidade de Jacobi para o parénteses de Lagrange.



30

3.3.1 Parénteses de Poisson Generalizado

Com o objetivo de escrever o parénteses de Dirac nesta formulacao realiza-se uma
generalizacao dos parénteses de Poisson. O Parénteses de Poisson Generalizado é
definido por[17]
0f (w) dg(w)

—_ 4
Owrt  Owv (3:47)

{9} (w) =" (w)

onde o termo n*(w) é uma funcdo das variaveis (g, p) e é anti-simétrico com respeito

a u e v. Estudando as propriedades que esta funcao deve satisfazer para que sejam
mantidas as propriedades do produto {, }* semelhantes as do parénteses de Poisson,
" (w) transforma-se como um tensor anti-simétrico de segunda ordem. Além disso,

para que o produto {, }* satisfaga a identidade de Jacobi deve-se ter[17][18]:

n"* (w)
OwH

uu(w)anpAO’u) _|_npu(w) 77>\V(UJ)

OwH OwH

" (w)

Considerando que a matriz formada pelos elementos n*¥(w) é ndo-singular[17],

~0. (3.48)

entdo usando sua inversa 7, (w) reescreve-se (3.48) na forma

87]”1/ (w) 87711)\ (w) + 87]>\H <w)
Ow? Owh OwV

Fazendo a correspondéncia 7,,(w) — Las(w) € w* — ¢% na expressdo anterior,

— 0. (3.49)

somos conduzidos a expressao (3.46) relativa ao parénteses de Lagrange. Isto mostra
uma conexao entre o parénteses de Lagrange e a identidade de Jacobi associada ao
parénteses de Poisson generalizado[17].

Introduzamos as funcoes

0% (w), a=1,2,...,2(N —~) (3.50)

Y™ (w), m=1,2,..,2, (3.51)
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que sao no total 2N funcoes e as consideremos independentes. Além disso, consider-
emos que essas fungoes definidas sobre o espaco de fase sejam tais que as (2N - )
fungoes 60 descrevam o conjunto de vinculos de segunda classe da teoria.

Note de (3.45) que é possivel entdo construir as seguintes relagoes:

{6%,6°Y Ly (0,4) + {0, 4™} Ly (0, 10) = 0, (3.53)
{wma 6)a}Lab(ev ¢) + {¢m’ ¢n}Lnb(07 1/’) = 07 (354)
{wm> ea}Lart(67¢) + {wma¢p}Lpn(9a w) = 6nm7 (3'55)
em que
Owt dw"
Lab(ea ¢) = _euua_(gaﬁu (356)
Owt Ow”
Lam(‘gv ¢) = _EMVW&?ZJ_WH (357)
Ow dw”
Lmn(9> ¢) = —Euuaw—ma—wn- (3-58)

Nestas expressoes usam-se os indices a,b e ¢ para denotar as fungoes 6 e os indices
m, n e p para as funcoes 1. Estas expressoes junto ao uso de (3.45) explicam porqué
algumas das expressoes (3.52-55) sdo nulas e outras ndao. As expressoes (3.53) e (3.54),

por exemplo, sao nulas porque as funcoes ¥ e # sao independentes; de fato tem-se
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" " HwP dw
m _n — M =
(" 9" o (0,9) = =5 B P " 5P

O™ P D
o™ Ow? '
— P 5o OW

_ gy ot o™
M 0wH 90® 00

0,

onde usamos a consideracao que 6 e Y sao independentes. Com argumento similar
e abrindo os outros termos chega-se ao porqué de alguns termos ter como resultado
uma 0;.

Usando o fato que nas variaveis ¢ a equacao (3.46) é satisfeita, e se fizermos
a correspodéncia 7,,(0,1) — Lag(0,1), supondo que o elemento inverso n%(0,v)

existe, define-se o parénteses

af 9g
oY oYY’
que satisfaz a identidade de Jacobi, para as 2v varidveis 1. Desta definicao nota-se
que {f,0°}* =0.

Mostra-se que (3.60) refere-se ao parénteses de Dirac. Para tanto assume-se que

{f,937(0,4) = n"(6,¢) (3.60)

a matriz inversa dos parénteses de Poisson dos 0%’s existe, ou seja

Cap(0,1).{6°,6°F = o¢. (3.61)

Usando este fato em (3.53) tem-se

{00} Lo (0, 9) = —{0°, 9™ } L (6, ¥) (3.62)

Lbn(ea w) - _Cba(ea ¢){9a7 ¢m}77mn(97 ¢)a (363)
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em que a associacao entre L e 1 foi feita no dltimo termo. Agora, usa-se esta expressao

m (3.55)

{9, 0"} (= Cra(0, 0){0", 0™ 111 (0,)) + {0 0" Y10, (0, 00) = 67, (3.64)

ou ainda,
{o™, o' = {9, 0"} Coa(0,0){0%, Yy (6, 40) = 67" (3.65)

A expressao acima indica a existéncia da matriz inversa ™", cuja forma é

W0, 0) = {o™ "} = {¢™, 0"} Cun (0,9){0", "} (3.66)

Agora fazendo uso desta quantidade em (3.47), expressa nas variaveis ¢ tem-se a

expressao:

of dg
5@“@¢”“
[{w = {9, 07} Cu (0, >{9‘:w"}1

_afwwww dg
= 557" B B (3.67)
0f 00" 00" N

~ 90" aor o Lo S e B

{f,937(0,4) =n™"

v, Of Oy , Of 00° 90" dg
= it~ g i L S G
portanto
{f.9Y(0.0) ={f. g} = {f,0°}Cu(0,¥){0", g}. (3.68)

Assim, o parénteses de Poisson generalizado nas 2y varidveis ¢ é justamente o

parénteses de Dirac, apresentado anteriormente.



34

3.3.2 Parénteses de Dirac Simétrico

Nesta secao apresentamos o parénteses simétrico associado ao parénteses de Dirac.
Inicialmente mostra-se como introduzir o parénteses de Poisson simétrico. Este pro-
duto foi inicialmente introduzido por Droz-Vincent|29].Depois Franke e Kalnay|16|
mostraram, seguindo a formula¢ao de Mukunda e Sudarshan|[17]discutida anterior-
mente, como é possivel realizar uma generalizacao do parénteses de Poisson para
casos onde vinculos aparecem. A extensao ao caso simétrico nao se trata apenas de
uma generalizacao matematica, ela nos permitird realizar o procedimento canonico
de quantizacao para férmions na presenca de vinculos.

Considere, como antes, que as variaveis canonicas sao representadas pelas variaveis

w. A matriz ¥ é neste caso dada por:

) 01
M = N (3.69)

onde as matrizes “1” sao de ordem N. Neste caso o parénteses simétrico fica entao

R

Note que colocamos o sinal “+” com o objetivo de diferenciarmos o parénteses simétrico

(3.70)

do anti-simétrico, sendo €% a matriz (3.69). Daqui em diante usaremos a conven¢ao
: TR 4 : A o At : « A

que o sinal “+7 esta associado ao parénteses simétrico e o sinal “” ao parénteses

anti-simétrico.

Assim como antes, introduz-se o parénteses de Lagrange simétrico como

L OwH Ow*
= € —_—
uua¢a a¢57

com ¢* e ¢” sendo duas funcoes definidas sobre o espaco de fase. Da mesma forma

(6%, ¢%)1 = Li5(9) (3.71)

vamos introduzir 2N-funcoes independentes

0% (w), a=1,2,..., Ny (3.72)
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Y™ (w), m=1,2,..., Ny, (3.73)

onde Ny + Ny = 2N. Vamos ainda considerar que a matriz inversa dos parénteses de

Poisson simétrico existe, ou seja

C(;?){eb7 96}+ = 527 (374)
com a,b,c = 1,2, ..., Np. Além disso, considerando que existe uma funcao n**(0,),

simétrica pela troca de uv, satisfazendo a relacao 3

WPLy, = o, (3.75)

com m,n,p = 1,2,..., Ny, define-se o parénteses simétrico Dirac como

of o
(F.9). 0.0 = 0005 5 5% (370

Utilizando expressoes semelhantes as (3.52-55), trocando as operagoes anti-simétricas

pelas simétricas, deduz-se
N0, 9) = (9™ 0"y = {9, 00 Ch {60 "} 4 (3.77)
Assim, (3.76) fica:

_9f
gt

dg
o’

{f,945(6,9) {0 — {0,073, CL{0% ¢} y] (3.78)

Logo,

{f,9Y3(0,90) = {f. g3+ = {f,0°}+C,{6" g} . (3.79)
Portanto, o parénteses de Dirac simétrico assume a mesma forma do anti-simétrico,

mudando apenas a forma dos parénteses de Poisson em questao. Com isto escreve-se

os parénteses das quantidades f e g como:

3Note que aqui ja estamos fazendo a associacdo que foi feita antes nil' — Lzﬂ.
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{f7 g}:l:(ea ¢) = {f7 g}:l: - {f7 Qa}:tc(;%{gb7 g}:l:a (380)

com a,b=1,2,..., Ng. Estes sao os parénteses de Dirac simétrico e antissimétrico da

teoria, sendo Ny o niimero de vinculos que comparecem na teoria.

3.4 Sistemas com Infinitos Graus de Liberdade

Tudo que se tem discutido até aqui é valido para sistemas com um nimero finito
de graus de liberdade. No entanto, em nosso trabalho estamos preocupados em tratar
de sistemas com um nimero infinito de graus de liberdade, campos. Dentro desta
perspectiva, vamos discutir brevemente as mudancas que devem surgir nos formalis-
mos Lagrangiano e Hamiltoniano quando o sistema em questao possui infinito graus
de liberdade.

As variaveis de estado que aqui compareceram possuem um indice k variando de
1 a N, onde N corresponde ao ntimero de graus de liberdade do sistema. Quando o
sistema em questao possui infinitos graus de liberdade o indice discreto k precisa ser
substituido por um “indice” x que varia continuamente. No caso discreto para cada
valor de k associa-se uma coordenada generalizada g, no continuo tem-se para cada
indice  um campo W(x). Na realidade, o campo ¥ também depende do tempo, t, de
modo que deve-se escrever W (x,t). Assim, o valor que o campo assume ¢é especificado
pela posicao e pelo instante de tempo. No caso tridimensional devemos ter o campo
dependendo das trés coordenadas espaciais U(x,y, z,t). A Lagrangiana de um tal

sistema ¢ dada por uma integral sobre as coordenadas espaciais|19]

L:///[, dedyds. (3.81)

A quantidade £ é conhecida como densidade Lagrangiana. A densidade Lagrangiana

. ov
depende, no caso geral, do campo V¥, de suas derivadas no tempo — e espaco — e

ot oz

ainda pode depender do tempo, ¢, e posicao, x, explicitamente, ou seja
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oY oV 0¥ oV
"O0x’ Oy’ 0z Ot

Além disso, a depender do carater do campo (escalar, vetorial, espinorial, etc) pode-

L=L(V LT, Y, 2, ). (3.82)

se ter varias componentes para W. Neste caso utiliza-se um indice p para indicar as

componentes do campo, de modo que a Lagrangiana é escrita como
ov, ov, ov, oV,
P ox Oy’ 0z Ot

Uma forma mais conveniente para tratar de campos é usar um espaco quadridimen-

L =LV LT, Y, 2, t). (3.83)

sional, cujas coordenadas sdo ro = t, r1 = x, x2 = y e v3 = z. Além disso, sempre
que nos referirmos as componentes do espaco quadridimensional serao usadas letras
gregas para subescrevé-las z, = g2, com g, sendo o tensor métrico, e a parte
referente as coordenadas espaciais serao subescritas com letras romanas ;. Para os
campos usaremos sempre a letra p quando representarmos suas componentes quadridi-
mensionais, a menos que seja necessario utilizar outros indices para diferenciar, como
abaixo, por exemplo, onde o indice ¢ no campo denota suas componentes espaciais.

Convém ainda utilizar as notacoes

ov, ., _0v 7

v,, = E i i = 5 (3.84)
Nesta notagao reescreve-se a densidade Lagrangiana como
L=L(Y,¥,,,z"), (3.85)
a Lagrangiana
L= /L’(dxi), (dz;) = dxdydz (3.86)
e a agao
S = /E(dx#), (dz,) = dtdzdydz. (3.87)

O principio de Hamilton quando aplicado & acao anterior, fica definido sobre
um espaco quadridimensional, de modo que as equacoes de campo sao encontradas

fazendo
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55 = / L(dx,) =0, (3.88)

e considerando que os campos ¥, nao variam nas fronteiras. Fazendo a variagao deste

funcional chega-se as equagoes de Euller-Lagrange para os campos|19][27]

d ( oL ) oL
dxz, 0¥,,” 0V,

A passagem para o formalismo Hamiltoniano, no caso de sistemas com infinitos

= 0. (3.89)

graus de liberdade, realiza-se mediante a definicao do que denomina-se “densidade de
momento”

oL

iy 3.90
=55 (3:90)

A Hamiltoniana do sistema é dada, neste caso, por uma integral no espaco

H:///d:z;dydz(;—qi\ifp—ﬁ), (3.91)

que, de forma semelhante ao que foi feito anteriormente, possibilita definir a densidade

IT

Hamiltoniana como

H= a—.ﬁxirp — L. (3.92)
v,

Sendo possivel a inversdo da equagao (3.90) escreve-se ¥ em funcao de Il e U,
e deste modo retira-se a dependéncia da densidade Hamiltoniana com respeito a .

Segue neste caso que

OH . oL U .
S, (T, - =)=t = :
o, ~ Yo+ (= 5) (3.93)

=,
o1,

que se trata de uma das equagoes dinamicas para os campos no formalismo Hamil-
toninano de sistemas com infinitos graus de liberdade. O outro conjunto de equagoes

pode ser encontrado observando que H depende de ¥, através de £ e de \i’m de modo

que
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on Wy oL W, oL Oc (3.04)
ov,  ov, u,0v, v,  9v, '
Usando as equacoes de Euller-Lagrange tem-se
OH d , oL . d B oL
= — ( )= — p——'( ) (3.95)
ov, dx, 0V, dx; 0V,;
Para eliminar a dependéncia em £ da equagao anterior deve-se notar que
oH oL
= — 3.96
ov,, ov,,’ ( )
logo
OH . d , OH
— =1, 4+ — 3.97
a\pp 14 + dQJZ <a\I[p7i )7 ( )
ou
. OH d , OH
—II,=— — . 3.98
p 8\pr dxi(a\llm) ( )
Utilizando-se a no¢ao de derivada funcional|27]
) 0 d B 0
pode-se entao reescrever o conjunto das equacgoes de Euller-Lagrange como
. OH : OH
—II, = — ; U, =— 1
p 5\1117 ) P 5]:[/)7 (3 00)

cujas equacoes sao semelhantes, em suas formas, aquelas obtidas para um nimero
finito de graus de liberdade. Nesta extensao ressaltamos que a passagem ao formal-
ismo Hamiltoniano esta restrita a possibilidade de inversdo das equagoes (3.90), ou
dito de outra forma, da matriz Hessiana, agora definida como a matriz das derivadas
segundas da densidade Lagrangiana com respeito aos U, possuir determinante nio
nulo,

0?L

det|| ———=— 0. 3.101
55551 (3.101
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Com o intuito de tratar do procedimento de quantizacao precisamos introduzir a
extensao do parénteses de Poisson para campos. Assim, considere uma densidade U
que é fungao dos campos (V,,I1,), de seus gradientes, e possivelmente das coordenadas

xh:

U= L{(\IJP, Hm \ij,ia Hp,i; ZL'M). (3.102)

Define-se entao a integral

U(t) = /U(dwi), (3.103)
que ¢ definida sobre todo o espago contornado por uma superficie onde (V,,II,) se

anulam. Se diferenciarmos com respeito a t a expressao acima tem-se

aUu au . au . aul . au ou
o /(d%‘)(a—%qu + —a\l/p,i U, + al—[p]:[p + a1, , IT,; + E) (3.104)
Nota-se, entretanto, que
ou . d  ou . . d , oUu
)—V,,;, = )—(=———V,) — AW, — =
J g = [ i) - [y, )
’ ’ ’ (3.105)

.d ,ou
=~ [ty gt

pois estamos considerando que ¥, bem como WV, se anulam nas fronteiras. Tem-se

ainda de modo semelhante que

ou . - d , oU

Juntando estes resultados em (3.104) tem-se

v d, o . o d o . o

ou
= /<dxi)[(a_\1/,,_dxi<aTm)) p+(a—m—d%(m))ﬂp+ﬁ], (3.107)
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ou ainda usando (3.99) e (3.100):

du ou oH U H ou

Note a semelhanca entre o primeiro termo da equacao anterior e a forma do
parénteses de Poisson. Assim, sendo U e W duas densidades quaisquer pode-se definir

o parénteses de Poisson destas quantidades como sendo:

U SH U M
(. W}_/(dxi)(wp ] (3.100)

Seguindo essa introducao aos sistemas com infinitos graus de liberdade pode-

se pensar em extensoes relacionadas a nossa discussao para sistemas hamiltonianos

vinculados. Como dito anteriormente, a passagem ao formalismo hamiltoniano é
0L
ov,0v,
um posto constante e neste caso algumas relagoes de vinculos entre o campo VU e as

possivel quando det|| || # 0, caso contrario considera-se que tal matriz possui
densidades de momento Il devem aparecer, O,, = 6,,(¥,II) = 0.

Como feito antes introduz-se mais um conjunto de varidveis I', convenientemente
escolhidas, de modo que se obtém equagoes semelhantes a (3.10), com o cuidado
de trocar a lagrangiana pela densidade lagrangiana e os ¢’s e p’s pelos campos e
densidades de momento, respectivamente. A hamiltoniana (3.11) deve ser substituida
pela densidade hamiltoniana e a soma por uma integral no espago. Seguindo este
caminho, encontra-se um conjunto de equagoes semelhantes as (3.22), observando
que o parénteses de Poisson deve tomar agora a forma (3.109). Além disso, todas
as denominacgoes usadas antes, tais como, vinculos de primeira e segunda classe e
vinculos primarios e secundérios sdo estendidas para o caso de campos|11][12].

Seguindo este raciocinio chega-se ao parénteses de Dirac. Vale ressaltar que no
segundo termo de (3.35) existe uma soma sobre todos os vinculos; tal soma sera
substituida no caso de campos por uma integral, de modo que o parénteses de Dirac

de duas fungoes F e G dependentes de U e II torna-se|[11][31]
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(F.G}(V.1I) = {F.G} - / {F,0°)Cun(x — ) {6, G} (dw)(de),  (3.110)

em que {F,G} ¢ dado pela (3.109) e Cyp(x — X’) & a matriz inversa de ||{6%,6"}|].
Estas discussoes somadas aos trabalhos de Mukunda e Sudarshan[17] e de Franke
e Kalnay[16|, conduzem a uma extensdo dos parénteses de Dirac antissimétrico e

simétrico para campos da forma|11][31]

(F,GY.(0,TT) = {F.G}s — / (F.0VCE (x — )00, GYa () (de),  (3.111)
em que a extensao do parénteses de Poisson ao caso simétrico é

B SF 6G  OF oG
(F.G}, — / ()5 51150 (3.112)

Através da forma mostrada aqui dos parénteses de Poisson e Dirac, para o caso de

campos, percebe-se que a realizacao do procedimento de quantizacao candnica para
campos é de maior dificuldade do que no caso discreto; entretanto é possivel formulé-
la seguindo as linhas do problema de Heisenberg para o caso discreto (Ver Apéndice
B). No caso em que vinculos estdo presentes na teoria a resolu¢ao do problema de
Heisenberg se da realizando a troca dos parénteses de Poisson das observéaveis classicas
pelo parénteses de Dirac[15][32].

Alguns autores dedicam-se ao estudo formal da quantizacao de particulas e cam-
pos. Streater, por exemplo, mostrou|33] como pode-se estender o procedimento de
quantizagdo quando o sistema em questdo é nao-linear. Huber e Biittner|35] re-
alizaram a quantizacao de osciladores nao harmonicos utilizando o procedimento de
quantizacao com vinculos; além disso mostraram que tal sistema apdés uma dada
transformacao torna-se integravel. No estudo da quantizagdo com vinculos Gitman e

Tyutin[12| e Henneaux e Teitelboim|[13] também tém dado muitas contribuicoes.
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3.5 Exemplos

Nesta secao consideraremos alguns exemplos com o intuito de demonstrar como
pode-se realizar a passagem ao formalismo hamiltoniano quando ha vinculos presentes

na teoria.

3.5.1 Lagrangianas Degeneradas

Considere a lagrangiana|34]

L, . .
L= 561% + @21 + (1 — a)q1ge + g(ql — q)*. (3.113)

Vé-se que a matriz hessiana de tal sistema ¢é

O0?L Lo
1558011 = : (3.114)
q;04; 0
onde 7,7 = 1,2. Assim, a lagrangiana deste sistema é degenerada e ha vinculos

presentes na teoria; com efeito, tem-se

oL . oL
1= B = q1+ q2; p2=o—=(1-0a)q. (3.115)
1

Nota-se a presenca de um vinculo primario na teoria dado por

p

(I)l = P2 — (1 - Oé)ql. (3116)

A hamiltoniana, usando a defini¢do usual[34], neste caso sera

H = ¢ip1 + ¢ap2 — L, (3.117)

onde substituindo ¢; a partir da expressao de p;, e ps sendo substituida pelo seu valor

na segunda expressao de (3.115) tem-se

H=(p1—@)p1 + ¢l -a)g - %(Pl — )= (1 —a)qg — g(ﬂh —q)?, (3.118)
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que reorganizando os termos nos da

1

H = 5(171 — )" — g(% — ). (3.119)

A presenca do vinculo primario permite escrever a hamiltoniana estendida

H'=H+ \'®,. (3.120)

Usando a condicao de consisténcia para ®; tem-se

o ={0, H'}={po— 1—a)g, H'} = (p1 — ) + B(g2 — 1) — (1 — &) (p1 — @2) = 0,
(3.121)

ou ainda
d1 = a(pr — ) — Blar — ¢2) = 0. (3.122)

Nota-se que tal equacao depende de como sao escolhidas as quantidades a e £5.
Objetivando exemplificar o procedimento introduzido no capitulo tomemos o = 0 e

B # 0. Neste caso um vinculo secundério aparece na teoria

(I)z = ({q1 — Q2. (3123)

A hamiltoniana estendida fica entao

HY = H 4+ \'d; + \2D,, (3.124)

Usando a condicao de consisténcia sobre ®5 obtemos

(i)Q = {Q1 — {2, HI’Q} = {Q1 — g2, H} + {Q1 — {2, /\1‘1)1} =0, (3~125)

que permite encontrar )\1,

M =p — . (3.126)
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Deste modo termina o conjunto de vinculos da teoria. Agora, usando novamente

a condicdo de consisténcia em ®; é possivel determinar \?, pois

) = {®), H'?} = {0y, H} + {01, N0y} =0, (3.127)
e logo
A= Bl — q2)- (3.128)
Isto finaliza o procedimento e desta forma escreve-se a hamiltoniana total como

= %(pl —@)* + g(ch — )"+ (1 —@)p2— a). (3.129)

Quanto a classificacao dos vinculos em serem de primeira ou segunda classe nota-se

que

{®1, P2} =1, (3.130)

logo os vinculos sao todos de segunda classe. A matriz formada pelos parénteses de

Poisson destes vinculos é

0 1
1A = : (3.131)

e sua inversa

B 0 -1
=1 ) (3.132)

Portanto, o parénteses de Dirac de duas quantidades quaisquer é dado por:

(FGlo = {FG}— (RO {0 G} — (Rl (0 Gl =
— (F.G} + {F.0,}{®2, G} — {F, ,}{®,,C}. |

Nosso trabalho estara focado no calculo dos parénteses de Dirac das observaveis

fundamentais. Neste caso nota-se que
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{@i,0}p = {aq,p;} + {6, 21 H{ P2, p; } — {qi, P2}{P1,p,} =

(3.134)
= 0ij + 0ia(d15 — d25),
com 7,5 = 1,2. Além disso obtém-se também
{9, 4 p = {a, ¢} + {6, P1H{ P2, ¢} — {qi, P2H{P1,q5} =
(3.135)
=0
e

= 042015 — 04102;.

Assim o procedimento de quantizacao candnico de um tal sistema se daria uti-

lizando como relagoes fundamentais as expressoes (3.134)-(3.136) ou seja,

i, Dj] = ih(0:5 + i2(01; — 027)), (3.137)
[Gi, 5] = 0, (3.138)
[Di, Dj] = th(:201; — di1d2;), (3.139)

onde usamos A para indicar os operadores.

3.5.2 Osciladores Nao-Lineares

Considere a lagrangiana de um sistema de osciladores acoplados com um vinculo

T(q)[35]

1 . . .
L =3¢ +d;+d3) = Vig) — #T(), (3.140)
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com ¢, ¢ € g3 sendo as coordenadas generalizadas,

V(q) = g + cagy + c3q5 + caqiqs + (24 — i)l g5 + [64 — (ca + e3)]gaq;  (3.141)

T(q) = g2 — g- (3.142)

Nota-se que y desempenha aqui um papel de parametro de Lagrange. A passagem
ao formalismo hamiltoniano pode ser realizada imaginando o parametro p como sendo

uma coordenada generalizada canonicamente conjugada ao momento p,[35]. Assim,

oL
pu:%:

Segundo nossas discussoes este ¢ um vinculo primério da teoria e serd denotado

0. (3.143)

por ®;. Além disso a hamiltoniana é:

1 .
H = 501+ p3 +13) + i+ V(a) + 1T (q). (3.144)

Agora constroi-se a hamiltoniana estendida

H'= H + )\, (3.145)

e toma-se a condicao de consisténcia sobre o vinculo,

b; = Pu =Py, o'} = -T(q) = 0. (3.146)

Nota-se que esta condi¢cdo gera um vinculo secundario ®; = T(q) = g2 — ¢s.

Seguindo o procedimento da hamiltonizacao tem-se a hamiltoniana

HY = H + \'®; + \®,. (3.147)

Novamente usando a condi¢ao de consisténcia obtém-se para &,
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. 1 1
s = {®2, H?} = {a2, 503} — {43, 503} =p2 = py = 0. (3.148)
Aqui temos o aparecimento de um novo vinculo na teoria ®3 = p, — p3. A hamil-

toniana total torna-se entao

HY = H 4+ \'d + N°0y + N3Ds. (3.149)

Agora a condicao de consiténcia para @3 leva a

By = { By, H"?} = {py — ps3, H + N'®; + N2Dy + N3P3) =
= —deagy — 2caqiq2 — 2[64 — (c2 + ¢3)]2q3 — N* — {—4esqs — 2(24 — ca)qras—
—2[64 — (co + ¢3)]g5q3 + N*} = 0.
(3.150)

Esta expressao permite obter a funcio desconhecida A\?. Vé-se que

)\2 = 2C3qf3 + (24 — C4)q2q;3 + [64 — (CQ + Cg)]q2q:),—
’ ' ’ (3.151)

— 20205 — €aqiqa — [64 — (2 + ¢3)] 265,
de modo que nao ha mais vinculos a ser encontrados na teoria. Agora, de posse
da hamiltoniana completa (3.46) pode-se usar a condi¢ao de consisténcia para @, e
encontrar A\*; fazendo isto tem-se
_P2—DPs

2\ = . 152
> (3.152)

Quanto a classificacdo dos vinculos em serem de primeira ou segunda classe

observa-se que

{®1,®;)} =0, (3.153)

com k = 2,3. Além disso,
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{®), 04} =2, (3.154)

se j #k,com j k=223 e
{®;, P} =0, (3.155)

se j = k.

Assim, o vinculo ®; é de primeira classe e os outros sao de segunda classe. Neste
caso ficamos impossibilitados de encontrar A\'. Em casos como este deve-se impor
outras relacoes de vinculos na teoria de modo que todas os \’s sejam determinados
e que a teoria fique consistente. Este procedimento nao é simples; no entanto, ha
casos onde pode-se chegar a um resultado satisfatério, como no caso do campo de

Rarita-Schwinger[49], que sera visto em nossas aplicagoes.

3.5.3 Campo de Maxwell

Vamos agora considerar um campo como exemplo[34]. Seja a densidade La-

grangianat

1
L= FuF", (3.156)

com F,, = 9,A,—09,A,, onde A, sdo as componentes do campo, A* = A2— A} — A3 —
AZ. Esta ¢ a Lagrangiana associada ao campo de Maxwell. Explicitando a expressao

(3.156) da

1, .. 1
[ — _§(Az . &-AO)Q _ ZFﬁcv (3157)
com i,k =1,2,3. Assim, os “momentos” associados aos campos sao
oL - 0L . .
’=-—--=0 "= — = 90'Ay — A;. (3.158)
0A0 0A

“Estamos utilizando a métrica g, = (1,—1,—1,—1).
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A densidade hamiltoniana é dada por

1 A 1
em que os termos I1? e IT'9; A possuem uma soma em i = 1,2, 3.
Em (3.158) nota-se a presenca de um vinculo primario na teoria
o, =II° = 0. (3.160)
Assim a densidade hamiltoniana estendida ¢
H' =H+ N, (3.161)

Utilizando a condigdo de consisténcia para ®; através do uso de (3.98) temos

. - OH d , OH
O, = -J°= """ - ()=

Desta forma chega-se a um vinculo secundério na teoria,

d@ = 911,. (3.163)

Fazendo uso desta expressao construimos a densidade hamiltoniana estendida

HY? = H + NP + \2D, (3.164)

e o desenvolvimento pode ser realizado utilizando a formulagao proposta por Dirac.
Este exemplo, bem como os anteriores, mostra algo que ja discutimos no decorrer
do texto; quando vinculos comparecem na teoria, a regiao acessivel ao sistema fica
restrita. Isto pode ser observado tomando as equacoes de movimento através da
hamiltoniana total dos sistemas; nesses casos observa-se que a evolucao do sistema se

da& apenas sobre uma determinada regiao do espaco de fase.



o1

Capitulo 4

Algebras Geométricas e Sua

(Generalizacao

As algebras geométricas estudam objetos geométricos tais como pontos, retas e
planos a partir do ponto de vista algébrico. Tais algebras tém sido cada vez mais
aplicadas a fisica. As algebras de Grassmann e Clifford sao exemplos de &dlgebras
geomeétricas que tém conseguido destaque no ambito da fisica [22][30]. Os trabalhos
de Hestenes, por exemplo, ganham destaque neste contexto; alguns de seus trabalhos
desenvolveram a Mecanica Classica em termos das algebras de Clifford. Este trabalho
visa discutir as algebras geométricas construidas por Schonberg|1][2][3], desenvolvidas
por Fernandes|6], Vianna et al[8], Holland|7], e aplicadas por Frescura e Hiley|[4].

Em sua construgao Schonberg discute a relacao entre as dlgebras geométricas (G,
e L,) e a Mecanica Quantica [1][2][3]. Nesta perspectiva introduz-se sobre um espagco
afim A, certas relacoes entre os objetos u e v, que denotam os vetores covariantes
e contravariantes respectivamente, e a partir dai sao obtidas relagoes destes entes
algébricos com elementos e operacgoes da Teoria Quantica. Trabalhos recentes neste
dominio tém sido publicados explorando aspectos da teoria de campos no espaco
de fase [36][38]|. Tais trabalhos contribuem no sentido de investigar e compreender

possiveis relacoes entre as teorias classica e quantica; foi dentro deste contexto, por
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exemplo, que Schonberg|1]|, Fernandes e Vianna|37| buscaram analisar o significado da

variavel conhecida como spin, abrindo assim novos caminhos para o seu entendimento.

4.1 As Algebras Geométricas G,

Seja A, um espaco afim de dimensao n e u e v vetores covariantes e contravari-
antes, respectivamente. Considerando as bases para estes vetores como e’ e e;, res-

pectivamente, estes podem ser escritos em termos de suas componentes como:

u = e’ (4.1)

v =1'e; (4.2)

Na algebra G, seus geradores serdo notados por (u) e (v) e irdo satisfazer as

seguintes relacoes:

[(0), (w)]; = (u)(w) + (0’)(u) = 0 (4.3)
[(v), )] = (W) + (v))(v) =0 (4.4)
[(0), (V)]+ = (u)(v) + (v)(u) = (u,v)1g, (4.5)

Aqui {(u,v) e 1¢, denotam o invariante u;v° e o elemento unitario, respectivamente,
em (,,. Portanto, GG,, ¢ uma algebra associativa com unidade 1¢,. Note que usando

as expressoes (4.1)-(4.5) seguem as relagoes:

[(e"), (/)] =0 (4.6)

[(e:), (e)]4 =0 (4.7)
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[(e"), (e))]+ = 0j1a, (4.8)

Através destas equacoes nota-se que uma base para G,, ¢ formada pelos 22" ele-
mentos (e;)™.....(e,)™(e")*".....(e!)*!, onde r e s podem assumir valores 0 e 1. Assim,
G, é de ordem 22". Dizemos que (G, é a algebra dos spins ou a 4lgebra das variaveis
discretas|1].

A forma geral de um elemento em G, sera representado por:

0,...,n

D= (plg)'Cilto(e).....(e7) (ex, )..... (ex,) (4.9)

pq

onde1§k1<k2<...<kq§ne1§j1<j2<...<jp§n.

Os coeficientes C’s sao antissimétricos com respeito a troca dos indices. Estes coe-
ficientes transformam-se como componentes de tensores antissimétricos por uma mu-
danca no sistema de referéncia. A demonstracao segue do fato que a matriz da trans-

formacao C Bieoky o ARk g ]qC’ ook gatisfaz Al o th WIa G T
I 7](1 klv 7kq k1,....kg?

jla ».]q Jaq q jla 7.](1 .]17"'7.](’1
junto ao fato que por uma permutacao da base os coeﬁmentes podem trocar seu sinal
por (—1)?, onde p representa o nimero de permutagoes.

A representacao do elemento I' em (,, fica mais clara se abrirmos a sua expressao,

isto é,

I'= (010)7'C + (0111) " 'C* (e, ) + (0121) L C* 52 (ey, ) (er,) + ... + (110) 1Oy, (e7)+
(1) ICR (&) (er,) + (1121) 7 CEF2 (1) (e, ) (€k,) + - + (2100) 71 Cy, 5, (€7) (€72)+
1N CE (e7)(e7) (er,) + ...

(4.10)

De interesse para o desenvolvimento da teoria sao os elementos,

(P) = (€1).....(e,)(€").....(e") (4.11)
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(P) = (e').....(e")(ey).....(e1). (4.12)

(N;) = (€7)(e;), (N;) = (e;)(¢)) = 1g, — (N;), (N;)* = (N;), (N;)? = (N;).  (4.13)

Note que os (N;) sdo comutativos e portanto é possivel escrever,

(P) = (N))..(N,) e (P)=(N))..(N,) (4.14)

Associa-se também a cada I' um elemento I' de forma que

D= (plg) 't (e, (e, ) (€77)....(e). (4.15)

,,,,,

A transformacdo I' — I' é uma involucdo invariante de G, pois ¢;I'1 + 'y —
1l 4 coly, T1Ty — oIy, [ = I. Esta involugao corresponde a criacao e aniquilagao
de particulas na segunda quantizagao para férmions, pois veja que (INV;) é levado em

1g, — (N;).

-----

-----

.....

7777777777

As demostragoes destas propriedades seguem utilizando as expressoes (4.6-8).
A segunda propriedade mostra a regra de multiplicacdo para as unidades da alge-
bra matricial total de um espaco linear de dimensao 22". Nota-se desta propriedade

que estes 22" elementos formam uma base para G,,. Assim,
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0,...,n
—1 qk1,05k )
L= () A (B, (4.17)
p.q

Observa-se da equagao acima que I'( P) é um elemento que faz parte da sub-algebra

Gy(P), pois

0,...,n
—1 pgk1,.0kq 1,5 p
L(P) =Y (pla!) " A5 50 (PL ) (P) (4.18)
p’q

tem como resultado, usando a segunda propriedade,

0,...,n
D(P)= > (plg) tAJ 096,000 o (P, (4.19)
pP,q
ou,
0,...,n
L(P) = (0lg) ™" Ay, ., (PF-He). (4.20)

q

Definindo T'(P) = (W), escreve-se

0,...,n

(0) = () Apy,. g, (PFrFa), (4.21)

q

Perceba que o conjunto dos elementos (V) formam uma sub-algebra de G,,, e que
G, (P) é o sub-espago das formas lineares. Assim, G,(P) é a algebra matricial total
da soma direta dos espacos lineares dos tensores covariantes antissimétricos de todas
as ordens de A,,.

Procedendo de forma semelhante obtém-se uma sub-algebra de G, dita (P)G,

cujos elementos sao da forma:

0,...,n

(@)=Y (p) A (P ). (4.22)

p

(P)G,, ¢ um espaco linear equivalente a soma direta dos espacos lineares dos

tensores contravariantes antissimétricos de todas as ordens.
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A partir dos resultados anteriores chega-se a um resultado interessante. Com este

objetivo facamos a seguinte operacao:

0,...,n 0,...,n

_ ki,..., ,p [ SN 1)
T(W) = > (plg) AR5 (P D (1) Ay (P, (4.23)

p.q l

Segue das propriedades vistas anteriormente que

0,...,n

DW) =D (pla) ™ (0) T ARk Ay, (PF119). (4.24)
pq
O elemento (4.24) é claramente um elemento de G,,(P). Assim I' pode ser anali-

sada como uma transformacao linear que atua em G, (P).
Como consequéncia dessa discussao nota-se que é possivel definir um projetor P,

da sub-dlgebra G,,(P). Tal elemento ! pode ser definido como

Py

()™ DB, (4.25)

77777

e sua caracterizacdo como o projetor em G, (P), segue realizando a operacdo deste

com um elemento de G, (P), isto é,

gl (4.26)
= ()7 D () Ay a0, (PP

2N A, (PP,
J

o que mostra que P, projeta (¥) nos espacos lineares até a p-ésima ordem. Logo é

possivel notar que

LA soma neste caso refere-se ao fato que temos aqui uma soma de elementos da forma (lel) +
(PIri2y 4

J1,72
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e Py(¥) projeta (V) no espago dos escalares.
e P(¥) projeta (V) no espago dos escalares e das 1-formas.

e Py(V) projeta (V) no espaco dos escalares, das 1-formas e das 2-formas.

Pn(V) projeta (V) no espago dos escalares, das 1-formas, das 2-formas, ..., das

n-formas.

Existem duas propriedades importantes associadas ao projetor (P,). Sao elas:

(Pp>(7)q) = 5p,q (Pp)- (4-28)

A demonstragao de (4.27) ¢ direta, pois note que > (P,)(¥) leva (V) nele proprio
de forma que ¢ possivel identificar }_ (P,) com a unidade 1¢,. A (4.28) pode ser
demonstrada explicitando as expressoes dos (P;)’s e realizando o produto de tais
elementos a partir das propriedades ja vistas. As propriedades (4.27-28) caracterizam
(P,) como sendo um idempotente ortogonal.

Existem ainda algumas rela¢oes importantes a respeito dos elementos (P,), que
serao tteis no tratamento das algebras DKP. As demonstragoes seguem utilizando as

propriedades dos produtos entre os elementos da algebra, por exemplo:
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(4.29)

Procedendo de forma semelhante também encontra-se que

(Pp)(e;) =

(€)(Pp+1)- (4.30)

De posse destes resultados podemos analisar o elemento (P,)G,,(P,). Temos:

Entao:

Jl ]p
Jl -Jp

= Z(um
Lk

=> ('K
Lk

= i(p!k'
k

= > _(pk)
k

(Pj1--Jp

J1-- ]p

n

Z (1K)
L,k

lAm1 mk<P31 ]p)(Pn1 ny )

ni...ng J1---Jp my...mg

lAml mk(Pnl ng )

ni...ng my...mg

1Am1 mk(s 577,1 nl(Pgl ~Jp )

ni..ng Ol gp mi...mg

(4.31)

lAml s 5T nP(P]l Jp )

ni..np “Ji.--Jp mi...mg

1Am1 mk(PJl Jp )

J1---Jp my...mg
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Z(p)*l(%‘?ffjf )T = (Pl =D ()2 (k) AR (Po ). (4.32)

Fazendo o mesmo produto a direita teremos:

(Po)T(Py) = Y (p)2(R) M AG™ (PR ) >~ (p) (P
k J

=Y (p) (RN TTAT (P (P

J1---Jp mi..my J1---Jp
k,j
- - o 4.33
= S )R AT 0 (P (4.33)
k.j

n

— (p!)—4Am1-..mp6j1-..jp (le---jp)

Ji--Jp mi.mp\" j1...Jp
J

— (p!>f4Am1.A.mp (Pml"'m”).

mi..mp\" mi..mp

Assim, o elemento construido deste produto é da forma:

6, = (p!) AL (P = (P,D(P,). (4.34)

J1-Jp \T J1--Jp

O conjunto destes elementos formam uma sub-dlgebra £, , de G,. E,, ¢ uma
algebra matricial relativa aos espacos lineares dos tensores anti-simétricos covariantes
de ordem p. Para notar este fato aplica-se (P,)I'(P,) a um elemento de G,,(P); neste
caso encontra-se um outro elemento de G, (P), de modo que podemos interpretar
(P,)I'(P,) como uma transformacao de G,(P) em G, (P).

Um outro fato importante associado a algebra £, , é que para diferentes p’s estas
sao ortogonais umas as outras. Conforme sera visto, a soma direta de todas E, , esta

associada a algebra de Duffin-Kemmer-Petiau(DKP).
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4.1.1 A Algebra Duffin-Kemmer-Petiau (DKP)

O estudo da equacao DKP relativistica tem ganho um destaque nos tltimos anos.
Neste contexto Fernandes e Vianna tém procurado discutir generalizacoes da algebra
DKP com o intuito de tentar entender os atributos fisicos associados com a Teoria
Quantica [36][37|. Neste trabalho os autores derivam a equacio DKP, via as algebras
geométricas de Schonberg, e utilizando a proposta de Bohm e Hiley[5] tomam a trans-
formacao de Wigner-Moyal da equagao. Em consequéncia quantidades fisicas como
spin aparecem através de um formalismo algébrico relativistico classico no espago de
fase. Fernandes, Vianna e Santana|38] também estudaram a formulagdo DKP no
espaco de fase no contexto da covariancia Galileana obtendo a equacao DKP para o
caso nao relativistico; esta generalizacao da formulagao DKP para o caso da covari-
ancia Galileana os permitiu ainda realizar uma andlise entre os casos relativisticos e
nao relativisticos. Aqui faremos uma breve introducao de como é possivel tratar a
algebra DKP no contexto das algebras geométricas.

Na 4lgebra DKP os seus geradores 5;’) ) satisfazem a seguinte relacao:

B%D)ﬁgp) I(ép) + Bl(gp)ﬂgp) ;P) — ghjﬁgfp) + gjkﬁép)‘ (435)
No contexto da algebra desenvolvida por Schonberg, representa-se os elementos

ﬁ§p) em termos dos (P,) como sendo:
B = (P)(e;) + g;u(e")(Py)
= (P,)(e)) + gjr(Ppr1)(e") (4.36)
= (&) (Ppr1) + gin(e")(Py),
em que g, ¢ a métrica. O elemento (P,) + (Pp11) € a unidade na algebra DKP; assim
(Py) + (Ppy1) junto aos ﬁ;p) geram uma algebra DKP.

Pode-se introduzir ainda uma algebra gerada pelos elementos (P,)(e;), (€/)(P,) e

(P,) + (Ppt1). Tal algebra é notada como D, , e contém como sub-algebra a algebra



61

DKP. Schonberg mostrou que estas coincidem quando p # (n — 1)/2[1]. Para tanto

consideremos os entes:

B = (Py)(e;) + gn(e")(Py)

BY = (P,)(e:) + gale)(P,).

Logo,

BB = [(Py)(es) + g€ (P)][(Py)(e:) + gule’) (P,)]
= (Po)(e;)(Py)(e:) + (Py)(e;)ga(e")(Py)
+ gik(€¥)(Py)(Py) (€:) + gsu () (Py) gu(e')(Py).

Lembrando que (P,)(P,) = 0,,4(P,) € usando (4.27-28) obtem-se:

Com isto,

7B B = g7 gu(e;)(€)(Py) + 97 g(e) (€:) (Ppin)
= 5 (e;)(e")(Py) + 5i(e") (€:)(Ppr1)
= (e)(e')(P,) + (e)(e1) (Ppi1)
= {1 (e")(e)}(P,) + (') (&) (Pps1)
= (P,) — (e')(&)(P,) + (') (er) (Ppi)
= (Pp) = () (e){(Pp) — (Pps1)}-

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)
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Mas, lembrando das expressoes (4.13):

g BYBY = (N)(Py) + (N)(Ppir), (4.42)
ou ainda,
GBYBY = (P)(N) + (Ppser)(N)
= (Py)[1a, — (N)] + (Ppar)(N),

em que (N) =3 _.(N;) e (N) = > (Nj), comj =1, 2., n

(4.43)

Fazendo a aplicacao deste resultado num elemento (¥) € G, (P), e utilizando o

fato que >, (N;) = >, p(Pp), obtém-se

G BV BPT(P) = (n — p)(Pp)(¥) + (p + 1)(Ppr) (V). (4.44)

Deste modo,

P BB = (=) (Po) + (0 + 1)(Ppea). (4.45)

Assim, no caso em que p # (n — 1)/2 a relacao acima mostra que (P,) e (Ppi1)
pertencem a DKP. Um fato importante a notar ¢ que a algebra D, corresponde a
entes escalares. Esta algebra é importante no estudo de particulas com spin nulo, tais

como mésons|36][37].

4.2 As Algebras Geométricas L,

De forma semelhante & algebra G,, vamos usar a notacao u e v para os vetores
covariantes e contravariantes. Na élgebra L, seus geradores serdo notados por {u}
e {v}. L, ¢ uma algebra associativa com unidade 1, e seus geradores satisfazem a

regra de multiplicacgao:

{u} {w}]- = {uH{w’} - {w}{u} =0 (4.46)
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{vi AV = {vH{v} = {vHvi =0 (4.47)

{u} Av}- = {u{v} —{vH{u} = (u, V)1, (4.48)
em que (u, v) é o invariante u;v’ e 17, é a unidade da algebra. Segue destas expressoes,

considerando que {u} e {v} estejam expandidos nas suas bases, que:
[{e;}, {ex}]- =0 (4.49)
[{e’}. {e"}]-=0 (4.50)

{e'} {er}]- = di1s, (4.51)

E interessante notar que realizando a associacio ¢; = {e;} e pr = i(h)"'{e*} a
relagdo (4.51) assemelha-se a relagdo de comutagdo da cinemética quantica. Note
ainda, que diferente do que acontece na (G, na base de L, formada pelos elementos
{e1}.. {e,}{e!}*r..{e"}*", r e s podem assumir os valores 0, 1,2...00, de modo
que a ordem de L, é infinita. L, é a algebra das varaveis continuas. Um elemento

geral de L,, pode ser escrito comol[1]:

A=) (rilr)(sils,)CF e} {e} e {e}, .. {e}r,. (4.52)

Como os elementos de L,, comutam entao os C’s acima sao simétricos com respeito
a troca dos j’s e k’s. Os ntmeros r, e s, representam o nimero de vezes que os inteiros
j iguais a “a” e k iguais a “a”, respectivamente, aparecem na expressao acima.

Observe que para os elementos A constituirem uma algebra, a operacao de mul-

tiplicagao precisa ser fechada, ou seja, o produto de dois elementos da algebra tem

que gerar um elemento da algebra. No entanto, nota-se das relagoes (4.49-51) entre
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os elementos que nao temos esta garantia. Com o intuito de contornar este problema
Schonberg introduziu a quasi-dlgebra L,[2|. Nesta quasi-dlgebra seus elementos A sao

dados por:

[e.9]

A= "(lg) " tlta) (0w, )AL (PR (4.53)

p.q

Os coeficientes A’s, assim como os C’s, sdo também simétricos com respeito a troca

dos j’s e k’s. Os elementos { q} sao simétricos pela troca dos j’s e k's e obedecem

JIJ

a seguinte regra de multiplicacido?:

k1..kg ek ol phkg
Tl L S G (1.54)

Ji---Jp

Estes elementos sao definidos como sendo:

{Prty = (e} {ef H{PHey t.o {ey, Mt o Lov ) T2, (4.55)

Assim como em G, define-se aqui idempotentes ortogonais, dados por

(P} = () (0 )P, (4.56)
J
e o0 elemento unitario neste caso é

0,..,00

1, = > {P}. (4.57)

Um fato notéavel é a possibilidade de escrever os {e;}’s em termos dos {lel jp”}

na forma:

0...00 1l..n

{e} =D () Mt tu )P Yt + 1), (4.58)

P Ji--Jp

’Daqui em diante vamos omitir as linhas abaixo dos elementos pertencentes a L,,, mas estara
subtendido que se trata de elementos pertencentes a L,,, a menos que se diga o contrario.
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0...00 l..n

{e} =37 30 ) (et DI (0 + 1) (4:59)

P Ji--Jp

As expressoes (4.58-59) junto a operacao de multiplicagdo (4.54) permitem encon-

trar os resultados:

{es} {ex}l- =0, [{e} {}- =0, [{e;},{e"}]- = &1s,. (4.60)

[sto mostra que L, pode ser vista como uma extensao da algebra L,, uma vez que

L,, inclui uma algebra equivalente a L.

4.3 As Algebras Geométricas no Espaco Quociente

Foi visto no capitulo 2 como é possivel matematicamente tratar de algebras quando
relagoes nulas comparecem. Aqui veremos como a estrutura algébrica dos produtos
[,]+ pode ser mantida. Nesta perspectiva este produto serd analisado no espagco
quociente. Assim introduziremos, com base nos trabalhos de Dirac|[15] um produto

da forma

[d}, a5]" = [ay, as)' + Ba(a1)'[aa; as]', (4.61)

onde 0s a’s sao elementos da algebra A, o’ sdo as imagens de a pela aplicacao quociente
e B,(a1) é uma aplicacao linear de A em A. O produto [,]', do lado esquerdo da
igualdade, é o produto associado a &lgebra em questao definido no espaco quociente.
Ja o produto [,]’, do lado direito, é o produto da algebra em questao tomando o
homomorfismo, ou seja [,]' = [,] + I, com I sendo o ideal de A. O que serd mostrado
no que segue sao as condigoes que deve-se ter para manter a estrutura algébrica dos
produtos [, ]+ dentro do contexto de cada uma das algebras geométricas.

Com intuito de clarificar as idéias expostas aqui vamos introduzir uma notacao

diferenciada. O produto usual entre elementos de A notaremos como e, logo um ideal
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7 é ideal de A através de o. Considere ainda que os produtos [,]+ e [,]- sejam deno-
tados por ® e ©®, respectivamente. Os produtos entre elementos no espaco quociente

serao identificados como [,]), — e [,]” = A.

4.3.1 Algebra G, no Espaco Quociente

Considere que Z seja um ideal em G, e que G|, = G,,/Z seja o espago quociente.
Conforme visto na se¢do (2.9) o homomorfismo natural ¢ : G,, — G, preserva o
produto a e b, com a e b € G,,, mas nao temos a garantia que o produto ® continue
sendo satisfeito. Suponha, entretanto, que G/, mantém a estrutura algébrica de G,

com seu produto dado por

a10al, = (a1 ® az)' + Ba(ar)' e (ay ® az)’, (4.62)

onde a € G, e @’ € G),. Os elementos a,’s sdo os geradores de Z, logo a,, = 0. Assim,

uma condicao de consisténcia que devemos ter é

(a1 ® an)" + Bgslay) e (ag ® a,)’ = 0. (4.63)

Esta relagdo mostra que (a; ® a,) + Bs(a1) e (as ® a,) € um elemento de Z, logo
podemos considerar (4.62) como um produto valido em G/,.
Supondo que a matriz ||ag ® a,|| possua inversa o elemento Bg(a;)' pode ser

computado usando a condigao de consisténcia (4.63). Fazendo isto

Bs(ar) = —(ag ® a,) ' @ a; @ a,. (4.64)

Substituindo esta expressao em (4.62), segue que

a\Oady = (a1 ® as)' — {(ag @ a,) ' @ a1 ®ay} o (ag @ ay), (4.65)

ou ainda definindo Cf; = (ap ® an) ™", tem-se:
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ay0ay = (a1 ® ag) — (a1 @ an @ C 5 0 ag @ ay)', (4.66)

que é assim a construcao algébrica do produto associado a &lgebra geométrica G,
definido no espaco quociente G,,/Z.

Torna-se conveniente também, observando as expressoes anteriores, utilizar a no-
tacdo h(a) = a+Z para denotar o homomorfismo, isto deixard mais claro cada termo

das expressoes obtidas até aqui. Nesta notagao temos para (4.66)

h(a1)0h(az) = h(ay ® az) — h(ar @ aq @ Cf5 e ag @ ay) =
(4.67)
= h(a1®a2—a1®aao()’iﬁoaﬁ®a2).
E necessario, entretanto, mostrar que este produto preserva a estrutura algébrica,

dadas por (4.3-5) em G,,/Z. Suponha, entdo que u e v sejam os vetores covariantes

e contravariantes®, como definidos no inicio do capitulo. Logo:

h(w)Oh(v) =h(u@v) —h(u®@a,eC ;a3 V) = (468)
=h(u®@v-u®a,eCleag®v),
onde os a,’s representam os geradores do ideal e C’Ofﬁ = (ag ® a,)~'. Notamos nesta

expressao que

h(w)Oh(v) =h(u@v -u®a,eC ,0a3 V) =
=h(vou—a,@ueC} evag) =
’ ’ (4.69)
=hvRu—-vRaze(; ea,®u) =
= h(v)Oh(u).

3Nesta demonstracdo iremos representar os elementos geradores com letras em negrito, em con-
formidade com o que foi feito no inicio do capitulo.
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Aqui usamos o fato de h ser um homomorfismo, e e ® serem comutativos e C}! ser
simétrica. Portanto, o produto [J satisfaz a relacao de simetria exigida pela algebra.

Deste modo temos as relagoes em G,,/Z sendo mantidas.

4.3.2 Algebra L, no Espaco Quociente

A generalizacao para a algebra L, é imediata. Seguindo de forma semelhante ao
que foi feito anteriormente devemos ter um elemento b de L,, cuja imagem h(b) per-
tence a L/, onde L, = L,/J, com J sendo um ideal de L,. Vamos entao considerar

que em L/ temos um produto dado por

B, A, = h(by ® by) + h(Ba(by)) ® h(by ® bs). (4.70)

Assim, desde que a matriz ||b, ® bg|| possua inversa a condigdo de consisténcia

usada em (4.63) neste caso tem como resultado para Bg(b)

B/g(b]) = —(bﬁ ® ba)_l o bl © ba. (471)

De modo que o produto (4.70) fica

h(bﬁAh(bg) = h(bl ® bg) - h(bl ® ba [ ] C;B [ ] bg ® b2>, (472)

- — ~1
onde C_ 5 = (bsg © ba) ™"

Devemos agora investigar se a operacao A satisfaz as operagoes exigidas para ser
considerada uma algebra L/ . De forma semelhante a secao anterior, consideramos u

e v como vetores covariantes e contravariantes*. Assim,

h(u)Ah(v) =h(u©v) —h(u©b,eC ;ebsOV) = (473)
4.73
=h(uOv-uob,eC ;ebsOV),

4Assim como feito anteriormente também vamos denotar os geradores em negrito, para que a
notagao utilizada no inicio do capitulo permaneca inalterada.
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onde os b,’s representam os geradores do ideal e C_; = (bg ® b,)~!. Fazendo uso de

(4.46-48)

h(u)Ah(v) = h((-vOu) — (b, ©u) e (=Cy,) e (—v O bg)) =
:—h(v®u—v®b500§a0ba®u)= (4'74)
— _h(v)Ah(u),

em que usamos a anticomutatividade do produto (4.46-48), a comutatividade de e ¢
a antissimetria da matriz C’gal Assim, em L,,/J o produto A mantém a propriedade
de ser antissimétrico pela troca dos entes.

Desta forma além das algebras G,, e L,, que permitem estudar a estrutura al-
gébrica das variaveis discretas e continuas associadas aos sistemas fisicos, temos uma
generalizacao aos casos onde relagoes nulas comparecem em nossos problemas. Con-
forme foi visto, relacoes nulas aparecem nas Lagrangianas ditas degeneradas, quando
procura-se passar ao formalismo Hamiltoniano.

Agora observemos as expressoes (3.68) e (3.69) do capitulo anterior e as ex-
pressoes (4.67) e (4.72). A estrutura algébrica destas expressoes sao semelhantes.
Considerando entao que para sistemas cuja Lagrangiana é degenerada o parénteses
de Poisson da formulagao Hamiltoniana deve ser substituido pelo parénteses de Dirac
(quando os vinculos sdo de segunda classe), sendo a estrutura algébrica dos parénteses
de Dirac semelhante a estrutura do produto algébrico introduzido aqui, isto indica
a possibilidade de trabalharmos algebricamente, pensando nos objetos, tais como as
funcoes vistas anteriormente, como realizacdes das algebras e desta forma o desen-
volvimento que foi realizado neste capitulo pode ser aplicado para os sistemas com

Lagrangianas degeneradas.
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4.4 As Algebras G, e L, - Generalizacoes

Os objetos algébricos construidos neste capitulo podem ser generalizados de modo
a obtermos tensores de qualquer espécie; para tanto considera-se o produto direto das
algebras, G,, x L,. Nesta algebra os geradores sdo elementos formados pelos {e;}’s e
(e;)’s, satisfazendo as regras de multiplicagao das algebras G, e L,,, com os elementos
{e;}’s e (e;)’s comutando entre si.

Schonberg em seus trabalhos mostrou ainda a possibilidade de construcao de um
espaco 2n-dimensional, denotado por Ss,. Neste espaco, GG, pode ser vista como a
algebra de Clifford e L, como a algebra simplética. Pode-se analisar ,, como sendo
uma &lgebra de Clifford introduzindo os elementos® 'ygi) = (e;) £ g;r(€*), com g

sendo o tensor métrico, pois:

Y9 = [(e5) £ gile)][(er) £ gm(e™)] =

(4.75)
= (e))(er) £ grm(e;)(e™) £ giu(e') (ex) £ gugum(e')(e™),
e
1 = [en) £ gm(e™][(e)) £ gu(e!)] = (476)
= (-er)(e)) £ giu(er)(€') = gum(e™)(e;) £ grmgji(e™)(e').
Logo,
’Y§i)’75f) n ﬁ)ﬁﬂ = +2g.16, (4.77)
e
7§,+)%(€—) i %(f)vf) —0. (4.78)

()

Portanto, os ;" "’s geram uma élgebra de Clifford C} correspondente a métrica

k (=)

gixia®, e os 7; '’s geram uma algebra de Clifford €9 correspondente a métrica

(+)s (=)

k ; ’s e, s sao geradores de G, linearmente independentes,

—gjriz®. Como os v

5Sinalizamos que nesta expressido ndo ha soma nos indices contraidos, ou seja, k é um valor fixo.
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entdo as expressoes (4.77-78) mostram que G, é a algebra de Clifford do espaco
pseudo-euclidiano 2n-dimensional com métrica g, (272" —2" 2" ). Nota-se também
que a algebra de Dirac das matrizes 7 é isomorfa a Cy[2].

De forma semelhante é possivel também introduzir um ente pertencente a L,, da
forma® )\§-i) = {e;} £ fix{€e"}, em que fj; ¢ a métrica associada. Usando as operagoes

para os geradores de L,,, procedendo de forma semelhante ao que se fez anteriormente

obtém-se:
)\Ei))\;i) _ /\,(f)Af) = £2fulx, (4.79)
e
)\E-Jr))\;;) _ )\](;))\g,*) =0, (4.80)

dando origem a uma algebra K, gerada pelos \’s com 1k, sendo a unidade. Os A§+)’s
geram uma algebra simplética K7 associada aos fj;.. Ja os /\5-_)’S geram uma algebra
simplética K,/ associada aos — fjx.

O espaco 2n-dimensional Ss,, é uma soma direta dos espacos associados aos v’s e

u’s de A,,. No espaco Sy, denota-se seus vetores por w e assume-se que {w!, w?, ..., w"}

n+1 n—+2
)

sao componentes tipo v/ e {w" ™ w2 . w?} sdo componentes tipo u;. Assim,
quando A,, é o espaco de configuracao de um sistema com n graus de liberdade, seu
espaco de fase é semelhante ao Ss,,.

Introduzindo-se em S,, um produto interno dos vetores w dado por

(W1, Wa)y = %(<U1,V2> + (ug, v1)), (4.81)

tem-se uma meétrica pseudo-euclidiana em Ss,. Pode-se também introduzir um pro-
duto simplético dos w’s, dado por

(w1, wa) = (1, va) — e, V), (1.82)

6Nesta expressao também nao ha soma implicita, novamente k est4, fixo.
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que d& uma geometria simplética em Ss,,.

A possibilidade colocada neste trabalho de inserir um tratamento das relacoes
nulas no contexto das dlgebras geométricas, permite-nos introduzir um espacgo S5, em
que um subconjunto de seus elementos satisfazem relacoes nulas. Neste sentido G/,
e L/ poderiam ser entendidas como as algebras de Clifford e simplética degeneradas,
respectivamente.

Para tal construcao consideremos funcoes definidas sobre o espaco de fase; neste
caso, conforme discutido, haverd um subconjunto destas fungoes que satisfazem re-
lagoes nulas sobre uma certa regidao do espaco de fase (f = 0); tal regido é referida
como sendo a superficie dos vinculos. Sendo k; uma funcao qualquer do espago de
fase e f; uma fungao definida na superficie dos vinculos observa-se que k;.f; ~ 0, com
“” sendo o produto usual de funcoes.

Em termos algébricos consideramos e o produto usual em Sy, € que as componentes
de w dependem do ponto no espago de fase, ou seja, w; = w;(q, p). Neste caso, para os
entes correspondentes as fungoes definidas sobre a superficie dos vinculos, temos que
as componentes (ou combinacoes destas) w; sao nulas e portanto o produto usual entre
alguns elementos d4 w; e w; ~ 0, em que o sinal ~ refere-se a conexao que estamos
fazendo entre a &lgebra S,, com o espago de fase quando hé& vinculos presentes.
Neste contexto alguns w; pertencem ao ideal em S,, com respeito a operacao e, e
usaremos a notacao w, para os geradores deste ideal Z de Sy,. Tomando o espaco
quociente S, = Sy,/Z definimos o homomorfismo natural h; : Sy, — S5, tal que
hi(w;) = w; +Z. Segue entdo que o homomorfismo preserva a estrutura algébrica

pela operacao e, ou seja

hy(w;) ® hy(w;) = (w; +I) ® (w; + 1) = w; @ w; + I = hy(w; ® wy). (4.83)

Assim 55, é uma algebra sobre o. Agora nosso objetivo é dar uma estrutura algébrica

a Sy, semelhante a estrutura dada para GJ, e L!. Neste caso devemos considerar os
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produtos ® e ®, e também [J e AA: um gerando uma algebra de Clifford degenerada
e outro gerando uma algebra simplética degenerada. Com esses produtos definimos

entdo um produto em S5, da forma:

hy (w;)Ohy (w;) = hy(w; ® wy) 4+ hi(Ba(w;)) @ hy(w, ® wj), (4.84)

(o mesmo pode ser feito para ® e A) em que w, denota os elementos pertencentes
a superficie dos vinculos no espaco de fase e a construcao segue paralelamente ao

apresentado nos casos de G e L.
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Capitulo 5

Algebras Geométricas e a

Quantizacao com Vinculos

As apresentacoes realizadas nos capitulos 3 e 4 capacitam-nos investigar como as
quantidades fisicas, representadas aqui por funcionais, relacionam-se em termos dos
produtos definidos sobre a algebra G, e L,,, quando vinculos estao presentes. Esta
investigacao, uma vez concluida, possibilita a quantizagao dos campos seguindo a
regra|12]|[13][15] [32][40]

{1 - Lls (5.1)

com {, } sendo o parénteses de Dirac simétrico (antissimétrico) e [, ]+ sendo os co-
mutadores (anticomutadores).

Apresentamos, nas proximas secoes, dois casos um nao relativistico e outro rela-
tivistico. Para o caso nao relativistico seré apresentado o campo DKP (Galileano e no
caso relativistico o campo de Rarita-Schwinger (nao massivo). Concluimos o capitulo

discutido rapidamente sobre o formalismo da segunda quantizacao.
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5.1 Caso Nao Relativistico

5.1.1 Campo Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) Galileano

A equagao de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) aparece[41|[42][43] na teoria relativis-
tica como uma equacao de primeira ordem para descrever bosons massivos escalares
e vetoriais; neste contexto ela se apresenta como equacao invariante pelo grupo de
Lorentz. Foi, no entanto, demonstrado que usando a formulagao geométrica conhe-
cida como covarancia Galileana é possivel obter-se uma versao da equacao DKP nao
relativistica capaz de descrever particulas de spin zero e spin 1. Essa formulacao co-
variante Galileana é baseada em um espaco pentadimensional introduzido por Taka-
hashi et al [44] e considera o seguinte: as transformagoes de Galilei sdo transformacoes

espaco-temporais definidas por|[8][46]

x—>x =Rx-—vt+d (5.2)

t—t' =t+0, (5.3)

onde R é a matriz de rotagao no espaco Euclidiano, v ¢ a velocidade relativa en-
tre os referenciais, d é a translacao Euclidiana e b é a translacao temporal. Das
transformacoes (5.2) e (5.3) nota-se, entretanto, que a lagrangiana associada com
uma particula livre L = %m(é—?)Q nao ¢ invariante pelas transformacoes (5.2-3).
Tal invariancia pode ser alcancada considerando mais uma dimensao no espaco de

configuragao e substituindo a lagrangiana através de
ds

L—L—m— 5.4
m (54)

com o parametro extra s, cuja dimensao é dada pela distancia ao quadrado por

unidade de tempo, transformando-se como
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1
s—s=s5s—(Rx).v+ 51)275 + const. (5.5)

Para obter-se o formalismo da covariancia Galileana considera-se entao esse espago

estendido pentadimensional (4 + 1), cujas coordenadas sao v = (z#) = (z!, 22, 23 2%, 2°) =
(x,t,s), com a métrica sendo
100 0 O
010 0 O
¢"=1001 0 0 |- (5.6)
000 0 -1
000 -1 0
Das transformacoes (5.2), (5.3) e (5.5) chega-se ao produto escalar invariante
3
< aly >=guaty’ =Y @'y’ — a2ty — 2Py, (5.7)
i=1

onde a métrica é dada por (5.6), os indices gregos p, v, ... variam de 1 a 5 e os indices
latinos variam de 1 a 3.

Neste espaco o penta-momento é

p' = (p,p".p°) = (p,mv, E/v) (5.8)

e o penta-gradiente é

9, = (V,8,,0,). (5.9)

Fazendo uso da métrica (5.6) pode-se “levantar” ou “abaixar” os indices dos vetores

tornando-os

r, = (x,—s,—t), (5.10)
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o = (V,—0y,—0y), (5.11)

pu = (p,—E,—m), (5.12)

em que se nota, a menos de uma constante, o acordo de (5.9) e (5.12) com a defini¢ao

do operador quantico, ou seja

Py = —ihd,. (5.13)

Com esse desenvolvimento a densidade lagrangiana que descreve o campo DKP é

expressa como|46]

L= %w“aﬂ - %(a”xp)ﬁw + KO0, (5.14)

onde i, v =1,...,5, K é uma constante associada a massa do campo ¥, ¥ = Ufp é o

campo adjunto, com 7 = (64 + 55)2 + 1 e as matrizes f" sdo tais que

BEBTE + 5757 8" = ¢ BP + g™ B*. (5.15)

As representacoes irredutiveis das matrizes [ sao uma de dimensao 6 que descreve
particulas de spin zero e outra de dimensao 15 que descreve particulas de spin 1.
Neste trabalho, vamos considerar o caso de spin zero; assim os entes ¥ tomam a

forma

, (5.16)
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em que o argumento x = (1, T, T3, Tq, Ts).
Usando operadores de projecaol45] Ferreira indica como é possivel selecionar o
setor escalar (spin zero) associado ao campo DKP Galileano[46]. Esta selecao do

setor escalar da teoria permite reescrever a densidade lagrangiana do sistema como

1

L= S[0™"0ubs — ¥60.0" — (0™ )5 + (uthe)V"] + K™, — Yighe).  (5.17)

Os momentos conjugados aos campos sao:

1 1
II; = 0, Iy = —51/127 IIs =0, g = §¢*4> (5.18)
e
* * 1 * * 1 4

com i =1,2 3.

De posse destes resultados obtemos a seguinte densidade hamiltoniana

M= [0ty — s + U0 + Y3057 — (0 b — (050 )i+ 50

+(0ig)U" + (Os5)0°] = K (™', — i)

e os vinculos priméarios da teoria sao

o) =Ty - st e STk ) =TG- Lt el =TT
(5.21)

[§
o) =1, ol=m oV=1m  o=1s, (5.22)

que podem ser recombinados e serem expressos como

1 . 1
—?/)4 (I)z(ll) = H4 + E@Z)ﬁ

1, 1, .
@gl) =1Ilg — v 4, @él) =114 + =9y CI):())l) = II; —
(5.23)
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ol —mr+11;, ol =11, 4 II;, (5.24)

onde os termos com indice ¢ representam uma soma dos II's de 1 a 3.
Os vinculos (5.23) sao de segunda classe, enquanto os vinculos (5.24) sao de
primeira classe. Seguindo o procedimento de Dirac teremos a densidade hamilto-

niana estendida

HD = H 4 AV (5.25)

e a condigao de consisténcia quando aplicada sobre os vinculos (5.24) geram os vin-

culos secundarios

O = Oy + Kby st + Kbs, @57 = 05 + Ko + 0505 + Kuj. - (5.20)

As expressoes (5.23), (5.24) e (5.26) formam um conjunto de vinculos de segunda
classe, de forma que o procedimento para encontrar mais vinculos é encerrado. Re-

ordenando estes termos tem-se[46|

- 1, ~ 1, - . 1 ~ . 1
Cr=Ts— vy, Px=ILi+oy,  Pr=1Il—gu, P =14+ ¢,

(5.27)
Oy =11, + 5, O = Db + kap; + Ostbg + kb, (5.28)
Oy ="+ 11%;5, &5 = 0ip*s + k™, + 950 + kab™s,. (5.29)

Os vinculos aqui foram propositadamente distribuidos da forma acima porque va-
mos utilizar o procedimento descrito no apéndice (vide Apéndice C). Vamos ainda con-
siderar a nOtagaO {917 027 63; 94} = {Eply é?) (i'ﬁ ég}? {plﬂ pQ} = {é37 é@} € {wh C&)Q} =

{®,, 5} para o conjunto completo dos vinculos.
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Os vinculos anteriormente explicitado formam, no desenvolvimento algébrico, o
ideal da algebra, que foram aqui divididos de forma a facilitar os calculos que seguem.
Na discussao sobre parénteses de Dirac vimos que se muitos vinculos estao presentes,
o calculo da matriz inversa associada ao parénteses de Poisson destes vinculos torna-
se invidvel, o que pode, em principio, impossibilitar o uso do parénteses de Dirac
no procedimento de quantizacao. No entanto, mostraremos, logo em seguida, que
tal impedimento pode ser contornado pelo uso de propriedades algébricas. Com o
objetivo de explicitar este procedimento, vamos considerar um caso geral, onde temos
funcionais, pensados como entes da algebra, e sobre esta algebra definiremos um
produto adequado para realizarmos a quantizacao do sistema.

Sejam Q(W,II) e Y(¥,II) funcionais definidos sobre a éalgebra L,,. Consideremos

que em L, temos o produto

B B 090y 094y
Q(U,T0) © Y (0, T1) = {Q(W, 1), Y (¥, TN)}_ = / (oo — S0 dm)  (530)
entre os funcionais.
Entre os funcionais também podemos definir o produto usual destes como
(Q e Y)(W,T1) = Q(¥,T1) o Y(¥,TI). (5.31)

Em termos deste produto notamos que em L,, temos um ideal J cujos elementos sao

da forma

J={Q(W,1I) e &,(V,11)/Q(V,1I) € Ly,}, (5.32)

comi=1,...8 e ®(W¥ II) sendo os vinculos (5.16-18). Desta forma, o conjunto de

elementos sobre o quociente L,,/J sdo

L,)J={Q+J/Q€L,} ={Q+Y'®;/Q,Y' € L,}. (5.33)
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As variaveis envolvidas em nosso problema sao 24 no total, onde 12 destas sao as
componentes 1; e ¥ e as outras 12 sdo os momentos conjugados IL; e IT7. Como temos
8 relacoes de vinculos, conhecendo-se 16 variaveis do sistema as outras podem ser
encontradas usando estas relagoes. Na regiao onde os vinculos sao validos os funcionais

al definidos formam um conjunto de elementos que dependem de 16 quantidades

(\II’ H)7

A ={Q(V, 1)}, (5.34)

em que ¥ e II representam 16 quantidades, podendo ser as componentes do campo
¥, ou conjugados 1}, bem como momentos II; ou seus conjugados II}.

O homomorfismo hy; : L, — A, com respeito a e, é obtido considerando um
elemento Q(W,II), dependente de todas as 24 quantidades v;, II;, ¢} e II} e usando
as relagoes (5.16-18) o que da como resultado um elemento Q(W,II), dependente de

16 quantidades v, I1;, ¥7 e II7, ou seja

ha = Q5 7, 113, 1) = Q(4, ¥, T, TI), (5.35)

onde diferenciamos os indices para denotar que algumas das 24 variaveis foram sub-
stituidas usando os vinculos.

Consideremos ainda o homomorfismo hs : L, — L,,/J, que como visto

hs = Q(W,11) — Q(U, T1) + J. (5.36)

Sabemos que o nticleo de h; é J, uma vez que seus elementos devem se anular pela
aplicacao hy. Além disso, vemos que J também é o nucleo de hs, 0 que nos per-
mite inferir, a partir do teorema fundamental do homomorfismo, que A e L, /J sdo

isomorfos com respeito a e, ou seja

FQM, ) 4+ J) = Q1 vy, 11, TI), (5.37)
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com f sendo o isomorfismo f: L,/J — A.
O passo seguinte, em nossa formulacao, é dar a L,,/J uma estrutura de algebra

L,. Tsto, segundo nosso desenvolvimento (vide cap. 4), pode ser dado por

QAY =(QoY -Qod el ed; oYY, (5.38)

com@,Y' €L,/J, QY €L, ij=1,..,8¢€ F;jl sendo a matriz do produto ® entre
os vinculos.

Verifica-se através da discussao realizada na secao (4.3.2) que (5.38) satisfaz as
propriedades da algebra L,. Note, por exemplo, que usando a anticomutatividade de

® e a comutatividade de e temos

QAY' =(QOY -Qod, el ed,0Y) =
= (=Y 0Q) - (-20Q) e (-T};) e (=Y 0 8;)) =
=—(YoQ-Yodel''ed,0Q) =
=-Y'AQ,

(5.39)

onde a antissimetria da matriz Fi_jl foi utilizada.

Assim, o produto A é um produto anticomutativo e possibilita introduzir a estru-
tura de L,,.

O campo tratado aqui tem, como visto, muitos vinculos e isto torna o célculo
do produto entre os elementos no quociente longo. Entretanto, os parénteses de
Dirac possuem uma propriedade interessante que podemos usar e que se encontra
desenvolvida algebricamente no apéndice (vide Apéndice C).

Agora usando a divisao feita por nos dos vinculos percebemos que os 0’s formam

um ideal J; em L, logo sobre L, /.J; tem-se

(@A) =q(QOY —Q@b,e A 0,0Y), (5.40)

onde gy : L, — L, /Jy e a matriz A, (x,y) é
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0O 0 0 -1
0O 1 0
Apn(%,y) = ([0 © 0,]] = 6(x —y), (5.41)
-1 0
1 0 0 O
cuja inversa é
0O 0 0 1
. . 0 -1 0
0 0
-1 0 0 O

A expressao (5.40) pode entdo ser escrita como

GQAGY)=g(QOY —Q00,0,0Y +QO0,00;0Y —

—QR0O0;00,0Y +Q0O0,00,0Y).

(5.43)

Novamente, ressaltamos que este produto possui as mesmas propriedades algébri-
cas do produto definido sobre L, e isto verifica-se de forma semelhante ao que fizemos
em (5.39). Logo, L,/J; satisfaz os requesitos necessarios para ser uma algebra ge-
ométrica Lj,.

O conjunto de vinculos p’s formam um ideal Jy em L, /J; através da aplicagao
L, — L,/J;. Podemos entdo considerar o quociente (L,/.J;)/Js e considerar a oper-

acao denotada por ¢ e dada pela expressao

32(Q) © g2(Y) = g2(QAY — QLp,, @ Bpy(x,y) @ p, Y ), (5.44)
em que go : L,/Jy — (L,/J1)/J2 e Bl (x,y) ¢ amatriz inversa de B,,,(x,y) formada

pelo produto dos vinculos p, ou seja, explicitamente

0
Brn(%,Y) = ||pm © ppll = i(x—y) (5'45)
2k 0
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e
, 2
Brn(%,y) ™ = {1 @ pl| 7! = ) 20k 5(x —y). (5.46)
9%k
Assim, temos
92(Q) 0 g2(Y) = g2(QAY — —QApl P, NY + —QAPQ °pAY). (5.47)

Esta operacao esta consistente com o fato de que ele tem que satisfazer as mesmas

propriedades da L,. Segundo nossas consideragoes em (5.43) A é anticomutativo e
1 1

desta forma em QAY — ﬁQApl e p,AY + ﬁQApZ e 0, AY os elementos, termo

a termo, anticomutam, ou seja,

1
YAP2)

92(Q) © g2(Y) = g2((=Y AQ) — (=p; AQ) ® (— 9K

+ (=P AQ) @ (—

1
=Y Apy) =
ak (5.48)
2KYA/02 ® p AQ+

1
+ oY D010 pAQ = —ga(Y) 0 5(Q)-

Dessa maneira encontra-se que ¢ é um produto que satisfaz as condicoes exigidas
pela algebra.

Vamos a nosso tdltimo estagio, os vinculos w. Considerando a aplicacao g3 :
L,/ Ji — (Ly/J1)/Jo sobre os w’s notamos que estes formam um ideal Js em (L, /J1)/ Jo.

Assim, construimos o quociente ((L,/J1)/J2)/J5 e definimos a operagao

33(Q) % g3(Y) = g3(QoY —Qow,,eC. L ew, oY), (5.49)

com a matriz C,,(x,y) e sua inversa sendo

0
Con(X,Y) = ||wim © wyl| = i(x—y), (5.50)
2k 0
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0
Crn®x,¥)x,y) = llwm @wal[ = | 1 2P [ox—y), (5.51)
2%

o que nos conduz a expressao

93(Q) * g3(Y) = g35(Q oY — %Qowl ewy0Y + %Qowg ew oY)  (5.52)

Conforme observado no apéndice L,,/J é isomorfo a ((L,/J1)/J2)/J3, uma vez que
o nicleo da aplicacao gsogs0gy : Ly, — ((Ln/J1)/J2)/J3 € J, de modo que pelo teorema
fundamental garantimos o isomorfismo. Vale lembrar também que x ¢ um produto
genuino de ((L,/J1)/J2)/Js, e a prova pode ser dada usando a anticomutatividade
mostrada em (5.48) para o produto ¢, através de um procedimento semelhante ao que
foi realizado naquela expressao.

A partir destes resultados obtemos as expressoes:

91V (%, 1) Agi (Hs(y, 1) = g1(0ap — Yo (x,t) © 01 @ A} 00, O T5(y, t)—

— Yo (x,1) © 0y 0 Ay @ 03 O Ty, t)—

— 1, (x,t) © O30 Ag; 00y, © sy, t)— (5.53)
— 1o (x,1) © 0y 0 Ay 00 O Tlg(y, 1)) =
1 1
= 91((dap — §5a656,8 - §5a4546)(5(x -¥)):
1 1
92(o(x,1)) © g2(T5(y, 1)) = g2((dap — §5a6566 - §5a454ﬁ—
(5.54)

1
- 5(5(1@'51‘5 + 0ails3 + 0a50is + 0a5053) ) (0(x — ¥));

gs (?/fa (X7 t)) * g3(H5 (Y7 t)) - g3(¢a(xv t) < Hﬁ (Y7 t)) =
1 1

= 93((0ap — §5a656,8 - §5a4(54,3— (5.55)

1
- 5(50452'5 + 00i058 + 0a50ip + 0a5053) ) (0(x —y)).
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91(Ya (X)) Dg1(Ya(¥, 1) = 91(Va(X,8) © (¥, 1) — o (x.1) © 0y @ ALL(x,y) @0, © V(Y. 1) =
= g1(—Ua(x,1) © 0 @ A7/ @0, © Yy(y, 1)—
— Yo (x,1) © 0 0 Ayl @05 © Yy(y, t)—
— Yo(x,t) © 03 0 A3 @0y O y(y, t)—
— Yo (x,1) © b0 Ay @0 ©y(y, 1) = 0;
(5.56)

92(Vo(%,1)) © g2 (V5(y, 1)) = G2 (Y (x, ) Atpy(y, t)—
- wa<xa t)Apl d B;Ql o p2A¢B<Y7 t)_ (557)
— o (%, 1) Apy @ By @ pi As(y, 1)) = 0;

93(Vo (%, 1)) x g3(V5(y, 1)) = g3(Vo(x, 1) 0 sy, 1) —
— Yo (x,t) ows @ Oyl ewy 0 y(y,t)— (5.58)
— Y (X,t) w2 0 Oy e w0 Py(y, 1)) =0,
onde nas duas ultimas expressoes usamos o fato que 1, se anula quando realizamos
os respectivos produtos deste com p, e com os w;’s (i = 1,2).
Se procedermos de forma semelhante para os momentos conjugados aos campos

obtemos também:

93(Ha(x,1)) * g3(Hs(y, 1)) = 0. (5.59)
Para os campos conjugados 1] e os momentos conjugados II* podemos utilizar as
relacoes de vinculos. Fazendo isto encontraremos que as relagoes serao todas nulas.

Assim, seguindo o procedimento de quantizacao obtemos

1 1

WQ(X> t)a Hﬁ(Ya t)]— = ih(éaﬁ - 55046665 - 55044546_

. (5.60)
- 5(50452'5 + 00i058 + 0a50ip + 0a5055))0(x —y),
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com os outros comutadores sendo todos nulos, o que se encontra em acordo com a
referéncia [46], a menos dos fatores onde o indice 5 aparece, o que é justificado em

virtude de nosso desenvolvimento usar a teoria covariante por Galilei.

5.2 Caso Relativistico

5.2.1 Campo Rarita-Schwinger

Fierz e Pauli[48] desenvolveram uma equacao linear nas derivadas apropriada
para a descrigao de particulas com spin arbitrario, inteiro ou semi-inteiro. Rarita
e Schwinger[49] propuseram uma lagrangiana para o campo de spin 3/2 sem que hou-
vesse a necessidade da introdugao de espinores adicionais. Estudos posteriores|47]
mostraram interesse no campo de spin 3/2 para o estudo de sua interagdo com o
campo gravitacional. O campo(ndo-massivo) associado as particulas de spin 3/2,

denominado de campo Rarita-Schwinger, possui a densidade lagrangiana|47]

L= "0, A,0,0,, (5.61)

onde A, = 75757, € V,, com pu = 0,1,2,3, sao as matrizes de Dirac que satisfazem

[V, 7] = 29 € V5 = 179717273, onde goo = 1, gis = —1 e gi; = 0 quando i # j, com
1,7 =1,2,3.
Através da densidade lagrangiana (5.61) obtemos os momentos conjugados a W¥,,.

Notamos que nao temos a derivada temporal em ¥y, de modo que:

o'V =11, = 0. (5.62)

Além disso para os ¥;’s com ¢ = 1, 2,3 temos os vinculos:
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ou

q)(21) =17 -+ EijkAi\Ifj, (564)

com U7 indicando transposigao.

A condigdo de consisténcia aplicada sobre (5.62) gera o vinculo secundario

%) = €%, 4,0, = 0. (5.65)

Usando (5.64) e (5.65) obtemos um outro vinculo de primeira classe, dado por:

O = O I1F — %0, 4,0, = 0. (5.66)

Devemos agora escolher condicoes de calibre adequadas de modo a tornar o con-
junto de vinculos todos de segunda classe, nos permtindo assim realizar o procedi-

mento de quantiza¢do. Aqui escolheremos|47]:

V=0, 9V, =0. (5.67)

Deste modo temos o conjunto de vinculos:

OF =T1* + ¢F A, 055 (k = 1,2,3) (5.68)
pp = O IIF — €7F9, AUy, py = 0"y (5.69)
wr =M% wy =V, (5.70)

A formulacao algébrica pode ser realizada seguindo as discussoes do capitulo an-
terior. Assim consideramos um conjunto de funcionais U(W,II), dependentes dos
campos e seus momentos conjugados, de forma que seja possivel definir o produto de

funcionais
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oUW oUW

(5_\11(5_1_[ + 5_H(5_\Il)(dxz) (5.71)

U, I @ W(U,II) = {U(¥, 1), W (P, 1)}, = /(

Concomitantemente, consideremos um outro produto definido entre os funcionais,

denotado por e, tal que

(U o W)(W,1I) = U(L, II) o W (U, I). (5.72)

Consideremos que este conjunto de funcionais com essas operacoes estejam definidos
em GG, e que em G, tenhamos um ideal I, em relacao ao produto e, que é dado pelo

conjunto de elementos

[ = {U(T,1I) e (T, 1) /U(T,1I) € Gy}, (5.73)

onde o indice i = 1,...,7 e os ®;’s representam os vinculos da teoria.

Considerando o quociente G,,/I, obtemos o conjunto de elementos
G/l ={U+T/U€G,} ={U+W'ed;/UWeV € G,}, (5.74)

onde considera-se uma soma em W' e ®,.

Sobre o espago formado pelos W e II, pensados aqui como elementos da algebra
G, ha uma regiao na qual as relagoes de vinculo sao validas. Tal regiao, é formada
por um subconjunto dos ¥ e II, pois, uma vez determinados alguns destes podemos
automaticamente conhecer o valor dos outros campos, ou momentos, através das
relacoes de vinculo (5.68-70). No caso do campo Rarita-Schwinger dado um funcional
U(V;,11;), uma vez que sdo conhecidas algumas das quantidades ¥; e II; as outras
ficam determinadas pelas relagoes de vinculo. Logo, sobre esta regiao do espaco
define-se um conjunto S de funcionais cujos argumentos dependem apenas de U, e
I1,;, com & sendo o indice que representa o conjunto (¥, I1;) apos ser feito o uso dos

vinculos, assim

S ={U(¥,,1L)}. (5.75)
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O homomorfismo h; : G,, — S, com relacdo a multiplicacdo e dos funcionais é
obtido associando a cada elemento U(¥;,II;) de G, um elemento U(¥,,II,) de S

através do uso das relagoes (5.68-70), resultando em
hy: U0, TL) — U0, T1,). (5.76)

Definindo o homomorfismo natural hy : G,, — G, /I, temos

Como discutido o nicleo de hy é I, pois seus elementos sao os funcionais que se
anulam quando as condicoes de vinculos sao usadas. Mas, I também é um ideal por
ho; portanto, pelo teorema fundamental das algebras, S e G, /I sao isomorfos, com
relagdo a e, ou seja, existe um isomorfismo w entre os elementos U (W, I1,), definidos

sobre a regido dos vinculos, e U(V;, I1;) + I definidos em G,,/I, dado por

w(U (W, IL) + 1) = U(V,,, 11,.). (5.78)

Precisamos agora dar uma estrutura de algebra G, sobre o quociente G, /I.

Seguindo o desenvolvimento do Capitulo 4 definimos o produto

UOW' =(UoW -U®®;eC;'(x,y) e ®; @ W), (5.79)

onde U W € G,, U, W' € G,/ ei,j=1,..,7. Podemos provar que este produto é
um produto genuino em G, /I, no sentido que este continua satisfazendo as relagoes

da algebra G,,. De fato,

U/DW’:(U®W—U®<I>ioC’i;1(X,y)o<I>j®W)’:
—(WRU-&;UeC ' (x,y) e W d,) =

( i (xy) 7) (5.80)
=(WaU-WaoeC; (xy)e®aU) =

= w'ou,
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em que usamos a simetria do produto ®, a comutatividade do produto e e a simetria
da matriz C;; !, Portanto, O satisfaz a mesma condicdo exigida em G,, para o produto
entre os elementos.

Nesta se¢ao, assim como na anterior, o niimero de vinculos na teoria é grande e por-
tanto, faremos o uso da propriedade iterativa discutida no apéndice (vide apéndice C).
Seguindo nosso formalismo os elementos #*’s geram um ideal I; de G,,. Considerando

o espago quociente G, /I; calculamos sobre este a operagao:

hl(\lfz>|:]h1(‘1/]) - hl(qu ® \I’j - \Ijz & em b Cr:nll(xay) i 9” ® \IIJ) =

(5.81)
= hl(_élmC;nll(}ca}/')énj) = hl(_Ci;1>7
em que a matriz C,,,, com m,n = 1,2, 3, e sua inversa sao
0 A3 A
Crn(x,y) = [0 ®@0,][ =2 A3 0 A |dx—y), (5.82)
Ay A O
[ i —As  As
1
Crn(%,3) = 10, @ 0, = 1l A —ir A | x—y), (5.83)
Ay A —il

onde usamos uma notacao de matriz por blocos uma vez que os A;’s sao produtos de
matrizes de Dirac.

Na equagao (5.81) temos (i,7) = 1,2,3. A componente 0 do campo nao foi
considerada em (5.81) porque sendo esta um vinculo do sistema a expressao entre
parénteses é nula. O mesmo vale para o momento conjugado, Iy, a este campo, que
também é um vinculo no sistema. Lembramos também que a discussao realizada em
torno da expressao (5.80), onde foi visto que [J é um produto genuino em G, /I, é

valida para G,,/I; e a demonstragao pode ser realizada seguindo os mesmos passos.
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Agora consideramos a imagem dos p’s através do homomorfismo natural G, —
G,/I,. Estas imagens geram um ideal I, em G, /I; e entdo construindo o quociente

(Gn/11)/ 15, obtemos:

hg(qu) * hg(qj]) = hg(\DzD\IJ] — \Ijlljpm [ J an<X, Y)il [} an\IJ]), (584)
onde .
_3V2 \V&
Bn(x,¥) = |[pm @ poll = 4 6(x —y) (5.85)
AVAREN
e
5 5 0o (V)
Brn(%,7)7 = llpm @ pul |7 = NP o(x —y). (5.86)
(V)7 (V)

A simetria mostrada por nos para o produto [ permite verificar diretamente que %
também é simétrico e satisfaz as mesmas relagoes existentes em G,,. Assim, verifica-se

que

ha(0;) 5 ho (W) = ho(W;) * ho(T5). (5.87)

Na expressao (5.84) temos

U0p, =V, ®@p, —V; ®0,,0C L (x,y) 0, @ p,, (5.88)
e como 6, ® p; = 0, entao:

\Illljpl = \IJZ 0% P1 = —(5(”81-. (589)

Além disso,

U0p, =V, ®@py— V; @0, CL(x,y) @0, @ py, (5.90)

mas sendo V; ® p, = 0, obtemos:

U,0py = —0,C,0 (%, ) (5.91)
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Com todos estes resultados obtidos somos conduzidos a expressao:

ha (W) % ha(;) = ha(=Cif = 20/(V?) 70, = 20(V*) 7' 9uCort(x,¥)
(5.92)
= 0 Crn(x,¥)(V?)'0).

Agora precisamos calcular um outro produto que notaremos como hs(¥;)<hs(\V;).
De forma analoga ao que foi feito antes realizamos a aplicagao (G,/I1) — (G,/11)/ 12
referente aos vinculos w’s, que comporao o ideal I3 em (G, /11)/15 e assim podemos
considerar o quociente ((G,/I1)/l2)/I5. Entretanto, nota-se que ¥; x w; = 0, com
J = 1,2 e logo h3(V;) < hg(V;) = hao(¥;) x ho(¥;). Vale ainda pontuar que o pro-
duto < também possui a propriedade da simetria, ou seja, é um produto genuino
de ((G,/11)/12)/13, e isto pode ser notado realizando a mesma discussao feita antes

junto ao fato que x é também simétrico.

Seguindo todo o desenvolvimento encontramos entao:

s () 5 ha(I) = hz(i((slj +90,(v)) ) i(alAl)eijkak(W)). (5.93)
i (T) % h(IT,) = hQ(i(azj - 0,0,(V?) 1) — %e”k(‘?k((?lAl)(VQ)). (5.94)

As expressoes (5.92-94) dao as relagoes fundamentais entre os campos e a quan-
tizacao deste sistema é realizada segundo a regra {, }% — x[,]+[32][40], onde x é um
parametro na teoria que permite estabelecer as relacoes de anticomutagao dos campos
com seus momentos conjugados. Assim, somos conduzidos as seguintes relagoes de
anticomutacao

0

(W%, 1), U5y, )]y = x(—Ag; — Z@(v?rlaﬂ - Zai(vz)‘lanA;Mx, y)— (5.95)

— O A (%, ¥) (V) 10:)(x — y);



94

1,06, 1), Ty, )] = x(3 (0 + 00,(V) ™) = 10,04 (V)3x — ). (5.96)

Estas expressoes encontram-se condizentes com os resultados encontrados na referéncia47],

por meio da formulagao usual.

5.3 Algebras Geomeétricas e a Segunda Quantizacao

Neste capitulo apresentamos como pode ser realizada a quantizacao de sistemas
fermionicos ou bosonicos através de operacoes algébricas entre os operadores de
campo. Neste sentido U e Il foram considerados como entes pertencentes as alge-
bras G,, e L,, caso o sistema seja fermionico ou bosonico, respectivamente. Dentro
desta formulagao algébrica os vinculos que surgem na teoria sao compreendidos como
elementos triviais (nulos) da algebra, sendo seus conjuntos entendidos, portanto, como
ideais desta. No sentido de manter as algebras como fundamentais para o processo
de quantizacao, fizemos o uso de espacos quocientes e introduzimos nestes espacos
um produto conveniente, de forma que este mantivesse a estrutura das algebras G,
ou L,, conforme fosse o caso. Assim, nosso desenvolvimento considera os campos e
momentos conjugados como entes basicos, obtidos por meio de homomorfismos es-
pecificos, h ( a depender do tipo de sistema temos h : G, — G/, ou h: L, — L!); os
observéaveis da teoria, em geral dados por formas quadraticas nas variaveis de campo,
sdo do tipo I' (no caso da G,) ou do tipo A (no caso da L,), mas com os elementos
de G, ou L, a depender do caso.

Uma outra forma possivel para a realizacao do nosso desenvolvimento seria con-
siderarmos operadores de criagao, aj, , e destrui¢ao, ay, como elementos bésicos das
algebras G, ou L,, a depender do sistema ser fermiénico ou bosonico, e daf introduzir-
mos os campos e momentos conjugados como combinacao linear desses operadores.

4

Nesse caso, as componentes dos “vetores” seriam funcoes definidas sobre o espaco
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de configura¢ao (caso da teoria quantica usual)[50][51] ou fun¢oes dependentes de p
e ¢ (caso da teoria quantica simplética)[52]. Nesta formulagao, proxima ao método
denominado segunda quantizacao, entretanto, a introducao de vinculos apresenta-se

menos transparente que a formulagcao desenvolvida.
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Sobre as éalgebras geométricas ha diversas contribuigbes [22]-]26] no contexto da
Fisica. Nesses trabalhos nota-se alguns fatos importantes podendo-se citar:(i) a ade-
quabilidade dessas algebras a diferentes dominios da Fisica;(ii) a naturalidade com
que determinados conceitos aparecem no contexto algébrico, permitindo-nos muitas
vezes uma melhor compreensao de quantidades fisicas e (iii) seu poder de sintese
possibilitando-nos melhor analisar semelhancas e diferencas entre teorias fisicas.

Neste trabalho mostramos como generalizar as dlgebras geométricas desenvolvidas
por Schénberg com o intuito de discutir sistemas fisicos com lagrangianas degeneradas.
Dada a generalidade das &algebras com que trabalhamos vimos a possibilidade do
tratamento de sistemas nao-relativisticos e relativisticos. Além disso, o procedimento
algébrico discutido para sistemas com um grande namero de vinculos mostrou-se
eficaz e vantajoso. Neste contexto desenvolvemos, como aplicacoes, a quantizacao
dos campos DKP Galileano e Rarita-Schwinger.

Uma das questoes importantes relacionada ao nosso desenvolvimento é a possibili-
dade de discutir estruturas algébricas que podem servir de base tanto para o estudo da
fisica classica como da fisica quantica o que propicia uma sintese mateméatica. Assim,
ao mostrarmos como essas estruturas algébricas devem ser desenvolvidas e aplicadas

no caso de sistemas descritos por lagrangianas degeneradas, estamos abrindo novas
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possibilidades de estudo das teorias classicas e quanticas.

Mostramos em nosso trabalho como tratar sistemas hamiltonianos com vinculos,
dentro do contexto de dlgebras geométricas considerando os campos como elementos
basicos dessas algebras. Uma forma de prosseguir nessa linha de pesquisa é com a
adocao dos campos como elementos geométricos sobre uma variedade diferenciavel
Y. convenientemente definida e a consideracao do grupo de Poincaré, no caso rela-
tivistico, ou do grupo de Galilei, no caso nao relativistico, como grupos de simetria
atuando transitivamente sobre Y[53]. Com uma tal formulacdo que consideramos
como uma das perspectivas serd possivel investigar as relacoes de vinculo de forma
intrinseca.

Nosso trabalho deixa ainda como perspectiva um estudo da geometria simplética
e da algebra de Clifford na presenca de vinculos; essas estruturas que denominamos
(vide Capitulo 4) degeneradas podem ser exploradas em problemas de interesse fisico,
sendo esse outro tema para desenvolvimento de trabalhos posteriores.

Oliveira et al[52] mostraram como é possivel construir uma Mecanica Quantica
Simplética. A busca de uma forma para empregar as algebras geométricas no de-
senvolvimento da Mecanica Quantica Simplética e o desenvolvimento dessa teoria na
presenca de vinculos sao itens que se mostram interessantes para estudar sistemas
nao-lineares seguindo a prescrigdo de Huber e Buttner|35] e também se colocam para

futuras pesquisas.



98

Apéndice A

Identidade de Jacobi e

Transformacoes Canonicas

Na notagao simplética a identidade de Jacobi fica:

o*f 0g Oh of 0% Oh )
OwrOwP 0w dw?  OwP OwrOw dwY
9*h  Of Og oh  0*f Og
4P
OwPOWY wt Owe  Ow? OwPIwWH Owe?
&g Oh Of  dg 0O*h Of )
Ow? 0w OwP Owt — Ow Ow?OwP Owh”

Notemos que a soma acima é ciclica de modo que podemos juntar termos semel-

M el (

)+ (A.1)

+ e (

hantes. Assim podemos, por exemplo, tomar o primeiro e o terceiro termos, obtendo:

f Oh dy

nv _po po_vpN
OwrwP OwY we° ("€ +eme) =
o*f Oh @

OwrwP Ow? w°

(A.2)

(e"el? — eP7el) = 0.

Os outros termos nos conduzem a relagoes similares de modo que podemos com-
provar a identidade de Jacobi.
Como sabemos uma transformacao canonica pode ser definida como aquela cujos

parénteses de Poisson de qualquer conjunto de varidveis canonicas toma sempre o
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mesmo valor. Na notacao simplética isto pode ser resumido por:

 OW'? O

¢ OwH dwv

= €. (A.3)

Portanto neste contexto podemos dizer que uma transformacao é candnica se a

matriz e é invariante sob a transformacao.



Apéndice B

O Problema de Heisenberg

100

A quantizacao de um sistema fisico com n graus de liberdade pode ser realizada

através da solucdo do Problema de Heisenberg [28], que consiste em encontrar ope-

radores lineares p;(t) e ¢;(t), 7 = 1,2,...,n que atuam em um espago de Hilbert H

satisfazendo as relacgoes:

onde:

e h ¢ a constante de Planck dividida por 27.
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A solucao do problema de Heisenberg foi obtida por von Neumann e esta consiste
em duas etapas: a etapa cinematica e a etapa dinamica.
Etapa Cinematica: esta etapa consiste em determinar operadores lineares auto-

adjuntos d? e 132, com j = 1,2...,n, sobre o espaco de Hilbert H satisfazendo

(a0 1) = ihdy, (B.8)

(@40} = (.0} = 0. (B.9)

Von Neumann demonstrou que a solugao de tal problema é a seguinte:

(i) 0 espaco de Hilbert H é o espago £ das fungoes complexas 1)(q) definidas sobre o
espaco de configuracoes e de quadrado integravel em relacao a seus argumentos

reais ¢ (—oo < qx < 00);

(ii) os operadores lineares cj;-) e ﬁ‘; sdo auto-adjuntos e dados no espaco £2 por:

quo'w<QI7qQ7"'7qu) Zij(QquQW"?qTL) (BlO)
0 . 0
p]¢<q1a q2; .-y qn) = _Zha_q¢(q17 q2; .- qn)? (Bl]')
J

0s quais coincidem com os operadores introduzidos por Schrodinger, na for-
mulagao denominada mecanica ondulatoéria, usando representacao das coorde-

nadas.

Etapa Dinamica: esta etapa consiste na determinacao do operador hamiltoni-
ano H ((j?, 132, t) auto-adjunto obtido substituindo, na expressdo classica, as variaveis
canonicas ¢;, p; pelos operadores 7, p9, respectivamente. O operador H(q°,p",t)

assim construido define, pela equacao
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~

T(t .
ihM = H(@ p° )T (t,t0),  T(tty) =1, (B.12)

ot

o operador unitario T(t, to), com o qual obtém-se:

G;(t) = T'(t,t0) "G T (t, o) (B.13)

pi(t) = T(t,to) BT (¢, to); (B.14)

que sdo as solugoes de (B.1-4).
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Apéndice C

Propriedade Iterativa dos Parénteses

de Dirac

Dados (e,)’s geradores da algebra G,, podemos subdividi-lo em dois (ou mais)
subconjuntos. Suponha a seguinte divisdo entre os geradores (e;) e (e;), com ¢ =
l,...ng ej=mnq+1,..,n Considerando que os elementos (e;) geram um ideal I; de
G, podemos construir o espago quociente, conforme vimos, G,,/I;, onde neste espaco
a operacao entre os elementos de G,, era dada por (3.60) ou (3.64). Agore tome o
conjunto dos elementos (e;) pela aplicagdo G,, — G, /I;. Neste caso note que estes
elementos irdo formar um ideal Iy de G, /I, e deste modo poderemos construir um
espago quociente dado por (G,,/11)/ 1.

Agora para garantir que em (G, /I1)/I5 tenhamos uma estrutura algébrica semel-
hante a (3.60) ou (3.64) devemos construir um produto, que denotaremos [f, g|" =
[fyg] — B'(f)a, g, com ay, € I e f e g dois elementos quaisquer da éalgebra. Aqui
os [,]' é como antes o produto definido em G,,/I;. Perceba que estas operagoes sao
simplesmente uma composigao de operacoes que resulta em G,, — (G, /I)/I5. Esse
processo pode ser aplicado diversas vezes, em sequéncia, a depender da quantidade
de vinculos que tenhamos no problema e de como vamos dividi-los para serem ideais

na algebra.
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