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Resumo

Nesta dissertação utilizamos o critério de Simon, dentro do formalismo da Dinâmica de

Campos Térmicos (DCT), para analisar a relação entre a perda do emaranhamento e a variação

da temperatura para estados do tipo Bell. Ainda dentro do formalismo da DCT, determinamos

a Fidelidade Quântica, o Fator de Mandel e a Função de Wigner para um estado do tipo Bell,

obtendo concordância com os resultados encontrados a partir da análise do critério de Simon.

Apresentamos também uma revisão sobre o formalismo da DCT e sua aplicação ao oscilador

harmônico bosônico e fermiônico. Introduzimos também as noções básicas da Computação

Quântica e da Informação Quântica, e os critérios de emaranhamento mais utilizados.
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Abstract

In this dissertation, we use the Simon’s criterion, within the formalism of Thermo Field
Dynamics (TFD), to analyze the relationship between the loss of entanglement and the tem-
perature variation for Bell-type states. Even within the formalism of the TFD, we determine
the Quantum Fidelity, Mandel Factor and the Wigner function for this state of Bell-type, which
agree with the results from the analysis of the Simon’s criterion. We also present a review on
the formalism of the TFD and its application to bosonic and fermionic harmonic oscillator. We
also introduced the basic concept of Quantum Computation and Quantum Information and the
most commonly used criteria of entanglement.
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1 Introdução

O emaranhamento é o ingrediente fundamental para a Teoria da Informação Quântica. Em

1935 Albert Einstein, Boris Podolsky e Nathan Rosen [1] publicaram um artigo sobre a com-

pletude da Mecânica Quântica. Fazendo uso de uma definição do que seria a realidade física,

juntamente com a hipótese de localidade, Einstein, Podolsky e Rosen (EPR) demonstraram a

incompletude da Mecânica Quântica. Neste mesmo ano, Niels Bohr publica um artigo [2] com

o mesmo título do artigo de EPR, só que com um conteúdo completamente diferente, tentando

refutar a argumentação exposta por EPR.

Também em 1935 Erwin Schrödinger [3], fazendo uso de um experimento imaginário, re-

alça que poderíamos ter situações estranhas ao descrever o mundo macroscópico utilizando a

Mecânica Quântica; é o famoso experimento do gato, que pode estar em dois estados, ou |Vivo>

ou |Morto>. Dentro da caixa, além do gato, existe um mecanismo com um gás altamente tóxico

o qual, quando liberado, mata rapidamente o gato. O mecanismo de liberação do veneno de-

pende da liberação de energia de um átomo, inicialmente instável (|átomo instável>) que pode

decair para uma configuração mais estável (|átomo estável>). A Mecânica Quântica nos diz so-

mente a probabilidade do átomo decair, proibindo prever deterministicamente quando ocorrerá

o decaimento. Dessa forma, pelo princípio de superposição:

| Ψ > = α | átomo instável >| Vivo > + β | átomo estável >| Morto >.

Esse resultado implica que, após passado o tempo médio de decaimento, o gato estará num

estado superposto entre dois estados macrocópicos distintos: |Vivo> e |Morto>. Schrödinger

utilizou o termo Verschränkung para descrever esta relação entre o gato e o átomo que, do

alemão para o inglês foi traduzido para entanglement e em português virou emaranhamento.

Por quase 30 anos essa discussão ficou restrita ao âmbito das ideias e das argumentações até

que em 1964, John S. Bell [4] conseguiu quantificar, por meio de uma desigualdade1, o limite

que uma teoria local não poderia atravessar. No início da década de 80 do século XX, expe-

1Conhecida atualmente como a desigualdade de Bell.
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rimentos [5, 6] foram realizados e fortaleceram definitivamente a não-localidade da Mecânica

Quântica.

No fim da década de 90 do século passado, o emaranhamento já era visto como uma ferra-

menta de extrema utilidade que poderia ser utilizado na implementação de tarefas que até então

eram impossíveis de serem implementadas classicamente, tais como o teletransporte, a codifi-

cação superdensa e a criptografia quântica. Esses novos fenômenos integram o que atualmente

é conhecido como Computação Quântica e Informação Quântica [7].

Hoje em dia a área da Computação e Informação Quânticas está bastante desenvolvida

e solidificada, mas uma questão de extrema importância, que ainda está em aberto, é como

identificar se um sistema qualquer é ou não emaranhado. Existe uma série de critérios que

caracterizam o emaranhamento para certos sistemas [7–11].

Um critério muito utilizado é o critério de Peres-Horodecki. Asher Peres propôs [12], que

a positividade da transposição parcial do operador densidade é uma condição necessária para

que o sistema seja emaranhado. A suficiência foi demonstrada por Michal, Pawel e Ryszard

Horodecki [13], que é válida para espaços de Hilbert com dimensão menor ou igual a 6. Devido

às contribuições distintas de Peres e Horodecki, o critério recebeu o nome de ambos.

Simon [14] conseguiu escrever o critério de Peres-Horodecki de uma forma muito mais

operacional, a partir da utilização da matriz de variância, sendo conhecido como critério de

Simon. Além disso Simon conseguiu mostrar, nesse mesmo artigo, que para estados gaussianos

o critério de Peres-Horodecki torna-se uma condição necessária e suficiente.

Um fator importante que só começou a ser considerado recentemente é a temperatura. Na

física, efeitos de temperatura são capazes de alterar completamente as propriedades de um sis-

tema. No contexto da Teoria Quântica de Campos (TQC), os efeitos de temperatura foram

acomodados de forma satisfatória inicialmente por Matsubara 1955 [15–17] introduzindo o que

passou a ser conhecido de formalismo de tempo imaginário. Existe também o formalismo pro-

posto por Schwinger [15, 16], em tempo real, capaz de tratar sistemas fora do equilíbrio.

Existe um outro formalismo, equivalente ao formalismo de Schwinger, capaz de introdu-

zir a temperatura de forma consistente. Esse formalismo é a Dinâmica de Campos Térmicos

(DCT) [15, 16, 18, 19], proposta por Umezawa e Takahashi em 1975. No presente trabalho,

pretendemos utilizar o formalismo da Dinâmica de Campos Térmicos sobre os estados do tipo

Bell [20, 21]. Em seguida, aplicamos o critério de Simon para observar como a temperatura e

o emaranhamento se relacionam. A escolha do critério de Simon baseia-se na relação existente

entre os estados gaussianos e os estados térmicos.
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Este texto está organizado da seguinte forma. No capítulo 2 introduzimos o formalismo da

Dinâmica de Campos Térmicos, descrevendo os osciladores bosônicos e fermiônicos com dois

modos, o que será utilizado ao longo da dissertação. Veremos a importância da Transformação

de Bogoliubov dentro deste formalismo, juntamente com a noção de operadores termalizados.

Finalizamos este capítulo falando sobre o operador densidade termalizado.

Já no capítulo 3, realizamos uma introdução à área da Computação Quântica e da Informa-

ção Quântica. Descrevemos o que são os q-bits, portas lógicas quânticas e circuitos quânticos.

Observamos como o conceito de emaranhamento surge naturalmente da descrição da Mecânica

Quântica. Demonstramos o critério do Simon, que será utilizado ao longo do texto. Por fim,

citamos uma série de critérios que também são utilizaos na teoria da Computação e Informação

Quânticas.

O capítulo 4 é destinado a apresentação e análise dos resultados. Neste capítulo termaliza-

mos o estado de Bell e encontramos o operador densidade termalizado associado a esse estado;

a partir dele fomos capazes de encontrar a matriz variância, necessária para a aplicação do crité-

rio de Simon; analisamos os efeitos de temperatura para esse estado de Bell a partir do critério

de Simon e calculamos o Fator de Mandel, a Fidelidade Quântica e a Função de Wigner, que

concordaram com os nossos resultados.

No capítulo 5, finalizamos essa dissertação apresentando as nossas conclusões e perspecti-

vas.
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2 Dinâmica de Campos Térmicos

Existem diversos formalismos para introduzir a temperatura em sistemas quânticos [15,18,

19]. Há o formalismo de tempo imaginário, introduzido por Matsubara em 1955, que explora a

semelhança entre o operador densidade e o operador evolução temporal, fazendo a associação

β ↔ it
} , que leva o tempo a ser um número imaginário puro. O formalismo de Schwinger, a

tempo real, que utiliza as integrais de trajetória para contornos temporalmente fechados, sendo

muito útil na descrição de sistemas fora do equilíbrio.

Uma outra formulação, que adotaremos ao longo deste trabalho, é a Dinâmica de Campos

Térmicos (DCT). Desenvolvida por Umezawa e Takahashi em 1975, a DCT é uma formulação

a tempo real, equivalente à formulação de Matsubara, em que o espaço de Hilbert do sistema é

duplicado quando o sistema entra em contato com um reservatório, caracterizando uma dupli-

cação dos graus de liberdade do sistema.

2.1 Introdução ao Formalismo

Para um dado sistema em equilíbrio com um reservatório térmico, a Mecânica Estatística

fornece que a média de um observável é

<A>= Tr(Ae−βH)
Z(β) , (2.1)

sendo Tr o traço, H o Hamiltoniano e Z(β) a função de partição, que é Z(β) = Tre−βH . Em

termos dos autoestados |n> do hamiltoniano, H|n >= En|n >, temos que

<A> = Tr(Ae−βH)
Z(β)

=
∑
n

e−βEn < n|A|n >
Z(β) . (2.2)



21

Nossa motivação é encontrar um estado |0(β) >, de modo que a média estatística de um

operador qualquer seja igual a seu valor esperado no estado |0(β) > que será chamado futura-

mente de vácuo térmico. Portanto, queremos que

<A>:=< 0(β)|A|0(β)> . (2.3)

Primeiro tentaremos escrever |0(β)> em função dos autoestados de energia

|0(β)> =
∑
n
|n >< n|0(β)>

=
∑
n
gn(β)|n >, (2.4)

onde gn(β) =< n|0(β)>. Logo teremos que

< 0(β)|A|0(β)> =
∑
n,m

g∗n(β)< n|A|m> gm(β)

=
∑
n

e−βEn < n|A|n >
Z(β) , (2.5)

o que implica na seguinte igualdade

g∗n(β)gm(β) = e−βEnδnm
Z(β) , (2.6)

isto é, a condição necessária para que |0(β) > possa ser escrito como combinação linear dos

autoestados do hamiltoniano 1 é que as funções gn(β) satisfaçam uma condição de ortogonali-

dade, que é um absurdo já que o espaço das funções, munido do produto usual de funções2, não

tem como satisfazer uma relação de ortogonalidade. Logo, |0(β)> /∈ H.

Para que a equação (2.6) seja satisfeita, uma possibilidade é que gn(β) seja um vetor de um

espaço de Hilbert. Consequentemente, definimos que

gn(β) = e−
βEn

2√
Z(β)

|ñ >∈ H̃, (2.7)

o que resulta em,

1E consequentemente, pertença a H.
2O produto ponto a ponto.
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g∗n(β)gm(β) = < ñ| e
−βEn2√
Z(β)

e−
βEm

2√
Z(β)

|m̃ >

= e−βEnδnm
Z(β) . (2.8)

Então, o estado térmico, com relação ao qual o valor esperado resulta na média estatística, tem

que ter a forma

|0(β)>=
∑
n

e−
βEn

2√
Z(β)

|n, ñ >∈H⊗ H̃. (2.9)

Desse modo, a construção do estado térmico requer a duplicação dos graus de liberdade

do sistema, isto é, a criação de um segundo espaço de Hilbert, com as mesmas propriedades

do espaço original, que denotaremos por espaço til (̃.). Existem várias interpretações para a

existência desse espaço til, sendo de particular interesse a argumentação de Araki e Woods [22]

que, a partir da Teoria Quântica de Campos (TQC) axiomática de Wightman, prevê que numa

TQC à temperatura finita seria necessário a duplicação dos graus de liberdade. A interpretação

de cada espaço de Hilbert pode ser encontrada em [18] que explora a relação entre observáveis

e grandezas conservadas.

Como H̃ é uma réplica de H, as álgebras Ai de operadores sobre esses dois espaços são

isomorfas, de modo que podemos definir um mapeamento entre essas álgebras, dado por

.̃ : C∗(H) → C∗(H̃),

(̃AiAj) = ÃiÃj ,

˜(ciAi+Aj) = c∗i Ãi+ Ãj ,˜(A†i ) = (Ãi)† (2.10)

e

[Ai, Ãk] = 0. (2.11)

No espaço duplicado, H⊗ H̃, o estado de vácuo é o estado de menor energia associado a

cada espaço, ou seja, |0 > ⊗|0̃ >. Nesse contexto, a transformação de Bogoliubov pode ser

definida como sendo a transformação que leva o estado |0, 0̃ > ao estado termalizado |0(β) >,

isto é,

U(β) :H⊗ H̃→H⊗ H̃,
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ou, especificamente,

U(β)|0, 0̃>= |0(β)> . (2.12)

Tendo os elementos básicos necessários para introduzir o formalismo da Dinâmica de Cam-

pos Térmicos, trataremos agora dos osciladores harmônicos Bosônico e Fermiônico.

2.2 Oscilador Harmônico Bosônico Termalizado

O Hamiltoniano do oscilador harmônico unidimensional é dado por

H = p2

2m + ω2mx2

2
= }ω(a†a+ 1

2)

= }ω(N + 1
2) (2.13)

em que a =
√
mω
2} (x+ ip

mω ) é o operador de aniquilação, a† =
√
mω
2} (x− ip

mω ) é o operador de

criação , N = a†a é o operador número, e notaremos o comutador por [· , · · ]. Como [q,p] = i},

fazendo }= 1 e redefinindo a energia de ponto zero temos que

H = ωN = ωa†a;

[a,a†] = 1; [a,a] = 0 = [a†,a†],

e para os estados |n > segue que

a|n > =
√
n|n−1>;

a|0> = 0,

a†|n > =
√
n+ 1|n+ 1>,

N |n > = a†a|n >

= n|n >,n= 0,1,2, . . .

Para dois modos desacoplados do oscilador harmônico, teremos que

H = p2
1

2m + ω2
1mx

2
1

2 + p2
2

2m + ω2
2mx

2
2

2 , (2.14)
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ou seja,

H = ω1a
†
1a1 +ω2a

†
2a2 = ω1N1 +ω2N2, (2.15)

em que a1, a†1, a2, a†2, N1 eN2 são os operadores de aniquilação e criação do primeiro modo, de

aniquilação e criação do segundo modo e os operadores número do primeiro modo e do segundo

modo respectivamente. Como não há acoplamento entre os osciladores, teremos a quantização

usual, que acarreta em

[ai,aj ] = 0 = [a†i ,a
†
j ]; [ai,a†i ] = 1

e

a1|n1,n2 > = √
n1|n1−1,n2 >,

a1|0,n2 > = 0,

a2|n1,n2 > = √
n2|n1,n2−1>,

a2|n1,0> = 0,

a†1|n1,n2 > =
√
n1 + 1|n1 + 1,n2 >,

a†2|n1,n2 > =
√
n2 + 1|n1,n2 + 1>,

N1|n1,n2 > = n1|n1,n2 >,

N2|n1,n2 > = n2|n1,n2 > .

Para o oscilador harmônico com dois modos, o espaço de Hilbert é H1⊗H2. Por constru-

ção, o estado térmico |0(β)> ∈ H1⊗H2⊗ H̃1⊗H2; então

|0(β)> =
+∞∑

n1,n2=0

e−
βEn1,n2

2√
Z(β)

|n1,n2, ñ1, ñ2 >

=
+∞∑

n1,n2=0

e−
β(ω1n1+ω2n2)

2√
Z(β)

|n1,n2, ñ1, ñ2 > . (2.16)

Pela condição de normalização, < 0(β)|0(β)>= 1, temos que
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< 0(β)|0(β)> =
+∞∑

n1,n2=0

e−β(ω1n1+ω2n2)

Z(β)

= (
+∞∑
n1=0

e−βω1n1)(
+∞∑
,n2=0

e−βω2n2) 1
Z(β)

= 1, (2.17)

que é o produto de duas séries geométricas. Logo

Z(β) = 1
1− e−βω1

1
1− e−βω2

. (2.18)

Então, o estado térmico é

|0(β)> =
+∞∑

n1,n2=0

√
1− e−βω1

√
1− e−βω2e−

β(ω1n1+ω2n2)
2 |n1,n2, ñ1, ñ2 >

=
√

1− e−βω1
√

1− e−βω2
+∞∑

n1,n2=0
e−

β(ω1n1+ω2n2)
2

a†1ã
†
1

n1!
a†2ã
†
2

n2! |0,0, 0̃, 0̃>

=
√

1− e−βω1
√

1− e−βω2e(e−
βω1

2 a†1ã
†
1)e(e−

βω2
2 a†2ã

†
2)|0,0, 0̃, 0̃> . (2.19)

É possível reescrever e−
βωi

2 a†i ã
†
i na formaU = e−iθ(β)G em que G é um operador hermitiano

e θ(β) uma função real de β: definindo as funções hiperbólicas

coshθ(β)i = 1√
1− e−βωi

= u(β)i,

senhθ(β)i = e−βωi√
1− e−βωi

= v(β)i, (2.20)

então √
1− e−βωie(e−

βωi
2 a†i ã

†
i )|0,0, 0̃, 0̃>= cosh−1θ(β)ietanhθ(β)ia†i ã

†
i |0,0, 0̃, 0̃>; (2.21)

e, utilizando a identidade etanhαBelncoshα[A,B]etanhαA = eα(A+B), notando que ef(β;ai,a†i ,ãi,ã
†
i )ai|0,0, 0̃, 0̃>=

0 e que ef(β;ai,a†i ,ãi,ã
†
i )ãi|0,0, 0̃, 0̃>= 0, teremos que a equação (2.21) fica da forma
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etanhθ(β)ia†i ã
†
i eln(cosh−1θ(β)i)e−ln(coshθ(β)i)ã†i ãie−ln(coshθ(β)i)a†iai|0,0, 0̃, 0̃>

= etanhθ(β)ia†i ã
†
i e−ln(coshθ(β)i)[1+ã†i ãi+a

†
iai]|0,0, 0̃, 0̃>

= etanhθ(β)ia†i ã
†
i e−ln(coshθ(β)i)[ãiã†i+a

†
iai]|0,0, 0̃, 0̃>

= etanhθ(β)ia†i ã
†
i e−ln(coshθ(β)i)[ãiã†i+a

†
iai]e−tanhθ(β)iãiai|0,0, 0̃, 0̃> . (2.22)

Fazendo então a associação

A = −ãiai,
B = a†i ã

†
i ,

[A,B] = −ãiã†i −a
†
iai,

α = θ(β)i,

encontramos que a equação (2.22) torna-se

e−θ(β)i(ãiai−ã†ia
†
i )|0,0, 0̃, 0̃>= e−iG(β)i|0,0, 0̃, 0̃>,

em que, G(β)i =−iθ(β)i(ãiai− ã†ia
†
i ) é hermitiano. Com isso, podemos reescrever a equação

(2.19) como sendo

|0(β)> = e
−iG(β)1
1 e

−iG(β)2
2 |0,0, 0̃, 0̃>

= e−iG(β)|0,0, 0̃, 0̃>, (2.23)

já que eAeB = eA+B , quando [A,B]=0, e definimosG(β) =−iθ(β)1(ã1a1− ã†1a
†
1)−iθ(β)2(ã2a2−

ã†2a
†
2).

Por construção, U(β) = e−iG(β) é a transformação de Bogoliubov e leva o vácuo duplicado

não térmico no estado térmico |0(β)>.

2.2.1 Operadores Termalizados

A partir da construção do estado termalizado, obtivemos a forma explícita da transformação

de Bogoliubov. Podemos, de forma natural3, introduzir o conceito de operadores termalizados

3Seguindo os conceitos da Teoria de Grupos.
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como sendo aqueles obtidos pela transformação de similaridade

F (β) = U(β)FU †(β), (2.24)

em que F é um operador não-termalizado.

Sendo assim, os operadores de criação e aniquilação térmicos são

a†i (β) = U(β)a†iU †(β),

ai(β) = U(β)aiU †(β),

ã†i (β) = U(β)ã†iU †(β),

ãi(β) = U(β)ãiU †(β), (2.25)

o que resulta em

ai(β)|0(β)i > = U(β)aiU †(β)U(β)|0i, 0̃i >

= 0, (2.26)

e similarmente,

ãi(β)|0(β)i > = U(β)ãiU †(β)U(β)|0i, 0̃i >

= 0, (2.27)

o que corrobora com a ideia de que ai(β) e ãi(β) são operadores de destruição térmicos e que

o estado térmico |0(β)> é justamente o vácuo térmico.

Utilizando a relação e−iBAeiB =A+(−i)[B,A]+ (−i)2

2! [B, [B,A]]+ (−i)3

3! [B, [B, [B,A]]]+
. . ., e os resultados
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[G,ai] = −iθ(β)iã†i ,[
G,ã†i

]
= −iθ(β)iai,

[G, [G,ai]] = −θ(β)2
i a,

[G,ãi] = −iθ(β)ia†i ,[
G,a†i

]
= −iθ(β)iãi,

[G, [G,ãi]] = −θ(β)2
i ã,

podemos escrever das relações (2.25) que

ai(β) = U(β)aiU †(β)

= e−iGaie
iG

= ai+ (−i)[G,ai] + (−i)2

2! [G, [G,ai]] + (−i)3

3! [G, [G, [G,ai]]] + . . . ,

= coshθ(β)iai− senhθ(β)iã†i
= u(β)iai−v(β)iã†i . (2.28)

E com um desenvolvimento similar, encontramos as seguintes relações:

ã†i = coshθ(β)iã†i − senhθ(β)iai = u(β)iã†i −v(β)iai, (2.29)

a†i = coshθ(β)ia†i − senhθ(β)iãi = u(β)ia†i −v(β)iãi, (2.30)

e

ãi = coshθ(β)iãi− senhθ(β)ia†i = u(β)iãi−v(β)ia†i . (2.31)

Consequentemente, podemos escrever os operadores não térmicos em termos dos ope-

radores térmicos, multiplicando convenientemente por u(β)i ou por v(β)i e lembrando que

u2(β)i−v2(β)i = cosh2(β)i− senh2(β)i = 1. Assim

ai = u(β)iai(β) +v(β)iã†i (β), (2.32)

ã†i = u(β)iã†i (β) +v(β)iai(β), (2.33)
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a†i = u(β)ia†i (β) +v(β)iãi(β) (2.34)

e

ãi = u(β)iãi(β) +v(β)ia†i (β). (2.35)

A partir da análise das equações (2.29), (2.31), (2.33) e (2.35) temos que a aplicação de

duas transformações til é compatível com (̃ãi) = ai.

Uma propriedade interessante, que será útil futuramente, é que

ai(β)|0(β)> = (u(β)iai−v(β)iã†i )|0(β)>

= 0,

ou seja,

u(β)iai|0(β)>= v(β)iã†i |0(β)> . (2.36)

Similarmente para ãi(β)4, temos

u(β)iãi|0(β)>= v(β)ia†i |0(β)> . (2.37)

Logo

a†i (β)|0(β)> = (u(β)ia†i −v(β)iãi)|0(β)>

= (u(β)ia†i −v(β)i
v(β)ia†i
u(β)i

)|0(β)>, (2.38)

que, como u2(β)−v2(β) = 1, resulta em

a†i (β)|0(β)>= a†i
u(β)i

|0(β)>, (2.39)

e, como [a†i (β),a†i ] = 0,

(a†i (β))n|0(β)>= (a†i )n
un(β)i

|0(β)> . (2.40)

4Ou aplicando a operação˜.



30

Concluindo essa seção calcularemos o valor médio do operador número de ocupação5,

<N >β = < 0(β)|N |0(β)>

= < 0(β)|
2∑
i=1

a†iai|0(β)>

= < 0(β)|
2∑
i=1

(u(β)a†i (β) +v(β)ãi(β))(u(β)ai(β) +v(β)ã†i (β))|0(β)>

=
2∑
i=1

vi(β)2

=
2∑
i=1

1
eβωi−1 , (2.41)

em que N = ∑2
i=1a

†
iai. O valor médio do operador número é justamente a distribuição de

Bose-Einstein associada a cada modo do oscilador harmônico.

2.3 Oscilador Harmônico Fermiônico Termalizado

Partindo da mesma equação (2.14) do oscilador harmônico bosônico , agora considerando

a relação de anticomutação {· , · ·} para os observáveis, consideramos o hamiltoniano

H = ω1a
†
1a1 +ω2a

†
2a2,

com os operadores de criação e aniquilação satisfazendo as relações

{ai,a†i}= 1,

{ai,aj}= {a†i ,a
†
j}= {a†2,a1}= {a†1,a2}= 0. (2.42)

Já que (a†i )2 = 0, o espaço de Fock é composto por apenas 4 estados, |0,0 >, |0,1 >, |1,0 > e

|1,1>, em que

H|ni,nj >= (ωini+ωjnj)|ni,nj > .

5Que, por construção, é o valor esperado no estado de vácuo térmico.
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Portanto, o vácuo termalizado é dado por

|0(β)> =
∑
n1,n2

e−
βEn1,n2

2√
Z(β)

|n1,n2, ñ1, ñ2 >

= Z−1/2(β){1 + e−
βω1

2 a†1ã
†
1 + e−

βω2
2 a†2ã

†
2 + e−

βω1
2 e−

βω2
2 a†1ã

†
1a
†
2ã
†
2}|0,0, 0̃, 0̃>

= Z−1/2(β){1 + e−
βω1

2 a†1ã
†
1}{1 + e−

βω2
2 a†2ã

†
2}|0,0, 0̃, 0̃>, (2.43)

onde temos que

|10, 1̃0̃> = a†1ã
†
1|0,0, 0̃0̃>

= −ã†1a
†
1|0,0, 0̃0̃>

e

|11, 1̃1̃> = a†1ã
†
1a
†
2ã
†
2|0,0, 0̃0̃>

= ã†2a
†
2a
†
1ã
†
1|0,0, 0̃0̃> .

Pela condição de normalização de |0(β)>, i.é,

< 0(β)|0(β)> = Z−1(β)(1 + e−βω1)(1 + e−βω2)

= 1,

obtemos

Z(β) = (1 + e−βω1)(1 + e−βω2). (2.44)

Então a equação (2.43) torna-se

|0(β)>= (1 + e−βω1)−1/2(1 + e−βω2)−1/2(1 + e−βω1/2a†1ã
†
1)(1 + e−βω2/2a†2ã

†
2|0,0, 0̃, 0̃> .

(2.45)

Podemos introduzir a transformação de Bogoliubov. Definindo

u(β)i = cosθ(β)i = 1√
1 + e−βωi

,

v(β)i = sinθ(β)i = 1√
1 + eβωi

, (2.46)

e percebendo, a partir das relações (2.42), que
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(ãiai−a†i ã
†
i )2n|00, 0̃, 0̃>= (−1)n|00, 0̃, 0̃>

e

(ãiai−a†i ã
†
i )2n+1|00, 0̃, 0̃>= (−1)n+1a†i ã

†
i |00, 0̃, 0̃>, (2.47)

a equação (2.45) para o vácuo térmico pode ser escrita como

|0(β)> =
2∏
i=1
{cosθ(β)i+ sinθ(β)ia†i ã

†
i}|00, 0̃, 0̃>

=
2∏
i=1
{1− θ(β)(ãiai−a†i ã

†
i ) + θ(β)

2! (aiãi−a†i ã
†
i )2 + . . .}|00, 0̃, 0̃>

=
2∏
i=1

e−θ(β)(ãiai−a†i ã
†
i )|0,0, 0̃, 0̃>

= e−iG(β)|0,0, 0̃, 0̃>, (2.48)

onde G = −iθ(β)i
∑2
i=1(ãiai− a†i ã

†
i ) e define uma transformação de Bogoliubov semelhante

ao do oscilador bosônico, mas lembrando que aqui os operadores anticomutam.

2.3.1 Operadores Termalizados

Através da transformação de Bogoliubov encontrada podemos também, para o caso de fér-

mions, introduzir os operadores térmicos a partir de uma transformação de similaridade

a(β) = U(β)aU(β)†,

a†(β) = U(β)a†U(β)†,

ã(β) = U(β)ãU(β)†

e

ã†(β) = U(β)ã†U(β)†. (2.49)

Novamente utilizando que e−iBAeiB =A+(−i)[B,A]+ (−i)2

2! [B, [B,A]]+ (−i)3

3! [B, [B, [B,A]]]+
. . . e as relações 2.42, teremos
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[G,ai] = −iθ(β)iã†i ,[
G,ã†i

]
= iθ(β)iai,

[G, [G,ai]] = θ2(β)iai,

[G,ãi] = iθ(β)ia†i ,[
G,a†i

]
= −iθ(β)iãi,

[G, [G,ãi]] = θ2(β)iãi, (2.50)

relações similares ao caso do oscilador bosônico. Portanto, os operadores de criação e destrui-

ção termalizados serão

ai(β) = u(β)ai−v(β)ã†i , (2.51)

ã†i (β) = u(β)ã†i +v(β)ai, (2.52)

a†i (β) = u(β)a†i −v(β)ãi (2.53)

e

ãi(β) = u(β)ãi+v(β)a†i . (2.54)

Diferente do caso bosônico, a partir das equações (2.52) e (2.54), temos que a aplicação de

duas transformações til é compatível com (̃ã)i =−ai. Com isso, as regras de conjugação til dão

um resultado consistente. As relações inversas são

ai = u(β)ai(β) +v(β)ã†i (β),

ã†i = u(β)iã†i (β)−v(β)iai(β),

a†i = u(β)ia†i (β) +v(β)iãi(β),

e

ãi = u(β)ãi(β)−v(β)a†i (β), (2.55)
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com

u(β)ai|0(β)>= v(β)ã†i |0(β)> (2.56)

e

a†i (β)|0(β)>= a†i
u(β) |0(β)> . (2.57)

Por fim, calcularemos o valor médio do operador número de ocupação,

<N >β = < 0(β)|(
2∑
i=1

a†iai|0(β)>

= < 0(β)|(
2∑
i=1

(u(β)ia†i (β) +v(β)iãi(β))(u(β)iai(β) +v(β)iã†i (β))|0(β)>

=
2∑
i=1

v(β)2
i

=
2∑
i=1

1
eβωi + 1 (2.58)

que é a distribuição de Fermi-Dirac para cada modo do oscilador fermiônico.

2.4 Operador Densidade Termalizado

O operador densidade, introduzido por Landau [23], é muito utilizado na Teoria Quântica

por refletir aspectos inerente à teoria. Von-Neumann [24] utilizou-se do conceito de operador

densidade para descrever ensembles puros e mistos.

Nesta seção vamos escrever o vácuo térmico em função do operador densidade e introduzir

o conceito de operador densidade termalizado associado a um estado térmico |Ψ(β) >. Pela

definição de vácuo térmico (veja equação (2.9)), temos que

|0(β)> =
∑
n

e−
βEn

2√
Z(β)

|n, ñ >

=
∑
n

e−
βH

2√
Z(β)

|n, ñ >

=

√√√√e−βH

Z(β)
∑
n
|n, ñ >

= √
ρ

∑
n
|n, ñ >, (2.59)
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onde

ρ= e−βH

Z(β) . (2.60)

A média térmica de um observável O assume a forma

< 0(β)|O|0(β)> =
∑
n,m

< n,ñ|√ρO√ρ|m,m̃ >

=
∑
n,m

< n|√ρO√ρ|m> δn,m

=
∑
n
< n|√ρO√ρ|n >

= Tr(√ρO√ρ)

= Tr(ρO). (2.61)

Considerando um estado térmico qualquer, |Ψ(β)>= f(a(β),a†(β))|0(β)>= f(a,a†;β)|0(β)>,

temos que a média de um observável sobre esse estado térmico, será dada pelo traço do operador

densidade térmico associado a esse estado, isto é,

<Ψ(β)|O||Ψ(β)>= Tr(ρ|Ψ(β)>O). (2.62)

Logo, o operador densidade térmico é obtido considerando que

<Ψ(β)|O||Ψ(β)> = < 0(β)|f †(a,a†;β)Of(a,a†;β)|0(β)>

= Tr(f †(a,a†;β)Of(a,a†;β)ρ)

= Tr(Of(a,a†;β)ρf †(a,a†;β)),

ou seja,

ρ|Ψ(β)> = f(a,a†;β)ρf †(a,a†;β). (2.63)

Finalizamos essa seção escrevendo o operador densidade ρ para o oscilador harmônico

bosônico com dois modos. Neste caso

ρ= e−βH

Z(β) = e−β(ω1N1+ω2N2)(1− e−βω1)(1− e−βω2n)

e pela relação de completeza
∑+∞
n1,n2=0 |n1,n2 >< n1,n2|= 1 e ortogonalidade dos autoestados
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do hamiltoniano, temos que

ρ= (1− e−βω1)(1− e−βω2)
+∞∑

n1,n2=0
e−β(ω1n1+ω2n2)|n1,n2 >< n1,n2|. (2.64)

Podemos escrever esse operador densidade em termos do número de ocupação ni(β) =
1

eβωi−1 , já que

1
1 +ni(β) = 1

eβωi

eβωi−1

= 1− eβωi (2.65)

e

ni(β)
1 +ni(β) = 1

eβωi−1
eβωi−1
eβωi

= e−βωi (2.66)

resultando então, para o operador densidade (2.60) a expressão

ρ= 1
(1 +n1(β))(1 +n2(β))

+∞∑
n1,n2=0

( n1(β)
1 +n1

)n1( ni(β)
1 +ni

)n2|n1,n2 >< n1,n2|. (2.67)



37

3 Computação Quântica, Informação
Quântica e Critérios de
Emaranhamento

Neste capítulo faremos uma introdução à Computação e Informação Quânticas, introdu-

zindo os conceitos de q-bits, portas lógicas quânticas e circuitos quânticos [7,25,26]. Trazemos

também o conceito de emaranhamento, como o ingrediente fundamental para a Computação e

Informação Quânticas. Em seguida, faremos a análise do Critério de Simon, que usaremos ao

longo desta dissertação. Por fim, discutiremos outros critérios que também podem ser utilizados

dentro da teoria da Computação e Informação Quânticas.

3.1 Computação e Informação Quânticas

Em dezembro de 1959 Richard Feynman [27] proferiu uma palestra na Reunião Anual da

Sociedade Americana de Física com o título: "Existe muito espaço lá embaixo."Nesse mesmo

ano, Feynman instituiu um prêmio de U$ 1.000,00 para quem resolvesse um dos dois proble-

mas:

1. Construir um motor elétrico dentro de um cubo com arestas de 0,4mm.

2. Escrever a página de um livro em um espaço reduzido linearmente de 25 mil vezes.

O primeiro desafio foi resolvido em 1960 por Wiliam McLellan [28, 29], e o segundo por

Tom Newman [28, 29] em 1985 ao escrever uma página de um livro, na cabeça de um alfinete

utilizando feixe de elétrons.

Ainda na década de 70 do século XX, Gordon Moore publicou um artigo [30] sobre a re-

dução do tamanho de componentes eletrônicos. Moore percebeu que o número de transistores

dentro dos chips de computadores dobrava a cada ano e meio. Essa descoberta passou a ser

conhecida como a Lei de Moore que, na verdade, acabou sendo uma superestimativa já que, em
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1975 estimava-se o uso de 65 mil transistores pela Lei de Moore, enquanto que o processador

8086 da Intel, lançado naquele ano, tinha 29 mil transistores. A escalada, no entanto, continuou:

em 2000, quando foi lançado o Pentium IV, foram empregados 42 milhões de transistores e com

o processador Dual Core, foi ultrapassada a marca de um bilhão de transistores. Em 2008, físi-

cos ingleses reportaram um transistor, construído em grafeno, com 10 átomos de comprimento

e 1 átomo de espessura, cujo uso pode levar a números bem próximos do que estipulava a Lei

de Moore para esse período [31].

Figura 3.1: Lei de Moore

Como mostra a Figura 3.11, a Lei de Moore prevê que no ano de 2020, cada bit de informa-

ção em um computador será representado por apenas um átomo, que é a região onde a Mecânica

Quântica detém o controle. Portanto, a partir de 2020, a Física Clássica não seria mais aplicável

aos componentes do computador, que deverão ser descritos pelas leis da Física Quântica. Com

isso, a Lei de Moore estabelece uma conexão entre duas áreas que inicialmente pareciam ser

bem distintas. A junção da Mecânica Quântica com a Teoria da Computação dá origem a um

novo campo de pesquisa, que é a Computação Quântica e a Informação Quântica.

Um dos primeiros grandes resultados desse novo campo de pesquisa foi o Algoritmo de

Shor, descoberto em 1994 por Peter Shor [33]. O Algoritmo de Shor é um algoritmo quântico

capaz de fatorar números inteiros com n bits num tempo polinomial em n, enquanto que o

1Figura retirada da referência [32].
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melhor algoritmo clássico executa a mesma tarefa num tempo exponencial em n, como mostra

a Tabela 3.12.

Comprimento do número a Tempo de fatoração por Tempo de fatoração com
ser fatorado (em bits) algoritmo clássico o algoritmo de Shor

512 4 dias 34 segundos
1024 100 mil anos 4,5 minutos
2048 100 mil bilhões de anos 36 minutos
4096 100 bilhões de quatrilhões de anos 4,8 horas

Tabela 3.1: Tabela Comparativa entre o Algoritmo de Shor e um Algoritmo Clássico.

Para se ter uma noção da dificuldade do problema de fatoração de números inteiros foi

criado, em 1991, o desafio RSA (Rivest, Shamir e Adleman) 3, com prêmios que iam até U$

200.000,00 para quem obtivesse a fatoração de certos números inteiros. Em 2010 [35] foi fato-

rado o RSA-768, com 232 dígitos, em 6 meses. Um computador clássico com um processador

de 2.2GHz e 2G RAM levaria 500 anos para executar esta tarefa.

Essa descoberta confirma a observação de Feynman [36] no início da década de 80 do

século XX, de que, certas tarefas executadas por um computador quântico não podem ser exe-

cutadas por um computador clássico de modo eficiente. Em 1995, Lov Grover mostrou outra

evidência do poder dos computadores quânticos, ao desenvolver um algoritmo de busca numa

lista desordenada muito mais veloz que qualquer algoritmo clássico.

Devido a essas propriedades, um computador quântico poderia em princípio decifrar qual-

quer sistema em minutos. Segredos de Estado, transações financeiras, códigos militares po-

deriam ser decifrados em pouquíssimo tempo. Vários protótipos de computadores quânticos,

utilizando algumas dezenas de bits quânticos, já foram testados com sucesso em laboratórios de

todo o mundo [7]. O grau de desafio no momento é aumentar o número de bits quânticos man-

tendo as propriedades quânticas do sistema, de modo a ter um computador que possa realizar

grandes operações.

2Tabela retirada da referência [34].
3RSA é um algoritmo de criptografia de dados que deve seu nome aos seus três inventores Ronald Rivest, Adi

Shamir e Leonard Adleman.
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3.2 Q-bits, Portas Lógicas e Circuitos Quânticos

3.2.1 Q-bits

A unidade fundamental da teoria clássica da informação é o bit, que pode assumir dois

valores lógicos: 0 ou 1. Este objeto pode ser implementado de diversas formas: via eletricidade,

a partir da utilização do nível de carga de um capacitor; por via da luz, a partir da utilização

de fibras ópticas; por via de ondas eletromagnéticas, a partir da utilização de redes wireless; ou

também por via de polarização magnética, utilizada em discos rígidos.

Já na Computação e Informação Quânticas, utiliza-se estados quânticos de modo que a

unidade fundamental deve pertencer a um espaço de Hilbert H. Esse objeto é denominado

q-bit4, que pode ser escrito na forma

|ψ >= α|0>+β|1>, (3.1)

em que os estados |0> e |1> são chamados de estados da base computacional5 e |α|2 + |β|2 = 1.

O postulado da mecânica quântica que dá origem ao q-bit é o da superposição. Os estados

clássicos possíveis poderiam ser imaginados como sendo os estados |0> ou |1>. Já na mecânica

quântica o estado resultante é a combinação linear dos estados admissíveis.

Um procedimento que é utilizado para obtermos uma visualização geométrica de um q-bit

é a partir de

|ψ > = α|0>+β|1>

= |α|eiγ |0>+eiη|β||1>,

podendo-se definir |α|= cos(θ/2) e |β|= sen(θ/2), que mantém a condição de normalização;

logo,

|ψ >= eiγ(cos(θ/2)|0>+ei(η−γ)sen(θ/2)|1>),

onde eiγ é um fator de fase global e que pode ser desconsiderado por não alterar a amplitude de

4Quantum Binary Digit.
5Poderíamos, a priori, pensar em quaisquer estados linearmente independentes( |e1 > e |e2 >) para descrever

o q-bit. Usualmente utiliza-se a base computacional que é formada por |0> e |1>.
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probabilidade. Fazendo η−γ = φ, encontramos que

|ψ >= cos(θ/2)|0>+eiφsen(θ/2)|1>

.
(3.2)

Os números (θ,φ,< ψ|ψ >= 1) definem uma superfície esférica de raio unitário, conhecida

como Esfera de Bloch, onde cada ponto dessa superfície representa um possível q-bit do sistema

(veja Figura (3.2)).

Figura 3.2: Representação do q-bit |ψ > na Esfera de Bloch.

Pelos postulados da Mecânica Quântica, o sistema constituído por dois q-bits é formado

por

|ψ > = (α1|0>+β1|1>)⊗ (α2|0>+β2|1>)

= α00|00>+α01|01>+α10|10>+α11|11>, (3.3)

com a condição de que |α00|2 + |α01|2 + |α10|2 + |α11|2 = 1.

De modo análogo podemos definir 3 q-bits, 4 q-bits e de modo geral, n q-bits.

3.2.2 Portas Lógicas

Um computador clássico é construído a partir de circuitos elétricos com portas lógicas. Do

mesmo modo, um computador quântico é constituído de circuitos quânticos contendo portas

lógicas quânticas que carregam e manipulam a informação quântica. Portanto as portas lógicas

quânticas devem atuar sobre o estado, gerando um estado pertencente ao mesmo espaço de

Hilbert e preservando a norma do vetor de estado. Dentro da Teoria Quântica, os objetos com

essas características são justamente os operadores unitários.
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De modo geral, podemos afirmar que toda porta lógica quântica está associada a uma trans-

formação unitária. Para um q-bit, podemos utilizar uma representação matricial de dimensão 2,

de modo que

|0>↔
 1

0

 ; |1>↔
 0

1

 (3.4)

e

|ψ > = α|0>+β|1>

= α

 1
0

 +β

 0
1


=

 α

β

 ; (3.5)

deste modo, portas lógicas quânticas poderão ser representadas por matrizes unitárias 2x2.

A porta lógica quântica NÃO6, que notaremos por X, atua no q-bit invertendo o estado, ou

seja,

X|0>= |1>; X|1>= |0>; (3.6)

logo, a representação matricial de X é

X =
 0 1

1 0

 , (3.7)

pois

X|ψ > =
 0 1

1 0

 α

β


=

 β

α


= β|0>+α|1> . (3.8)

Uma outra porta lógica quântica de interesse é a troca de fase, que notaremos por Z. Essa

6Em inglês NOT, negação.
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porta é tal que

Z|0>= |0>; Z|1>=−|1>; (3.9)

logo, a representação matricial da troca de fase é

Z =
 1 0

0 −1

 , (3.10)

já que

Z|ψ > =
 1 0

0 −1

 α

β


=

 α

−β


= α|0>−β|1> . (3.11)

As portas lógicas quânticas X e Z são justamente as matrizes de Pauli σx e σz, implicando

em que uma outra porta lógica quântica seja

Y = ZX

=
 0 −i
i 0

 . (3.12)

Além dessas portas lógicas introduziremos aqui a porta Hadamard, H. A aplicação dessa

porta gera uma superposição dos estados quânticos, ou seja,

H|0>= 1√
2

[|0>+|1>]

e

H|1>= 1√
2

[|0>−|1>], (3.13)

de modo que a representação matricial da porta Hadamard é

H = 1√
2

 1 1
1 −1

 . (3.14)
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Segue então que:

H2|0> = H
1√
2

[|0>+|1>]

= 1√
2

[H|0>+H|1>]

= 1√
2
{[ 1√

2
(|0>+|1>)] + [ 1√

2
(|0>−|1>)]}

= |0> (3.15)

e

H2|1> = H
1√
2

[|0>−|1>]

= 1√
2

[H|0>−H|1>]

= 1√
2
{[ 1√

2
(|0>+|1>)]− [ 1√

2
(|0>−|1>)]}

= |1> . (3.16)

Temos também a porta lógica quântica de fase, que notaremos por S, tal que

S|0>= |0>;S|1>= i|1>, (3.17)

cuja representação matricial é

S =
 1 0

0 i

 , (3.18)

e a porta lógica quântica π/8, que notaremos por T, tal que

T |0>= |0>;T = |1>= eiπ/4|1>, (3.19)

que podemos representá-la como

T =
 1 0

0 eiπ/4

 . (3.20)

O fato da porta ser chamada de π/8 apesar de termos uma rotação de π/4 é histórico.
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Inicialmente considerava-se

π/8 =
 e−iπ/8 0

0 eiπ/8


= e−iπ/8

 1 0
0 eiπ/4

 , (3.21)

que é equivalente à nossa definição (3.20) de T, a menos de uma fase global.

Podemos também definir portas lógicas quânticas para muitos q-bits de forma análoga a

que fizemos para 1 q-bit. Para exemplificar essa ideia vamos discutir a porta lógica quântica

NÃO-Controlado7 para 2 q-bits. A representação de 2 q-bits é |ψ >⊗|ψ >, onde

|00>=



1
0
0
0

 ; |10>=



0
1
0
0

 ; |01>=



0
0
1
0

 ; |11>=



0
0
0
1

 . (3.22)

A porta CNOT faz com que, quando o primeiro q-bit for |0 > seja mantido o segundo

inalterado e, quando o primeiro for |1> inverta-se o segundo, i.é,

CNOT |00>= |00>,
CNOT |01>= |01>,
CNOT |10>= |11>,
CNOT |11>= |10>,

(3.23)

sendo então a representação matricial da porta CNOT dada por

CNOT =



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 . (3.24)

Um resultado importante [7] é que qualquer porta lógica quântica de múltiplos q-bits pode

ser contruída a partir da porta CNOT e das portas de 1 q-bit.

7Em inglês Controlled NOT, CNOT
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3.2.3 Circuitos Quânticos

Com as noções de bits quânticos e portas lógicas quânticas estabelecidas, podemos pensar

numa coleção desses objetos, ou seja, num conjunto de portas lógicas quânticas atuando em

vários q-bits. Isso constitui um Circuito Quântico.

Os circuitos quânticos possuem uma representação gráfica composta de linhas e símbolos,

que especificaremos a seguir.

• O tempo "passa" da esquerda para direita.

• Cada q-bit é representado por uma linha horizontal.

• Cada porta lógica quântica é representada por uma caixa ou um círculo, que atua em um

ou mais q-bits.

• As linhas verticais informam que o circuito atua simultaneamente sobre os q-bits ligados.

• O símbolo • indica que o q-bit é de controle, ou seja, se estiver no estado |1 > a porta

lógica realiza a operação, caso esteja no estado |0> a porta não realiza operação alguma.

Exemplos desses circuitos são as Figuras 3.38 e 3.49

Figura 3.3: Exemplo de Circuito Quântico

8Figura retirada da referência [37].
9Figura retirada da referência [38].
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Figura 3.4: Exemplo de Circuitos Quânticos

3.3 Emaranhamento e Estados de Bell

A Mecânica Quântica surpreendeu e ainda surpreende em vários aspectos. A necessidade de

descrever um sistema quântico num espaço de Hilbert e o fato que o espaço que caracteriza dois

sistemas é o produto tensorial dos espaços de Hilbert, associados ao princípio de superposição,

proporcionam coisas bem interessantes .

O espaço de Hilbert de 1 q-bit na base computacional é gerado por {|0 >, |1 >} ∈ H. O

espaço de Hilbert associado a 2 q-bits, pelos postulados da Mecânica Quântica, deve ser o

produto tensorial desses dois espaços de Hilbert, e será gerado por {|00 >, |01 >, |10 >, |11 >
} ∈H⊗H.

Existem estados admissíveis para o sistema total, formado de subsistemas, que não podem

ser escritos como produto tensorial de estados de cada subsistema. Estados dessa forma são

ditos serem estados emaranhados. De modo geral, um estado |Ψ> é dito ser emaranhado 10, se

10Quando o estado não está emaranhado, ele é dito ser separável. A negação dessa proposição fornece, de forma
equivalente, a definição para estados separáveis.
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e somente se,

@|ψ1 >, |ψ2 >∈H1,H2/ |Ψ>= |ψ1 >⊗|ψ2 > . (3.25)

Uma forma mais geral de se definir emaranhamento é a partir do operador densidade. Po-

demos dizer que um sistemaH=HA⊗HB é emaranhado se e somente se o operador densidade

do sistema não pode ser escrito da forma

ρAB =
∑
j

wjρ
A
j ⊗ρBj , (3.26)

onde ρA, ρB e ρAB são respectivamente os operadores densidades do subsistema A, do subsis-

tema B e do sistema formado por A e B.

Os estados emaranhados mais conhecidos na literatura são os estados de Bell [4]. São esta-

dos de 2 q-bits, maximamente emaranhados 11 que podem ser encontrados a partir do seguinte

circuito quântico:

Figura 3.5: Circuito Quântico para os Estados de Bell

• Para |q0 >= |0> e |q1 >= |0>

|Φ+ > = CNOT (H|0>⊗|0>)

= CNOT{[ 1√
2

(|0>+|1>)]⊗|0>}

= 1√
2
CNOT [(|00>+|10>)]

= 1√
2

(|00>+|11>). (3.27)

• Para |q0 >= |1> e |q1 >= |0>
11Dentro da teoria da Informação Quântica, existem formas de se quantificar o grau de emaranhamento [7].
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|Φ− > = CNOT (H|1>⊗|0>)

= CNOT{[ 1√
2

(|0>−|1>)]⊗|0>}

= 1√
2
CNOT [(|00>−|10>)]

= 1√
2

(|00>−|11>). (3.28)

• Para |q0 >= |0> e |q1 >= |1>

|Ψ+ > = CNOT (H|0>⊗|1>)

= CNOT{[ 1√
2

(|0>+|1>)]⊗|1>}

= 1√
2
CNOT [(|01>+|10>)]

= 1√
2

(|01>+|10>). (3.29)

• Para |q0 >= |1> e |q1 >= |1>

|Ψ+ > = CNOT (H|1>⊗|1>)

= CNOT{[ 1√
2

(|0>−|1>)]⊗|1>}

= 1√
2
CNOT [(|01>−|11>)]

= 1√
2

(|01>−|10>). (3.30)

As duas definições (3.25) e (3.26) para emaranhamento não são muito práticas para se

julgar se um sistema está ou não emaranhado. Em geral, verificar se |Ψ > ou ρ podem ser

decompostos como produtos tensoriais é uma tarefa difícil; dizemos então que essas definições

não são operacionais.

Dentro da teoria da Informação Quântica existem uma série de critérios operacionais para

determinar se um sistema é ou não emaranhado. Esses critérios operacionais não são tão gerais

quanto as definições (3.25) e (3.26), de modo que devemos utilizá-los observando seus domínios

de validade. Ao longo deste capítulo, introduziremos alguns deles.



50

3.4 Critério de Simon

Critérios operacionais para a descrição do emaranhamento são um dos grandes problemas

na área da Informação Quântica. Um critério operacional que utilizaremos ao longo dessa

dissertação é o Critério de Simon [14].

Asher Peres [12] demonstrou que a positividade da transposição parcial do operador den-

sidade é uma condição necessária para a separabilidade de um estado quântico e conjecturou a

suficiência. Na referência [13], a família Horodecki demonstra que, para dim(HA⊗HB) ≤ 6,

a suficiência é válida; para espaços de Hilbert com dimensão maior que 6, eles exibiram um

contra exemplo.

O critério resultante destes trabalhos ficou conhecido como critério de Peres-Horodecki.

Simon [14] utilizou o sistema descrito por 2 modos do oscilador harmônico bosônico para en-

contrar uma forma mais operacional do critério de Peres-Horodecki; ele mostrou que a operação

de transposição do operador densidade está relacionada a uma reflexão no espaço de fase. De

fato, seja fw(q,p) a Função de Wigner que pode ser escrita como

fw(q,p) = 1
2π}

∫ +∞

−∞
dzeipz/} < q− z/2|ρ|q+ z/2> . (3.31)

A Função de Wigner associada ao operador densidade transposto é

f ′w(q,p) = 1
2π}

∫ +∞

−∞
dzeipz/} < q− z/2|ρT |q+ z/2>

= 1
2π}

∫ +∞

−∞
dzeipz/} < q+ z/2|ρ|q− z/2>; (3.32)

fazendo a reparametrização z′ =−z, teremos que

f ′w(q,p) = 1
2π}

∫ +∞

−∞
dz′ei(−p)z

′/} < q− z′/2|ρT |q+ z′/2>

= fw(q,−p). (3.33)

Deste modo, a operação de transposição do operador densidade está associada a uma refle-

xão no Espaço de Fase.

ρ→ ρT ⇐⇒ fw(q,p)→ fw(q,−p). (3.34)
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Utilizando a notação simplética para descrever esse sistema de 2 modos do oscilador harmô-

nico bosônico, introduzamos a notação

ξ = (q1,p1, q2,p2); [ξα, ξβ] = iΩα,β, (3.35)

onde [· , · · ] é o comutador e a matriz Ω = [Ωα,β] é dada por:

Ω =
 J 0

0 J

 ;J =
 0 1
−1 0

 . (3.36)

A transposição parcial do operador densidade ρTB estará associada à transformação

f ′w(q1,p1, q2,p2) = 1
(2π})2

∫ +∞

−∞
dz1dz2e

ip1z1/}eip2z2/}

×< q1− z1/2, q2− z2/2|ρTB |q1 + z1/2, q2 + z2/2>

= 1
(2π})2

∫ +∞

−∞
dz1dz2e

ip1z1/}eip2z2/}

×< q1− z1/2, q2 + z2/2|ρ|q1 + z1/2, q2− z2/2>

= fw(q1,p1, q2,−p2), (3.37)

então

f ′w(q1,p1, q2,p2) = fw(q1,p1, q2,−p2). (3.38)

Essa transformação assume uma representação matricial, que é da forma

Λ =



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

 ; ΛΩΛ = Ω̃ =
 J 0

0 −J

 . (3.39)

Definindo a matriz de Variância Vα,β =< {∆ξα,∆ξβ} >, onde {A,B} = 1
2(AB +BA),
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∆ξα = ξα−< ξα > e < ξα >= Trξα, encontra-se que

∆ξα∆ξβ = 1
2(∆ξα∆ξβ + ∆ξβ∆ξα) + 1

2(∆ξα∆ξβ−∆ξβ∆ξα)

= {∆ξα,∆ξβ}+ 1
2[ξα, ξβ]

= {∆ξα,∆ξβ}+ i

2Ωα,β, (3.40)

e tomando a média dessa equação, teremos que [39]

V + i

2Ω≥ 0. (3.41)

Se efeuarmos a operação de reflexão sobre o operador densidade, teremos que a matriz

variância sofrerá uma transformação de similaridade, de modo que (3.41) torna-se:

ΛV Λ + i

2Ω≥ 0. (3.42)

Para encontrarmos uma expressão mais simples, que reúna as propriedades de (3.41) e

(3.42), utilizaremos a Teoria de Grupos. Como estamos trabalhando sobre o espaço de fase

tetradimensional, analisaremos a ação do Grupo Simplético Sp(4,R) 12 que mantém inalterada

a estrutura simplética agindo unitariamente. Logo, teremos:

S ∈ Sp(4,R); SΩST = Ω
ξ→ ξ′ = Sξ, [ξ′α, ξ′β] = iΩα,β.

(3.43)

Vale a pena ressaltar que a atuação do Grupo Simplético sobre o espaço de Hilbert será da

forma |ψ′ >= U(S)|ψ >, onde U(S) é a representação unitária de S ∈ Sp(4,R), que mantém

inalterada a relação entre o operador densidade e a Função de Wigner:

ρ→ U(S)ρU(S)† ⇐⇒ fw(ξ)→ fw(S−1ξ). (3.44)

Como estamos interessados numa condição para separabilidade do sistema, iremos tomar

um subgrupo do Grupo Simplético que age separadamente em cada subsistema,

Sp(2,R)⊗Sp(2,R)⊂ Sp(4,R), (3.45)

ou seja, estamos considerando o subgrupo Sp(2,R)⊗Sp(2,R) do Grupo Simplético Sp(4,R).

12O Sp(4,R) é o grupo simplético no espaço tetradimensional sobre os números reais.
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O subgrupo Sp(2,R) é um Grupo Simplético que atua num espaço bidimensional (qi,pi) sobre

os números reais. Então, dado S′ ∈ Sp(2,R)⊗Sp(2,R) e Si ∈ Sp(2,R),

S′ =
 S1 0

0 S2

 ; S1JST1 = S2JST2 = J. (3.46)

Pela propriedade de simetria dos anticomutadores, a matriz de Variância pode ser escrita

como sendo

V =
 A C

CT B

 , (3.47)

onde A, B e C são matrizes 2x2. Devido à atuação de S′ ∈ Sp(2,R)⊗Sp(2,R), mostra-se que

é possível escrever (3.47), de forma que as matrizes A, B e C sejam diagonais, ou seja,

V =



a 0 c1 0
0 a 0 c2

c1 0 b 0
0 c2 0 b

 , (3.48)

com detA= a2, detB = b2 e detC = c1c2.

Substituindo (3.48) em (3.41), teremos que



a i/2 c1 0
−i/2 a 0 c2

c1 0 b i/2
0 c2 −i/2 b

≥ 0, (3.49)

e calculando o determinante, encontraremos

a2b2−ac22b−
a2

4 −
b2

4 −
c1c2

4 + 1
16 + c21c

2
2−ac21−

c1c2
4 ≥ 0, (3.50)

que pode ser reescrito na forma

4(ab− c21)(ab− c22)≥ (a2 + b2) + 2c1c2−1/4. (3.51)
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Substituindo os valores de detA, detB e detC na equação (3.51), encontramos

detAdetB+ (1
4 −detC)2−Tr(AJCJBJCTJ)≥ 1

4(detA+detB). (3.52)

Agora, para que o sistema seja separável, além de satisfazer a equação (3.41), também é

necessário que a matriz variância satisfaça a relação (3.42). Como

ΛV Λ =



a 0 c1 0
0 a 0 −c2
c1 0 b 0
0 −c2 0 b

 , (3.53)

pela equação (3.42) teremos



a i/2 c1 0
−i/2 a 0 −c2
c1 0 b i/2
0 −c2 −i/2 b

≥ 0, (3.54)

que é similar à equação (3.49), a menos do sinal oposto em c2, que acarretará que detC →
−detC. Portanto, tomando o determinante da equação (3.54), encontraremos

detAdetB+ (1
4 − (−detC))2−Tr(AJCJBJCTJ)≥ 1

4(detA+detB). (3.55)

O requerimento que a matriz de variância satisfaça a condição de separabilidade (3.42) jun-

tamente com a relação (3.41), é equivalente a que as equações (3.52) e (3.55) sejam satisfeitas.

Portanto, encontramos que

detAdetB+ (1
4 −|detC|)

2−Tr(AJCJBJCTJ)≥ 1
4(detA+detB), (3.56)

o que constitui o Critério de Simon, que deve ser satisfeito por estados separáveis.

Esse critério de separabilidade é o critério que aplicaremos no próximo capítulo ao estado

de Bell termalizado para podermos analisar o emaranhamento .
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3.5 Outros Critérios de Emaranhamento

Além do Critério de Simon há na literatura outros. Por completeza, para finalizar este

capítulo, citaremos alguns desses critérios utilizados dentro da Teoria da Informação Quântica

para caracterizar o emaranhamento num sistema [8].

Critério de Peres : Se a transposta parcial de ρ não for positiva, então ρ é emaranhado, isto é

(ρAB)TA � 0 =⇒ Emaranhado (3.57)

tal que, a transposição parcial de [ρAB]mµ,nη = ∑
iwi[ρAi ]mn[ρBi ]µη em relação ao subsis-

tema A é a transposição somente de (ρA)mn, isto é, [ρAB]nµ,mη.

Critério de Horodecki : Um estado ρ é separável se, e somente se, para qualquer mapa posi-

tivo Φ, Φρ é positivo, isto é:

Separável ⇐⇒ (Φ⊗ I)(∑
jwjρ

A
j ⊗ρBj ) = ∑

jwj(ΦρAj )(⊗ρBj )≥ 0. (3.58)

Um operador A é dito ser positivo se Tr{AP} ≥ 0 para qualquer projetor P. Então um

mapa é positivo se ele aplica operadores positivos em operadores positivos, isto é, se

A≥ 0 então Φ(A)≥ 0.

Critério de Peres-Horodecki : Um estado ρ com dimH ≤ 6 é emaranhado se e somente se a

transposição parcial de ρ for não negativa, ou seja,

ρTA � 0 ⇐⇒ Emaranhado. (3.59)

Critério Reduzido : Seja ρAB o operador densidade do sistema A e B. Os operadores redu-

zidos são definidos como sendo o traço sobre um dos subsistemas, ou seja, o operador

reduzido ρA = TrBρ
AB e ρB = TrAρ

AB . Uma condição suficiente para que o sistema

seja emaranhado é que os operadores densidade reduzidos satisfaçam a relação

ρA⊗ I−ρ < 0 ou I⊗ρB−ρ < 0. (3.60)

Critério Entrópico : Seja S uma entropia extensiva, como por exemplo a entropia de Von-

Neumann. A entropia condicional S(A|B) é definida como sendo a diferença entre a
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entropia do operador densidade ρAB e a do operador densidade reduzido ρA = TrBρ
AB ,

isto é, S(A|B) = S(ρA,B)−S(ρA); então

S(A|B)< 0 =⇒ Emaranhado. (3.61)

Critério Algébrico : Dado uma álgebra (A), um ideal (I) a esquerda (direita) é um subconjunto

de A I ⊂ A tal que o produto de qualquer elemento da álgebra pela esquerda (direita) por

um elemento do ideal resulta num elemento do ideal. Um ideal é dito minimal se ele não

contém nenhum outro ideal .

A partir da identificação dos kets (|>) com ideais minimais à esquerda e os bras (<|) com

ideais minimais à direita, Trindade [20] demonstrou o seguinte critério algébrico:

Uma sobreposição de ideais à esquerda minimais na álgebra produto A⊗A⊗A⊗ ...⊗
A pode ser decomposto num produto tensorial dos ideais à esquerda minimais de cada

álgebra se e somente se os coeficientes ζi da superposição satisfazem a relação:

ζ1
ζ2

= ζ3
ζ4

= ...= ζn−1
ζn

, (3.62)

onde o coeficiente ζ1 é o coeficiente do primeiro elemento na ordem de dicionário, ζ2 é

coeficiente do segundo elemento e assim por diante.
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4 Analisando o Emaranhamento a partir
da Dinâmica de Campos Térmicos

Após termos introduzido o formalismo da Dinâmica de Campos Térmicos (DCT) e o crité-

rio de Simon pretendemos, nesse capítulo, utilizar a DCT na formulação do critério de Simon

para extrair propriedades térmicas associadas ao emaranhamento. Pensando no estado de Bell

fazemos essa análise, que é ratificada com o cálculo da Fidelidade Quântica, o Fator de Mandel

e a Função de Wigner.

4.1 Critério de Simon e Proprieades Térmicas

4.1.1 Operador Densidade Termalizado do Estado de Bell

Dentre os estados emaranhados os estados de Bell, que são estados maximamente emara-

nhados, têm uma grande importância histórica e uma boa realização experimental. Dentre eles,

analisaremos o estado

|ψ >= x|10>+y|01>, (4.1)

onde estamos considerando pesos arbitrários, mas normalizados |x|2 + |y|2 = 1.

Para introduzirmos a temperatura, imaginaremos o sistema de estado |ψ > em um banho

térmico, o que acarreta que o estado termalizado agora é descrito, de acordo com a DCT, consi-

derando dois espaços de Hilbert, ou seja,

H⊗ H̃ 3 |ψ >⊗|0̃0>= {x|10, 0̃0>+y|01, 0̃0>}. (4.2)

onde a duplicação está sendo proposta em termos do vácuo, para garantir que quando T → 0,

retornemos ao estado original [18]. O estado térmico associado a |ψ > será o |ψ(β)> que, com
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o uso da transformação de Bogoliubov do caso bosônico, pode ser escrito como:

|ψ(β)> = x|β;10, 0̃0>+y|β;01, 0̃0>,

= {xa†1(β) +ya†2(β)}|β;00, 0̃0>

= {xa†1(β) +ya†2(β)}|0(β)> . (4.3)

Como já discutimos na seção 2.4, temos que o operador densidade termalizado satisfaz a

relação

< ψ(β)|Ô|ψ(β)>= Trρ|ψ(β)>Ô. (4.4)

Como, pela relação (2.39) a†i (β)|0(β)>= a†i
u(β)i |0(β)>, temos que

|ψ(β)>= {x a†1
u1(β) +y

a†2
u2(β)}|β;00, 0̃0> e < ψ(β)|=< 0(β){x a†1

u1(β) +y
a†2

u2(β)}
†. (4.5)

Então,

< ψ(β)|Ô|ψ(β)> = < 0(β)|{xa†1(β) +ya†2(β)}†|Ô{xa†1(β) +ya†2(β)}|0(β)>

= |x|2

u1(β)u2(β) < 0(β)|a1Ôa
†
1|0(β)>

+ x∗y

u1(β)u2(β) < 0(β)|a1Ôa
†
2|0(β)>

+ y∗x

u1(β)u2(β) < 0(β)|a2Ôa
†
1|0(β)>

+ |y|2

u1(β)u2(β) < 0(β)|a2Ôa
†
2|0(β)>

= 1
u1(β)u2(β){|x|

2Trρa1Ôa
†
1 +x∗yTrρa1Ôa

†
2

+y∗xTrρa2Ôa
†
1 + |y|2Trρa2Ôa

†
2}

= Tr
|x|2a†1ρa1Ô+x∗ya†2ρa1Ô+y∗xa†1ρa2Ô+ |y|2a†2ρa2Ô

u1(β)u2(β)

= Tr
{|x|2a†1ρa1 +x∗ya†2ρa1 +y∗xa†1ρa2 + |y|2a†2ρa2}

u1(β)u2(β) Ô,
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o que resulta em:

ρ|ψ(β)> = |x|
2a†1ρa1 +x∗ya†2ρa1 +y∗xa†1ρa2 + |y|2a†2ρa2

u1(β)u2(β) . (4.6)

Como, por (2.67),

ρ= 1
(1 +n1(β))(1 +n2(β))

+∞∑
n1,n2=0

( n1(β)
1 +n1(β))n1( n2(β)

1 +n2(β))n2 |n1,n2 >< n1,n2|

segue que

ρ|ψ(β)> = 1
(1 +n1(β))(1 +n2(β))u1(β)u2(β)

+∞∑
n1,n2=0

( n1(β)
1 +n1(β))n1( n2(β)

1 +n2(β))n2

×{|x|2(n1 + 1)|n1 + 1,n2 >< n1 + 1,n2|

+xy∗
√

(n1 + 1)(n2 + 1|n1 + 1,n2 >< n1,n2 + 1|

+x∗y
√

(n1 + 1)(n2 + 1|n1,n2 + 1>< n1 + 1,n2|

+|y|2(n2 + 1|n1,n2 + 1>< n1,n2 + 1|} (4.7)

que é o operador densidade termalizado .

4.1.2 A Matriz Variância

A matriz variância, que foi definida no capítulo 3, é dada por

Vαβ =< {∆ξα,∆ξβ}> (4.8)

onde ξα = (q1,p1, q2,p2), ∆ξα = ξα−< ξα >, < ξα >= Trρ|ψ(β)ξα e por fim {., ..} é o antico-

mutador, ou seja, {A,B}= AB+BA
2 .

Como exposto no capítulo 2, nosso sistema é um oscilador harmônico; então

aα = qα+ ipα√
2

e

a†α = qα− ipα√
2

o que nos dá

qα =
√

2
2 (a†α+a)
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e

pα = −i
√

2
2 (aα−a†α).

Substituindo então na matriz variância, temos

Vακ = Trρ|ψ(β)>{∆ξα,∆ξκ}

= 1
2{Trρ|ψ(β)>∆ξα∆ξκ+Trρ|ψ(β)>∆ξα∆ξκ}

= 1
2{Trρ|ψ(β)>(ξα−Trρ|ψ(β)>ξα)(ξκ−Trρ|ψ(β)ξκ)

+Trρ|ψ(β)>(ξκ−Trρ|ψ(β)>ξκ)(ξα−Trρ|ψ(β)>ξα)}

= 1
2{Trρ|ψ(β)>ξαξκ−2Trρ|ψ(β)>ξαTrρ|ψ(β)>ξκ

+Trρ|ψ(β)>ξαTrρ|ψ(β)>ξκTrρ|ψ(β)>+Trρ|ψ(β)>ξκξα

−2Trρ|ψ(β)>ξκTrρ|ψ(β)>ξα+Trρ|ψ(β)>ξαTrρ|ψ(β)>ξκTrρ|ψ(β)>. (4.9)

Como o Trρ|ψ(β)> = 1, somando os termos similares, encontramos

Vακ = 1
2{Trρ|ψ(β)>ξαξκ+Trρ|ψ(β)>ξκξα−2Trρ|ψ(β)>ξαTrρ|ψ(β)>ξκ}. (4.10)

Para continuar tratando os elementos da matriz variância de forma geral, introduziremos a

seguinte notação

ξα =
√

2
2 fα{aα+ (−1)1+αa†α} α = 1,2,3,4 (4.11)

onde f1 = 1 = f3, f2 = i= f4, a1 = a2 =operador a1 , a†1 = a†2 =operador a†1, a3 = a4 =operador

a2 e a†3 = a†4 =operador a†2, i.é, para utilizar livremente os índices de 1 até 4 notamos os opera-

dores de destruição e criação dessa forma. Substituindo (4.11) em (4.10), temos que

Vακ = 1
2{Trρ|ψ(β)>

fαfκ
2 [aα+ (−1)1+αa†α][aκ+ (−1)1+κa†κ]

+Trρ|ψ(β)>
fαfκ

2 [aκ+ (−1)1+κa†κ][aα+ (−1)1+αa†α]

−2[Trρ|ψ(β)>

√
2fκ
2 (aκ+ (−1)1+κa†κ)]

×[Trρ|ψ(β)>

√
2fα
2 (aα+ (−1)1+αa†α)]}

= fαfκ
4 {Trρ|ψ(β)>aαaκ+ (−1)1+αTrρ|ψ(β)>a

†
αaκ

+(−1)1+κTrρ|ψ(β)>aαa
†
κ+ (−1)α+κTrρ|ψ(β)>a

†
αa
†
κ+Trρ|ψ(β)>aκaα
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+(−1)1+αTrρ|ψ(β)>aκa
†
α+ (−1)1+κTrρ|ψ(β)>aαa

†
κ+ (−1)α+κTrρ|ψ(β)>a

†
κa
†
α

−2[Trρ|ψ(β)>aκTrρ|ψ(β)>aα+ (−1)1+αTrρ|ψ(β)>aκTrρ|ψ(β)>a
†
α

+(−1)1+κTrρ|ψ(β)>a
†
κTrρ|ψ(β)>aα+ (−1)α+κTrρ|ψ(β)>a

†
κTrρ|ψ(β)>a

†
α]}. (4.12)

Como [aα,aκ] = 0 e [a†α,a†κ] = 0 ∀α,κ, então podemos escrever a equação acima da seguinte

forma:

Vακ = fαfκ
4 {2Trρ|ψ(β)>aαaκ+ 2(−1)α+κTrρ|ψ(β)>a

†
κa
†
α

+(−1)1+α[Trρ|ψ(β)>a
†
αaκ+Trρ|ψ(β)>aκa

†
α]

+(−1)1+κ[Trρ|ψ(β)>aαa
†
κ+Trρ|ψ(β)>a

†
κaα]

−2[Trρ|ψ(β)>aα+ (−1)1+αTrρ|ψ(β)>a
†
α]

×[Trρ|ψ(β)>aκ+ (−1)1+κTrρ|ψ(β)>a
†
κ]. (4.13)

que é a forma mais simples, mantendo a generalidade, que o matriz variância pode ser expressa.

Considerando que a matriz de variância é simétrica, isto é,

Vακ = Trρ|ψ(β)>{∆ξα,∆ξκ}

= Trρ|ψ(β)>{∆ξκ,∆ξα}

= Vκα (4.14)

precisamos calcular somente os 6 elementos da parte triangular superior e os elementos da

diagonal da matriz de variância. Além disso, como [a,a†] = 1 então

Trρ|ψ(β)>aαa
†
α = Trρ|ψ(β)>+Trρ|ψ(β)>a

†
αaα

= 1 +Trρ|ψ(β)>a
†
αaα,

e sabendo que Tr(A†) = (TrA)∗ temos que

Tr(ρ|ψ(β)>AB)† = TrB†A†ρ|ψ(β)>

= Trρ|ψ(β)>B
†A†

= Tr(ρ|ψ(β)>AB)∗,

ou seja,

Tr(ρ|ψ(β)>AB)∗ = Trρ|ψ(β)>B
†A†.

Com essas propriedades, para obtermos os elementos da matriz variância, é suficiente calcu-
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lar os valores esperados abaixo enumerados, onde notaremos A = 1
(1+n1(β))(1+n2(β))u1(β)u2(β) ,

ki = ni(β)
1+ni(β) e consideraremos a base {|n′1,n′2 >} que designaremos por {|i, j >} para simpli-

ficar a notação. Temos assim:

•Trρ|ψ(β)>a1a1 = k
+∞∑
i,j=0

< ij|
+∞∑

n1,n2=0
Akn1

1 kn2
2 {|x|2(n1 + 1)a1a1|n1 + 1,n2 >< n1 + 1,n2|

+xy∗
√

(n1 + 1)(n2 + 1)a1a1|n1 + 1,n2 >< n1,n2 + 1|

+x∗y
√

(n1 + 1)(n2 + 1)a1a1|n1,n2 + 1>< n1 + 1,n2|

+|y|2(n2 + 1)a1a1|n1,n2 + 1>< n1,n2 + 1|}|ij >

= A
+∞∑

i,j,n1,n2=0
kn1

1 kn2
2 {|x|2(n1 + 1)

√
n1(n1 + 1)

×< ij|n1−1,n2 >< n1 + 1,n2|ij >

+xy∗(n1 + 1)
√
n1(n2 + 1)< ij|n1−1,n2 >< n1,n2 + 1|ij >

+yx∗
√

(n1−1)n1(n1 + 1)(n2 + 1)< ij|n1−2,n2 + 1>< n1 + 1,n2|ij >

+|y|2(n2 + 1)
√
n1(n1−1)< ij|n1−2,n2 + 1>< n1,n2 + 1|ij >

= A
+∞∑

i,j,n1,n2=0
kn1

1 kn2
2 {|x|2(n1 + 1)

√
n1(n1 + 1)δi,n1−1δj,n2δi,n1+1δj,n2

+xy∗(n1 + 1)
√
n1(n2 + 1)δi,n1−1δj,n2δi,n1δj,n2+1

+yx∗
√

(n1−1)n1(n1 + 1)(n2 + 1)δi,n1−2δj,n2+1δi,n1+1δj,n2

+|y|2(n2 + 1)
√
n1(n1−1)δi,n1−2δj,n2+1δi,n1δj,n2+1}

= 0. (4.15)

•Trρ|ψ(β)>a1a2 =
+∞∑
i,j=0

< ij|
+∞∑

n1,n2=0
Akn1

1 kn2
2 {|x|2(n1 + 1)a1a2|n1 + 1,n2 >< n1 + 1,n2|

+xy∗
√

(n1 + 1)(n2 + 1)a1a2|n1 + 1,n2 >< n1,n2 + 1|

+x∗y
√

(n1 + 1)(n2 + 1)a1a2|n1,n2 + 1>< n1 + 1,n2|

+|y|2(n2 + 1)a1a2|n1,n2 + 1>< n1,n2 + 1|}|ij >

= A
+∞∑

i,j,n1,n2=0
kn1

1 kn2
2 {|x|2(n1 + 1)

√
n2(n1 + 1)

×< ij|n1,n2−1>< n1 + 1,n2|ij >

+xy∗(n1 + 1)
√
n2(n2 + 1)< ij|n1,n2−1>< n1,n2 + 1|ij >
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+yx∗(n2 + 1)
√
n1(n1 + 1)< ij|n1−1,n2 >< n1 + 1,n2|ij >

+|y|2(n2 + 1)
√
n1(n2 + 1)< ij|n1−1,n2 >< n1,n2 + 1|ij >

= A
+∞∑

i,j,n1,n2=0
kn1

1 kn2
2 {|x|2(n1 + 1)

√
n1(n1 + 1)δi,n1δj,n2−1δi,n1+1δj,n2

+xy∗(n1 + 1)
√
n1(n2 + 1)δi,n1δj,n2−1δi,n1δj,n2+1

+yx∗
√

(n1−1)n1(n1 + 1)(n2 + 1)δi,n1−1δj,n2δi,n1+1δj,n2

+|y|2(n2 + 1)
√
n1(n1−1)δi,n1−1δj,n2δi,n1δj,n2+1}

= 0. (4.16)

•Trρ|ψ(β)>a2a2 =
+∞∑
i,j=0

< ij|
+∞∑

n1,n2=0
Akn1

1 kn2
2 {|x|2(n1 + 1)a1a1|n1 + 1,n2 >< n1 + 1,n2|

+xy∗
√

(n1 + 1)(n2 + 1)a1a1|n1 + 1,n2 >< n1,n2 + 1|

+x∗y
√

(n1 + 1)(n2 + 1)a1a1|n1,n2 + 1>< n1 + 1,n2|

+|y|2(n2 + 1)a1a1|n1,n2 + 1>< n1,n2 + 1|}|ij >

= A
+∞∑

i,j,n1,n2=0
kn1

1 kn2
2 {|x|2(n1 + 1)

√
n2(n2−1)

×< ij|n1 + 1,n2−2>< n1 + 1,n2|ij >

+xy∗
√

(n1 + 1)(n2 + 1)n2(n2−1)< ij|n1 + 1,n2−2>< n1,n2 + 1|ij >

+yx∗(n2 + 1)
√

(n1 + 1)n2 < ij|n1,n2−1>< n1 + 1,n2|ij >

+|y|2(n2 + 1)
√
n2(n2 + 1)< ij|n1,n2−1>< n1,n2 + 1|ij >

= A
+∞∑

i,j,n1,n2=0
kn1

1 kn2
2 {|x|2(n1 + 1)

√
n1(n1 + 1)δi,n1+1δj,n2−2δi,n1+1δj,n2

+xy∗(n1 + 1)
√
n1(n2 + 1)δi,n1+1δj,n2−2δi,n1δj,n2+1

+yx∗
√

(n1−1)n1(n1 + 1)(n2 + 1)δi,n1δj,n2−1δi,n1+1δj,n2

+|y|2(n2 + 1)
√
n1(n1−1)δi,n1δj,n2−1δi,n1δj,n2+1}

= 0. (4.17)
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•Trρ|ψ(β)>a1 =
+∞∑
i,j=0

< ij|
+∞∑

n1,n2=0
Akn1

1 kn2
2 {|x|2(n1 + 1)a1|n1 + 1,n2 >< n1 + 1,n2|+

+xy∗
√

(n1 + 1)(n2 + 1)a1|n1 + 1,n2 >< n1,n2 + 1|

+x∗y
√

(n1 + 1)(n2 + 1)a1|n1,n2 + 1>< n1 + 1,n2|

+|y|2(n2 + 1)a1|n1,n2 + 1>< n1,n2 + 1|}|ij >

= A
+∞∑

i,j,n1,n2=0
kn1

1 kn2
2 {|x|2(n1 + 1)

√
(n1 + 1)

×< ij|n1,n2 >< n1 + 1,n2|ij >

+xy∗(n1 + 1)
√

(n2 + 1)< ij|n1,n2 >< n1,n2 + 1|ij >

+yx∗
√
n1(n1 + 1)(n2 + 1)< ij|n1−1,n2 + 1>< n1 + 1,n2|ij >

+|y|2(n2 + 1)√n1 < ij|n1−1,n2 + 1>< n1,n2 + 1|ij >

= A
+∞∑

i,j,n1,n2=0
kn1

1 kn2
2 {|x|2(n1 + 1)

√
(n1 + 1)δi,n1δj,n2δi,n1+1δj,n2

+xy∗(n1 + 1)
√

(n2 + 1)δi,n1δj,n2δi,n1δj,n2+1

+yx∗
√
n1(n1 + 1)(n2 + 1)δi,n1−1δj,n2+1δi,n1+1δj,n2

+|y|2(n2 + 1)√n1δi,n1−1δj,n2+1δi,n1δj,n2+1}

= 0. (4.18)

•Trρ|ψ(β)>a2 =
+∞∑
i,j=0

< ij|
+∞∑

n1,n2=0
Akn1

1 kn2
2 {|x|2(n1 + 1)a2|n1 + 1,n2 >< n1 + 1,n2|

+xy∗
√

(n1 + 1)(n2 + 1)a2|n1 + 1,n2 >< n1,n2 + 1|

+x∗y
√

(n1 + 1)(n2 + 1)a2|n1,n2 + 1>< n1 + 1,n2|

+|y|2(n2 + 1)a2|n1,n2 + 1>< n1,n2 + 1|}|ij >

= A
+∞∑

i,j,n1,n2=0
kn1

1 kn2
2 {|x|2(n1 + 1)√n2

×< ij|n1 + 1,n2−1>< n1 + 1,n2|ij >

+xy∗
√

(n1 + 1)n2(n2 + 1)< ij|n1 + 1,n2−1>< n1,n2 + 1|ij >

+yx∗(n2 + 1)
√

(n1 + 1)(n2 + 1)< ij|n1,n2 >< n1 + 1,n2|ij >

+|y|2(n2 + 1)
√

(n2 + 1)< ij|n1,n2 >< n1,n2 + 1|ij >
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= A
+∞∑

i,j,n1,n2=0
kn1

1 kn2
2 {|x|2(n1 + 1)√n2δi,n1+1δj,n2−1δi,n1+1δj,n2

+xy∗
√

(n1 + 1)n2(n2 + 1)δi,n1+1δj,n2−1δi,n1δj,n2+1

+yx∗(n2 + 1)
√

(n1 + 1)δi,n1δj,n2δi,n1+1δj,n2

+|y|2(n2 + 1)
√

(n2 + 1)δi,n1δj,n2δi,n1δj,n2+1}

= 0. (4.19)

•Trρ|ψ(β)>a
†
1a1 =

+∞∑
i,j=0

< ij|
+∞∑

n1,n2=0
Akn1

1 kn2
2 {|x|2(n1 + 1)a†1a1|n1 + 1,n2 >< n1 + 1,n2|

+xy∗
√

(n1 + 1)(n2 + 1)a†1a1|n1 + 1,n2 >< n1,n2 + 1|

+x∗y
√

(n1 + 1)(n2 + 1)a†1a1|n1,n2 + 1>< n1 + 1,n2|

+|y|2(n2 + 1)a†1a1|n1,n2 + 1>< n1,n2 + 1|}|ij >

= A
+∞∑

i,j,n1,n2=0
kn1

1 kn2
2 {|x|2(n1 + 1)2 < ij|n1 + 1,n2 >< n1 + 1,n2|ij >

+xy∗(n1 + 1)
√

(n1 + 1)(n2 + 1)< ij|n1 + 1,n2 >< n1,n2 + 1|ij >

+yx∗n1
√

(n1 + 1)(n2 + 1)< ij|n1,n2 + 1>< n1 + 1,n2|ij >

+|y|2n1(n2 + 1)< ij|n1,n2 + 1>< n1,n2 + 1|ij >

= A
+∞∑

i,j,n1,n2=0
kn1

1 kn2
2 {|x|2(n1 + 1)2δi,n1+1δj,n2δi,n1+1δj,n2

+xy∗(n1 + 1)
√

(n1 + 1)(n2 + 1)δi,n1+1δj,n2δi,n1δj,n2+1

+yx∗n1
√

(n1 + 1)(n2 + 1)δi,n1δj,n2+1δi,n1+1δj,n2

+|y|2(n2 + 1)n1δi,n1δj,n2+1δi,n1δj,n2+1}

= A
+∞∑

n1,n2=0
kn1

1 kn2
2 {|x|2(n1 + 1)2 + |y|2(n2 + 1)n1}

= A{|x|2 1
1−k2

k1 + 1
(1−k1)3 + |y|2 1

(1−k2)2
k1

(1−k1)2}

= 1
(1 +n1(β)) 3

2 (1 +n2(β)) 3
2
{|x|2[(1 +n2(β))(1 +n1(β))3(1 + n1(β)

1 +n1(β) ]

+|y|2[(1 +n2(β))2(1 +n1(β))2 n1(β)
1 +n1(β) ]}

= |x|2[(1 +n2(β))(1 + 2n1(β))] + |y|2[(1 +n2(β))n1(β)]
(1 +n1(β)) 1

2 (1 +n2(β)) 1
2

, (4.20)

onde as somas foram efetuadas utilizando o apêndice A.
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•Trρ|ψ(β)>a
†
1a2 =

+∞∑
i,j=0

< ij|
+∞∑

n1,n2=0
Akn1

1 kn2
2 {|x|2(n1 + 1)a†1a2|n1 + 1,n2 >< n1 + 1,n2|

+xy∗
√

(n1 + 1)(n2 + 1)a†1a2|n1 + 1,n2 >< n1,n2 + 1|

+x∗y
√

(n1 + 1)(n2 + 1)a†1a2|n1,n2 + 1>< n1 + 1,n2|

+|y|2(n2 + 1)a†1a2|n1,n2 + 1>< n1,n2 + 1|}|ij >

= A
+∞∑

i,j,n1,n2=0
kn1

1 kn2
2 {|x|2(n1 + 1)

√
(n1 + 2)n2

×< ij|n1 + 2,n2−1>< n1 + 1,n2|ij >

+xy∗
√

(n1 + 1)(n1 + 2)n2(n2 + 1)< ij|n1 + 2,n2−1>< n1,n2 + 1|ij >

+yx∗(n1 + 1)(n2 + 1)< ij|n1 + 1,n2 >< n1 + 1,n2|ij >

+|y|2(n2 + 1)
√

(n1 + 1)(n2 + 1)< ij|n1 + 1,n2 >< n1,n2 + 1|ij >

= A
+∞∑

i,j,n1,n2=0
kn1

1 kn2
2 {|x|2(n1 + 1)

√
(n1 + 1)n2δi,n1+2δj,n2−1δi,n1+1δj,n2

+xy∗
√

(n1 + 1)(n1 + 2)n2(n2 + 1)δi,n1+2δj,n2−1δi,n1δj,n2+1

+yx∗(n1 + 1)(n2 + 1)δi,n1+1δj,n2δi,n1+1δj,n2

+|y|2(n2 + 1)
√

(n1 + 1)(n2 + 1)δi,n1+δj,n2δi,n1δj,n2+1}

= Ayx∗
+∞∑
n1=0
{kn1

1 (n1 + 1)}
+∞∑
n2=0
{kn2

2 (n2 + 1)}

= Ayx∗
1

(1−k1)2
1

(1−k2)2

= yx∗
1

(1 +n1(β)) 3
2 (1 +n2(β)) 3

2
(1 +n1(β))2(1 +n2(β))2

= yx∗
√

(1 +n1(β))(1 +n2(β)) (4.21)

•Trρ|ψ(β)>a
†
2a2 =

+∞∑
i,j=0

< ij|
+∞∑

n1,n2=0
Akn1

1 kn2
2 {|x|2(n1 + 1)a†2a2|n1 + 1,n2 >< n1 + 1,n2|

+xy∗
√

(n1 + 1)(n2 + 1)a†2a2|n1 + 1,n2 >< n1,n2 + 1|

+x∗y
√

(n1 + 1)(n2 + 1)a†2a2|n1,n2 + 1>< n1 + 1,n2|

+|y|2(n2 + 1)a†2a2|n1,n2 + 1>< n1,n2 + 1|}|ij >
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= A
+∞∑

i,j,n1,n2=0
kn1

1 kn2
2 {|x|2(n1 + 1)n2 < ij|n1 + 1,n2 >< n1 + 1,n2|ij >

+xy∗n2
√
n1(n2 + 1)< ij|n1 + 1,n2 >< n1,n2 + 1|ij >

+yx∗(n2 + 1)
√

(n1 + 1)(n2 + 1)< ij|n1,n2 + 1>< n1 + 1,n2|ij >

+|y|2(n2 + 1)2 < ij|n1,n2 + 1>< n1,n2 + 1|ij >

= A
+∞∑

i,j,n1,n2=0
kn1

1 kn2
2 {|x|2(n1 + 1)n2δi,n1+1δj,n2δi,n1+1δj,n2

+xy∗n2
√
n1(n2 + 1)δi,n1+1δj,n2δi,n1δj,n2+1

+yx∗(n2 + 1)
√

(n1)(n2 + 1)δi,n1δj,n2+1δi,n1+1δj,n2

+|y|2(n2 + 1)2δi,n1δj,n2+1δi,n1δj,n2+1}

= A
+∞∑

n1,n2=0
kn1

1 kn2
2 {|x|2(n1 + 1)n2 + |y|2(n2 + 1)2}

que é a mesma série para Trρ|ψ(β)>a
†
1a1, só que trocando x com y, e k1 com k2, i.é, x↔ y e

k1↔ k2. Portanto

Trρ|ψ(β)>a
†
2a2 = |y|

2[(1 +n1(β))(1 + 2n2(β))] + |x|2[(1 +n1(β))n2(β)]
(1 +n2(β)) 1

2 (1 +n1(β)) 1
2

. (4.22)

Nas expressões utilizamos que δi,n1+aδi,n1+b =⇒ i=n1 +a e i=n1 +b, que só tem solução

se a=b, e que para todos os outros casos o produto das deltas é nulo. Utilizamos também que

ki = ni(β)
1 +ni(β) =⇒

1−ki = 1 +ni(β)−ni(β)
1 +ni(β) = 1

1 +ni(β) ,

que ui(β) =
√

1 +ni(β) e que as séries que são todas convergentes podem ser calculadas a

partir da série geométrica.

Considerando os valores nulos acima encontrados, a expressão (4.13) torna-se:

Vακ = fαfκ
4 {(−1)1+α[Trρ|ψ(β)>a

†
αaκ+Trρ|ψ(β)>aκa

†
α]+

(−1)1+κ[Trρ|ψ(β)>aαa
†
κ+Trρ|ψ(β)>a

†
κaα,} (4.23)
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cujos elementos de matriz em termos dos valores esperados não nulos são

•V1,1 = 1
4{(−1)2[Trρ|ψ(β)>a

†
1a1 +Trρ|ψ(β)>a1a

†
1]

+(−1)2[Trρ|ψ(β)>a1a
†
1 +Trρ|ψ(β)>a

†
1a1]}

= 1
2[Trρ|ψ(β)>a

†
1a1 +Trρ|ψ(β)>a1a

†
1]

= Trρ|ψ(β)>a
†
1a1 + 1

2 . (4.24)

•V1,2 = i

4{(−1)2[Trρ|ψ(β)>a
†
1a1 +Trρ|ψ(β)>a1a

†
1]

+(−1)3[Trρ|ψ(β)>a1a
†
1 +Trρ|ψ(β)>a

†
1a1]}

= 0. (4.25)

•V1,3 = 1
4{(−1)2[Trρ|ψ(β)>a

†
1a2 +Trρ|ψ(β)>a2a

†
1]

+(−1)4[Trρ|ψ(β)>a1a
†
2 +Trρ|ψ(β)>a

†
2a1]}

= 1
2[Trρ|ψ(β)>a

†
1a2 +Tr∗ρ|ψ(β)>a

†
1a2]. (4.26)

•V1,4 = i

4{(−1)2[Trρ|ψ(β)>a
†
1a2 +Trρ|ψ(β)>a2a

†
1]

+(−1)5[Trρ|ψ(β)>a1a
†
2 +Trρ|ψ(β)>a

†
2a1]}

= 1
2[Trρ|ψ(β)>a

†
1a2−Tr∗ρ|ψ(β)>a

†
1a2]. (4.27)

•V2,2 = −1
4 {(−1)3[Trρ|ψ(β)>a

†
1a1 +Trρ|ψ(β)>a1a

†
1]

+(−1)3[Trρ|ψ(β)>a1a
†
1 +Trρ|ψ(β)>a

†
1a1]}

= 1
2[Trρ|ψ(β)>a

†
1a1 +Trρ|ψ(β)>a1a

†
1]

= Trρ|ψ(β)>a
†
1a1 + 1

2 . (4.28)



69

•V2,3 = i

4{(−1)3[Trρ|ψ(β)>a
†
1a2 +Trρ|ψ(β)>a2a

†
1]

+(−1)4[Trρ|ψ(β)>a1a
†
2 +Trρ|ψ(β)>a

†
2a1]}

= i

2[−Trρ|ψ(β)>a
†
1a2 +Tr∗ρ|ψ(β)>a

†
1a2]. (4.29)

•V2,4 = −1
4 {(−1)3[Trρ|ψ(β)>a

†
1a2 +Trρ|ψ(β)>a2a

†
1]

+(−1)5[Trρ|ψ(β)>a1a
†
2 +Trρ|ψ(β)>a

†
2a1]}

= 1
2[Trρ|ψ(β)>a

†
1a2 +Tr∗ρ|ψ(β)>a

†
1a2]. (4.30)

•V3,3 = 1
4{(−1)4[Trρ|ψ(β)>a

†
2a2 +Trρ|ψ(β)>a2a

†
2]

+(−1)4[Trρ|ψ(β)>a2a
†
2 +Trρ|ψ(β)>a

†
2a2]}

= 1
2[Trρ|ψ(β)>a

†
2a2 +Trρ|ψ(β)>a2a

†
2]

= Trρ|ψ(β)>a
†
2a2 + 1

2 . (4.31)

•V3,4 = i

4{(−1)4[Trρ|ψ(β)>a
†
2a2 +Trρ|ψ(β)>a2a

†
2]

+(−1)5[Trρ|ψ(β)>a2a
†
2 +Trρ|ψ(β)>a

†
2a2]}

= 0. (4.32)

•V4,4 = −1
4 {(−1)5[Trρ|ψ(β)>a

†
2a2 +Trρ|ψ(β)>a2a

†
2]

+(−1)5[Trρ|ψ(β)>a2a
†
2 +Trρ|ψ(β)>a

†
2a2]}

= 1
2[Trρ|ψ(β)>a

†
2a2 +Trρ|ψ(β)>a2a

†
2]

= Trρ|ψ(β)>a
†
2a2 + 1

2 . (4.33)
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Denotando

α = Trρ|ψ(β)>a
†
1a1, σ = Trρ|ψ(β)>a

†
2a2,

η = Trρ|ψ(β)>a
†
1a2 +Tr∗ρ|ψ(β)>a

†
1a2 e ν = Trρ|ψ(β)>a

†
1a2−Tr∗ρ|ψ(β)>a

†
1a2,

(4.34)

a matriz variância fica da forma

V =



α+ 1
2 0 η

2
iν
2

0 α+ 1
2

−iν
2

η
2

η
2

−iν
2 σ+ 1

2 0
iν
2

η
2 0 σ+ 1

2

 =
 A C

CT B

 , (4.35)

onde

A=
 α+ 1

2 0
0 α+ 1

2

 , B =
 σ+ 1

2 0
0 σ+ 1

2

 e C =
 η

2
iν
2

−iν
2

η
2

 ; (4.36)

de modo que,

detA= (α+ 1
2)2, detB = (σ+ 1

2)2 e detC = 1
4(η2−ν2) (4.37)

4.1.3 A DCT e o Critério de Simon

Tendo determinado a matriz de variância podemos analisar o critério de Simon que diz,

com nossa notação, se

detAdetB+ (1
4 −|detC|)

2−Tr(AJCJBJCTJ)≥ detA+detB

4 , (4.38)

onde J é a matriz (3.36), então o estado é separável. Calculemos cada um dos fatores em (4.38).

Segue que

Tr[AJCJBJCTJ ] = Tr[J(α+ 1/2)IJCJ(σ+ 1/2)IJCT )
= Tr[(α+ 1/2)(σ+ 1/2)JIJCJIJCT )
= Tr[(α+ 1/2)(σ+ 1/2)(−I)C(−I)CT )
= Tr[(α+ 1/2)(σ+ 1/2)CCT ]
= (α+ 1/2)(σ+ 1/2)(η

2−ν2

2 )

(4.39)
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onde usamos que a matriz identidade comuta com toda matriz,

J2 =
 −1 0

0 −1

 (4.40)

e que por (4.36)

CCT =
 η

2
iν
2

−iν
2

η
2

 η
2

−iν
2

iν
2

η
2

 = η2−ν2

4 I. (4.41)

Substituindo em (4.38) o resultado (4.39) e os valores dos determinantes dados por (4.37)

encontramos para o critério de Simon a expressão:

(α+ 1/2)2(σ+ 1/2)2 + (1−|η2−ν2|)2

16 − (α+ 1/2)(σ+ 1/2)(η
2−ν2

2 )≥

(α+ 1/2)2 + (σ+ 1/2)2

4 . (4.42)

Expandindo os termos dessa expressão, podemos simplificar a equação (4.42), obtendo

(α2 +α)(σ2 +σ) + (|η2−ν2|)2

16 ≥ |η
2−ν2|

4 {2ασ+α+σ+ 1}. (4.43)

Visando analisar gráficos, consideremos a expressão (4.43) para ω1 = ω2 = ω, ou seja,

n1(β) = n2(β) = n(β). Temos assim

α = Tr(ρ|ψ(β)>a
†
1a1

= |x|2[(1+n(β))(1+2n(β))]+|y|2[(1+n(β))n(β)]
(1+n(β))

1
2 (1+n(β))

1
2

= |x|2(1 + 2n(β)) + |y|2n(β),
(4.44)

σ = Tr(ρ|ψ(β)>a
†
2a2

= |y|2[(1+n(β))(1+2n(β))]+|x|2[(1+n(β))n(β)]
(1+n(β))

1
2 (1+n(β))

1
2

= |y|2(1 + 2n(β)) + |x|2n(β),
(4.45)

η = Tr(ρ|ψ(β)>a
†
1a2 +Tr(ρ|ψ(β)>a

†
1a2

= yx∗(1 +n(β)) +xy∗(1 +n(β))
= (1 +n(β))(yx∗+xy∗),

(4.46)
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ν = Tr(ρ|ψ(β)>a
†
1a2−Tr(ρ|ψ(β)>a

†
1a2

= yx∗(1 +n(β))−xy∗(1 +n(β))
= (1 +n(β))(yx∗−y∗x),

(4.47)

e

η2−ν2 = [(1 +n(β))(yx∗+xy∗)]2− [(1 +n(β))(yx∗−y∗x)]2

= [(1 +n(β))]24|y|2|x|2. (4.48)

Pela condição de normalização, |x|2 + |y|2 = 1, ou seja, |y|2 = 1−|x|2 que substituída nas

equações (4.44), (4.45) e (4.48) resulta em

α = |x|2(1 +n(β)) +n(β), (4.49)

σ = 1 + 2n(β)−|x|2(1 +n(β)), (4.50)

e
η2−ν2 = [(1 +n(β))(yx∗+xy∗)]2− [(1 +n(β))(yx∗−y∗x)]2

= [(1 +n(β))]24(1−|x|2)|x|2. (4.51)

Substituindo as expressões (4.49), (4.50) e (4.51) em (4.43), teremos a equação

{(|x|2(1 +n(β)) +n(β))2 + (|x|2(1 +n(β)) +n(β))}
{(1 + 2n(β)−|x|2(1 +n(β)))2 + (1 + 2n(β)−|x|2(1 +n(β)))}+ ([(1+n(β))]24(1−|x|2)|x|2)2

16 ≥
[(1+n(β))]24(1−|x|2)|x|2

4 {2(|x|2(1 +n(β)) +n(β))(1 + 2n(β)−|x|2(1 +n(β)))
+(|x|2(1 +n(β)) +n(β)) + (1 + 2n(β)−|x|2(1 +n(β))) + 1}

(4.52)

que assume a forma

2n(β) + 8n(β)2 + 10n(β)3 + 4n(β)4 ≥ 2|x|2−|x|4−2|x|6 + |x|8. (4.53)

Substituindo n(β) = 1
eβω−1 em (4.53), temos que,
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2 1
eβω−1 + 8( 1

eβω−1)2 + 10( 1
eβω−1)3 + 4( 1

eβω−1)4 ≥ 2|x|2−|x|4−2|x|6 + |x|8,

ou seja,

2e
3βω + e2βω

(eβω−1)4 ≥ 2|x|2−|x|4−2|x|6 + |x|8. (4.54)

uma expressão por nós obtida para o critério de Simon que possibilita uma análise dos estados

termalizados (4.3)

4.1.4 Análise das Relações (4.53) e (4.54)

Primeiramente, analisando o lado direito da expressão (4.53), encontramos que

y(x) = 2|x|2−|x|4−2|x|6 + |x|8 ≥ 0;∀x ∈ [0,1] (4.55)

e

2|x|2−|x|4−2|x|6 + |x|8 = 0⇐⇒ x= 0 e 1. (4.56)

Figura 4.1: Gráfico de y(x) = 2|x|2−|x|4−2|x|6 + |x|8

Para x = 0 ou x = 1, temos que |ψ >= |01 > ou |ψ >= |10 > respectivamente. Notando

2e
3βω+e2βω

(eβω−1)4 de g(βω), temos então que o critério de Simon para que o estado do tipo Bell (4.1)

seja separável pode ser escrito por (4.54) como

g(βω)≥ y(|x|). (4.57)

Como o domínio de valores de g(βω) varia de zero a infinito pode-se concluir que, para
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qualquer valor de βω a desigualdade nunca será violada. Portanto, esses estados serão sempre

separáveis para qualquer temperatura, o que é razoável.

Dado um valor y(|x|) > 0, haverá sempre algum valor de βω para o qual a relação (4.57)

será violada, ou seja, dado um estado normalizado do tipo Bell o emaranhamento à temperatura

finita pode ser agora caracterizado de forma efetiva em termos do valor de T e da frequência

ω, uma vez que βω = ω
kbT

com kb a constante de Boltzmann. Dito de outra forma, para todo

estado emaranhado do tipo Bell dado por (4.3) 1 podemos afimar que para cada frequência

existe uma temperatura onde o sistema é emaranhado, e uma onde não podemos mais garantir

que o emaranhamento seja preservado.

Fazendo a análise para T → 0 temos que β → +∞ e n(β)→ 0; então, por (4.53), a desi-

gualdade é sempre violada para todo estado emaranhado do tipo Bell(4.1) , ou seja, se o estado

for emaranhado, a tendência dele é permanecer emaranhado. A partir disso podemos inferir que

a morte súbita do emaranhamento tem uma forte relação com a temperatura do sistema, isto é,

a perda do emaranhamento está fortemente relacionada à perda da correlaçao com o ambiente.

Fazendo agora a análise para T →+∞ temos que β→ 0 e n(β)→+∞; assim por (4.53),

a desigualdade é sempre satisfeita independente do valor de x. Portanto, quando aumentarmos

gradativamente a temperatura, o estado tenderá a perder a sua correlação inicial tornando-se

separável.

Para o caso específico do estado de Bell com |x|2 = 1/2, temos que a relação (4.53) fica da

forma

2n(β) + 8n(β)2 + 10n(β)3 + 4n(β)4 ≥ 0,5625 (4.58)

A igualdade para a equação (4.58) é obtida quando n(β) = 0,1589.

Considerando (4.54) e n(β) = 1
eβω−1 , temos que

2e
3βω + e2βω

(eβω−1)4 ≥ 0,5625. (4.59)

que pode ser observada na Figura (4.3).

Em (4.59) a igualdade é satisfeita para βω = 1,98629; com isso, para

βω}≤ 1,98629,
1Para o estado ser emaranhado, por (4.3) uma condição necessária é que que |x| 6= 0 e |x| 6= 1, pela condição

de normalização.
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Figura 4.2: Gráfico de 2n+ 8n2 + 10n3 + 4n4 ≥ 0,5625

Figura 4.3: Gráfico de e3x+e2x

(ex−1)4 ≥ 0,28125

ou seja,
ω

T
≤ 1,98629kb

}
= 2,60047.1011 Hertz

Kelvin
(4.60)

onde reintroduzimos } a partir de uma análise dimensional2.

Pela referência [40], que fez um estudo com o átomo de Itérbio (171Y b+) de estados de Bell

na frequência 12,643GHz, encontramos que para temperatura T < 0,05K, o sistema preserva o

emaranhamento, isto é, viola a desigualdade.

Para T = 300K, encontramos uma frequência da ordem de 7,80141x1013 Hertz, ou seja,

nosso desenvolvimento permite estimar que para uma frequência dessa ordem o sistema poderá

2O expoente da expoencial deve ser adimensional; então, como β tem dimensão inversa de energia é necessário
que o numerador tenha dimensão de energia. Consequentemente devemos ter }ω.
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ter todas as suas correlações preservadas à temperatura ambiente.

A relação (4.60) possibilita também uma análise mais audaciosa do emaranhamento. Com

esse objetivo, notemos que podemos reescrevê-la como

Ttemperatura ≥
2π

Tperíodo2,60047x1011 ,

ou seja,

TtemperaturaTperíodo ≥ 2,41617x10−11, (4.61)

onde estamos utilizando os índices temperatura e período para diferenciar o T.

A expressão (4.61) permite escrever uma relação do tipo

Ttemperaturattempo ≥ 2,41617x10−11

ou, de forma mais geral

Ttemperaturattempo ≥ a ∈ R, (4.62)

com a uma constante para cada sistema. Considerando então que (4.62) é uma relação que

surge da condição para que o sistema seja separável chega-se à ideia de que a morte súbita do

emaranhamento estaria relacionada com a própria evolução temporal do sistema; isto é, para

cada temperatura há um intervalo de tempo para o qual a própria evolução temporal do sistema

pode levar ao término do emaranhamento.

4.2 Cálculo da Fidelidade Quântica

A fidelidade, que é uma medida de distância, pode ser definida como3 F =
√
< ψ|ρψ(β)|ψ >,

e informa, em nosso caso, o quanto o estado |ψ > está se distanciando dele mesmo considerando

à influência da temperatura. Logo

F =
√

[< 10|x∗+< 01|y∗]ρ|ψ(β)>[x|10>+y|01>] (4.63)

onde ω1 = ω2 = ω, o que implica em n1(β) = n2(β) = n(β). Usando ρ|ψ(β)> dado por (4.7)

temos de calcular os termos que aparecem em (4.7) e enumerados abaixo.

3A Fidelidade Quântica pode ser definida de forma mais geral, relacionando a distância entre quaisquer dois
estados.
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•< 10|ρψ(β)|10> = < 10|
+∞∑

n1,n2=0
Akn1

1 kn2
2

{|x|2(n1 + 1)|n1 + 1,n2 >< n1 + 1,n2|

+xy∗
√

(n1 + 1)(n2 + 1)|n1 + 1,n2 >< n1,n2 + 1|

+x∗y
√

(n1 + 1)(n2 + 1)|n1,n2 + 1>< n1 + 1,n2|

+|y|2(n2 + 1)|n1,n2 + 1>< n1,n2 + 1|}|10>

=
+∞∑

n1,n2=0
Akn1

1 kn2
2 {|x|2(n1 + 1)< 10|n1 + 1,n2 >< n1 + 1,n2|10>

+xy∗
√

(n1 + 1)(n2 + 1)< 10|n1 + 1,n2 >< n1,n2 + 1|10>

+x∗y
√

(n1 + 1)(n2 + 1)< 10|n1,n2 + 1>< n1 + 1,n2|10>

+|y|2(n2 + 1)< 10|n1,n2 + 1>< n1,n2 + 1||10>}

=
+∞∑

n1,n2=0
Akn1

1 kn2
2 {|x|2(n1 + 1)δn1+1,1δn2,0δn1+1,1δn2,0

+xy∗
√

(n1 + 1)(n2 + 1)δn1+,1δn2,0δn1,1δn2+1,0

+x∗y
√

(n1 + 1)(n2 + 1)δn1,1δn2+1,0δn1+1,1δn2,0

+|y|2(n2 + 1)δn1,1δn2+1,0δn1,1δn2+1,0}.

Analisando cada parcela temos que n1 = 0 = n2 para o termo |x|2 e os termos xy∗ e x∗y são

nulos, já que não existem n1 e n2 que satisfaçam as relações determinadas pelas deltas. Para

o caso do termo com |y|2, teremos que n2 = −1, mas -1 não pertence a soma, isto é, n2 ∈ N.

Com isso, encontramos

< 10|ρψ(β)|10> = A|x|2

= |x|2

(1 +n(β))3 . (4.64)
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•< 10|ρψ(β)|01> = < 10|
+∞∑

n1,n2=0
Akn1

1 kn2
2

{|x|2(n1 + 1)|n1 + 1,n2 >< n1 + 1,n2|

+xy∗
√

(n1 + 1)(n2 + 1)|n1 + 1,n2 >< n1,n2 + 1|

+x∗y
√

(n1 + 1)(n2 + 1)|n1,n2 + 1>< n1 + 1,n2|

+|y|2(n2 + 1)|n1,n2 + 1>< n1,n2 + 1|}|01>

=
+∞∑

n1,n2=0
Akn1

1 kn2
2 {|x|2(n1 + 1)< 10|n1 + 1,n2 >< n1 + 1,n2|01>

+xy∗
√

(n1 + 1)(n2 + 1)< 10|n1 + 1,n2 >< n1,n2 + 1|01>

+x∗y
√

(n1 + 1)(n2 + 1)< 10|n1,n2 + 1>< n1 + 1,n2|01>

+|y|2(n2 + 1)< 10|n1,n2 + 1>< n1,n2 + 1||01>}

=
+∞∑

n1,n2=0
Akn1

1 kn2
2 {|x|2(n1 + 1)δn1+1,1δn2,0δn1+1,0δn2,

+xy∗
√

(n1 + 1)(n2 + 1)δn1+1,1δn2,0δn1,0δn2+1,1

+x∗y
√

(n1 + 1)(n2 + 1)δn1,1δn2+1,0δn1+1,0δn2,1

+|y|2(n2 + 1)δn1,1δn2+1,0δn1,0δn2+1,1}.

A análise das deltas mostra que n1 = 0 = n2 para o termo xy∗ e todos os outros termos são

nulos; assim

< 10|ρψ(β)|01> = Axy∗

= xy∗

(1 +n(β))3 . (4.65)
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•< 01|ρψ(β)|10> = < 01|
+∞∑

n1,n2=0
Akn1

1 kn2
2

{|x|2(n1 + 1)|n1 + 1,n2 >< n1 + 1,n2|

+xy∗
√

(n1 + 1)(n2 + 1)|n1 + 1,n2 >< n1,n2 + 1|

+x∗y
√

(n1 + 1)(n2 + 1)|n1,n2 + 1>< n1 + 1,n2|

+|y|2(n2 + 1)|n1,n2 + 1>< n1,n2 + 1|}|10>

=
+∞∑

n1,n2=0
Akn1

1 kn2
2 {|x|2(n1 + 1)< 01|n1 + 1,n2 >< n1 + 1,n2|10>

+xy∗
√

(n1 + 1)(n2 + 1)< 01|n1 + 1,n2 >< n1,n2 + 1|10>

+x∗y
√

(n1 + 1)(n2 + 1)< 01|n1,n2 + 1>< n1 + 1,n2|10>

+|y|2(n2 + 1)< 01|n1,n2 + 1>< n1,n2 + 1||10>}

=
+∞∑

n1,n2=0
Akn1

1 kn2
2 {|x|2(n1 + 1)δn1+1,0δn2,1δn1+1,1δn2,0

+xy∗
√

(n1 + 1)(n2 + 1)δn1+,0δn2,1δn1,1δn2+1,0

+x∗y
√

(n1 + 1)(n2 + 1)δn1,0δn2+1,1δn1+1,1δn2,0

+|y|2(n2 + 1)δn1,0δn2+1,1δn1,1δn2+1,0},

(4.66)

o que implica em n1 = 0 = n2 para o termo x∗y e todos os outros termos nulos, resultando em

< 10|ρψ(β)|10> = Ax∗y

= x∗y

(1 +n(β))3 . (4.67)
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•< 01|ρψ(β)|01> = < 01|
+∞∑

n1,n2=0
Akn1

1 kn2
2

{|x|2(n1 + 1)|n1 + 1,n2 >< n1 + 1,n2|

+xy∗
√

(n1 + 1)(n2 + 1)|n1 + 1,n2 >< n1,n2 + 1|

+x∗y
√

(n1 + 1)(n2 + 1)|n1,n2 + 1>< n1 + 1,n2|

+|y|2(n2 + 1)|n1,n2 + 1>< n1,n2 + 1|}|01>

=
+∞∑

n1,n2=0
Akn1

1 kn2
2 {|x|2(n1 + 1)< 01|n1 + 1,n2 >< n1 + 1,n2|01>

+xy∗
√

(n1 + 1)(n2 + 1)< 01|n1 + 1,n2 >< n1,n2 + 1|01>

+x∗y
√

(n1 + 1)(n2 + 1)< 01|n1,n2 + 1>< n1 + 1,n2|01>

+|y|2(n2 + 1)< 01|n1,n2 + 1>< n1,n2 + 1||01>}

=
+∞∑

n1,n2=0
Akn1

1 kn2
2 {|x|2(n1 + 1)δn1+1,0δn2,1δn1+1,0δn2,

+xy∗
√

(n1 + 1)(n2 + 1)δn1+,0δn2,1δn1,0δn2+1,1

+x∗y
√

(n1 + 1)(n2 + 1)δn1,0δn2+1,1δn1+1,0δn2,1

+|y|2(n2 + 1)δn1,0δn2+1,1δn1,0δn2+1,1}. (4.68)

Neste caso, temos que n1 = 0 = n2 para o termo |y|2 e todos os outros termos são nulos.

Então

< 10|ρψ(β)|01> = A|y|2

= |y|2

(1 +n(β))3 . (4.69)

Substituindo as equações (4.64), (4.65), (4.67) e (4.69) na expressão da Fidelidade, temos

que

F =
√
|x|2 < 10|ρψ(β)|10>+y∗x < 01|ρψ(β)|10>+yx∗ < 10|ρψ(β)|01>+|y|2 < 01|ρψ(β)|01>

=
√

1
(1 +n(β))3 (|x|4 + |y|2|x|2 + |y|2|x|2 + |y|4)

=
√

1
(1 +n(β))3 (|x|2 + |y|2)2,
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e devido à normalização, |x|2 + |y|2 = 1, o que nos dá,

F = 1
(1 +n(β)) 3

2
. (4.70)

Figura 4.4: Gráfico da Fidelidade x Número de Ocupação

Como n(β) = 1
eβω−1 temos 1 +n(β) = 1

1−e−βω e a expressão (4.70) da Fidelidade fica da

forma

F = (1− e−βω)
3
2 . (4.71)

Figura 4.5: Gráfico da Fidelidade x βω

A relação (4.71) possibilita analisar alguns casos de interesse.
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1. Para T → 0, β → +∞, o que implica que a Fidelidade tende para 1, ou seja, o sistema

tende a permanecer no mesmo estado. Então, se começarmos com um estado emara-

nhado, ele tenderá a continuar emaranhado.

2. Para T → +∞ temos β → 0, o que implica que a Fidelidade tenderá para 0, isto é, o

estado inicial se distancia bastante do final, o que é esperado.

3. Para a situação analisada em [40], onde se encontra ω = 12,643GHz, para o estado de

Bell, pela equação (4.58) temos que n(β) = 0,1589. Substituindo esse valor em (4.70),

temos que

F ≈ 0,8, (4.72)

ou seja, o estado continua bem próximo do original, o que concorda com nosso resultado

obtido pelo critério de Simon.

4.3 Cálculo do Fator de Mandel

Uma das características quânticas dos modos do campo eletromagnético é a estatística sub-

Poissoniana [18]. A natureza da estatística de um estado pode ser determinada pela comparação

da dispersão do operador número com a média desse mesmo operador. O Fator de Mandel, que

é dado por

Q = < (∆N̂)2 >−< N̂ >

< N̂ >

= < N̂2 >−< N̂ >2 −< N̂ >

< N̂ >

= < N̂2 >

< N̂ >
−< N̂ >−1, (4.73)

fornece justamente essa informação. SeQ∈ [−1,0) dizemos que a estatística é sub-Poissoniana;

se Q = 0 dizemos que a estatística é Poissoniana e, para Q > 0, dizemos que a estatística é

super-Poissoniana.

Na DCT, a média será o valor esperado associado ao estado termalizado, de modo que

Q= < ψ(β)|N̂2|ψ(β)>
< ψ(β)|N̂ |ψ(β)>

−< ψ(β)|N̂ |ψ(β)>−1, (4.74)

onde N̂ = N̂1 + N̂2 = a†1a1 +a†2a2. Como foi discutido no capítulo 2
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ai = ui(β)ai(β) +vi(β)ã†i (β)

e

a†i = ui(β)a†i (β) +vi(β)ãi(β), (4.75)

então:

N̂ =
2∑
i=1

[
ui(β)a†i (β) +vi(β)ãi(β)

][
ui(β)ai(β) +vi(β)ã†i (β)

]

=
2∑
i=1

[ui(β)2a†i (β)ai(β) +vi(β)ui(β)a†i (β)ã†i (β)

+vi(β)ui(β)ai(β)ãi(β) +vi(β)2ãi(β)ã†i (β)]

(4.76)

Com isso, o valor esperado térmico do número de ocupação é

< ψ(β)|N̂ |ψ(β)> = |x|2 < β;10, 0̃0|N̂ |β;10, 0̃0>+yx∗ < β;10, 0̃0|N̂ |β;01, 0̃0>

+yx∗ < β;01, 0̃0|N̂ |β;10, 0̃0>+|y|2 < β;01, 0̃0|N̂ |β;01, 0̃0> .

Considerando ω1 = ω2 = ω, temos os resultados seguintes:

• N̂ |β;10, 0̃0> =
2∑
i=1

[u(β)2a†i (β)ai(β)|β;10, 0̃0>+v(β)u(β)a†i (β)ã†i (β)|β;10, 0̃0>

+v(β)u(β)ai(β)ãi(β)|β;10, 0̃0>+v(β)2ãi(β)ã†i (β)]|β;10, 0̃0>

= [u(β)2|β;10, 0̃0>+
√

2v(β)u(β)|β;20, 1̃0>+v(β)2|β;10, 0̃0>]

+[v(β)u(β)|β;11, 0̃1>+v(β)2|β;10, 0̃0>]

o que resulta em

< β;10, 0̃0|N̂ |β;10, 0̃0>= u(β)2 + 2v(β)2 (4.77)

e

< β;01, 0̃0|N̂ |β;10, 0̃0>= 0. (4.78)
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• N̂ |β;01, 0̃0> =
2∑
i=1

[u(β)2a†i (β)ai(β)|β;01, 0̃0>+v(β)u(β)a†i (β)ã†i (β)|β;01, 0̃0>

+v(β)u(β)ai(β)ãi(β)|β;01, 0̃0>+v(β)2ãi(β)ã†i (β)]|β;01, 0̃0>

= [v(β)u(β)|β;11, 1̃0>+v(β)2|β;01, 0̃0>]

+[u(β)2|β;01, 0̃0>+v(β)u(β)
√

2|β;02, 0̃1>+v(β)u(β)v(β)2|β;01, 0̃0>]

resultando em:

< β;10, 0̃0|N̂ |β;01, 0̃0>= 0 (4.79)

e

< β;01, 0̃0|N̂ |β;01, 0̃0>= u(β)2 + 2v(β)2. (4.80)

Portanto, temos que

< ψ(β)|N̂ |ψ(β)> = |x|2(u(β)2 + 2v(β)2) + |y|2(u(β)2 + 2v(β)2)

= u(β)2 + 2v(β)2, (4.81)

onde usamos a condição de normalização.

Para obter < ψ(β)|N̂2|ψ(β)>, precisamos dos resultados:

N̂2|β;10, 0̃0> = (u(β)2 +v(β)2)N̂ |β;10, 0̃0>

+
√

2v(β)u(β)N̂ |β;20, 1̃0>+v(β)u(β)N̂ |β;11, 0̃1> (4.82)

e

N̂2|β;01, 0̃0> = (u(β)2 +v(β)2)N̂ |β;01, 0̃0>

+
√

2v(β)u(β)N̂ |β;02, 0̃1>+v(β)u(β)N̂ |β;11, 1̃0>, (4.83)

sendo portanto necessário além dos resultados acima os seguintes cálculos:
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• N̂ |β;20, 1̃0> =
2∑
i=1

[u(β)2a†i (β)ai(β)|β;20, 1̃0>+v(β)u(β)a†i (β)ã†i (β)|β;20, 1̃0>

+v(β)u(β)ai(β)ãi(β)|β;20, 1̃0>+v(β)2ãi(β)ã†i (β)]|β;20, 1̃0>

= [2u(β)2|β;20, 1̃0>+
√

6v(β)u(β)|β;30, 2̃0>+
√

2v(β)u(β)|β;10, 0̃0>

+2v(β)2|β;20, 1̃0>] + [
√

2v(β)u(β)|β;21, 1̃1>+v(β)2|β;20, 1̃0>],

o que implica em

< β;01, 0̃0|N̂ |β;20, 1̃0>= 0 (4.84)

e

< β;10, 0̃0|N̂ |β;20, 1̃0>=
√

2v(β)u(β). (4.85)

• N̂ |β;11, 0̃1> =
2∑
i=1

[u(β)2a†i (β)ai(β)|β;11, 0̃1>+v(β)u(β)a†i (β)ã†i (β)|β;11, 0̃1>

+v(β)u(β)ai(β)ãi(β)|β;11, 0̃1>+v(β)2ãi(β)ã†i (β)]|β;11, 0̃1>

= [u(β)2|β;11, 0̃1>+
√

2v(β)u(β)|β;21, 1̃1>+v(β)2|β;11, 0̃1>]

+[u(β)2|β;11, 0̃1>+2v(β)u(β)|β;12, 0̃2>+v(β)u(β)|β;10, 0̃0>

+2v(β)2|β;11, 0̃1>],

resultando em

< β;10, 0̃0|N̂ |β;11, 0̃1>= 0 (4.86)

e

< β;10, 0̃0|N̂ |β;11, 0̃1>= v(β)u(β). (4.87)

• N̂ |β;02, 0̃1> =
2∑
i=1

[u(β)2a†i (β)ai(β)|β;02, 0̃1>+v(β)u(β)a†i (β)ã†i (β)|β;02, 0̃1>

+v(β)u(β)ai(β)ãi(β)|β;02, 0̃1>+v(β)2ãi(β)ã†i (β)]|β;02, 0̃1>

= [v(β)u(β)|β;12, 1̃1>+v(β)2|β;02, 0̃1>]

+[2u(β)2|β;02, 0̃1>+
√

6v(β)u(β)|β03, 0̃2>+
√

2v(β)u(β)|β;10, 0̃0>

+2v(β)2|β;02, 0̃1>],

ou seja,

< β;10, 0̃0|N̂ |β;02, 0̃1>= 0 (4.88)
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e

< β;01, 0̃0|N̂ |β;02, 0̃1>=
√

2v(β)u(β). (4.89)

• N̂ |β;11, 1̃0> =
2∑
i=1

[u(β)2a†i (β)ai(β)|β;11, 1̃0>+v(β)u(β)a†i (β)ã†i (β)|β;11, 1̃0>

+v(β)u(β)ai(β)ãi(β)|β;11, 1̃0>+v(β)2ãi(β)ã†i (β)]|β;11, 1̃0>

= [u(β)2|β;11, 1̃0>+2v(β)u(β)|β;21, 2̃0>

+v(β)u(β)|β;01, 0̃0>+v(β)2|β;11, 1̃0>]

+[u(β)2|β;11, 1̃0>+
√

2v(β)u(β)|β;12, 1̃1>

+v(β)2|β;11, 1̃0>],

isto é,

< β;10, 0̃0|N̂ |β;11, 1̃0>= 0 (4.90)

e

< β;01, 0̃0|N̂ |β;11, 1̃0>= v(β)u(β). (4.91)

Portanto, considerando os resultados acima obtidos, temos que

< β;10, 0̃0|N̂2|β;01, 0̃0>= 0 =< β;01, 0̃0|N̂2|β;10, 0̃0>, (4.92)

enquanto que

< β;10, 0̃0|N̂2|β;10, 0̃0> = (u(β)2 +v(β)2)< β;10, 0̃0|N̂ |β;10, 0̃0>

+
√

2v(β)u(β)< β;10, 0̃0|N̂ |β;20, 1̃0>

+v(β)u(β)< β;10, 0̃0|N̂ |β;11, 0̃1>

= (u(β)2 +v(β)2)[(u(β)2 +v(β)2)]

+
√

2v(β)u(β)[
√

2v(β)u(β)] +v(β)u(β)[v(β)u(β)]

= u(β)4 + 4u(β)2v(β)2 + 4v(β)4 + 2u(β)2v(β)2 +u(β)2v(β)2

= u(β)4 + 7u(β)2v(β)2 + 4v(β)4. (4.93)

Analogamente, obtemos que



87

< β;01, 0̃0|N̂2|β;01, 0̃0> = (u(β)2 +v(β)2)< β;01, 0̃0|N̂ |β;01, 0̃0>

+
√

2v(β)u(β)< β;01, 0̃0|N̂ |β;02, 0̃1>

+v(β)u(β)< β;01, 0̃0|N̂ |β;11, 1̃0>

= (u(β)2 +v(β)2)[(u(β)2 +v(β)2)]

+
√

2v(β)u(β)[
√

2v(β)u(β)] +v(β)u(β)[v(β)u(β)],

o que implica em

< β;01, 0̃0|N̂2|β;01, 0̃0> = u(β)4 + 7u(β)2v(β)2 + 4v(β)4

= < β;10, 0̃0|N̂2|β;10, 0̃0> . (4.94)

Considerando os resultados (4.92) e (4.94) segue então que

< ψ(β)|N̂2|ψ(β)>= |x|2 < β;10, 0̃0|N̂2|β;10, 0̃0>+|y|2 < β;01, 0̃0|N̂2|β;01, 0̃0>

que com a condição de normalização resulta em:

< ψ(β)|N̂2|ψ(β)>= u(β)4 + 7u(β)2v(β)2 + 4v(β)4. (4.95)

Consequentemente, com (4.81) e (4.95), o Fator de Mandel pode ser escrito na forma

Q = < ψ(β)|N̂2|ψ(β)>
< ψ(β)|N̂ |ψ(β)>

−< ψ(β)|N̂ |ψ(β)>−1

= u(β)4 + 4v(β)4 + 7u(β)2v(β)2

u(β)2 +v(β)2 − (u(β)2 +v(β)2)−1

= (u(β)2 +v(β)2)2 + 3u(β)2v(β)2− (u(β)2 +v(β)2)− (u(β)2 +v(β))
u(β)2 +v(β)2

= 3u(β)2v(β)2−u(β)2−v(β)
u(β)2 +v(β)2

e sabendo que u(β)2 = 1 +n(β) e v(β)2 = n(β) temos:

Q= 3(1 +n(β))n(β)− (1 +n(β))−2n(β)
(1 +n(β)) + 2n(β)
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ou

Q= 3n(β)2−1
1 + 3n(β) , (4.96)

cujo gráfico é apresentado na Figura 4.6.

Figura 4.6: Gráfico do Fator de Mandel x Número de Ocupação

Como n(β) = 1
eβω−1 , a equação (4.96) fica na forma

Q=
3( 1
eβω−1)2−1

1 + ( 1
eβω−1)

ou seja,

Q= −e
2βω + 2eβω + 2
e2βω + eβω−2 (4.97)

cujo gráfico em função de (βω) é apresentado na Figura 4.7.

As Figuras 4.6 e 4.7 possibilitam uma análise do comportamento de Q:

1. No limite T → 0 temos β → +∞, n(β)→ 0 e o Fator de Mandel tende a -1; portanto

temos uma estatística sub-Poissoniana, o que favorece o emaranhamento.

2. No limite T → +∞ temos β → 0, n(β)→ +∞ e encontramos uma estatística super-

Poissoniana, que por sua vez não favorece o emaranhamento.

3. Na situação analisada na referência [40] em que ω= 12,643GHz então, por (4.96), temos
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Figura 4.7: Gráfico do Fator de Mandel x βω

que

Q=−0,62588, (4.98)

sendo portanto a estatística sub-Poissoniana, como esperado, e fortalecendo assim nossos

resultados.

4.4 Cálculo da Função de Wigner

A Função de Wigner é uma quase probabilidade, cujos valores negativos estão associados a

propriedades não clássicas do sistema. Toda informação do estado térmico |Ψ(β)> está contida

no ρ|ψ(β)>, de modo que a função de Wigner que irá caracterizar o nosso estado térmico será

determinada por:

fw(q1,p1, q2,p2;β) =
∫ +∞

−∞
dv1 exp

ip1v1
}

∫ +∞

−∞
dv2 exp

ip2v2
}

×< q1−
v1
2 , q2−

v2
2 |ρ|ψ(β)>|q1 + v1

2 , q2 + v2
2 > . (4.99)
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Portanto, usando a expressão (4.7) para ρ|ψ(β)> temos que

fw(q1,p1, q2,p2;β) = 1
(1 +n1(β))(1 +n2(β))u1(β)u2(β)

+∞∑
n1,n2=0

kn1
1 kn2

2

∫ +∞

−∞
dv1

∫ +∞

−∞
dv2

×exp
i(p1v1+p2v2)

} {|x|2(n1 + 1)< q1−
v1
2 , q2−

v2
2 |n1 + 1,n2 >

×< n1 + 1,n2|q1 + v1
2 , q2 + v2

2 >+xy∗
√

(n1 + 1)(n2 + 1)

×< q1−
v1
2 , q2−

v2
2 |n1 + 1,n2 >< n1,n2 + 1|q1 + v1

2 , q2 + v2
2 >

+yx∗
√

(n1 + 1)(n2 + 1)< q1−
v1
2 , q2−

v2
2 |n1,n2 + 1>

×< n1 + 1,n2|q1 + v1
2 , q2 + v2

2 >+|y|2(n2 + 1)

×< q1−
v1
2 , q2−

v2
2 |n1,n2 + 1>< n1,n2 + 1|q1 + v1

2 , q2 + v2
2 >}

= 1
(1 +n1(β))(1 +n2(β))u1(β)u2(β)

+∞∑
n1,n2=0

kn1
1 kn2

2

×{|x|2(n1 + 1)[
∫ +∞

−∞
dv1 exp

ip1v1
} < q1−

v1
2 |n1 + 1>< n1 + 1|q1 + v1

2 >]

×[
∫ +∞

−∞
dv2 exp

ip2v2
} < q2−

v2
2 |n2 >< n2|q2 + v2

2 >]

+xy∗
√

(n1 + 1)(n2 + 1)[
∫ +∞

−∞
dv1 exp

ip1v1
} < q1−

v1
2 |n1 + 1>

×< n1|q1 + v1
2 >][

∫ +∞

−∞
dv2 exp

ip2v2
} < q2−

v2
2 |n2 >< n2 + 1|q2 + v2

2 >]

+yx∗
√

(n1 + 1)(n2 + 1)[
∫ +∞

−∞
dv1 exp

ip1v1
} < q1−

v1
2 |n1 >

×< n1 + 1|q1 + v1
2 >][

∫ +∞

−∞
dv2 exp

ip2v2
} < q2−

v2
2 |n2 + 1>< n2|q2 + v2

2 >]

+|y|2(n2 + 1)[
∫ +∞

−∞
dv1 exp

ip1v1
} < q1−

v1
2 |n1 >< n1|q1 + v1

2 >]

×[
∫ +∞

−∞
dv2 exp

ip2v2
} < q2−

v2
2 |n2 + 1>< n2 + 1|q2 + v2

2 >]}. (4.100)

Com isso, para avaliar a Função de Wigner, basta calcular

Iη,ξ(q,p) =
∫ +∞

−∞
dv exp

ipv
} < q− v2 |η >< ξ|q+ v

2 >, (4.101)

onde η,ξ = n,n+ 1.

Como o nosso sistema é o oscilador harmônico, as autofunções do hamiltoniano são justa-
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mente os polinômios de Hermite Hn(x) [41]. Logo,

< q+α|τ >= ψτ (q+α) = exp
−(q+α)2

2b2

π
1
4 2 τ2 (τ)! 1

2 b
1
2
Hτ (q+α

b
), (4.102)

em que b2 = }
mω e segue que

Iη,ξ(q,p) =
∫ +∞

−∞
dv exp

ipv
}

exp
−(q−v/2)2

2b2

π
1
4 2

η
2 (η)! 1

2 b
1
2
Hη(

q−v/2
b

) exp
−(q+v/2)2

2b2

π
1
4 2

ξ
2 (ξ)! 1

2 b
1
2
Hξ(

q+v/2
b

)

=
∫ +∞

−∞
dv

exp
ipv
} −

q2

b2
− v2

4b2

√
πη!ξ!2

η+ξ
2

Hη(
q−v/2

b
)Hξ(

q+v/2
b

) (4.103)

Usando o resultado do Apêndice B, temos então, para os termos de (4.100):

• In,n(q,p) =
∫ +∞

−∞
dv exp

ipv
} < q− v2 |n >< n|q+ v

2 >

= 2(−1)n exp−
p2b2

}2
− q

2

b2
2n

2n+n
2

n!√
n!n!

z|n−n|n L|n−n|n (−2znzn)

= 2(−1)n exp−
p2b2

}2
− q

2

b2 Ln(2p
2b2

}2 + 2q
2

b2
), (4.104)

In,n+1(q,p) =
∫ +∞

−∞
dv exp

ipv
} < q− v2 |n >< n+ 1|q+ v

2 >

= 2(−1)n exp−
p2b2

}2
− q

2

b2
2n+1

2n+n+1
2

n!√
n!(n+ 1)!

z
|n+1−n|
n+1 L|n+1−n|

n (−2zn+1zn)

= 23/2(−1)n exp−
p2b2

}2
− q

2

b2 (n+ 1)−1/2(q
2

b2
+ ipb

}
)L1

n(2p
2b2

}2 + 2q
2

b2
), (4.105)

In+1,n(q,p) =
∫ +∞

−∞
dv exp

ipv
} < q− v2 |n+ 1>< n|q+ v

2 >

= 2(−1)n+1 exp−
p2b2

}2
− q

2

b2
2n+1

2n+n+1
2

n!√
n!(n+ 1)!

z|n+1−n|
n L|n+1−n|

n (−2zn+1zn)

= 23/2(−1)n+1 exp−
p2b2

}2
− q

2

b2 (n+ 1)−1/2(−q
b

+ ipb

}
)L1

n(2p
2b2

}2 + 2q
2

b2
), (4.106)
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In+1,n+1(q,p) =
∫ +∞

−∞
dv exp

ipv
} < q− v2 |n+ 1>< n+ 1|q+ v

2 >

= 2(−1)n+1 exp−
p2b2

}2
− q

2

b2
2n+1

2n+1+n+1
2

n+ 1!√
(n+ 1)!(n+ 1)!

×z|n+1−n−1|
n+1 L

|n+1−n−1|
n+1 (−2zn+1zn+1)

= 2(−1)n+1 exp−
p2b2

}2
− q

2

b2

×Ln+1(2p
2b2

}2 + 2q
2

b2
). (4.107)

Considerando os resultados (4.104), (4.105), (4.106) e (4.107) na expressão (4.100) obte-

mos então a função de Wigner dada por

fw(q1,p1, q2,p2) = e−x
2
1−x2

2

(1 +n1(β))(1 +n2(β))u1(β)u2(β)

+∞∑
n1,n2=0

kn1
1 kn2

2 (−1)n1+n2+1

×{4|x|2(n1 + 1)Ln1+1(2x2
1)Ln2(2x2

2) + 8xy∗(−x∗1)x2Ln1+1(2x2
1)Ln2(2x2

2)

+8xy∗(−x∗2)x1Ln1+1(2x2
1)Ln2(2x2

2) + 4|y|2(n2 + 1)Ln1(2x2
1)Ln2+1(2x2

2)}

(4.108)

onde xi = ipib
} + qi

b e consequentemente −x∗i = ipib
} −

qi
b , sendo L(x) polinômios de Laguerre.

O gráfico da (4.108) como função de q1 e p1 é apresentado na Figura 4.8 para valores

n1(β) = n2(β) = n(β), q2 = 0,1, p2 = 0,1, x=
√

0,5, y =
√

0,5 e n(β) = 0,158907.

Da Figura 4.8 observamos que a função de Wigner apresenta valores negativos que, como

é conhecido, corresponde à região em que o sistema apresenta propriedades não clássicas.
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Figura 4.8: Gráfico da Função de Wigner

4.5 Conclusão

Neste capítulo mostramos como determinar o critério de Simon dentro da Teoria de Campos

Térmicos. Com esse objetivo consideramos um estado do tipo Bell mas nosso desenvolvimento

é geral e pode ser aplicado a outros estados. Nosso resultado permite estimar, para uma dada

frequência, a faixa de temperatura que o sistema deve estar para que haja preservação do emara-

nhamento: percebe-se que quanto maior a temperatura mais facilmente o emaranhamento pode

ser perdido, de modo que podemos inferir que uma das causas do fenômeno denominado "morte

súbita do emaranhamento"deve ser as flutuações térmicas; por outro lado, quanto menor a tem-

peratura maior será a probabilidade de se preservar as correlações quânticas de modo que, por

nosso resultado, quanto menor a temperatura, melhor será o funcionamento de um computador

quântico.

Para ratificar os nossos resultados, calculamos a Fidelidade Quântica, o Fator de Mandel e

a função de Wigner, que concordam com os resultados encontrados usando o critério de Simon.
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5 Conclusão e Perspectivas

O estudo dos aspectos qualitativos e quantitativos do emaranhamento é uma das grandes

áreas de pesquisa na Teoria Quântica da Computação e da Informação. Neste domínio, um dos

temas de interesse é a obtenção de critérios que possibilitem a análise do emaranhamento; um

desses critérios é devido a Simon [14] que tem como uma das vantagens a operacionalidade e a

aplicabilidade para estados gaussianos. Juntamente com a obtenção de critérios há um grande

interesse em se determinar como a temperatura influencia os estados emaranhados. Neste tra-

balho nós consideramos esses dois aspectos do problema determinando dentro do contexto da

Dinâmica de Campos Térmicos (DCT) o critério de Simon.

Para esse fim, escolhemos o estado tipo Bell x|01 > +y|10 > com pesos arbitrários e, via

DCT, fomos capazes de termalizar esse estado de Bell e encontrar o operador densidade termali-

zado, elementos básicos para nosso desenvolvimento. Obtido o critério de Simon no contexto da

DCT podemos analisar a importância da temperatura na preservação da informação. Observa-

mos por exemplo que, quanto maior a temperatura, mais facilmente as correlações quânticas são

perdidas. Esse fato foi confirmado nos cálculos da Fidelidade Quântica, que informa o quanto

um estado se afasta dele mesmo; do Fator de Mandel, que caracteriza a estatística seguida pelo

sistema e, por fim, pela Função de Wigner, cuja parte negativa está associada a propriedades

não clássicas.

Dentro da Teoria da Computação e Informação Quânticas existe uma série de estados de

interesse teórico e de aplicabilidade experimental. Nossa perspectiva é estender essa análise

via Dinâmica de Campos Térmicos para os diversos estados de interesse na Computação e

Informação Quânticas. Com isso pretendemos entender melhor as diversas formas como o

emaranhamento pode ser perdido.

Para analisar outros estados, poderá ser necessário adaptar outros critérios de emaranha-

mento ao formalismo da DCT já que o critério de Simon, embora poderoso, pode não ser apli-

cável a todos os estados de interesse. Portanto, pretendemos estender nossa análise a diversos

critérios, de forma a elucidar a íntima relação entre o emaranhamento e a temperatura.
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APÊNDICE A -- Cálculo de Séries de Interesse

Neste apêndice explicitaremos a resolução das séries necessárias para o cálculo da matriz

de variância na seção 4.1.2. Partimos da série geométrica

+∞∑
n=0

kn = 1
1−k , (A.1)

com k<1.

Considerando k como variável na equação (A.1), podemos derivar em relação a k os dois

membros dessa igualdade, o que resultará em

+∞∑
n=0

kn−1n= 1
(1−k)2 ; (A.2)

reescalonando a soma encontraremos que

+∞∑
n=0

kn(n+ 1) = 1
(1−k)2 . (A.3)

que é uma das séries necessárias.

Na relação (A.2), multiplicando por k os dois membros da igualdade obtemos

+∞∑
n=0

knn= k

(1−k)2 , (A.4)

que também é uma série utilizada ao longo da dissertação.

Por fim, se na equação (A.3) multiplicarmos por k, teremos

+∞∑
n=0

kn+1(n+ 1) = k

(1−k)2 , (A.5)
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e derivando a equação (A.5) em relação a k

+∞∑
n=0

kn(n+ 1)2 = 1 +k

(1−k)3 (A.6)

a última série que necessitaremos na seção 4.1.2.



97

APÊNDICE B -- Cálculo da Integral Iη,ξ(q,p)

Desenvolveremos neste apêndice o cálculo da equação (4.103) necessária para a obtenção

da função de Wigner. Portanto, temos que Iη,ξ(q,p) é dada por

Iη,ξ(q,p) =
∫ +∞

−∞
dv exp

ipv
}

exp
−(q−v/2)2

2b2

π
1
4 2

η
2 (η)! 1

2 b
1
2
Hη(

q−v/2
b

) exp
−(q+v/2)2

2b2

π
1
4 2

ξ
2 (ξ)! 1

2 b
1
2
Hξ(

q+v/2
b

)

=
∫ +∞

−∞
dv

exp
ipv
} −

q2

b2
− v2

4b2

√
πη!ξ!2

η+ξ
2

Hη(
q−v/2

b
)Hξ(

q+v/2
b

). (B.1)

Considerando que

ipv

}
− v2

4b2 =−( v2b −
ipb

}
)2− p

2b2

}2

temos, substituindo em (B.1), que

Iη,ξ(q,p) = exp−
p2b2

}2
− q

2

b2

√
πη!ξ!2

η+ξ
2

∫ +∞

−∞
dv exp−( v2b−

ipb
} )2

Hη(
q−v/2

b
)Hξ(

q+v/2
b

).

Fazendo a mudança de variável x= v
2b −

ipb
} , encontramos:

Iη,ξ(q,p) = 2(−1)ξ exp−
p2b2

}2
− q

2

b2

√
πη!ξ!2

η+ξ
2

∫ +∞

−∞
dxexp−x

2
Hη(x+ zη)Hξ(x+ zξ), (B.2)

onde utilizamos queHξ(−x) = (−1)ξHξ(x) e estamos notamos, por simplicidade, os argumen-

tos associados aos polinômios de Hermite por zη = ipb
} −

q
b e zξ = ipb

} + q
b respectivamente .
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Sabendo que [41]

∫ +∞

−∞
dxexp−x

2
Hη(x+ zη)Hξ(x+ zξ) =

√
π2max(η,ξ)min(η,ξ)!z|η−ξ|max(η,ξ)L

|η−ξ|
min(η,ξ)(−2zηzξ),

(B.3)

em que L(x) são os polinômios de Laguerre e min e max são respectivamente, o menor e o

maior entre os números η e ξ , temos que (B.2) resulta em

Iη,ξ(q,p) = 2(−1)ξ exp−
p2b2

}2
− q

2

b2
2max(η,ξ)

2
η+ξ

2

min(η,ξ)!√
η!ξ!

z
|η−ξ|
max(η,ξ)L

|η−ξ|
min(η,ξ)(−2zηzξ), (B.4)

o que conclui a integração de Iη,ξ(q,p).
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APÊNDICE C -- Aplicação do Critério de Simon à
Estados Gaussianos

Este apêndice é destinado à aplicação do critério de Simon a estados Gaussianos [14], a

fim de mostrar que esse critério de separabilidade é uma condição necessária e suficiente para

estados Gaussianos. Como obtido no capítulo 3, o critério de Simon é

detAdetB+ (1
4 −|detC|)

2−Tr(AJCJBJCTJ)≥ 1
4(detA+detB), (C.1)

em que

V = [{ξα, ξβ}] =
 A C

CT B

 ,
é a matriz de variância, {., ..} o anticomutador e ξα = (q1,p1, q2,p2).

O estado Gaussiano é definido como aquele cuja função de Wigner1 é uma função Gaussi-

ana [42]

fw(ξ) = (4π2√detV )−1e−1/2ξTV −1ξ, (C.2)

sendo V −1 a inversa da matriz variância e considerando, sem perda de generalidade, que a

< ξα >= 0.

Como o critério de Peres-Horodecki é sempre uma condição necessária para separabilidade,

basta mostrar que o critério de Simon é uma condição suficiente, isto é, se a equação (C.1) é

válida então o estado é separável.

1. Primeiramente vamos mostrar que se o detC > 0 então o sistema é separável. De fato,

1 O de forma equivalente, a função característica.
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como a matriz de variância pode ser escrita na forma

V =



a 0 c1 0
0 a 0 c2

c1 0 b 0
0 c2 0 b

 , (C.3)

vamos aplicar as seguintes transformações simpléticas

Sx =



x 0 0 0
0 x−1 0 0
0 0 x−1 0
0 0 0 x

 ,Sy =



y 0 0 0
0 y−1 0 0
0 0 y 0
0 0 0 y−1

 , (C.4)

então V é transformado em

V ′ = SySxV =



y2x2a 0 y2c1 0
0 y−2x−2a 0 y−2c2

y2c1 0 y2x−2b 0
0 y−2c2 0 y−2x2b

 . (C.5)

Calculando os autovalores da matriz (C.5) encontramos que

λ± = 1
2y

2{x2a+x−2b± [(x2a−x−2b)2 + 4c21]1/2}

e

λ′± = 1
2y
−2{x−2a+x2b± [(x−2a−x2b)2 + 4c22]1/2}. (C.6)

Definindo

V ′′ = diag(λ+,λ
′
+,λ−,λ

′
−), (C.7)

pela equação V ′′+ i/2Ω≥ 02 e de acordo com as referências [14, 43] esse estado é sepa-

rável.

2. Como segundo caso consideremos detC = 03. Aplicando a seguinte transformação sim-

2Essa é a equação (3.41), deduzida no capítulo 3.
3Já que detC = 0, vamos supor sem perda de generalidade que c2 = 0
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plética

Sab =



(2a)1/2 0 0 0
0 (2a)−1/2 0 0
0 0 (2b)1/2 0
0 0 0 (2b)−1/2

 (C.8)

à matriz (C.3)) encontramos

V ′ =



2a2 0 2c1(ab)1/2 0
0 1/2 0 0

2c1(ab)1/2 0 2b2 0
0 0 0 1/2

 . (C.9)

Os autovalores da matriz (C.9) são

λ1 = λ2 = 1
2 e λ± = a2 + b2±

√
(a2− b2)2 + 4abc21 (C.10)

A partir da relação V ′+ i/2Ω ≥ 0 e de acordo com as referências [14, 43] esse estado é

separável.

3. Finalmente, seja o caso em que detC < 0. A operação de transposição parcial do operador

densidade ρTB está associada a uma reflexão no Espaço de Fase, ou seja,

ρ→ ρTB ⇐⇒ fw(q1,p1, q2,p2)→ fw(q1,p1, q2,−p2), (C.11)

cuja representação matricial é da forma

Λ =



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

 . (C.12)

A aplicação da tranposição parcial resulta que a matriz de variância se transforme em

ΛV Λ =



a 0 c1 0
0 a 0 −c2
c1 0 b 0
0 −c2 0 b

 . (C.13)
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Temos que essa operação altera o sinal do determinante de C, logo, para este caso, basta

tomarmos a transposição parcial de ρ que obteremos detC > 0 e pelo 1° caso o estado

será separável.

Portanto um estado Gaussiano bipartite é separável se, e somente se, o critério de Simon é

satisfeito.
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