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"Os sinais + e - modificam a quantidade
diante da qual sdo colocados, como
o adjetivo modifica o substantivo."

Cauchy



Resumo

Nesta dissertagdo utilizamos o critério de Simon, dentro do formalismo da Dinamica de
Campos Térmicos (DCT), para analisar a relacio entre a perda do emaranhamento e a variacao
da temperatura para estados do tipo Bell. Ainda dentro do formalismo da DCT, determinamos
a Fidelidade Quantica, o Fator de Mandel e a Fun¢do de Wigner para um estado do tipo Bell,
obtendo concordancia com os resultados encontrados a partir da andlise do critério de Simon.
Apresentamos também uma revisdo sobre o formalismo da DCT e sua aplica¢do ao oscilador
harmonico bosdnico e fermidnico. Introduzimos também as nogdes basicas da Computagao

Quantica e da Informac¢@o Quéntica, e os critérios de emaranhamento mais utilizados.






Abstract

In this dissertation, we use the Simon’s criterion, within the formalism of Thermo Field
Dynamics (TFD), to analyze the relationship between the loss of entanglement and the tem-
perature variation for Bell-type states. Even within the formalism of the TFD, we determine
the Quantum Fidelity, Mandel Factor and the Wigner function for this state of Bell-type, which
agree with the results from the analysis of the Simon’s criterion. We also present a review on
the formalism of the TFD and its application to bosonic and fermionic harmonic oscillator. We
also introduced the basic concept of Quantum Computation and Quantum Information and the
most commonly used criteria of entanglement.
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1 Introducao

O emaranhamento € o ingrediente fundamental para a Teoria da Informagao Quantica. Em
1935 Albert Einstein, Boris Podolsky e Nathan Rosen [1] publicaram um artigo sobre a com-
pletude da Mecanica Quantica. Fazendo uso de uma defini¢cdo do que seria a realidade fisica,
juntamente com a hipdtese de localidade, Einstein, Podolsky e Rosen (EPR) demonstraram a
incompletude da Mecanica Quantica. Neste mesmo ano, Niels Bohr publica um artigo [2] com
o mesmo titulo do artigo de EPR, s6 que com um conteudo completamente diferente, tentando

refutar a argumentagdo exposta por EPR.

Também em 1935 Erwin Schrodinger [3], fazendo uso de um experimento imaginario, re-
alca que poderiamos ter situagdes estranhas ao descrever o mundo macroscépico utilizando a
Mecanica Quantica; € o famoso experimento do gato, que pode estar em dois estados, ou IVivo>
ou IMorto>. Dentro da caixa, além do gato, existe um mecanismo com um gas altamente téxico
o qual, quando liberado, mata rapidamente o gato. O mecanismo de liberagdo do veneno de-
pende da liberagdo de energia de um atomo, inicialmente instavel (ldtomo instavel>) que pode
decair para uma configuragdo mais estavel (litomo estavel>). A Mecanica Quantica nos diz so-
mente a probabilidade do atomo decair, proibindo prever deterministicamente quando ocorrera

o decaimento. Dessa forma, pelo principio de superposi¢do:
| ¥ > =« | 4tomo instavel >l Vivo > + (3 | dtomo estavel > Morto >.

Esse resultado implica que, apds passado o tempo médio de decaimento, o gato estard num
estado superposto entre dois estados macrocépicos distintos: [Vivo> e IMorto>. Schrodinger
utilizou o termo Verschrinkung para descrever esta relacdo entre o gato € o atomo que, do

alemao para o inglés foi traduzido para entanglement e em portugués virou emaranhamento.

Por quase 30 anos essa discussao ficou restrita ao dmbito das ideias e das argumentacoes até
que em 1964, John S. Bell [4] conseguiu quantificar, por meio de uma desigualdadeﬂ o limite

que uma teoria local ndo poderia atravessar. No inicio da década de 80 do século XX, expe-

IConhecida atualmente como a desigualdade de Bell.
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rimentos [5,6] foram realizados e fortaleceram definitivamente a nao-localidade da Mecanica

Quantica.

No fim da década de 90 do século passado, o emaranhamento ja era visto como uma ferra-
menta de extrema utilidade que poderia ser utilizado na implementacao de tarefas que até entdao
eram impossiveis de serem implementadas classicamente, tais como o teletransporte, a codifi-
cac¢do superdensa e a criptografia quantica. Esses novos fendOmenos integram o que atualmente

€ conhecido como Computacido Quantica e Informacao Quantica [7].

Hoje em dia a drea da Computacido e Informacdo Quénticas estd bastante desenvolvida
e solidificada, mas uma questdo de extrema importancia, que ainda estd em aberto, é como
identificar se um sistema qualquer € ou ndo emaranhado. Existe uma série de critérios que

caracterizam o emaranhamento para certos sistemas [[7-11].

Um critério muito utilizado € o critério de Peres-Horodecki. Asher Peres propos [12], que
a positividade da transposicao parcial do operador densidade é uma condi¢do necessdria para
que o sistema seja emaranhado. A suficiéncia foi demonstrada por Michal, Pawel e Ryszard
Horodecki [13], que € vélida para espacos de Hilbert com dimensao menor ou igual a 6. Devido

as contribuicdes distintas de Peres e Horodecki, o critério recebeu o nome de ambos.

Simon [14]] conseguiu escrever o critério de Peres-Horodecki de uma forma muito mais
operacional, a partir da utilizacdo da matriz de variancia, sendo conhecido como critério de
Simon. Além disso Simon conseguiu mostrar, nesse mesmo artigo, que para estados gaussianos

o critério de Peres-Horodecki torna-se uma condi¢do necessdria e suficiente.

Um fator importante que s6 comegou a ser considerado recentemente € a temperatura. Na
fisica, efeitos de temperatura sdo capazes de alterar completamente as propriedades de um sis-
tema. No contexto da Teoria Quantica de Campos (TQC), os efeitos de temperatura foram
acomodados de forma satisfatdria inicialmente por Matsubara 1955 [15-17] introduzindo o que
passou a ser conhecido de formalismo de tempo imagindrio. Existe também o formalismo pro-

posto por Schwinger [[15}|16]], em tempo real, capaz de tratar sistemas fora do equilibrio.

Existe um outro formalismo, equivalente ao formalismo de Schwinger, capaz de introdu-
zir a temperatura de forma consistente. Esse formalismo € a Dinamica de Campos Térmicos
(DCT) [15,/16,[18/19], proposta por Umezawa e Takahashi em 1975. No presente trabalho,
pretendemos utilizar o formalismo da Dinamica de Campos Térmicos sobre os estados do tipo
Bell [20,21]. Em seguida, aplicamos o critério de Simon para observar como a temperatura e
o emaranhamento se relacionam. A escolha do critério de Simon baseia-se na relagdo existente

entre os estados gaussianos e os estados térmicos.
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Este texto estd organizado da seguinte forma. No capitulo 2 introduzimos o formalismo da
Dinamica de Campos Térmicos, descrevendo os osciladores bosdnicos e fermidnicos com dois
modos, o que serd utilizado ao longo da dissertacdo. Veremos a importancia da Transformacao
de Bogoliubov dentro deste formalismo, juntamente com a no¢ao de operadores termalizados.

Finalizamos este capitulo falando sobre o operador densidade termalizado.

Ja no capitulo 3, realizamos uma introducao a drea da Computacao Quantica e da Informa-
cdo Quantica. Descrevemos o que sdo os g-bits, portas l6gicas quinticas e circuitos quanticos.
Observamos como o conceito de emaranhamento surge naturalmente da descri¢do da Mecanica
Quantica. Demonstramos o critério do Simon, que serd utilizado ao longo do texto. Por fim,
citamos uma série de critérios que também sdo utilizaos na teoria da Computagao e Informacgao

Quanticas.

O capitulo 4 € destinado a apresentacdo e andlise dos resultados. Neste capitulo termaliza-
mos o estado de Bell e encontramos o operador densidade termalizado associado a esse estado;
a partir dele fomos capazes de encontrar a matriz variancia, necessdria para a aplicacao do crité-
rio de Simon; analisamos os efeitos de temperatura para esse estado de Bell a partir do critério
de Simon e calculamos o Fator de Mandel, a Fidelidade Quantica e a Funcdo de Wigner, que

concordaram com 0s nossos resultados.

No capitulo 5, finalizamos essa dissertacido apresentando as nossas conclusdes e perspecti-

vas.
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2 Dinamica de Campos Térmicos

Existem diversos formalismos para introduzir a temperatura em sistemas quanticos [15}/18,
19]]. H4 o formalismo de tempo imagindrio, introduzido por Matsubara em 1955, que explora a
semelhanca entre o operador densidade e o operador evolucdo temporal, fazendo a associacao
B+ % que leva o tempo a ser um numero imagindrio puro. O formalismo de Schwinger, a
tempo real, que utiliza as integrais de trajetdria para contornos temporalmente fechados, sendo

muito util na descri¢do de sistemas fora do equilibrio.

Uma outra formulagdo, que adotaremos ao longo deste trabalho, é a Dindmica de Campos
Térmicos (DCT). Desenvolvida por Umezawa e Takahashi em 1975, a DCT é uma formulagao
a tempo real, equivalente a formulacdo de Matsubara, em que o espaco de Hilbert do sistema é
duplicado quando o sistema entra em contato com um reservatorio, caracterizando uma dupli-

cacdo dos graus de liberdade do sistema.

2.1 Introducao ao Formalismo

Para um dado sistema em equilibrio com um reservatério térmico, a Mecanica Estatistica

fornece que a média de um observavel é

Tr(Ae=PH)
zZB)

sendo Tr o traco, H o Hamiltoniano e Z(f3) a fungdo de particdo, que é Z(3) = Tre . Em

<A>= 2.1

termos dos autoestados In> do hamiltoniano, H|n >= FE,|n >, temos que

Tr(Ae PH)
Z(B)
e PEn < n|Aln >

D v 2

<A> =
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Nossa motivagdo € encontrar um estado |0(3) >, de modo que a média estatistica de um
operador qualquer seja igual a seu valor esperado no estado |0(3) > que serd chamado futura-
mente de vicuo térmico. Portanto, queremos que

< A>:=<0(P)|A|0(5) > . (2.3)

Primeiro tentaremos escrever |0(3) > em fun¢@o dos autoestados de energia

0B)> = Yln><nlo(s) >
= Zgn(6)|n>a (2.4)

onde g, () =< n|0(8) >. Logo teremos que

<0(B)IAI0(B) > = > gn(B) <nlAlm > gm(B)

n,m

e PEn < n|Aln >

R 22
o que implica na seguinte igualdade
e PEng
9n(B)gm(B) = W)”m (2.6)

isto é, a condi¢@o necessdria para que |0(3) > possa ser escrito como combinacdo linear dos
autoestados do hamiltoniano E| é que as fungdes g, () satisfacam uma condi¢do de ortogonali-
dade, que é um absurdo ja que o espago das fun¢des, munido do produto usual de fungéeﬂ nao

tem como satisfazer uma relag¢do de ortogonalidade. Logo, |0(3) > ¢ H.

Para que a equacdo (2.0)) seja satisfeita, uma possibilidade é que g, (/) seja um vetor de um

espaco de Hilbert. Consequentemente, definimos que

BEn
2

Z(P)

gn(B) = < 7 >e o, 2.7)

o que resulta em,

'E consequentemente, pertenca a H.
20 produto ponto a ponto.
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In(B)gm(B) = <ﬁ|mm\m>

= & "m (2.8)

Entdo, o estado térmico, com relac@o ao qual o valor esperado resulta na média estatistica, tem

que ter a forma

BEn

(& 2

(8

0(8) >=Y" In,7n > HQH. (2.9)

g

Desse modo, a constru¢do do estado térmico requer a duplica¢do dos graus de liberdade
do sistema, isto €, a criacdo de um segundo espaco de Hilbert, com as mesmas propriedades
do espaco original, que denotaremos por espaco til (7). Existem vérias interpretagdes para a
existéncia desse espaco til, sendo de particular interesse a argumentacao de Araki e Woods [22]
que, a partir da Teoria Quantica de Campos (TQC) axiomatica de Wightman, prevé que numa
TQC a temperatura finita seria necessario a duplicacdo dos graus de liberdade. A interpretacao
de cada espaco de Hilbert pode ser encontrada em [|18] que explora a relacio entre observaveis

e grandezas conservadas.

Como H é uma réplica de H, as algebras A; de operadores sobre esses dois espacos sdo

isomorfas, de modo que podemos definir um mapeamento entre essas dlgebras, dado por

TICYH) —  C*(H),

(AZAJ) = leigja
(Ciz;—i_-/Aj) = C;!(/L-i-gj,
A = (A (2.10)
€
[As, A] = 0. (2.11)

No espaco duplicado, H® H, o estado de vdcuo é o estado de menor energia associado a
cada espago, ou seja, |0 > ®|6 >. Nesse contexto, a transformacdo de Bogoliubov pode ser
definida como sendo a transformagio que leva o estado |0,0 > ao estado termalizado |0(3) >,
isto &,

UQB):HoH - HQH,



ou, especificamente,
U(8)|0,0 >=0(3) > .
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(2.12)

Tendo os elementos basicos necessarios para introduzir o formalismo da Dindmica de Cam-

pos Térmicos, trataremos agora dos osciladores harmdnicos Bosonico e Fermionico.

2.2 Oscilador Harmonico Bosonico Termalizado

O Hamiltoniano do oscilador harmo6nico unidimensional é dado por

p?  wma?

H = —
2m+ 2

1
= ﬁw(aTa—l- 5)
1

= ﬁw(N—i-§)

em que a = /5 (x4 -£) é o operador de aniquilagao, al = NEACE
criagio , N = ala é o operador niimero, e notaremos o comutador por [,

fazendo h = 1 e redefinindo a energia de ponto zero temos que

H:wN:waTa;
[a,aT] =1;[a,al =0= [aT,aT],

e para os estados |n > segue que

aln> = njn—1>;
al0 > = 0,

alln> = Vn+1|n+1>,
Nln> = d'aln>

= nln>n=0,1,2,...

Para dois modos desacoplados do oscilador harmdnico, teremos que

2 2 2 2 2 2
wimx wHymx
H P1 1 1 P 2 2

om 2 2m 2

(2.13)

ip

—P) é o operador de

-+]. Como [gq,p] = ih,

(2.14)
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ou seja,

H:wla];al +w2a$a2 = w1 N1 +waNo, (2.15)

em que ai, ai, as, ag, N1 e Ny sdo os operadores de aniquilagdo e criacao do primeiro modo, de
aniquilagao e criagdo do segundo modo e os operadores nimero do primeiro modo e do segundo
modo respectivamente. Como nao ha acoplamento entre os osciladores, teremos a quantiza¢ao

usual, que acarreta em

i, a5) = 0 =[af,al]; [a;,af] =1

i@ i
e
ailni,ng > = /nijni—1,n2 >,
ai|0,ngy > = 0,
ag|ni,ng > = y/nalni,ng—1>,
azlny,0> = 0,

a1|n1,n2> = Vvni+1|ni+1,n >,
a£|n1,n2> = Vna+1|ni,no+1>,
Nilni,ng > = nilni,ng >,

N2|n1,n2> = n2|n1,n2>.

Para o oscilador harménico com dois modos, o espago de Hilbert é H; & Hy. Por constru-

¢do, o estado térmico |0(8) > € H) @ Hao ® Hjé)f-]lg; entao

+OO 75En1,n2
6 ~ ~
008)> = Y —F—|nng,m,np>
n1,n2=0 Z(B)
+o0 _w o
- Z —‘nlan‘?anlan? > (216)

n1,n2=0 Z (6)

Pela condigdo de normalizagdo, < 0(/5)|0(3) >= 1, temos que
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—+00 6—5(W1"1+w2n2)

@G> = Y

S a3 e L
= (X etamy( Y e
n1=0 ;n2=0 Z(ﬁ)
= 1, (2.17)
que € o produto de duas séries geométricas. L.ogo
1 1
Z(B) = T =fon T p—Fn" (2.18)
Entao, o estado térmico é
T Blwing+wong)
0(p) > = Z \/1—6_@“1\/1—6_@”267 2 |ni,ng,ny,ng >
n1,n9=0
400 T = B o o
= \/1—6_5‘*’1\/1—6_5“2 Z G_B( L2 2)Mm|0,0,0,0>
n1,m2=0 7’L1! n2!
R -
= 1 ey /1—e—Bunele” 7 al@ele” 2 akin)|g 05,0 > . (2.19)

Bui ¢ i0(8)G
7

E possivel reescrever e 2 aja. naformalU =e~ em que G é um operador hermitiano

e 6(F) uma fungdo real de 3: definindo as fungdes hiperbdlicas

1

coshf(5); = 7@ =u(B)i,
senhf(B); = ﬁ =v(8)i, (2.20)
entao
755‘)1' t~t - 9 T~t ~ ~
V1—eBuicle 2 9a)10.0,0,0 >= cosh™0(8);e*#i% 4 10,0,0,0 >; (2.21)

. . . e T Ty ~ ~
e, utilizando a identidade e*@haB glncoshalA, Bl glanha A — a(A+B) ‘notando que e (#:4i-0:,i:41)9i] 0,0, 0,0 >=

0 e que ef(&ai’az’ai’abai |0,0,0,0 >= 0, teremos que a equacio (2.21)) fica da forma
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etanhG(B)ia;ra;reln(cosh_le(ﬁ)i)e—ln(coshﬁ(ﬁ)i)ﬁgaie—ln(coshﬁ(ﬁ)i)agai |07 07676 -
i~ S o

6tanh0(/3)iai a;fefln(coshQ(B)i)[1+aiai+ai a;] ‘O, 0,0,0 >

_ etanh@(ﬂ)ia;raje—ln(cosh@(ﬁ)i)[Eﬁg—i—ajai] ‘O, 0’6’ 0>

_ etanhG(ﬁ)ia;{&je—ln(coshﬁ(ﬂ)i)f&iﬁg—i—ajai]e—tanh@(ﬁ)ﬁiai |07 07676 S (2.22)

Fazendo entdo a associacdo

A = —aa,
B = a;-ra;-r,

[A,B] = —@al —ala;,
a = 0(B)i,

encontramos que a equagdo (2.22)) torna-se

efQ(B)i(EiaifEZaI) |0,0,6,6 >— e*iG(ﬁ)il()?O?f(j’,O/ >,

em que, G(3); = —i0(B)i(a;a; — 63@1 ) € hermitiano. Com isso, podemos reescrever a equagao

(2.19) como sendo

008) > = e 9P, 2)0,0,0,0 >
= ¢ 4910,0,0,0 >, (2.23)

ja que ete? = eA+B, quando [A,B]=0, e definimos G(3) = —if(3)1(d1a1 —ﬂa*) —i0(B)2(agaz —
~1 T)

a0y
Por construgdo, U(f) = e~¢(8) ¢ a transformacdo de Bogoliubov e leva o vicuo duplicado

ndo térmico no estado térmico |0(3) >.

2.2.1 Operadores Termalizados

A partir da construgdo do estado termalizado, obtivemos a forma explicita da transformacgao

de Bogoliubov. Podemos, de forma natura]ﬂ introduzir o conceito de operadores termalizados

3Seguindo os conceitos da Teoria de Grupos.



como sendo aqueles obtidos pela transformacao de similaridade

F(B)=U(B)FU'(B),

em que F € um operador ndo-termalizado.

Sendo assim, os operadores de criacdo e aniquilag@o térmicos sdo

o que resulta em

e similarmente,

a;(B)0(B); > = UB)aUN(B)U(B)[0;,0; >

a(B)0(B); > = UBaGU(B)U(B)0;,0; >

= 0,

27

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

0 que corrobora com a ideia de que a;(3) e a;(/3) sdo operadores de destrui¢do térmicos e que

o estado térmico |0(5) > € justamente o vacuo térmico.

Utilizando a relacio e =B Ae'P = A+ (—i)[B, A] + (i)® [B,[B, A]]+

..., € os resultados

2!

[B,[B,[B, Alll+



G.a;] = —ib(B)id,
Gaf] = —io(Biai,
G.[G.al)] = —6(B)a,
G.a)] = —if(B)ia],
G.al] = —ib(B)a,
G.[G.a)] = —6(s)a,

podemos escrever das relagdes (2.25) que

ai(B) = UB)aU'(B)
_ miGg G

—3)? —i

= a¢+(—i)[G,ai]+< )[G,[G,az‘]]—F( )

= coshf(pB);a; — senh&(ﬂ){cﬂ

= u(B)ia; —v(B)id.

E com um desenvolvimento similar, encontramos as seguintes relagcdes:

62 = cosh@(ﬁ)ia}L —senhf(B);a; = U(ﬁ)iaT —v(f)ia;,

(3

al = cosh@(ﬁ)iaT senhf(f);a; = u(ﬁ)lazr —v(B);ai,

T T

a; = cosh@(5);a; — senhe(ﬁ)ia;‘r = u(pB)ia; — U(ﬂ)iaT-

7
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(2.28)

(2.29)

(2.30)

2.31)

Consequentemente, podemos escrever os operadores ndo térmicos em termos dos ope-

radores térmicos, multiplicando convenientemente por u(/3); ou por v((3); e lembrando que

u?(B); — v?(B); = cosh?(B); — senh?(B); = 1. Assim

a; = u(B)iai(8) +v(B)ial(8),

(2.32)

(2.33)



a; = u(B3)iai(B) +v(B)ial (B).

29

(2.34)

(2.35)

A partir da andlise das equagoes (2.29), (2.31), 2.33) e (2.33) temos que a aplicagdo de

duas transformacdes til é compativel com (a;) = a;.

Uma propriedade interessante, que serd util futuramente, é que

a;(B)0(8) > = (u(Bia; —v(B):al)0(8) >
= 0,

ou seja,

u(B)iail0(8) >= v(B):al|0(8) > .
Similarmente para a;(( )EI, temos

w(B)iai|0(8) >=v(B)ial|0(8) > .

Logo
al()N0(B) > = (u(B)ia] —v(B)ian)|0(5) >
= (u(B)ial —v ‘70(5)1'(12
= Bl v EI00) >,
que, como u?(3) —v?(3) = 1, resulta em
;
o _
@I0(8) >= 22-1009) >,
e, como [a}(ﬁ),a}] =0,
aT n _ (a;f)n
(@l(9)1003) >= 3 10(9) >

40u aplicando a operacio .

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)
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Concluindo essa se¢do calcularemos o valor médio do operador nimero de ocupagéﬂ
<N>g = <0(B)|NI0(B) >

2
= < o<ﬂ>rzaiai\o<ﬁ> >
= rz B) +v(B8)ai(8)) (u(B)ai(8) +v(B)a, (8))|0(8) >

= ;%(5)2

2 1
— - 2.41
i;em T (2.41)

em que N = Z 1a a;. O valor médio do operador nimero € justamente a distribuicao de

Bose-Einstein associada a cada modo do oscilador harmonico.

2.3 Oscilador Harmonico Fermionico Termalizado

Partindo da mesma equagéo (2.14)) do oscilador harménico bosonico , agora considerando

a relagdo de anticomutagdo {-,-- } para os observéveis, consideramos o hamiltoniano

H = wlaJ{al +w2a£a2,

com os operadores de criacdo e aniquilagcdo satisfazendo as relagcdes
A
{ai’ ai} =1,

{ai,a;} = {a],al} = {a},a1} = {al. a2} = 0. (2.42)

Ja que (ab2 = 0, o espago de Fock é composto por apenas 4 estados,

|1,1 >, em que

Hing,n; >= (win; +wjn;)|ng,n; > .

>Que, por construgio, é o valor esperado no estado de vacuo térmico.
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Portanto, o vicuo termalizado é dado por

5En1 ,n9
- 2

e
08) > = > ——
nina \/ Z(5)
Bw Bwi pw ~ ~
= 27 PB) {1t e P alal + e Fabal + o e T alalabab})0,0,0,0 >
Bwq Bwg ~
Z2B) {1+ 7 ala {1 +e 2 abal}[0,0,0,0 >, (2.43)

|n1,n2,n1,79 >

onde temos que

110,70 > = alal(0,0,00 >
= —alall0,0,00 >

e
111,711> = alalalah|o,0,00 >
= ahabalal]0,0,00 > .
Pela condi¢do de normalizagdo de |0(5) >, i.é,
03)0(8) > = Z7HB) (L +e ) (L+e )
= 1,

obtemos

Z(B) = (L+e ™)(14e 7). (2.44)

Entdo a equagdo (2.43) torna-se

0(8) >= (14 ¢ P21+ ¢ P2y 12 (1 e P/ 201al) (14 e P2/%ad @b 0,0,0,0 > .

(2.45)
Podemos introduzir a transformag¢do de Bogoliubov. Definindo
()i = cost(B)i = ————
u(fB); = cos ;= ,
1 ) lie B,
(8)i =sinb(B)i = ———— 2.46)
v(B); =sin = .
1 ) e B

e percebendo, a partir das relagdes (2.42)), que
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(@ia; —ald@!)?*100,0,0 >= (—1)"|00,0,0 >

i

T

(@ia; —alal)?100,0,0 >= (—1)"*'ala@!00,0,0 >, (2.47)

a equacao (2.45)) para o vacuo térmico pode ser escrita como

2

0(8) > = [[{cosB(B);+sinb(B);alal}00,0,0 >
=1
2
_ H{1—9(5)(aiai—aja})+9(2?)(%&1-—ajaj)2+.‘.}|0076,6>
i=1 :

_ 7 ~0(8)(@;ai—a)a,) 85
= [l 19)10,0,0,0 >
=1
= ¢ 4]0,0,0,0 >, (2.48)

onde G = —if(3); Y7 (G;a; — a;-r&!) e define uma transformacdo de Bogoliubov semelhante

ao do oscilador bos6nico, mas lembrando que aqui os operadores anticomutam.

2.3.1 Operadores Termalizados

Através da transformacgao de Bogoliubov encontrada podemos também, para o caso de fér-

mions, introduzir os operadores térmicos a partir de uma transformac¢do de similaridade

a'(B)=U(Ba'u(p). (2.49)

Novamente utilizando que ¢ ' AeB = A+ (—i)[B, A] + (_2?2 [B,[B, A]]+ (_;!)3 [B,[B,[B, A]]]+

... e as relacdes [2.42] teremos



(G.ai] = —i0(B)ia;,
G.af] = i0(B)iai,
G.[G.al)] = *(Bia,
G.ai] = i0(B)al,
G.al] = —ib(B)a,
G.[G.a]] = 6°(B)a,
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(2.50)

relacdes similares ao caso do oscilador bosdnico. Portanto, os operadores de criacdo e destrui-

cao termalizados serdo

a;(8) = u(B)a; —v(B)al, (2.51)
al(8) = u(B)a} +v(B)as, (2.52)
al(8) = u(B)al —v(B)a; (2.53)

e
ai(8) = u()ai +v(8)a] (2.54)
Diferente do caso bosdnico, a partir das equagdes (2.52)) e (2.54)), temos que a aplicagio de
duas transformacdes til € compativel com @i = —a,. Com isso, as regras de conjugacao til dao

um resultado consistente. As relagdes inversas sao

a; = u(B)a; () +v(B)al (5),

(2.55)
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u(B)a;|0(8) >=w(B)al|0(8) > (2.56)
© T
ol _ W . .
[®103) >= _e510(8) > 2.57)

Por fim, calcularemos o valor médio do operador nimero de ocupagao,

2
<N>5 = <0 alaifo(s) >
=1

2
= <0(B)|(X(u(Bial(8) +v(B)is(8)) (w(B)ias(8) +v(B)idy (8))[0(8) >

=1

2
= ;vw)%
2

1
efwi 41

I
g

(2.58)
i=1

que € a distribui¢do de Fermi-Dirac para cada modo do oscilador fermidnico.

2.4 Operador Densidade Termalizado

O operador densidade, introduzido por Landau [23]], € muito utilizado na Teoria Quantica
por refletir aspectos inerente a teoria. Von-Neumann [24]] utilizou-se do conceito de operador

densidade para descrever ensembles puros e mistos.

Nesta secao vamos escrever o vacuo térmico em fun¢do do operador densidade e introduzir
o conceito de operador densidade termalizado associado a um estado térmico |U(J3) >. Pela

defini¢do de vacuo térmico (veja equacdo (2.9)), temos que

_BEn

o) > = X —fnii>
zn: Z(B)

e‘g ~

= zn: Z(ﬁ)|n,n>
e—PH

= Y A >, (2.59)
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onde
e‘ﬁH

P=Z20)

A média térmica de um observavel O assume a forma

(2.60)

<0(B)[010(B) > = Y <n,n|\/pOy/plm,m >
= Z <n|\/pO/plm > 6y.m

= Y <nlVFOain >

= Tr(VpOp)
= Tr(pO). (2.61)

U(B3) >= f(a(B),a'(8))|0(8) >= f(a,a’; B)[0(B) >,

temos que a média de um observavel sobre esse estado térmico, serd dada pelo traco do operador

Considerando um estado térmico qualquer,

densidade térmico associado a esse estado, isto €,

<V(B)[O[¥(B) >=Tr(pw(p)>0)- (2.62)

Logo, o operador densidade térmico € obtido considerando que

<U@NOW(E) > = <0(3)|f (@.ah: DO (a.a':D)]0(8) >
= Tr(f(a,a": )0 f(a,a; B)p)
= Tr(Of(a,a’;8)pf(a,at; 8)),

ou seja,
prusy> = fla.a’;B)pfi(a,a’; B). (2.63)

Finalizamos essa se¢do escrevendo o operador densidade p para o oscilador harmonico

bosdnico com dois modos. Neste caso

— eiﬁH
"= Z2()

e pela relacao de completeza

— e BwiN1+waN2) (1 _ e—ﬁwl)(l _ e—ﬁwzn)

+00

11 9 =0 |ni,no >< nj,ny| =1 e ortogonalidade dos autoestados



36

do hamiltoniano, temos que

+00
p=(1—eP1)(1—ePu2) > e Alrmtwana)|p) o ><nyngl. (2.64)

n1,n2=0

Podemos escrever esse operador densidade em termos do nimero de ocupagio 7;(5) =

a7 Jd que
1 B 1
o - Buw;
1+nz(ﬁ) egwi—l
= 1—ePwi (2.65)
c
() 1 et
1+m(B)  ePoi—1 ePwr
= e Pui (2.66)

resultando entdo, para o operador densidade (2.60) a expressdo

_ 1 o ﬁl(ﬂ) ny ﬁl(ﬁ) no
P T m ) o o) Ty TSl 26D
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3  Computacdo Quantica, Informacdo
Quadntica e Critérios de
Emaranhamento

Neste capitulo faremos uma introdu¢ao a Computacdo e Informagao Quanticas, introdu-
zindo os conceitos de g-bits, portas l6gicas quanticas e circuitos quanticos [7,25,26]. Trazemos
também o conceito de emaranhamento, como o ingrediente fundamental para a Computacdo e
Informacdo Quanticas. Em seguida, faremos a andlise do Critério de Simon, que usaremos ao
longo desta dissertag@o. Por fim, discutiremos outros critérios que também podem ser utilizados

dentro da teoria da Computacao e Informag¢ao Quanticas.

3.1 Computacao e Informaciao Quanticas

Em dezembro de 1959 Richard Feynman [27] proferiu uma palestra na Reunido Anual da
Sociedade Americana de Fisica com o titulo: "Existe muito espago 14 embaixo."Nesse mesmo
ano, Feynman instituiu um prémio de U$ 1.000,00 para quem resolvesse um dos dois proble-

mas:

1. Construir um motor elétrico dentro de um cubo com arestas de 0,4mm.

2. Escrever a pagina de um livro em um espaco reduzido linearmente de 25 mil vezes.

O primeiro desafio foi resolvido em 1960 por Wiliam McLellan [28,29], e o segundo por
Tom Newman [28,29] em 1985 ao escrever uma pdgina de um livro, na cabeca de um alfinete

utilizando feixe de elétrons.

Ainda na década de 70 do século XX, Gordon Moore publicou um artigo [30] sobre a re-
ducgdo do tamanho de componentes eletronicos. Moore percebeu que o nimero de transistores
dentro dos chips de computadores dobrava a cada ano e meio. Essa descoberta passou a ser

conhecida como a Lei de Moore que, na verdade, acabou sendo uma superestimativa ja que, em
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1975 estimava-se o uso de 65 mil transistores pela Lei de Moore, enquanto que o processador
8086 da Intel, langado naquele ano, tinha 29 mil transistores. A escalada, no entanto, continuou:
em 2000, quando foi langado o Pentium IV, foram empregados 42 milhdes de transistores e com
o processador Dual Core, foi ultrapassada a marca de um bilhao de transistores. Em 2008, fisi-
cos ingleses reportaram um transistor, construido em grafeno, com 10 d4tomos de comprimento
e 1 atomo de espessura, cujo uso pode levar a nimeros bem préximos do que estipulava a Lei

de Moore para esse periodo [31].

. N

Numero de
Transistores
100.000.000.000
10.000.000.000

1.000.000.000 Itanium 2 9Mby

Itaniym 2 1,5 MbO .

100.000.000 AL I -

* Pentium Il -**© Pentium 4
. 2T | 0
Itanium
10.000.000 _Pentium Pros= o '”
g O Pentium i
_IntéMSEO,.-" Pentium
1.000.000 s >
80286, .~ “intel386
100.000 e
*.~Og088
10.000
93004
1000
1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010
Ano
Dobrando a cada 18 meses Lei de Moore Processadores Intel
o /

Figura 3.1: Lei de Moore

Como mostra a Figura 3. IEI, a Lei de Moore prevé que no ano de 2020, cada bit de informa-
cdo em um computador serd representado por apenas um adtomo, que € a regido onde a Mecanica
Quantica detém o controle. Portanto, a partir de 2020, a Fisica Cl4ssica ndo seria mais aplicavel
aos componentes do computador, que deverao ser descritos pelas leis da Fisica Quantica. Com
isso, a Lei de Moore estabelece uma conexdo entre duas dreas que inicialmente pareciam ser
bem distintas. A jun¢do da Mecanica Quantica com a Teoria da Computagdo da origem a um

novo campo de pesquisa, que € a Computacdo Quantica e a Informacdo Quantica.

Um dos primeiros grandes resultados desse novo campo de pesquisa foi o Algoritmo de
Shor, descoberto em 1994 por Peter Shor [33]. O Algoritmo de Shor é um algoritmo quéntico

capaz de fatorar nimeros inteiros com n bits num tempo polinomial em n, enquanto que o

lFigura retirada da referéncia [32].
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melhor algoritmo cléssico executa a mesma tarefa num tempo exponencial em n, como mostra
a Tabela 3.12

Comprimento do nimero a Tempo de fatoracao por Tempo de fatoracdo com
ser fatorado (em bits) algoritmo classico o algoritmo de Shor
512 4 dias 34 segundos
1024 100 mil anos 4,5 minutos
2048 100 mil bilhdes de anos 36 minutos
4096 100 bilhdes de quatrilhdes de anos 4,8 horas

Tabela 3.1: Tabela Comparativa entre o Algoritmo de Shor e um Algoritmo Cléssico.

Para se ter uma nocdo da dificuldade do problema de fatoracdo de nimeros inteiros foi
criado, em 1991, o desafio RSA (Rivest, Shamir e Adleman) E], com prémios que iam até U$
200.000,00 para quem obtivesse a fatoracdo de certos nimeros inteiros. Em 2010 [35]] fo1 fato-
rado o RSA-768, com 232 digitos, em 6 meses. Um computador cldssico com um processador

de 2.2GHz e 2G RAM levaria 500 anos para executar esta tarefa.

Essa descoberta confirma a observacdo de Feynman [36] no inicio da década de 80 do
século XX, de que, certas tarefas executadas por um computador quantico nao podem ser exe-
cutadas por um computador cldssico de modo eficiente. Em 1995, Lov Grover mostrou outra
evidéncia do poder dos computadores quanticos, ao desenvolver um algoritmo de busca numa

lista desordenada muito mais veloz que qualquer algoritmo cldssico.

Devido a essas propriedades, um computador quantico poderia em principio decifrar qual-
quer sistema em minutos. Segredos de Estado, transagdes financeiras, c6digos militares po-
deriam ser decifrados em pouquissimo tempo. Varios protétipos de computadores quanticos,
utilizando algumas dezenas de bits quénticos, ja foram testados com sucesso em laboratérios de
todo o mundo [7]. O grau de desafio no momento é aumentar o nimero de bits quanticos man-
tendo as propriedades quanticas do sistema, de modo a ter um computador que possa realizar

grandes operacdes.

2Tabela retirada da referéncia [34]).
SRSA ¢ um algoritmo de criptografia de dados que deve seu nome aos seus trés inventores Ronald Rivest, Adi
Shamir e Leonard Adleman.
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3.2 Q-bits, Portas Légicas e Circuitos Quanticos

3.2.1 Q-bits

A unidade fundamental da teoria cldssica da informacdo € o bit, que pode assumir dois
valores 16gicos: 0 ou 1. Este objeto pode ser implementado de diversas formas: via eletricidade,
a partir da utilizagdo do nivel de carga de um capacitor; por via da luz, a partir da utilizagdo
de fibras dpticas; por via de ondas eletromagnéticas, a partir da utilizacdo de redes wireless; ou

também por via de polarizacdo magnética, utilizada em discos rigidos.

J4 na Computacdo e Informacdo Quanticas, utiliza-se estados quanticos de modo que a
unidade fundamental deve pertencer a um espaco de Hilbert H. Esse objeto ¢ denominado

q—biﬂ que pode ser escrito na forma

| >=al0 > +5|1 >, (3.1)
em que os estados 10> e |11> sdo chamados de estados da base computaciona]ﬂ e |a)?+|p)? = 1.

O postulado da mecénica quéntica que dd origem ao g-bit € o da superposi¢ao. Os estados
classicos possiveis poderiam ser imaginados como sendo os estados 10> ou |1>. J4 na mecénica

quantica o estado resultante ¢ a combinacao linear dos estados admissiveis.
Um procedimento que € utilizado para obtermos uma visualizacdo geométrica de um g-bit

¢ a partir de

v > = «of0>+5]1>
= |ale™]0> +e™|B]]1 >,
podendo-se definir || = cos(0/2) e | 5| = sen(0/2), que mantém a condigdo de normalizacdo;

logo,
b >= e (cos(0/2)]0 > +e M Dsen(0/2)]1 >),

onde ¢ é um fator de fase global e que pode ser desconsiderado por nio alterar a amplitude de

4Quantum Binary Digit.
Poderfamos, a priori, pensar em quaisquer estados linearmente independentes( le; > e |ex >) para descrever
0 g-bit. Usualmente utiliza-se a base computacional que é formada por [0 > e |1 >.
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probabilidade. Fazendo 1 — v = ¢, encontramos que

|1 > = cos(0/2)|0 > +e®sen(h/2)]1 > 32)

Os ndmeros (0, ¢, < ¥|¢p >= 1) definem uma superficie esférica de raio unitario, conhecida

como Esfera de Bloch, onde cada ponto dessa superficie representa um possivel g-bit do sistema

(veja Figura (3.2)).

Figura 3.2: Representacgdo do g-bit |¢) > na Esfera de Bloch.

Pelos postulados da Mecanica Quantica, o sistema constituido por dois g-bits € formado

por

v > = (a1]0>+p61|1 >) R (2|0 > +F2|1 >)
= apo|00 > 4ap1]|01 > 41|10 > a1 |11 >, (3.3)

com a condicdo de que |agg|? + |01 | + |a10]? + a11]? = 1.

De modo anédlogo podemos definir 3 g-bits, 4 g-bits e de modo geral, n g-bits.

3.2.2 Portas Logicas

Um computador cléssico € construido a partir de circuitos elétricos com portas 16gicas. Do
mesmo modo, um computador quantico € constituido de circuitos quanticos contendo portas
l6gicas quanticas que carregam e manipulam a informacao quantica. Portanto as portas 1gicas
quanticas devem atuar sobre o estado, gerando um estado pertencente a0 mesmo espaco de
Hilbert e preservando a norma do vetor de estado. Dentro da Teoria Quantica, os objetos com

essas caracteristicas sdo justamente os operadores unitarios.
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De modo geral, podemos afirmar que toda porta I6gica quantica estd associada a uma trans-

formacdo unitdria. Para um g-bit, podemos utilizar uma representacdo matricial de dimensao 2,

()= ()
|0 > 1 > (3.4)
0 1

v > = al0>+5]1>

(0%
= ; (3.5)
(6)

deste modo, portas 16gicas quanticas poderdo ser representadas por matrizes unitarias 2x2.

de modo que

A porta l6gica quantica NAdﬂ que notaremos por X, atua no g-bit invertendo o estado, ou

seja,

X[0>=11>; X|1>=|0>; (3.6)

) an
()
)

0> +all > . (3.8)

logo, a representacdo matricial de X é

pois

= O

e ™

it
_—
|

Uma outra porta logica quantica de interesse € a troca de fase, que notaremos por Z. Essa

®Em inglés NOT, negagio.
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porta € tal que

ZI0>=10>; Z|1 >=—|1>; (3.9

logo, a representacdo matricial da troca de fase é

(0 5)
7 = : (3.10)
0 -1

ja que

oo (00)(0)
) (—aﬂ)

= al0>—fB|1>. (3.11)

As portas légicas quanticas X e Z s@o justamente as matrizes de Pauli o, e o,, implicando

em que uma outra porta logica quintica seja

Y = ZX

()
= . (3.12)
i 0

Além dessas portas 1dgicas introduziremos aqui a porta Hadamard, H. A aplicacdo dessa

porta gera uma superposicao dos estados quanticos, ou seja,

S

H|0 >=
0>="7

[0 > +|1 >]

1
H|1 >ZEHO>_|1 >], (3.13)

de modo que a representacdo matricial da porta Hadamard é

g L (b1 (3.14)
IRV AN '
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Segue entdo que:

H?0> = H\/li[|0>+|1>}

_ ;§[H|0>+H|1>]

= S5ll50> 1>+ 55 (10> —[1>))

— 0> (3.15)
H?)1> = H\}ﬁ[|0>—ll>]

_ ;ﬂHM>—HH>]

= (0> 4> - (50> ~1>))

- 1> (3.16)

Temos também a porta l6gica quantica de fase, que notaremos por S, tal que

S0 >= 10 >; 8|1 >=i|1 >, (3.17)

()
5= 7 (3.18)
0 i

e a porta l6gica quantica /8, que notaremos por T, tal que

cuja representacao matricial é

TI0>=]0>T =1 >=¢"™41 >, (3.19)

que podemos representd-la como

10
T= < 0 o ) . (3.20)
e

O fato da porta ser chamada de 7/8 apesar de termos uma rotagio de 7 /4 ¢ histdrico.
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Inicialmente considerava-se

—im/8 0
€
7T/8 - ( 0 eiﬂ'/8)

. 1 0
o—in/8 ( o ) , (3.21)
e

que € equivalente a nossa definicdo (3.20) de T, a menos de uma fase global.

Podemos também definir portas ldgicas quanticas para muitos g-bits de forma andloga a
que fizemos para 1 g-bit. Para exemplificar essa ideia vamos discutir a porta l6gica quantica

1 > ®|1Y >, onde

NAO—Controladﬂ para 2 g-bits. A representacdo de 2 g-bits é

00 >= 10 >= 01 >= 11 >= (3.22)

o o o =
o O = O
S = O O
_ o O O

A porta CNOT faz com que, quando o primeiro g-bit for |0 > seja mantido o segundo

inalterado e, quando o primeiro for |1 > inverta-se o segundo, i.¢,

CNOT|00 >= {00 >,
CNOT|01 >= |01 >,

(3.23)
CNOT|10 >= |11 >,
CNOT|11 >= |10 >,
sendo entdo a representacdo matricial da porta CNOT dada por
1 000
01 00
CNOT = (3.24)
0001
0010

Um resultado importante [7]] € que qualquer porta 16gica quantica de multiplos g-bits pode

ser contruida a partir da porta CNOT e das portas de 1 g-bit.

"Em inglés Controlled NOT, CNOT
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3.2.3 Circuitos Quanticos

Com as nocdes de bits quanticos e portas l6gicas quanticas estabelecidas, podemos pensar
numa colecdo desses objetos, ou seja, num conjunto de portas légicas quanticas atuando em

vdrios g-bits. Isso constitui um Circuito Quantico.

Os circuitos quanticos possuem uma representacdo grafica composta de linhas e simbolos,

que especificaremos a seguir.

* O tempo "passa" da esquerda para direita.

Cada g-bit é representado por uma linha horizontal.

Cada porta l6gica quantica é representada por uma caixa ou um circulo, que atua em um

ou mais g-bits.

As linhas verticais informam que o circuito atua simultaneamente sobre os g-bits ligados.

O simbolo e indica que o g-bit é de controle, ou seja, se estiver no estado |1 > a porta

16gica realiza a operagdo, caso esteja no estado |0 > a porta ndo realiza operagdo alguma.

Exemplos desses circuitos sao as Figuras 3.ﬂ € 3.4E|

Figura 3.3: Exemplo de Circuito Quantico

8Figura retirada da referéncia [37).
9Figura retirada da referéncia ||
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RIS FO
0) H V20 +11) | /2 (10) = [1)) H L
2(100) + 10) — fo) — 1| ENOT (3100} + 1)~ o) — 1107
1 _ . 1
Y N Ty T (o)) H =Y
V2 1 V2 1
0 —1F (10)+ 1)) 73 0110V 5o
2(100) + 1) +101) + 110))| GNOT [3(100) + [11) + [o1) + 10))

0 I
S Ll s TR T oy B
V2 1 V2 1
1 —Th (10) - 1) 3 -1V A1y
5(100) = [10) + [01) — [11))] CNOT %(|00)—|11)||U1)_|10))
|0} H : + T

2 (010 4 S e
1 (19) - 1) 75 (10) + 1) - .
L . lcNnoT i v H
L (100) — 110 — [o1) + [11) £(100)~[11)-[01)-+/10))
) —H — _ 1 | i}
ﬁum—u}) ﬂ”“}‘“})

Figura 3.4: Exemplo de Circuitos Quanticos

3.3 Emaranhamento e Estados de Bell

A Mecanica Quantica surpreendeu e ainda surpreende em varios aspectos. A necessidade de
descrever um sistema quantico num espago de Hilbert e o fato que o espaco que caracteriza dois
sistemas € o produto tensorial dos espacgos de Hilbert, associados ao principio de superposicao,

proporcionam coisas bem interessantes .

O espaco de Hilbert de 1 g-bit na base computacional é gerado por {|0 >,|1 >} € H. O
espaco de Hilbert associado a 2 g-bits, pelos postulados da Mecanica Quantica, deve ser o
produto tensorial desses dois espagos de Hilbert, e serd gerado por {|00 >, |01 >,[10 >,[11 >
} e HeH.

Existem estados admissiveis para o sistema total, formado de subsistemas, que ndo podem
ser escritos como produto tensorial de estados de cada subsistema. Estados dessa forma sao

ditos serem estados emaranhados. De modo geral, um estado |¥ > € dito ser emaranhado['”} se

19Quando o estado ndo esta emaranhado, ele ¢ dito ser separdvel. A negacdo dessa proposicio fornece, de forma
equivalente, a defini¢@o para estados separaveis.
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€ somente se,

Bln >, e >€ Hy, Hy/ ¥ >= |31 > ®|ihg > . (3.25)

Uma forma mais geral de se definir emaranhamento € a partir do operador densidade. Po-
demos dizer que um sistema H = H 4 ® H p € emaranhado se e somente se o operador densidade

do sistema ndo pode ser escrito da forma

pP =>"wiptt @ pP, (3.26)
7

onde p?, pP e pAP sdo respectivamente os operadores densidades do subsistema A, do subsis-

tema B e do sistema formado por A e B.

Os estados emaranhados mais conhecidos na literatura sao os estados de Bell [4]]. Sao esta-
dos de 2 g-bits, maximamente emaranhados E que podem ser encontrados a partir do seguinte

circuito quantico:

lq0) | H

q1)

Figura 3.5: Circuito Quantico para os Estados de Bell

* Para |gp >=|0>¢|q1 >=|0>

|@T > = CNOT(H|0>®|0>)

1
= CNOT{[ﬁ(|O>+|1>)]®|O>}
_ 120NOT[(|00>+|10 )]
_ 12(|00>+|11>). (3.27)

St

e Para|go >=|1>elq >=|0>

"Dentro da teoria da Informagdo Quantica, existem formas de se quantificar o grau de emaranhamento [[7].
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o™ > = CNOT(H|1>®|O>)
= CNOT{[\/_(|0> 11>)]®]0>}

- CNammm>—uo>n

S

- (|00 > —[11>). (3.28)

Sl

* Para|go >=0>e g >=|1>

vt > = CNOT(H\0>®\1 >)
= CNOT{[\/_(]0>+|1>)]®\1>}

- CNOTKm1>+u0>n

QI

= (|01 > 10 >). (3.29)

Sl

* Para|gp >=|[1>e|p1 >=|1>

ot s = CNOTgﬂt>®H>>
= ClNOT{[\/—
_ 7CNOT[(|01>—|11>)]
~ 501> —10>). (330

(10> —]1>)]®|1>}

As duas defini¢des (3.25) e (3.26) para emaranhamento ndo sdo muito prdticas para se
julgar se um sistema estd ou ndo emaranhado. Em geral, verificar se |¥ > ou p podem ser
decompostos como produtos tensoriais € uma tarefa dificil; dizemos entdo que essas defini¢des

ndo sdo operacionais.

Dentro da teoria da Informacdo Quantica existem uma série de critérios operacionais para
determinar se um sistema é ou ndo emaranhado. Esses critérios operacionais ndo sdo tdo gerais
quanto as defini¢oes (3.25)) e (3.26), de modo que devemos utiliz4-los observando seus dominios

de validade. Ao longo deste capitulo, introduziremos alguns deles.



50

3.4 Critério de Simon

Critérios operacionais para a descricdo do emaranhamento sao um dos grandes problemas
na drea da Informacdo Quantica. Um critério operacional que utilizaremos ao longo dessa

dissertacdo € o Critério de Simon [14].

Asher Peres [12] demonstrou que a positividade da transposi¢c@o parcial do operador den-
sidade € uma condig@o necessdria para a separabilidade de um estado quéntico e conjecturou a
suficiéncia. Na referéncia [13], a familia Horodecki demonstra que, para dim(H, ® Hp) < 6,
a suficiéncia é valida; para espagos de Hilbert com dimensao maior que 6, eles exibiram um

contra exemplo.

O critério resultante destes trabalhos ficou conhecido como critério de Peres-Horodecki.
Simon [14] utilizou o sistema descrito por 2 modos do oscilador harmonico bosdnico para en-
contrar uma forma mais operacional do critério de Peres-Horodecki; ele mostrou que a operagdo
de transposi¢do do operador densidade estd relacionada a uma reflexdo no espaco de fase. De

fato, seja f,,(¢,p) a Fungdo de Wigner que pode ser escrita como

1 oo ipz/h
fulap) = 5 [ dze? It < q—z/2lplg+2/2> (331)

A Funcgdo de Wigner associada ao operador densidade transposto é

/ 1 oo ipz/h T
fwla,p) = %Lm dze <q—z/2p" lqg+2/2>

1 oo ipz/h

= %Loo dze <q+2z/2|plg—2/2 >; (3.32)

fazendo a reparametrizacdo 2’ = —z, teremos que
1 +oo N
fula,p) = %/_oo d' e CPEIN g 2| pT g+ 2 /2 >
= fuwlg,—p). (3.33)

Deste modo, a operacao de transposi¢ao do operador densidade estd associada a uma refle-

xa0 no Espaco de Fase.

T

p—=p = fwla,p) = fulg,—Dp). (3.34)
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Utilizando a notagdo simplética para descrever esse sistema de 2 modos do oscilador harmo-

nico bosodnico, introduzamos a notagao

§=(q1,01,92:02); [a,8s] = 1Q0,8, (3.35)

onde [-,--]| é o comutador e a matriz {2 = [, g| é dada por:

(J 0) ( 0 1)
Q= J = . (3.36)
0 J 10

A transposicdo parcial do operador densidade p”B estard associada 2 transformagio

/ 1 oo ip121/h jipaza/h
fw(Q1,p1,Q2,p2) = (Q’JTW/ dzi1dzoe e
—0o0

X < q1—21/2,q2 — 22/2|p" B |q1 + 21/2,q2 + 22/2 >

— (21h)2/+00d21dZ26ip121/heip2Z2/ﬁ
T

—0
X <q1—21/2,q2+22/2|plgr +21/2,q2 — 22/2 >
= fuwlq,p1,92,—p2), (3.37)
entao
folar,p1.92,02) = fuw(q1, 1,62, —p2). (3.38)

Essa transformagdo assume uma representacdo matricial, que € da forma

; AQA:Q:(J 0 ) (3.39)

S = O O

0
1
0
0

o o o

Definindo a matriz de Varidncia V, 3 =< {A&,, Az} >, onde {A, B} = 3(AB+ BA),
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Al =Eq— < o > e <&y >=Tré,, encontra-se que
1 1
AfaAf,B = §<A€aA§B + AéﬁAga) + §(A€QA§B - AfﬁAga)
1
= {A&a, A} + ;Qaﬁ, (3.40)

e tomando a média dessa equagdo, teremos que [39]]

V+%§220. (3.41)

Se efeuarmos a operacdo de reflexdo sobre o operador densidade, teremos que a matriz

variancia sofrerd uma transformag@o de similaridade, de modo que (3.41)) torna-se:

AVA+%QZO. (3.42)

Para encontrarmos uma expressdo mais simples, que reuna as propriedades de (3.41) e
(3.42)), utilizaremos a Teoria de Grupos. Como estamos trabalhando sobre o espago de fase
tetradimensional, analisaremos a agéo do Grupo Simplético S, (4, R) |'“|que mantém inalterada

a estrutura simplética agindo unitariamente. Logo, teremos:

S € Sp(4, R); S0ST =

(3.43)
£_>§/:S€7 [géx’éﬂﬁ]:igaﬁ'

Vale a pena ressaltar que a atuagdo do Grupo Simplético sobre o espaco de Hilbert sera da
forma |¢)' >= U(S)|¢) >, onde U(S) é a representacdo unitdria de S € S,(4, R), que mantém

inalterada a relagdo entre o operador densidade e a Fun¢do de Wigner:

p—=US)pU(S) <= ful€) — fu(STLE). (3.44)

Como estamos interessados numa condi¢@o para separabilidade do sistema, iremos tomar

um subgrupo do Grupo Simplético que age separadamente em cada subsistema,
Sp(2,R)® Sp(2,R) C Sp(4, R), (3.45)

ou seja, estamos considerando o subgrupo S, (2, R) ® Sp(2, R) do Grupo Simplético S, (4, R).

120 Sp(4, R) € o grupo simplético no espago tetradimensional sobre os ntimeros reais.
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O subgrupo S,(2, R) é um Grupo Simplético que atua num espago bidimensional (g;, p;) sobre

os ndmeros reais. Entdo, dado S’ € S,(2,R) ® Sp(2,R) e S; € Sp(2, R),

Si 0
S’:( 01 . ); S1JST = S5 JST = J. (3.46)
2

Pela propriedade de simetria dos anticomutadores, a matriz de Variancia pode ser escrita

como sendo

A C
V= , (3.47)

onde A, B e C sdo matrizes 2x2. Devido a atuagdo de S’ € S,(2, R) ® Sp(2, R), mostra-se que

¢ possivel escrever (3.47), de forma que as matrizes A, B e C sejam diagonais, ou seja,

0 ¢ O
0 a 0 (&)
V= , (3.48)
C1 0 b 0
0 ¢ 0 b

com detA = a?, det B = b2 e detC = cico.

Substituindo (3.48) em (3.41)), teremos que

a i/2 ¢ 0
—i/2 a 0 ¢

>0, (3.49)
c1 0 b i/2
0 Cc2 —i/2 b
e calculando o determinante, encontraremos
2 2
a b cieo 1 169
a2b2—ac%b—z—z—T+T6+c%c%—ac%—720, (3.50)

que pode ser reescrito na forma

4(ab—c3)(ab—c3) > (a® +b%) +2c1c0 — 1 /4. (3.51)
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Substituindo os valores de det A, det B e detC' na equagdo (3.51)), encontramos

det Adet B + (i —detC)? —=Tr(AJCJIBJCTJ) > ~(detA+ detB). (3.52)

A

Agora, para que o sistema seja separdvel, além de satisfazer a equagdo (3.41), também ¢

necessdrio que a matriz variancia satisfaga a relacdo (3.42). Como

a 0O ¢ O
0 0 —
AVA = ¢ 2 (3.53)
C1 0 b 0
0 —C9 0 b

pela equacdo (3.42) teremos

(3.54)
a0 b if2

0 —C9 —1 / 2 b
que € similar a equagdo (3.49), a menos do sinal oposto em cg, que acarretard que detC' —

—detC'. Portanto, tomando o determinante da equagao (3.54), encontraremos

1

det Adet B + ( 1 =

(—detC))> = Tr(AJCJIBJCT ) > —(detA+ detB). (3.55)

o~ |

O requerimento que a matriz de varidncia satisfaga a condi¢ao de separabilidade (3.42)) jun-
tamente com a relagdo (3.41)), € equivalente a que as equagdes (3.52)) e (3.55) sejam satisfeitas.

Portanto, encontramos que

1 1
det AdetB+ (7 — |detC))* = Tr(AJCJIBJCTT) > 4 (detA+ detB), (3.56)

o que constitui o Critério de Simon, que deve ser satisfeito por estados separdveis.

Esse critério de separabilidade € o critério que aplicaremos no proximo capitulo ao estado

de Bell termalizado para podermos analisar o emaranhamento .
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3.5 Outros Critérios de Emaranhamento

Além do Critério de Simon ha na literatura outros. Por completeza, para finalizar este
capitulo, citaremos alguns desses critérios utilizados dentro da Teoria da Informagdo Quantica

para caracterizar o emaranhamento num sistema [8]].

Critério de Peres : Se a transposta parcial de p ndo for positiva, entdo p é emaranhado, isto é

(pAB)Ia #0 = Emaranhado (3.57)

tal que, a transposicdo parcial de [pA5 Impnn = 25w [ mnlpP] un em relacdo ao subsis-
4)

tema A € a transposigdo somente de (p™),n, isto &, [p4B],, -

Critério de Horodecki : Um estado p é separdvel se, e somente se, para qualquer mapa posi-

tivo @, ®p € positivo, isto €é:

Separdvel = (P®1)(X; wjpf ®pf) =Y wj(q)pf)(@)pf) > 0. (3.58)

Um operador A € dito ser positivo se Tr{ AP} > 0 para qualquer projetor P. Entdo um
mapa € positivo se ele aplica operadores positivos em operadores positivos, isto €, se
A > 0entdo ¢(A) > 0.

Critério de Peres-Horodecki : Um estado p com dimH < 6 é emaranhado se e somente se a

transposicao parcial de p for ndo negativa, ou seja,

pt4 #0 <= Emaranhado. (3.59)

Critério Reduzido : Seja p'” o operador densidade do sistema A e B. Os operadores redu-
zidos sdo definidos como sendo o trago sobre um dos subsistemas, ou seja, o operador
reduzido p4 = TrppB e pg = Trap*”. Uma condicio suficiente para que o sistema

seja emaranhado é que os operadores densidade reduzidos satisfacam a relagao

pARLI—p<0 ou IRpg—p<O. (3.60)

Critério Entréopico : Seja S uma entropia extensiva, como por exemplo a entropia de Von-

Neumann. A entropia condicional S(AIB) é definida como sendo a diferenca entre a
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entropia do operador densidade p*Z e a do operador densidade reduzido p4 = Trppt?,
isto é, S(A|B) = S(pAB) —S(p4); entdo

S(A|B) <0 = Emaranhado. (3.61)

Critério Algébrico : Dado uma dlgebra (A), um ideal (I) a esquerda (direita) € um subconjunto
de A I C Atal que o produto de qualquer elemento da dlgebra pela esquerda (direita) por
um elemento do ideal resulta num elemento do ideal. Um ideal é dito minimal se ele ndo

contém nenhum outro ideal .

A partir da identificacdo dos kets (I>) com ideais minimais a esquerda e os bras (<) com

ideais minimais a direita, Trindade [20] demonstrou o seguinte critério algébrico:

Uma sobreposi¢ao de ideais a esquerda minimais na dlgebra produto AR AR A ® ... ®
A pode ser decomposto num produto tensorial dos ideais a esquerda minimais de cada

algebra se e somente se os coeficientes (; da superposi¢do satisfazem a relacao:

a_G_ G (3.62)

G G G

onde o coeficiente (; € o coeficiente do primeiro elemento na ordem de dicionério, (3 €

coeficiente do segundo elemento e assim por diante.
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4 Analisando o Emaranhamento a partir
da Dinamica de Campos Térmicos

Ap6s termos introduzido o formalismo da Dindmica de Campos Térmicos (DCT) e o crité-
rio de Simon pretendemos, nesse capitulo, utilizar a DCT na formulagdo do critério de Simon
para extrair propriedades térmicas associadas ao emaranhamento. Pensando no estado de Bell
fazemos essa andlise, que € ratificada com o cdlculo da Fidelidade Quantica, o Fator de Mandel

e a Funcado de Wigner.

4.1 Critério de Simon e Proprieades Térmicas

4.1.1 Operador Densidade Termalizado do Estado de Bell

Dentre os estados emaranhados os estados de Bell, que sdo estados maximamente emara-
nhados, t€m uma grande importancia histérica e uma boa realizagao experimental. Dentre eles,

analisaremos o estado

| >= 2|10 > 4y|01 >, 4.1
onde estamos considerando pesos arbitrarios, mas normalizados |z|? + |y|? = 1.

Para introduzirmos a temperatura, imaginaremos o sistema de estado [¢) > em um banho
térmico, o que acarreta que o estado termalizado agora € descrito, de acordo com a DCT, consi-

derando dois espacos de Hilbert, ou seja,

H®H > ¢ > ®|00 >= {]10,00 > +y|01,00 >}. (4.2)

onde a duplicacdo estd sendo proposta em termos do vacuo, para garantir que quando 7" — 0,

retornemos ao estado original [18]]. O estado térmico associado a |¢) > serd o |¢)(5) > que, com
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o uso da transformag¢do de Bogoliubov do caso bosodnico, pode ser escrito como:

|3;10,00 > +y|3;01,00 >,
= {za](B) +yab(8)}]5;00,00 >
{za](8) +yal(8)}0(8) > (4.3)

[v(8) >

Como j4 discutimos na secao 2.4, temos que o operador densidade termalizado satisfaz a

relacdo

< Y(B)|O[(B) >= Trpy5=0- (4.4)

;
Como, pela relag@o (2.39 a3(5)|0(6) >= ﬁm(ﬁ) >, temos que

of ot _ of ot
[0(8) >= {w oo + ¥ }B:00,00 > e <u(B)] =< 0(B){ay 0 +yp ). 45)

Entao,

<P(B0lY(8) > = < 0(6)L{xai<ﬁ)+ya$(ﬁ>}T|5{m§(ﬁ) +yab(8)}0(8) >
_ m(gﬂm(@ < 0(8)|ar0al0(8) >
o <03 Oali0(s) >
+m < 0(8)]az0af[0(5) >
ly|®

u1(B)uz(B)
1 2 At A

= ——{x|*Trpa1Oa; + z"yTrpai;Oa
ul(ﬁ)l@(ﬁ){' ‘ pai 1 yLrpay 2
—|—y*xT7‘pa2@aJ{ + |y|2Trpa2@a£}

JaPalpa1O +ayalparO +y wajpas0 + lyPajpa0

u1(B)uz(B)

o AalPalpar +a*yabpar +y wal pas + lyPadpaz} o

u1(B)uz(p) ’

+ < 0(B)|az0ab|0(5) >

=T




59

o que resulta em:

_ |z[2a] par + z*yabpar +y*zal pag + y|2abpas

Pr8)> u1(B)ua(B)
Como, por (2.67),

) I e )
P Tm ) AT m0) , 2, T m(d)

(4.6)

m2(5)
1473(3)

)"?|n1,ng >< ni,ng

)™

segue que

B 1 = mi(B) ny m2(5) ng
D> = TEmE AT m B Bwd) e, T m@) Tm()

xc{|z[}(n1 +1)|n1 +1,n9 >< ny + 1,0

+xy*\/(n1 +1)(n2+1|n1+1,n9 ><nj,ng+1|

+95*3/\/(”1 +1)(n2+1|ny,na+ 1 ><n;+1,ng|
+y|?(na+1|n1,ne +1 >< ny,na+ 1|} 4.7)

que € o operador densidade termalizado .

4.1.2 A Matriz Variancia

A matriz variancia, que foi definida no capitulo 3, € dada por
Vap =<{A&, A} > (4.8)

onde ga = (Q1ap17q27p2)7 Aga = €Oé_ < é.a >, < 50& >= T?"p‘w(ﬁ)fa € por fim {'7 } ¢ o antico-

mutador, ou seja, {A, B} = %'

Como exposto no capitulo 2, nosso sistema € um oscilador harmonico; entdo

= Ja + 1Pa
(67 \/5
e .
CLT _ Qo — 1Pa
«@ \/5
0 que nos da
V2
Ga = —(ag +a)
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—iV2
9 (aoz - ajx)-

Pa =

Substituindo entdo na matriz variancia, temos

Var = TTPW 1> {1 A8, Ay}
= *{TTPW SALAL +Trpy(5)> A8 Ak}
= *{TTPW > (Ea = Trppgy>€a) (s — Trppy(8)és)
+T7"P|w > (& = Trppy(8)>Ex) (Sa = TTppy(8)>6a) }
= *{TTPWJ )>E&alr = 2T py(3)>Ea TPy (8)>Ex
+T7py(8)>EaT TP (8)>ERTTP(8)> T T TP (8)>ErEa
=217 py()>Ex TP (8)>Ea + TTPp(3)>EaT TPy (3)>Ex T TP (3)>-  (49)

Como o Trpw( B> = 1, somando os termos similares, encontramos

Var 7{T7ap|1/; >€a£ﬁ+TTP\qp >€I€€O& QTTp\w >€aTTP|¢ >£n} (4.10)

Para continuar tratando os elementos da matriz variancia de forma geral, introduziremos a

seguinte notagao

o=Lfu{aa+ (-1} a=1,2,34 “.11)
onde f{ =1= f3, fo =i = f4, a1 = as =operador a1 , aJ{ = ag =operador a]i, az = a4 =operador
t_ t f

as € az = a, =operador a,, 1.€, para utilizar livremente os indices de 1 até 4 notamos 0s opera-

dores de destruigdo e criagdo dessa forma. Substituindo (.11)) em (@.10)), temos que

Vo = {Trpp )>‘m2ﬁi[aa+( D al ) ag + (—1)"af]
+T7“p|ww>>a2ﬁ”"[am+< 1) af]lag+(~1)"*af]
2f. .
—Q[Trpwwbgf(aw (=1)"**af)]
J

AT Y202 (a0 + (<1 *oal )}

2
= f‘”‘f“ T 1)rer f
= {Trpjy(8)>0ats + (=1) 7T py(5)> ag ax

+(—1)1+“T7“P|w(5)>aaal + (=1 Trpy ) abal,+ Trpjy(s)> asta
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+(—1)1+aTrp|w(5)>aHaL + (—1)1+’€T7’pw(5)>aaal + (—1)a+’"/”Trp|¢(5)>aLa£

—2[T7pjy(3)> @ TPl )5 G0+ (=) T rpy 5)> axTrppy () 0l

=Ty (> kT pr(s)> a0+ (=) Ty al Trop s abl}. - 4.12)

Como [a,ax] =0e¢[al,al] = 0 Va, s, entdo podemos escrever a equacio acima da seguinte

forma:
fafx

Va,i = 1 {2Trp|¢(5)>aaa,f+2(—1)°‘+"Trp‘¢(5)>a,tag

+(=1) O Trpiy(s)> abas + Trpyp)>asal]

(=) [Trppys)>aaal,+ Trpys)>ataa]

—2[Trpjy(8)>aa + (=1) T Trpyy(s)al)

X[TTp‘¢(I3)>a,¢—|—(—1)1+KTTp|w(ﬂ)>au. 4.13)

que € a forma mais simples, mantendo a generalidade, que o matriz variancia pode ser expressa.

Considerando que a matriz de variancia € simétrica, isto é,

Vo = TTP\¢(5)>{A€a7 Agff}

= Trpy(p)>{ A& Aa}
— V. (4.14)

precisamos calcular somente os 6 elementos da parte triangular superior e os elementos da

diagonal da matriz de varidncia. Além disso, como [a,al] = 1 entdo

Trp|¢(ﬁ)>aaa£ - T7’P|¢(5)>+Trp|¢(ﬁ)>a2aa
= 1+T7"p|¢(5)>a&aa,

e sabendo que T (A") = (TrA)* temos que

Tr(pyp)=>AB)T = TrB'Afpy )
= Trpjy(s)>BTAT
= Tr(pyp)>AB)",

ou seja,
Tr(po()>AB)" =Trpps)> BT AT

Com essas propriedades, para obtermos os elementos da matriz variancia, € suficiente calcu-
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lar os valores esperados abaixo enumerados, onde notaremos A = @ +ﬁ1(5))(1+ﬁ; (B))u1(Buz(B)’

ki = n;(3)

. / / . . . . .
Th;(7) © consideraremos a base {|n7,n5 >} que designaremos por {|i,j >} para simpli-

ficar a notac@o. Temos assim:

o I'rpjy(p)>a1a1

® I'rpjy(p)> 102

+00 +00
kY <ijl Yo AR ES2 {22 (n1 4+ 1)arar|ng + 1,n9 >< ny +1,n9|

,7=0 n1,n2=0

—l—:cy*\/(m +1)(na+1ajai|ni +1,n2 >< ni,ng+ 1|

+x*y\/(n1 +1)(ng+ajai|ni,na+1><nj+1,ns]

+y[2(n2+ Darar|ni,ne + 1 >< ny,ng +1[}ij >

—+00
A>T KPRz (e + 1)y /m(ng +1)

t,5,n1,n2=0
X < 2j|n1 —1,no ><nq +1,n2\ij >

+zy*(n1+1)y/ni(n2+1) <ijlng —1,n2 ><ny,ne+1|ij >

—l—yx*\/(nl —1)ni(n1+1)(n2+1) <ijlng —2,n0+1><ny+1,nalij >

—|—|y\2(n2+1) nl(nl —1) < Zj’nl —2.n0+1>< nl,n2+1]z’j >

+00
A>T kPRSP (na + 1)y/ra (R1 4 1)y —185,00. 6.1 +165ms

i1 ma=0

Fy*(n1+1)\/n1(n2 + 1)0in; —105,ns0i 01 0jnp+ 1

+yz* \/(?11 —1)n1(n1+1)(n2 +1)di ny—205n5+10im1+105,n
+yl*(n2+1)y/n1(n1 = 1)8ny—267n5+181my Ojno 41}

— 0. 4.15)

“+o00 +o0
Z < 1] Z Ak?lk;”{lxp(nl+1)a1a2|n1+1,n2 ><ny+1,n9

,7=0 n1,n2=0

+xy*\/(n1 +1)(n2+ 1)ajaz|ng + 1,n2 ><nj,ng + 1|

+x*y\/(n1 + 1)(n2 + 1)a1a2|n1,n2 +1><ny+ 1,n2|

+Hy[2(n2 + Darag|ni,na +1 >< ny,na + 1|} |ij >

“+00
A ST kRS (na+ 1)y na(ng +1)
1,J,m1,n2=0
X <ijlny,ng —1><ny+1,nglij >

+xy*(n1+1)y/ne(ne+1) < ijlny,ne —1 ><ny,ng+1|ij >
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+yz*(ne+1)y/ni(n1+1) <ijlng —1,ne >< ny+1,n9lij >
+|y|2(n2+1)\/n1(n2+1) <ijlny —1,ng ><ny,ng+1lij >

+00
= A Y ER{leP (1) na (01 1)850,0ms 1850041870,

ijnna=0

+ay* (n1+1)y/n1(n2 +1)6in1 05,0y —10i 0, 6j,np 1
+yx*\/(n1 —1D)ny(n1+1)(n2 +1)0n1-105,100i 0, +105,ns
+yl?(n2 + 1) y/n1(n1 — 180, -107,150i.1 0jma+1}

= 0 (4.16)
+o00 “+o0

o Trpyp>azaz = Y <ijl > APk {|z|*(n1+ 1)atai|n + 1,2 ><ni+1,ny)
ij=0 11 =0

—i—xy*\/(nl +1)(ne+1)arai|ng +1,n2 >< ny,ng+1]

—l—x*y\/(nl +1)(ng+1ajai|ni,neg+1><nj+1,ns

+y[2(n2+ Darai|ni,ne + 1 >< ny,ng +1[}ij >
400
= A Z ]{31111/{31212{|ZE|2(711+1) nz(ng—l)

i7j7n17n2:0
X < 2j|n1 +1,n0—2><ny —|—1,n2\ij >

tay*\/(n1+ 1) (na + Dna(ng — 1) < ijlng +1,n2 —2 >< ny,na + 1)ij >
—l—y:zc*(ng—i—l) (n1+1)n2 < ij|n1,n2— 1>< n1+1,n2|ij >

+|y\2(n2+1)\/n2(n2+ 1) <ijlni,ng—1><ny,ng+1lij >

“+o00
= A YRR+ 1)y ma(n1 4 1) 416 ms—28 10

ijn1na=0
Fxy*(n1 4 1)y/n1(n2 +1)0iny 116,05 —20in1 0j,na+1
+y9€*\/(n1 —1)ny(n1+1)(n2 +1)0in105,n0—16i0,+10j,ns
+yl?(n2 + 1) /11 (1 — 18,0, 0.10—16i,1 0jmg+1}

- 0. “4.17)




64

+o00 +o00
oTrppp=a1 = Y <ijl > ARPk*{|z|*(n1+ Dar|ni+1,np ><ny+1ng|+

,j=0 n1,n2=0

+$y*\/(n1 +1)(n2+1)ar|ni +1,n2 >< ny,n2+1|

—i—x*y\/(nl +1)(n2+1)aini,na+1><ni;+1,n9|
+y[(ng +1)as|n1,n2 +1>< ny,ng +1[}ij >

+00
= A > kRl +1)y (1)
i7j7n17n2:0

X <ij|ni,ne ><mni+1,nglij >

+zy*(n1+1)y/(no+1) <ijlni,ng ><nj,ng+1}ij >
+yx*\/n1(n1+1)(n2+1) <ijln1—1,n2+1><ny+1,nglij >

+ly|?(no +1)/n1 <ijlni —1,ne+1><ny,no+1ij >

+oo
= A Y KR2{|zP (a4 1)y (014 180, 670 6im +167.m5

ijnna=0

Fzy*(n1 4 1)1/ (n2 +1)6i .0, 0j,m90i,m1 0jina+1
+yx*\/n1(n1 +1)(n2+1)8i 0y~ 105,10+ 10501 +105,ns
+yl? (n2 4+ 1) /1165 301 ~165n0+10.0 0joma 1

— 0. (4.18)
—+00 —+00
oTTp|w(5)>a2 = Z < ij] Z Ak?1k§2{|x|2(n1+1)a2|n1—i—l,ng><n1+1,n2]
,j=0 n1,n2=0

+xy*\/(n1 +1)(n2+1)az|ny +1,n9 >< ni,ne +1|

+x*y\/(n1 +1)(n2—|—1)a2]n1,n2+1 ><ng —|-1’n2|
+ly[(ng + Vag|ni,na +1>< ny,ng +1|}ij >

“+00
= A Y Rl +1)viz

7:7j7n1,n2:0
X <ijlny+1,n0—1><ny+1,n9lij >

—l—a:y*\/(nl +1)ng(ne+1) <ijlng+1,n2—1><njy,ne+1[ij >

tya* (g + 1)/ (n1 + 1) (ng + 1) <ijlng,ng >< ny +1,nalij >
+|y|2(n2+1) (ng+1) <ij|ni,ng ><mni,ng+1lij >
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—+00
= A > EPEP{|2P(n1+ 1)V/n26im, 4165m5—10iny 4165,

i,j,n1,n2=0
+ay” \/(m +1)n2(n2 +1)0in1+10j,n5—10i,n1 0j,na+1
+yx*(ng +1)v/(n1 +1)0i1, 01905 ny+105.n0
+y[*(ng + 1)1/ (n2 4 1)8in, 65,501y Ojiny 1}
= 0. 4.19)

+00 +00
oTrp|¢(ﬂ)>a];a1 = Y <ij] > ARMER{ |22 (n1 4+ Dalayng + 1,n0 >< ny +1,ng|

,j=0 n1,n2=0

—l—xy*\/(nl +1)(no + 1)aJ{a1|n1 +1,n9 ><nyp,ng+1|

—l—x*y\/(nl +1)(ng + 1)a{a1|n1,n2 +1><ni+1,ng]
Hy[2(na + Valai|ny,na + 1 >< nyyng + 1]} i >

+o00
= A Z k?1k32{|x\2(n1+1)2<ij|n1—|—1,n2 >< ny+1,nglij >

%,7,m1,n2=0

+xy*(n1+1)\/(n1+1)(n2+1) <ijlni+1,n2 ><ny,na+1|ij >

—i—ya:*nl\/(m +1)(n2+1) <ijlny,ne+1><ny+1,nslij >

+ly[Pn1(ng +1) <ijlni,ng+1>< ny,ng +1]ij >

+00
= 4 Z k?1k32{|x|2(n1+1)251',711—&—16]',71257;77114,_15‘7n2

i,j,TLl,’I’LQ:O

a2y (m+ 1)y (01 + 1) (2 + 1)y 416505051 0jims 1
—i—y:t*nl \/(nl + 1)(n2 + 1)51'7”1 5j,n2+15i,n1+15j,n2

+y2(n2 + 1)1 10, 6.1 +10i.m1 0 jng+1 }
—+00

= A Y KPR {|z(n1+ 1)+ ]y’ (n2+ 1)n1}
n1,n9=0

1 ki+1 1 k1

= A{|x|21—k2 (1—k1)3 ‘ ’2(1—1@)2 (1—/€1)2}

_ 1 2 s = 3 n1(53)

T Gemntamy OO
_ _ ni(B)

+|y|2[(1+n2(5))2(1+n1(5))2m]}
_ |z2[(1+7m2(8)) (1 +2n1(8))] + ly*[(1 +72(83))n1(B)] (4.20)

(1+71(8))2 (1 +72(8))?

onde as somas foram efetuadas utilizando o apéndice A.
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+0o0 +0o0
oTrp|¢(6)>a];a2 = > <ij > AR ER2{ |2 (n1 4+ Dalag|ng + 1,n0 >< ny + 1, ng|
,j=0 n1,n2=0

+£Ey*\/(n1 +1)(n2+1)a1a2|n1 +1,n9 ><nyi,na+1|

—i—x*y\/(nl +1)(na+ 1)aJ{a2|n1,n2—|— 1 ><ni+1,ng|
+|y\2(n2+1)a{a2]n1,n2+1 >< ny,ng+ 1| }Hij >
—+00
= A Z k?1k32{|x|2(n1+1) (n1+2)ne

Z‘7.]‘7”17”2:0

X <ijlng+2,n2—1><mnj+1,nslij >

—l—xy*\/(nl +1)(n1+2)n2(na+1) <ijlni+2,n2— 1 ><ny,ng+1lij >
+yz*(n1+1)(ne+1) <ijlni+1,n2 ><ny +1,nalij >

+|y|2(n2+1)\/(n1 +1)(ne+1) <ijlng + 1,ne >< ny,ne + 1)ij >

+0o0o
= A > KE{lzP( 4 Dy (n1 4 1D)nading +265m0-10i0 4150

%,7,m1,n2=0

+ay*\/(n1+ 1) (n1+2)n2(n2 + 180, +20)m5— 1810, 1
+yx*(n1+1)(n2 + 1)8iny+16,ny0in1+16j,n

Hy P (n2 4 1)/ (01 + 1) (02 + 1)1, +05 15010, s 01}
+00 +00
= Ayt S (B + 1)} Y (k2 (ne+1)}

n1=0 no=0

1 1
(1—Fk1)? (1 —k2)?
1

(1+71(8))? (1 +72(8))
=y /(L+7m(8)) (1 +72(8)) 4.21)

= Ayx*

(1+7m1(8))*(1+m3(8))?

([N

“+o00 “+o00
o Trpypsavaz = 3. <ij| S AKPES{|z[}(n1 + Dafas|ng +1,n2 >< 0y + 1,no|

2,7=0 n1,n2=0

+:vy*\/(n1 + 1)(n2+1)a£a2|n1 +1,n2 ><ni,n2+1|

—I—a:*y\/(nl +1)(ny+ 1)a£a2|n1,n2 +1><n;+1,ng
+HylP(n2 +)abas|ni, no + 1 >< ni,na + 1|} |ij >



67

“+o00
= A YRR {|aP(nn 4 Dng < ijlng 4+ 1,ng >< ng+1,nolij >

imjanl 12 =0

+xy*ngy/ni(no+1) <ijlng +1,ny ><ni,no+1lij >

—}-yx*(ng—i-l)\/(nl-l-l)(ng—f—l) <ijlni,ne+1><ny+1,n9lij >

+ly[2(ne +1)% < ijlni,no+1 >< ni,ng +1ij >

—+00
= A > EPES{Jz(na + 1D)nading +185,n00im,+105ms

i,jJLl,’flgIO

+xy nay/n1(n2 +1)8iny 41050501 m1 0jny+1
+yx* (n2 +1)y/(n1)(n2 + 1) 0y 0,00 +10i 1410515

+y[*(n2 4+ 1)%6; 0, 6.00+105,n1 0jmg1 }
+00
= A Y EPER{|zA(n1+ Dng+ |y|*(n2 + 1)}

n1,n2=0

que ¢ a mesma série para Trp‘w(ﬁbaial, s6 que trocando x com y, € k1 com kg, 1.6, z <>y e

k1 <> ko. Portanto

1 lPIA+73(8) (1+2m3(8))] + | *[(1 +71(5))ma(8)]

T = : - (4.22)
TPlp(8)> 242 (1+m(8) (1 +75(8))}

Nas expressoes utilizamos que 6; p, +40; n,+» = ¢ = n1 +a e =nq+b, que s6 tem solugio

se a=b, e que para todos os outros casos o produto das deltas € nulo. Utilizamos também que

__m(B)
" 1+m(B)
| g 1B —m(f) 1
' 1+7m;(B) 1+7(8)’

que u;(8) = \/1+m;(f) e que as séries que sdo todas convergentes podem ser calculadas a

partir da série geométrica.

Considerando os valores nulos acima encontrados, a expressao (4.13]) torna-se:

fal
Var = = (=0 Troy > alhan + Troy s> anal]+

(—1)1+”[T?“p|¢(5)>aoéaj_i + Trpw(ﬂbalaa, } (4.23)
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cujos elementos de matriz em termos dos valores esperados nao nulos sao

1
° ‘/171 = Z{(—1)2[Trp|¢(ﬁ)>a];a1 —|—TTp|¢(ﬁ)>a1a]ﬂ

+(—1)2 [Trp|w(5)>a1a{ + Trp|¢(5)>a{a1]}
1
= 3Trop(p)>atar+Trpys)>aal]
1

= Trppgsaja+3. (4.24)

)
° VLQ = Z{(—l)Q[TTp|¢(5)>CLJ{CL1 +T7"p|¢(,3)>a1a“

+(—1)3[T7"P|¢(5)>@1a{ + TTP|¢(5)>CL1@1]}
= 0. (4.25)

1
oVizg = Z{(—l)z[TTPw(ﬁpaiaz+Trp|¢(ﬁ)>a2a“

+(—1)4[TTP|w(ﬁ)>a1a£ + T?“P|¢(5)>a£a1]}
1

= 5[Troyp)>alar+Tr py(s)>alaal. (4.26)

1
0V1’4 = 1{(—1)2[Trp|¢(5)>a1a2+TTp|¢(ﬂ)>CL2aU

+(—1)5 [Trp|¢(ﬁ)>a1a£ + Trp|¢(5)>a£a1]}
1

S[Trpu(e)>aian =T ply(s)>alas)]. (4.27)

—1
Voo = ACDTropp)-alar +Troyp)saal]

+(= D2 [Trppy(g)>ara] + Trppyg-afa]}
1
= §[T7“P\w</3)>a§a1 +Trpjy(p)>a1a]]
1
= Troygsaja+ . (4.28)



ooy

k]

o33

)

o34 =

o V4

)
1{(—1)3[T7”P|¢(5)>a1a2 +Trppy()>a2a])
+(= 1) [Trpjy(s)>arab + Trpys)=aba]}

7 *
S [T P> al0a + T piys)salas]

-1
T{(—1)3[T7’P\w(ﬁ)>a§a2 + Trpjp(s)>a20]]

H(=1)P[Trpjp(s)>a1ah + Trpys(s)>abar]
1

S [Trow)>alaz+ Trpyy s >aias]

1
D Trpy5)5 adaz + Trppys)-a2ad]

+(—1)4[T7“P|w(/3)>a2a£ + TTP|¢(5)>G£G2]}

1

5 [Trppu(s)> 0302 + Trpjy ) a2}
1

Trpjy(s)>abaz + 5.

i
1{(—1)4[T7“p|¢(5)>a$a2 + T?”P|w(5)>a2a§]

+(-1)° [TTP|w(5)>a2a£ + T7"P|w(5)>a£<12]}
=0.

-1
AV [Trpry(p)> adaz + Troy ) azal

+(—1)5[T7“p|¢(a)>a2a§ + T?”ﬂ|¢(5)>a§a2]}
1
T b+ Trgn)

1
Trpjy(s)>abaz + 5.

69

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)
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Denotando
o = Trp|w(5)>a1a1, g = Trp|w(5)>a£a2, (4 34)
n="Trog>ala2+ Trpygsolaz e v =Trpys0ia2=Tr plys)salaz,
a matriz variancia fica da forma
1 n w
a+3; 0 5 5
0 +3 = 1 A C
V— T3 7 2 | = , (4.35)
7 =2 s+l 0 ¢’ B
1
5 3 0 oty
onde
+5 0 +3 0 1w
A= T2 o B=| 772 e C=( 2 2. 436
a+s 0 o+i S
de modo que,
detA= (a+3%)% detB=(0+3)? e detC=1(n*—1v?) (4.37)

4.1.3 A DCT e o Critério de Simon

Tendo determinado a matriz de varidncia podemos analisar o critério de Simon que diz,

com nossa notagéo, N

detA+detB
4 )

onde J é a matriz (3.36)), entdo o estado é separdvel. Calculemos cada um dos fatores em (4.38).

detAdetB + 1o detC\2 —Tr(AJCJIBJCT J) > (4.38)
4

Segue que

Tr[AJCJBJCTJ] = Tr[J(a+1/2)IJCJ(c+1/2)IJCT)
= Trl(a+1/2)(c+1/2)JI1JCJIJCT)
= Trl(a+1/2)(c+1/2)(-=1)C(-I)CT)
= Trl(a+1/2)(c+1/2)CCT]
= (a+1/2)(0+1/2)(L52)

(4.39)
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onde usamos que a matriz identidade comuta com toda matriz,

) (—1 0 )
J2 (4.40)
0 -1

n 4 n v 772 — 2
cot=( 2 2 202 ) =1 "7 (4.41)
—iv % v g 4

2 2

e que por (#.36)

~

Substituindo em (4.38) o resultado (4.39)) e os valores dos determinantes dados por #.37)

encontramos para o critério de Simon a expressao:

1— |n2 — 12])2 2 9
(0 1/22(0+1/2) + & '”16 T (a2 1/2)(] )2
1/2)? 1/2)
Expandindo os termos dessa expressao, podemos simplificar a equagdo (4.42), obtendo
2 21\2 2_ .2
(02 +a) (o2 +0)+ 1" 16” D" 5 In 4” (200 +atot1). (4.43)

Visando analisar graficos, consideremos a expressido (4.43) para wi = wp = w, ou seja,
n1(B) = na2(B) =n(B). Temos assim

a= Tr(ps)>aia

_ P lO+mB) A2y P B)(8)

(1+7(8))? (1+7(5)) 2 (4.44)
= |=(1+2m(B)) +yI*n(B),

o= Tr(py(p)>ahar

_ WP (L2m(B)] e P (B)(B)]

(14+7(8)? (1+7(5)) 2 (4.45)
= |yP(1+2n(8)) + |=[*n(B),

n= TT(PW(/B»@{@+Tr(ﬂ\¢(ﬁ)>a§a2
= yz*(1+n(8)) +zy* (1 +n(B)) (4.46)
(1+7n(8))(yz* +xy*),
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V= Tr(plw(5)>aia2_Tr(p\w(ﬁbaicm
= o (14+(8) —xy (1+7(8)) (447)
= (1+7(8) (va* —y'),

> —vi= [(1+70(B)(yz* +zy")]* = [(1+7(8)) (yz* — y*z)]?
= [(1+7(8))%4ly[?||*. (4.48)

Pela condigiio de normalizacio, |z|? + |y|? = 1, ou seja, |y|> = 1 — |x|? que substituida nas

equagoes (4.44), @.43) e (#.48)) resulta em

a=lz*(1+7n(8)) +n(B), (4.49)

o =1+2n(B) —|z|>(1+7(p)), (4.50)

> —vi = [(1+70(B)(yz* +zy*)]2 = [(1+7(8)) (yz* — y*z)]?
= [(1+7n(8))]*4(1 — |z]?)]=]*. (4.51)

Substituindo as expressdes (#.49), (@.50) e (@.51) em (@#.43)), teremos a equagdo

{(|=z]*(1+7(B)) +7(B)* + (|=|* (1 +7(B)) +7(B))} o o
{(1+27(8) — |e[2(1+7(8)))? + (14 27(8) — [[2(1+7(8))) } + LN D)7

(NPt £9(102(1 4 () + 1(B)) (1 + 20(B) — |[2(1 +7(B)))
(|22 (1+n(6)) () + (1 +21(8) — ||> (L +7(B))) + 1}
(4.52)
que assume a forma
211(B) + 87(B)% + 10m(B)% + 4n(B)* > 2|z |* — |z[* — 2|2[° + |2|*. (4.53)

Substituindo 72(5) = 65“}71 em (4.53), temos que,
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1 1, 3 1 s P,
> — _
2 g 80 10— A7) = 2l — ol = 2" + [,
ou seja, . ”
e PY  ePv 9 4 6 5
ooyt = el el =2l el (4.54)

uma expressao por nos obtida para o critério de Simon que possibilita uma analise dos estados
termalizados (4.3))

4.1.4 Analise das Relacoes (4.53) e (4.54)

Primeiramente, analisando o lado direito da expressdo (4.53)), encontramos que

y(z) = 2|z|* — |z|* = 2|2|° +|z|® > 0;Vzx € [0,1] (4.55)
e
2lz)? — ||t —2lz|0+ 2P =0<= 2= 0 e L (4.56)
y60=2 4" — 21x® +
0.5
04
yexh ]
0.2
0.1
0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
I
Figura 4.1: Griéfico de y(z) = 2|z|> — |2|* — 2|z|0 + |28
Para z = 0 ou z = 1, temos que |¢) >= |01 > ou |¢) >= |10 > respectivamente. Notando
2% de g(pw), temos entdo que o critério de Simon para que o estado do tipo Bell |l

seja separdvel pode ser escrito por (#.54) como

9(Bw) = y(|z|). (4.57)

Como o dominio de valores de g(fSw) varia de zero a infinito pode-se concluir que, para
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qualquer valor de Sw a desigualdade nunca serd violada. Portanto, esses estados serdo sempre

separdveis para qualquer temperatura, o que € razoavel.

Dado um valor y(|z|) > 0, haverd sempre algum valor de Sw para o qual a rela¢do (4.57)
serd violada, ou seja, dado um estado normalizado do tipo Bell o emaranhamento a temperatura
finita pode ser agora caracterizado de forma efetiva em termos do valor de T" e da frequéncia
w, uma vez que fw = kbLT com kp a constante de Boltzmann. Dito de outra forma, para todo
estado emaranhado do tipo Bell dado por |1_-I podemos afimar que para cada frequéncia
existe uma temperatura onde o sistema é emaranhado, € uma onde nao podemos mais garantir

que o emaranhamento seja preservado.

Fazendo a andlise para 7" — 0 temos que 3 — 400 e 1z(/3) — 0; entdo, por , a desi-
gualdade € sempre violada para todo estado emaranhado do tipo Bell{@.1) , ou seja, se o estado
for emaranhado, a tendéncia dele € permanecer emaranhado. A partir disso podemos inferir que
a morte subita do emaranhamento tem uma forte relagdo com a temperatura do sistema, isto €,

a perda do emaranhamento esté fortemente relacionada a perda da correlacao com o ambiente.

Fazendo agora a andlise para 1" — +oo temos que 3 — 0 e 7i(3) — +o00; assim por (4.53),
a desigualdade € sempre satisfeita independente do valor de z. Portanto, quando aumentarmos
gradativamente a temperatura, o estado tenderd a perder a sua correlacao inicial tornando-se

separdvel.

Para o caso especifico do estado de Bell com |z|? = 1/2, temos que a relagio (4.53) fica da
forma

2m(3) + 87(3)? 4+ 10m(5)® + 47m(B)* > 0,5625 (4.58)

A igualdade para a equagdo (4.58)) é obtida quando 72(5) = 0, 1589.

Considerando (4.54) e n(3) = ﬁ, temos que

636w + 62,30.)
(=11

que pode ser observada na Figura (4.3).

> 0,5625. (4.59)

Em (4.59)) a igualdade € satisfeita para Sw = 1,98629; com isso, para

Bwh < 1,98629,

"Para o estado ser emaranhado, por (4.3) uma condi¢io necessaria é que que |x| # 0 e |x| # 1, pela condigdo
de normalizacdo.
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fln)=2n+87 + 1007 + 45  fn) =05625

) 24
1_
o T T T T T 1
0 0.1 02 03 04 035 0.6
Figura 4.2: Gréfico de 21 + 872 + 1073 + 47* > 0,5625
3fm 2 o
g(fo) = =T (po) =028125
(fo—1)
2 —
g(fe)
1
0 T T T T T T T 1
0 1 2 3 4
Ber
Figura 4.3: Grafico de % >0,28125
ou seja,
w ky 11 Hertz
— < 1,98629— =2,60047.10"" ———— 4.60
T~ h ’ Kelvin (4.60)

onde reintroduzimos # a partir de uma andlise dimensiona]ﬂ

Pela referéncia [40], que fez um estudo com o dtomo de Itérbio (171 Y'b) de estados de Bell
na frequéncia 12,643GHz, encontramos que para temperatura 7' < 0,05/, o sistema preserva o

emaranhamento, isto €, viola a desigualdade.

Para T = 300K, encontramos uma frequéncia da ordem de 7,80141x10'3 Hertz, ou seja,

nosso desenvolvimento permite estimar que para uma frequéncia dessa ordem o sistema podera

20 expoente da expoencial deve ser adimensional; entdo, como /3 tem dimensio inversa de energia é necessario
que o numerador tenha dimensio de energia. Consequentemente devemos ter fiw.
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ter todas as suas correlagdes preservadas a temperatura ambiente.

A relagdo (4.60) possibilita também uma andlise mais audaciosa do emaranhamento. Com

esse objetivo, notemos que podemos reescrevé-la como

T, > 2n
temperatura = TpeTdeOQa 60047$1011 )

ou seja,
Ttemperaturaneriodo > 2741617$10_117 (4-61)

onde estamos utilizando os indices temperatura e periodo para diferenciar o T.

A expressdo (4.61)) permite escrever uma relagdo do tipo

Ttemperaturattempo > 2, 41617210~ 1

ou, de forma mais geral

Ttemperaturattempo Z ac R; (462)

com a uma constante para cada sistema. Considerando entdo que (4.62) é uma relagdo que
surge da condicdo para que o sistema seja separdvel chega-se a ideia de que a morte subita do
emaranhamento estaria relacionada com a propria evolugdo temporal do sistema; isto €, para
cada temperatura ha um intervalo de tempo para o qual a propria evolucdo temporal do sistema

pode levar ao término do emaranhamento.

4.2 Calculo da Fidelidade Quéntica

A fidelidade, que € uma medida de distancia, pode ser definida com F= \/ < 1| Py (5) | >,
e informa, em nosso caso, o quanto o estado |1) > estd se distanciando dele mesmo considerando

a influéncia da temperatura. Logo

F = \/[< 10]z*+ < 01]y*]ps(s)> [#]10 > +y[01 >] (4.63)

onde w1 = wy = w, 0 que implica em 71(3) = M2(8) = 7(B). Usando pys) dado por (4.7)

temos de calcular os termos que aparecem em (4.7)) e enumerados abaixo.

3 A Fidelidade Quantica pode ser definida de forma mais geral, relacionando a distincia entre quaisquer dois
estados.
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+o00
o <10|pyp|10> = <10[ Y Ak ky?

n1,n2=0

{|=|*(n1 4+ 1)|n1 +1,n9 >< n1 +1,n9|

+xy*\/(n1+1)(n2+1)\n1+1,n2 ><np,ng+1]|

—I—x*y\/(nl—i—l)(ng—f— Dniy,no+1><ni+1,ng|

+ly*(n2 +1)|ng,na +1 >< ny,ne +1]}10 >
“+o00
= Y AEPER{|z2(n1 +1) < 10|01 + 1,n9 >< ny + 1,n2[10 >

n1,m2=0

+xy*\/(n1+1)(n2+1) < 10n1 +1,n2 ><ni,n2+ 110 >

+atyy/(n1 4+ 1)(ng+1) < 10jn1,n+1>< 1 +1,n2/10 >

+ly[2(ng+1) < 10|y, ne +1 >< ny,ng+1|[10 >}
+o00

- Z Ak?l /{:32{|x|2(n1 + 1)5n1+1,15n2,05n1+1,15n2,O

ny,n2=0

+ay*\/(n1 4 1) (02 + 10,4, 1005.000,,10n5+1,0
+a*yy/ (01 + 1) (n2 4 1)0n, 10n541.00m; 41,1050
+yI*(n2 4+ 1)0ny 10n5+1,000; 10ny+1.0 -

Analisando cada parcela temos que 1 = 0 = ng para o termo |x|? e os termos zy* e 2*y sido
nulos, ja que ndo existem n; e ny que satisfacam as relacdes determinadas pelas deltas. Para
o caso do termo com |y[2, teremos que no = —1, mas -1 ndo pertence a soma, isto é, no € N.

Com 1ss0, encontramos

<10|py(p)|10> = Alzf
j2?

@) o0
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+00
o <10|pyp |01 > = <10[ Y Ak k5

n1,n2=0

{\x|2(n1 +1)|n1+1,n2 ><ni+1,n9|

+xy*\/(n1+1)(n2+1)\n1+1,n2 ><np,ng+1]|

—I—x*y\/(nl—i—l)(ng—f— Dniy,no+1><ni+1,ng|

+ly[2(ng +1)|n1,no+1 >< n1,ng +1[}01 >
+00
= Y AEPER2{|z2(n1+1) < 10|01 + 1,n9 >< ny + 1,n2(01 >

n1,m2=0

+ay*y/ (1 +1)(np +1) < 10[n1 + 1,09 >< ny,n2+1/01 >

+atyy/(n1 4+ 1)(ng +1) < 10jn1,n+1>< 1 +1,n9(01 >

+y|?(ng +1) < 10|n1,na+1 >< n1,ny+1/|01 >}

“+o00
= Z Ak?l /{232{|x|2(n1 + 1)57114-1,15712,05”14-1,05712,

ny,n2=0

+ay*\/(n1 + 1) (02 + 1), 11,1005,00m,,00n5+1.1
+a*yy/(n1 4+ 1) (n2 4+ 1)0ny 10054 1.00m,11,00m0,1
‘Hy’Q(n? + 1)5n1,15n2+1,05n1,05n2+1,1}'

A andlise das deltas mostra que n; = 0 = ny para o termo xy* e todos 0s outros termos sao

nulos; assim

SR M— (4.65)

(1+7(B))3
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+00
o<01|p¢(5)|10> = <01| Z Ak?lkgz

n1,n2=0

{\x|2(n1 +1)|n1+1,n2 ><ni+1,n9|

+xy*\/(n1+1)(n2+1)\n1+1,n2 ><np,ng+1]|

—I—x*y\/(nl—i—l)(ng—f— Dniy,no+1><ni+1,ng|

+ly[2(ng +1)|n1,no+1 >< ni,ng +1[}/10 >
—+00
= Y AEPER{|z2(n1+1) < 01|ng + 1,n9 >< ny +1,n2[10 >

n1,m2=0

+ay* /(1 + 1) (na+1) < 01y +1,m9 >< n1,mg +1[10 >

+atyy/(n1 4+ 1)(ng +1) < 01y, np +1>< g +1,n2/10 >

Hly2(na+1) < 01jng,na+1>< ny,ng+1||10 >}

+o00
= > ARR {1+ 1)0341,00m2,100,+1,10n5,0

ny,n2=0

+ay” \/(m +1)(n2 +1)0n,+,00n5,10n1,10n5+1,0
+a*yy/ (01 + 1) (n2 4 1)0n, 00m541,10m; 41,1050
+|yI* (12 +1)0ny.00n5+1.100, 10n5+1.0 }

(4.66)

o que implica em n; = 0 = ng para o termo z*y e todos os outros termos nulos, resultando em

<10|pw(5)|10> = Ax*y

- ¥ (4.67)

(1+n(5))?
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+o00
0<01|p¢(5)|01> = <01| Z Ak?lkgz

n1,n2=0

{\x|2(n1 +1)|n1+1,n2 ><ni+1,n9|

+xy*\/(n1+1)(n2+1)\n1+1,n2 ><np,ng+1]|

—I—x*y\/(nl—i—l)(ng—f— Dniy,no+1><ni+1,ng|

+ly[2(ng +1)|n1,no+1 >< n1,ng +1[}01 >
+00
= Y AEPER2{|z2(n1+1) < 01|ng +1,n9 >< ny +1,n2[01 >

n1,m2=0

+ay*y/(n1 4+ 1) (ng +1) < 01y + 1,ng >< n1,np +1]01 >

+atyy/(n1 4+ 1)(ng +1) < 01y, np +1>< g +1,n9]01 >

+|y|*(na +1) < 01n1,n2 +1 >< n1,na + 1|01 >}

“+o00
= Z Ak?l /{232{|x|2(n1 + 1)57114-1,05712,15”14-1,05712,

ny,n2=0

+xy* \/(m +1)(n2 +1)0ny+,00n5,10n0,,00n5+1,1
+l’*y\/(”1 +1)(1n2 +1)0n1,00n541,10n1+1,00n9,1
+y[* (02 + 1)0ny 00m541,10m;,00m5 41,1 }- (4.68)

Neste caso, temos que n; = 0 = ny para o termo |y|2 e todos os outros termos sdo nulos.

Entao

<10|pyp)l01> = Ay

2
= L (4.69)

(1+7n(5))?

Substituindo as equagoes (4.64), (.63), (4.67) e (@.69) na expressdo da Fidelidade, temos

que

F = \/|x|2 < 10]py()|10 > +y*2 < 01| py()|10 > +ya* < 10]py(5)|01 > +|y|*> < 01]py(5)[01 >

- \/(1+n1(6))3(|~”'3|4+|y|2|fv|2+|y|2|fc|2+|yl4)

= \/Wl(ﬁ))g (]2 + |y|2)2,
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e devido a normalizagdo, |z|? + |y|? = 1, o que nos d4,

1
F=——. 4.70)
(1+7(5))>
Fidelidade X Numero de QOcoupagdo
0.5 1
0.4
0.3 5
F
0.2 1
0.1+
D T T T T

Figura 4.4: Gréfico da Fidelidade x Nimero de Ocupacao

Como 71(3) = ﬁ temos 1 +7(f) = 1_@%&0 e a expressao (4.70) da Fidelidade fica da

forma

_ 3
F=(1—e")32, 4.71)
Fidelidade X fo»
1_
0.8 4
0.6+
F

0.4
0.2+

D T T T T 1

0 1 2 3 4 3

Bex

Figura 4.5: Gréfico da Fidelidade x Sw

A relagdo (4.71)) possibilita analisar alguns casos de interesse.
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1. ParaT'— 0, 8 — +00, 0 que implica que a Fidelidade tende para 1, ou seja, o sistema
tende a permanecer no mesmo estado. Entdo, se come¢carmos com um estado emara-

nhado, ele tendera a continuar emaranhado.

2. Para T" — 400 temos 8 — 0, o que implica que a Fidelidade tenderd para 0, isto €, o

estado inicial se distancia bastante do final, o que € esperado.

3. Para a situacdo analisada em [40], onde se encontra w = 12,643G H z, para o estado de
Bell, pela equagao temos que 7(/3) = 0,1589. Substituindo esse valor em (4.70),
temos que

F=~0,8, (4.72)

ou seja, o estado continua bem préximo do original, o que concorda com nosso resultado

obtido pelo critério de Simon.

4.3 Calculo do Fator de Mandel

Uma das caracteristicas quanticas dos modos do campo eletromagnético € a estatistica sub-
Poissoniana [|18]]. A natureza da estatistica de um estado pode ser determinada pela comparagao
da dispersao do operador niimero com a média desse mesmo operador. O Fator de Mandel, que

¢ dado por

<(AN)?2>—-<N>

Q= N>
 <N?*>-—<N>*-<N>
<N>
< N2> —~
= —— < N > -1, 4.73)
<N >

fornece justamente essa informacédo. Se @) € [—1,0) dizemos que a estatistica é sub-Poissoniana;
se (Q = 0 dizemos que a estatistica € Poissoniana e, para () > 0, dizemos que a estatistica é

super-Poissoniana.

Na DCT, a média serd o valor esperado associado ao estado termalizado, de modo que

<YBIN*[Y(8) >
<Y(AINI(B) >

onde N = NV 1+ ]/V\g = aial + a£a2. Como foi discutido no capitulo 2

Q= <¢(B)|N|p(B) > -1, (4.74)
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a; = ui(8)ai(B) +vi(B)al (8)

c
af = wi(B)al(B)+vi(B)a@i(B), (4.75)
entao:
. 2
N = 3 |w(B)al(8) +vi(B)a(8)] [ui(B)as(B) +vi(B)al (B)]
=1
2
= Y [wi(B)al(B)ai(B) +vi(B)ui(B)al (B)al ()
1=1
+oi(B)ui(B)ai(B)ai(B) + vi(8) %@ (B)al ()]
4.76)
Com isso, o valor esperado térmico do nimero de ocupagao é
<P(B)NW(B) > = |z[* < ;10,00 N|8;10,00 > +yz* < 3;10,00|N|3;01,00 >

+yr* < 6;01,6?)|]/V\|B;10,(56 >ty < 6;01,66|]/\7|ﬁ;01,0~0 > .
Considerando w; = we = w, temos os resultados seguintes:

P —~ 2 —~ —~
e N|3;10,00 > = S [u(B)al(B8)ai(8)]8;10,00 > +u(B)u(B)al(8)al (8)]5;10,00 >

=1

+o(B)u(B)a;(8)a;(8)]6;10,00 > +u(B)%a;(8)al (8)]]5;10,00 >
= [u(8)?8;10,00 > +v/2v(B8)u(8)|5;20,10 > +v(8)?|5; 10,00 >]

+[v(B)u(B)|8; 11,01 > +v(B)?8;10,00 >

o0 que resulta em

< 3;10,00|N|$3; 10,00 >= u(3)? + 2v(53)? 4.77)

< $3;01,00|N|8;10,00 >= 0. (4.78)
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o~ —~—— 2 —_— —_—
e N|B;01,00 > = > [u(B)2al(B8)ai(8)]4;01,00 > +v(B)u(B)al (B)al(8)|5;01,00 >

=1

+o(B)u(B)ai(B)a:(8)]8;01,00 > +u(8)a;(8)al (8)]]5;01,00 >

= [v(B)u(B)|B:11,10 > +v(B)?8;01,00 >]

+[u(8)?]8;01,00 > +v(B)u(B)vV2|3;02,01 > +v(B)u(B)v(8)? ;01,00 >|

resultando em:
< 3;10,00|N|8;01,00 >=0 (4.79)

< 3;01,00|N|8;01,00 >= u(B)%+2v(8)?. (4.80)

Portanto, temos que

<PB)INWB) > = |2 (u(B)?+20(8)?) + |y|* (u(B)* +2v(B)?)
= u(B)*+20(8), (4.81)

onde usamos a condi¢cdo de normalizagao.

Para obter < »(3)|N2|¢(3) >, precisamos dos resultados:

N?|;10,00 > = (u(B)*+v(8)*)N|3;10,00 >
+v20(8)u(B)N|3;20,10 > +v(B)u(B)N|3;11,01 >  (4.82)

N?|8;01,00 > = (u(B)*+v(5)*)N]|8;01,00 >
+V20(B)u(B)N|3;02,01 > +v(B)u(B)N|3;11,10 >, (4.83)

sendo portanto necessario além dos resultados acima os seguintes calculos:



.N|ﬁ;20,iﬁ>

o que implica em

e N|3;11,01 >

resultando em

QNW;OQ,CE >

ou seja,
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2
S [u(B)%al(8)ai(8)]5;20,10 > +o(B)u(B)al (B)al (8)]5;20,10 >

=1

+o(B)u(B)ai(8)a:(8)]8;20,10 > +u(B)%a;(8)al (8)]]5;20,10 >
[2u(53)?8;20,10 > +v/6v(B)u(B)|3;30,20 > +v2v(8)u(B)|5; 10,00 >
+20(8)%]8;20,10 >] + [V20(B)u(B)|8;21, 11 > +v(B)?|8; 20,10 >],

< 3;01,00|N|8;20,10 >=0 (4.84)

< /3;10,00|N|; 20,10 >= v2u(B)u(f). (4.85)

2
= > [u(B)%al(8)ai(8)|8;11,01 > +o(B)u(B)al (B)aL (8)|;11,01 >

1=1

+o(B)u(B)ai(B)ai(8)|8; 11,01 > +v(8)2a;(8)al (8)]]5; 11,01 >

= [u(B)?]8;11,01 > +V2u(B)u(8)|5;21,11 > +v(B)?|5; 11,01 >]
)

+u(B8)?]8;11,01 > +2v(B)u(B)|3;12,02 > +v(B)u(B)|3;10,00 >

+20(8)?(8;11,01 >],

< 3;10,00|N|8;11,01 >=0 (4.86)

< 3;10,00|N|3;11,01 >= v(B8)u(B). (4.87)

2
S [u(B)%al(8)ai(8)]5;02,01 > +o(B)u(B)al(B)al(8)|5;02,01 >

=1

+o(B)u(B)ai(B)a:(8)|:02,01 > +v(8)%a:(8)al (8)]|8;02,01 >
[0(B)u(B)|8;12,11 > +v(B)*(3;02,01 >]

+[2u(B)?]5;02,01 > +v6u(B)u(B)]503,02 > +v/20(B)u(B)|5;10,00 >
+20(5)2|8;02,01 >],

< 3;10,00|N|8;02,01 >=0 (4.88)
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< 3;01,00|N|3;02,01 >= v2v(B)u(p). (4.89)

o~ —~— 2 o —
oNIBILT0> = S [u(B)al(8)ai(B)]8;11,10 > +u(B)u(B)al (B)al (8)]5;11,10 >

i=1
+u(B)u(B)ai(B)a:(8)]6; 11,10 > +u(B)%a:(8)al (8)]]4:11,10 >

= [u(8)?|3;11,10 > +2v(B)u(B)[3; 21,20 >
+o(B)u(B)[8;01,00 > +v(8)*|5; 11,10 >]
+[u(B)?]8;11,10 > +v20(B)u(B)|B; 12,11 >
+o(B)?|8;11,10 >],

isto &,
< $;10,00|N|B;11,10 >=0 (4.90)

< 3;01,00|N|8;11,10 >= v(B)u(B). (4.91)

Portanto, considerando os resultados acima obtidos, temos que

< $;10,00|N?|8;01,00 >= 0 =< 3;01,00|N?|3;10,00 >, (4.92)

enquanto que

< ;10,00[N?(8;10,00 > = (u(B)?+v(B)%) < $;10,00|N|8;10,00 >
+V20(B)u(B) < B;10,00|N|8;20,10 >
+o(B)u(B) < 5;10,00|N|3;11,01 >
= (u(B)*+v(B)))(w(B)* +0(5)?)]
+V20(B8)u(B)[V20(B)u(B)] +v(B)u(B)[v(B)u(B)]
= u(B)! +4u(B)*0(8)* +4v(B)* +2u(8)*v(8)* +u(B)?v()?
= u(B) +7u(B)*v(B)* +4v(8)*. (4.93)

Analogamente, obtemos que
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< 3;01,00|N?|3;01,00 > = (u(B)®+v(8)?) < 3;01,00|N|8;01,00 >
+v20(B)u(fB) < ;01,00|N|5;02,01 >
+o(B)u(B) < 5;01,00|N|3;11,10 >
= (B’ +v(B))(u(B)*+v(B)*)]
+V20(B)u(B)[V20(B)u(B)] +v(B8)u(B)[v(B)u(B)],

0 que implica em

< B3;01,00|N?|3;01,00 > = u(B)*+7u(B)*v(8)? +4v(B)*
< 3;10,00|N?|3;10,00 > . (4.94)

Considerando os resultados (4.92)) e (4.94) segue entdo que

<Y(B)IN?|$(8) >= |f* < 5;10,00|N?|8;10,00 > +|y[* < 4;01,00] N?|;01,00 >
que com a condi¢do de normalizagdo resulta em:

< P(B)|N?(B) >=u(B)* + Tu(B)*v(B) + 4v(B)*. (4.95)

Consequentemente, com (4.81) e (#.95)), o Fator de Mandel pode ser escrito na forma

< PB)INp(B) > = B
<o@MuE) >~ OINE) >

(% 4 v 4 u 2U 2
_ (5) +2(é§2)+‘2,<75)(5) (6) —(U(6)2+U(5)2)—1

(u(B)? +v(8)*)* +3u(B)*v(B)” — (u(B)* +v(B)*) — (u(B)* +v(B))
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ou

3m(8) — 1
— ’ 4.96
=10 (4.96)
cujo grafico é apresentado na Figura 4.6.
Fator de Mandel X Namero de Ceupagio
1.5 4
1
o
05-
i 15 2
H
Figura 4.6: Gréfico do Fator de Mandel x Numero de Ocupacgao
Como 7(f3) = eﬂ‘*’%l’ a equacdo li fica na forma
Q . 3(6[343_1)2 -1
1+ (o)
ou seja,
20w Bw
e’ 4 2ePY +2
Q= T (4.97)

cujo gréfico em fungdo de (Sw) é apresentado na Figura 4.7.

As Figuras 4.6 e 4.7 possibilitam uma analise do comportamento de Q:
1. No limite 7" — 0 temos 5 — 400, Ti() — 0 e o Fator de Mandel tende a -1; portanto
temos uma estatistica sub-Poissoniana, o que favorece o emaranhamento.

2. No limite 7" — 400 temos § — 0, 17(3) — +00 e encontramos uma estatistica super-

Poissoniana, que por sua vez nao favorece o emaranhamento.

3. Nasituagdo analisada na referéncia [40] em que w = 12, 643G H z entdo, por (4.96)), temos
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Fator de Mandel X oo
1.5

i}

0.3

-0.5 4

Figura 4.7: Gréfico do Fator de Mandel x Sw

que
Q = —0,62588, (4.98)

sendo portanto a estatistica sub-Poissoniana, como esperado, e fortalecendo assim nossos

resultados.

4.4 Calculo da Funcao de Wigner

A Func¢ao de Wigner € uma quase probabilidade, cujos valores negativos estdo associados a
propriedades ndo cléssicas do sistema. Toda informacao do estado térmico | V() > estd contida
no Py (g)>»> de modo que a fungdo de Wigner que ird caracterizar o nosso estado térmico serd

determinada por:

+o0o ip1 U] +0o0 ipo v
fw(q1,p1,92,p2;8) = / dviexp 7 / dvaexp™F

— 00 —00

Nt 2. (499

V1 V2
X <qu =52 lpwe)sla 5

2
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Portanto, usando a expressao (4.7)) para Ply(B)> t€mos que

1 +o00

+0o0o . “+o00
fwlar,p1,q2,p2;8) = (L 71(8)) (1 +72(8))u1(B)us(B) 2 kit /—oo dvl/—oo v

n1,n2=0

i(p1v1+povo

i(p1v1+pova) v
X exp i {|x|2(n1+1) <q1——1

2

v v
x <mt Lol a2t > ey (m D (ng + 1)
U1

() U1 V9
X < Q1—§,(J2—§\n1+1,n2 >< nl,n2+1|Q1+5,Q2+5 >

v v
Fyaty (m + D +1) < g g = I na 1>

U1 V2
5&2*’; > +|y|2(n2+1)
U1

(%
X < Q1—*,QZ_§2|TL1’”2+1 ><ny,nz+ g+

2
1 [
T+ m(B8) 1+ m2(B))ui(B)ua(B) WZQ_ok1 "

2 oo U1 U1
x{|z| (n1+1)[/ dviexp 7 <q1—§|n1+1><n1+1|q1+5 >
—0

(¥
7612—52|”1+1,712 >

X <ny+1,n9lq +
U1
2

V2

2>}

,q2 +

+00 ipovy V9 V2
x[/ dvgexp™ h <q2—5|n2 ><n2’fJ2+§>]
—00

ip1v1

. oo 1
+axy \/(nl—i—l)(nz—{—l)[/ dviexp h <q1—5\n1+1>
—00

v +00 ipou v v
X <n1|q1+§1 >][/ dvgexp b <qz—§2|n2 >< n2—|—1|q2—|—§2 >
—00

1Y

* +00 ’Ul
St D+ [ doyesp™ <= >
. :

ipovg

v +00 v v
X<”1+1|Q1+§1>][/ dvgexp™ h <Q2—§2!n2+1><n2\q2+§2>]
—0o0

p1v]

2 oo : U1 U1
+y| (n2+1)[/ dviexp 7 <Q1—5\n1 >< n1|Q1+5 >
—0

“+o00 ipov v v
x[/m dvgexp T < g Zlna+1>< my+ g+ >]}. (4.100)

Com isso, para avaliar a Fun¢do de Wigner, basta calcular

00 ip

pv v v
In,g(q,p)z/oo dvexp # <q—§|n >< £|q+§ >, (4.101)

onde 7, =n,n+ 1.

Como o nosso sistema € o oscilador harmodnico, as autofun¢des do hamiltoniano sdo justa-



91

mente os polindmios de Hermite H,,(z) [41]. Logo,

—(q+a)?
exp 2v? q+a
<q+talt>=(¢+a) = —— 1 H-( ), (4.102)
7323 (7)12b2 b
em que b = % e segue que
N 7(117112/2)2 5 *(q+v2/2)2 9
&9 ipv 2b — 2b
I¢(q,p) / dvexp e}fpn — Hy 1=yl eXps 1 He 4t/ )
—o0 7127 (n)12b2 b " ra23(¢)l2b2 b
ipv  q v2
Too exp v w2 q—v/2 q+uv/2
= [ e H, b/ ) He( b/ ) (4.103)
- VnlEl2™2

Usando o resultado do Apéndice B, temos entdo, para os termos de (4.100):

+oo ipv
®lnn(q,p) = / dvexp <q—f|n><n|q+2>
—00
g2 2n pl
= 2(—1)"exp 2 2 27l+7lﬁ 7|ln n\L\n n\( 22n2n)
P4 p?b? ¢
— =1 exp @ " L2l o +H25), (4.104)
+00 ipv
Innt1(q,p) = / dvexp * <q—*|n >< n+1|q+2 >
—o0

22 2 2n—|—1

|
= 2(_1)nexp_pﬁ2 i ntntl = ZLﬁl_n|Lw+1_n|(—22n+lzn)
2732 n!(n+1)'
2,2 2 2 2 2
3/2 B _p7b% _g° 1/2 Zpb 1 b q
9 ( 1)nexp ) b2(n—|—1) (b2+?>L (2?4—2[)2) (4.105)
+o00 ipv
Livin(q,p) = /_OO dvexp ™™ <q——|n—|—1 >< n\q+2 >
_pP? g2 gl !
= 2(—1)""lexp e CENES| - Artl il (22, 1 2)
272 nl(n+1)!
P22 by 1,00 4
23/2(_1)n+lexp B Z2 (n—l—l)il/Q(—* P )L1(27—|—2 )(4 106)

b h h?
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+00 ipv v v
In+1,n+1(qap) = / dvexp™n <q—§|n—|—1><n—}-1|q+§>
—0o0
2,2 2 +1
_ siprieg B T nl
ntlintl
22 [(n+ 1)l (n+1)!
|n+1—n—1|L|n+1—n—1|

XZp+1 n+1 (—2zn+12n+1)

= 2(—1)n+1exp W2 b2
p2b2 q2)

Considerando os resultados (4.104), (#.105)), (4.106) e (4.107) na expressdo ({.100) obte-

mos entdo a funcao de Wigner dada por

e~ 1% & e _ 1ynitng+l

T @) m @), 2,1 e Y

x{4|z|?(n1 + 1) Ly 11(223) Ly (223) + 82y™ (—a7) o Ly +1(223) L, (223)
80y (—23)01 Loy 1(203) g (203) 4 4lgf2 (15 + 1) Ly (203) Ly 1(213))

(4.108)

fw(QI»plaQQap2)

onde z; = ”;;'b + % e consequentemente —x; = ng-b — %, sendo L(x) polindmios de Laguerre.

O grafico da (4.108) como funcdo de q; e p; € apresentado na Figura 4.8 para valores

m(8) =n2(8) =n(B), ¢2=0,1,p2 =0,1, 2 = /0,5, y = /0,5 e () = 0,158907.

Da Figura 4.8 observamos que a funcdo de Wigner apresenta valores negativos que, como

€ conhecido, corresponde a regido em que o sistema apresenta propriedades ndo classicas.
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Fungdo de Wigner Funcdo de Wigner

'II?Illl

'

=

L
|

Figura 4.8: Grafico da Funcao de Wigner

4.5 Conclusao

Neste capitulo mostramos como determinar o critério de Simon dentro da Teoria de Campos
Térmicos. Com esse objetivo consideramos um estado do tipo Bell mas nosso desenvolvimento
¢ geral e pode ser aplicado a outros estados. Nosso resultado permite estimar, para uma dada
frequéncia, a faixa de temperatura que o sistema deve estar para que haja preservacao do emara-
nhamento: percebe-se que quanto maior a temperatura mais facilmente o emaranhamento pode
ser perdido, de modo que podemos inferir que uma das causas do fendmeno denominado "morte
subita do emaranhamento"deve ser as flutuacdes térmicas; por outro lado, quanto menor a tem-
peratura maior serd a probabilidade de se preservar as correlagdes quanticas de modo que, por
nosso resultado, quanto menor a temperatura, melhor serd o funcionamento de um computador

quantico.

Para ratificar os nossos resultados, calculamos a Fidelidade Quantica, o Fator de Mandel e

a funcdo de Wigner, que concordam com os resultados encontrados usando o critério de Simon.
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5 Conclusao e Perspectivas

O estudo dos aspectos qualitativos e quantitativos do emaranhamento € uma das grandes
areas de pesquisa na Teoria Quantica da Computagdo e da Informacao. Neste dominio, um dos
temas de interesse € a obtengdo de critérios que possibilitem a andlise do emaranhamento; um
desses critérios € devido a Simon [14] que tem como uma das vantagens a operacionalidade e a
aplicabilidade para estados gaussianos. Juntamente com a obtenc¢do de critérios hd um grande
interesse em se determinar como a temperatura influencia os estados emaranhados. Neste tra-
balho nds consideramos esses dois aspectos do problema determinando dentro do contexto da

Dinamica de Campos Térmicos (DCT) o critério de Simon.

Para esse fim, escolhemos o estado tipo Bell 2|01 > +y|10 > com pesos arbitrdrios e, via
DCT, fomos capazes de termalizar esse estado de Bell e encontrar o operador densidade termali-
zado, elementos basicos para nosso desenvolvimento. Obtido o critério de Simon no contexto da
DCT podemos analisar a importancia da temperatura na preservacio da informacdo. Observa-
mos por exemplo que, quanto maior a temperatura, mais facilmente as correlagcdes quanticas sao
perdidas. Esse fato foi confirmado nos célculos da Fidelidade Quéntica, que informa o quanto
um estado se afasta dele mesmo; do Fator de Mandel, que caracteriza a estatistica seguida pelo
sistema e, por fim, pela Funcdo de Wigner, cuja parte negativa estd associada a propriedades

nao classicas.

Dentro da Teoria da Computagdo e Informacdo Quanticas existe uma série de estados de
interesse teorico e de aplicabilidade experimental. Nossa perspectiva € estender essa andlise
via Dindmica de Campos Térmicos para os diversos estados de interesse na Computagdo e
Informacdo Quanticas. Com isso pretendemos entender melhor as diversas formas como o

emaranhamento pode ser perdido.

Para analisar outros estados, poderd ser necessdrio adaptar outros critérios de emaranha-
mento ao formalismo da DCT ja que o critério de Simon, embora poderoso, pode nao ser apli-
cavel a todos os estados de interesse. Portanto, pretendemos estender nossa andlise a diversos

critérios, de forma a elucidar a intima relag@o entre o emaranhamento e a temperatura.
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Neste apéndice explicitaremos a resolucdo das séries necessarias para o cdlculo da matriz

de variancia na se¢do 4.1.2. Partimos da série geométrica

= 11—k

com k1.

(A.1)

Considerando k como varidvel na equacdo (A.I), podemos derivar em relacdo a k os dois

membros dessa igualdade, o que resultard em

400 1
K" in = ;
2 e

reescalonando a soma encontraremos que

—+00

1
> k'(n+1)= T

n=0

que € uma das séries necessarias.

Na relagdo (A.2), multiplicando por k os dois membros da igualdade obtemos

+00 k
L —
2 K=

que também € uma série utilizada ao longo da dissertacao.

Por fim, se na equacdo (A.3) multiplicarmos por k, teremos

+o00
kn+1 1) =
nz::() (TL—|— ) (1 _k>2>

(A.2)

(A.3)

(A.4)

(A.5)



e derivando a equacdo (A.5)) em relagcdo a k

K'(n+1)% =
P Ty

a dltima série que necessitaremos na se¢do 4.1.2.

96

(A.6)
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APENDICE B - Cdlculo da Integral I,¢(q,p)

Desenvolveremos neste apéndice o calculo da equacao (4.103)) necessdria para a obtengdo

da fun¢do de Wigner. Portanto, temos que I, ¢(q,p) € dada por

. ~(a—v/2)? 12 —(g+v/2)? o2
ipv exp  2b qg—v/2 exp 2 q+v
I, e(q,p / dvexp@ H. H,
n€(¢:) —c0 a128()sp: b )Wizé(g)!%b% )
v g2 2
too exp h2w? . g—uv/2 q+uv/2
:/ v (5 H(20), (B.1)
= Vnlél2™2
Considerando que
v v v by pD
A4 20 R h?

temos, substituindo em (B.I)), que

p2 p2 2

P q
exp W 82 400 W iphy2 q—v/2 q+v/2
Iyelap) = "2 [ " dvexp™ = 1, (10 (T
1272 oo
Fazendo a mudanga de varidvel x = 55 — %, encontramos:
p2b2 _q2

exp 2 b2 [T
I ¢(q,p) = 2(—1)° /

\/7r77!§!27774rg

onde utilizamos que He(—x) = (—1)* Hg(z) e estamos notamos, por simplicidade, os argumen-

d(EeXp_m2 Hy (x4 2p) He (24 2¢), (B.2)

—00

tos associados aos polindmios de Hermite por z; = % —fez= % + { respectivamente .
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Sabendo que [41]
o dxexp_IQH (z + 29) He (24 2¢) = /727908 mjin 5)'2'77_5‘ L=l (—2zp2¢)
oo n n)4E 3 58 )* Zmazx(n,€) Hmin(n,€) USSR
(B.3)

em que L(x) s@o os polindmios de Laguerre e min e max s@o respectivamente, 0 menor € o

maior entre os nimeros 7 e £ , temos que (B.2)) resulta em

22 2 gmaz(n€) p; !
(1Y ey B 2 min(n,€)!_n—¢| =€l (_
Lye(q,p) =2(=1) exp” # o TS &) Loinine)(—2207¢)s (B4

o que conclui a integragdo de I, ¢(q,p).
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APENDICE C - Aplicacio do Critério de Simon a
Estados Gaussianos

Este apéndice € destinado a aplicacdo do critério de Simon a estados Gaussianos [[14]], a
fim de mostrar que esse critério de separabilidade é uma condi¢do necessdria e suficiente para

estados Gaussianos. Como obtido no capitulo 3, o critério de Simon é

1
det AdetB+ (7 — |detC|)* = Tr(AJCJBJCT ) > ~(det A+ detB), (C.1)

N

em que

V = ({6065 = ( o g)

é a matriz de variancia, {.,..} o anticomutador e &, = (q1,p1,92,P2)-

O estado Gaussiano € definido como aquele cuja fungdo de WignerE] € uma func¢ao Gaussi-
ana [42]

Ful€) = (4m>VdetV)le V2TV TE (C2)

sendo V! a inversa da matriz variancia e considerando, sem perda de generalidade, que a

<&q >=0.

Como o critério de Peres-Horodecki € sempre uma condicao necessdria para separabilidade,
basta mostrar que o critério de Simon é uma condigio suficiente, isto é, se a equagdo (C.1I) é

valida entdo o estado € separdvel.

1. Primeiramente vamos mostrar que se o detC' > 0 entdo o sistema é separdavel. De fato,

'O de forma equivalente, a funcio caracteristica.
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como a matriz de variancia pode ser escrita na forma

a 0 c O
0 a 0 e
V= , (C.3)
C1 0 b 0
0 ¢ 0 b

vamos aplicar as seguintes transformagdes simpléticas

x 0 0 0 y 0 0 0
0zt 0 0 0y 0 0
Sy = Sy = , (C4)
0 0 z1 o0 0 0 y 0
0 0 0 =z 0 0 0 y!
entdo V € transformado em
y2ala 0 y2e 0
0 227 2q 0 —2c
y2e 0 y2r=?b 0
0 y~2co 0 y~2a%b
Calculando os autovalores da matriz (C.5)) encontramos que
1
Ay = §y2{x2a +272b+ (220 —272)? + 4c3)/?)
e
1
N, = gy_z{x_% + 22+ [(z 20— 22b)% + 4c3)/?Y. (C.6)
Definindo
V" =diag( Ay, N A2, AD), (C.7)

pela equagdo V" +1/2Q) > qﬂ e de acordo com as referéncias [14,43] esse estado € sepa-

ravel.

2. Como segundo caso consideremos detC' = (ﬂ Aplicando a seguinte transformacao sim-

Essa é a equacdo 1i deduzida no capitulo 3.
3J4 que detC = 0, vamos supor sem perda de generalidade que ¢y = 0



101

plética

(2a)1/? 0 0 0
0 (2072 0 0
Sab = n (C.8)
0 0 (2b)/ 0
0 0 0 (20)71/2
a matriz (C.3))) encontramos
2a° 0 2c(ab)'/2 0
, 0 1/2 0 0
V= (C.9)
2¢1(ab)'/? 0 2b? 0
0 0 0 1/2
Os autovalores da matriz (C.9) sdo
M=Xd=1 e A=a®+02£ /(a2 b2)2 +4abc} (C.10)

A partir da relagdo V' + /202 > 0 e de acordo com as referéncias [14,43] esse estado é

separdvel.

. Finalmente, seja o caso em que detC' < 0. A operagdo de transposicao parcial do operador

densidade p”B estd associada a uma reflexdo no Espaco de Fase, ou seja,

p—p'B = fu(q1,p1,92,p2) = fuwla,p1,q2,—p2), (C.11)

cuja representacdo matricial é da forma

100 0
010 0

A= (C.12)
001 0
000 —1

A aplicacdo da tranposi¢do parcial resulta que a matriz de variincia se transforme em

a 0 ¢ 0
0 0 —

AVA = ¢ <. (C.13)
cc 0 b 0
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Temos que essa operagdo altera o sinal do determinante de C, logo, para este caso, basta
tomarmos a transposi¢do parcial de p que obteremos detC' > 0 e pelo 1° caso o estado

serd separavel.

Portanto um estado Gaussiano bipartite é separdvel se, e somente se, o critério de Simon €

satisfeito.
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