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Resumo

Estudamos modelos de quintesséncia com comportamento tracker, com
um campo escalar ¢ submetido ao potencial Ratra-Peebles com o pardmetro a
fixado em @« =1 e @« = 2. Aplicamos o modelo a métrica isotrépica FLRW e
também & meétrica anisotropica RTKO. A métrica RTKO é uma generalizacao
da métrica de Godel, classificada como Bianchi III. Uma solucdo exata das
equacoes de campo de Einstein pode ser obtida ao adicionarmos um campo
escalar ¥, sem massa, minimamente acoplado a gravidade. Analisamos aspectos
observacionais ao testarmos supernovas do tipo Ia, utilizando o conjunto de
dados fornecido pelo projeto SDSS com o fitter MLCS2K2. Fizemos o ajuste
para modelos de quintesséncia nas métricas FLRW e RTKO. Os resultados
obtidos foram comparados com o modelo ACDM em ambas as métricas.
Analisamos as distingoes geradas entre o modelo padrao e os modelos de
quintesséncia propostos. Fizemos também uma andlise da viabilidade de

detecgao de anisotropia do universo através de efeitos de curvatura.



Abstract

We study cosmological quintessence models with tracking behavior,
where the scalar field ¢ is subjected to a Ratra-Peebles potential. We apply
those models to the FLRW metric and to an anisotropic metric denominated
RTKO. The RTKO metric is a general form of a Godel metric, classified as a
Bianchi type III. The solution of Einstein equations is obtained by the addition
of an anisotropic massless scalar field ¥ minimally coupled to gravity. We then
analyze observational aspects using Supernovae la observations. The SDSS
project provides the used data with the fitter MLSC2K2. We worked out the
analysis over the metric FLRW and RTKO. The results are compared with the
ACDM model in FLRW and RTKO. The study of detectable anisotropies in the
universe is worked out within a context in which such anisotropies are caused

by the effect of curvature in a RTKO space-time.



Notacoes e Convencoes

« A assinatura das métricas utilizada serda (+,—, —, —)
«  Utilizaremos o sistema de unidades no qual 8nG =c =1

« O indice 0 (zero) referir-se-4 a coordenada temporal e os demais 1, 2 e 3

as coordenadas espaciais.

- As letras do alfabeto grego: «, B, v, 8, € ,n, ... variarao entre os indices 0,
1,2e3.
« As letras do alfabeto latino: a, b, i, j, m, ... variardo entre os indices

espaciais 1, 2 e 3.

« As derivadas covariantes de um tensor serao representadas por ponto e

. oT" k
virgula ou por T = e T Fl;kT

« As derivadas ordinarias de um tensor serao representadas apenas por

, aT!
virgulas ou por T# . = Era

« O ponto sobre a letra representara a derivada com relagdo ao tempo

sico t. g = da
cosmologico t: a = dt

« O linha (apostrofo) sobre a letra representara a derivada com relagao ao

t f -l = @

empo conforme: a’ =

- O tensor 1, ¢ o tensor métrico no espago-tempo de Minkowski
(coordenadas cartesianas), ou seja, 1, = diag(1,—1,—1,—1)

- O tensor métrico g, corresponderd ao caso geral do espago-tempo curvo.
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Capitulo 1

Introducao

A cosmologia é uma ambicao da fisica e também um desafio ao intelecto humano.
O estudo cientifico do cosmos descreve o universo como um tnico objeto fisico, analisando
sua estrutura, suas propriedades e sua evolugao. As fronteiras do universo, tal como visto
pela cosmologia atual, estende-se por vastidoes, sendo a escala usual para formulagao
tedrica do cosmos imensa, onde galaxias inteiras nao passam de graos numa extensa
malha do espaco-tempo. A textura do universo é bastante diversa e altamente complexa,
sendo composta por asteroides, intimeros planetas e estrelas que se retinem em galaxias, e
ainda aglomerados e superaglomerados com milhares de galaxias perfazendo estruturas em
variadas escalas. Ao unir-se os fundamentos da fisica as observacoes astronOmicas é
possivel vislumbrar que a empreitada cosmoldgica é possivel e torna-se a cada dia mais
abrangente e substancial, permeando os dominios da fisica de precisao. Devido a riqueza e
complexidade de tal universo, o estudo de tao vasto dominio encerra um processo de
simplificacao inevitavel. Como fronteira final, a natureza podera revelar o quao grosseira é
sua descricdo. O sucesso da cosmologia reside justamente ao fazermos nascer tais

complexidades das mais imperfeitas hipéteses.
1.1 A cosmologia e suas multiplas origens

A andlise do cosmos é uma das facetas mais antigas do estudo da natureza e

também uma questao fundamental para o intelecto humano. Desde os primordios da



civilizacao todos tentam compreender os enigmas que nos cercam. A nocao cosmoldgica'
dos tempos neoliticos era extremamente local e os eventos cosmologicos relacionavam-se
com o clima, fen6menos naturais como terremotos, ou mesmo as estagoes do ano. O
universo era aquilo com que se podia interagir imediatamente. Com o avan¢o da vida em
sociedade, compreender fendomenos da natureza era uma tarefa de grande importancia e
possibilitava melhores chances de sobrevivéncia. A auséncia de compreensao dos
fenomenos fisicos levou ao surgimento de mitos que foram propagados e constantemente
reconstruidos por diversos grupos sociais. Cada uma de forma particular, distintas
culturas apresentaram uma variedade de mitologias para explicar os fenomenos naturais.
Em contraste, um elevado nivel de conhecimento sobre os episdédios naturais foi atingido
com o estudo sistematico destes fenomenos. Cada uma destas civilizagoes influenciou
permanentemente o desenvolvimento cientifico da humanidade.

Alguns historiadores defendem que os chineses foram pioneiros e de fato, os mais
persistentes e precisos observadores dos céus [1]. Os chineses produziram detalhados dados
observacionais e mapas astronomicos que foram identificados como oriundos de épocas
remotas, com documentos datados do século XV a.C. A civilizacdo chinesa ja dotava de
profundos conhecimentos e uma rica mitologia para relaciond-los. J4 no norte da Africa,
os mitos da cosmologia antiga dos egipcios, seguiam linhas mais pragmaticas. Observacoes
do céu, foram responsaveis pela formulacdo de uma mitologia vasta, que mais tarde veio a
se tornar a sua religiao fundamental, com suas principais divindades representadas por
corpos celestes. Seus sacerdotes se ocupavam principalmente em calcular e prenunciar o
tempo e local de apari¢ao de seus deuses, e também predizer cheias e fendmenos peridédicos.
Os povos da mesopotamia, por outro lado, produziram uma detalhada astronomia, a qual
possuia intumeros registros de eclipses, posi¢oes de planetas, nascer e por do Sol e da Lua.
Os registros mesopotamicos e suas observagoes do céu sao datados em 800 a.C e sado
conhecidos como os documentos cientificos mais antigos [2] .

Com uma produgao escrita extremamente rica e abundante, é notavel a hegemonia
do pensamento grego no pensamento ocidental. A ciéncia grega pregava a observacao e

experimentacao como elementos basicos na procura de leis universais e nestas bases o

! Nesta se¢ao a palavra Cosmologia ¢ usada num sentido geral de estudo do universo.



conhecimento grego floresceu vigorosamente [3]. A filosofia aristotélica distinguia os
elementos pelo que chamavam de sua posicao natural. Para estes, a natureza era
decomposta em cinco elementos: Terra, Fogo, Agua, Ar e o quinto elemento —
Quintesséncia, um elemento desconhecido que deveria preencher o espaco além da esfera
celeste.

Mais tarde, na FEuropa renascentista, intmeros fatores possibilitaram uma
revolugao na qual supersticoes e mitos foram substituidos pela razao e pelo conhecimento.
A revolugdo no meio cientifico borbulhava. No contexto da cosmologia, em 1543 Nicolau
Copérnico (1473-1543) contribuiu com um modelo no qual a Terra girava sobre o Sol e a
rotacao da esfera celeste era justificada pela rotacdo da terra em torno de seu proprio eixo,
ou seja, um modelo heliocéntrico. O pensamento cientifico de Galileu Galilei (1564-1642)
teve papel predominante na revolucdo da ciéncia, suas ideias foram seminais para a
formulacao da mecanica newtoniana. Galileu melhorou significativamente o telescopio
refrator e com ele descobriu as manchas solares, os satélites de Jupiter [4] e diversos
objetos astrondmicos. Estas descobertas contribuiram experimentalmente para uma sélida
defesa do modelo heliocéntrico.

Em sua obra, Isaac Newton (1642-1727) pioneiramente proporciona uma teoria que
explica as forcas envolvidas na queda de objetos na terra e também a atragdo de corpos
celestes, a lei universal da gravitagdo [5]. Newton conseguiu demonstrar, a partir das leis
da mecanica, que as orbitas planetarias descreviam elipses, congruentemente as
observagoes astrondmicas de Tycho Brahe (1546-1601) e Johannes Kepler (1571-1630).
Estas descobertas, aliadas as observagoes e descobertas de Galileu Galilei, culminaram
mais tarde no abandono das teorias geocéntricas e o consequente estabelecimento da
teoria heliocéntrica, o que pode ser considerado hoje um dos maiores avancos no
entendimento do sistema solar e, de um certo angulo, do préprio universo. Encerrado no

imaginario cientifico coletivo, o universo tornava-se cada dia maior.
1.2 Principios da cosmologia moderna

A formulagao cientifica, tal como produto do intelecto humano, estd nativamente

impregnada com os ideais e a cultura de seus fundadores. O estudo e formulacao das leis



naturais sofrem frequentes mudancas, por vezes basicas e sutis por outras drasticas e
profundas. A visdo sobre a qual é fundamentada a ciéncia como uma narrativa onde
exalta-se o éxito das teorias verdadeiras sobre as falsas vem sendo desconstruida,
gradativamente substituida por uma visdo menos idealizada do fazer cientifico [6], na qual
esta é vista como um ente sempre em construcao e em constante reformulacao.

No inevitavel processo de construgoes e reconstrugoes do conhecimento cientifico, a
teoria da gravitacdo newtoniana reinou por mais de duzentos anos como a correta
descricao da interagdo entre corpos massivos, como os planetas e as estrelas. Embora
hegemodnica como descricio da interacdo gravitacional, a teoria nao era isenta de
problemas. A gravitacdo newtoniana torna-se impraticavel quando tenta lidar com a
interacao de muitos corpos, fazendo com que a solucao exata de problemas como o sistema
solar, por exemplo, torne-se matematicamente inviavel. Esta descricio também nao
explica a origem da equivaléncia entre massa inercial e massa gravitacional, variaveis
presentes em sua 2° lei do movimento e em sua teoria da gravitacao, respectivamente. No
calculo de campos intensos, a gravitagao de Newton falha, como ao calcular erroneamente
o periodo de precessao do periélio de mercurio [7]. A cosmologia sofreu um avango com a
teoria Newtoniana, porém os modelos cosmolégicos advindos desta teoria eram
severamente limitados. Em 1905 Albert Einstein (1879-1955) compilou uma teoria que
reformulou a descricdo de corpos em movimento isentos de aceleragao, conhecida como
Teoria da Relatividade Restrita (TRR). A relatividade restrita [8] gerou uma profunda
mudanca de paradigmas na ciéncia. Sua pedra fundamental, o postulado de constancia da
velocidade da luz, estabelece que as ondas eletromagnéticas possuem velocidade constante
em qualquer referencial inercial. A velocidade da luz (c), com valor aproximado de 3x10°
m/s, tornou-se o limite para a propagacao de entes fisicos. Dentre as consequéncias mais
fundamentais da TRR, é crucial a equivaléncia massa-energia, fundamentada pela famosa
equacao:

E = mc?. (1.1)
Este resultado modificou profundamente a nocao de massa e energia como entidades
independentes e culminou em uma profunda transformacao em toda a fisica. A teoria da

gravitagao proposta por Newton nao era compativel com estes principios, uma vez que sua



descricao por forgas instantaneas implicava numa velocidade infinita de propagacao para a
interagdo gravitacional. Em 1916 o préprio Einstein apresenta uma teoria da gravidade [9]
na qual os principios da relatividade restrita eram naturalmente respeitados. Esta ¢ a
Teoria da Relatividade Geral (TRG), cuja pedra fundamental é o principio de
equivaléncia, enunciado como:

“Em todo ponto do espaco-tempo sob um campo gravitacional arbitrdrio € possivel
escolher um sistema de coordenadas localmente inercial, de forma que numa regido
suficientemente pequena em torno deste ponto, as leis da natureza possuem a mesma
forma que as de um sistema de coordenadas cartesiano inercial, isento de efeitos

gravitacionais” [7].
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Figura 1.1: Valor medido e tedrico para a variacao do periodo de recessao de uma estrela
binaria pulsante (PSR B1913+16).

Diversos experimentos foram, e ainda vém sendo realizados a fim de comprovar a
validade da teoria einsteiniana. A teoria da R.G. esta em alto grau de concordancia com
uma variedade de observagoes: a precessao do periélio de Mercurio, o desvio de raios
luminosos por campos gravitacionais e a dilatagdo temporal de relogios em oOrbita estdao
dentre as mais comumente citadas. A mais recente destas confirmacoes, fornecida pelo
Gravity Probe-B [10], atingiu um nivel de confirmacao para efeitos geodésicos (Precessao
de Sitter) com erros de 0.28% e efeitos de arrasto (Efeito Lense-Thirrin), com erros de

19%.



Uma importante medicao da T.R.G é mostrada na figura 1.1, que compara os
valores medidos e a curva calculada, a partir da teoria da relatividade de Einstein, para a
variagdo do periodo de recessao de uma estrela binaria pulsante, durante trés décadas de
medigoes. O resultados mostraram que o periodo orbital do sistema decresce a uma taxa
de 0.997 4+ 0.002 vezes a prevista por emissao via radiacao gravitacional. Este resultado
indica uma das mais precisas verificacoes da validade da teoria de Einstein e rendeu aos
seus realizadores o premio Nobel de Fisica de 1993. Com o advento da Teoria da
Relatividade Geral de Einstein, pela primeira vez foi possivel, através de uma teoria fisica
solida, modelar de forma detalhada o universo conhecido, permitindo descrevé-lo numa
escala apropriada. Ao longo desta dissertacao sera utilizada a teoria da Relatividade Geral

como descricao correta da dindmica do universo em que vivemos.
1.3 Modelos de Quintesséncia e Anisotropia

Ao usarmos a Relatividade Geral, é possivel obter uma infinidade de modelos
cosmolégicos, cada um destes com caracteristicas especificas de geometria e contetido
energético-material. As observacgoes disponiveis atualmente nao sdo capazes de determinar
um modelo que descreva todas as propriedades observadas deste universo. Neste contexto
serd, proposto um modelo cosmologico alternativo, na tentativa de melhorar nosso
entendimento sobre a classe de modelos estudados e sobretudo realizar predigoes que
possam ser confrontadas com os dados experimentais. O presente trabalho tem como
objetivo estudar as propriedades e a viabilidade observacional de modelos de quintesséncia
em uma métrica anisotrépica.

A métrica proposta possui geometria espacialmente homogénea cuja seccao espacial é
obtida pelo produto RX H?2, onde R é o espaco real e H é um espaco hiperbélico. A
métrica nao possui cisalhamento, é anisotrépica e possui expansao conforme. Esta métrica
é classificada como Bianchi IIT [11][12][13]. Esta geometria foi estudada pioneiramente por
Rebougas e Tiommo [14] e também por Korotkii e Obukhov [15][16], assim
denominaremos esta métrica RTKO (Rebougas-Tiomno-Korotkii-Obukhov). Sera visto nos
préoximos capitulos que esta métrica se reduz a métrica FLRW (Friedmman-Lemaitre-

Robertson-Walker) espacialmente plana no limite de pequenas distancias e sua expansao



conforme é fato essencial para a isotropia da Radiagdo Césmica de Fundo (CMB, do
inglés Cosmic Microwave background ) dos modelos apresentados.

Os modelos cosmologicos serao construidos com contetdo energético formado por
matéria e radiagao acrescidos de dois fluidos descritos por campo escalar: um anisotrépico,
responsavel pela anisotropia da métrica [17] e um fluido isotrépico de quintesséncia, o qual
devera contribuir com uma pressao negativa e gerar expansao acelerada na era atual.
Serao analisadas as principais diferencas deste modelo com os modelos de quintesséncia na
métrica. FLRW, assim como comparar suas propriedades com o modelo padrao ACDM?.
Os modelos de quintesséncia estudados serao restritos a um potencial do tipo inverso da
poténcia, pioneiramente estudados por Ratra&Peebles [18], o qual denominaremos
potencial Ratra-Peebles. Este potencial apresenta interessantes caracteristicas ao modular
a expansao acelerada do universo, observada em medigoes de luminosidade de supernovas
Ia [19].

Nos capitulos seguintes sera feita uma revisao da literatura, apresentando-se no
capitulo 2 algumas das principais observacoes em cosmologia. No capitulo 3 sera analisado
os aspectos principais do modelo tedérico considerado como padrao na cosmologia,
denominado ACDM, assim como serd feita a modelagem de quintesséncia para a métrica
FLRW. O Capitulo 4 pretende analisar a métrica anisotrépica RTKO, algumas de suas
simetrias e as solugbes exatas das equagodes de Einstein. No Capitulo 5 sera discutido os
parametros de medigdo observacional dos modelos com métrica FLRW e com a métrica
anisotropica RTKO. Por fim no Cap. 6 sera feita uma andlise estatistica através de
comparagoes tedricas e observacionais de distdncias aos objetos astrofisicos conhecidos
como Supernovas la. Desta forma poderemos analisar a viabilidade de modelos de
quintesséncia tanto na métrica FLRW como na métrica RTKO, tornando possivel
delimitarem-se os parametros teéricos em coeréncia com os dados observacionais

apresentados.

2 Este modelo serd estudado no capitulo 3.



Capitulo 2

Observacoes Cosmologicas

A grande diversidade de experimentos das ultimas décadas, aliada ao
desenvolvimento de novas tecnologias de medi¢ao, geraram uma mudanca de paradigmas
na cosmologia. O estudo do cosmos mudou drasticamente. Novos dados e medigoes
astronomicas estabeleceram vinculos fundamentais para a estrutura do universo, sua idade
e evolugao. A cosmologia entra numa era de precisao na qual é possivel restringir e refinar
em profundidade os modelos cosmolégicos. Para estabelecer teorias cientificas com
elegancia matematica e consisténcia fisica, ao iniciar a modelagem dos vastos dominios da
cosmologia, é importante analisar os seus vinculos observacionais mais fundamentais. Este
capitulo é uma revisao das principais observacgoes que restringem fisicamente a infinidade
de possiveis universos. Serao apresentadas algumas das principais observagoes realizadas
majoritariamente nos séculos XX e XXI. Estas observacoes propiciaram o nivel de
compreensao que foi atingido com a cosmologia moderna. Serd analisada em nivel
introdutorio a importancia de cada dado observacional, numa tentativa de manter
minimas as influéncias de um modelo particular de universo. As hipdteses bdsicas que
restringem os possiveis modelos cosmolégicos fisicos serdo admitidas gradativamente no

decorrer do capitulo.

2.1 A idade da Terra e o Escuro do Céu

Numa hierarquia simples, qualquer constituinte do cosmos devera ser menos antigo
que o proprio universo. Para estimar a idade do universo é preciso examinarmos vastas

extensoes além do sistema solar e de nossa galaxia, porém ¢é preciso também nos



voltarmos para caracteristicas locais, como as do mnosso préprio planeta. E natural
presumir que a Terra nio foi formada imediatamente apés o surgimento do cosmos. E logo
plausivel estimar a idade do universo como ao menos maior que a do planeta. Neste
aspecto o estudo geologico fornece, com consideravel precisao, um valor experimental
essencial. Através de métodos de datacao radiométrica, a idade da Terra é estimada em
4,58 bilhdes de anos, com uma precisao de 1% [20].

Se agora nos voltamos para os dominios da astronomia, é possivel examinar um
distante Quasar’ recentemente observado [21], que tem sua idade calculada em
aproximadamente 13 bilhdes de anos. Embora seja tentador limitarmos a idade do
universo com estes dados, deve-se atentar que, no contexto astronomico, para que
distancias e idades de diferentes objetos possam ser calculadas é necessario um modelo
cosmolégico que descreva o universo no qual estes objetos estao inseridos. Desta forma o
modelo tedrico de universo adotado influencia sensivelmente o calculo de idade destes
objetos, e este vinculo, a priori, somente pode ser considerado de forma relaxada.

Ao observar o céu a noite a olho nu, nao é dificil constatar que este é quase que
totalmente escuro. Esta simples constatacao pode entrar em conflito com alguns modelos
de universo que sao infinitos. O problema que se coloca, se assumimos um universo com
infinitas estrelas, é conhecido como o paradozo de Olbers [22], no qual se questiona que,
de qualquer angulo a partir de um observador na Terra, a linha de visdao deste iria
fatalmente terminar na superficie de uma estrela, logo a luz emitida por tais estrelas
conjuntamente produziria um céu extremamente brilhante, tanto durante o dia quanto a
noite. Elucidar esta questao é um problema pouco trivial. Seja L a luminosidade estelar
média e f(r) o fluxo luminoso de determinada fonte em func¢ao da distancia. Temos entao

L
4mrr?’

f@r) = (2.1)

Se consideramos uma fina camada esférica, com n estrelas, raio r e espessura dr, centrada

na Terra, a intensidade da radiagdo desta camada de estrelas serd

di(r) = nridr. (2.2)

4mr?

' Quasar (Quasi-Stellar Radio Source) é um distante niicleo de galdxia, altamente energético e

luminoso.
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Se admitimos que o universo é transparente, tendo todas as estrelas uma linha de visao

desobstruida em relacao a Terra, e também que o universo é infinito e estatico, obtemos

TI=00
I(r) =f di(r")dr’, (2.3)
rr=0
I( )‘fﬂzmd ’ 4
r)= . m r’, (2.4)
e, assim,
[(r") - oo. (2.5)

Com as hipdteses acima, obteriamos um céu infinitamente brilhante. Dentre as mais
simples solugoes [23][24] para este paradoxo histérico, é possivel admitir simplesmente que
0 universo nao ¢é estatico ou infinitamente antigo. Embora existam controvérsias quanto
as diferentes solugoes, serd visto ao longo deste capitulo que as hipoteses admitidas nao
parecem corresponder ao universo em que vivemos. Existem, por exemplo, fortes indicios
observacionais que impoem limites a idade do universo. Ha ainda evidéncias experimentais

de que o universo nao ¢é estatico, mas esta na verdade em expansao.

2.2 Redshift e a Lei de Hubble

Um deslocamento do espectro de ondas eletromagnéticas em direcdo a um maior
comprimento de onda é denominado redshift>. Embora a sua observagao seja também 1util
para aplicagoes terrestres, o redshift é um excelente parametro para calculos cosmologicos
e medicao de propriedades de objetos astrondémicos. Ele é geralmente atribuido ao efeito
Doppler?, porém, em escalas cosmoldgicas este efeito pode ser devido a trés diferentes
mecanismos, a saber, a velocidade de recessdo dos corpos (efeito Doppler convencional),
variagoes do campo gravitacional entre o objeto emissor e receptor (efeito Doppler

gravitacional) e, por fim, uma possivel expansdo da geometria do espago-tempo. O

2 Em traducao livre, desvio para o vermelho.
3 O efeito Doppler indica a variacdo de comprimentos de onda quando fonte e receptor das ondas

se encontram em movimento relativo.
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redshift(z) ¢é definido pela diferenca relativa entre os comprimentos de onda (ou

frequéncias) observado(A,) e emitido(A,) de um objeto:
z =2 "¢ (2.6)

de onde é possivel notar que, se a fonte de luz se afasta do observador, um redshift (z >
0) ocorre, e por outro lado, se a fonte se move em dire¢do ao observador, entdo um
blueshift (z < 0) ocorre. E possivel comparar o espectro observado de um astro com o
espectro de intimeros elementos e compostos quimicos catalogados em laboratérios na
Terra. Se a mesma linha espectral de um dado elemento é identificada em ambos os
espectros, porém em diferentes comprimentos de onda, obtém-se o valor do redshift.

A figura 2.1 representa a comparacao entre o espectro de um objeto no referencial
terrestre (z= 0 , acima) e o mesmo espectro com redshift z = 0.1.

Em 1914, Slipher [25] observou 40 galdxias (conhecidas na época como nebulosas) e
constatou que 90% delas apresentavam um desvio para o vermelho. As observacoes de
redshift para uma grande quantidade de objetos astrondémicos distantes parecem indicar
que, de alguma forma, a maior parte dos corpos estao se afastando da Terra. No corpo da
teoria da Relatividade Geral ja era notada, desde sua formulacao, que esta admitia uma
expansao ou contragao do espago-tempo. Einstein a época, em acordo com seus principios
filoséficos, acreditava que esta possibilidade era irreal. A verificacdo! de que o redshift
astronomico estava associado majoritariamente a expansao do universo foi uma das
constatacoes mais importantes da ciéncia do século XX.

Em 1929 Hubble observou o deslocamento para o vermelho nas linhas espectrais
das galdxias observadas por Humason®, e medindo ele préprio suas distancias (usando
estrelas cefeidas), descobriu [26] que as galdxias se afastavam com velocidades
proporcionais a sua distancia. Esta verificacdo pode ser facilmente explicada ao admitir-se
uma expansao. Hubble estabeleceu empiricamente que a velocidade de recessao das

galaxias seria dada por

v = H,.d, (2.7)

4 B facil perceber que as observacdes que levaram & formulacio empirica da lei de Hubble & época

possuiam uma grande dispersdo. Estas observagoes foram refinadas ao longo do século XX.
® Milton La Salle Humason (1891-1972).
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onde Hy é a constante de Hubble e d é a distancia a galaxia. A Lei de Hubble, como ficou
conhecida, constituiu uma significante evidéncia para a expansao do Universo. Hipdteses
alternativas tais como teoria de luz cansada, proposta por Zwicky em 1929 [27], a qual
atribuia o redshift medido a uma perda da energia do féton, em geral ndo apresentam

todas as propriedades exigidas pelas observacgoes.
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Figura 2.1: Luminosidade aparente versus comprimento de onda. Comparacao entre
espectros de um mesmo objeto astronémico em diferentes referenciais, com redshift z = 0
(acima) e z = 0.1 (abaixo).

Dada a limitacdo proveniente da velocidade finita da luz, as relagdes distancia-
redshift® podem ser usadas no contexto da cosmologia para revelar a historia da expansao
do universo. Para isso é necessario observar objetos cada vez mais distantes (cuja luz foi
emitida h& milhares de anos no passado). Em observagoes astrondmicas, examinar objetos
com grande redshift (z > 1), devido as grandes distdncias envolvidas, introduz intimeras
dificuldades. Dentre alguns exemplos, no final deste capitulo serdao estudados objetos
conhecidos como Supernovas la, as quais podem ser comumente observadas com grande
redshift, tipicamente entre z = 0.1 e z = 1.5. Veremos também (se¢do 2.4), uma

observacao chave para elucidar a expansao cosmica: uma radiacao advinda de todas as

® O uso e a dependéncia do redshift com determinado modelo cosmolégico serdo analisados no
Capitulo 3.
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diregoes, a qual se atribui um redshift z = 1100. Vejamos agora os principais vinculos

oriundos da existéncia e abundancia dos elementos quimicos no universo.
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Figura 2.2: Velocidade versus distancia para galaxias com estrelas cefeidas. grafico
moderno da lei de Hubble [28] .

2.3 Nucleossintese

No contexto da Relatividade Geral o conteido de energia-matéria é fundamental
para determinar as propriedades do universo. Examinando a matéria, sabe-se que esta ¢
composta por diferentes elementos quimicos. Numa escala cada vez menor, é possivel
aferir que estes elementos sao, por sua vez, compostos por uma diversidade de particulas e
subparticulas. Os objetos bésicos que constituem o cosmos sdao formados por bdrions
(prétons, néutrons etc.) e léptons (elétrons, neutrinos etc.). B importante analisar em
variadas escalas qual a proporcao e densidade de cada um destes componentes, assim
como entender como eles foram criados e podem hoje ser observados em diferentes
proporcoes. Sera discutida inicialmente a quantidade destes elementos na escala do
sistema solar e posteriormente em escala cosmoldgica, a fim de esclarecer a origem
priméria destes constituintes.

Com uma simples andlise do planeta Terra, é possivel perceber que o ferro é um

elemento comum em nosso cotidiano, enquanto o ouro é raro. Embora o planeta seja um
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objeto de extrema raridade no contexto astronomico, diversas destas abundancias em
nosso planeta sao similares ao compararmos com os diversos objetos no sistema solar e
também em diversas regioes do universo. Neste caso, sabemos que os gases leves
(hidrogénio e hélio) foram quase que totalmente perdidos devido a fraca gravidade da
Terra. Ao levar em conta os processos fisicos especificos de cada sistema, é possivel notar
que o elevado grau de similaridade entre as abundéancias de elementos quimicos nestes
sistemas apresenta um via para analisar a composicdo do universo. Analises
espectroscopicas mostram que 71% da massa do Sol é composta por hidrogénio, enquanto
o hélio contribui com 27%, e o restante corresponde aos elementos mais pesados. Nao é
por acaso que os elementos mais pesados sdo mais raros. A principal forma de sintetizacao
destes é a partir de reacoes termonucleares no interior de estrelas, onde as condigoes de
pressao e temperatura permitem as reagoes nucleares, paulatinamente produzindo
elementos quimicos de maior ntimero atomico.

A interface entre a fisica de particulas e a cosmologia vem crescendo enormemente.
Cada uma destas ciéncias vem se beneficiando com a evolucao da outra. Ao analisar a
abundancia de elementos no sistema solar (figura 2.3), nota-se que para cada 1 bilhao de
atomos de Hidrogénio existem, por exemplo, aproximadamente 1 milhdo de atomos de
Silicio (*Si), 100 atomos de Zinco (*'Zi) e apenas 1 atomo de Chumbo (¥Pb). O grafico
mostra uma consideravel quantidade de picos e vales de abundancia, em especial nota-se a
diminuta abundéncia dos elementos entre o Hélio (*He) e o Carbono (**C). Este vale na
abundancia relativa deve-se a alta instabilidade dos ntcleos destas substancias (Litio,

Berilio e Boro). Em seguida, devido a maior estabilidade, um pico de abundéncia é

[N

iniciado pelo carbono, produto da reacao entre 3 nicleos de *He. A oscilagao observada
atribuida a alternancia na estabilidade dos atomos envolvidos, com a adicao gradativa de
néutrons ao nucleo.

Ao seguir em direcdo a sintese de elementos mais pesados, nota-se um pico na
abundancia do Ferro (Fe) e de alguns elementos com ntmero atoémico similar. Este
aumento se relaciona ao fato do Ferro ser o elemento estdvel com um maior valor de
energia de ligacao, fazendo com que o mesmo seja o ultimo subproduto das reacoes
exotérmicas de fusdo nuclear no interior de estrelas.

Os processos termonucleares no interior das estrelas, e também explosoes estelares
(novas e supernovas), explicam satisfatoriamente a proporgao de elementos pesados. Os

processos envolvidos mnesta nucleossintese estelar nao explicam por completo as
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abundancias do Hidrogénio e Hélio. Em especial, estes processos falham em elucidar a
origem fisica destes elementos bésicos. No universo primordial espera-se uma abundancia
especifica de elementos. A existéncia de elementos leves na proporcao observada em
épocas atuais deve entao estar relacionada a processos de sintese no universo primordial, o
qual era extremamente denso, dominado por altas temperaturas. Estas proporgoes sao

progressivamente alteradas pela producao de elementos no interior de estrelas.

10 [% Abundance of Si ]
- is normalized to 10°

Log, (Abundance)

b v Lo 2N s o N e ©

Z, Atomic number

Figura 2.3: Abundancia dos elementos quimicos no sistema solar em func¢do do nimero
atomico z.

Para explicar estas abundancias de elementos leves observadas, munido de solugoes
da relatividade geral de Einstein com expansao, Lemaitre [29] formulou uma teoria onde o
universo expandia-se com o tempo, partindo de uma estado extremamente denso. Esta
primeira idealizagao é hoje considerada a primeira teoria do Big Bang, processo no qual
todo o conteido do universo seria condensado em uma infima regidao, com caracteristicas
extremas de densidade e temperatura. Uma formulagao fisica do mecanismo envolvido
nesta era inicial do Big Bang foi proposto por Gamow, Alpher e Herman [30][31]. Esta
teoria de nucleossintese do Big Bang, ou BBN (do inglés, Big Bang Nucleosynthesis),
predizia uma abundancia para os elementos leves, Hélio(*He), Litio("Li) e Deutério(D),
com um alto nivel de concordancia com os valores observados. A sintese de elementos

pode ser modelada a partir da equacao de Boltzmann [32]

d(n,a®) nin, nn

1 314 1742

a3d—=n?ng<av> .0 ool (28)
t n;n, nn,

onde n; é a densidade numérica final da particula i, n) é a sua densidade inicial e

< ov > ¢ a seccao de choque média da reacdo. Esta equacao determina a evolucao
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das abundancias dos reagentes, submetidos a reacoes do tipo 1+2 < 3+ 4. As

reacgoes basicas de equilibrio sao:

et+e” o y+y, (2.9)
n+v, © p+e’, (2.10)
nepte +, (2.11)
p+v, o n+ e, (2.12)
p+ne D+ oy, (2.13)
D+ne 3He+ vy, (2.14)

onde foi usado n para néutrons, p para prétons, e~ para elétrons, v, para neutrinos, v,
para anti-neutrinos e por fim D para o Deutério. Um importante parametro para a andlise
observacional é a razao entre barions e fétons (1), dada por
ng + Tl_b

n= n

(2.15)
Y

E possivel formular uma simples relacio entre a razao barions/f6tons(n) com as
abundéancias de elementos no universo. Assim, usando-se informacoes acerca da Radiagao

de Fundo em Microondas’, estima-se a densidade relativa dos barions na época atual.

Parametro Abundancia Valores observados
10T 2.5701% 1.6 — 4.0
10°Y, 1.05 £+ 0.03 + 0.03(sist) <114+02
Yp 0.24819+5:39923 + 0.0006(sist) 0.232 — 0.258

Tabela 2.1: Paramétros de best-fit para a nucleossintese

Na tabela 2.1 sao indicados os valores observados para a abundancia relativa dos

YH!T representa a abundancia do Deutério, ¥; a abundancia do Hélio-3 e Yp a

elementos.
abundancia do Litio-7. Com os dados da abundancia relativa é possivel verificar os
valores para a abundincia de elementos no universo como = 75% de Hidrogénio, = 24% de

Hélio e = 1% de elementos pesados.

" Esta radiacao serd analisada na sec¢ao 2.3.
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Figura 2.4: Curvas tedricas de abundéncia relativas ao Hidrogénio (*H). Os quadros
representam os vinculos observacionais. Os eixos sob a curva do Hélio representam o
limite superior imposto pelas observagoes [34]. A faixa azul é fixada a partir das
observagoes de Deutério primordial.

A figura 2.4 apresenta a curva tedrica para a abundancia de elementos e os valores
observados. E preciso notar que os valores observados deverdo diferir sensivelmente dos
previstos devido aos processos dinamicos estelares, que prevéem por exemplo a extingao
do Litio em processos termonucleares. A predicdo chave da BBN de Gamow foi a
existéncia de uma radiacao de fundo na faixa de microondas, permeando todo o universo,
a qual sofreria um grande redshift em seu comprimento de onda desde sua emissao em
épocas remotas, devido a expansao do universo. Na década de 1960, diferentes teorias
competiram para descrever adequadamente a abundéncia de elementos observada e, ¢
claro, o universo. Dentre estas a Teoria do Estado Estacionério [35] previa um universo
com constante criacdo de matéria, sendo esta a teoria mais aceita na comunidade
cientifica da época. Com a observacao da radiacao de fundo, como predito pelas teorias do
Big Bang, a teoria do estado estacionario® tornou-se desfavorecida, enquanto teorias que
incluem o Big Bang apresentavam uma concordancia mais adequada com diferentes

observagoes.

8 Para mais detalhes ver [32] e suas referéncias.
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2.4 Radiacao Césmica de Fundo

A Radiagdo de Fundo em Microondas, CMB (do inglés Cosmic Microwave
Background) é uma previsao fundamental do modelo de Hot Big Bang. Nos estudos
pioneiros de Gamow, este concluiu que a temperatura desta radiacao deveria ser T = 10
K [30] [31], valor que foi posteriormente refinado pelo préprio Gamow e seus estudantes
Alpher ¢ Herman [36] para T = 5 K. Esta radiagdo foi descoberta em 1964 pelos
astronomos americanos Arno Penzias e Robert W. Wilson [37]. Os astrénomos nao
conseguiram estabelecer qualquer relagao desta radiacao com fontes no sistema solar ou na
galdxia, uma vez que era detectada em todas as dire¢cbes e com uma mesma temperatura
(medida na época em T = 3.5 + 1 K). De fato, a constatagdo de que a radiacdo medida
possuia diversas das caracteristicas esperadas para uma radiacdo associada ao
desacoplamento de fétons e matéria nas eras iniciais do universo favoreceu decisivamente
os modelos de Big Bang. A CMB tem como caracteristica principal um espectro térmico
de corpo negro, determinado com extraordindria precisao, inicialmente pelo FIRAS (Far
Infrared Absolute Spectrophotometer), revelando o espectro térmico mais perfeito ja
observado.

O espectro de corpo negro pode ser escrito como
V3
I(v,T) dv x ——— dv, (2.16)
eKT — 1
onde I(v,T)dv ¢ a energia por unidade de drea num intervalo de frequéncia de v + dv,

T ¢ a temperatura, k é a constante de Boltzmann e h é a constante de Planck. Se a

frequéncia sofre um redshift

vV = , (2.17)

(2.18)

A radiagao cosmica de fundo prevé assim que a temperatura do universo deveria ser

maior no passado, em total concordancia com as exigéncias da nucleossintese do Big



19

Bang. Recentes medi¢oes indicam que a temperatura média da CMB é
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Figura 2.5: Espectro térmico da CMB. Valores observados com barras de erro
multiplicadas 400 vezes (para visualizagao).

1
<T,>= Ef T(6,¢)sin6 ddde = 2.725 + 0.001K, (2.19)

A radiacdo de fundo pode ser detectada em todas as diregoes em que os
instrumentos sao apontados, com elevado grau de isotropia. Ao observar-se de diferentes

angulos, a mesma desvia da isotropia em somente

T, 9)—<T>

ST
- 6.9) = ~ 1075, (2.20)

<T>

Figura 2.6: O Dipolo da CMB. Redshift associado ao movimento peculiar da via lactea em
direcao ao grupo local.
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Figura 2.7: Ao corrigir o espectro devido ao movimento da galaxia, a CMB fica marcada
com uma faixa central devido ao disco da via Léactea.

Figura 2.8: Radiacao Césmica de Fundo apds retiradas as influencias conhecidas da
galéxia.

A figura 2.6, mostra o dipolo da CMB. No qual pode-se ver a influéncia do
movimento peculiar da galaxia, gerando um blueshift na dire¢do que aponta para o grupo
local e um redshift na direcao oposta. A figura 2.7 mostra a distribuicao da radiagao de
fundo quando elimina-se o movimento peculiar da galaxia, neste caso temos uma
distribuicao aproximadamente homogénea, com excecao da faixa central que representa a
emissao de fontes na via Lactea.

Devido ao seu espectro caracteristico, é possivel retirar as influéncias das emissoes
da galaxia, deixando somente uma radiacao de fundo, observada com elevado grau de

isotropia na figura 2.8.. Espera-se que, se as flutuacoes da CMB forem aleatérias, entao
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elas terao distribui¢cbes de probabilidade gaussianas. Em geral, a analise das diminutas

anisotropias € feita usando uma expansao multipolar da funcao

00 +1

6T
@0 =) > am¥m 0,0), 2:21)

=0 m=-1
onde Y;,,(8,9) sdao os harmonicos esféricos e a;, sao os coeficiente da expansao. Nos
limitaremos aqui a ressaltar que importantes processos fisicos estao impressos na CMB.
Devido as observagoes da CMB estarem em congruéncia com as predigoes tedricas do Big
Ban, aliado a grande precisdo em podemos medi-la, podemos afirmar que a CMB é um

dos principais pilares da cosmologia moderna.

2.5 Matéria Escura

Matéria escura é uma forma de matéria inferida a partir de seus efeitos
gravitacionais sobre a matéria visivel e efeitos de lentes gravitacionais. Acredita-se que
esta forma de matéria nao emite nem espalha luz ou qualquer tipo de radiagao
eletromagnética. A primeira inferéncia acerca da presenga de uma forma de matéria
insensivel & radiacdo eletromagnética foi feita por Zwicky na década de 1930 [40][41], na
qual é aplicado o teorema do virial para o cluster de galaxias Coma. Zwicky estimou a
massa total do cluster baseado no movimento de galdxias préoximas, assim como em sua
luminosidade total. Zwiky estimou cerca de 400 vezes mais massa do que o esperado se
fosse considerada somente a matéria observavel. Este problema ficou conhecido como o
problema da massa faltante (ou missing mass problem). Segundo a lei de Kepler, a

velocidade em funcao da distancia ao centro da galaxia devera ser dada por

v(r) = GMr(r) , (2.22)

mas as observacoes parecem divergir fortemente desta previsao. Atribui-se a massa
faltante a uma espécie exdtica de matéria chamada de matéria escura. Na figura 2.9,
estrelas longe do centro da galdxia sao observadas com uma velocidade de rotacao muito
maior que a esperada pela teoria Newtoniana (linha tracejada). A curva de rotacdo de
galaxias nao pode ser explicada se utilizam-se as teoria gravitacionais disponiveis levando-

se em conta somente a matéria visivel.
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Figura 2.9: Curva de rotacao da galaxia espiral NGC6503s. Os pontos representam a
medida de velocidade em funcao do raio da galaxia. A figura mostra as curvas tedricas de
um halo de matéria escura (ponto-tracejada), de um disco (tracejada) e de um gés
(pontilhada) [42].

Diversas teorias vém sendo formuladas para fornecer uma alternativa que explique
a matéria escura sugerindo inconsisténcias nas teorias estabelecidas, em contraste com
alguma forma invisivel de matéria. As mais conhecidas propostas sdo as modificacoes da
teoria Newtoniana, ou MOND (do inglés, MOdified Newtonian Dynamics) [43], e teorias
de gravitacao quantica, como a teoria de cordas e a Loop Quantum Gravity, que tém,
além disso, o objetivo mais ambicioso de descrever a gravidade e a fisica quantica em uma

Unica teoria unificada.

2.6 Supernovas

As supernovas sao fendmenos extremamente luminosos atribuidos fisicamente a
processos de explosao em determinadas estrelas. Estes fendmenos vém sendo observados
desde a antiguidade, com registros de astronomos chineses que datam do ano de 185 d.C.
Devido a sua intensa luminosidade, sua observacao em alguns casos é possivel mesmo
durante o dia, como foram os das supernovas dos anos de 1006 e 1054, observadas por

todo o mundo, com um brilho comparavel ao de uma Lua cheia. Estima-se que ocorra
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cerca de uma supernova a cada 50 anos em uma galaxia similar a Via-Lactea. A
importancia das supernovas para a cosmologia reside na possibilidade de usar estas como
velas padrao. Serao entao analisadas as caracteristicas das supernovas, em especial das
supernovas la, que tornam possivel a padronizacao destes fenomenos, possibilitando usa-
las como ferramenta de medi¢ao de distancias.

A classificacao das supernovas é, por razoes histéricas, feita principalmente a partir
da analise de seu espectro. As supernovas tipo II sdo marcadas pela presenca de linhas de
Hidrogénio, enquanto as do tipo I pela auséncia destas linhas. Uma supernova é um
produto dos estagios finais da vida de uma estrela. Acredita-se que o processo geral de
ocorréncia de uma supernova se relaciona as caracteristicas fisicas especificas da estrela. A
producao termonuclear é a responsavel pela estabilidade hidrostatica da estrela, através de
um processo de compensacao entre pressao de radiagdo e atracao gravitacional. Se a
estrela inicialmente possui massa suficiente (cerca de 10 vezes a massa do Sol), apés a
producao de hélio o processo de fusao termonuclear segue produzindo carbono e oxigénio e
sucessivamente elementos cada vez mais pesados. A partir do inicio da produgao de ferro
ha uma diminuicao da pressdao exercida por fusdo termonuclear e a estrela entra em
colapso, imposto por sua gravidade. Neste colapso uma forte onda de choque proveniente
do nucleo reage explosivamente ejetando sua matéria, produzindo o fenémeno da

supernova [44].
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Figura 2.10: (a) Espectro inicial para diferentes supernovas (a esquerda). Supernovas la
apresentam uma caracteristica absorgao no Si II [46]. (b): Espectro tardio de supernovas
(a direita), revelando a presenga marcante de Fe em supernovas la.

A divisdo das supernovas em subtipos [45] é comumente feita a partir de seu espectro
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inicial e tardio. A figura 2.10 representa o espectro de diferentes supernovas (Ia, II, Ic e
Ib), em um estdgio anterior ao méximo de luminosidade (espectro inicial). E possfvel ver
uma assinatura do Silicio (Si IT) que identifica as supernovas do tipo la. Na figura 2.10b, o
espetro tardio (cerca de 5 meses apds o pico de luminosidade), é observado a assinatura,
em abundéncia, de diferentes fons de Ferro. A andlise do espectro inicial e tardio é a
principal ferramenta para a classificacio de Supernovas do tipo la. A curva de
luminosidade (figura 2.12) de diferentes tipos de supernova também apresenta uma grande
variagdo entre os seus subtipos. A andlise destas caracteristicas é de fundamental
importancia para a padronizacao das curvas de luz ao se comparar diferentes supernovas.
Através de uma modelagem dos aspectos astrofisicos das supernovas foi possivel
estabelecer relagoes heuristicas que possibilitam a padronizacao das mesmas. Em 1993 foi
demonstrada a validade de uma férmula empirica, a relagao de Philips [47], na qual se
estabelece que a variacdo da curva de luz de uma supernova la apds 15 dias de seu pico
(AM;5) deve ser proporcional a magnitude méaxima (Mps,,(4)) de seu pico de
luminosidade. A medicdo precisa desta proporcionalidade para supernovas em baixo
redshift permitiu, através de uma reducao sistematica nos erros, a padronizagao de
supernovas com altos redshifts. Os métodos atuais utilizado nos fitters (métodos de

padronizagao de supernovas la) de supernovas sao inspirados nesta relagao fundamental.
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Figura 2.11: Curvas de luminosidade versus tempo (em dias) para diferentes tipos de

supernova.

O sistema mais aceito [48] [49] para modelar as supernovas Ia se relaciona as

estrelas binarias chamadas de wvaridveis cataclismicas, onde ao menos uma delas é uma
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ana branca que, pela agao de sua forte gravidade, captura massa de sua companheira. As
estrelas anas brancas possuem uma alta densidade (= 10° g/cm?® ), e seu colapso é somente
impedido pela pressao de degenerescéncia dos elétrons (advinda do principio de exclusao
de Pauli). O limite fisico em que a matéria degenerada pode existir em equilibrio
gravitacional é marcada pela chamada massa de Chandrasekhar, acima da qual a pressao
de degenerescéncia nao mais suporta a gravidade. Em resposta ao aumento de densidade
da estrela, inicia-se um queima descontrolada de carbono e oxigénio, processo que libera
imensa quantidade de energia, que supera a energia de ligagdo da estrela, destruindo-a
completamente. Devido a suas caracteristicas altamente similares e sua altissima
luminosidade, as supernovas do tipo Ia sdo atualmente os objetos astrondémicos mais
adequados para determinagao de distancias em escala cosmoldgica e serdo usadas nesta
dissertagdo como instrumentos para a determinacdo de parametros fundamentais do
universo.

Por fim, percebe-se que diferentes observagoes indicam que o universo em que
vivemos sofreu um consideravel processo de expansao e versou, em épocas remotas, uma
era de alta densidade e altas temperaturas. A nucleossintese do Big Bang e a radiacao
coésmica de fundo sao os principais pilares da cosmologia moderna. Distintas possibilidades
de evolucao cosmoldgica, que nao aceitem estas caracteristicas, somente parecem possiveis
através de uma modificacao consideravel em nosso entendimento do cosmos ou de uma
sistematica mudanca em uma grande quantidade de hipdteses da cosmologia. Diferentes
tentativas de descricio até o momento nao alcancaram sucesso em fazer predigoes

concordantes com as observacoes.



Capitulo 3

Modelos Cosmolégicos em FLRW

As observacoes indicam que o universo, com bom grau de aproximacao, é
homogéneo e isotropico em escalas maiores que aproximadamente 100 Mpc, ou seja,
matéria e radiagdo estariam uniformemente distribuidas, sem qualquer direcao
privilegiada!. Este fato é uma importante base da cosmologia e é conhecido como o
principio cosmoldgico. Junto a formulacao da relatividade geral por Einstein, este
principio permite a formulacdo de modelos cosmolégicos consistentes e testaveis. A
combinacao do conhecimento tedrico com as observagoes astrondémicas faz surgir o quadro
de um universo em expansao, cujo passado era definido por um estado extremamente
quente e denso. A idéia de um universo evoluindo a partir de uma singularidade inicial, a
chamada Teoria do Hot Big Bang, tem seus pilares fundamentais nos resultados da
Nucleossintese do Big Bang (BBN) e na Radiagdo Coésmica de Fundo (CMB). Neste
capitulo sera apresentada a Teoria da Relatividade Geral no contexto da cosmologia,
explicitando as equagoes de Einstein para a métrica homogénea e isotropica. Os principais
modelos fisicos de universo advindos desta métrica serao estudados. Sera feita uma revisao
dos principais aspectos da métrica FLRW e, em seguida, serao apresentadas as equagoes
de Einstein da Relatividade Geral e obtidas suas soluc¢oes para esta métrica. Na secao 3.1

serd estudado o modelo cosmologico ACDM, considerado padrao na cosmologia. Na se¢ao?

! Esta hipdtese sera confrontada com os modelos anisotrépicos propostos nesta dissertacao.
2 Ver [7], [32] e [23] para maiores detalhes.
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3.2 sera analisada a dindmica de campos escalares e sua aplicagdo na cosmologia, através
de uma componente dindmica denominada Quintesséncia.
Um espaco 4-dimensional, homogéneo, espacialmente plano e isotropico é descrito

pelo elemento de linha
ds? = dt? —dx? — dy? — dz?, (3.1)

que, através de uma transformacao para o sistema de coordenadas

esférico, x = r senf cos¢, y = r senf seng e z = r cos , pode ser colocado na forma
ds? = dt? —dr? — r?d6? — r?sen?0d¢?, (3.2)

Fundamentando-se no principio cosmolégico e em observagoes que indicam uma
expansao para o cosmos, deseja-se descrever a geometria do universo através uma métrica
cuja secao espacial seja homogénea e isotrépica, mas que esteja livre para se expandir ou
contrair-se. A partir destas hipdteses, a unica métrica que pode ser construida é a
chamada métrica FLRW, dada pelo elemento de linha
2

dr

ds? = dt? - a(t)? T2

+ r2d0? + r’sen?0d¢?|, (3.3)

onde a(t) é o fator de escala. Se reescrevemos esta métrica num sistema da coordenadas

onde r = fr(x), ficamos com a forma
ds? = dt? - a(t)?[dx? + fi.’(x)(d6? + sen®8d¢?) |, (3.4)

onde a funcao f;(x) depende do valor da curvatura k através de

seny , se k= +1

fiO = X ,sek=0, (3.5)
senhy, se k= —1

onde a variavelt descreve o tempo préprio cosmologico e (r,0,¢) sao as variaveis

espaciais comoveis.

3.1 Equacoes de Einstein
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A Relatividade Geral estabelece que a geometria do espago-tempo é um efeito
produzido por campos gravitacionais. As relacoes obtidas por esta teoria sdo dadas pelas
equacoes de Einstein,

1
Ry — > IR = Ty, (3.6)

onde Ty, ¢ o tensor energia-momentum que descreve o conteido material. g,, ¢ o tensor
métrico. O tensor R, de ordem 2, ¢ o tensor de Ricci e R ¢ o tensor de Ricci contraido
(escalar de Ricci). E possivel entdo obter solugoes para (3.6) utilizando-se, do lado direito,

um fluido perfeito descrito pelo tensor energia-momentum
Tuv = (p + P) U, Uy — P9 » (3-7)

onde p é a densidade de energia® do contetido material do modelo, p é a pressao exercida
por esta componente e u, ¢ a 4-velocidade, que em coordenadas coméveis assume a forma
_ £0
u, = 6,.
Se contrairmos a equagao (3.6), ficamos com R = —T, onde T é o tensor energia-
momentum contraido. Substituindo esta relacdo de volta em (3.6), ficamos com uma

forma mais conveniente:
Ry = Sw, (3.8)
onde o lado direito ¢ dado por

S

w — Tllv —E gle. (39)

A partir do lado esquerdo da Eq. (3.8), calculado cada componente da métrica

(33), obtemos para a parte temporal
R =, 3.10
00 a ( )

e para a parte espacial

3 Como c¢=1 podemos usar, imprecisamente, os termos densidade de energia e densidade de

matéria como sindénimos.
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e a o
a-ﬁy (3.11)

Rii = —gii [?+E+ Py

sendo a derivada em relagao ao tempo cosmologico representada como um ponto sobre as

varidveis. Os termos cruzados do tensor de Ricci ficam
Rio = Rij =0, (3.12)

para i # j # 0. Analisando agora o lado direito de (3.8), temos

1
So0 = E(p + 3p), (3.13)
1
Sii = _Egii(p - 3p), (3.14)
com os termos cruzados
Sio =55 =0, (3.15)

para i # j # 0. Da igualdade das equagoes (3.10) e (3.13), obtemos
, 1
= —E(p +3p)a, (3.16)

que ¢ a equagao da aceleragdo. Na equagao acima ¢ possivel observar que, se p e p sdo

.. ~ . , .. p
positivos, entao o universo devera estar desacelerado (d@ < 0). Por outro lado, se p < -3

o universo estarda acelerado (d > 0). Das equagoes (3.11) e (3.14), usando a equagdo de

aceleragao (3.16), obtemos
3H? = p — — 3.17
a (3.17)

. . . - . ~ _a ,
historicamente conhecida como equagcdo de Friedmann, onde a funcdo H =-¢o

parametro de Hubble. Esta é uma equacao muito importante para a cosmologia, pois, uma
vez conhecida a densidade de energia p e a curvatura k, a evolugao do fator de escala
a(t) fica determinada, revelando assim a dindmica do universo.

Da conservacao do tensor energia-momentum é possivel obter uma outra equacao

de grande utilidade. Se existe a conservagao da energia, devemos ter
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TOU;O == 0 . (318)
Fazendo as operacgoes necessarias, chegamos a
) a
Tovo = p+ 3—[p+pl. (3.19)
E assim a equagao de conservagao do fluido,
p+ 3H[p+p]=0. (3.20)

A equagoes (3.17), (3.16) e (3.20) s@o relagoes-chave para entender as
caracteristicas da expansao. Para que seja possivel descrever a evolucao do universo
através destas equacOes, deve-se conhecer o  conteido deste universo. Em geral

precisamos conhecer a densidade de energia total, a qual podemos escrever como

p= z i, (3.21)

onde p; ¢ a densidade de energia de cada componente e p é a densidade de energia total.
Para cada especifico conteiido material, a equagao de Friedmann fornecera uma particular
evolucao cosmologica. Para cada componente, é necessario também explicitar de que
forma a densidade de energia se relaciona com a pressao deste fluido. Isto é feito através

da equacao de estado, dada por
p
w=—, 3.22
; (322)
3.2 Cosmologia Padrao

O modelo padrao da cosmologia é descrito por um universo que, além de matéria e

radiacao, é constituido por uma exdética componente denominada constante cosmoldgica
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(A)*, a qual possui uma densidade de energia constante. A densidade de energia total é

descrita por matéria (p,,), radiacado(p,) e a constante cosmoldgica (p,):

p=Pm+t pr+ pa, (3.23)

O parametro de estado da matéria é dado por w,, = 0 , ja que matéria incoerente

. . I 1 , .
nao exerce qualquer pressao. A radiagdo tem w, = 5 € a constante cosmologica w, = =1, o
que causa uma curiosa (e desejada) pressdo, contraria a gravidade. A inser¢do da
constante cosmologica é a op¢ao mais simples para gerar uma aceleragao na expansao do

universo. A energia desta componente é definida como

Se examinamos a equacao de aceleragao (3.16), notamos que o universo s6 pode estar

acelerado (@ >0) se p <§ p. A escolha de uma constante cosmoldgica com as

propriedades citadas produz assim um universo cuja expansao sera acelerada quando A for
a componente dominante. Para descrever a evolugao do universo, é conveniente definirmos
a densidade critica (p.), a qual estd associada ao valor preciso que tornaria o universo

espacialmente plano (k = 0). Da equacao de Friedmann, ficamos com
p. = 3H (3.25)

Desta forma, se a curvatura do universo ¢ positiva, temos p > p.. Se a curvatura é
negativa, entdao p < p., e nitidamente o universo ¢ plano se p = p.. Se dividimos a

equacao de Friedmann pela densidade critica, ficamos com a relagao

k
QkEl_Q:_W’ (326)
onde ) é o parametro de densidade, dado por
_p@®
= PXOK (3.27)
c

4 Proposta por Einstein para contrapor o efeito atrativo da matéria e descrever um universo

estatico.
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Neste caso, podemos também escrever o parametro de densidade para cada

componente, onde
Q= Q,, +Q,.+Q,, (3.28)

e cada parametro fica definido como

_Pm _ Pm
m = =32 (3.29)

_Pr _ Pr
Q, = E =32 (3.30)

_Pn _ Pa
Qp =E—ﬁ : (3.31)

Além disso, podemos também definir o parametro de desaceleragao
aa

que ¢é negativo para um universo acelerado e positivo para um desacelerado.

Ao construirmos modelos cosmolégicos ¢é importante expressarmos a equagao de
Friedmann em uma forma em que fique explicita a dependéncia de cada componente com
o fator de escala. Para isso, analisemos cada uma separadamente. A densidade de energia
da matéria é simplesmente a razao entre sua energia de repouso e o volume do universo
(V ~a®). Sendo assim, espera-se que a densidade de energia desta componente seja
proporcional ao inverso do cubo do fator de escala, ou seja, p, ~a~3. De uma maneira
mais formal, se utilizamos a equacdo de estado desta componente na equagao de

conservacao, dada por (3.20), apds alguns calculos obtemos

ap\3

pm = Pmo (=) (3.33)

onde os subscritos “o” correspondem ao tempo atual (ty), ou seja, a, = a(ty) ¢é o fator de
escala atual e pp, o = pm(ty) ¢ a densidade de energia atual. J4 a densidade de energia da

radiacdo devera cair com a quarta poténcia do fator de escala, pois a medida que o
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universo se expande, os comprimentos de onda se esticam e assim a energia (E = //1)

diminui. Usando novamente a equacao de conservac¢ao, mostra-se que:

10 —
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r g a., curvatura
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Figura 3.1: Diferentes evolugoes para o fator de escala em universos descritos por uma

Gnica componente® [50].

Qg

o= pro () (3.3

Por outro lado, como ja definimos, a densidade de energia da constante
cosmologica é constante, dada pela equagao (3.24). Assim, podemos escrever a equagao de

Friedmann na forma

3H2 = p, (%)4 + P (a°)3 + A— 2—’2( (3.35)

a
Ao dividirmos a equagdo (3.35) pela densidade critica no tempo atual e usando (3.26),

teremos

2

=0 (%)4 + Qo (%)3 + Qao+ (1= Qo — Qo — Qo) (%) : (3.36)

® Considerando a curvatura como uma componente.
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uma vez que H = a/a. Se os pardmetros de densidade no tempo atual forem determinados,
é possivel entdo resolver a equagao (3.36), a fim de obter a fungao desejada a(t). O
ACDM ¢é o modelo cosmologico mais simples que melhor se ajusta aos vinculos
observacionais. Os melhores valores de seus parametros, obtidos com observagoes recentes

[39], estao listados na tabela abaixo:

Parametro Simbolo Valor
Pardmetro de Hubble Y/) 0.72 £ 0.03
Densidade de matéria Qu/? 0.133 £ 0.006
Densidade de Barions W/ 0.0227 £ 0.0006

Constante Cosmoldgica A 0.74 £ 0.03
Densidade de Radiacao O 247x107°

Tabela 3.1: Melhores parametros para o modelo ACDM, [39].

Estes parametros foram obtidos para o modelo ACDM plano. A constante
cosmolégica é usada para gerar um modelo cosmoldgico com expansao acelerada na época
atual. Embora esta componente tenha uma motivagao tedrica pouco fundamentada,
através dos vinculos observacionais disponiveis ela vem se mostrando a candidata mais
adequada para a descricdo do universo.

O problema que surge ao adotarmos tal descricio é o surgimento de um fluido
ex6tico que compode, na era atual, a maior parte do conteido energético do universo. A
peculiaridade de tal componente esta no fato de esta possuir efeito gravitacional repulsivo.
Uma vez que nao ¢ conhecida ou observada nenhuma forma de energia com tal
comportamento, esta forma de energia foi denominada FEnergia Escura (em inglés, Dark

Energy).
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Figura 3.2: Densidade de energia (p) para diferentes fluidos (ag = 1).
3.2.1 Epoca dominada pela radiagéo

Podemos reescrever a equagao (3.36), na forma:
da

dt = ’
A ()" 00 ()4 04— - (2]

a

36

(3.37)

Tomemos periodos de tempo curtos (t < 1), referentes a eras iniciais do modelo de Big

Bang, onde o fator de escala também era pequeno. E possivel notar que, nesta

aproximagao, o termo dominante da equagao acima é o da radiagao (ver figura 3.2), de

modo que essa equagao fica, simplesmente,

ada
dt ~

- Hoaozx/ Qo ’
a(t) =~ (2Hpao%/ Q) t%,

O parametro de Hubble toma a forma

(3.38)

(3.39)
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O~ (3.0
T2t '
enquanto o parametro de desaceleracao indica uma fase desacelerada e é dado por

g= ——~1. (3.41)

3.2.2 Epoca dominada pela matéria

O termo de matéria, devido a sua poténcia de menor valor, superara, com a expansao,
a densidade de energia da radiacao. Em determinado momento suas densidades sao
iguais, e das egs. (3.33) e (3.34) vemos que neste momento temos

pr,O

0 .
pm,O

(3.42)

apr=pm =

Embora sujeito a estimativa® menos precisa, o parametro de Hubble pode ser aproximado

por

2

3.2.3 Epoca dominada pela energia escura (A)

A época de dominio da constante cosmoldgica se dd a partir do momento em que sua

densidade de energia supera a da matéria, e isso acontece quando o fator de escala atinge

pm 0]1/3

” (3.44)

App=pm = Qo [

marcando o final da era de matéria. A partir deste momento a constante cosmolégica

passa a dominar indefinidamente. Nessas condigdes a eq. (3.37) fica

% Nesta era intermedidria é dificil separar uma época na qual possamos aproximar com seguranca

um periodo de dominancia para a matéria.
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da
dt ~

S 3.45
Hya\/Qpp ( )

o que nos fornecerd um fator de escala
a(t) ~ efloy@aot (3.46)

Neste caso o pardmetro de Hubble assume um valor constante (H, = cte), enquanto o

fator de desaceleragao assume a esperada aceleragao, com seu valor dado por

3.2.4 Parametros cosmolégicos em funcao do redshift

O redshift foi definido na eq. (2.6) como um desvio percentual do comprimento de
onda emitido em relagdo ao observado: z = (A, —A.)/A.. Assumindo que o comprimento
de onda é proporcional ao fator de escala em qualquer época, e usando a(t,) =a, e

a(t,) = a, podemos reescrever o redshift como
Qo
14+2z= ; . (348)

Esta simples relagdo pode ser usada para descrever os modelos cosmologicos em
funcao do redshift, tornando mais direta a comparacao com as observagoes. Com este

propédsito, vamos entao reescrever a equagao (3.36). Obtemos

H(z 1
h(( ) = [Qo(1+2)* + Qo1+ 2%+ Qa+ (1 — Qo — Qro — Quo) (1 +2)2]2 (3.49)
0

O fator de desaceleracao, definido anteriormente na eq. (3.32), também pode ser reescrito

em funcao de z, de forma que

aa a
4=~ =——0, (3.50)
€, como
dz a
- = —a—;’a = —(1+ 2)H(2), (3.51)



39

o termo d pode ser calculado,
dt[ ] = —[aH = a—+ aH?, (3.52)

ficando assim o parametro na forma

1+
q(z) = -1 +%H’(2), (3.53)

onde o termo H'(z) = dH/dz pode ser obtido se conhecemos o lado direito da eq. (3.49).

3.3 Modelos de Quintesséncia

A energia escura pode ser modelada por diferentes constituintes. Ja é sabido que
uma constante cosmoldgica (como no ACDM) pode explicar os dados observacionais. A
constante cosmoldgica possui o inconveniente teérico de necessitar de um ajuste fino nas
condigoes iniciais para que sejam obtidos no presente os valores requeridos pelas medigoes.
Além disso, a densidade atual desta componente é da mesma ordem que a densidade de
matéria, indicando que a energia escura passou a dominar na época atual (coincidence
problem). A descricdo desta forma de energia por componentes que possuam uma
dindmica pode elucidar, a partir de um suporte tedrico mais solido, porque esta forma de
energia passou recentemente a dominar a evolucdo do universo. A escolha de uma
descricao tedrica fundamentada em testes experimentais (como, por exemplo, potenciais
de campo escalar que possam ser confirmados no contexto do modelo padrao de
particulas) pode eventualmente solucionar o problema do fine-tunning. Existem
componentes descrevendo a energia escura por uma fun¢do do tempo, como os modelos
A(t)CDM [51][52][53], ou ainda por um fluido isotrépico descrito a partir de modelos de
campo escalar [7][54][55]. Este fluido hipotético usado para descrever modelos de energia

escura, cuja equacao de estado depende do tempo, é chamado de Quintesséncia’. A idéia

" Nesta dissertacdo usaremos quintesséncia para designar modelos dindmicos de energia escura
descritos canonicamente por um campo escalar. Outros modelos dindmicos serdo indicados

explicitamente.
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motivadora dos modelos de quintesséncia é explicar a fase acelerada do universo na era
atual. Neste trabalho iremos exploraremos este tultimo tipo de energia escura. A anélise
sera restrita a modelos pouco sensiveis as condi¢oes iniciais , evitando assim o fine-
tunning. O modelo estudado possui uma base de atracao tipica dos denominados tracker
fields. Nas proximas secoes, sera apresentada a dinamica de um campo escalar e suas
principais motivacoes teodricas. Analisaremos algumas propriedades do potencial e dos

modelos cosmolégicos com esta componente.

3.3.1 Dinamica de um campo escalar

O uso de campos escalares é essencial em diferentes areas da fisica. Na teoria
padrao de particulas tém-se exemplos nitidos de seu bem sucedido uso. No estudo
cosmolégico este tipo de descricao exerce papel essencial em explicar a evolucao do
universo primordial, através da inflacdo. A acdo, invariante de coordenadas, conhecida

como acao de Einstein-Hilbert é definida como

S = f d*x \[—g [§+ L, &”qb)]. (3.54)

A variacdo da acdo com respeito a métrica nos fornece, a partir do primeiro termo do
colchetes, as equagoes de Einstein. O segundo termo nos da a agao de um campo escalar.
Ha a possibilidade de modificar a acao de Einstein-Hilbert de forma a obter os populares
modelos de gravitagio modificada, com as chamadas teorias F(R) [56], que visam
esclarecer a aceleragao do universo através de termos corretivos da Relatividade Geral.
Foquemos na dinamica cosmologica, na qual se considera um campo escalar real,

minimamente acoplado. Sua a¢do pode ser escrita como

S = f d*x [—g L($, ), (3.55)

onde a densidade de lagrangiana® é

® Daqui em diante somente lagrangiana.
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L=20u¢0" ¢ — V(). (3.56)

O primeiro termo da equagao (3.56) é o termo associado a energia cinética, e V(¢)
é o potencial deste campo. Esta é a forma candnica da lagrangiana para modelos de
quintesséncia. Também ¢é possivel tentar elucidar a energia escura através de modificacoes
na lagrangiana, tornando possivel, por exemplo, a existéncia de uma equagdo de estado
w < —1, como nos modelos de energia fantasma (phantom) [57], ou através de uma
modifica¢do do termo cinético, como nos modelos de K-essence [58][59], onde a densidade

de lagrangiana é dada por

L=K@)f |3000" o], (3.57)

e K(¢) representa uma funcdo arbitraria do campo. Estas modificacoes nao serao
abordadas aqui. Neste trabalho analisaremos a dindmica a partir da lagrangiana candnica,
ao escolher um potencial especifico para esta componente do universo.

A dindmica do campo escalar de quintesséncia é obtida a partir da acgao (3.55),
usando a lagrangiana dada pela eq. (3.56). A variagdo desta acdo nos dd a equagao de

Euler-Lagrange para os campos,

a9 H (o) ' '
com o tensor energia—momentum dado por
TH = 0,0 § — Gy |5 9P d o + V(9)|. (3.59)

Se admitimos um campo escalar homogeneamente distribuido pelo espaco e dependente do

tempo, ¢(x*) = ¢(t), e supusermos que a eq. (3.59) toma a forma de um fluido perfeito,
T# = diag(p, —p, —p, —P), (3.60)

teremos entao uma densidade de energia e pressao dadas por

1.
Py = 52 +V (@), (3.61)
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1.
Py = 302~ V(®), (3.62)
com uma equacao de estado:
~¢? —V(9)
S92+ V()

Da equagao (3.20), a conservacao da energia para este fluido fica
¢ +3H)+V'($) =0, (3.64)

onde o ponto denota derivada em relagao ao tempo e a linha denota derivada em relagao
ao campo. Essa é a equagdo de movimento para o campo escalar e contém toda a
informacgao sobre sua evolucao. Esta equacdo é andloga a de uma particula em uma
dimensao (com coordenada genérica ¢), movendo-se num potencial V(¢) e sujeita a uma
dissipacdo —3H¢, que em nosso caso deve-se & expansido. Em geral, o campo iréd percorrer
o potencial em direcdo aos valores minimos de V(¢). E interessante formular modelos de

quintesséncia que apresentem as seguintes propriedades:

1. O campo ¢ deve preferencialmente comecar a rolar o potencial antes da época
presente, de forma que este possua um comportamento dindmico na era atual, fazendo-se
uma distingao entre este e uma constante cosmolégica (unique behavior).

2. O campo de quintesséncia ¢ deverd dominar a evolucao do universo na época
presente, de forma que seus efeitos possam ser mensuraveis (late-time domination,).

3. Gerar expansao acelerada do universo, como ¢ indicado pelas observagoes.

Na proxima secao sera apresentada uma classe de potenciais que satisfazem estas
condi¢bes e possuem um comportamento atual que é insensivel as condigoes iniciais,
tornando-os possiveis candidatos a solucionar o problema do fine-tunning. Além disso,

estudaremos os critérios que definem esta classe de potenciais.

3.3.2 O critério tracker
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Dentre a diversidade de potenciais usados nos modelos de quintesséncia, existe uma
interessante classe que pode levar aos chamados campos tracker (tracker fields). Estes
potenciais foram estudados inicialmente por Zlatev, Steinhardt ¢ Wang [60][61] ¢ possuem
uma solucdo ¢ = ¢p(t) para a qual todas as outras ¢ = ¢(t) convergem, mesmo quando
sujeitos a uma grande variedade de condigoes iniciais. E importante fazer-se a distingdo
entre solugoes tracker e uma solugao convergente. No primeiro caso as solugdes podem se
comportar arbitrariamente em curtos intervalos e aproximam-se de uma base comum em
determinada época. As solugoes convergentes se aproximam do ponto de atracao desde o
inicio e ao longo de toda sua evolucao. Em geral espera-se que a componente de
quintesséncia possua uma densidade de energia muito pequena, quando comparada as
componentes de fundo. Denominaremos o campo dominante, na evolu¢do césmica, como
fluido de fundo (tipicamente matéria e radia¢do), sobre o qual podemos analisar o
comportamento do campo escalar. Os campos com solugoes tracker tém em geral a
propriedade de seguir um comportamento evolutivo dependente deste campo de fundo.
Além disso, uma grande variedade de condigbes iniciais levam o campo a uma mesma
linha evolutiva em tempos longos. Como conseqiiéncia, o dominio futuro do campo
escalar, e sua evolugao final, sera determinado basicamente pela forma do potencial V().

Ao fazermos algumas aproximacoes, ¢é possivel obtermos um critério para
determinar se o potencial estudado satisfaz as condigbes acima. Se for exigido que i) o
campo possua uma equagdo de estado constante (wy =~ 0), e ii) @y # —1, & possivel

introduzir a quantidade

V'V
=—s-. (3.65)
V
Entao I' é aproximadamente constante se satisfaz
r')r
— K< 1. 3.66
Se definirmos
- l-@
= ! (3.67)

6+2'(D-f’
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com @y representando a equagao de estado do fluido de fundo, ¢ possivel mostrar que o

potencial V(¢) admite solugoes tracker, se T' é aproximadamente constante e se

r>r. (3.68)

O critério acima é denominado critério tracker.
E possivel mostrar também que a equacao de estado para o fluido de quintesséncia
esta relacionada com o fluido de fundo, com

@p —2(T = 1)
1+2(0-1)

Wy ~ (3.69)

Assim, podemos ver que em tempos longos deveremos ter wy < @y, de forma que o fluido
de quintesséncia domine, implicando, da eq. (3.69), que I' = 1. Se analisarmos a equagao
(3.69) vemos que, a partir do momento em que o campo de quintesséncia é dominante
(wg = Wy), a equacdo acima fica 2(I' — Dwy ~ —2(I' — 1,) assim revelando que qualquer
potencial com I' > 1 levard a uma equacao de estado wy » —1 em uma era futura. O
valor do critério tracker é que a partir dele é possivel determinar se um potencial possui

solucdo tracker mesmo antes de se resolver a equagao de campo (3.64).

3.3.3 O potencial Ratra-Peebles

Vamos considerar um potencial, classicamente utilizado na literatura [18] e
pioneiramente estudado por Ratra e Peebles, definido como

4+a

UL

V(¢) = (3.70)

onde M é uma constante fixada a partir das observagoes e @ é um parametro constante

arbitrario. Esta familia de potenciais satisfaz o critério tracker, pois

. M4+a’
V = —QW, (371)
4+a
V'=a(a+1) (3.72)

¢a+2 ’
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e a partir da equagao (3.65) obtemos
r=1+-, (3.73)

a qual leva a I' = 1 para valores positivos de a. Assim, o potencial Ratra-Peebles definido
pela eq. (3.70) possui solucdo tracker e sua equagdo de estado pode ser aproximada,
usando-se a eq. (3.69), como

O, ~—3 = 3.74
¢ a+2 ( )

Nesta dissertacao usaremos o potencial Ratra-Peebles com os parametros a =1 e
@ = 2, o que nos dard uma equagao de estado na época atual (préximo a equidade entre
matéria e quintesséncia ) @y  —2/3para a =1, ¢ @wy = —1/2 para a = 2. Deste ponto

em diante, analisaremos somente este potencial nos modelos de quintesséncia desta

dissertagao.
3.3.4 O modelo cosmolégico

A partir das equagoes de Einstein na métrica FLRW, iremos construir modelos
cosmol6gicos com matéria, radiagao e quintesséncia. A equagao de Friedmann (3.17) fica,

neste caso,

SHZ=p= p 4 p 4 py— K (3.75)
p Pm Pr Po a2’ :

onde p, ¢ definido pela eq. (3.61), que agora pode ser escrita como

apg\* a3 1. 3k
2 _ —_h2 -
3H? = pro () +pmo () + 567 +V(@®) ——, (3.76)
a qual podemos parametrizar dividindo-a pela densidade critica e re-arrumando:

2

=000 (5" 20 () + g + 0 (L) @

2
Hy
Aqui, o pardmetro de densidade de quintesséncia possui uma complicada dependéncia e é

dado por
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1 '2
2$2+V
0, = V@O (3.78)
3H?
As equagoes (3.77) e (3.64) descrevem completamente a evolugao cosmoldgica.

Veremos nas proximas se¢oes qual o comportamento aproximado para essa componente

em cada era cosmologica.

3.3.5 Epoca dominada pela radiacgéo

Para qualquer potencial de quintesséncia, espera-se que em tempos suficientemente
pequenos pg seja significativamente menor que a densidade de energia da radiagao (py),
pois a violacao dessa condi¢do na era da nucleossintese poderia implicar numa abundancia
de barions diferente da observada. A densidade de energia de radiacdo é proporcional ao

4

fator de escala com p,~a™™ e ja vimos que o fator de escala nesta era ¢ dado por

1
a(t)~ tz Assim, o parametro de Hubble fica
H(t) ! (3.79)
T '

e assim, com esta aproximagao e usando o potencial Ratra-Peebles; a eq. (3.64) fica

. 3. dta
¢+Z¢_aW:O. (380)

Uma solugao nesta era [7] pode ser escrita como

1
a(2 + a)’M** 22+

(3.81)
6+a

¢(t) =

)

; _2a _2a
indicando assim que tanto ¢? ~t z+a como V(¢)~ t 2+a, fazendo com que em tempos

iniciais esta componente seja muito pequena quando comparada a densidade de radiacao.

3.3.6 Epoca dominada por matéria

Neste caso, o parametro de Hubble fica
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2
H(t) = Eve (3.82)
e a eq. (3.64) se reduz a
. 2. dta
459 —agam=0. (3.83)

; _2a _2a
Assim, a solucdo neste caso também deverd ser tanto ¢? ~t zta como V(¢)~t z+a,

porém com uma diferente constante multiplicativa. Assim, como a densidade de energia
da matéria ~t72, em determinado momento o campo de quintesséncia deverd passar a
m Y

dominar a evolucgao.
3.3.7 Epoca dominada pelo campo escalar

Quando o campo escalar domina a evolucao cosmologica, podemos escrever

=22, (3.84)

que, quando substituida na eq. (3.64) nos da

. . 4+a

¢)+ 3p¢¢)—am=0. (385)
Para este caso, vemos que o termo de dissipacao —1/3p¢¢') devera gradativamente tornar a
energia cinética (% $?) do campo menor que o termo do potencial V(¢). Neste caso

podemos fazer uma outra aproximacao: ¢? = cte, enquanto o termo ¢ se tornard muito

pequeno quando comparado ao termo do potencial’, e assim a equagao de movimento fica

. M4+a’
/3p¢¢ = (XW. (386)

M4ta M4+0!
3 a+1 ¢ =a a+1’
o) (0]

Como py = V(¢), temos entao

(3.87)

9 Esta aproximacao ¢ geralmente denominada slow-roll.
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que tem como solugao

1
247, @
Ml“i ‘e, (3.88)

V3

onde a constante C pode ser absorvida com uma redefinicao de t. Com esta solugao vemos

o=

que a densidade de energia na era de quintesséncia sera dada por

Py (t) ~ tZ¥arZ (3.89)
e desta forma,
a &
H = — ~ t2@+a/2) (3.90)
a

Finalmente, podemos ver que o fator de escala cresce exponencialmente:
2z
Ina(t) ~ tz+ae/z, (3.91)

2
2+a/2
a(t) ~ et (3.92)
Podemos observar um comportamento muito proximo ao de uma constante cosmologica,
no qual temos Ina(t) ~t. Vejamos agora as equacoes de interesse cosmoldgico na forma

mais conveniente para as usarmos no ajuste de dados.
3.3.8 Parametros cosmolégicos em funcao do redshift

Usando o mesmo procedimento que na secao 3.2.4, podemos colocar as equagoes

acima em func¢ao do redshift, ficando assim com

H(z 1
Ig ) = [2,0(1 + 2)* + 2 o(1 +2)° + 2y + 2 (1 + 2)?]2, (3.93)
0

porém, neste caso, ao colocarmos o parametro de quintesséncia em func¢ao do redshift,
usando (3.51), ficamos com

~(1+2)2H?¢” + V (¢)
3HZ ’

0y (2) = (3.94)
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a qual, com o potencial de Ratra-Peebles, toma a forma

M4+Ot

1
= (14 2)%H?%9" +
0,4(2) = (L ATHO" + 75 , (3.95)
3H2
ou ainda
1 2
(1 +2)?%H*¢p"”  Mtta
Qy(2) = 2 > o (3.96)
3H; 3H{ ¢
Se definimos
E() = 1P 3.97
z) = HO ’ ( : )
ficamos com a equacao de Friedmann independente de H,,
14 2)2E(2)%¢"* 14
E%*(z) — ( ) e (2)°¢" _ Qo1+ 2)* 4+ Qpo(1+2)° + % +0,(1+2)?% (3.98)

1
[Qr,o(l +2)* 4 Qo (L+2)° + -+ 2 (1 + 2)2]2
E(z) = . ) (3.99)

12175
[1 _ (1+2)%¢ ]2
6

M4-+a

onde a linha aqui é usada para designar a derivada em relagdo ao redshift (z). A eq. acima
deve ser resolvida concomitantemente com a eq. (3.64), que descreve a dindmica do campo
escalar. Dividindo por H§ e colocando em funcio do redshift, a (3.64) fica na forma

4+a

E(2)*[1 + Z]qu)(z)"2 +[E(2)E(2)[1 + z]? — 2E(2)?[1 + z]]1¢(2) — aW.

(3.100)

As equagbes (3.99) e (3.100) representam a dindmica de um universo com
curvatura espacial e com contetido de matéria, radiacao e quintesséncia. Estas equacgoes
somente podem ser resolvidas através de métodos numéricos e serao usadas no capitulo 6
para obter os ajustes observacionais a partir de supernovas tipo la. Para que seja possivel
realizarmos a andlise observacional no capitulo 6, necessitamos integrar numericamente as
equagoes (3.99) e (3.100). Temos assim duas equagoes diferenciais-algébricas nao lineares
acopladas. As funcoes E(z) e ¢(z) sdo obtidas numericamente, para entao serem usadas
no calculo dos observaveis. Usaremos agora parametros cosmoldgicos arbitrarios para

ilustrar a dindmica cosmoldgica com o fluido de quintesséncia.
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Figura 3.3: Comparacoes entre as densidades de energia p; para cada fluido.

Obtivemos uma solucao numérica para as fungoes E(z) e ¢(z). O grafico na figura
3.3 demonstra o comportamento da densidade de energia de quintesséncia obtido, onde
nota-se que o campo escalar possui uma dindmica que leva ao dominio cosmoldgico deste
fluido em tempos longos. Vemos também que na era atual o campo escalar de
quintesséncia esta rolando, possuindo ainda uma energia cinética. Esta caracteristica é
fundamental para que seja possivel diferenciar-se observacionalmente este tipo de

componente de uma constante cosmologica.

L L P
200 250 300

Figura 3.4: Parametro de estado para o fluido de quintesséncia.
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Figure 3.5: Energia relativa para o fluido de quintesséncia estudado.

As solugoes obtidas elucidam o fato de que o fluido de quintesséncia estudado
possui as exigéncias necessarias para um bom candidato a energia escura. Este produz
uma aceleracdo na expansao do universo, com comportamento dinamico distinto do de
uma constante cosmoldgica. Para tempos longos o fluido de matéria é totalmente

dominado, gerando um comportamento assintético de constante cosmolégica (w = —1).



Capitulo 4
Métrica Anisotréopica RTKO

Os sélidos modelos tedricos propostos para a cosmologia e a crescente precisao de
medidas astrondomicas estabeleceram nas ultimas décadas uma era de precisao para a
cosmologia. Diversas observagoes indicam um alto grau de isotropia do universo. Estes
testes observacionais estabelecem que desvios na isotropia e homogeneidade, se existirem,
deverao ser pequenos. A possibilidade de uma anisotropia no universo, no entanto, nao
deve ser primariamente descartada e vem sendo objeto de estudo de diversos
pesquisadores [17][63][64]. Em estudos recentes [65][66][67], a possibilidade de existéncia de
um eixo preferencial foi analisada, e.g., através das medig¢oes da radiagdo cosmica de
fundo, fornecida pelo WMAP. Nesses estudos hé indicios, ainda inconclusivos, de um
alinhamento dos multipolos de baixa ordem da CMB. Num contexto de escrutinizagdo de
modelos, ¢é necessario estudar a viabilidade de modelos cosmolégicos cuja geometria
admita pequenos desvios da isotropia. O estudo destes modelos se faz importante para
uma determinacao precisa dos parametros cosmologicos, e para que seu conteiido material
seja melhor classificado e entendido. Este capitulo visa estudar a métrica denominada
RTKO, que possui seccao espacial homogénea e apresenta uma direcao privilegiada,
caracterizando um espagco-tempo anisotropico. As solugoes das equacoes de Einstein desta
métrica serdao obtidas de forma exata, a partir da inser¢cdo de um campo escalar sem
massa minimamente acoplado. Serao analisadas as caracteristicas que fazem desta uma
possivel candidata para a descricao do universo. Ao levantarmos a degenerescéncia
associada a métrica plana, novas possibilidades podem ser vislumbradas no sentido de

entendermos em maior profundidade o universo conhecido.
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4.1 A métrica RTKO

A métrica’ aqui denominada RTKO ¢é um caso particular de métricas do tipo
Godel, que apresentam rotagdo e sao classificadas como Bianchi III. Esta métrica é

descrita pelo elemento de linha
ds? = a(m)? [(dn + le*dy)? — dx? — e**dy? — dz?], (4.1)

onde m é o tempo conforme, definido por dn =dt/a(n), e a(n) ¢ o fator de escala,
enquanto x, y e z sdo as coordenadas cartesianas. O parametro de rotacao [ ¢ uma
constante positiva que pode variar no intervalo 0 <1< 1, e que nesta dissertagdo sera

feito nulo (I = 0). Neste caso a métrica serd escrita como
ds? = a(n)? [dn? — dx? — e?**dy? — dz?]. (4.2)

Esta métrica é espacialmente homogénea, possui expansao conforme e é anisotropica. Na
expressao acima foram usadas as coordenadas cartesianas x* = (n,x,y,z). E possivel
notar que a mesma se reduz a métrica FLRW plana para distancias curtas, para isso é

mais conveniente trabalharmos em coordenadas esféricas, fazendo as transformagoes

r = ysené, (4.3)

zZ = ycos@, (4.4)
e usando também suas diferenciais através de

dr= xcos6df +senfdy, (4.5)

dz= —yx sen0df+cosfOdy. (4.6)

! Na verdade, uma familia de métricas.
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Assim podemos escrever
dr? +dz? = dy? + x%do?, (4.7)
e a métrica pode ser escrita na forma
ds? = a(m)? [dn? — dy? — x*d6? — sen/’ (x sen 6) do?]. (4.8)
Podemos agora fazer uma aproximacao:
(xsen8)3
senh(ysenf) =~ ysen6 + Tt (4.9)
Mantendo somente o termo de primeiro ordem, a métrica RTKO se reduz a

ds? ~ a(n)? [dn? — dy? — y?d0? — y?sen? 0 dp?], (4.10)

que representa a métrica FLRW em coordenadas esféricas, demonstrando assim a
equivaléncia para pequenas distancias.
Para que fique mais clara a anisotropia presente, colocaremos agora esta métrica

numa forma cilindrica, através das transformacoes

e* = coshr + cosgp senhr, (4.11)

ye* = sen¢@ senhr, (4.12)
que transformara a métrica (4.2) em
ds? = a(n)? [dn? — dr? — senh?r dg? — dz?], (4.13)

que é um formato mais adequado para percebermos sua simetria. Se comparamos a forma

acima com a métrica FLRW,

ds? = a(n)? [dn? — dr? — de? — dz?], (4.14)
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observamos que os eixos z e r entram da mesma forma, enquanto existem variagdes na
coordenada ¢, indicando que z é um eixo de simetria desta geometria. Vejamos agora os

vetores de Killing desta métrica, cuja presenca garante a isotropia da CMB.

4.2 Vetores de Killing

O foco desta secao é analisar as simetrias da métrica utilizada. Estas simetrias sao
formalmente representadas através dos vetores de Killing [68][69]. Para obter estes

vetores, fagamos uma mudanca infinitesimal na métrica g,, através da transformagao
x% = x%+ €&, (4.15)

onde € é infinitesimal e o vetor £*(x#) move o ponto P, = P;(x%) para P, = P,(x® +
€€%). Se temos um ponto V; que é vizinho a P; e um ponto V, que é vizinho a P,, usamos

a relagao infinitesimal

dx'® = dx® + e€%dxP . (4.16)

Dados
V1 = Vl(xa + dxa) ) (417)
Vo =Vo(x% + €§% + dx® + €£5dxP), (4.18)

podemos definir o comprimento infinitésimo V;V, em funcao das coordenadas originais,

Vo=V, (4.19)

(x% + dx% + €§* + €£5dxP)-(x* + €§%) | (4.20)
que entao assume a forma

ViV, = dx® + e€GdxP. (4.21)
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O comprimento ds deste intervalo sera

ds” = G (x¥)dxHdx?, (4.22)
ds” = Guo (X% + dx“)[dx” + efj‘;dx“][ dx® + ef}édx“] , (4.23)
ds” = [9p(x) + G, [dxt + e€hdx®][ dx? + ey dx?], (4.24)
onde usamos (para € < 1)
€ Guva = Juo (X + €dx) — g, (x%) (4.25)

Da equagao (4.24), se utilizamos somente termos de 1° ordem em €, apds algumas

operagoes obtemos
ds'? = Jupdxtdx? + e[gwaf“ + 9ualy + gav{ﬁ]dx”dx” , (4.26)
e assim podemos definir

280 = Guv,al” + Gpalo + Gy (4.27)
que ¢ o tensor advindo da diferenca

ds” — ds? = €28,y - (4.28)
O tensor definido em (4.27) é a conhecida derivada de Lie, definida como

Lfguv = zsuv- (429)

A invariancia por transformagoes de coordenadas ¢ implicada se s,, = 0. Neste caso os
vetores de Killing sao os vetores que mantém a métrica invariante, e estes podem ser

escritos através de
Lfg;w = guv,a’fa + guaf,g + gavf,(;xz =0, (430)

que nos fornecem, para a métrica RTKO, trés vetores de Killing:
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§1. = dx — Yy, (4.31)
$2 = 0y, (4.32)
& = 0,. (4.33)

Existe ainda uma classe de transformagoes, geradas por campos vetoriais, que
levam a prépria métrica multiplicada por um fator dependente das coordenadas (no caso
de uma transformagdo conforme), ou por uma constante (no caso de transformacoes
homotéticas). Na métrica RTKO é possivel também obter o campo vetorial de Killing

conforme, definido por
tonf = 00 (4.34)

que descreve um movimento conforme se ff:t é constante. Os vetores de Killing definem
entdao as simetrias impostas pela métrica. Usaremos estes vetores na préxima secao para

derivar a isotropia da radiacdo cosmica de fundo.

4.3 Isotropia da CMB

Nesta secao deseja-se mostrar que ¢é possivel construir um modelo cosmologico
homogéneo, a partir da métrica anisotropica apresentada, tendo uma radiagao cosmica de
fundo isotrépica no nivel da base, em concordancia com as medicoes realizadas. Com as
simetrias postas, para analisar a radiagdo emitida, partiremos das relagoes basicas
impostas para um féton a fim de obter um redshift cosmoldgico que nao possuira qualquer

diregdo privilegiada. Podemos partir da relagao [68]:
E = PHtu,, (4.35)

onde a 4-velocidade comovel ¢ definida por
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8o
ut = . 4.36
atn) (439
Neste caso podemos usar a relagao entre o momentum e o comprimento de onda,
P* = hk", (4.37)
h
E=— 4.38
3 (135)
e assim obter a relagdo para o redshift sob a forma
L
u
1+z= <, 4.39
[ )
()

(199l W

onde os indices subscritos “e” e “0” indicam medidas nos pontos de emissao e de
observagao dos fotons, respectivamente. Do vetor de Killing (4.34) e da 4-velocidade

(4.36) podemos escrever

tony = a(mut. (4.40)

Se multiplicamos por k#, ficamos com
&7kt = a(mu,k*, (4.41)

a qual é constante. Usando assim o lado direito da equacao acima no momento da emissao

e recepgao do féton, ficamos com:
ame)[u,k*]e = a(no)[uu k], - (4.42)

Utilizando a relagao acima e a equacao (4.39), obtemos

_ 2o) _ %o (4.43)

1+z= =
a(n,) a

que é a mesma expressao usada anteriormente e que depende somente do fator de escala

no momento de emissao e observacao, garantindo consequentemente a isotropia do

redshift da CMB.
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4.4 Solucoes das equacoes de Einstein

Para obtermos um modelo cosmoldgico é necessario obter solugoes para as equagoes

de Einstein na métrica anisotropica RTKO. Da equagao (3.6), obtemos as componentes

T0a* = 3a’* —a?, (4.44)
Tla* = T2a* = 2aa’ —a”, (4.45)
T3a? =Tla? -1, (4.46)
TV =0,se u #v, (4.47)

onde o linha indica uma derivada em relagao ao tempo conforme. Da definicdo do tensor

energia-momentum (3.6), vemos que

p=T¢, (4.48)

p; =T} . (4.49)

Desta forma, as equagoes de Einstein (4.44), (4.45), (4.46) e (4.47) podem ser escritas

na forma

pat = 3a” — a?, (4.50)
pia* = pyat = —2aa" +d”, (4.51)
psa’ =pa’*—1. (4.52)

E possivel observar que a pressao p3 difere das demais por um fator ~ a™2. Esta equacoes

indicam que a anisotropia da métrica deve ser gerada por algum fluido pouco usual,
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tornando necessaria a adi¢cao de uma nova componente ao contetido habitual de matéria e
radiacao. Esta componente deverda ser responsavel pela anisotropia geométrica. Neste
trabalho utilizaremos um campo escalar anisotrépico [17] minimamente acoplado, o qual
sera o conteudo material responsavel pela anisotropia da métrica. Nos limitaremos a
analisar as contribuig¢oes deste campo anisotrépico(y)) somente no nivel cosmologico, sem
examinar possiveis particulas fisicas associadas ao mesmo. O campo proposto é definido

Ccomo
Y(z) =Cz, (4.53)

onde C é uma constante nao nula.
Da equagao (3.59) se obtém que, no espago-tempo curvo, o campo escalar

minimamente acoplado a gravidade satisfaz a equacao de Klein-Gordon
1 v
lp;uv = \/?g [\/ _gl/),ug‘u ],v =0, (4.54)

onde g ¢ o determinante da métrica e gt é a métrica na forma contravariante. Do tensor

energia-momentum, definido pela equagao (3.60), obtemos para o campo® (4.53) as

componentes
Too™® = — ZC—; (4.55)
T, = ZC—:Z ) (4.56)
T, = ZC—; , (4.57)
Tes P = — ZC—; , (4.58)

que, a partir de (4.48) e (4.49), gerara

2 Por conveniéncia usaremos o indice superior para indicar a componente do campo escalar

anisotrépico.
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CZ
W) = —_ 4.59
p 57 (4.59)
e as pressoes anisotropicas
CZ
P =P = P =L (460)

Estes valores modificam as equacgoes de Einstein, de forma que é mais conveniente

reescreveé-las com uma redefini¢ao do tipo

p=p+p®, (4.61)

p=p+p®, (4.62)

onde a barra ird se referir ao contetdo isotrépico (radiagao, matéria e constante
cosmologica). Adicionando a componente do campo escalar anisotrépico ao tensor energia-

momentum e usando as definigoes (4.61) e (4.62), ficamos com

psa’ + 'pé”b)a2 =p,a® + pfp)a2 +1, (4.63)

psa* =pa® —C* +1, (4.64)

e assim vemos que as anisotropias poderao ser justificadas pelo campos escalar, se €2 =1,

tornando assim as pressoes modificadas isotropicas,

P1 =Dz = D3, (4.65)
fazendo com que o campo escalar seja reduzido a somente

Y(z) =+z. (4.66)
Das equagoes (4.59) e (4.60) podemos abreviar suas contribuigoes, como

1
W _ W _ _ @) _
by " =by ="P3 =~ 242’ (467)
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e assim, de (4.50), (4.51) e (4.52), reescrever as equagoes de Einstein, em fungao dos

parametros isotrépicos, na forma

pa* =3a? — Eaz (4.68)

pa* =a? — 2aa’ + %. (4.69)

Estas equacbes coincidem com as de um modelo aberto de FLRW com constante de
curvatura k = -1/2 , onde as pressoes p; sao idénticas. A ideia de um campo escalar com
um eixo especifico conduz naturalmente a uma justificacdo de um eixo preferencial na
métrica. De fato, dividindo a equacgdo (4.68) por 3a*, obtemos a equagao de Friedmann

para a métrica anisotropica:

n =
p 1

D 4.70

a* 3 * 2a?’ (4.70)

2y P 1 471

H (77) 3 + zaz ) ( ‘ )

onde usamos a defini¢do do pardmetro de Hubble em funcao do tempo conforme(n),

4

H?*(n) = —. (4.72)

Obtemos assim solugoes exatas para as equagoes de Einstein na métrica RTKO, sendo
necessario neste caso introduzirmos um campo escalar anisotropico. Devido a dependéncia

com ~ a2

vincularemos esta componente com uma contribui¢do a curvatura do modelo,
pois nesta se encerra a contribuicao da densidade de energia do campo escalar e também
da curvatura propriamente dita. Desejamos obter um conteido energético que possa

descrever bem as observagoes cosmolégicas. Tomaremos entdo o campo anisotrépico acima

descrito como um efeito de curvatura e passaremos a utilizar as equagoes (4.68) e (4.69) .

4.6 O modelo de quintesséncia em RTKO
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Ja dispondo de um contetido capaz de gerar a anisotropia da métrica, adicionaremos o
contetido usual, matéria e radiagdo. A utilizacdo de um constante cosmolédgica para gerar
uma expansao acelerada nesta métrica foi anteriormente examinada em [69]. Nesta se¢do
iremos examinar os efeitos cosmoldgicos ao adicionarmos uma componente de
quintesséncia, tal como descrita no Cap. 3. Desejamos assim obter as equagodes de
Friedmann, de forma que seja possivel integra-las numericamente. Supomos um contetdo

com radiagdo e matéria, ditado por uma energia

o= pro (), (4.73)
pm = oo (2) (4.71)

onde a, designa o valor atual do fator de escala e p;, designa o valor atual da densidade
de matéria (i =m) e radiacdo (i =7). Além disso incluimos o campo escalar de

quintesséncia, com densidade de energia
1.,
Py = 562 +V (@), (4.75)
e assim a energia ¢ descrita por
P =prtpm+tpg. (4.76)

A equacao de Friedmann serd escrita na forma

3H? = p, + pp, + +i (4.77)
Pr T Pm T Pg 202" :

Como a dinamica do campo escalar é descrita pela equagao de Klein-Gordon,
devemos encontrar solugbes para (4.77) e (3.65) simultaneamente. Se usamos a

parametrizagao

_Pm _ Pm

m ZE:W' (4.78)
_pr_ Py
T = T 3H2 (4.79)
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_Po_ Po
Qp = . 3H2’ (4.80)

no caso da métrica RTKO definimos o parametro de densidade de curvatura como

Qp = ! (4.81)
kK~ 2H2q2’ '
que difere do caso FLRW por um fator 1/2 . A densidade total é
Q= Qpn+Q +0Q,. (4.82)
Desta forma podemos construir explicitamente a funcdao adimensional E(z), como
H? ag\3 ap\4 ag\?
HZ = Qm,o (;) + Qo (Z) + Qy (;) + Qg (4.83)

que pode ser reescrita, utilizando-se as relacdes obtidas no Cap. 3, numa forma mais

convencional, em fun¢ao do redshift:

M4—+(1

3¢

1
247272
[1_ (1+z)¢]

1
[Qr,0(1 +2)* + Qpo(1+2)3 +—— + 2,1 + z)Z]2

E(z) = ) (4.84)

6
onde o termo 2, foi modificado (em relagdo a definicdo do caso FLRW), de acordo com
(4.81). E importante frisar que a utilizacio da métrica RTKO para resolver as equacdes
de Einstein fica posta ao empregarmos a métrica FLRW com o pardmetro k = —1/2. Esta
¢ a principal alteragdo quando comparamos as equagodes de interesse cosmoldgico nas
métricas FLRW e RTKO. Para obtermos a dinamica cosmoldgica é necessario integrarmos
(4.84) em conjunto com a equagao de Klein-Gordon, definida anteriormente por (3.100).
Com o objetivo de analisar a aceleracao do universo, podemos escrever o parametro
de desaceleracao em fungao das componentes energéticas. Para isto lembremos que este

parametro é definido como

q(t) = ——. (4.85)

Como estamos utilizando a métrica anisotropica em funcao do tempo conforme, se

queremos expressar a equagao (4.85) nesta varidvel devemos escrever
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=& (4.86)

=@ '
. _lda _1 , 187

enquanto

. d [da] (4.88)

= atlatl’ '
_1d [1da 1.0
~adnladnl’ (4.89)

alz al!

d:—g-f';. (490)

Desta forma, podemos encontrar o parametro de desaceleragdo em funcao do tempo

conforme ao reescrever a equagao (4.85) como

aa”
qn) =1- = (4.91)

Se utilizamos a equagao (4.68), ap6s algumas operagoes podemos escrever

2 2ppat +2pmoea+ 2p, o+ 3a’

4.92
a A , (4.92)
e
3
4= 4pgpa® +3a+ pmo , (4.93)
6
e finalmente
—2pgpa* + pmoa + 2py
qn) = 5— . (4.94)
Ppa* + poa + 29,0 + 3
Se dividimos por 3H,?, ficamos com
_2..(2 a4 +!2 ’Oa + 2!2 ’0
an) = 55— i ! (4.95)

0%+ 2 0a + 20,5 + 20,0

Deveremos ter um universo acelerado se q(n) < 0 e, portanto,
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204a* > Opoa+ 20, (4.96)
Qm,o 2~Qr,0
Ny > e el (4.97)
0
04 > 7’" +0,, (4.98)

que estabelece uma relagdo para o conteido material que, quando obedecida, implicara

num universo com aceleracao.



Capitulo 5

Parametros Cosmolégicos

No inicio do século XX existia uma consideravel dificuldade em diferenciar objetos
dentro ou fora do Sistema Solar. Nessa época acreditava-se que todo o universo encerrava-
se nos limites da galdxia. Somente apds iniimeros debates cientificos e uma consideravel
melhoria das técnicas e aparelhos de medicao foi possivel melhor entender a vizinhanca
coésmica. Na década de 1920 existiu um famoso debate entre Harlow Sharpley e Herber
Curtis' sobre a natureza de objetos astronomicos conhecidos como nebulosas espirais (hoje
classificados como galaxias). O debate residia em estabelecer se a Via Lactea era toda a
extensao do universo, incluindo as nebulosas espirais como estruturas internas, ou se a
galaxia possuia extensao finita (com valor medido de aproximadamente 32 Kpc), sendo as
nebulosas externas a mesma. O debate pdde ser resolvido somente com as medigoes
realizadas por Hubble em meados da década de 1920, o qual, a partir de medigoes
indiretas de distancia usando as estrelas varidveis cefeidas, obteve que a grande nebulosa
de Andromeda se encontrava® a 600 Kpc de distancia, sendo assim uma galdxia vizinha a
Via Lactea. Ficou entao evidenciado que as nebulosas eram galdxias independentes e que
o universo era na verdade extraordinariamente maior do que acreditava-se. Mesmo em

escalas relativamente pequenas a dificuldade imposta ao analisar esta situacao era

! Ver http://apod.nasa.gov/diamond jubilee/debate 1920.html para mais referéncias.

20O valor atual é de 770 Kpc.
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acentuada devido aos erros empiricos, gerando uma grande dificuldade em analisar as
distancias. Como nao ¢é possivel estender uma imensa fita métrica ao longo do cosmos,
definir comprimentos num espaco-tempo em expansao ¢ ainda hoje uma questao
fundamental para a andlise cosmologica. A dificuldade aumenta gradativamente ao
analisarmos regides cada vez mais distantes. Veremos neste capitulo como definir
distancias no contexto cosmologico. O ponto de partida para analisar estas definigoes,
assim como calibré-las, é conhecido como escada de distancias, a qual utiliza diferentes
ferramentas de medicao para inferir de forma gradativa a distancia em escalas cada vez
maiores. Esta andlise permite analisar-se com seguranca regides muito além do sistema
solar. Nas secoes procedentes serd detalhada a definicao de distancias utilizando a métrica

isotropica FLRW e também a métrica anisotropica RTKO.

5.1 A escada de distancias

Existem diferentes métodos para determinar distancias a objetos astronomicos.
Alguns destes métodos funcionam muito bem para objetos préximos, enquanto outros
funcionam bem para medirmos objetos mais distantes. As escalas em que estes distintos
métodos funcionam se sobrepdem, e assim métodos que medem distancias proximas sao
usados para calibrar métodos mais distantes, e seguidamente estes métodos sao usados
para calibrar técnicas que medem regides ainda mais distantes. Um dos métodos usuais
para medir objetos em distancias curtas (em escalas comparaveis ao tamanho do planeta)
¢ o de reflexdao e deteccao de ondas por radar. Se emitimos um sinal eletromagnético,
sabendo que a velocidade da luz (c¢) é constante e que podemos considerar as velocidades
peculiares da Terra e de determinado astro muito pequenas (quando comparadas a luz) é

possivel calcular a distdncia(d) a um astro por uma simples relacao:

cAt
2 )

R

d (5.1)

onde At/2 é o tempo de ida do sinal (At sendo o tempo total entre emissao e detecgao).
Este método é muito util para determinarmos a distancia a grandes objetos no sistema

solar com boa precisdao. A distancia Terra-Sol é determinada em aproximadamente
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149.597.870 km (definido como 1 UA, unidade astronoémica). A técnica acima é pouco util
para determinacao de distancias a objetos menores e mais afastados, uma vez que a
deteccao da onda refletida torna-se cada vez mais dificil. Um método mais abrangente,
chamado método da paralaxe (ou triangulagdo) pode ser usado. Se um observador possui
um plano de fundo que possa utilizar como referencial (como as estrelas distantes), é
possivel perceber que um objeto mais préximo parece se movimentar se mudamos a
posicao de observacao®. Esta idéia é usada para calcular a distancia a objetos além do

sistema solar.

Estrela proxima

D
Figure 5.1 Ilustragdo do método da paralaxe trigonométrica.
O método da paralaxe utiliza a relagao trigonométrica

tgo = %, (5.2)

que geralmente envolve angulos diminutos, de modo que pode ser aproximada através de

tgl = 6, o que implica em uma distancia

U
R

. (5.3)

S lw)

3 Este é na verdade o mesmo método utilizado pelo cérebro humano para deduzir a distancia de
objetos. Imagens captadas por cada olho detectam diferengas sensiveis na posi¢ao (em relagao a
um fundo mais distante) e estas diferencas sdo usadas para inferir a distancia até o objeto

(digamos uma caneta posta na mao).



70

onde d é a distdncia entre o observador (em geral na Terra) e o astro estudado, e o
comprimento D é a distdncia base conhecida (em geral, D = distancia Terra-Sol = 1UA) e
o angulo 6 é dado em radianos. A atmosfera terrestre dificulta uma resolucdo menor que
0,03” (arco-segundo), e acima desta somente os satélites podem realizar tais medigoes sem
o inconveniente da atmosfera. Alguns satélites podem obter dngulos com uma precisao da
ordem de milésimo de segundo de arco (obtida pelo satélite europeu Hipparcos em 1989),
ou mesmo milionésimos de arco-segundo (a ser obtido pelo satélite Gaia), possibilitando
assim a obtencdo de distancias que se estendem a dezenas de kilo-parsecs, porém que
ainda englobam somente a parte interna da Via Lactea. Para alcangarmos maiores
distancias é necessario usarmos um método ainda mais geral. O método mais versatil para
este propésito é o de derivar a distancia do objeto a partir de sua luminosidade intrinseca.
Se dispomos de um objeto cuja luminosidade absoluta (L) seja conhecida, podemos supor

que, se a luz for irradiada de forma esférica (isotrépica), temos
f=—=, (5.4)

onde f é o fluxo detectado por um observador a uma distancia d da fonte. Se conhecemos
a luminosidade L e medimos o fluxo f podemos assim inferir a sua distdncia, que quando
calculada por este método é chamada distincia de luminosidade (que serd analisada em
detalhes na se¢ao 5.3). Um grande problema para o uso deste método é caracterizar os
objetos, denominados wvela-padrao, cuja luminosidade intrinseca é conhecida. Diversas
classes de vela-padrao vém sendo estudadas como ferramenta de determinacao de
distancias. A estrelas variaveis Cefeidas sao extremamente tteis para este uso. Estas tém
a curiosa propriedade de pulsar, variando a sua luminosidade de forma periddica. A
caracteristica principal destas estrelas foi notada em 1912 pela astronoma Henrietta
Leavitt no observatério de Harvard. Foi observado que quanto maior a luminosidade,
menor era o seu periodo de pulsagdo, estabelecendo assim uma relagdo periodo-
luminosidade que pode ser calibrada (a partir de distdncias obtidas por paralaxe). Desta
forma, a medicao de Cefeidas proximas é util para estabelecer a relacao fundamental
(distancia-luminosidade) que é posteriormente utilizada para medir distdncias as estrelas

ainda mais afastadas. Como citamos antes, Edwin Hubble utilizou esta relacao para
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ampliar enormemente o conhecimento humano sobre a extensao do universo. A existéncia
de uma diversidade de galdxias, além da nossa, estendeu nossa escala de medicao para
centenas de Mpc distantes (a vizinhanga galactica). Uma segunda relagdo, que utiliza a
eq. (5.4) para inferir distancias a partir da luminosidade intrinseca de galdxias espirais foi
estabelecida na década de 1970 por Brent Tully e Ricky Fisher. A relagao Tully-Fisher
relaciona a velocidade de rotacao de galaxias e sua luminosidade intrinseca. A velocidade
de rotacao ¢ medida através do redshift interno das galdxias, e observa-se que quanto

maior a rotacao desta maior é sua luminosidade.

PERIOD - LUMINOSITY RELATIONSHIP

a4l Type | (Classical) ¢
10 Cepheids 2

Type |l (W Viginis)

Luminosity (Lsyn)
=)
w

Cepheids
102 acapopa
RR Lyrae
14
05 1 3 5 10 30 50 105
Period (Days)

Figura 5.2 Relacao distancia-luminosidade para estrelas variaveis cefeidas.

Devido a maior luminosidade associada a uma galaxia, seu alcance observacional
serd nitidamente maior que os obtidos com as estrelas cefeidas. Apesar do grande alcance,
o exame de curvas de rotacao de galaxias distantes ainda exibe um grande erro intrinseco
em suas medigdes. A obtencao de um vela padrao (ou padronizavel), suposta mais
confiavel, foi obtida somente a partir da observacao de supernovas tipo la. O fator chave
para este feito foi o estabelecimento (por Phillips [46] em 1993) de uma relagdo entre o
decaimento da curva de luz e a luminosidade maxima destas supernovas. Devido a sua
intensa luminosidade, que pode comumente ofuscar uma galaxia inteira, e ainda o
estabelecimento de métodos mais precisos de padronizacdo destes objetos, o uso de

supernovas la é atualmente uma das ferramentas mais utilizadas para a determinacao de
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distancias em escala cosmoldgica. Estes objetos sao capazes de alcancar distancias de
dezenas de gigaparsecs. Com um aparato de calibragao observacional estabelecido,
devemos agora nos voltar a analise tedrica destas distancias num contexto mais geral,
onde a geometria pode apresentar desvios da isotropia e pode expandir-se. Em especial,
nas segoes seguintes iremos definir diferentes distancias, cuja determinagao sera

compativel com a escala cosmoldgica.

5.2 Distancia Prépria

Ao analisarmos distancias em cosmologia, precisamos levar em conta que vivemos num
espago-tempo 4-dimensional em expansao. Se queremos medir uma distancia entre dois
objetos, devemos especificar em qual instante se quer sabé-la. Supondo um observador na
origem do sistema de coordenadas, ao observarmos um objeto com coordenadas comoveis
(que se movem junto a expansao) dadas por (7,6, ), a distincia propria d,(t) em certo
instante de tempo t é definida como o comprimento espacial da geodésica quando o fator
de escala é fixado no tempo em determinado valor a(t) (e assim dt = 0). Calculando esta
distancia na métrica FLRW, temos

2

dr
Tzt r2d6? + r?sen?0dp?|. (5.5)

2 442 _ 2
ds dt- - a(t) e

Se observarmos, digamos, uma galdxia em uma posi¢ao angular 8 e ¢, os termos d@ e deo
sao nulos e, consequentemente, podemos escrever

2

2 2 5.6
ds? = a(t) T—— . (5.6)
de onde definimos a parte positiva da raiz como a distancia prépria (dp):
d,(t) = a(t f 5.7
o0 = a) | s, (5.7)

Se fazemos a transformacao de coordenadas

r= fk()()r (58)
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seny , se k= +1

firlx) = X ,sek=0, (5.9)
senhy ,se k= +1

resolvemos a equagao (5.7), obtendo num instante t uma relacdo simples para a distancia

propria:
dp(t) = a(O)x. (5.10)

Devido ao fato de nos encontrarmos num universo em expansao, a luz proveniente de
diferentes fontes sofre um desvio em seu espectro (redshift), que é proporcional a sua
distancia. A lei de Hubble pode ser obtida de forma explicita ao derivarmos em relacao ao
tempo a equagao (5.10). Neste caso obtemos a velocidade de recessao de um objeto, que

sera
v, (t) = d,(t) = a(t)y, (5.11)

e que pode ser reescrita, usando-se a (5.10), como

v, () = %dp (). (5.12)

Se analisamos no instante da observacao, t = t,, e lembrando que H = a/a, ficamos com

a relagao
vp(to) = Hodp(to), (5.13)

que ¢é justamente a lei de Hubble.

A distancia propria pode ser reescrita a partir da equagao (5.7), como

4= aty) [~ =atey [ 514
=a ——=a — .
pifo ) ik ) a® (5.14)
e assim a distancia prépria pode ser determinada em termos do fator de escala:
foa(ty)
= ———dt.
dp(tO) Le a(t) (515)

E fato que a luz deve propagar-se com velocidade constante, e assim, a depender de sua

posicao no universo, uma determinada radiacao emitida num instante t, pode nao ter tido
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tempo suficiente para atingir um observador na Terra no instante t,. Se indicamos t, = 0,
a distancia maxima que um objeto apresentara, é
to

Qo
dHor(tO) = fo mdt; (516)

que ¢é conhecida como distancia de horizonte, para a qual objetos mais distantes estao
casualmente desconectados do observador.

Devido a facilidade em medir o redshift (z) no espectro dos diferentes objetos
astronOmicos, é 1util obtermos a distancia propria em funcao deste parametro. Ja vimos

que podemos relacionar
dz=—-(1+2z)H(2)dt, (5.17)
e também
Qo
1+z=—. (5.18)
a

Substituindo as relagoes (5.17) e (5.18) na eq. (5.15), e sabendo que ty = z=0¢e t, = z,

temos
O —(1+2)
dp(to) =fz mdz, (5.19)
e assim ficamos com
Z 1
d, (to) =f0 deI' (5.20)

que define explicitamente uma relacao entre a distancia prépria num determinado instante
e o parametro de Hubble H(z), o qual ja vimos (Cap. 3 e Cap. 4) ser fun¢ao do modelo
cosmolégico. Esta relagao serd usada na proxima secao para a determinagao da distancia

de luminosidade.

5.3 Distancia de Luminosidade
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A partir do fluxo de uma fonte esférica, definido pela eq. (5.4), j4 vimos que é
possivel inferir a distdncia a objetos cuja luminosidade intrinseca L ¢é conhecida.
Desejamos agora calcular explicitamente uma relagdo entre os parametros cosmolégicos e
esta distancia. Se invertemos a equacao (5.4) , temos:

Ly

dL: 47l'f .

(5.21)

A distancia d; seria equivalente a distancia prépria se o universo fosse plano e estdtico, e

neste caso teriamos
L=1L,, (5.22)

onde L ¢é a luminosidade emitida e L, ¢ a luminosidade observada. Como a poténcia

luminosa é dada por
E
L= At (5.23)

para corrigirmos este termo em funcdo da expansao do universo deveremos ter uma
luminosidade modificada por algum fator que deverda depender do fator de escala (ou do
redshift).

Devido a dependéncia da energia do féton com o seu comprimento de onda,

podemos escrever

gl (524)
- A. .
Conhecendo a relagao
Ao Qo
- a (5.25)

e usando também a relacao entre fator de escala e redshift, (5.18), teremos

A
Lo1+2z. (5.26)
Ae

Assim, vemos que a energia que o féton tinha no tempo de sua emissao tera diminuido,

quando observada, por um fator ~ 1+ z , dado por
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Ee
1+z°

E= (5.27)

Um outro aspecto a ser analisado é a diferenca entre o tempo de emissao e observacao
deste foton. O tempo observado serda modificado devido a dilatacao temporal. Se dois
fotons sao emitidos separados por um intervalo de tempo 4t,, no instante da detecgao sua

separacao temporal sera
Aty = At,(1 + 2), (5.28)

uma vez que a dilatacao é proporcional ao fator de escala. Desta forma a relagdo entre a

luminosidade emitida e a observada ficara

L, E, At E, At
L R , (5.29)
L Aty E At(1+2)Ey(1 + 2)
e assim ficamos com
Ly = L 5.30
T (14 2)2’ (5.30)
e desta forma o fluxo se relacionard com a luminosidade através de
L
f=|—7"—7=- 5.31
4nd?,(1 +Z)2 ( )
Consequentemente, podemos relacionar as distancias por
d, =10+ z)dp ) (5.32)

Se desejamos generalizar este resultado para o caso com curvatura, obtemos a relagao

modificada por (5.8) e (5.9), ficando com

d, =ay(1+2)fi,(x), (5.33)

ou, usando (5.10) e (5.20):

1 (% dz’
Ao Jy H(z")’

X = (5.34)
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Usando (5.33), (5.34) e (5.9), podemos finalmente explicitar a distancia de luminosidade
(d) para os casos fechado (k = +1), plano (k = 0) e aberto (k = —1), respectivamente

como
d, = ay(1+ ! f dz’ 5.35
L_aO( Z)Sen ao o H(Z') ) ( . )
d, = (1+ )fz dz (5.36)
= Z — <, .
t o H(@)
d = a.(l+ Nk f dz’ 5.37
L_aO( Z)Sen a() o H(Zr) ) ( . )

Que, em funcao do parametro de curvatura, assumem a forma

|20l = Ta (5.38)
! 5.39

Ay = —7—/———————— - .
° 7 Holo 72 (5:89)

Podemos ainda escrever explicitamente, usando também a definicao de E(z) = H(z)/H, ,

g = 1+2) 0. /2 fz dz' £ 10
L — Holgkloll/z sen | k,Ol o E(Z() ) ( . )
p _1+zfz dz' (5.41)
t Hy Jy E(2) ’ '
1+2) Z dz’
d;, = ———senh || 1/2f )
P Hala M [ Beol | E ) (5.42)

que é uma funcao explicita dos parametros cosmologicos.

5.4 Distancia didmetro-angular em FLRW

Se desejamos analisar objetos cosmoldgicos, ao invés de usarmos um astro cuja
luminosidade intrinseca é conhecida seria igualmente 1til conhecermos algum corpo cujo
didmetro seja bem determinado. Este objeto forneceria um didmetro padrao com o qual

poderiamos calcular sua distancia, denominada neste caso de distancia diametro-angular.
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Se temos no céu um objeto cujo comprimento padrao ¢é igual a [, que serd observado num
plano perpendicular & nossa linha de visdao e cujas extremidades perfazem um angulo
df quando visto da Terra, e se supomos uma geometria euclidiana, a distancia a tal

objeto pode ser computada pela relagao simples
dy =— (5.43)

definida como distancia diametro-angular. Mais uma vez vemos que, se 0 universo é
isotropico e estatico, terlamos uma correspondéncia direta com a distancia propria.

Se observamos um objeto cujas extremidades possuam as coordenadas (y,61,¢) e
(x, 05, ) e supomos uma métrica curva em FLRW, a distancia entre estas extremidades

no momento da emissao sera

dl
5 = a(t)fe (D). (5.44)

Assim, a distancia didmetro-angular pode ser escrita como

ﬂ _ aofi(X) .

= (5.45)
dae 1+2z

Ao comparamos com a distancia de luminosidade, usamos a equacao (5.33) para escrever

d, 1

i (5.46)

e se reduzimos ao caso sem curvatura (k = 0), usando também a equagao (5.32),

relacionamos as distancias por

4 _ b 5.47
T (1+2?2 14z (5.47)

da

onde notamos que as diferentes relacoes para distancias sao somente obtidas porque

vivemos num universo em expansao. Vemos que estas relagoes se reduzem ao mesmo valor
P (5.48)

se estamos no mesmo referencial que os objetos observados (z = 0).



Y

Para escrever explicitamente as relagoes, em funcdo do redshift e dos parametros
cosmoloégicos, para a distdncia didmetro-angular, usamos as equagoes (5.47), (5.33) e

(5.34) para obter

dy = ! Dy |2 f i 5.49

= W Dl " el | B (549)

g = 1 fz dz' -

AT T+l )y E@) (5:50)

d, = ! h|l2 1/2fz dz’ 5.51
S AT AN L A-Tes | (5.51)

para os casos com curvatura positiva (k= +1), nula (k =0) e negativa (k= —1)

respectivamente. A medicdo de distdncias a partir das relagdes de distancia didmetro-
angular apresentam dificuldades operacionais, uma vez que sao necessarios telescopios
ainda mais potentes que os atuais para resolver estruturas com diminuta largura angular,
associado as imensas distancias envolvidas. Além disso, a determinacdo de um objeto

astrofisico viavel as observagoes em escala cosmolégica ainda nao foi obtido.
5.5 Mdédulo de distancia

A escala de luminosidade usada na astronomia nao é simples e tem sua utilizagao
vinculada a motivagoes histéricas. No Almagesto de Ptolomeu, datado de 140 d.C, este
apresentou, fundamentado no trabalho de Hipparco, uma escala de classificacao de
magnitude (ou grandeza) para as diferentes estrelas. A classificacio em magnitudes
impunha uma escala com 6 niveis entre as estrelas mais brilhantes do céu e as menos
luminosas. Este sistema de classificagdo persiste até os dias atuais, porém, devido a sua
intrinseca imprecisao, esta escala em geral é substituida por um sistema de classificacao
logaritmica, proposto (nao por acaso) pelo astronomo Pogson em 1856, onde

Fy
m; —m, = Klog,, F, (5.52)
Aqui, m; é a magnitude aparente e F; é o fluxo luminoso. Como Pogson pode medir o

fluxo, através de um fotometro recém-inventado, de diferentes estrelas, ele constatou que
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estrelas de magnitude 1 possuiam fluxo luminoso cerca de 100 vezes maior que as de

magnitude 6. Desta forma obtemos a constante de proporcionalidade,

1—-6 = Klog,,100, (5.53)
e assim K = —2.5, definindo a escala usual
m = —2.5log,  F + ¢, (5.54)

na qual o termo ¢ = 2.5log;y Fy define o zero da escala. O fluxo luminoso neste caso
depende da distancia de luminosidade d; .

A magnitude aparente m nao diz muito sobre a luminosidade do astro, ja que
objetos mais proximos nitidamente terao maiores luminosidades observadas. Para melhor

estudar diferentes objetos, define-se a magnitude absoluta
M = —-2.5log,, F(10pc) +c, (5.55)

e assim M é a magnitude aparente de um astro se este estivesse a uma distancia de 10 pc
do observador. Se definimos agora uma outra relagdo, dada pela diferenca entre a
magnitude aparente e absoluta, ficaremos com

F(10pc)

m—M=2.5 lOglO W
L

(5.56)

Usando a relagao para o fluxo luminoso, dado pela eq. (5.4) (sendo L a poténcia luminosa

emitida), teremos

M =251 lLMnlozl (5.57)
m—M=25Ilo —|, .
810 |7 /amd,?
o que nos dara
d
m—M=5 10g10 [chjl (558)
Em unidades mais convenientes a cosmologia (Mpc), temos
d
m—M=5 10g10 [m] (559)
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d,
=5 lOglO I:W] + 25, (560)
ou ainda
=51 [ dy ] +25 1
H=510g10 1Mpc ’ (5.61)

onde definimos g = m — M como o moédulo de distancia. Usando agora as relacoes para a
distancia de luminosidade obtidas em (5.40), (5.41) e (5.42), ficamos com as expressoes

extremamente uteis

51 [ (d+2) [m 172 f a2y —1”+25 (5.62)
— = (0] ———— X Sen e C .
Hk=+1) 910 Ho|~(2k,o|1/2 k,0 . E(Z) p
=5 (Hz)r 2 pe-1| 425 5.63
Hk=0) = 2t0Z10 Hy, J, E@) pc (5.63)
=5 A+2) ool 1/2fz 9 mei|| 4 25 5.64
Hk=—1) = 210810 Ho|~Qk,o|1/2 senh [ |42 o] . E(2) pc : (5.64)

5.6 Distancias em RTKO

A métrica FLRW representa o méaximo de simetria do espaco, ou seja, sua
geometria ¢é isotrépica e seu conteido homogéneo. Por outro lado, a métrica RTKO que
desejamos estudar é anisotropica. Para que seja possivel obtermos as expressoes para
distancias neste caso, ¢ preciso analisar cuidadosamente quais as modificagdes implicadas.
Vimos no capitulo 4 que a métrica RTKO ¢é descrita, em coordenadas esféricas, pelo

elemento de linha
ds? = a(m)?[dn? — dy? — x*d6? — sen/’ (x sen 6) do?] (5.65)

Ao definirmos a distancia didmetro-angular para o caso FLRW, usamos

ds

dA:E,

(5.66)
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onde ds ¢ a distancia entre as extremidades de um objeto, a qual esta associada a um
angulo df. Podemos ainda definir a diametro-angular usando um angulo solido e a area

associada para calcular a distancia
(5.67)

onde A, indica uma area prépria e df2 representa o dngulo sélido (d2 = sen 6 dfdg). E
possivel mostrar que esta definicio leva a mesma distdncia didmetro-angular (no caso

isotropico) que (5.66). Ao usarmos a area infinitesimal em FLRW,

dA, = dxdy , (5.68)
com
dx = aydo, (5.69)
dy = aysenfdy, (5.70)
e
dA, = a*ysenfdfdy, (5.71)
a métrica FLRW nos fornecera
a?y?dn
= | -4 5.72
dZA d..Q ) ( )
dya = ax =dy, (5.73)

como queriamos mostrar.
Ao analisarmos a métrica RTKO, a distincdo com a métrica FLRW ¢é evidente
2 . N
quando observamos o termo angular sen/z”(y sen ). Devido a este fator, o angulo de

observacao 8 ira modificar sensivelmente o valor da distancia medida se usamos a equagao
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(5.66). Esta discrepancia pode ser eliminada se definimos a distancia didmetro-angular

(5.72). Neste caso teremos

dx = aydo, (5.74)
dy = asenh[ysenf]dy . (5.75)

O elemento de area fica
dA, = a®xsenh[ysenf]dfdy, (5.76)

e agora, dividindo pelo angulo sélido, temos

dA, a’xsenh[ysenf]dfde

an senfdfdg (5:77)
A distancia didmetro-angular fica entao
1/2
x senh[ysenf|]
dyg=a l cend ) (5.78)

onde o angulo 6 tem a variagdo usual 0 < 8 < m. Se expressamos a (5.78) em fungao do

redshift, ficamos com

P ao |xsenh[ysenf] 1/2 (5.79)
47142 senf ’ '
ou
agx |senh[ysenf] 1/2
dyy = . (5.80)
1+z xsenf
Se definimos o termo
2@ = e (5.81)
z2)= | —— :
o E(2)

e usando também a (5.39), a equagao (5.34) fica
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X = 1Q0l?Z(2) , (5.82)

e finalmente reescrevemos a distancia como

(5.83)

dZA

_ Z(2) [senh[|2y]|"/? Z(2z)sen6)| 1z
~ (1+2)H, |2y 0]Y/? Z(z)send

que define a expressao para a distancia didmetro-angular para a métrica RTKO.
Se agora desejamos obter a expressao para a distancia de luminosidade, teremos, da

equagao (5.47),

g = (1 + 2)Z(z) [senh[|2; 0|*/? Z(2)send] 12 (5.84)
L= H, |2y 0122 Z(z)send ' .
Para avaliar a consisténcia, vemos que, quando lim,_ d; temos
senh[|2;,0|/2 Z(z)senb] - [2;,0|Y? Z(z)send , (5.85)

e a distancia de luminosidade se reduz a distancia de luminosidade para um universo

plano, descrito pela métrica FLRW,

g = 1FD2@

L H, (5.86)
d, = (1+ )jz dz (5.87)
= z —_— .
g o H(Z)
Na métrica RTKO, o médulo de distancia ficara entao
1
1 2
14+ 2)Z(z) [ senh{ |0 |z send Z(z

Hrrro = 510g10 ( 2¢) {1kl (2)} + 25. (5.88)

1
H, |2y 0|2Z(z)send



Capitulo 6

Ajuste Observacional

Este capitulo é dedicado ao ajuste observacional dos modelos cosmoldgicos
estudados. Utilizamos medigoes de luminosidade de Supernovas do tipo Ia como método
de inferéncia de distancias. A andlise dos parametros cosmoldgicos que melhor se adequam
aos dados ¢é realizada a partir de uma inferéncia Bayesiana, cuja interpretacao
probabilistica é mais adequada no contexto da cosmologia. Esta andlise é fundamentada
na obra péstuma de Thomas Bayes (1793) e foi posteriormente desenvolvida e
popularizada por Laplace. Ao longo deste capitulo, utilizaremos esta ferramenta estatistica
para comparar os modelos ACDM e os modelos de quintesséncia, tanto na métrica
isotropica FLRW como na métrica anisotropica RTKO. Objetiva-se com isso conceber
relagoes e distingbes entre o universo curvo(e anisotropico) sujeito a uma energia escura

que esteja submetido a evolugao dinamica do campo escalar.
6.1 Estatistica Bayesiana

A teoria Bayesiana fornece uma analise estatistica que possibilita uma inferéncia
probabilistica a priori de determinado fenémeno. O continuo aumento de complexidade
das teorias fisicas requer gradualmente um exame estatistico mais refinado. Diversos
resultados fisicos estdo limitados a esta andlise. E comum confrontar-se a estatistica
frequentista e a Bayesiana. A primeira fundamenta-se na ideia de definir a probabilidade

de um dado evento ocorrer a partir da razao entre a ocorréncia e o numero total de
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eventos, no limite em que este vai ao infinito. No contexto desta interpretacao a
probabilidade de certo evento é explicada como a observagao de determinada propriedade
em meio a uma quantidade imensa de medicoes. Apesar de hegemonica em diversos
campos, a interpretacao frequentista nao se adequa a descricao de diversos fendomenos. Ao
afirmar-se, por exemplo, que existe uma chance de 50% de um bebé nascer do sexo
feminino, neste caso nao esta sendo levado em conta fatores biologicos (ambientais, etc)
que podem modificar este valor. Além disso, uma vez que somente um bebé nascera, o
conceito de 50% de probabilidade fica pobremente definido, pois nao existirdo infinitos
eventos a serem contabilizados, ou seja, o bebé serd gerado e nascera somente uma vez. Se
tentamos aplicar este tipo de interpretacao para a cosmologia, também ficaria pouco
apropriado, uma vez que nao temos infinitos universos em laboratério, sobre o qual
podemos realizar repetidamente as medigoes.

A interpretacdo Bayesiana afirma que probabilidade é um grau de confianca ao
analisarmos determinada medicdo, pardmetro ou hipdétese. A andlise de probabilidade é
diretamente associado aos dados coletados, onde ¢é interpretada como um grau de
conhecimento sobre determinado evento. A inferéncia de Bayes introduz um grau de
subjetividade, que reflete o grau de conhecimento prévio sobre os parametros antes da
realizagdo do experimento. Esta é a chamada informacao a priori ou prior (do inglés). O
teorema de Bayes pode ser aplicado, tanto para o caso discreto como para distribuicoes
continuas. O resultado obtido por este encerra, dente outros éxitos, a facilidade de
relacionar a ocorréncia e ndo ocorréncia de um ou vérios eventos conhecendo-se a
probabilidade de alguns destes. A probabilidade (p) de um evento (x), designada por p(x)
é sempre positiva. Com uma normaliza¢ao, a probabilidade total de ocorréncia de certo

evento devera ser normalizada, de modo que para o caso discreto, tenhamos

P=>pl)=1, (6.1)

e para um caso continuo

P = f p(x)dx =1, (6.2)
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onde P é a probabilidade combinada (total) dos eventos. Se diferentes eventos (x;)

possuem probabilidade independente de se realizar, a probabilidade total dos eventos é
P(x; Ux;) = P(xq) + P(x3), (6.3)

Enquanto a probabilidade de ocorréncia de um evento (x;) vinculado a existéncia de outro

evento (x,) é dado por:
P(xy,x3) = P(x1)P(xz]x1) (6.4)

onde P(x,|x;) é a probabilidade que x, ocorra, condicional & ocorréncia de x;. Como

também podemos escrever para o caso inverso,
P(x2,%1) = P(x2)P(x1]x2) , (6.5)

que sao iguais P(x,,x;)= P(x4,x;). Se por conveniéncia substituimos x; - D e x, - H,

fica definido a relacdo do teorema de Bayes por

P(H)P(D|H
P(H,D) = %, (6.6)

onde associamos D com os dados e H com a hipdtese(referente aos modelos). O termo
P(H) ¢ o Prior, no qual estao impressas as informacoes conhecidas a priori. O termo P(D)
nos da o fator de normalizagdo enquanto P(D|H) é a probabilidade, geralmente
denominada Likelihood. A probabilidade a posteriori (ou posterior) pode ser atualizada a

partir de uma dependéncia com os dados (D) ou pela modificagdo do Prior.
6.1.1 Minimizacao de erros

A inferéncia estatistica Bayesiana tem como objetivo a estimativa de pardmetros. Esta
inferéncia parte da comparagdo de uma curva (ou predigdo) teérica com dados
observacionais. O método largamente utilizado na ciéncia para a obtencao dos valores que
melhor representam determinada grandeza é o método dos minimos quadrados (ou

método do x?). Neste método iremos definir o parametro
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z [po(z;) — lit(lee)] ' (6.7)

l
onde N representa o nuimero total de dados observados (z;, ;). Cada z; esta associado a
um erro g; que serve como um peso estatistico para cada medida. Para fins de aplicacao a
cosmologia, o termo p;(z;|60) definird o modelo teérico usado, em funcao dos observaveis
(z;) e dos parametros do modelo (€), enquanto o termo e p,(z;) define o valor medido
para cada observavel. Na andlise de supernovas la, cada evento z; é comparado aos
valores preditos através do médulo da distancia (ver cap. 5.4 e 5.5). Neste contexto, os

erros destas medigoes sao decompostos por

o =05+ 05+ 0%, (6.8)

ou seja, dependem da determinagdo do modulo de distancia, do redshift e o dos erros
sistematicos envolvidos. Em geral, supoe-se que a probabilidade sera dada por uma
distribuicdo Gaussiana. A maior probabilidade (best-fit') estard relacionada aos
parametros que levam aos menores valores do y?2.

Uma vez conhecido o conjunto de parametros que melhor se ajustam aos dados
observacionais, definimos niveis de confianca sobre os quais podemos estimar a
probabilidade de se encontrar o melhor valor encerrado nestes limites. Os intervalos de
confianca para os parametros sao definidos por uma analogia a uma propriedade de uma

pdf gaussiana unidimensional, ou seja,

20

p()~ exp (- (6.9)

que possui valor central em x, e uma varidncia o. A probabilidade total, para o caso

unidimensional, contida em determinado intervalo é

Xot+1lo

f p(x)dx = 68,27%, (6.10)

Xo—1lo

! Usaremos best-fit para designar os melhores parametros.
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Xot20

f p(x)dx = 95,45%, (6.11)

Xg—20

xXo+30

f p(x)dx =99,73%, (6.12)

Xg—30
e assim os niveis 10, 20 e 30, expressam as probabilidades 68,3%, 95,45% e 99,73% de
que o valor real do parametro esteja nestes intervalos. Num espaco multivariado os
contornos sigma dependem do nimero de parametros livres do ajuste. Estes valores sao

mostrados na tabela 6.1.

N€¢ de parametros livres
Niveis Probabilidade

1 2 3

lo 68,3% 1,00 2,30 3,53
20 95,45% 4,00 6,17 8,02
30 99,73% 9,00 11,8 14,2

Tabela 6.1: defini¢gbes dos contornos, para diferentes niveis de confianca e quantidade de
parametros
Para uma anélise da qualidade da inferéncia, ¢ usado o 2 (Chi quadrado reduzido),

definido por:
2
=L, (6.13)

onde tanto melhor serd o modelo, quanto mais préximo de 1 estiver o y2. O termo v se
refere ao ntimero de graus de liberdade. Em nosso caso v é a diferenca entre quantidade
de supernovas medidas e o nimero de parametros livres. Este parametro serve como uma
aplicagdo da Navalha de Occham, a qual privilegia modelagens teéricas mais simples (e.g.,

com menos parametros).
6.1.2 Marginalizacao

Embora o conceito de marginalizacao possa ser aplicado em todo o dominio

estatistico, o pleno poder deste método é explorado a partir de um contexto Bayesiano.
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Devido a crescente quantidade de proposi¢oes e parametros nos modelos cosmologicos a
marginalizacdo é uma ferramenta de grande utilidade. Quando diversas hipdteses sao
consideradas, o teorema de Bayes (6.6) pode fornecer a probabilidade de um evento, dada
uma evidéncia de que determinado conjunto de hipdteses seja verdade. Se temos uma
probabilidade multivariada e se uma lista de possiveis hipéteses é conhecida podemos usar
a técnica de marginalizacao. Esta técnica leva em conta a probabilidade de ser observado
D sob cada conjunto H. Supondo, e.g., os parametros cosmoldgicos usuais 6 =
{OM, 2k, h} , onde as varidveis sao continuas, a probabilidade marginalizada sera definida

por
P(QM) = f f P(QM, 0k, h)dh dk (6.14)

se desejamos marginalizar os parametros 2k e h. Obtemos assim uma probabilidade que

somente depende da varidvel 2M2.

6.2 Ajuste observacional em Supernovas Ia

Utilizamos o conjunto de dados fornecido pelo SDSS (Sloan Digital Sky Survey),
que fornece um total de 288 supernovas padronizadas a partir do método MLCS2k2. Os
modelos comparados foram o ACDM espacialmente plano (k =0) e os modelos de
Quintesséncia aqui denominados ¢CDMrrw e o ¢CDMRrTKO. Ao proceder com a andlise do
x?2, utilizamos as definicoes para o médulo de distdncia dadas no capitulo 5. Além disso,
podemos também comparar os resultados aqui alcangados com os obtidos por [68] para o
ACDMRTKO. Para caso da métrica anisotrépica, escolhemos fazer uma andalise com a média
angular do moédulo de distancia. Apresentamos inicialmente as solugoes, analisando a
influéncia de cada parametro. Em seguida apresentamos os valores de best-fit para os
modelos, assim como os contornos das curvas de nivel do y2. Analisamos também a

possibilidade de uma anisotropia nos modelos. Apds a sumarizacdo dos resultados dos

modelos estudados, fazemos uma discussao destes resultados.

* Neste Capitulo sera utilizada a notacao 2M como equivalente a 2,
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6.2.1 ACDM em FLRW (k=0)

Através de uma andlise com 2 parametros livres, 8 = {M, h}, obtivemos um best-
fit para o ACDM com um y? = 239.928, com QM = 0.4 + 0.1 (20) e um pardmetro de
Hubble h = 0.64 + 0.02 (20). O parametro de desaceleracao, calculado com os parametros
do best-fit ¢ qo = —0.39. Os gréficos na figura 6.1 e 6.2, relacionam como os parametros

do modelo afetam as fungoes de interesse cosmoldgico

30 -

25 A

QM|

E(2)

20+ 4

Figura 6.1: A funcao adimensional E(£2M,k,z) para diferentes parametros M, onde
fixamos 2k = 0 no modelo o ACDM.
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Figura 6.2: O mddulo de distancia u(2M, h, z) para diferentes pardmetros de densidade de
matéria (a esquerda), para diferentes h (a direita) onde fixamos, h = 0.7 (& esquerda) e
0NM = 0.3 (a direita) respectivamente para o ACDM plano
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Com a andlise do modelo padrao (ACDM) e de seu best-fit, temos um conjunto de
dados, os quais podem ser usados para comparacoes com os modelos que desejamos
estudar. Em geral, para os modelos estudados, o moédulo de distancia segue uma
dependéncia similar. Os contornos do y? sao apresentados na figura 6.3a e 6.3b. para 2M
e h livres. Vemos nestes casos que as observagoes de supernovas Ia, limitam fortemente os
parametros cosmolédgicos. Na figura 6.4 apresentamos a curva do modulo de distancia,
usando o best-fit do modelo estudado e a comparamos com os dados do pacote SDSS e

SEUS €ITos.
0.8 | , ,
, — 0.70; 1
06 — 1 i |
c | £ 065) ]
0.4; 4 t ,
, | 0.60] ]
02F il b ]
‘\“‘\“‘\“‘\“‘7 0.5(?HH\HHmHmHH\HH\HH\HH\HH
0.2 04 0.6 0.8 20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60
Qu 'QM

Figura 6.3 Contornos do y? (h versus 2M) para o modelo ACDM plano.
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Figura 6.4: O moédulo de distdncia, u(z) tedrico(para os pardmetros de best-fit), e o
conjunto de supernovas la do SDSS.
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6.2.2 pCDM em FLRW (k=0)

Antes de prosseguir com a andlise estatistica, facamos alguns comentarios sobre as
solugoes numéricas encontradas e o comportamento fisico do sistema sob estas solugoes.
Um pardametro adicional dos modelos de quintesséncia caracterizado por (M), esta
presente no potencial do campo escalar:

4+a

UL

V(g) = (6.15)

Para o cédlculo da funcao E(z), fizemos uma integracdo numérica da equagao de
Friedmman, definida em (3.99) e da equagao de Klein-Gordon (3.100). O valor de M ¢
calculado numericamente, para cada conjunto de parametros de forma que o parametro de
Hubble adimensional satisfaca E(0) = 1. O valor M fica determinado em conjunto com os
parametros cosmolégicos, ao obtermos o best-fit. Nos modelos ¢CDM, utilizamos o
potencial escalar Ratra-Peebles(6.15) e ajustamos os dados para @ =1 e @ = 2. Como nao
pretende-se analisar fisicamente o fluido de ‘quintesséncia, em si, deste ponto em diante
omitiremos o parametro M e nos referiremos ao parametros de interesse cosmolégico. Nas
secgoes a seguir, apresentaremos os resultados e posteriormente faremos uma andlise
destes, na secao 6.3.

Aplicamos o modelo de quintesséncia a métrica FLRW espacialmente plana. Os
parametros empregados foram 6 = {M, h}, obtivemos um best-fit para @« =1 com um
x?% = 240.245, com QM = 0.3%¥3%1 (20) e um pardmetro de Hubble h = 0.63%35% (20). O
parametro de desaceleragdo q, = —0.29. Nas figuras 6.5a e 6.5b apresentamos as curvas
de nivel do y? para este modelo.

0.67
1 1
V(¢)~$ 7 066k V(¢)~5
0.8
0.65]
06/ — ] 0.641
i L
0.63]
0.4}
0.62F
061}
0.2}
. ‘ ‘ ‘ 0'66) . s s , \ ‘
0.2 0.4 0.6 0.8 .15 020 025 030 035 040 045 0.50
Qu Oy

Figura 6.5: Contornos do y? (h versus 2M) para o modelo ¢CDM, a = 1.
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O best-fit para a = 2 foi encontrado para o y? = 240.466, com M = 0.23*332(20) e
um parametro de Hubble h = 0.6319:32(20). O parametro de desaceleracio g, = —0.26.

: 0.67,
1 . [ 1
V(¢)~ﬁ i 0.66} V(¢)~E 1
081 _ i
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06, = ] 0.64} ]
= £ ,
0.63] ]
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0.62] ]
0al 061¢ ]
‘ ‘ ‘ ‘ 0'66)'””\HHMHMHH‘HH‘HH
0.2 0.4 0.6 0.8 10 0.15 020 025 030 035 040
QM QM

Figura 6.6: Contornos do y? (h versus M) para o modelo ¢CDM, a = 2.

Figura 6.7: Comparagoes para o modulo de distancia entre o ACDM em FLRW,
¢CDM (@ =1) e ¢CDM (a = 2) para um mesmo conjunto de pardmetros.

No grafico 6.7 apresentamos uma comparacao entre o modelo padrao e os modelos
de quintesséncia, onde vemos uma tendéncia a curva do modelo padrao, ao diminuirmos o

parametro a. No grafico acima utilizamos o mesmo valor para a densidade de matéria
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(2M = 0.3), para evidenciar a diferenca no comportamento dos modelos ¢CDM, com o
potencial escalar Ratra-Peebles. No gréafico 6.8 mostramos as curvas (best-fit) para os
modelos ACDM e ¢CDM (a =1) e ¢CDM (a = 2), onde observamos uma superposi¢ao

dos mesmos.
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Figura 6.8: Médulo de distancia entre o ACDM em FLRW, ¢CDM (a =1) e ¢CDM
(a = 2). Utilizamos neste caso o best-fit de cada modelo.

6.2.3 pCDM em RTKO

Aplicamos agora os modelos de quintesséncia a métrica RTKO. Nos graficos 6.9 e

6.10 apresentamos as curvas do xy2 para cada par de pardmetros.
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Figura 6.9: Contornos do y? (h versus 2M) para o modelo ¢ CDMrTKO), @@ = 1.



Y6

10———7————+———
1
V(¢)~$ ] V(¢)~$
0.8 | 0.8} |
0.6 | 0.6/
L4 1 <
a ] G
04+ J 04t
0.2¢ ] 026
‘ ‘ ‘ ‘ ] A L
0.2 04 0.6 0.8 1.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
Qy Oy

Figura 6.10: Contornos do y?2, 2k versus M (a esquerda) e 2¢ versus QM (& direita)
para o modelo ¢CDMrTKO), @ = 1.

No modelo modelo ¢CDMrTKO), (@ =1),08 pardmetros empregados foram
0 = {QM, 2k,h}, onde lembramos que a métrica utilizada somente admite 0k
positivo(pois k = —1/2). Obtivemos um best-fit para o caso @ = 1 com um y? = 240.8,
com 0OM = 0.29731% (20) e um parametro de Hubble h = 0.64392 (20) e a curvatura
Nk =0.01+ 0.4 (20). O parametro de desaceleragao qo = —0.29 (para os pardmetros do
best-fit).

No modelo modelo ¢CDMrTKk0), (a = 2), obtivemos o best-fit para com um
x? =241.1, com 02M = 0.23*313 (20), pardmetro de Hubble h = 0.63%333 (20) e a
curvatura 2k = 0.01 + 0.4 (20). O pardmetro de desaceleracao qo = —0.25 (determinado

com os parametros do best-fit).
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Figura 6.11: Contornos do y2(h versus £2M) para o modelo ¢CDMrTKO), @ = 2.
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Figura 6.12: Contornos do y?2, 2k versus M (& esquerda) e Q¢ versus 2M (3 direita)
para o modelo ¢CDMrTKO), @ = 2.

Nos graficos 6.11 e 6.12 apresentamos as curvas de nivel do y? para os diferentes pares de
pardmetros, ao analisarmos o modelo gCDMrTKO), (@@ = 2).

6.3 Analise e Discussao

Nossos resultados estao na tabela 6.2. Na tabela 6.3 comparamos os resultados para

o modelo ACDM (obtidos® em [68]) e ¢CDM na métrica RTKO.

Modelo oM Nk 2¢ 9o Wo

ACDM em FLRW 0.4151 =0 0.6 —0.39 -1
$CDM(a = 1) em FLRW 0.3%31% =0 0.70 —-0.29 —0.65
$CDM(a = 2)em FLRW 0.23%332 =0 0.77 —0.25 —-0.5
#CDM(a = 1) em RTKO 0.29%311 0.0173§ 0.70 —0.29 —0.65
$CDM(a = 2)em RTKO 0.23%372 0.01%53 0.76 —0.25 —-0.5

Tabela 6.2: Melhores parametros (best-fit) para os modelos cosmoldgicos estudados

Dos dados apresentados vemos que os modelos de quintesséncia estudados tendem
a retirar parte da densidade de energia do fluido de matéria, desta forma gerando uma

densidade de energia escura maior que no modelo com constante cosmologica. Esta

3 Em [68], foi analisado o modelo ACDM com curvatura nas métricas FLRW e RTKO, utilizando
supernovas Ia do SDSS(MLSC2K2)
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diminuicdo parece estar associada ao fato que a energia escura de quintesséncia, suposta
um campo escalar submetido ao potencial Ratra-Peebles, possui parametro de estado
maior. Este depende diretamente do fator a, e que no caso ¢CDM(a = 1) apresenta o
valor minimo wy, = —0.65 e wy = —0.5 para ¢CDM(a = 2). O fluido de quintesséncia
produz assim uma pressao contraria a gravidade, de menor intensidade que no caso da
constante cosmoldgica. Este fato pode explicar o aumento da densidade de energia desta

componente, quando comparamos ao caso com constante cosmolégica.

Métrica RTKO

Modelo ACDMI68] ¢CDM(a = 1) ¢CDM(a = 2)
Nivel oM 0k oM 0k oM Nk
20 (95,4%) 0.38%%% 0.045%%¢ | 0.291314 0.01134 0.23313 0.01134

Tabela 6.3: Comparagao para os melhores pardmetros dos modelos na métrica
anisotropica RTKO

Se comparamos os modelos de quintesséncia e constante cosmoldgica na métrica
anisotropica RTKO, vemos que o best-fit destes modelos possui menor densidade de
energia associada a curvatura. Uma possivel explicacao deste fato pode ser concebida por
dois mecanismos distintos. Um destes seria associar o menor valor de curvatura ao fato de
que necessita-se maior densidade de energia escura para ajustar o modulo de distancia aos
dados de supernovas la, devido as distingdes na equagao de estado, como discutido
anteriormente. Uma segunda possivel explicacdo pode emergir ao notarmos que o fluido de
quintesséncia possui uma energia que advém em parte do potencial e em parte da energia
cinética do campo. Como a densidade de energia cinética do campo depende de um fator
~(1+2)%¢'?, é possivel que a energia associada a curvatura tenha sido furtada pelo
campo escalar de quintesséncia de forma a melhor ajustar a curva do moédulo de distancia,

a partir de um comportamento associado a tal dependéncia.

6.3.1 Anisotropias

Os modelos estudados, como vimos, possuem uma métrica que admite a existéncia

de um eixo preferencial no universo. A estrutura fisica deste eixo preferencial pode ser
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modelada a partir de um campo escalar anisotrépico ¥ que nao depende do tempo(ver

cap. 4). Como vimos, para o modelo anisotrépico a distancia de luminosidade é dada por

(6.16)

5 = (1+2)Z(z) {senh[|.(2k,0|1/2 Z(z)sen@]}l/2

H, |24 0122 Z(z)send

Vemos que na métrica RTKO a anisotropia depende diretamente da curvatura,

uma vez que o argumento da raiz quadrada(assim como no argumento do seno
hiperbdlico), depende explicitamente deste pardmetro. O ajuste aqui realizado, analisou o
conjunto de Supernovas la através de uma média sobre os valores angulares (6), uma vez
que durante o curso deste trabalho nao dispunhamos de dados de Supernovas la com

dependéncia angular. Se analisamos o modulo de distancia, temos

1 2
(1+2)Z(z) [ senh{ |2 |z senB Z(z)}
Hy

Hrrro = 5logio + 25 (6.17)

1
|02y 012Z(z)send

Ao fazermos um grafico para o médulo de distdncia para os valores angulares maximo
(6 =m/2) e minimo (6 =0). A distingdo do comportamento é dependente da curvatura
adotada. Se ajustamos a densidade de curvatura para 2k = 0.01 nao podemos observar as
diferencas geradas (gréafico 6.13).

No gréafico 6.13 nao é possivel notar uma distingao entre as curvas tedricas indicadas.
A comparacao entre o modelo ACDM e ¢ CDM, na métrica RTKO, nao produz diferencas
significativas no que se refere a existéncia de uma anisotropia, ao supormos uma diminuta
curvatura.

Nos graficos 6.14 e 6.16, utilizamos o desvio relativo, para a dependéncia angular

maxima (6 = m/2) e minima (@ = 0), através da definigao:

Ap _ p(6=m/2)—p(6=0)
L= 1(6=0) (6.18)

onde fixamos o parametro M = 0.3 e analisamos a dependéncia com k. Vimos que a
distingado entre as curvas, para cada valor angular é débil, somente se destacando para
grandes valores de curvatura. Na figura 6.15 observamos que também na métrica RTKO,
nao ¢ possivel distinguir as curvas tedricas para o modulo de distancia, para os valores

angulares maximo (6 = m/2) e minimo (6 = 0), se supomos um valor diminuto para a
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curvatura. Na figura 6.17 evidencia-se as distingoes entre o modulo de distancia, da
equagao (6.17), obtido de uma média angular, quando comparado as curvas para o valor

angular maximo (6 = m/2) e minimo (6 = 0).
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Figura 6.13: Curvas para a distancia de luminosidade com valores de angulo maximo
(6 = m/2), médio e minimo (6 = 0) no modelo ACDM (2k = 0.01) na métrica RTKO.
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Figura 6.14: Diferentes curvas para o desvio relativo (Au/u) entre o médulo de distancia

maximo (0 =m/2) e minimo (6 =0). Onde analisa-se o modelo ACDM na métrica
RTKO.
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Figura 6.15: O valor méximo (8 = m/2), médio e minimo (6 = 0) para o médulo de
distancia do modelo ¢CDM (2k = 0.01) na métrica RTKO.
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Figura 6.16: Diferentes curvas para o desvio relativo (Au/u) entre o médulo de distancia
maximo (6 =m/2) e minimo (6 =0). Onde analisamos o modelo ¢CDM na métrica
RTKO.
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Figura 6.17: Curvas tedricas para o médulo de distancia, fazendo Qk = 0.6(curvatura
méaxima em 20) e ao fixarmos 6 = /2 (acima, curva tracejada) 8 = 0 (abaixo, curva
pontilhada) e 8 = < 8 > (centro, curva regular), para a métrica RTKO.

Se desejamos analisar a anisotropia produzida pela curvatura da métrica RTKO,
vemos que, seja num universo descrito por constante cosmoldgica ou pelo campo de
quintesséncia, seria necessario um valor grande de curvatura, para que esta tornasse a
anisotropia perceptivel. Serd necessario um aumento significativo em precisao e alcance
para que os futuros projetos de medicao de Supernovas Ia possam detectar tal anisotropia,
se a analisamos suprimindo sua dependéncia angular. Se a analise ¢é feita com dependéncia
angular, vemos que surge a possibilidade de distinguirmos as curvas para grandes redshift.
Mesmo supondo uma melhora razoavel na precisao das medidas vemos que, para
diferenciarmos uma dependéncia angular na métrica, seria necessario uma curvatura da
ordem de Nk = 0.5, produzindo assim um universo com geometria aberta, fortemente
curvado. Com a andlise aqui apresentada nao parece haver evidéncias a favor de tal
descricao do universo. Por fim vimos que os modelos apresentados apresentaram boa

concordancia com os dados observacionais de supernovas la, ao utilizarmos o pacote de

dados SDSS.



Capitulo 7

Conclusao

A possibilidade de construirmos infinitos modelos cosmolégicos é um fato evidente
das teorias fisicas. Ao analisarmos cuidadosamente a estrutura do universo, através das
mais variadas observagoes e técnicas de inferéncia, podemos restringir fortemente a
diversidade destes modelos (a0 menos no contexto da Relatividade Geral). O universo
possui especificas leis naturais que regem sua evolucao. Discutimos nos capitulos iniciais
uma diversidade de observagoes que sao realizadas para melhor entender e elucidar a
estrutura deste universo, diversas outras observacoes foram aqui negligenciadas. Vimos
que a Relatividade Geral fornece uma robusta ferramenta de analise do cosmos. A
cosmologia moderna usa para tal propésito todo o arsenal da fisica moderna, inclusive ao
englobar teorias associadas as mais infimas escalas. Elaboramos os aspectos principais que
definem o modelo cosmoldgico conhecido como padrao. Neste modelo, vemos que grande
parte da energia que compoe o cosmos é de origem desconhecida. O modelo apresenta
uma coexisténcia de matéria, radiacdo e uma componente exOtica simplesmente
denominada de energia escura cuja descricio é realizada através de uma constante
cosmolégica A. Nesta dissertagdo consideramos a descricao desta energia escura através de
uma componente de quintesséncia, que se distingue da constante cosmoldgica por possuir
uma equacao de estado dinamica. Esta componente é descrita por uma campo escalar
submetido a um potencial, que como suposi¢ao, escolhemos ter uma dependéncia do tipo

inverso da poténcia (Potencial Ratra-Peebles).
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Modelos fisicos descritos por campo escalar sao de grande utilidade em diversas
areas da fisica, e essenciais na propria cosmologia, ja que os modelos inflacionarios sao
primordialmente modelados com tal componente. O modelo estudado possui a interessante
propriedade, o fluido de quintesséncia possui uma evolugao fisica que rastreia os fluidos de
fundo durante grande parte da historia césmica, a quintesséncia tracker. Desta forma em
eras recentes esta energia passa a dominar a evolucdo do universo através de um
comportamento fisico, possivelmente, mais natural que a constante cosmoldgica. Além de
analisarmos a viabilidade de uma energia escura distinta da constante cosmologica,
analisamos também quais seriam as consequéncias fisicas desta componente evoluir num
espago-tempo anisotréopico. Utilizamos uma métrica com curvatura, que possui
propriedades béasicas concordantes com as observagbes mais vitais (como a isotropia da
CMB), porém que possui um eixo de preferéncia em sua geometria.

Neste trabalho utilizamos supernovas do tipo Ia para examinar a possibilidade de
modelos cosmoldgicos descritos por métrica anisotréopica e por uma forma de energia
escura de quintesséncia, que é bastante distinta daquela que descreve o modelo padrao.
Devido ao efeito repulsivo mais brando, os modelos de quintesséncia produzem um
universo com densidade de matéria menor que nos modelos com A. De forma um pouco
distinta dos modelos com A na métrica RTKO, os modelos de quintesséncia indicaram um
menor valor para a curvatura porém, devido aos erros associados, identificamos que este
modelo nao exclui a anisotropia. O exame dos modelos alternativos aqui propostos
produzem boa concordancia com a andlise de supernovas la. Apesar de apresentar
hipoteses destoantes do modelo padrao, os modelos de quintesséncia em métrica
anisotrépica descrevem de forma bastante satisfatoria o universo. Com a presente anélise
nao identificamos uma caracteristica determinante que exclua a possibilidade de tal
modelagem do cosmos. O estudo aqui realizado pretendia abranger os aspectos basicos do
estudo dos modelos propostos. Devido a sua limitagao, diversos aspectos observacionais e
tedricos foram deixados de lado. As modelagens aqui tratadas possuem o importante
objetivo de escrutinizar um modelo, frente a grande diversidade de possibilidades tedricas,

e suas motivagoes tedricas, em principio mostram-se compativeis com as observagoes.
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Ao longo da histéria da construcao da ciéncia pudemos, de uma certa forma,
testemunhar como as motivacoes filoséficas, as vezes inerentes ao pensamento humano,
influenciam fortemente nossas concepcoes e visdes sobre a natureza. A época de Cristévao
Colombo diversos mapas haviam sido confeccionados descrevendo os continentes
terrestres conhecidos, no entanto cada mapa construido por uma expedicao diferente
englobava uma certa regiao do planeta. A forma da Terra nao podia ser definida, ja que
os mapas apresentados nao eram capazes de delimitar uma geometria (ou uma topologia)
especifica para a Terra. Ainda nao havia um mapa completo da superficie terrestre e
assim diversas possibilidades eram factiveis com os dados da época. Podemos concluir este
trabalho ao comparar a situacdo de Colombo com a que os cosmoélogos e astronomos
vivem: o universo ao qual temos acesso ¢ majoritariamente desconhecido e ainda nao foi
mapeado. Espera-se que a cosmologia possa viabilizar a elaboracao de um mapa completo,
nao somente da geometria do universo mais da distribuicao de suas estruturas, de sua

composicao e de uma forma ainda mais ambiciosa, de seu nascimento e evolucao.
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