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Abstract

In this work we present a study on the distribution of electron density in the molecule

H2 and ion H+
3 with the atomic basis sets STO-3G and N21-3G. Using the Hartree-

Fock and CI (con�guration interaction) wave functions we determine the probability

density function and from the values of the electron density of these systems we obtain

information on the in�uence of electron correlation. Then we construct eletron density

diagrams for some situations like that where we have one of the electrons �xed and

one moving. Our results may be of interest to understand and to make suggestions

of functional expressions in density functional theory.
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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre a distribuição da densidade eletrônica

na molécula H2 e no ion H
+
3 com as bases atômicas STO-3G e N21. Usando a função

de onda Hartree-Fock e a obtida pelo método CI, determinamos a função densidade

de probabilidade e daí os valores da densidade eletrônica desses sistemas obtendo

informações sobre a in�uência da Correlação Eletrônica. Construimos então grá�cos

para algumas situações como aquela em que se considera um dos elétrons �xo e o outro

em movimento. Os resultados podem ser de interesse na compreensão e proposta de

funcionais na teoria do funcional densidade.
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Capítulo 1

Introdução

Os avanços nos últimos anos no desenvolvimento de computadores, métodos teóri-

cos e novos algoritmos têm tornado a física quântica uma disciplina de grande ca-

pacidade de predição em, por exemplo, ciências de materiais, química e biofísica.

Neste contexto, uma das aplicações dos métodos de Física Atômica e Molecular está

na determinação de possíveis estruturas, bem como a interação eletrônica de áto-

mos e moléculas que são testadas posteriormente. Uma classe de sistemas que vem

sendo pesquisada há algum tempo, à medida que os métodos tornam-se mais pre-

cisos e abrangentes, são os sistemas moleculares compostos por hidrogênio. Nessas

pesquisas, uma das grandezas de interesse no estudo da ligação química e na deter-

minação de propriedades de compostos é a densidade eletrônica, sendo de relevância

como a correlação eletrônica in�uencia sua descrição.

A importância da correlação eletrônica no cálculo de energias atômicas e molecu-

lares é bem conhecida desde algum tempo [1, 2, 3]. Além disso, a análise da correlação

eletrônica entre um par de elétrons, por exemplo, é essencial para a compreensão da

ligação química. As variações da densidade eletrônica, que surgem devido à correla-

ção eletrônica, têm sido examinadas por vários autores desde o trabalho de Coulson e

Neilson [4] que usaram, para um dado par de elétrons, a diferença entre a densidade

eletrônica calculada com a função de onda exata e aquela obtida com a descrição do
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Hartree-Fock Restrito. Efeitos da correlação eletrônica têm sido estudados também

com o uso de coe�cientes de correlação estatísticos [5, 6, 7]. Uma das di�culdades em

analisar o que ocorre com a densidade eletrônica em moléculas é que, diferentemente

dos átomos, nos sistemas moleculares tem-se mais que um núcleo e assim mais que

uma origem em relação à qual são de�nidas as funções atômicas. Para transpor as

di�culdades alguns autores têm adotado o ponto de vista de considerar, em sistemas

diatômicos como HeH+, um dos núcleos como única origem [8] ou estudar as densi-

dades eletrônicas tanto no espaço real (das posições) como no espaço dos momentos

[9, 10].

Nesta dissertação propomos uma análise da distribuição eletrônica no espaço real

de um par de elétrons interagindo via potencial de Coulomb, considerando dois sis-

temas planares: o íon H+
3 e a molécula H2. Embora o sistema H2 tenha sido objeto

de numerosos estudos, sua importância é reconhecida como um protótipo da ligação

química [11]. O íon molecular H+
3 vem sendo estudado com maior interesse a partir

da década de 60 do século passado: Christo�ersen [12] demonstrou que a formação

mais estável para esse sistema era a forma de triângulo eqüilátero; em 1978 Gailard

et al [13] con�rmaram experimentalmente a geometria no estado fundamental e, em

1980, Oka [14] realizou pesquisas sobre o espectro de H+
3 . Em nosso estudo rea-

lizamos cálculos usando o método de Interação de Con�gurações (CI) e o método

Hartree-Fock Restrito com o emprego de duas bases LCAO (Linear Combination of

Atomic Orbitals) e comparamos, onde foi possível, nossos resultados com trabalhos

anteriores que usaram orbitais naturais. Nosso objetivo ao calcularmos as mudanças

causadas pela correlação eletrônica (coulombiana) na densidade eletrônica desses sis-

temas, considerados como casos típicos, vai além do interesse da análise simples dessas

mudanças mas visa obter informações para o desenvolvimento de modelos dentro da

teoria do funcional densidade; na realidade nossa expectativa é que, compreendendo

como a correlação eletrônica modi�ca a densidade, possamos propor melhores apro-

ximações para o funcional correlação dentro da aproximação LDA (local density) e
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poder aplicá -la a moléculas grandes como as de interesse biológico, por exemplo.

Assim, dividido por capítulos começamos os estudos apresentando primeiramente

o problema molecular e algumas aproximações usadas em sua resolução, bem como

a descrição dos métodos Hartree-Fock (HF) e Interação de Con�gurações (CI). O

terceiro capítulo traz o desenvolvimento do formalismo utilizado nos cálculos. No

capítulo seguinte são apresentados os resultados seguindo as duas linhas abordadas:

na primeira, fazemos a discussão da densidade eletrônica de um dos elétrons, sendo

a densidade do outro elétron integrada em todo o espaço e a esse resultado denomi-

namos "densidade eletrônica a uma partícula"; na segunda abordagem, analisamos a

densidade eletrônica considerando um dos elétrons �xos. Em ambas, os cálculos das

funções de estados foram realizados usando os métodos HF e CI, e as bases STO-3G e

N21-3G. No último capítulo apresentamos as conclusões e perspectivas, e no apêndice

temos o desenvolvimento das expressões �nais que utilizamos em nosso trabalho e os

valores dos coe�cientes e expoentes das funções gaussianas.
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Capítulo 2

Teoria do Orbital Molecular

Para estudar a estrutura eletrônica de sistemas moleculares considerando a aproxi-

mação de Born-Oppenheimer devemos inicialmente determinar os estados eletrônicos

estacionários, ou seja, determinar os autovalores e autofunções do operador hamilto-

niano eletrônico.

Neste capítulo apresentamos as ferramentas usadas na resolução deste problema.

Começamos com a apresentação do funcional energia eletrônica; na seqüência apresen-

tamos o método Hartree-Fock e seu conjunto de equações não-lineares de spin-orbitais

moleculares, conhecidas como equações de Hartree-Fock, e o método Hartree-Fock-

Roothaan (LCAO) que consiste em escrever os orbitais moleculares como uma com-

binação linear de funções base conhecidas (os orbitais atômicos). É apresentada em

seguida, para �nalizarmos o capítulo, uma seção sobre o método CI (Interação de Con-

�gurações) que é um dos métodos pós-Hartree-Fock capaz de determinar de forma

precisa a energia de correlação eletrônica do sistema.

2.1 O Funcional Energia Eletrônica

Desenvolvida originalmente por Hartree, Slater, Roothaan e outros [15], a teoria

do orbital molecular considera a existência de uma função de estado Ψi para cada
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elétron e a composição, a partir desta, da função de estado para o sistema de elétrons

como um produto anti-simetrizado ψ, de spin-orbitais ϕi = φiη (φi são orbitais

moleculares e η são funções do spin), de modo a satisfazer o princípio de exclusão de

Pauli. Tem-se, assim

ψ = (N !)
1
2 Â

{
ϕ
(1)
i ϕ

(2)
j ...ϕ

(N)
k

}
, (2.1)

onde ϕ é a função de estado total, (N !)
1
2 é o fator de normalização, e Â é o operador

que atua sobre os índices das partículas fazendo permutações entre os elétrons. Esse

operador é expresso por

Â =
1

N !

∑
p

λpP̂ , (2.2)

em que a soma é realizada sobre todas as permutações P̂ possíveis entre N elétrons.

Â apresenta as seguintes propriedades

• é idempotente.

• é hermitiano

• satisfaz o comutador
[
Â, P̂

]
= 0

• satisfaz o comutador
[
Â, Ĥ

]
= 0,

onde Ĥ é o Hamiltoniano do sistema. Temos que a energia média do sistema é dada

por

E =

∫
ψ∗Ĥ ψ dτ = E [ψ] , (2.3)

com ∫
ψ∗ ψ dτ = 1, (2.4)

sendo Ĥ o operador Hamiltoniano que descreve o sistema e sua expressão em unidades

atômicas dada da seguinte forma

Ĥ =
∑
µ

T̂µ −
∑
µ,A

ZA

rµA
+

1

2

∑
µ̸=ν

1

rµν
+

∑
A<B

ZAZB

RAB
+
∑
A

T̂A; (2.5)

µ = 1, 2, ..., N e A = 1, 2, ...,M



6

em que M é o número de átomos que compõem o sistema, T̂A é a energia cinética de

cada núcleo, RAB é a distância entre os núcleos A e B de cargas ZA e ZB, respectiva-

mente. Nos três primeiros termos de (2.5) a energia cinética dos elétrons é dada por∑
µ

T̂µ, o termo de interação elétron-elétron é descrito por 1
2

∑
µ ̸=ν

1
rµν

, e a interação entre

o núcleo A e o µ-ésimo elétron é representada por ZA

rµA
. O quarto termo descreve o

potencial de interação coulombiana entre os núcleos que é dado por

Pnuc (R) =
1

2

N∑
B ̸=A

Z
A
Z

B

RAB
. (2.6)

Como estamos trabalhando com a aproximação de Born-Oppenheimer [15, 16] o

operador Hamiltoniano Eletrônico se resume em

Ĥ =
∑
µ

T̂µ +
1

2

∑
µ̸=ν

1

rµν
−

∑
A,µ

ZA

rµA
. (2.7)

Fazendo uso das propriedades do operador de anti-simetrização dado por (2.2), e

substituindo (2.7) em (2.3) chegamos à seguinte expressão para o funcional energia

eletrônica e que doravante será adotado

E
[
ϕi, ϕj

]
=

∑
i

⟨
ϕi

∣∣∣ĥµ∣∣∣ϕi

⟩
+

1

2

∑
i,j

⟨
ϕiϕj

∣∣∣∣ 1

rµν

∣∣∣∣ϕiϕj

⟩
(2.8)

−
∑
i,j

⟨
ϕiϕj

∣∣∣∣ 1

rµν

∣∣∣∣ϕjϕi

⟩
, ĥµ = T̂µ −

∑
A

ZA

rµA

onde a soma é sobre todos os spin-orbitais ocupados e a integração é realizada nas

coordenadas dos elétrons; desprezamos restrições sobre a soma das integrais porque

se i = j os dois termos da soma dupla entre os spin-orbitais se anulam. A primeira

integral que aparece na interação eletrônica, conhecida como integral de Coulomb, está

relacionada com a interação entre duas distribuições de cargas dadas respectivamente

pelas densidades |ϕi|
2 e

∣∣ϕj

∣∣2. A segunda integral, conhecida como integral de troca

ou exchange, não tem um análogo clássico como a integral de Coulomb; assim, o

primeiro spin-orbital do �bra” ou �ket” nestas integrais é ocupado pela partícula µ e

o segundo é ocupado pala partícula ν.
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De�nindo

hi =

∫
φ∗
i (µ) ĥµφi (µ) dϑµ (2.9)

Jij =

∫ ∫
φ∗
i (µ)φ

∗
j (ν)

1

rµν
φi (µ)φj (ν) dϑµdϑν

Kij =

∫ ∫
φ∗
i (µ)φ

∗
j (ν)

1

rµν
φj (µ)φi (ν) dϑµdϑν ,

podemos escrever o funcional eletrônico numa forma compacta:

E[φ1, φ2, ...φN/2] = 2
∑
i

hi +
∑
i,j

(2Jij −Kij), (2.10)

onde a soma é sobre os orbitais moleculares φi e estamos considerando um sistema

de camada fechada.

2.2 O Método Hartree-Fock

No cálculo de estrutura eletrônica e na determinação de propriedades de áto-

mos, moléculas e sólidos, o método Hartree-Fock ocupa uma posição relevante, seja

como uma importante aproximação do problema de N elétrons em interação, seja

como ponto de partida para outros métodos que permitem uma melhor descrição

do problema eletrônico. Esse método busca uma solução aproximada para o es-

tado fundamental de um sistema de elétrons num átomo, numa molécula ou em um

sólido, considerando apenas um determinante de Slater [15, 16]. A busca de uma

melhor descrição do sistema usando esse método está na escolha de funções de estado

de uma partícula (orbitais atômicos) que comporão a expansão de φi no determi-

nante de Slater. O método é variacional e, para determinar as melhores funções que

comporão o determinante de Slater pode-se usar, por exemplo, o método iterativo

auto-consistente.
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2.2.1 A equação de Hartree-Fock

As equações de Hartree-Fock seguem da condição necessária para a ocorrência

de extremos do funcional energia; são não-lineares e assim admitem, em princípio,

múltiplas soluções. A maneira usual de resolução dessas equações é um algoritmo

iterativo numérico, o método SCF (Self Consistent Field). Outra forma de resolver

as equações Hartree-Fock é através do método algébrico (MA) que reescreve o sis-

tema de equações íntegro - diferenciais Hartree-Fock como um sistema de in�nitas

equações algébricas polinomiais não-lineares [9, 16]. Para o problema Hartree-Fock

de camada fechada com N = 2n elétrons e na aproximação de Roothaan [17] com

uma base atômica de m funções, as equações de Hartree-Fock tornam-se um sistema

de m equações algébricas polinomiais não-lineares em m coe�cientes da expansão dos

orbitais moleculares na base atômica. Esta forma fechada das equações é um pos-

sível ponto de partida para a busca de soluções analíticas desta equação. Em nosso

trabalho, no entanto, usaremos o método SCF.

Seja a equação a resolver

Ĥ |ψ⟩ = E |ψ⟩ , (2.11)

onde Ĥ representa o operador hamiltoniano dado por (2.7) e E é seu auto-valor.

Assumindo para |ψ⟩ um determinante de Slater e supondo o sistema de camada

fechada o funcional energia terá a expressão (2.10).

Quando modi�camos cada orbital molecular φi por uma quantidade in�nitesimal

δφi, a variação no funcional será dada por

δE = 2
∑
i

δhi +
∑
i,j

(2δJij − δKij), (2.12)
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ou seja

δE = 2
∑
i

∫
(δφ∗

i )ĥφidϑ+
∑
i,j

∫
(δφ∗

i )(2Ĵj − K̂j)φidϑ (2.13)

+
∑
i,j

∫
(δφ∗

j)(2Ĵi − K̂i)φjdϑ+ 2
∑
i

∫
φ∗
i ĥ(δφi)dϑ

+
∑
i,j

∫
φ∗
i (2Ĵj − K̂j)(δφi)dϑ+

∑
i,j

∫
φ∗
j(2Ĵi − K̂i)(δφj)dϑ,

onde Ĵj representa o operador de Coulomb e K̂j o operador de troca de�nidos como

Ĵµ
j φ

µ
i =

(∫
j

φν∗
j φ

ν
j

rµν
dϑν

)
φµ
i , (2.14)

K̂µ
j φ

µ
i =

(∫
φ∗ν
j φ

ν
i

rµν
dϑν

)
φµ
j .

Levando em conta a hermiticidade dos operadores ĥ, Ĵj e K̂j podemos ter a expressão

(2.13) dada por:

δE = 2
∑
i

∫
(δφ∗

i )

[
ĥ+

∑
j

(2Ĵj − K̂j)

]
φidϑ (2.15)

+2
∑
i

∫
(δφi)

[
ĥ∗ +

∑
j

(2Ĵ∗
j − K̂∗

j )

]
φ∗
i dϑ.

Assumindo que os orbitais moleculares estão sujeitos à condição de ortogonalidade,

mesmo depois da variação, temos uma condição sobre δφi dada por:∫
(δφ∗

i )φjdϑ+

∫
(δφj)φ

∗
i dϑ = 0. (2.16)

A condição necessária, mas não su�ciente para que E seja um extremo é que δE = 0 e

essa escolha deve ser compatível com (2.16). Para determinar essa condição usaremos

o método dos multiplicadores de Lagrange obedecendo às seguintes etapas:

1. Multiplica-se a equação (2.16) por um fator−2ϵji, com ϵji parâmetros que devem

ser determinados a partir do princípio variacional; a equação (2.16) torna-se

então:

−2
∑
ij

ϵji

∫
(δφ∗

i )φjdϑ− 2
∑
ij

ϵij

∫
(δφi)φ

∗
jdϑ = 0. (2.17)
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2. Soma-se (2.17) a δE, o que nos dá

δE
′

= 2
∑
i

∫
(δφ∗

i )

{[
ĥ+

∑
j

(2Ĵj − K̂j)

]
φi −

∑
j

φjϵji

}
dϑ (2.18)

+2
∑
i

∫
(δφi)

{[
ĥ∗ +

∑
j

(2Ĵ∗
j − K̂∗

j )

]
φ∗
i −

∑
j

φ∗
jϵij

}
dϑ,

e daí, fazendo δE ′ = 0, temos as expressões[
ĥ+

∑
j

(2Ĵj − K̂j)

]
φi =

∑
j

φjϵji, (2.19)

e [
ĥ∗ +

∑
j

(2Ĵ∗
j − K̂∗

j )

]
φ∗
i =

∑
j

φ∗
jϵij. (2.20)

3. Considerando que (2.20) é o complexo conjugado de (2.19 ) e fazendo uma

operação de subtração entre as equações chegamos a∑
j

φj(ϵji − ϵ∗ij) = 0. (2.21)

Porém, as funções orbitais são linearmente independentes e, consequentemente,

tem-se

ϵji = ϵ∗ij, (2.22)

o que mostra ser [ϵji] uma matriz hermitiana.

Com base nos resultados até aqui apresentados é possível de�nir o operador de

interação eletrônica total como

Ĝ =
∑
i

(
2Ĵi − K̂i

)
,

e o operador de Fock, como é denominado o operador do primeiro membro de (2.19),

é dado por:

F̂ = ĥ+ Ĝ. (2.23)
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Com essas de�nições podemos escrever (2.19) como

F̂φi =
∑
j

φjϵji, (2.24)

conhecidas como equações de Hartree-Fock. Como, pela relação (2.22) a matriz |ϵij|

é hermitiana é possível determinar uma transformação unitária U que a diagonalize.

De fato, considerando

φ′
i =

∑
j

Uijφj, (2.25)

mostra-se [15] que a Eq. (2.24) pode ser transformada nas equa ções

F ′φ′
i = ϵiφ

′
i, i = 1, 2, ..., n. (2.26)

As equações (2.26) são conhecidas como equações canônicas de Hartree-Fock, sendo

ϵi as energias orbitais e φi os orbitais moleculares que melhor descrevem o sistema

com um único determinante de Slater.

2.2.2 A equações Hartree-Fock-Roothaan

Queremos resolver as equações integro-diferenciais (2.26) para obter os orbitais

moleculares na formulação Hartree-Fock Restrito, comumente usada para descrever

sistemas de camada fechada; uma di�culdade na utilização dessas equações para

moléculas está na falta de simetria esférica, que temos quando são utilizadas para

sistemas atômicos. Na busca da solução desse problema, Roothaan [17] propôs que

tais funções, usadas para representar orbitais moleculares, poderiam ser obtidas em

termos de funções que representassem orbitais atômicos. Esse método �cou conhecido

como o Método de Combinação Linear de Orbitais Atômicos (LCAO) e, de acordo

com ele, as funções φi devem ser escritas como uma combinação linear de orbitais

atômicos χp, ou seja

φi =
m∑
p=1

χpCpi, (2.27)



12

onde χp representa o p-ésimo orbital atômico normalizado, e Cpi são coe�cientes

numéricos a serem determinados usando o princípio variacional. Os orbitais atômicos

geralmente satisfazem a relação ∫
χ∗
pχqds = Spq, (2.28)

determinando uma matriz quadrada m ×m composta pelos elementos Spq e conhe-

cida como matriz sobreposição dos orbitais atômicos. A notação matricial pode ser

introduzida de�nindo-se para os orbitais atômicos

χ̄ =
(
χ

1
, χ

2
, ...χp, ..., χm

)
, (2.29)

e para os coe�cientes Cpi

ci =


C

1i

C
2i

...

Cmi

 , e C = (c1 c2 ... cn) , (2.30)

sendo C uma matriz m × n. Devemos escrever o funcional energia em termos dos

coe�cientes Cpi. Então, incluindo os vínculos, podemos escrever o funcional energia

como

E
′
[φ] = E[φ] +

∑
vinculos

(−2εjiγij), (2.31)

onde εji são os multiplicadores de Lagrange, γij =
∫
dϑφ∗

iφj, e usa-se a expressão

(2.27) para φi. Obtém-se então o funcional energia, na aproximação LCAO-MO, como

E[c1, c2, ..., cn] = 2
n∑
i

c†ihci +
n∑
i,j

c†i (2Jj −Kj)ci,
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onde ci = [cpi] e h, Jj e Kj são, respectivamente, representações matriciais dos

operadores ĥ, Ĵj e K̂j de�nidos, pela ação sobre os φi, na seção anterior. Então

δE ′ = 2
n∑
i

(δc†i )hci +
n∑
i,j

{
(δc†i )(2Jj −Kj)ci + (δc†j)(2Ji −Ki)cj

}
(2.32)

+2
n∑
i

c†ih(δci) +
n∑
i,j

{
c†i (2Jj −Kj)(δci) + c†j(2Ji −Ki)(δcj)

}
−2

∑
i

(δc†i )Sciεij + 2
∑
i

(δcti)S
∗c∗i εji,

sendo os dois últimos termos oriundos de δ
∫
dϑφ∗

iφj com φi dados por (2.27).

Como os somatórios em i e j entre as chaves são idênticos, e as matrizes h, Jj e

Kj são hermitianas, podemos escrever

δE ′ = 2
∑
i

(δc†i )

{
h+

∑
j

(2Jj −Kj)

}
ci − 2

∑
i

(δc†i )Sciεij + (2.33)

2
∑
i

(δcti)

{
h∗ +

∑
j

(2J∗
j −K∗

j)

}
ci + 2

∑
i

(δcti)S
∗c∗i εji.

Assim, o operador de Fock na base matricial dos MO's é dado por

F = h+
∑
j

(2Jj −Kj), (2.34)

e com isto a equação (2.33) �ca

δE ′ = 2
∑
i

(δc†i )Fci + 2
∑
i

(δcti)F
∗c∗i − 2

∑
i

(δc†i )Sciεij − 2
∑
i

(δcti)S
∗c∗i εji. (2.35)

Impondo δE
′
= 0 obtém-se então, com a diagonalização da matriz [ϵij], que

F(c)ci = ϵiSci (i = 1, 2, .., n, n =
N

2
), (2.36)

que são justamente as equações Hartree-Fock na aproximaçã o LCAO, conhecidas

como equações de Hartree-Fock-Roothaan.
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2.3 O Método de Interação de Con�gurações

O uso de uma função de onda dada por um único determinante de Slater no

cálculo da energia eletrônica de um sistema molecular não considera totalmente a

correlação eletrônica do sistema. Considerando que a energia encontrada no cálculo

Hartree-Fock é a melhor aproximação monodeterminantal para a energia do sistema,

pode-se de�nir a energia de correlação Ecor como

Ecor = Eo − EHF , (2.37)

o que corresponde à diferença entre a energia exata Eo e a energia de Hartree-Fock

E
HF

.

O Método de Interação de Con�gurações (CI) possibilita recuperar a parte da

energia de correlação de um sistema atômico ou molecular que não é determinada

quando temos apenas um determinante (cálculo Hartree-Fock).

A função de estado ΨCI para o sistema de N -elétrons é construída de uma com-

binação linear de funções de con�gurações de estado 1 (CSF), dada por:

ΨCI =
∑
i

Ciψi, (i = 0, 1, 2, ...), (2.38)

onde cada CSF ψi é uma combinação linear de determinantes de Slater adaptados

à simetria do estado, e Ci sã o parâmetros variacionais. Especi�camente, usando

os spin-orbitais que são soluções das equações de Hartree-Fock, podemos escrever a

função de onda ΨCI como:

|Ψ⟩ = Co |ψo⟩+
∑
a,r

Cr
a |ψr

a⟩+
∑
a < b

r < s

Crs
ab |ψrs

ab⟩+ ..., (2.39)

com |ψo⟩ sendo o determinante do estado fundamental, obtido do método Hartree-

Fock, |ψr
a⟩ representando os determinantes correspondentes às excitações simples

1Con�guration State Functions
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onde o elétron do spin-orbital a é excitado para o spin-orbital r, |ψrs
ab⟩ os deter-

minantes correspondentes às excitações duplas em que o elétron do spin-orbital a é

excitado para o spin-orbital r, e o elétron do spin-orbital b é excitado para o spin-

orbital s, e assim por diante. Cr...
a... são os coe�cientes que servem como parâmetros

variacionais determinados considerando o funcional energia [15, 18]

E [Ψ] =
⟨
Ψ
∣∣∣Ĥ∣∣∣Ψ⟩

, (2.40)

e a condição

⟨Ψ |Ψ⟩ = 1. (2.41)

Com o mesmo procedimento usado para o método Hartree-Fock devemos encontrar

os pontos de extremo do funcional energia eletrônica na classe das funções de estado

|Ψ⟩ . Introduzindo um multiplicador de Lagrange λ e de�nindo um novo funcional

E ′
λ [Ψ] = E [Ψ]− λ(⟨Ψ |Ψ⟩ − 1), (2.42)

encontram-se os pontos de extremo desse funcional com a condição δE ′ = 0. Usando

a notação matricial levando em consideração a função de estado de�nida para o CI e

supondo a normalização das |ψr...
a...⟩ , ou seja

⟨ψr...
a... |ψr...

a...⟩ = 1 (2.43)

⟨ψr...
a... |ψs...

b...⟩ = Srs...
ab... , (2.44)

pode-se escrever |Ψ⟩ como

|Ψ⟩ = ψ̄ C̄, (2.45)

onde ψ̄ e C̄t são as matrizes

ψ̄ = [|ψo⟩ , |ψr
a⟩ , ...] (2.46)

C̄t = [CoC
r
a...] .
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Consequentemente, teremos:⟨
Ψ
∣∣∣Ĥ∣∣∣Ψ⟩

= C̄ψ̄
t
ĤC̄ψ̄ = C̄tĤC̄, (2.47)

sendo Hrs...
ab... os elementos de matriz

Hrs...
ab... =

⟨
ψr...

a...

∣∣∣Ĥ∣∣∣ψr...
a...

⟩
. (2.48)

Considerando a condição de normalização sobre as funções dada por

⟨Ψ |Ψ⟩ = 1 = C̄tϕ̄C̄ = C̄tS C̄,

onde S é a matriz de�nida por (2.44), encontra-se que a condição necessária para a

existência de extremo do funcional E [Ψ] , sobre a classe de função de estado do CI

incluindo a condição de normalização, é a equação secular

−
H

−
C = λ

−
S

−
C. (2.49)

2.3.1 Energia de Correlação Exata

Seja

Ĥ |Ψ⟩ = Eo |Ψ⟩ , (2.50)

onde Eo é a energia exata, e |Ψ⟩ é dada por (2.39). Multiplicando (2.50) à esquerda

por ⟨ψo| temos, como resultado �nal que⟨
ψo

∣∣∣Ĥ∣∣∣Ψ⟩
=

⟨
ψo

∣∣∣Ĥ∣∣∣ψo

⟩
+

1

2

∑
a < b

r < s

Cr,s
a,b

⟨
ψo

∣∣∣Ĥ∣∣∣ψr,s
a,b

⟩

ou

Eo⟨ψo |Ψ⟩ = E
HF

+
∑
a < b

r < s

Cr,s
a,b(⟨ΨaΨb |Ji,j|ΨrΨs⟩ − ⟨ΨaΨb |Ki,j|ΨsΨr⟩).
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Usando a condição ⟨ψo |ψo⟩ = 1, e a notoção⟨
ψ

0

∣∣∣Ĥ∣∣∣ψrs
ab

⟩
=

⟨
ϕ

a
ϕ

b

∣∣ ∣∣ϕ
r
ϕ

s

⟩
(2.51)

temos então:

Eo − E
HF

=
∑
a < b

r < s

Cr,s
a,b(⟨ϕaϕb| |ϕrϕs⟩ − ⟨ϕaϕb| |ϕsϕr⟩), (2.52)

ou ainda

Ecor =
∑
a < b

r < s

Cr,s
a,b ⟨ab| |rs⟩ , (2.53)

onde estamos usando a notação ⟨ab| |rs⟩ para especi�car a diferença entre as integrais

de Coulomb e de Troca.

A equação (2.53) representa a energia exata de correlação com uma dependência

explícita dos coe�cientes Cr,s
a,b das excitações duplas e das integrais ⟨ab| |rs⟩ . Devemos

notar, no entanto, que na dedução de (2.53) foi admitido um CI completo e assim

devemos considerar termos de outras excitações; na realidade faz-se necessário em

princípio a inclusão de todas as excitações no cálculo CI se o objetivo for determinar

a energia de correlação exata.
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Capítulo 3

Distribuição Eletrônica

O objetivo central desse capítulo é apresentar os elementos fundamentais sobre a

distribuição de carga eletrônica em sistemas moleculares usando a função densidade

de probabilidade. Há na literatura vários textos sobre o assunto; seguiremos, no

entanto, o enfoque de McWeeny [16].

3.1 Função densidade eletrônica

Seja

Ψ(x) = Ψ(x1 , x2 , ..., xN
),

uma função de estado eletrônico para N elétrons e consideremos a expressão

|Ψ(x)|2 dx = Ψ(x1 , x2 , ..., xj
, ..., x

N
)Ψ∗(x1 , x2 , ..., xj

, ..., x
N
)dx1dx2 ...dxj

...dx
N
, (3.1)

interpretada como sendo a probabilidade do elétron 1 ser encontrado no elemento

de volume dx1 , simultaneamente ao elétron 2 ser encontrado no elemento de volume

dx2 ..., o elétron N ser encontrado em dx
N
. Em (3.1), x corresponde às coordenadas

espacial r e de spin s.

A probabilidade do elétron 1 estar em dx1 , estando os outros elétrons em qualquer
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elemento de volume, é dada por:

dx1

∫
Ψ(x1 , x2 , x3 , ..., xN

)Ψ∗(x1 , x2 , x3 , ..., xN
)dx2dx3 ...dxj

...dx
N
, (3.2)

ou ainda, a probabilidade de encontrar qualquer dos N elétrons em dx1 é

Ndx1

∫
Ψ(x1 , x2 , x3 , ..., xN

)Ψ∗(x1 , x2 , x3 , ..., xN
)dx2dx3 ...dxj

...dx
N
. (3.3)

À densidade de probabilidade a uma partícula designaremos por γ(x1); podendo

então escrevê-la da seguinte maneira

γ1(x1) = N

∫
Ψ(x1 , x2 , x3 , ..., xN

)Ψ∗(x1 , x2 , x3 , ..., xN
)dx2dx3 ...dxj

...dx
N
. (3.4)

Nesta expressão, x1 indica o ponto onde a densidade é calculada e não mais a coor-

denada do elétron 1.

Analogamente, teremos

γ2(x1;x2) = N(N − 1)

∫
Ψ(x1 , x2 , x3 , ..., xN

)Ψ∗(x1 , x2 , x3 , ..., xN
)dx3 ...dxj

...dx
N
,

(3.5)

como a densidade de probabilidade de encontrar quaisquer dois elétrons simultanea-

mente em dx1 e dx2 . Essa função mostra como o movimento de dois elétrons diferentes

é correlacionado.

As funções densidade de probabilidade a uma e a duas partículas, excluindo a

contribuição do spin são, respectivamente

P (r1) =

∫
γ1(x1)ds1, (3.6)

P (r1, r2) =

∫
γ2(x1;x2)ds1ds2. (3.7)
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3.1.1 Valor esperado de um operador

Uma maneira de introduzir uma generalização da função densidade de probabili-

dade do elétron é considerar o valor esperado das grandezas. De fato, seja o operador

F̂ dependente da coordenada x do elétron, seu valor esperado será então dado por:

⟨F ⟩ =
∫

Ψ∗(x)FΨ(x)dx1 ...dxj
...dx

N
(3.8)

com x = x1 , x2 , ..., xN
, ou ainda,

⟨F ⟩ =

∫
FΨ(x)Ψ∗(x)dx (3.9)

=

∫
Fγ

1
(x

j
)dx

j
. (3.10)

Entretanto, se F for um operador que tenha derivadas, por exemplo, é necessário ser

preciso indicando que F deve atuar sobreΨ(x1 , x2 , ..., xN
) e não sobreΨ∗(x1 , x2 , ..., xN

).

Uma forma de resolver essa questão é escrever (3.9) como

⟨F ⟩ =
∫
x,=x

FΨ(x)Ψ∗(x,)dx, (3.11)

com a interpretação que primeiro aplica-se F sobre Ψ(x), em seguida coloca-se x = x,,

e realiza-se a integração.

Observa-se então que em (3.11) aparecem dois conjuntos de variáveis x e x,,

possibilitando assim generalizar as densidades a uma e a duas partículas, escrevendo-

se

γ
1
(x1 ; x

,
1
) = N

∫
x,
1
=x1

Ψ(x1 , x2 , ..., xN
)Ψ∗(x,

1
, x2 , ..., xN

)dx2 ...dxN
(3.12)

e

γ
2
(x1 , x2 ;x

,
1
, x,

2
) = N(N − 1)

∫
x,

1
= x1

x,
2
= x2

Ψ(x1 , x2 , ..., xN
)Ψ∗(x,

1
, x,

2
, ..., x

N
)dx3 ...dxN

(3.13)
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Consequentemente, se F for um operador a uma e duas partículas, escreve-se

⟨F ⟩ =
∫

x,
1
=x1

Fγ
1
(x1 ;x

,
1
)dx1 . (3.14)

⟨F ⟩ =
∫

x,
1
= x1

x,
2
= x2

Fγ
2
(x1 , x2 ; x

,
1
, x,

2
)dx1dx2 . (3.15)

A expressão (3.11) pode ser aplicada a qualquer operador. Assim, analisando o ope-

rador de�nido em (2.7), e considerando o termo a uma partícula temos⟨∑
µ

h(µ)

⟩
=

∫
x,
µ
=xµ

N∑
µ

h(µ)Ψ(x1 , x2 , ..., xµ , ..., xN
)Ψ∗(x1 , x2 , ..., x

,
µ
, ..., x

N
)dx1 ...dxN

(3.16)

que resulta em⟨∑
µ

h(µ)

⟩
= N

∫
x,
1=x1

h(1)Ψ(x1 , x2 , x3 , ..., xN
)Ψ∗(x,

1
, x2 , x3 , ..., xN

)dx2 ...dxN
(3.17)

e usando (3.12) ⟨∑
µ

h(µ)

⟩
=

∫
x,
1=x1

h(1)γ
1
(x1 , x

,
1
)dx1 . (3.18)

Analogamente, para o termo a duas partículas teremos, com g(µ, ν) = 1
rµ,ν

:

⟨∑
µ,ν

g(µ, ν)

⟩
=

(3.19)

∑
µ,ν

,
∫

x,
µ
= xµ

x,
ν
= xν

g(µ, ν)Ψ(x1 , ..., xµ , ..., xν , ..., xN
)Ψ∗(x1 , ..., x

,
µ
, ..., x,

ν
, ..., x

N
)dx1...dxN
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que, desenvolvendo e considerando (3.16) resulta em

1

N(N − 1)
{
∫

x,
1
= x1

x,
2
= x2

g(1, 2)γ
2
(x1 , x2 ;x

,
1
, x,

2
)dx1dx2 + (3.20)

+

∫
x,

1
= x1

x,
3
= x3

g(1, 3)γ
2
(x1 , x3 ; x

,
1
, x,

3
)dx1dx3

+...+

∫
x,

N−1
= x

N−1

x,
N
= x

N

g(N,N − 1)γ
2
(x

N
, x

N−1
;x,

N
, x,

N−1
)dx

N−1
dx

N
}

Como tem-se N(N − 1) integrais do mesmo tipo pode-se, fazendo uma mudança

de variável, escrever:⟨ ∑
µ, ν

µ ̸= ν

g(µ, ν)

⟩
=

∫
x′

1
= x1

x′
2
= x2

g(1, 2)γ(x1 , x2 ;x
′
1
, x′

2
)dx1dx2. (3.21)

Das expressões (3.12) e (3.13), segue que as densidades de probabilidade a um e a

dois elétrons, integrando nas variáveis de spin, são dadas por:

P1(r1 ; r
′
1
) =

∫
s,1=s1

h(1)γ
1
(x1 ; x

,
1
)ds1 (3.22)

P2(r1 , r2 ; r
′
1
, r′

2
) =

∫
s,
1
= s1

s,
2
= s2

g(1, 2)γ
2
(x1 , x2 ;x

′
1
, x′

2
)ds1ds2. (3.23)
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Em consequência, a expressão para a energia do sistema pode ser dada por:

E =
−1

2

∫
∇2

1
γ

1
(x1 ;x

,
1
)dx1 +

∫
ZA

rµA
γ

1
(x1 ;x

,
1
)dx1 (3.24)

+
1

2

∫
g(1, 2)γ

2
(x1 , x2 ; x

′
1
, x′

2
)dx1dx2

ou ainda

E =
−1

2

∫
∇2

1
P1(r1)dr1 +

∫
ZA

rµA
P1(r1)dr1 (3.25)

+
1

2

∫
g(1, 2)P2(r1, r2)dr1dr2.

3.1.2 Função densidade a um e a dois elétrons para uma função

de onda monodeterminantal

Consideremos uma única con�guração na qual os spin-orbitais ϕ
A
, ϕ

B
, ...ϕ

X
são

ocupados pelos N elétrons. A correspondente função de onda Ψ(x1 , x2 , ...xN
) é dada

por um determinante de Slater, isto é:

Ψ(x1 , x2 , ...xN
) = (N !)1/2Â{ϕA(x1)ϕB(x2)...ϕN(xN

)}. (3.26)

onde estamos notando os índices dos spin-orbitais por letras maíusculas A, B,....

Partindo do funcional energia dado em (2.8), e considerando apenas os termos a

uma e duas partículas, temos

E = ⟨Ψ |H|Ψ⟩ (3.27)

=
∑
R

⟨ϕR |h|ϕR⟩+
1

2

∑
R,S

(⟨ϕR ϕS |g|ϕRϕS⟩ − ⟨ϕR ϕS |g|ϕS ϕR⟩).

Em (3.27) o termo a uma partícula é de�nido como

⟨ϕR |h|ϕR⟩ =
∫
ϕ∗
R(x1)h(1)ϕR(x1)dx1 =

∫
x,
1
=x1

h(1)ϕR(x1)ϕ
∗
R(x

,
1
)dx1 . (3.28)

Usando então a de�nição

γ
1
(x1 ;x

,
1
) =

∑
R,S

γ
1RS
ϕS(x1)ϕ

∗
R(x

,
1
), (3.29)
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onde γ
1RS

são coe�cientes numéricos, pode-se escrever em geral∫
x,
1
=x1

h(1)γ
1
(x1 , x

,
1
)dx =

∑
R,S

γ
1RS

∫
ϕ∗
R(x1)h(1)ϕS(x1)dx1 (3.30)

Comparando essa expressão com (3.28) nota-se que, no caso de Ψ ser apenas um

determinante, tem-se

γ
1RR

= 1 (ϕR ocupados) e γ
1RR

= 0 (nos outros casos).

ou seja, no caso de um determinante, γ
1
(x1 ;x

,
1
) toma a seguinte forma

γ
1
(x1 ;x

,
1
) =

∑
R ocupados

ϕR(x1)ϕ
∗
R(x

,
1
).

Considerando em (3.27) os termos do operador de Coulomb e do operador de

Troca, temos explicitamente:

⟨ϕR ϕS |g|ϕRϕS⟩ =
∫

x,
1
= x1

x,
2
= x2

ϕ∗
R (x1)ϕ

∗
S(x2)g(1, 2)ϕR(x

,
1
)ϕS(x

,
2
)dx1dx2 (3.31)

e

⟨ϕR ϕS |g|ϕS ϕR⟩ =
∫

x,
1
= x1

x,
2
= x2

ϕ∗
R(x1)ϕ

∗
S(x2)g(1, 2)ϕS(x

,
1
)ϕR(x

,
2
)dx1dx2 , (3.32)

o que possibilita introduzir a função densidade a duas partículas por

γ(x
1
, x

2
;x,

1
, x,

2
) =

∑
[

R,S

ϕ∗
R(x1

)ϕ∗
S(x2

)ϕR(x
,

1
)ϕS(x

,

2
)− ϕ∗

R(x1
)ϕ∗

S(x2
)ϕS(x

,

1
)ϕR(x

,

2
)]

(3.33)

ou, em termos da função densidade γ
1
(x1 ; x

,
1
)

γ2(x1 , x2 ; x
,
1
, x,

2
) = γ

1
(x1 ;x

,
1
)γ

1
(x2 ; x

,
2
)− γ

1
(x2 ;x

,
1
)γ

1
(x1 ;x

,
2
). (3.34)
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A possibilidade de escrever a densidade de probabilidade a dois elétrons, em ter-

mos da densidade a uma partícula, é característica da aproximação usando um de-

terminante, o que signi�ca que nesta aproximação as propriedades do sistema são

determinadas por γ
1
(x1 , x

,
1
) conhecida como matriz densidade de Fock-Dirac [15]. Na

realidade, nesse caso, a densidade para K-elétrons pode ser escrita como:

γ
K
(x1 , ..., xK

;x,
1
, ..., x,

K
) = K!Ψ(x1 , x2 , ..., xK

)Ψ∗(x,
1
, x,

2
, ..., x,

K
) (3.35)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ
1
(x1 ; x

,
1
) γ

1
(x1 ;x

,
2
) ...

γ
1
(x2 ; x

,
1
) γ

1
(x2 ;x

,
2
) · · ·

...
...

. . .

γ
1
(x

K
;x,

K
)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

O resultado mostra que, utilizando uma função de onda monodeterminantal a

função densidade a K-elétrons ( N > K > 2 ) é sempre dada como um produto anti-

simetrizado de densidades a uma partícula, ou seja, que a densidade aK-elétrons pode

ser fatorada no produto de densidades a um elétron. Consequentemente, propriedades

a dois elétrons (como a energia de interação entre eles) podem ser expressas a partir

da função densidade a um elétron.

Para estudos em sistemas de camada fechada é conveniente expressar as funções

densidade γ
1
(x1 ; x

,
1
) e γ2(x1 , x2 ;x

,
1
, x,

2
) em função dos orbitais moleculares de forma

que, integrando-se nas variáveis de spin, obtém-se

P1(r1) = 2
∑
A

φ
A
(r1)φ

∗
A
(r1), (3.36)

P2(r1, r2) = 2(2− P12)
∑
A,B

φ
A
(r1)φB

(r2)φ
∗
A
(r1)φ

∗
B
(r2). (3.37)

onde, agora, a soma à direita dessas equações é realizada nos orbitais moleculares

ocupados, e P12 é o operador que permuta a partícula 1 com a 2.

Para sistemas de camada fechada as eqs.(3.36) e (3.37) podem ser expressas de
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forma geral como

P1(r1) =
∑
AC

P
1,CA

φ
C
(r1)φ

∗
A
(r1), (3.38)

P2(r1, r2) =
∑

A,B,C,D

P
12,CDAB

φ
C
(r1)φD

(r2)φ
∗
A
(r1)φ

∗
B
(r2). (3.39)

onde P1,CA e P2,CDAB são coe�cientes numéricos.

Essas equações tornam-se, respectivamente, as eqs. (3.36) e ( 3.37) desde que

P
1,CA

= 2δ
AC

(3.40)

P
2,CDAB

= (4δ
AC
δ
DB

− 2δ
BC
δ
AD
P12) (3.41)

e são consideradas casos particulares das equações para a expansão restrita a um

único determinante de camada fechada.

3.1.3 Função densidade a um e dois elétrons para uma função

de onda multideterminantal (ou densidade de transição)

Até agora toda discussão sobre densidade de carga está fundamentada nas pro-

priedades de um único determinante; entretanto, em alguns casos, precisamos discutir

propriedades que dependem conjuntamente de dois estados como, por exemplo, em

transições espectroscópicas e regras de seleção, ou em que o estado seja descrito por

uma função multideterminantal. Consideremos então dois estados |Ψ
K
⟩ e |Ψ

L
⟩ que,

inicialmente, suporemos monodeterminantais. Neste caso, a discussão realizada nas

seções anteriores pode ser generalizada, de�nindo-se em lugar da função densidade de

probabilidade as chamadas matrizes densidade de transição, ou seja, no caso a uma

partícula tem-se

γ
1
(KL/x1 ;x

,
1
) = N

∫
Ψ

K
(x1 , x2 , ...xk

)Ψ∗
L
(x,

1
, x2 , ...xl

)dx2dx3 ...dxN , (3.42)

e, para a densidade a dois elétrons, segue:

γ
2
(KL/x1 , x2 ; x

,
1
, x,

2
) = N(N − 1)

∫
Ψ

K
(x1 , x2 , ...xk

)Ψ∗
L
(x,

1
, x,

2
, ...x

l
)dx2dx3 ...dxN

(3.43)
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É interessante notar que, se K = L, teremos

γ
1
(KL/x1 ;x

,
1
) = γ

1
(x1 ;x

,
1
) (3.44)

γ
2
(KL/x1 , x2 ;x

,
1
, x,

2
) = γ

2
(x1 , x2 ;x

,
1
, x,

2
), (3.45)

caso em que se L for solução Hartree-Fock podemos de�nir

∫
x,

1
= x1

x,
2
= x2

γ
2
(LL/x1 , x2 ;x

,
1
, x,

2
)ds1dx2 = γ

HF
(r1); (3.46)

e se K ̸= L, é possível escrever os elementos de transição para
∑
µ

h(µ) e
∑
µ̸=ν

g(µ, ν)

como: ⟨
Ψ

L

∣∣∣∣∣∑
µ

h(µ)

∣∣∣∣∣ΨK

⟩
=

∫
x,
1=x1

h(1)γ
1
(KL/x1 ; x

,
1
)dx1 , (3.47)

⟨
Ψ

L

∣∣∣∣∣∑
µ ̸=ν

g(µ, ν)

∣∣∣∣∣ΨK

⟩
=

∫
x,

1
= x1

x,
2
= x2

g(1, 2)γ
2
(KL/x1 , x2 ;x

,
1
, x,

2
)dx1dx2 . (3.48)

A segunda parte da generalização corresponde a escrever cada estado |Ψ
K
⟩ e |Ψ

L
⟩

como uma função CI (interação de con�gurações), por exemplo. Neste caso, segue

que

|Ψ
K
⟩ =

∑
k

C
k

K
ψk (3.49)

e

|Ψ
L
⟩ =

∑
l

C
l

L
ψ

l
, (3.50)

onde {ψk} e {ψl} serão CSF (funções con�gurações de estado) e, portanto, podendo

ser mono ou multideterminantal; as expressões γ
1
(KL/x1 ; x

,
1
) e γ

2
(KL/x1 , x2 ;x

,
1
, x,

2
)

são dadas então por

ρ
1
(KL/x

1
; x,

1
) =

∑
k,l

C
k

K
C

l∗
L
γ

1
(kl/x

1
; x,

1
), (3.51)
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ρ
2
(KL/x

1
, x

2
;x,

1
, x,

2
) =

∑
k,l

Ck
K
C l∗

L
γ

2
(kl/x

1
, x

2
;x,

1
, x,

2
), (3.52)

com

γ
1
(kl/x1 ;x

,
1
) = N

∫
ψ

k
(x1 , x2 , ...xN

)ψ∗
l
(x,

1
, x2 , ...xN

)dx2 ...dxN
(3.53)

e

γ
2
(kl/x1 , x2 ;x

,
1
, x,

2
) = N(N − 1)

∫
ψ

k
(x1 , x2 , ...xN

)ψ∗
l
(x,

1
, x,

2
, ...x

N
)dx

3
...dx

N
, (3.54)

caso em que se K=L for a solução CI podemos de�nir∫
x,

1
= x1

x,
2
= x2

ρ
2
(LL/x1 , x2 ;x

,
1
, x,

2
)ds1dx2 = γ

CI
(r1) (3.55)

As relações (3.51) e (3.52) mostram que as matrizes densidade, no caso de funções

de estado multideterminantais, são somas ponderadas de matrizes densidade refe-

rentes a diferentes pares de determinantes que podem ser calculados pelas regras de

Condon-Slater [19, 20]. De fato, se |l⟩ e |l′⟩ forem dois determinantes formados por

spin orbitais (ϕ
A
, ϕ

B
, ..., ϕ

R
...) e (ϕ′

A
, ϕ′

B
, ..., ϕ′

R
...) respectivamente, segue dessas re-

gras que as densidades serão nulas a menos que em |l⟩ e |l′⟩ haja no máximo 0, 1 ou

2 spin-orbitais diferentes, obtendo-se então:

( i ) se |l⟩ = |l′⟩ =(N !)−1/2 det
∣∣φ

A
(x1)φB

(x2)...φR
(x

R
)...

∣∣,
γ

1
(l, l/x1 ; x

,
1
) =

∑
R

φ
R
(x1)φ

∗
R
(x,

1
), (3.56)

γ
2
(l, l/x1 , x2 ; x

,
1
, x,

2
) = (1− P12)

∑
S,R

φ
R
(x1)φS

(x2)φ
∗
R
(x,

1
)φ∗

S
(x,

2
), (3.57)

( ii ) se |l⟩ = (N !)−1/2 det
∣∣φ

A
(x1)φB

(x2)...φR
(x

R
)...

∣∣ ,
|l′⟩ = (N !)−1/2 det

∣∣φ
A
(x1)φB

(x2)...φ
′
R
(x

R
)...

∣∣
γ

1
(l, l′/x1 ;x

,
1
) = φ

R
(x1)φ

′∗
R
(x′

1
), (3.58)
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γ
2
(l, l′/x1 , x2 ;x

,
1
, x,

2
) = (1− P12)

∑
{[

S ̸=R

φ
R
(x1)φS

(x2)φ
′∗
R
(x,

1
)φ′∗

S
(x,

2
)] (3.59)

+[φ
R
(x1)φS

(x2)φ
′∗
R
(x,

1
)φ′∗

S
(x,

2
)]},

( iii ) se |l⟩ = (N !)−1/2 det
∣∣φ

A
(x1)φB

(x2)...φR
(x

R
)...φ

S
(x

S
)...

∣∣
|l′⟩ = (N !)−1/2 det

∣∣φ
A
(x1)φB

(x2)...φ
′
R
(x

R
)...φ′

S
(x

S
)...

∣∣

γ
2
(l, l′/x1 , x2 ;x

,
1
, x,

2
) = (1− P12){[φR

(x1)φS
(x2)φ

′∗
R
(x,

1
)φ′∗

S
(x,

2
)] + (3.60)

+[φ
R
(x1)φS

(x2)φ
′∗
S
(x,

1
)φ′∗

R
(x,

2
)]}.

Nas expressões (3.57), (3.59) e (3.60) o operador P12 permuta as variáveis x1 e x2 .

Com as expressões obtidas para γ
1
e γ

2
, considerando as funções multideterminantais,

é possível tecer algumas considerações físicas. Assim:

( i ) Se ψ
k
= ψ∗

l
= (φ

AK
, φ

BK
, φ

CK
...φ

RK
) podemos concluir que a contribuição

para a carga total da molécula como também a energia do sistema serão dadas através

dos respectivos valores esperados;

( ii ) Se ψk = (φ
AK
, φ

BK
, φ

CK
...φ

UK
) e ψ∗

l = (φ
Al
, φ

Bl
, φ

Cl
,..., φXl

) são distintos

por um único spin-orbital molecular, ou seja, φ
UK

̸= φ
Xl

temos as expressões (3.56)

e (3.57) .

Em conseqüência, se considerarmos ϕ
k
e ϕ∗

l
ortogonais, a chamada carga líquida de

transição será nula e teremos o espaço dividido por um plano nodal em duas regiões,

uma com distribuição positiva e outra com distribuição negativa; a contribuição para

a energia eletrônica ocorre através dos valores esperados (3.47) e (3.48);

( iii ) Se ψ
k
= (φ

AK
, φ

BK
, φ

CK
...φ

UK
, φ

VK
) e ψ∗

l
= (φ

Al
, φ

Bl
, φ

Cl
...φ

Xl
, φ

Zl
) forem

distintos por dois spin-orbitais moleculares, ou seja, φ
UK

̸= φ
Xl

e φ
VK

̸= φ
Zl

temos

γ
1kl
(x1) = 0 (3.61)
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e

γ
2kl
(x1 ;x2) = (1− P12){[φU

(x1)φV
(x2)φ

∗
X
(x1)φ

∗
Z
(x2)] (3.62)

+[φ
V
(x1)φU

(x2)φ
∗
Z
(x1)φ

∗
X
(x2)]};

ou seja, não haverá contribuição para a carga molecular e a contribuição para a energia

ocorrerá somente através do valor esperado do operador a duas partículas.

( iv ) Se ψ
K
e ψ∗

l
diferem por mais de dois spin-orbitais, as densidades γ

1kl
(x1) e

γ
2kl
(x1 ;x2) são nulas.

Através das regras de Condor Slater [19] é possível perceber que, numa formulação

multideterminantal, a função densidade a dois elétrons, γ2kl(x1;x2), não pode ser fa-

torada em termos da função densidade a um elétron γ1kl(r1), o que ocorre no caso

monodeterminantal visto anteriormente. Isto decorre do fato da expansão multide-

terminantal representar um sistema de N-elétrons interagentes em que as partículas

componentes estão correlacionadas entre si.

3.2 Análise de População

Seja a função densidade considerando apenas a parte espacial dada por

P (r) =
∑
R,S

P
RS
φ

R
(r)φ∗

S
(r), (3.63)

onde a função orbital φ
R
é equivalente a (2.27) e P

RS
são os coe�cientes dado por

P
RS

= C
k
C

l
P

kl

RS
. (3.64)

Substituindo (2.27) em (3.63) temos

P (r) =
∑
R,S

P
RS

∑
p

χ∗
p
C∗

pR
,
∑

q

χ
q
Cqs , (3.65)

P (r) =
∑
p,q

P
χ

p,q
χ∗

p
χ

q
, (3.66)
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sendo essa a expressão mais geral para a densidade de carga eletrônica em função de

orbitais atômicos; ela é equivalente à (3.63) de�nida em termos de orbitais molecu-

lares.

O coe�ciente P
χ

p,q
para o termo a uma partícula é representado por

P
χ

p,q
=

∑
R,S

P
RS
C∗

pR
C

qS
, (3.67)

e o coe�ciente P
χ

p,q,m,n
para um termo a duas partìculas é

P
χ

p,q,m,n
=

∑
R,S,T,U

P
RSTU

C∗
pR
C

qS
C∗

mT
C

nU
, (3.68)

sendo o índice χ usado nos coe�cientes para indicar a base atômica usada.

Podemos escrever os respectivos termos a uma e duas partículas para a densidade

de carga como:

P (r1) =
∑
p,q

P
χ

p,q
χ∗

p
χ

q
, (3.69)

P (r1 , r2) =
∑

p,q,m,n

Pp,q,m,nχ
∗
p
χ

q
χ∗

m
χ

n
; (3.70)

consequentemente, a expressão mais geral para o funcional energia será:

E =
∑
p,q

P
χ

p,q

⟨
χ

p
|h(1)|χ

q

⟩
+

1

2

∑
p,q,m,n

Pp,q,m,n

⟨
χ

p
χ

q
|g(1, 2)|χ

m
χ

n

⟩
. (3.71)

Uma maneira de escrever as equações (3.69) e (3.70) numa forma compacta é uti-

lizando a condição dos orbitais dada em (2.28) e também de�nindo as seguintes

relações

dm(r) =
∣∣∣χ

m
(r)

2
∣∣∣ , dmn(r) =

χ
m
(r)χ

n
(r)

Smn

, (3.72)

sendo Smn a matriz de sopreposição. Assim, teremos

P (r) =
∑
m

qmdm(r) +
∑
m<n

qmndmn(r); (3.73)
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e os coe�cientes numéricos agora são dados por

qm = P
χ

mn
, qmn = 2SmnP

χ

mn
, m ̸= n. (3.74)

Integrando a função P (r) no espaço dos N elétrons temos:∫
P (r)d(r) =

∑
m

qm +
∑
m<n

qmn = N, (3.75)

com a carga total dividida em duas partes: a quantidade qm que surge de cada orbital

e que é denominada de população orbital, e a quantidade qmn que surge do termo dmn

e é conhecida como população de sobreposição.
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Capítulo 4

Resultados

Neste capítulo apresentamos nossos resultados referentes ao estudo da distribuição

da densidade eletrônica dos sistemas moleculares H+
3 e H2. Especi�camente, �zemos

a leitura dessa distribuição através de curvas fechadas de diferentes raios utilizando

dois métodos para a determinação das funções: Hartree-Fock e CI(Interação de Con-

�gurações). Como base LCAO usamos o conjunto STO−3G composto pela função 1s

expandida em três gaussianas, e a base N21−3G composta pela função 1s expandida

em duas gaussianas e a função 2s expandida em uma gaussiana.

A geometria de cada sistema, exposto no plano XY com Z = 0, obedece a dis-

tância de equilíbrio internuclear de 1, 65 u.a numa con�guração triangular dos seus

núcleos (H+
3 ), e 1, 40 u.a numa formação linear onde os núcleos são expostos ao longo

do eixo X (H2).

No caso do sistema H2, fazendo coincidir o ponto médio entre os núcleos da

molécula com a origem do sistema de coordenadas, apresentamos a densidade eletrônica

ao longo de curvas caracterizadas por raios que descrevem regiões representadas por:

r1 e r2 menores que 0, 70 u.a; ao longo de uma curva que passa pelos núcleos de

cada átomo descrita por um raio r3 ; ao longo de curvas que descrevem regiões ex-

ternas representadas pelos raios r4 , r5 , ou rext > r3 . Os valores dos expoentes e dos

coe�cientes que compõem as funções orbitais bem como os valores das energias dos
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sistemas foram obtidos através do programa computacional GAMESS 5 [21]. O valor

da densidade eletrônica em cada ponto foi determinado com o programa Maple e o

desenvolvimento das expressões usadas para esse cálculo é mostrado no apêndice A.

Os sistemas estudados são compostos por um par eletrônico. Assim, estabelece-

mos duas etapas na análise do comportamento da distribuição da densidade eletrônica.

Primeiramente foi feito o cálculo da densidade eletrônica relativa a um dos elétrons

(e2) sendo a densidade relativa ao outro elétron (e1) integrada em todo o espaço. Esse

resultado chamamos de comportamento da densidade eletrônica a uma partícula. Em

seguida, trabalhamos com um elétron (e1) �xado em dois diferentes pontos de�nidos

e, para cada ponto, as coordenadas do outro elétron (e2) variavam descrevendo uma

curva de dado raio, dando origem assim ao que chamamos comportamento da densi-

dade eletrônica a duas partículas. As expressões para o cálculo da densidade a uma

e a duas partículas foram obtidas a partir da função densidade de probabilidade.

Vale ressaltar que, no cálculo da densidade a duas partículas, para a localização

do elétron e1 no sistema H2 consideramos como ponto �xo p1 situado no centro da

molécula, e p2 em um dos núcleos da molécula. Para o sistema H+
3

o ponto p2 foi

localizado no núcleo do átomo A ao longo de eixo OY .

Na seqüência faremos uma discussão dos resultados encontrados para os sistemas

em estudo dando enfoque à comparação das densidades obtidas dos conjuntos de

base LCAO e dos métodos Hartree-Fock e CI. Neste sentido vale ressaltar que em

nossas �guras a distância do centro a um ponto da curva está relacionada ao valor da

densidade eletrônica para o raio e ângulo indicados na �gura. Nota-se ainda que, para

que as densidades para diferentes raios r pudessem ser colocadas numa mesma �gura,

houve a necessidade de se usar diferentes fotores de normalização; em conseqüência,

a leitura dos grá�cos possibilita uma análise qualitativa mas não quantitativa.

5General Atomic and Molecular Electronic Structure System.
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4.1 Densidade Eletrônica no Sistema H2

Com a molécula no plano XY de�nindo uma geometria linear na geometria de

equilíbrio dH1−H2 = 1, 4u.a e com o centro da molécula coincidindo com o centro

do sistema de coordenadas, a determinação da densidade eletrônica foi realizada nas

seguintes regiões: interior da molécula ao longo de uma curva descrita pelo raio

r1 = 0, 1 u.a; ao longo de uma curva passando pelo ponto médio entre a origem do

sistema de coordenadas e o núcleo caracterizada por um raio r2 = 0, 35 u.a; ao longo

de uma curva passando pelos núcleos com raio r3 = 0, 70 u.a; ao longo de curvas

tendo raios r4 = 1, 40 u.a e r5 = 2, 0 u.a ou seja, raios que de�nem curvas em regiões

que envolvem a molécula.

As expressões para o cálculo do valor da densidade a uma partícula usando as

funções obtidas respectivamente, pelos métodos Hartree-Fock e CI, são dadas por:

γ
HF

(r1) = C∗
oCo

[
φ∗

1
(1)φ

1
(1)

]
, (4.1)

e

γ
CI
(r1) = C∗

oCo

[
φ∗

1
(1)φ

1
(1)

]
+
∑
r

C∗
oC

r
a

[
φ∗

1
(1)φr (1)

]
(4.2)

2
∑
r

C∗r
a C

r
a [φ

∗
a (1)φr (1)] + 2

∑
r

C∗r
a C

rr
ab [φ

∗
a (1)φr (1)]

4
∑
r

C∗rr
ab C

r
a [φ

∗
r (1)φa (1)] + 2

∑
s

C∗ss
ab C

ss
ab [φ

∗
s (1)φs (1)]

2
∑
r

C∗rr
ab C

rr
ab [φ

∗
r (1)φr (1)]− 2

∑
r,s

C∗rs
ab C

rs
ab [φ

∗
s (1)φr (1)]

Para a densidade a duas partículas usamos a expressão de troca-correlação dada

por:

ηxc =
2 |Ψ(r1, r2)|2

η(r1)
− η(r2) (4.3)

com

η (r
i
) = 2

∫
|Ψ(ri, rj)|2 drj . (4.4)
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A expressão (4.3) tem uma interpretação qualitativa que pode ser resumida da

seguinte forma: |Ψ(r1 , r2)|
2 é a densidade de probabilidade de encontrar um elétron

em r1 e outro em r2. Dividindo-se |Ψ(r1, r2|2 pela densidade de probabilidade de

encontrar um elétron em r1 , tem-se uma densidade de probabilidade condicional de

encontrar um elétron em r2 dado o outro em r1.

4.1.1 Densidade Eletrônica a uma Partícula no Sistema H2

Das expressões (4.1) e (4.2) foram obtidos os seguintes resultados:

Na �gura (4.1) apresentamos os resultados encontrados para a densidade eletrônica

obtida com o método Hartree-Fock usando as bases STO − 3G (a) e N21 (b). Ob-

servando o primeiro grá�co temos que, tanto para r1 como para r2 , a probabilidade

de se detectar o segundo elétron é praticamente a mesma em qualquer ponto dessas

curvas o que está de acordo com uma teoria de campo médio, já que temos uma

situação semelhante ao de um sistema mono eletrônico no estado fundamental. Para

r3 , no entanto, observa-se que a maior probabilidade encontra-se próximo aos núcleos,

o que também é observado para r4 e r5 . A mudança de base (�gura (4.1b)) mantém

a situação para r1 mas já para r > r2 nota-se que a maior probabilidade desloca-se

para as proximidades dos núcleos com uma diminuição da densidade entre eles.

Para os resultados obtidos com o método CI e base STO − 3G (�gura (4.2a)),

a curva caracterizada pelo raio r1 conserva sua forma circular e o que é observado

em qualquer curva de raio r > r2 é uma convergência, das curvas, para a origem

do sistema passando a ter uma concentração de carga próximo aos núcleos; a base

N21 − 3G enfatiza esse fato para todos os raios (�gura (4.2b)). O comportamento

observado com o método CI está de acordo com o que se espera de uma situação em

que há um elétron sujeito à carga dos dois núcleos, blindada pelo segundo elétron.
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Figura 4.1: Comportamento da densidade eletrônica no sistema H2 usando as bases

STO-3G(a) e N21-3G(b), e o método Hartree-Fock.
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STO-3G(a) e N21-3G(b), e o método CI



38

4.1.2 Densidade Eletrônica a duas Partículas no Sistema H2

Para essa etapa trabalhamos com as expressões (4.3) e (4.4). Na �gura (4.3) o

elétron e1 está localizado em p1 (origem do sistema de coordenadas) e para o termo

troca-correlação ηxc observamos no primeiro grá�co (a), com a base STO− 3G, uma

densidade eletrônica descrita por curvas circulares, resultado compatível com o apre-

sentado por Thompson and Alavi [22]. No segundo grá�co (b) com a base N21− 3G,

as distribuições para r1 e r2 mantém a mesma forma geométrica das curvas anteriores

mas, a partir da curva de raio r3 , há uma concentração próximo aos núcleos.

Na �gura (4.4) o elétron e1 está localizado em p2 (coordenadas de um dos núcleos)

e é observado que a densidade de probabilidade apresenta um mínino em torno da

região em que se encontra esse elétron. Este resultado, por razões físicas, é esperado

já que a interação Coulombiana entre os dois elétrons é dominante.
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Figura 4.3: Comportamento da densidade eletrônica no sistema H2 �xando um

elétron na origem, usando o método CI e as bases STO-3G(a) e N21-3G(b) (termo

troca-correlação)
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Figura 4.4: Comportamento da densidade eletrônica no sistema H2 com um elétron

tendo coordenadas iguais às de um dos núcleos, usando o método CI e as bases
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4.2 Densidade Eletrônica no Sistema H+
3

4.2.1 O íon H+
3

O íon H+
3
foi descoberto em 1912 por Thomson [23] enquanto realizava estudos

sobre descargas elétricas no gás hidrogênio. Esse íon, um dos mais simples sistemas

poliatômicos, tem atraído a atenção de pesquisadores em Astrofísica.

Em 1964 Christoferson [12] demonstrou que, dispondo os hidrogênios na estru-

tura de um triângulo eqüilátero, tem-se a formação mais estável para esse tipo de

sistema; posteriormente, em 1978 em seus estudos experimentais, Gaillard et al [13]

determinaram a geometria de equilíbrio desse sistema e ainda na década de 80 houve

estudos espectroscópicos [14] e observações rovibracionais dessa molécula [24]. Nessa

seção faremos um estudo do comportamento da densidade eletrônica do íon H+
3
, com

a geometria na forma de um triângulo equilátero, usando os métodos HF e CI para

determinar as funções.

Com a molécula no plano XY segundo uma geometria triangular (triângulo equi-

látero) e o seu centro coincidindo com o centro do sistema de coordenadas, analisamos

o comportamento da densidade eletrônica em algumas regiões do espaço, a saber:

região representada pela curva de raio r1 = 0, 1u.a; região correspondente à curva

passando pelo ponto médio entre os núcleos caracterizada pelo raio r2 = 1
3
h, onde h

é a altura do triângulo equilátero; região de�nida pela curva passando pelos núcleos

do íon, ou seja, r3 =
2
3
h; regiões correspondentes a curvas que envolvem o íon ou seja,

r4 = 1, 6 u.a e r5 = 2, 0 u.a Nas subseções seguintes apresentaremos os resultados

encontrados para a densidade eletrônica a uma e a duas partículas.

4.2.2 Densidade Eletrônica a uma Partícula no Sistema H+
3

Com a mesma expressão usada no cálculo da densidade eletrônica para o sistema

H2 , analisamos o comportamento da densidade eletrônica no sistema H
+

3
e obtivemos
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os seguintes resultados:

Na �gura (4.5) o primeiro grá�co descreve o comportamento da densidade eletrônica

usando funções obtidas através do método Hartree-Fock com a base STO − 3G. É

possível observar que, para qualquer curva com raio r
int

6 r3 a densidade eletrônica se

mantém praticamente constante. Para a curva obtida com r4 observa-se que a densi-

dade eletrônica começa a apresentar pequenas variações que são acentuadas para raios

r > r4 e, a partir desse raio, a densidade eletrônica apresenta uma forma triangular

indicando uma concentração de carga na região que envolve os núcleos; esse compor-

tamento se mantém para regiões com raios rext 6 r6 . A partir de r7 = 3, 0u.a, consi-

derada uma distância muito grande do centro da molécula, as densidades eletrônicas

voltam a apresentar o mesmo comportamento de rint 6 r2 , o que é compatível com

os resultados obtidos por Banyard and Sanders [9, 10], usando orbitais naturais (�g.

(4.7)).

Usando a base N21, o segundo grá�co da �gura (4.5) mostra que, para raios rint 6
r3 , a densidade eletrônica apresenta o mesmo comportamento descrito acima. Para

as regiões representadas pelos raios r4 e r5 é veri�cado um "vale" entre os núcleos

registrando-se uma diminuição da densidade eletrônica nesses pontos e uma maior

concentração de carga próximo aos núcleos. Para o raio r6 nota-se uma diminuição

do vale, tendendo para o comportamento circular da curva.

Os resultados para a densidade eletrônica, obtidos a partir de funções CI, estão

representados na �gura (4.6). O primeiro grá�co com a base STO−3G (a)mostra que,

para os raios r
int

6 r3 a densidade eletrônica tem uma forma triangular bem de�nida

sendo que, a partir de r4 �ca mais acentuado um "vale"entre os núcleos com uma

concentração maior de cargas próximo aos núcleos. O segundo grá�co (b) da �gura,

na base N21 mostra que, para r1 a densidade eletrônica é praticamente constante

(forma circular) e para todos os outros valores de r observa-se uma forma triangular,

sendo a diminuição de densidade no ponto médio entre os núcleos mais acentuada do

que a apresentada com funções obtidas pelo método Hartree-Fock. Esses resultados
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são compatíveis com aqueles obtidos por Banyard and Sanders [9, 10] , �gura (4.7).
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Figura 4.5: Comportamento da densidade eletrônica a um elétron no sistema H
+

3

usando as bases STO-3G(a) e N21-3G(b), e o método Hartree-Fock.
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Figura 4.6: Comportamento da densidade eletrônica a um elétron no sistema H
+

3

usando as bases STO-3G(a) e N21-3G(b), e o método CI
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Figura 4.7: Comportamento da densidade eletrônica a um elétron no sistema

H+
3 ,usando os métodos Hartree-Fock (a) e CI (b)

1

1K.E. Banyard, J. Sanders, J. Chem.Phys.101(4) (1994)
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4.2.3 Densidade Eletrônica a duas Partículas no Sistema H
+

3

A �gura (4.8) mostra nossos resultados Hartree-Fock para a densidade eletrônica,

com o elétron e1 localizado no ponto p1 . O primeiro grá�co (a), com a base STO−3G,

apresenta o seguinte comportamento: para raios r ≤ r2 tem-se curvas circulares

(densidade eletrônica constante) e, para r ≥ r3 a densidade eletrônica começa a

mostrar uma tendência ao formato triangular. No segundo grá�co (b) é usada a base

N21 e observa-se comportamento similar no geral sendo que, para r = r3 , o vale entre

os núcleos é acentuado. A �gura (4.9) apresenta nossos resultados CI para a densidade

eletrô nica com o elétron e1 localizado no plano p1 . No primeiro grá�co (a), com base

STO− 3G, nota-se que a curva da densidade eletrônica apresenta forma triangular a

partir do raio r2 e, em seguida, retorna ao comportamento anterior. Já no segundo

grá�co (b), obtido com a base N21, a curva da densidade eletrônica traçada com um

raio r2 apresenta o vale característico entre os núcleos, resultante da diminuição de

densidade naquela região e, para raios maiores, volta a ter a forma circular.
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+
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Figura 4.9: Comportamento da densidade eletrônica no sistema H
+

3
�xando um

elétron na origem, usando as bases STO-3G(a) e N21(b)-3G, e o método CI
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Capítulo 5

Conclusões e Perspectivas

Neste trabalho �zemos um estudo comparativo da densidade eletrônica de dois

sistemas contendo dois elétrons: a molécula H2 e o íon H+
3 usando dois conjuntos de

funções e dois métodos ab initio, Hartree-Fock e CI.

Em cada caso analisamos a densidade eletrônica em duas situações: em uma

delas integramos essa densidade relativa a coordenada de um dos elétrons em todo

o espaço e consideramos o comportamento da densidade eletrônica do outro elétron;

na outra usamos a expressão conhecida como densidade troca-correlação, �xando um

dos elétrons em algum ponto do plano.

Nossos resultados mostram que, em todos os casos estudados, para valores de r

correspondentes à geometria de equilíbrio da molécula, o comportamento da densidade

depende de forma mais drástica do tipo de função usada e do método empregado para

valores de r correspondentes à geometria de equilíbrio da molécula.

Como perspectivas lembramos que, para dois elétrons de spin opostos, os orbitais

de Kohn-Sham estão relacionados com a densidade eletrônica pela expressão [15]

η(r) = 2 |ϕ(r)|2 (5.1)

onde o orbital de Kohn-Sham ϕ(r) satisfaz a equação de Kohn-Sham

[−1

2
∇2 + vefet(r)]ϕ(r) = εϕ(r), (5.2)
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o que resulta, com (5.1), em

vefet(r) = ε+
∇2

√
η(r)√
η(r)

. (5.3)

Esta relação indica que, se for conhecida a densidade η(r) a partir de uma função

de onda correlacionada, é possível calcular vefet(r)− ε. Por outro lado,

vefet(r) = vext(r) + vx(r) + vc(r) + vHart(r) (5.4)

onde vx(r) e vc(r) são os potenciais de troca e de correlação, respectivamente. Como

vx(r) =
δEx

δη(r)
, (5.5)

Ex(r) =
1

2

∫
η(r)ηx(r, r

,)

|r − r,|
drdr, (5.6)

e

ηx(r, r
,) = −η(r

,)

2
, (5.7)

segue que

vx = −1

2
vHart, (5.8)

onde vHart é o chamado potencial de Hartree.

Então, usando (5.3) e (5.4) temos

vc(r)− ε =
1

2

∇2
√
η(r)√
η(r)

− 1

2
vHart − vext(r), (5.9)

ou seja, obtemos uma expressão para o potencial de correlação. Tendo essa expressão,

uma possibilidade de continuar o trabalho é usar esse potencial para o estudo de

sistemas de dois elétrons con�nados com vext(r) sendo um potencial de con�namento.

Outra possibilidade é o uso de bases mais e�cientes e o estudo da densidade

eletrônica por outras moléculas.
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Apêndice A

A função densidade

O cálculo para a determinação do valor da densidade de carga em cada ponto

foi feito de duas maneiras. Primeiramente consideramos a densidade de carga a

uma partícula e em seguida introduzimos a chamada densidade troca-correlação. Na

sequência desenvolvemos e apresentamos as expressões que usamos na dissertação.

A.1 Cálculo da Densidade de Carga Eletrônica para

uma Partícula

Para determinar a in�uência da correlação eletrônica no cálculo da densidade de

carga dos sistemas estudados baseando-nos em [9, 10, 16, 22] partimos da seguinte

de�nição

∆γ(r1) = γ
CI
(r1)− γ

HF
(r1). (A.1)

No caso da densidade a uma partícula teremos para o método CI (Interação de

Con�guração)

γ
CI
(r1) =

∫
Γ(r1 , r2)d

3

r2, (A.2)

onde

Γ(r1 , r2) = Ψ∗(r1 , r2)Ψ(r1 , r2), (A.3)
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sendo Ψ(r1 , r2) a função de onda de�nida para o CI que, para dois elétrons, é dada

por:

Ψ(r1 , r2) = Coψo(r1 , r2) +
∑
a,r

Cr
aψ

r
a(r1 , r2) +

∑
a,b,r,s

Crs
abψ

rs
ab(r1 , r2), (A.4)

e o seu complexo conjugado dado por:

Ψ∗(r1 , r2) = C∗
oψ

∗
o(r1 , r2) +

∑
a,r

C∗r
a ψ

∗r
a (r1 , r2) +

∑
a,b,r,s

C∗rs
ab ψ

∗rs
ab (r1 , r2), (A.5)

Logo, para Γ(r1 , r2) temos

Ψ∗(r1 , r2)Ψ(r1 , r2) = C∗
oCoψ

∗
o(r1 , r2)ψo(r1 , r2) +

∑
a,r

C∗
oC

r
aψ

∗
o(r1 , r2)ψ

r
a(r1 , r2) (A.6)

+
∑
a,b,r,s

C∗
oC

rs
abψ

∗
o(r1 , r2)ψ

rs
ab(r1 , r2) +

∑
a,r

C∗r
a Coψ

∗r
a (r1 , r2)ψo(r1 , r2)

+
∑
a,r

C∗r
a C

r
aψ

∗r
a (r1 , r2)ψ

r
a(r1 , r2) +

∑
a,b,r,s

C∗r
a C

rs
abψ

∗r
a (r1 , r2)ψ

rs
ab(r1 , r2)

+
∑
a,b,r,s

C∗rs
ab Coψ

∗rs
ab (r1 , r2)ψo(r1 , r2) +

∑
a,b,r,s

C∗rs
ab C

r
aψ

∗rs
ab (r1 , r2)ψ

r
a(r1 , r2)

+
∑
a,b,r,s

C∗rs
ab C

rs
abψ

∗rs
ab (r1 , r2)ψ

rs
ab(r1 , r2)

onde os determinantes ψo, ψ
r
a, ψ

rs
ab... são de�nidos em termos de orbitais moleculares

φ
1
, ou seja:

ψ = [(2n)!]
1
2

ˆ

A
[(
φ

1
α
)1 (

φ
1
β
)2
... (φnα)

2n−1 (φnβ)
2n
]
. (A.7)

Levando em consideração a ortogonalidade das funções φi e fazendo a integração

em relação às coordenadas de um dos elétrons, a expressão para o cálculo da densidade

de carga Γ(r1 , r2) do método CI se resume a:

γ
CI
(r1) = C∗

oCo

[
φ∗

1
(1)φ

1
(1)

]
+
∑
r

C∗
oC

r
a

[
φ∗

1
(1)φr (1)

]
(A.8)

2
∑
r

C∗r
a C

r
a [φ

∗
a (1)φr (1)] + 2

∑
r

C∗r
a C

rr
ab [φ

∗
a (1)φr (1)]

4
∑
r

C∗rr
ab C

r
a [φ

∗
r (1)φa (1)] + 2

∑
s

C∗ss
ab C

ss
ab [φ

∗
s (1)φs (1)]

2
∑
r

C∗rr
ab C

rr
ab [φ

∗
r (1)φr (1)]− 2

∑
r,s

C∗rs
ab C

rs
ab [φ

∗
s (1)φr (1)]
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Para o método Hartree-Fock, onde o cálculo é efetuado usando um único deter-

minante no estado fundamental, tem-se:

Ψ∗(r1 , r2) = C∗
oψ

∗
o(r1 , r2) (A.9)

e consequentemente a expressão para a densidade após a integração em uma das

variáveis espaciais e nos spins é dada por:

γ
HF

(r1) = C∗
oCo

[
φ∗

1
(1)φ

1
(1)

]
, (A.10)

Em (A.8) e (A.10) os orbitais são dados por:

φi (r) =
∑
µ

χµ(r)C
′
µi, (A.11)

com χµ os orbitais atômicos dados por uma expansão em gaussianas, e funções cen-

tradas em cada átomo dos sistemas
(
H2 e H

+
3

)
.

Os valores dos coe�cientes de expressão (A.8) são obtidos do cálculo CI, e C ′
µi em

(A.11) são obtidos do cálculo HF, através do programa computacional GAMESS.

Assim, a expressão geral para a diferença entre as densidades de carga a uma

partícula do sistema, é dada por:

∆γ (r1) =
∑
r

C∗
oC

r
a

[
φ∗

1
(1)φr (1)

]
+ 2

∑
r

C∗r
a C

r
a [φ

∗
a (1)φr (1)] (A.12)

2
∑
r,s

C∗r
a C

rr
ab [φ

∗
a (1)φr (1)] + 4

∑
r

C∗rr
ab C

r
a [φ

∗
r (1)φa (1)]

2
∑
s

C∗ss
ab C

ss
ab [φ

∗
s (1)φs (1)] + 2

∑
r

C∗rr
ab C

rr
ab [φ

∗
r (1)φr (1)]

−2
∑
r,s

C∗rs
ab C

rs
ab [φ

∗
s (1)φr (1)]

A.2 Densidade Troca-Correlação

De�nindo as densidades a uma partícula η(r1) e η(r2) por:

η(r1) = 2

∫
|Ψ(r1 , r2 |

2 dr2 (A.13)
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e

η(r2) = 2

∫
|Ψ(r1 , r2)|

2 dr1 (A.14)

respectivamente, pode-se introduzir as densidades denominadas de densidade de Troca-

Correlação por:

ηxc =
2 |Ψ(r1 , r2)|

2

η(r1)
− η(r2) (A.15)

onde, nos casos estudados,

|Ψ(r1 , r2)|
2 = C∗

oCo

[
φ∗

1
(1)φ

1
(1)

] [
φ∗

1
(2)φ

1
(2)

]
−
∑
r

C∗
oC

r
a

[
φ∗

1
(1)φa (1)

] [
φ∗

1
(2)φr (2)

]
(A.16)

2
∑
r

C∗r
a C

r
a{[φ∗

a (1)φa (1)] [φ
∗
r (2)φr (2)]− [φ∗

a (1)φr (1)] [φ
∗
r (2)φa (2)]}

2
∑
r,s

C∗r
a C

rs
ab{[φ∗

a (1)φr (1)] [φ
∗
r (2)φs (2)]− [φ∗

a (1)φs (1)] [φ
∗
r (2)φs (2)]}

2
∑
r,s

C∗rs
ab C

r
a{[φ∗

r (1)φa (1)] [φ
∗
s (2)φr (2)]− [φ∗

a (1)φs (1)] [φ
∗
r (2)φr (2)]}∑

r,s

C∗rs
ab C

r
a{[φ∗

s (1)φa (1)] [φ
∗
s (2)φr (2)]− [φ∗

r (1)φr (1)] [φ
∗
s (2)φa (2)]}∑

r,s

{C∗rs
ab C

r
a [φ

∗
r (1)φa (1)] [φ

∗
r (2)φr (2)]− C∗ss

ab C
s
a [φ

∗
r (1)φr (1)] [φ

∗
r (2)φa (2)]}∑

r,s

{C∗rs
ab C

rs
ab [φ

∗
r (1)φs (1)] [φ

∗
r (2)φs (2)]− C∗rs

ab C
r
a [φ

∗
s (1)φr (1)] [φ

∗
s (2)φa (2)]}

2
∑
r

C∗rr
ab C

rr
ab [φ

∗
r (1)φr (1)] [φ

∗
r (2)φr (2)]

2
∑
s

C∗ss
ab C

ss
ab [φ

∗
s (1)φs (1)] [φ

∗
s (2)φs (2)]

η(r1) = C∗
oCo

[
φ∗

1
(1)φ

1
(1)

]
+
∑
a,r

C∗
oC

r
a

[
φ∗

1
(1)φr (1)

]
(A.17)

2
∑
r

C∗r
a C

r
a [φ

∗
a (1)φr (1)] + 2

∑
r

C∗r
a C

rr
ab [φ

∗
a (1)φr (1)]

4
∑
r

C∗rr
ab C

r
a [φ

∗
r (1)φa (1)] + 2

∑
s

C∗ss
ab C

ss
ab [φ

∗
s (1)φs (1)]

2
∑
r

C∗rr
ab C

rr
ab [φ

∗
r (1)φr (1)]− 2

∑
r,s

C∗rs
ab C

rs
ab [φ

∗
s (1)φr (1)]
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η(r2) = C∗
oCo

[
φ∗

1
(2)φ

1
(2)

]
+
∑
a,r

C∗
oC

r
a

[
φ∗

1
(2)φr (2)

]
(A.18)

2
∑
r

C∗r
a C

r
a [φ

∗
a (2)φr (2)] + 2

∑
r,s

C∗r
a C

rs
ab [φ

∗
r (2)φs (2)]

4
∑
r,s

C∗rs
ab C

r
a [φ

∗
s (2)φr (2)] + 2

∑
s

C∗ss
ab C

ss
ab [φ

∗
s (2)φs (2)]

2
∑
r

C∗rr
ab C

rr
ab [φ

∗
r (2)φr (2)]− 2

∑
r,s

C∗rs
ab C

rs
ab [φ

∗
s (2)φr (2)]

A.3 Bases

Apresentamos abaixo duas tabelas que trazem informações das funções que

compõem as bases STO-3G e N21-3G.

Funções Expoentes Coeficientes
1s 3,4252509 0,154328967295
1s 0,6239137 0,535328142282
1s 0,1688554 0,444634542185

Tabela A.1: Base STO-3G

Funções Expoentes Coeficientes
1s 5,4471780 0,156284978695
1s 0,8245472 0,904690876670
2s 0,1831916 1,000000000000

Tabela A.2: Base N21-3G
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