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Abstract

In this work we present a study on the distribution of electron density in the molecule
Hj and ion Hy with the atomic basis sets STO-3G and N21-3G. Using the Hartree-
Fock and CI (configuration interaction) wave functions we determine the probability
density function and from the values of the electron density of these systems we obtain
information on the influence of electron correlation. Then we construct eletron density
diagrams for some situations like that where we have one of the electrons fixed and
one moving. Our results may be of interest to understand and to make suggestions

of functional expressions in density functional theory.
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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre a distribuicao da densidade eletronica
na molécula Hs e no ion H; com as bases atomicas STO-3G e N21. Usando a funcgio
de onda Hartree-Fock e a obtida pelo método CI, determinamos a funcao densidade
de probabilidade e dai os valores da densidade eletronica desses sistemas obtendo
informacoes sobre a influéncia da Correlagao Eletronica. Construimos entao graficos
para algumas situacoes como aquela em que se considera um dos elétrons fixo e o outro
em movimento. Os resultados podem ser de interesse na compreensao e proposta de

funcionais na teoria do funcional densidade.
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Capitulo 1

Introducao

Os avancos nos ultimos anos no desenvolvimento de computadores, métodos teori-
cos e novos algoritmos tém tornado a fisica quantica uma disciplina de grande ca-
pacidade de predicao em, por exemplo, ciéncias de materiais, quimica e biofisica.
Neste contexto, uma das aplicacoes dos métodos de Fisica Atdmica e Molecular esta
na determinagao de possiveis estruturas, bem como a interacao eletronica de ato-
mos e moléculas que sao testadas posteriormente. Uma classe de sistemas que vem
sendo pesquisada ha algum tempo, a medida que os métodos tornam-se mais pre-
cisos e abrangentes, sao os sistemas moleculares compostos por hidrogénio. Nessas
pesquisas, uma das grandezas de interesse no estudo da ligacao quimica e na deter-
minacao de propriedades de compostos é a densidade eletronica, sendo de relevancia
como a correlacao eletronica influencia sua descrigao.

A importancia da correlacao eletronica no calculo de energias atomicas e molecu-
lares é bem conhecida desde algum tempo [1, 2, 3|. Além disso, a analise da correlac¢ao
eletronica entre um par de elétrons, por exemplo, é essencial para a compreensao da
ligacdo quimica. As variagoes da densidade eletronica, que surgem devido a correla-
¢ao eletronica, tém sido examinadas por varios autores desde o trabalho de Coulson e
Neilson |4| que usaram, para um dado par de elétrons, a diferenca entre a densidade

eletronica calculada com a funcao de onda exata e aquela obtida com a descri¢ao do



Hartree-Fock Restrito. Efeitos da correlacao eletronica tém sido estudados também
com o uso de coeficientes de correlacdo estatisticos |5, 6, 7|. Uma das dificuldades em
analisar o que ocorre com a densidade eletronica em moléculas é que, diferentemente
dos atomos, nos sistemas moleculares tem-se mais que um nticleo e assim mais que
uma origem em relagao a qual sao definidas as funcoes atomicas. Para transpor as
dificuldades alguns autores tém adotado o ponto de vista de considerar, em sistemas
diatomicos como HeH™, um dos ntcleos como tnica origem [8] ou estudar as densi-
dades eletronicas tanto no espago real (das posigoes) como no espago dos momentos
|9, 10].

Nesta dissertacao propomos uma andlise da distribuicao eletronica no espaco real
de um par de elétrons interagindo via potencial de Coulomb, considerando dois sis-
temas planares: o ion ng e a molécula H,. Embora o sistema Hs tenha sido objeto
de numerosos estudos, sua importancia é reconhecida como um prototipo da ligacao
quimica [11]. O fon molecular Hy vem sendo estudado com maior interesse a partir
da década de 60 do século passado: Christoffersen [12] demonstrou que a formacao
mais estavel para esse sistema era a forma de triangulo eqiiilatero; em 1978 Gailard
et al [13] confirmaram experimentalmente a geometria no estado fundamental e, em
1980, Oka [14] realizou pesquisas sobre o espectro de H; . Em nosso estudo rea-
lizamos célculos usando o método de Interacdo de Configuragdes (CI) e o método
Hartree-Fock Restrito com o emprego de duas bases LCAO (Linear Combination of
Atomic Orbitals) e comparamos, onde foi possivel, nossos resultados com trabalhos
anteriores que usaram orbitais naturais. Nosso objetivo ao calcularmos as mudancas
causadas pela correlagdo eletronica (coulombiana) na densidade eletronica desses sis-
temas, considerados como casos tipicos, vai além do interesse da analise simples dessas
mudancas mas visa obter informacoes para o desenvolvimento de modelos dentro da
teoria do funcional densidade; na realidade nossa expectativa é que, compreendendo
como a correlagao eletronica modifica a densidade, possamos propor melhores apro-

ximagoes para o funcional correlagdo dentro da aproximacao LDA (local density) e



poder aplica -la a moléculas grandes como as de interesse biologico, por exemplo.
Assim, dividido por capitulos comecamos os estudos apresentando primeiramente
o problema molecular e algumas aproximagoes usadas em sua resolugao, bem como
a descrigao dos métodos Hartree-Fock (HF) e Interagao de Configuracoes (CI). O
terceiro capitulo traz o desenvolvimento do formalismo utilizado nos calculos. No
capitulo seguinte sao apresentados os resultados seguindo as duas linhas abordadas:
na primeira, fazemos a discussao da densidade eletronica de um dos elétrons, sendo
a densidade do outro elétron integrada em todo o espaco e a esse resultado denomi-
namos "densidade eletronica a uma particula"; na segunda abordagem, analisamos a
densidade eletronica considerando um dos elétrons fixos. Em ambas, os célculos das
funcgoes de estados foram realizados usando os métodos HF e CI, e as bases STO-3G e
N21-3G. No ultimo capitulo apresentamos as conclusoes e perspectivas, e no apéndice
temos o desenvolvimento das expressoes finais que utilizamos em nosso trabalho e os

valores dos coeficientes e expoentes das funcoes gaussianas.



Capitulo 2

Teoria do Orbital Molecular

Para estudar a estrutura eletronica de sistemas moleculares considerando a aproxi-
macao de Born-Oppenheimer devemos inicialmente determinar os estados eletronicos
estacionarios, ou seja, determinar os autovalores e autofuncoes do operador hamilto-
niano eletronico.

Neste capitulo apresentamos as ferramentas usadas na resolucao deste problema.
Comecamos com a apresentacao do funcional energia eletronica; na seqiiéncia apresen-
tamos o método Hartree-Fock e seu conjunto de equagoes nao-lineares de spin-orbitais
moleculares, conhecidas como equacoes de Hartree-Fock, e o método Hartree-Fock-
Roothaan (LCAO) que consiste em escrever os orbitais moleculares como uma com-
binagdo linear de fungoes base conhecidas (os orbitais atomicos). E apresentada em
seguida, para finalizarmos o capitulo, uma se¢ao sobre o método CI (Interacao de Con-
figuragoes) que é um dos métodos pos-Hartree-Fock capaz de determinar de forma

precisa a energia de correlacao eletronica do sistema.

2.1 O Funcional Energia Eletronica

Desenvolvida originalmente por Hartree, Slater, Roothaan e outros [15], a teoria

do orbital molecular considera a existéncia de uma funcao de estado ¥, para cada



elétron e a composicao, a partir desta, da funcao de estado para o sistema de elétrons
como um produto anti-simetrizado v, de spin-orbitais ¢; = ¢,n (p; sdo orbitais
moleculares e 7 sdo fungoes do spin), de modo a satisfazer o principio de exclusao de

Pauli. Tem-se, assim

1~
o= (N2 A{o{Ve o™}, (2.1)
onde ¢ é a funcao de estado total, (N!)% é o fator de normalizacao, e Aéo operador

que atua sobre os indices das particulas fazendo permutacoes entre os elétrons. Esse

operador é expresso por
-~ 1 .
A= mZAPP, (2.2)
p

em que a soma é realizada sobre todas as permutacgoes P possiveis entre N elétrons.

A apresenta as seguintes propriedades

e ¢ idempotente.
e ¢ hermitiano
e satisfaz o comutador [A\, ﬁ} =0

e satisfaz o comutador [121\, fl} =0,

onde H ¢ o Hamiltoniano do sistema. Temos que a energia média do sistema é dada
por
= /w*fl b dr = E )], (2.3)
com
/w* Y dr =1, (2.4)
sendo H o operador Hamiltoniano que descreve o sistema e sua expressao em unidades

atomicas dada da seguinte forma

~ ~ Zy 1 1 ZAZB

H = S1T,- +-Y—4+ % +§ Ta: 2.5
%: g uz,f:lr 2%&:1/7’”” i<p RAP 29

w = 1,2.. NeA=1,2,... M




em que M é o nimero de &tomos que compoem o sistema, T4 é a energia cinética de
cada niicleo, R4P ¢ a distancia entre os niicleos A e B de cargas Z4 e Zp, respectiva-
mente. Nos trés primeiros termos de (2.5) a energia cinética dos elétrons é dada por

>-T,, o termo de interacdo elétron-elétron ¢ descrito por 3 ¥ =, e a intera¢do entre
% u#v
o nicleo A e o p-ésimo elétron é representada por rZu—ﬁ, O quarto termo descreve o

potencial de interagao coulombiana entre os nicleos que é dado por

N

1 YAVA

Prue (R) = 5 E ﬁABB : (26)
B#A

Como estamos trabalhando com a aproximagao de Born-Oppenheimer [15, 16] o

operador Hamiltoniano Eletronico se resume em

i= ZT+ Z__er' (2.7)

2 20TH
Fazendo uso das propriedades do operador de anti-simetrizacao dado por (2.2), e

substituindo (2.7) em (2.3) chegamos a seguinte expressao para o funcional energia
eletronica e que doravante serd adotado

@} +55 (00 |5 > 28)
6,0, > By, = Z

A

E[qbi?(rbj} - Z< i h

i

TR

onde a soma ¢é sobre todos os spin-orbitais ocupados e a integracao ¢ realizada nas

TW

rW

coordenadas dos elétrons; desprezamos restricoes sobre a soma das integrais porque
se 1 = j os dois termos da soma dupla entre os spin-orbitais se anulam. A primeira
integral que aparece na interacao eletronica, conhecida como integral de Coulomb, esta
relacionada com a interagao entre duas distribuigoes de cargas dadas respectivamente
pelas densidades \¢i|2 e |¢j‘2. A segunda integral, conhecida como integral de troca
ou exchange, nao tem um analogo classico como a integral de Coulomb; assim, o
primeiro spin-orbital do “bra” ou “ket” nestas integrais é ocupado pela particula p e

o segundo é ocupado pala particula v.



Definindo

b= [ e b () 0, (2.9
sy = [ [ we o) e e, ) v,

K = / / ©; (1) ¢ (v) iwj (1) ¢; (v) d9,dv,,

rHv

podemos escrever o funcional eletronico numa forma compacta:

Elp1, 00, 0wl =2 hi+ > (2] — Kij), (2.10)
7 7]

onde a soma é sobre os orbitais moleculares ¢, e estamos considerando um sistema

de camada fechada.

2.2 0O Método Hartree-Fock

No célculo de estrutura eletronica e na determinacao de propriedades de ato-
mos, moléculas e solidos, o método Hartree-Fock ocupa uma posicao relevante, seja
como uma importante aproximacao do problema de N elétrons em interacao, seja
como ponto de partida para outros métodos que permitem uma melhor descricao
do problema eletronico. Esse método busca uma solucao aproximada para o es-
tado fundamental de um sistema de elétrons num &dtomo, numa molécula ou em um
solido, considerando apenas um determinante de Slater [15, 16]. A busca de uma
melhor descricao do sistema usando esse método esta na escolha de funcoes de estado
de uma particula (orbitais atomicos) que comporao a expansdo de ¢; no determi-
nante de Slater. O método é variacional e, para determinar as melhores funcoes que
comporao o determinante de Slater pode-se usar, por exemplo, o método iterativo

auto-consistente.



2.2.1 A equacao de Hartree-Fock

As equagoes de Hartree-Fock seguem da condi¢ao necessaria para a ocorréncia
de extremos do funcional energia; sao nao-lineares e assim admitem, em principio,
multiplas solugoes. A maneira usual de resolucao dessas equagoes é um algoritmo
iterativo numérico, o método SCF (Self Consistent Field). Outra forma de resolver
as equagoes Hartree-Fock é através do método algébrico (MA) que reescreve o sis-
tema de equacoes integro - diferenciais Hartree-Fock como um sistema de infinitas
equagoes algébricas polinomiais nao-lineares |9, 16]. Para o problema Hartree-Fock
de camada fechada com N = 2n elétrons e na aproximagao de Roothaan [17] com
uma base atomica de m fungoes, as equacoes de Hartree-Fock tornam-se um sistema
de m equagoes algébricas polinomiais nao-lineares em m coeficientes da expansao dos
orbitais moleculares na base atomica. Esta forma fechada das equacoes é um pos-
sivel ponto de partida para a busca de solugoes analiticas desta equacao. Em nosso
trabalho, no entanto, usaremos o método SCF.

Seja a equacao a resolver

Hy) = E|y), (2.11)

onde H representa o operador hamiltoniano dado por (2.7) e E é seu auto-valor.
Assumindo para [¢) um determinante de Slater e supondo o sistema de camada
fechada o funcional energia tera a expressao (2.10).

Quando modificamos cada orbital molecular ¢, por uma quantidade infinitesimal

dp;, a variagao no funcional sera dada por

0E =2 6hi+ Y (20 — 0Ky), (2.12)
i ij



ou seja

= 22/ 5¢o%) hgpldﬁ—i—Z/ 5p2)(2T; — K;)p;dd) (2.13)
+Z/(5¢;)(zi—f< d19+22/go (8¢,)d
]
+Z/gp;(2fj— )(6¢;) dz?—l—Z/go] (27, — K3)(d¢;)dv,
i,J

onde j] representa o operador de Coulomb e K- o operador de troca definidos como

Jrgh = </¢;Mf3dﬂ> , (2.14)
J

~ wj”w’:
i - ([ o)
T e

-~

Levando em conta a hermiticidade dos operadores h, K; podemos ter a expressao

(2.13) dada por:
= 22 / 3¢;)
2 [0

Assumindo que os orbitais moleculares estao sujeitos a condi¢ao de ortogonalidade,

h+z (27, — ] o,V (2.15)

B+ (2T - f?;)] ordy.
J

mesmo depois da variagao, temos uma condi¢ao sobre dp, dada por:

/(&pf)gojdﬁ + /(5goj)g0;‘d19 = 0. (2.16)

A condicao necessaria, mas nao suficiente para que E seja um extremo é que 0F =0 e
essa escolha deve ser compativel com (2.16). Para determinar essa condi¢ao usaremos

o método dos multiplicadores de Lagrange obedecendo as seguintes etapas:

1. Multiplica-se a equagao (2.16) por um fator —2¢;;, com €;; parametros que devem
ser determinados a partir do principio variacional; a equacdo (2.16) torna-se

entao:

_zzeﬂ/ 57 ) di) — 22%/ ;) dd = 0. (2.17)



10

2. Soma-se (2.17) a 0F, o que nos da
0B = 2Y /(5@) { e+ (2] - fg)] o= %eﬂ} do  (2.18)
i j j
+2) / (5¢:) { Wy (2] - f<;>] ol Zso;few} o,
i j j

e dai, fazendo JE" = 0, temos as expressoes

h+z ] Zgojeﬂ, (2.19)

W+ (2T - k) ] of = ngje”. (2.20)

j
3. Considerando que (2.20) é o complexo conjugado de (2.19 ) e fazendo uma

operacao de subtracao entre as equagoes chegamos a
> e —€) =0. (2.21)
J

Porém, as fungoes orbitais sao linearmente independentes e, consequentemente,
tem-se

= ¢ (2.22)

Jt 15
0 que mostra ser [€;;] uma matriz hermitiana.

Com base nos resultados até aqui apresentados é possivel definir o operador de

interacao eletronica total como
i

e o operador de Fock, como é denominado o operador do primeiro membro de (2.19),

¢ dado por:

~

F=h+G. (2.23)
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Com essas defini¢oes podemos escrever (2.19) como
Fop,= Z ©;€jiy (2.24)
J

conhecidas como equagoes de Hartree-Fock. Como, pela relacao (2.22) a matriz e
é hermitiana é possivel determinar uma transformagao unitaria U que a diagonalize.

De fato, considerando
0i=>_ Use;, (2.25)
J
mostra-se [15] que a Eq. (2.24) pode ser transformada nas equa ¢oes

F/gp; = Gz‘(P;a 1= 17 27 w1 (226)

As equacoes (2.26) sao conhecidas como equagoes canonicas de Hartree-Fock, sendo
€; as energias orbitais e ¢, os orbitais moleculares que melhor descrevem o sistema

com um unico determinante de Slater.

2.2.2 A equagoes Hartree-Fock-Roothaan

Queremos resolver as equagoes integro-diferenciais (2.26) para obter os orbitais
moleculares na formulacao Hartree-Fock Restrito, comumente usada para descrever
sistemas de camada fechada; uma dificuldade na utilizacao dessas equacoes para
moléculas estd na falta de simetria esférica, que temos quando sao utilizadas para
sistemas atomicos. Na busca da solu¢ao desse problema, Roothaan [17| propos que
tais fungoes, usadas para representar orbitais moleculares, poderiam ser obtidas em
termos de fungoes que representassem orbitais atomicos. Esse método ficou conhecido
como o Método de Combinagao Linear de Orbitais Atomicos (LCAO) e, de acordo
com ele, as fungoes ¢, devem ser escritas como uma combinacao linear de orbitais

atomicos x,, ou seja

05 = XpCois (2.27)
p=1
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onde x, representa o p-ésimo orbital atomico normalizado, e Cp; sao coeficientes
numéricos a serem determinados usando o principio variacional. Os orbitais atomicos

geralmente satisfazem a relagao

/X;qus = Spqs (2.28)

determinando uma matriz quadrada m x m composta pelos elementos S,, e conhe-
cida como matriz sobreposicao dos orbitais atomicos. A notacao matricial pode ser

introduzida definindo-se para os orbitais atomicos

X = (Xngﬂ"'Xp?"'?Xm)? (2-29)
e para os coeficientes C;
Cli
C,, _
ci = ‘ ,eC=(cco... cp),y (2.30)
Cmi

sendo C' uma matriz m x n. Devemos escrever o funcional energia em termos dos
coeficientes C);. Entao, incluindo os vinculos, podemos escrever o funcional energia

CcOomo

E'lg]l = Elpl + ) (=2e51), (2.31)

vinculos

onde ¢;; sao os multiplicadores de Lagrange, v,;; = fdﬁgofgoj, e usa-se a expressao

(2.27) para ¢,;. Obtém-se entao o funcional energia, na aproximagao LCAO-MO, como

E[Cl, Co, ..., Cn] = QZthCZ + ch(2‘]j — Kj)CZ',
i 1,j
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onde ¢; = [c] e h, J; e K, sdo, respectivamente, representacoes matriciais dos

i
operadores ﬁ, j; e K ; definidos, pela acao sobre os ¢;, na secao anterior. Entao

OE' = 2 (dchhe; + ) {(5(:3)(2.]]- — K;)c; + (5ch) (23, — Ki)cj} (2.32)
A 2,]
+2) " clh(de) + ) {cj (23, — K;)(0c;) + (2T, — Ki)((scj)}
i ©,]
—2 Z(écj)Scia‘U +2 Z(écﬁ)s*cfeﬂ,

sendo os dois ltimos termos oriundos de ¢ [ didp;p; com ¢; dados por (2.27).
Como os somatorios em ¢ e j entre as chaves sao idénticos, e as matrizes h, J; e

K sao hermitianas, podemos escrever
JE = 2 (dc)) {h + (23, - Kj>} c;—2) (0ch)Sciei; +  (2.33)
i j i

2 (oct) {h* +) (2T - K;f)} ci+2) (dch)S"ceji.
i j i
Assim, o operador de Fock na base matricial dos MO’s é dado por
F=h+) (2J;-K)), (2.34)
J
e com isto a equagao (2.33) fica
OF =2 Z(écg)Fci +2 Z(écf)F*c;k -2 Z(écZ)Sciszj -2 Z(écﬁ)s*cfaﬂ. (2.35)
Impondo 0E" = 0 obtém-se entdo, com a diagonalizacio da matriz €i;], que
F(C)Ci = EiSCi (Z = 1, 2, .., n= —), (236)

que sao justamente as equacoes Hartree-Fock na aproximaca o LCAQ, conhecidas

como equagoes de Hartree-Fock-Roothaan.
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2.3 O Método de Interacao de Configuracoes

O uso de uma funcao de onda dada por um tnico determinante de Slater no
cdlculo da energia eletronica de um sistema molecular nao considera totalmente a
correlagao eletronica do sistema. Considerando que a energia encontrada no célculo
Hartree-Fock é a melhor aproximacao monodeterminantal para a energia do sistema,

pode-se definir a energia de correlacao E.,. como
Ecor = By — EHF; (237)

o que corresponde a diferenca entre a energia exata F, e a energia de Hartree-Fock

E, ..

O Método de Interacao de Configuracoes (CI) possibilita recuperar a parte da
energia de correlacao de um sistema atomico ou molecular que nao é determinada
quando temos apenas um determinante (calculo Hartree-Fock).

A funcao de estado V¢ para o sistema de N-elétrons é construida de uma com-

binagao linear de fungoes de configuragoes de estado ' (CSF), dada por:

Uer = Y City, (1 =0,1,2, ), (2.38)

onde cada CSF v, é uma combinacao linear de determinantes de Slater adaptados
a simetria do estado, e C; sa o parametros variacionais. Especificamente, usando
os spin-orbitais que sao solugoes das equacoes de Hartree-Fock, podemos escrever a

funcao de onda Wy como:

(W) =Co|¥,) +2Colva) + 22 Coplbgg) + - (2.39)
’ a<b
r<s

com [1,) sendo o determinante do estado fundamental, obtido do método Hartree-

Fock, |¢]) representando os determinantes correspondentes as excitagdes simples

L Configuration State Functions
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onde o elétron do spin-orbital a é excitado para o spin-orbital r, |¢[;) os deter-
minantes correspondentes as excitacoes duplas em que o elétron do spin-orbital a é
excitado para o spin-orbital 7, e o elétron do spin-orbital b é excitado para o spin-
orbital s, e assim por diante. C! sao os coeficientes que servem como parametros

variacionais determinados considerando o funcional energia [15, 18|
Ewwy:<w‘ﬁW@>, (2.40)
e a condicao
(U |0) = 1. (2.41)

Com o mesmo procedimento usado para o método Hartree-Fock devemos encontrar
os pontos de extremo do funcional energia eletronica na classe das fungoes de estado

|¥) . Introduzindo um multiplicador de Lagrange A e definindo um novo funcional

E{[V] = E[¥] — AU | D) — 1), (2.42)

encontram-se os pontos de extremo desse funcional com a condi¢ao 0’ = 0. Usando
a notacao matricial levando em consideracao a funcao de estado definida para o CI e

supondo a normalizac¢ao das [} "), ou seja

(o lwar) =1 (2.43)
(oo [057) = Sas (2.44)
pode-se escrever |¥) como
W) =9 C, (2.45)
onde 1) e C* sdao as matrizes
o= [[Yo) . 1ve) -] (2.46)

ct = [C,Cr.].
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Consequentemente, teremos:
<\1/ (ﬁ\ \p> — O HCY = CUHC, (2.47)
sendo M} os elementos de matriz
= (o |Aun) 2.5
Considerando a condicao de normalizacao sobre as func¢oes dada por
(VW) =1=CC =C'S C,

onde S é a matriz definida por (2.44), encontra-se que a condi¢do necessaria para a
existéncia de extremo do funcional E [¥], sobre a classe de fungao de estado do C'T

incluindo a condicao de normalizacao, é a equagao secular

HC = \SC. (2.49)

2.3.1 Energia de Correlagcao Exata
Seja
H|) = E,|v), (2.50)

onde FE, é a energia exata, e |¥) é dada por (2.39). Multiplicando (2.50) a esquerda

por (1| temos, como resultado final que

(v w) = (v, |8]e)+5 S v,

a<b

Al

r<s

ou

Bty |U) = B, + Y Con((Wa Wy [ i U, ,) — (U0, Ky 5| TT,)).
a<b

r<s
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Usando a condicao (¢, [1,) = 1, e a notogao

(v, A vi) = (0,0,]]6,0.) (2.51)
temos entao:
Ey—Eyp= Y. Cri{6,0 6,00 — (6a00] 6,6,)), (2.52)
a<b
r<s

ou ainda
Ecm’ = Z g:z <ab| ‘T‘S) ) (253)
a<b

r<s

onde estamos usando a notagao (ab| |rs) para especificar a diferenca entre as integrais
de Coulomb e de Troca.

A equagdo (2.53) representa a energia exata de correlagdo com uma dependéncia
explicita dos coeficientes Cy; das excitagdes duplas e das integrais (ab| [rs) . Devemos
notar, no entanto, que na dedugao de (2.53) foi admitido um CI completo e assim
devemos considerar termos de outras excitacoes; na realidade faz-se necessario em
principio a inclusao de todas as excitagoes no calculo CI se o objetivo for determinar

a energia de correlacao exata.
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Capitulo 3

Distribuicao Eletronica

O objetivo central desse capitulo é apresentar os elementos fundamentais sobre a
distribuicao de carga eletronica em sistemas moleculares usando a funcao densidade
de probabilidade. Ha na literatura varios textos sobre o assunto; seguiremos, no

entanto, o enfoque de McWeeny [16].

3.1 Funcao densidade eletronica

Seja
qj(‘/p) - \IJ(x17x27 "'?xN)7

uma funcao de estado eletronico para N elétrons e consideremos a expressao

W) de = V(z,, 2y, VU (2, 2y, T @y )dr dz,..dy,..dx, (3.1)

J J

interpretada como sendo a probabilidade do elétron 1 ser encontrado no elemento
de volume dz,, simultaneamente ao elétron 2 ser encontrado no elemento de volume
dz,..., o elétron N ser encontrado em dz,. Em (3.1), x corresponde as coordenadas
espacial 7 e de spin s.

A probabilidade do elétron 1 estar em dx,, estando os outros elétrons em qualquer



19

elemento de volume, é dada por:
dzx, /\I/(ml,%,x3, o )V (2, 2y, Ty, wy ),y d,. o d L dy (3.2)
ou ainda, a probabilidade de encontrar qualquer dos N elétrons em dz, é
Ndzx, /\I/($1,x2,x3,...,IN)\I/*(xl,xQ,xw o Ty )z, dr,. dy . d . (3.3)

A densidade de probabilidade a uma particula designaremos por (z;); podendo

entao escrevé-la da seguinte maneira
vi(z,) = N/\If(xl,xm%,...,xN)\II*(xl,:z:Q,x3, @y )dr,de,. dr,.dry. (3.4)

Nesta expressao, z, indica o ponto onde a densidade é calculada e nao mais a coor-
denada do elétron 1.

Analogamente, teremos

Yo(21;22) = N(N — 1)/‘11(x1,a:2,a:3, o T ) (T, Ty, Ty, Ty )X, d
(3.5)
como a densidade de probabilidade de encontrar quaisquer dois elétrons simultanea-
mente em dx, e dz,. Essa funcao mostra como o movimento de dois elétrons diferentes
é correlacionado.
As funcoes densidade de probabilidade a uma e a duas particulas, excluindo a

contribuicao do spin sao, respectivamente

P(r) = /’h(-’ﬁ)dé‘l, (3.6)

P(ri,re) = /72(:r1;:c2)d51d32. (3.7)
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3.1.1 Valor esperado de um operador

Uma maneira de introduzir uma generalizacao da funcao densidade de probabili-
dade do elétron é considerar o valor esperado das grandezas. De fato, seja o operador

F dependente da coordenada x do elétron, seu valor esperado serd entao dado por:
(F) = /\I/*(x)F\IJ(m)dml...dxj...de (3.8)
com T = ,,T,,...,T,, ou ainda,

(F) - / PO (2) 0 ()dx (3.9)
= /nyl(xj)dxj. (3.10)

Entretanto, se F' for um operador que tenha derivadas, por exemplo, é necessario ser
preciso indicando que F deve atuar sobre ¥(z,, x,, ..., z, ) e nao sobre V*(z,, z,, ...,z ).

Uma forma de resolver essa questao ¢ escrever (3.9) como

(F) = / FU(z)U* (2)da, (3.11)

r=x
com a interpretacao que primeiro aplica-se F' sobre ¥(z), em seguida coloca-se x = 2,
e realiza-se a integracao.
Observa-se entdo que em (3.11) aparecem dois conjuntos de variaveis z e -,
possibilitando assim generalizar as densidades a uma e a duas particulas, escrevendo-

se

v, (52) = N/\Il(xl,xQ,...,xN)\II*(:L”l,xQ, ey Ty )dT,. . dx (3.12)

CE’l :CCl

v, (2, 2y, 2,) = N(N = 1) / V() 2y, ., xy) V(22,20 1 )doy.da

(3.13)
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Consequentemente, se F' for um operador a uma e duas particulas, escreve-se

(F) = /nyl(xl;x’l)dxl. (3.14)

(F) = / Fry, (x,,2,; 2, x))dr, dr,. (3.15)
T, =,
r =

A expressao (3.11) pode ser aplicada a qualquer operador. Assim, analisando o ope-

rador definido em (2.7), e considerando o termo a uma particula temos

()

que resulta em

r =T
"

N
/ Zh(,u)\ll(xl,:cw s Ty s T ) O, @y 0y ) d
w
w

<Zh(u)>—]\/ / W)W (x,, 2y, Ty, ey 2 ) O (2, 25, 24, ooy ) )y dy, (3.17)
M

ri:xl
e usando (3.12)

<Zh(u)>= /h(l)%(rﬁpx;)d%- (3.18)

Xy :2?1

1 .
rHsV ot

Analogamente, para o termo a duas particulas teremos, com g(u,v) =

<Zg(ﬂ“7 V)> =
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que, desenvolvendo e considerando (3.16) resulta em

1
NOV=T) {/ 9(1,2)y, (@, z,; 2, 2 )dx, dx, + (3.20)
r =x,

1

r =X
2

+/ g(l,3)72(x1,x3;x’1,x’3)da:1dx3

2

T =
T, =,
+... + / gIN,N = D, (@, 2y s, @ )da dry}
T, =Ty,
o=

Como tem-se N (NN — 1) integrais do mesmo tipo pode-se, fazendo uma mudanca

de variavel, escrever:

< Z g(u,u)> = / 9(1,2)y(z,, x,; 2, 2] )dxydas. (3.21)
v 2
Das expressoes (3.12) e (3.13), segue que as densidades de probabilidade a um e a

dois elétrons, integrando nas variaveis de spin, sao dadas por:

Prar) = [ B2, (o) (3.22)
5’1:81
P,(r ,ry;r ) = / 9(1,2)7,(z,, z,; 2, x))dsidss. (3.23)
§ =8,
s =5
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Em consequéncia, a expressao para a energia do sistema pode ser dada por:
2 ZA
= —_— V d([,‘l + A’y ( 17 1)d$1 (324)
+2/g(1 2)7, (@, @, 2, @) )dx, du,
ou ainda
-1 Za
E = T/V?Pl(rl)drl +/T#—AP1(T1)CZT1 (325)

1
+§/g(l,Q)PZ(T’I,T2>d7’1dT2.

3.1.2 Funcao densidade a um e a dois elétrons para uma funcao

de onda monodeterminantal

Consideremos uma tnica configuragao na qual os spin-orbitais ¢,,¢_,...¢, sao
ocupados pelos N elétrons. A correspondente fun¢ao de onda ¥(z,,z,,...x,) é dada

por um determinante de Slater, isto é:

\If($171‘2, mN) = (N!)I/QA\{QZ)A(LEngB(:%)"'¢N(xN)}' (326)

onde estamos notando os indices dos spin-orbitais por letras maiusculas A, B,....
Partindo do funcional energia dado em (2.8), e considerando apenas os termos a

uma e duas particulas, temos

E = (V|H|U) (3.27)
= 3" Gnlhl ) + 5 3 ((6n 0519l Grds) — (0 651l b5 62).
R R,S

Em (3.27) o termo a uma particula é definido como

(6n |H] ) = / Gale)h(D)op(r,)dr, = / h(1)on(r,)oh(@)dr,  (3.28)

CC’l :xl

Usando entao a definicao

751) = 271R5¢S(x1)¢j%($’1)7 (3.29)
R,S
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onde v, _ sao coeficientes numéricos, pode-se escrever em geral

1RS

/ B, (e = 3 / Sl )h(1)s(x, )dr, (3.30)
R,S

w’l :331

Comparando essa expressao com (3.28) nota-se que, no caso de U ser apenas um

determinante, tem-se

Y,nr = 1 (¢ ocupados) e v, .. = 0 (nos outros casos).

ou seja, no caso de um determinante, v, (z,; ;) toma a seguinte forma
Yrsw) = Y opl(r,)dR(@).
R ocupados

Considerando em (3.27) os termos do operador de Coulomb e do operador de

Troca, temos explicitamente:

(PR 05 |9| PRrOs) = / or (2,)05(2,)9(1,2)pR(2;)pg(xy)dr,dz,  (3.31)
r =ux,

1

r =T

2 2

Gnoslolosom = [ 6(w)03()o(L Dos(w)onla)dedr,  (332)

o que possibilita introduzir a funcao densidade a duas particulas por

Yo, wyw,w) = [dr(e)o5(x,) o) bs(x)) — ¢l )65 (x,)ds(@ )op(x))]
" (3.33)

ou, em termos da fun¢ao densidade v (z,;2;)

Yoz, oy, my) =, (T 2)7, (2 2) — 7, (25 22)7, (2,5 @)). (3.34)
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A possibilidade de escrever a densidade de probabilidade a dois elétrons, em ter-
mos da densidade a uma particula, é caracteristica da aproximacao usando um de-
terminante, o que significa que nesta aproximacao as propriedades do sistema sao
determinadas por 7, (x,, ;) conhecida como matriz densidade de Fock-Dirac [15]. Na

realidade, nesse caso, a densidade para K-elétrons pode ser escrita como:

Ve @y say,nm) = KW (o), o, .. 0 )V (x,2),...,7) (3.35)

1

v, (@) v (ze)
v, @y 2) v, (2,5 1)

O resultado mostra que, utilizando uma funcao de onda monodeterminantal a
fungdo densidade a K-elétrons ( N > K > 2 ) é sempre dada como um produto anti-
simetrizado de densidades a uma particula, ou seja, que a densidade a K-elétrons pode
ser fatorada no produto de densidades a um elétron. Consequentemente, propriedades
a dois elétrons (como a energia de interagao entre eles) podem ser expressas a partir
da funcao densidade a um elétron.

Para estudos em sistemas de camada fechada ¢ conveniente expressar as funcoes
densidade v, (z,;2;) e vy(x,, 2,52, x,) em funcdo dos orbitais moleculares de forma

que, integrando-se nas variaveis de spin, obtém-se

Pi(r;) =2 Z@A(rl)gp’; (r1), (3.36)
A

Py(ri,m2) = 2(2 = P2)Y ¢, (1), (r2)¢, (r1) % (r2). (3.37)
A.B

onde, agora, a soma a direita dessas equagoes é realizada nos orbitais moleculares

ocupados, e P,, é o operador que permuta a particula 1 com a 2.

12

Para sistemas de camada fechada as eqs.(3.36) e (3.37) podem ser expressas de
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forma geral como

Z L oa®e(r)el (1), (3.38)

5 (71, 72) Z P cpas®e(r1)e, (r2)e’ (r1)e, (ra). (3.39)
A,B,C,D

onde P ca e Pocpap sao coeficientes numéricos.

Essas equagOes tornam-se, respectivamente, as eqs. (3.36) e ( 3.37) desde que

P o, =20, (3.40)
P2,CDAB - (45AC5DB 25BC(5ADP ) (34]‘)

e sao consideradas casos particulares das equacoes para a expansao restrita a um

inico determinante de camada fechada.

3.1.3 Funcao densidade a um e dois elétrons para uma funcao

de onda multideterminantal (ou densidade de transigao)

Até agora toda discussao sobre densidade de carga estd fundamentada nas pro-
priedades de um tnico determinante; entretanto, em alguns casos, precisamos discutir
propriedades que dependem conjuntamente de dois estados como, por exemplo, em
transicoes espectroscopicas e regras de selecao, ou em que o estado seja descrito por
uma fun¢do multideterminantal. Consideremos entao dois estados |V, ) e |V, ) que,
inicialmente, suporemos monodeterminantais. Neste caso, a discussao realizada nas
secoes anteriores pode ser generalizada, definindo-se em lugar da funcao densidade de
probabilidade as chamadas matrizes densidade de transicao, ou seja, no caso a uma

particula tem-se
v, (KL/z ;7)) = N/\I/K(xl,xz,, )V (T, Ty, 1, )dryday.da (3.42)
e, para a densidade a dois elétrons, segue:

V,(KL/x 22, 2,) = NN — 1)/\IIK(x1,a:2, x )V (2, ), 1, )y dr,. . dT
(3.43)
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E interessante notar que, se X = L, teremos
v,(KLjx vy 2, 2,) =, (2, 2,52, 2,), (3.45)

caso em que se L for solucao Hartree-Fock podemos definir

/ WQ(LL/xl,xQ;x’l,x;)dslde = ’}/HF<T1); (3.46)

ese K # L, é possivel escrever os elementos de transi¢ao para Zh(,u) e Zg(u, V)

1% wFEV

\I/K>: /h(l)fyl(KL/xl;x’l)dxl, (3.47)
> (pv)

Ty =T,
w#V

COImo:

> “h(p)

\I/K> z/ 9(1,2)y,(KL/z,, 2,2, 2, )dz,dx,. (3.48)

<@L

A segunda parte da generaliza¢ao corresponde a escrever cada estado |V ,.) e |V, )

=

T, =z,

como uma fungao CI (interacao de configuracoes), por exemplo. Neste caso, segue

que

U, =D Cty (3.49)

)= Clu,, (3.50)
l

onde {1} e {¢,} serao CSF (fun¢oes configuracoes de estado) e, portanto, podendo
ser mono ou multideterminantal; as expressoes v, (KL/x ;x:) e v, (KL/x,, x,; 2, x;)

1772

sao dadas entao por

p,(KLjz ;2 ) = Z CzOlL*vl (kl/z ;) (3.51)
kel
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p,(KLjz ;2 2) ZC’kCl* (kl/z z;0,@ ), (3.52)
com
v, (kl/z;2) N/@Z)k(xl,xz,...xN)Qﬂ;"(x’l,xz,...xN)dx2...de (3.53)
e
v,(kl/x 22, 0,) = N(N — 1) /w Ty, Ty, T )w;‘(x’l,x;,...xN)dxg...d:cN, (3.54)

caso em que se K=L for a solucao CI podemos definir

/ p,(LL/x, 2,2, 2,)ds dv, =~y _ (1)) (3.55)

As relacoes (3.51) e (3.52) mostram que as matrizes densidade, no caso de func¢oes
de estado multideterminantais, sao somas ponderadas de matrizes densidade refe-
rentes a diferentes pares de determinantes que podem ser calculados pelas regras de
Condon-Slater [19, 20]. De fato, se |I) e |I') forem dois determinantes formados por
spin orbitais (¢,,¢,,....¢,...) e (¢,,¢,....¢ ...) respectivamente, segue dessas re-
gras que as densidades serao nulas a menos que em |l) e |I') haja no méximo 0, 1 ou

2 spin-orbitais diferentes, obtendo-se entao:

(1) se |1) = [I') =(ND)7V2det [p, (2,)p, (2,) 0, (2) -],

(Ll xsa) Z@R (3.56)

v, (e 2, x ng o ()i (z), (3.57)

(ii)se |1y =(N)"2det|p,(z, ¢B($2)""PR($R)"'|’
1y = (V172 det [, (2, (52). ) |

NG s2) =@, (2,)9 (2)), (3.58)
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V(LU fx asayx) = (1= Pu)Y {le,(x)e, (@) ()¢ ()] (3.59)
S#R

o, (@), (2,)" ()@ ()]},

(iii ) se [I) = (N2 det |p, (z,)p, (2,)..0,(x,). 0 (). |
1) = (N2 det [, (2,) 0, (2,)-- ), () -l () -

VL wys ) = (1= Pu){le, ()@, ()@, (2)e5 (@) + (3.60)

e, (), (2,) 07 (@)@ ()]}

Nas expressoes (3.57), (3.59) e (3.60) o operador P,, permuta as variaveis z, e z,.
Com as expressoes obtidas para y, e ,, considerando as fun¢oes multideterminantais,
é possivel tecer algumas consideracoes fisicas. Assim:

(i)Sevy, =4 = ((,OAK, (pBK,(,OCK...QDRK) podemos concluir que a contribuicao
para a carga total da molécula como também a energia do sistema serao dadas através
dos respectivos valores esperados;

(i) Se ¢, = (goAK, Pp Poy P ) e = (cpAl, SOBlﬂOcl,'“’prl) sao distintos

K
por um tunico spin-orbital molecular, ou seja, Py # {p,, temos as expressoes (3.56)
e (3.57) .

Em conseqiiéncia, se considerarmos ¢, e ¢7 ortogonais, a chamada carga liquida de
transicao sera nula e teremos o espago dividido por um plano nodal em duas regioes,
uma com distribuicao positiva e outra com distribuicao negativa; a contribuicao para
a energia eletronica ocorre através dos valores esperados (3.47) e (3.48);

(il ) Se b, = (0, @5 Po Py Py ) €V = (P, 05,00 Py, ) forem

distintos por dois spin-orbitais moleculares, ou seja, P #+ Py, € Py #+ ,, temos

Yy () =0 (3.61)
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*

’}/%l(l' xQ) = (1_PlQ){[(pU(xl)SDV(xQ)SOX(xl)SOZ(:CQ)] (362)

+loy (2o, (2,) @), (7)) 0% (2,)]};

ou seja, nao haveré contribuicao para a carga molecular e a contribuicao para a energia
ocorrera somente através do valor esperado do operador a duas particulas.

(iv ) Se ¢, e ¥ diferem por mais de dois spin-orbitais, as densidades v, (z,) e
Y, (T15T,) s@o nulas.

Através das regras de Condor Slater [19] é possivel perceber que, numa formulagao
multideterminantal, a fungao densidade a dois elétrons, vo,;(21; 22), ndo pode ser fa-
torada em termos da fun¢ao densidade a um elétron ~y,;,(r1), 0 que ocorre no caso
monodeterminantal visto anteriormente. Isto decorre do fato da expansao multide-
terminantal representar um sistema de N-elétrons interagentes em que as particulas

componentes estao correlacionadas entre si.

3.2 Analise de Populagao
Seja a funcao densidade considerando apenas a parte espacial dada por

Z s P (1) @5 (1), (3.63)

onde a funcao orbital ¢ é equivalente a (2.27) e P, sdo os coeficientes dado por
=C.C P (3.64)

17 RS’

Substituindo (2.27) em (3.63) temos

=P RSZXZC;‘R,ZXQCQS, (3.65)
R,S P

P(r) =Y P’ XX, (3.66)
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sendo essa a expressao mais geral para a densidade de carga eletronica em funcao de
orbitais atomicos; ela é equivalente a (3.63) definida em termos de orbitais molecu-
lares.

. X , 2
O coeficiente Pp , bara o termo a uma particula é representado por

ZP cr.C (3.67)

. X N 2
e o coeficiente P para um termo a duas particulas é
p,g;m,n

P =3 Py, CrCCrC (3.68)

R,S,T,U

sendo o indice y usado nos coeficientes para indicar a base atdmica usada.
Podemos escrever os respectivos termos a uma e duas particulas para a densidade

de carga como:

P(rl) - ZPZQX:XLI’ (369)

p,q

P(r,,r,) = Z P i XXX X 05 (3.70)

p,g,m,n

consequentemente, a expressao mais geral para o funcional energia sera:
E=S"P (I 45 3 P (o, 12,1, ) (37)
P paa,man
Uma maneira de escrever as equagoes (3.69) e (3.70) numa forma compacta é uti-
lizando a condigao dos orbitais dada em (2.28) e também definindo as seguintes
relacoes

, d(r)= M

d,(r) = ‘Xm (r) (3.72)

sendo S, =~ a matriz de sopreposi¢ao. Assim, teremos

= qu )+ qun o (3.73)

m<n
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e os coeficientes numéricos agora sao dados por

¢, =P . q.. =2SmP . m#n. (3.74)

m mn

Integrando a fun¢ao P(r) no espaco dos N elétrons temos:
[ P = S0, + Y, =N (3.75)
m m<n
com a carga total dividida em duas partes: a quantidade g, que surge de cada orbital
e que ¢ denominada de populacao orbital, e a quantidade g,,,, que surge do termo d,,,

e é conhecida como populacao de sobreposicao.
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Capitulo 4

Resultados

Neste capitulo apresentamos nossos resultados referentes ao estudo da distribuicao
da densidade eletronica dos sistemas moleculares H; e H,. Especificamente, fizemos
a leitura dessa distribuicao através de curvas fechadas de diferentes raios utilizando
dois métodos para a determinacdo das fungoes: Hartree-Fock e CI(Interagdo de Con-
figuragoes). Como base LCAO usamos o conjunto S7T'O —3G composto pela fungao 1s
expandida em trés gaussianas, e a base N21 —3G composta pela funcao 1s expandida
em duas gaussianas e a funcao 2s expandida em uma gaussiana.

A geometria de cada sistema, exposto no plano XY com Z = 0, obedece a dis-
tancia de equilibrio internuclear de 1,65 w.a numa configuracao triangular dos seus
nicleos (H5 ), e 1,40 u.a numa formacao linear onde os nicleos sao expostos ao longo
do eixo X (Hj).

No caso do sistema H,, fazendo coincidir o ponto médio entre os ntcleos da
molécula com a origem do sistema de coordenadas, apresentamos a densidade eletronica
ao longo de curvas caracterizadas por raios que descrevem regioes representadas por:
r, e 7, menores que 0,70 u.a; ao longo de uma curva que passa pelos nicleos de
cada atomo descrita por um raio r,; ao longo de curvas que descrevem regioes ex-
ternas representadas pelos raios r,, r,, ou 7y > r,. Os valores dos expoentes e dos

coeficientes que compoem as fungoes orbitais bem como os valores das energias dos
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sistemas foram obtidos através do programa computacional GAMESS ° [21]. O valor
da densidade eletronica em cada ponto foi determinado com o programa Maple e o
desenvolvimento das expressoes usadas para esse calculo é mostrado no apéndice A.

Os sistemas estudados sao compostos por um par eletronico. Assim, estabelece-
mos duas etapas na analise do comportamento da distribuicao da densidade eletronica.
Primeiramente foi feito o célculo da densidade eletronica relativa a um dos elétrons
(e,) sendo a densidade relativa ao outro elétron (e,) integrada em todo o espago. Esse
resultado chamamos de comportamento da densidade eletronica a uma particula. Em
seguida, trabalhamos com um elétron (e, ) fixado em dois diferentes pontos definidos
e, para cada ponto, as coordenadas do outro elétron (e,) variavam descrevendo uma
curva de dado raio, dando origem assim ao que chamamos comportamento da densi-
dade eletronica a duas particulas. As expressoes para o calculo da densidade a uma
e a duas particulas foram obtidas a partir da funcao densidade de probabilidade.

Vale ressaltar que, no calculo da densidade a duas particulas, para a localizagao
do elétron e, no sistema H, consideramos como ponto fixo p, situado no centro da
molécula, e p, em um dos nicleos da molécula. Para o sistema H. o ponto p, foi
localizado no niucleo do atomo A ao longo de eixo OY'.

Na seqiiéncia faremos uma discussao dos resultados encontrados para os sistemas
em estudo dando enfoque & comparacao das densidades obtidas dos conjuntos de
base LCAO e dos métodos Hartree-Fock e CI. Neste sentido vale ressaltar que em
nossas figuras a distancia do centro a um ponto da curva esté relacionada ao valor da
densidade eletronica para o raio e angulo indicados na figura. Nota-se ainda que, para
que as densidades para diferentes raios r pudessem ser colocadas numa mesma figura,
houve a necessidade de se usar diferentes fotores de normalizacao; em conseqiiéncia,

a leitura dos graficos possibilita uma anélise qualitativa mas nao quantitativa.

5 General Atomic and Molecular Electronic Structure System.
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4.1 Densidade Eletronica no Sistema

Com a molécula no plano XY definindo uma geometria linear na geometria de
equilibrio dg,—g, = 1,4u.a e com o centro da molécula coincidindo com o centro
do sistema de coordenadas, a determinacao da densidade eletronica foi realizada nas
seguintes regioes: interior da molécula ao longo de uma curva descrita pelo raio
r, = 0,1 u.a; ao longo de uma curva passando pelo ponto médio entre a origem do
sistema de coordenadas e o ntucleo caracterizada por um raio r, = 0,35 u.a; ao longo
de uma curva passando pelos nicleos com raio r, = 0,70 u.a; ao longo de curvas
tendo raios r, = 1,40 u.a e r, = 2,0 u.a ou seja, raios que definem curvas em regioes
que envolvem a molécula.

As expressoes para o célculo do valor da densidade a uma particula usando as

funcoes obtidas respectivamente, pelos métodos Hartree-Fock e CI, sao dadas por:

Vuw (1) = C3C, [97 (1) ¢, (V)] (4.1)
Yor(r) = CiCo [0} (1) 0, (1)] +ZO*OT [P (1), (1)] (4.2)
2O (W) e (0] +23 0 Gl e (1) e (1)

Z W Culel +ZZC*“ 5 [t (1) o, (1)]
Z O (g (1) @, —220*” m et (1) g, (1))

Para a densidade a duas particulas usamos a expressao de troca-correlacao dada

por: )
2 “11(7'1, 7“2)‘

o) n(rs) (4.3)

Nge =

com

7”):2/\\If(r7;,7’j)|2drj. (4.4)
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A expressao (4.3) tem uma interpretagao qualitativa que pode ser resumida da
seguinte forma: |\I/(7“1,7“2)|2 é a densidade de probabilidade de encontrar um elétron
em 7, e outro em 5. Dividindo-se |¥(ry, 7| pela densidade de probabilidade de
encontrar um elétron em r,, tem-se uma densidade de probabilidade condicional de

encontrar um elétron em o dado o outro em 7.

4.1.1 Densidade Eletrénica a uma Particula no Sistema H-

Das expressoes (4.1) e (4.2) foram obtidos os seguintes resultados:

Na figura (4.1) apresentamos os resultados encontrados para a densidade eletronica
obtida com o método Hartree-Fock usando as bases STO — 3G (a) e N21 (b). Ob-
servando o primeiro grafico temos que, tanto para r, como para r,, a probabilidade
de se detectar o segundo elétron é praticamente a mesma em qualquer ponto dessas
curvas o que esti de acordo com uma teoria de campo médio, j4 que temos uma
situacao semelhante ao de um sistema mono eletronico no estado fundamental. Para
r,, N0 entanto, observa-se que a maior probabilidade encontra-se préximo aos nticleos,
o que também é observado para 7, e r,. A mudanga de base (figura (4.1b)) mantém
a situagao para r, mas ja para r > ro nota-se que a maior probabilidade desloca-se
para as proximidades dos niicleos com uma diminuicao da densidade entre eles.

Para os resultados obtidos com o método CI e base STO — 3G (figura (4.2a)),
a curva caracterizada pelo raio r, conserva sua forma circular e o que é observado
em qualquer curva de raio r > r, é uma convergéncia, das curvas, para a origem
do sistema passando a ter uma concentracao de carga préoximo aos ntcleos; a base
N21 — 3G enfatiza esse fato para todos os raios (figura (4.2b)). O comportamento
observado com o método CI esta de acordo com o que se espera de uma situacao em

que ha um elétron sujeito a carga dos dois nicleos, blindada pelo segundo elétron.
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Figura 4.1: Comportamento da densidade eletronica no sistema H, usando as bases

0.0000
0.0000

STO-3G(a) e N21-3G(b), e o método Hartree-Fock.

Figura 4.2: Comportamento da densidade eletronica no sistema H, usando as bases

STO-3G(a) e N21-3G(b), e 0o método CI
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4.1.2 Densidade Eletrénica a duas Particulas no Sistema H-

Para essa etapa trabalhamos com as expressoes (4.3) e (4.4). Na figura (4.3) o
elétron e, esta localizado em p, (origem do sistema de coordenadas) e para o termo
troca-correlacao 7,, observamos no primeiro grafico (a), com a base STO — 3G, uma
densidade eletronica descrita por curvas circulares, resultado compativel com o apre-
sentado por Thompson and Alavi [22]. No segundo grafico (b) com a base N21 — 3G,
as distribuigoes para r, e r, mantém a mesma forma geométrica das curvas anteriores
mas, a partir da curva de raio r,, ha uma concentragao préoximo aos ntcleos.

Na figura (4.4) o elétron e, esta localizado em ps (coordenadas de um dos niicleos)
e é observado que a densidade de probabilidade apresenta um minino em torno da
regiao em que se encontra esse elétron. Este resultado, por razoes fisicas, é esperado

j& que a interacao Coulombiana entre os dois elétrons é dominante.
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Figura 4.3: Comportamento da densidade eletronica no sistema H, fixando um
elétron na origem, usando o método CI e as bases STO-3G(a) e N21-3G(b) (termo

troca-correlagao)

Figura 4.4: Comportamento da densidade eletronica no sistema H, com um elétron
tendo coordenadas iguais as de um dos niicleos, usando o método CI e as bases

STO-3G(a) e N21-3G(b) (termo troca-correlacao)
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4.2 Densidade Eletronica no Sistema H;

4.2.1 O ion Hj

O fon H foi descoberto em 1912 por Thomson [23] enquanto realizava estudos
sobre descargas elétricas no gés hidrogénio. Esse fon, um dos mais simples sistemas
poliatomicos, tem atraido a atencao de pesquisadores em Astrofisica.

Em 1964 Christoferson [12]| demonstrou que, dispondo os hidrogénios na estru-
tura de um triangulo eqiiilatero, tem-se a formagao mais estavel para esse tipo de
sistema; posteriormente, em 1978 em seus estudos experimentais, Gaillard et al [13]
determinaram a geometria de equilibrio desse sistema e ainda na década de 80 houve
estudos espectroscopicos [14] e observagdes rovibracionais dessa molécula [24]. Nessa
secao faremos um estudo do comportamento da densidade eletronica do fon H, com
a geometria na forma de um triangulo equilatero, usando os métodos HF e CI para
determinar as funcoes.

Com a molécula no plano XY segundo uma geometria triangular (tridngulo equi-
latero) e o seu centro coincidindo com o centro do sistema de coordenadas, analisamos
o comportamento da densidade eletronica em algumas regioes do espaco, a saber:
regiao representada pela curva de raio r; = 0, lu.a; regiao correspondente a curva
passando pelo ponto médio entre os niicleos caracterizada pelo raio r, = %h, onde h
é a altura do triangulo equilatero; regiao definida pela curva passando pelos ntcleos
do fon, ou seja, r, = %h; regioes correspondentes a curvas que envolvem o ion ou seja,
ry = 1,6 u.a e r5 = 2,0 u.a Nas subsecoes seguintes apresentaremos os resultados

encontrados para a densidade eletronica a uma e a duas particulas.

4.2.2 Densidade Eletronica a uma Particula no Sistema H;L

Com a mesma expressao usada no calculo da densidade eletronica para o sistema

. . A e . + .
H,, analisamos o comportamento da densidade eletronica no sistema H_ e obtivemos
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os seguintes resultados:

Na figura (4.5) o primeiro gréfico descreve o comportamento da densidade eletronica
usando funcoes obtidas através do método Hartree-Fock com a base STO — 3G. E
possivel observar que, para qualquer curva com raio r, , < r, a densidade eletronica se
mantém praticamente constante. Para a curva obtida com r, observa-se que a densi-
dade eletronica comeca a apresentar pequenas variagoes que sao acentuadas para raios
r > r, e, a partir desse raio, a densidade eletronica apresenta uma forma triangular
indicando uma concentracao de carga na regiao que envolve os ntcleos; esse compor-
tamento se mantém para regioes com raios re;; < 1,. A partir de r, = 3, Ou.a, consi-
derada uma distancia muito grande do centro da molécula, as densidades eletronicas
voltam a apresentar o mesmo comportamento de r;,; < r,, 0 que é compativel com
os resultados obtidos por Banyard and Sanders [9, 10], usando orbitais naturais (fig.
(4.7)).

Usando a base N21, o segundo grafico da figura (4.5) mostra que, para raios r,; <
r,, a densidade eletronica apresenta o mesmo comportamento descrito acima. Para
as regioes representadas pelos raios r, e r, é verificado um "vale" entre os ntcleos
registrando-se uma diminuicao da densidade eletronica nesses pontos e uma maior
concentracao de carga proximo aos niicleos. Para o raio r, nota-se uma diminui¢ao
do vale, tendendo para o comportamento circular da curva.

Os resultados para a densidade eletronica, obtidos a partir de funcoes CI, estao
representados na figura (4.6). O primeiro grafico com a base STO—3G (a) mostra que,
para os raios r, , < r, a densidade eletronica tem uma forma triangular bem definida

"vale"entre os nicleos com uma

sendo que, a partir de r, fica mais acentuado um
concentragao maior de cargas proximo aos nucleos. O segundo grafico (b) da figura,
na base N21 mostra que, para r, a densidade eletronica é praticamente constante
(forma circular) e para todos os outros valores de r observa-se uma forma triangular,

sendo a diminuicao de densidade no ponto médio entre os niicleos mais acentuada do

que a apresentada com fungoes obtidas pelo método Hartree-Fock. Esses resultados
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sao compativeis com aqueles obtidos por Banyard and Sanders [9, 10| , figura (4.7).
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Figura 4.5: Comportamento da densidade eletronica a um elétron no sistema H;

usando as bases STO-3G(a) e N21-3G(b), e o método Hartree-Fock.
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Figura 4.6: Comportamento da densidade eletronica a um elétron no sistema H;

usando as bases STO-3G(a) e N21-3G(b), e o método CI
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x (C)

AY (3)

Yur(r)

Figura 4.7: Comportamento da densidade eletronica a um elétron no sistema

Hj" jusando os métodos Hartree-Fock (a) e CT (b)

'K.E. Banyard, J. Sanders, J. Chem.Phys.101(4) (1994)
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4.2.3 Densidade Eletronica a duas Particulas no Sistema H;

A figura (4.8) mostra nossos resultados Hartree-Fock para a densidade eletronica,
com o elétron e, localizado no ponto p, . O primeiro gréfico (a), com a base STO—3G,
apresenta o seguinte comportamento: para raios r < 7, tem-se curvas circulares
(densidade eletronica constante) e, para r > r, a densidade eletronica comeca a
mostrar uma tendéncia ao formato triangular. No segundo grafico (b) é usada a base
N21 e observa-se comportamento similar no geral sendo que, para r = r,, o vale entre
os nicleos é acentuado. A figura (4.9) apresenta nossos resultados CI para a densidade
eletro nica com o elétron e, localizado no plano p,. No primeiro grafico (a), com base
STO — 3G, nota-se que a curva da densidade eletronica apresenta forma triangular a
partir do raio r, e, em seguida, retorna ao comportamento anterior. Ja no segundo
grafico (b), obtido com a base N21, a curva da densidade eletronica tragada com um
raio ro apresenta o vale caracteristico entre os niicleos, resultante da diminuicao de

densidade naquela regiao e, para raios maiores, volta a ter a forma circular.
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Figura 4.8: Comportamento da densidade eletronica no sistema H:ﬁxando um
elétron na origem, usando as bases STO-3G (a) e N21(b)-3G, e 0 método
Hartree-Fock

Figura 4.9: Comportamento da densidade eletronica no sistema H : fixando um

elétron na origem, usando as bases STO-3G(a) e N21(b)-3G, e o método CI
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho fizemos um estudo comparativo da densidade eletronica de dois
sistemas contendo dois elétrons: a molécula Hs e o fon H; usando dois conjuntos de
funcgoes e dois métodos ab initio, Hartree-Fock e CI.

Em cada caso analisamos a densidade eletronica em duas situagoes: em uma
delas integramos essa densidade relativa a coordenada de um dos elétrons em todo
0 espaco e consideramos o comportamento da densidade eletronica do outro elétron;
na outra usamos a expressao conhecida como densidade troca-correlagao, fixando um
dos elétrons em algum ponto do plano.

Nossos resultados mostram que, em todos os casos estudados, para valores de r
correspondentes a geometria de equilibrio da molécula, o comportamento da densidade
depende de forma mais drastica do tipo de fun¢ao usada e do método empregado para
valores de r correspondentes a geometria de equilibrio da molécula.

Como perspectivas lembramos que, para dois elétrons de spin opostos, os orbitais

de Kohn-Sham estao relacionados com a densidade eletronica pela expressao |15]

n(r) =2[6(r)” (5.1)

onde o orbital de Kohn-Sham ¢(r) satisfaz a equagao de Kohn-Sham

[~ 5V + e )]6(r) = 6(0), (52)
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o que resulta, com (5.1), em

% n(r)

) %

Vefet(r) = € +

Esta relagao indica que, se for conhecida a densidade n(r) a partir de uma fungao

de onda correlacionada, é possivel calcular v (1) — €. Por outro lado,

Uefet(r) = Veat (1) + V(1) + ve(r) + Vrars(r) (5.4)

onde v,(r) e v.(r) sao os potenciais de troca e de correlagao, respectivamente. Como

0,
V(1) = ——, 9.9
)= 505 (55)
1 f(r)n,(r,r) o
Eo(r) = 2/ P v (5.6)
e
r
77:]5(7“7 ’f”) = _77(2 )a (57)
segue que
_ 5.8
Vy = _évHarh ( : )

onde vgq¢ € 0 chamado potencial de Hartree.
Entao, usando (5.3) e (5.4) temos
1V23/n(r) 1
V(1) — &= §W - §UHart — Uegt(7), (5.9)
ou seja, obtemos uma expressao para o potencial de correlacao. Tendo essa expressao,
uma possibilidade de continuar o trabalho é usar esse potencial para o estudo de
sistemas de dois elétrons confinados com v, (r) sendo um potencial de confinamento.
Outra possibilidade ¢ o uso de bases mais eficientes e o estudo da densidade

eletronica por outras moléculas.
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Apéndice A
A funcao densidade

O calculo para a determinacao do valor da densidade de carga em cada ponto
foi feito de duas maneiras. Primeiramente consideramos a densidade de carga a
uma particula e em seguida introduzimos a chamada densidade troca-correlagao. Na

sequéncia desenvolvemos e apresentamos as expressoes que usamos na dissertacao.

A.1 CaAlculo da Densidade de Carga Eletronica para
uma Particula

Para determinar a influéncia da correlacao eletronica no céalculo da densidade de
carga dos sistemas estudados baseando-nos em [9, 10, 16, 22| partimos da seguinte
definicao

AY(ry) =76, (1) = 7y (1) (A1)
No caso da densidade a uma particula teremos para o método CI (Interagao de
Configuragao)

v, () = / L(r,,r,)d 1o, (A.2)
onde

F<T17T2) = \II*(T17T2>\II(T17T2)7 (A3)



sendo W(r ,r,) a fungao de onda definida para o CI que, para dois elétrons,

por:

U(r,,ry) = Cothy(ry,1,) + ZC(:?/’Z(ﬁ T

e o seu complexo conjugado dado por:

\Ij*(rl7r2) = Cy (Tl Ty

Logo, para I'(r,,r,) temos

\Ij*(rl ? r )\II(Tl ) TZ) O;COI/}; (Tl

Z C* Crs

a,b,r,s

_‘_ZC*TCTQ/}*T

E *TS

a,b,r,s

*TS rSs
ab

a,b,r,s

*TS
T

onde os determinantes v, V., ;...

¥, ou seja:

v=[en]} A[(,0)" (£,8)" - (ea0 " (28]

)+ O () +

*rs
7”

20

é dada
>, (A4
a,b,r,s
SN, (A5)
a,b,r,s
ZC*CT ) Pa(r, ) (A.6)
) (r, +Zc*rcow*r )0, (1, r,)
+ ZC*T rgw*r )wab(r . )
a,b,r,s
Tlr )+ DD O O )
a,b,r,s
T )wab(r r )

sao definidos em termos de orbitais moleculares

(A7)

Levando em consideragao a ortogonalidade das funcoes ¢, e fazendo a integracao

em relagao as coordenadas de um dos elétrons, a expressao para o calculo da densidade

de carga T'(r,,r,) do método CI se resume a:

#3007 (0 0]
‘1”220” o [ (
+2Z O It
—220*“ Lo

Yer(r) = CoCo [y (A-8)

220’”6” ea ), (1)]

Z o
2 : C*rrorT
ab SO’I’

*

D, (1)]

e (1)

T
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Para o método Hartree-Fock, onde o célculo é efetuado usando um tnico deter-

minante no estado fundamental, tem-se:
\II*(T17T2) = C:¢Z(T1’T2> (A9)

e consequentemente a expressao para a densidade apés a integragao em uma das

variaveis espaciais e nos spins é dada por:

Ve (1) = C5C [0r (W), (1)] (A.10)

m (A.8) e (A.10) os orbitais sao dados por:

qu cl, (A.11)

com Y, 0s orbitais atomicos dados por uma expansao em gaussianas, e fungoes cen-
tradas em cada atomo dos sistemas (H2 e Hj) .
Os valores dos coeficientes de expressao (A.8) sao obtidos do calculo CI, e C,; em
(A.11) sao obtidos do calculo HF, através do programa computacional GAMESS.
Assim, a expressao geral para a diferenca entre as densidades de carga a uma

particula do sistema, é dada por:
ZO*OT er (1 +2ZC*’"OT oo (A12)
220*’“ [0 ( +4ZO:£T0; [ (1) e (1)
Z i Coler (1) oy (D] +2) _CarmCar [ (1) @, (1)]
—22 2 Ca o5 (1) ¢, (1)]

A.2 Densidade Troca-Correlacao

Definindo as densidades a uma particula n(r,) e n(r,) por:

1) = 2/ |\I/(’I“1,7“2|2d7“2 (A13)
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77(7”2) = 2/ |\I/(T1,T2)|2 drrl (A'14)

respectivamente, pode-se introduzir as densidades denominadas de densidade de Troca-

Correlacao por:

Moo = —> — (ra) (A.15)

onde, nos casos estudados,

|\IJ(T17T2)|2 =

CrC, [o7 (D) g, (D] [ ZC Co [¢7 (D ea (V][5 (2) ¢, (@A}16)
22% Catlya (V) wa (D] e (2) r ()] = [ea (1) @r (W] g7 (2) 0 (2)]3
22% Cop{lez W e, (D] ler (2) 9, (2)] = [ea (1) @5 (W] o7 (2) @5 ()1}
QZCab Cofler (1) @, W] e (2) @, ()] = [z (1) o, (D] 27 (2) 0, ()]}
ZCab Cofles (W) e, (W es (2) @r )] = [7 (1) o, (D] [#5 (2) 0a ()]}
Z{Cab Co [y (1) a (W]l 2) 9, (2)] = C°C5 [er (1) @ (D] 7 (2) @ (2)]3
Z{Cab Cap [y (D) s (D] [07 (2) 9, (2)] = Co°Cy @5 (1) @, (D] 5 (2) 0 (2)]}
22% Cot ler (D) o (W] 7 (2) @, (2)]

2202’558025 (5 (1) o (V][5 (2) 04 (2)]

= C3C, [0t (e, (D] +) CaCl [0r (1) ¢, (1)] (A.17)
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nr,) = CiC, [t ZG*CT (2) ¢, (2)] (A.18)
QZC*TC’" [0 (2) ¢, (2 +2ZC*’"CZJ§ [0} (2) ¢, (2)]
420;;8@ o (2 +2Z 2 Cor (92 (2) ¢, (2)]

7,8

2) Ca'Cat [5 (2) ¢, (2)] —220553 ab 95 (2) ¢, (2)]

A.3 Bases

Apresentamos abaixo duas tabelas que trazem informacgoes das funcoes que

compoem as bases STO-3G e N21-3G.

Funcgoes | Expoentes | Coeficientes
1s 3,4252509 | 0,154328967295
1s 0,6239137 | 0,535328142282
1s 0,1688554 | 0,444634542185

Tabela A.1: Base STO-3G

Funcoes | Exzpoentes | Coeficientes
1s 5,4471780 | 0,156284978695
1s 0,8245472 | 0,904690876670
2s 0,1831916 | 1,000000000000

Tabela A.2: Base N21-3G
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