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Resumo

Estudamos um modelo anisotrépico gerado a partir de uma métrica tipo Bianchi III,
generalizacdo da métrica de Godel, e que € solugdo exata das equacdes de campo de Einstein.
Em particular, analisamos dados obtidos de compilacdes de supernovas tipo la, mais
precisamente o SDSS (MLCS2K2), verificando em quais limites de distancias e redshifts a
anisotropia do modelo poderia ser evidenciada, e em quais limites o modelo se aproxima do
ACDM (modelo padrao). Verificamos que o redshift z = 2 tem particular importancia, se
configurando o ponto em que a anisotropia comecaria a ser notada, bem como o ponto no qual
nosso modelo comeca a divergir do ACDM. Concluimos, portanto, que dados de distancias a
supernovas acima desses limites de redshift, bem como o aumento da precisdo na obtencao
dessas mesmas distancias, poderiam apontar para a existéncia ou ndo de tal anisotropia no

universo.



Abstract

We study an anisotropic model generated from a metric classified as Bianchi type III,
generalization of the Godel metric and exact solution of the Einstein field equations. We
analyzed data from one compilation of type Ia supernovae, namely the SDSS (MLCS2k2),
checking in which limits of distances and redshifts the anisotropy of the model could be
detected. We find that the redshift z = 2 is of particular importance, setting the point where the
anisotropy would begin to be noticed, as well as the point at which our model begins to
diverge from ACDM. We therefore conclude that data from supernovae above this redshift, as
well as an increasing precision in obtaining their distances, might indicate the presence or

absence of such anisotropy in the universe.
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Notac¢des e Convengoes

Nessa dissertacao utilizaremos as seguintes notacdes e convengdes:

« A assinatura das métricas utilizada sera (+, —,—, —).

« Utilizaremos o sistema de unidades no qual 8ntG =c =1

o O indice 0 (zero) referir-se-4 a coordenada temporal e os demais 1, 2 e 3 as
coordenadas espaciais.

« Asletras do alfabeto grego: a. B, X, ¥, M, ... variardo entre os indices 0, 1, 2 e 3.

« As letras do alfabeto latino: a, b, i, j, m, ... variardo entre os indices espaciais 1, 2 e 3.

« As derivadas covariantes de um tensor serdo representadas por ponto e virgula ou por
oT”
VH . VATV = TV;;L = _7»+ FXKTK .
ox

o As derivadas ordindrias de um tensor serdo representadas apenas por virgulas ou por

or"
8u:87\T" =T", ==
ox
« O ponto sobre a letra representard a derivada com relacdo ao tempo cosmolégico t:
_da
dt

« O apostrofo sobre a letra representara a derivada com relagdo ao tempo conforme n:

_da
dn’
« O tensor m,, corresponderd ao tensor métrico no espago-tempo plano (Minkowski),

ou seja, Ny = diag(1,-1,—1,—1) . O tensor métrico 8y corresponderd ao caso geral, do

espaco-tempo curvo.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 O céu ontem € hoje

A observacdo do céu sempre fascinou o ser humano. Desde as mais remotas civilizagdes o
homem olha para o céu em busca de respostas, tanto a profundas indagagdes tais como
“houve um inicio?”, “como tudo se formou?”, “havera um fim?”, “estamos s4s no universo?”,
quanto a questdes mais quotidianas a respeito de periodos de plantio, colheita, de cheia, de
seca ou até consultas astrolégicas a respeito do futuro. Ha indicios que civilizagbes como
egipcios e mesopotamios possuiam uma astronomia bastante avancada a ponto de poder
prever com grande precisao fendmenos como eclipses e fases da Lua. Hoje, porém, com um
rapido pensamento, poderiamos ser levados, erroneamente, a afirmar que os astros estao
distantes de n6s. Em nosso dia-a-dia ndo nos referimos a forma do universo; nio esta presente
em nossas conversas as explosdes de supernovas, as nebulosas, as novas galdxias
descobertas... No maximo, quando nos referimos aos astros, falamos que o Sol “estd quente”
ou a Lua bonita. Se hd um eclipse, talvez paremos alguns segundos para contemplé-lo. No
entanto, o que ndo percebemos é que a relacdo homem-cosmo ainda se mantém tdo estreita
que muitas vezes se funde a nossa vida, como quando fazemos perguntas tdo simples como
“qual a sua idade?” ou “que horas sdo?”, isso porque a idade € medida em anos que é o
periodo em que a Terra dd uma volta completa em torno do Sol e 1 hora € aproximadamente a

fracdo de 1/24 da duragdo do dia, intervalo de tempo em que a Terra realiza um movimento de
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rotagdo completa em torno do seu eixo. Isso sem falar nos sinais eletromagnéticos (ondas de
tv, rddio, celular, etc.) que invadem nossos prédios e automoveis oriundos de satélites no

espaco. O universo nos cerca.

1.2 Astrofisica, Astronomia e Cosmologia

A observacdo do universo € feita através de trés ramos distintos da ciéncia do universo
que em muito se confundem: a astronomia, a astrofisica e a cosmologia. Em poucas palavras,
poderiamos definir a astronomia como sendo o estudo do movimento dos corpos celestes em
geral, se preocupando com os movimentos dos astros e atuando no tocante a previsdo de
eventos celestes. A astrofisica é o ramo da fisica que estuda a constituicio material, as
propriedades fisicas, a origem e evoluc@o dos astros e para isso se apdia na fisica nuclear e na
mecanica quantica. A cosmologia é o ramo da fisica que estuda a estrutura e a evolucao do
universo em seu todo, preocupando-se tanto com a origem quanto com a evolucao do mesmo.

A cosmologia pode ser considerada como um caso geral, do qual astronomia e astrofisica
sdo capitulos a parte. Por outro lado a cosmologia depende das evolugdes nos campos da
astrofisica e da astronomia. Existem pesquisadores que s se dedicam a astronomia ou
astrofisica, mas, ainda assim, contribuem para a cosmologia. A respeito da astronomia e
cosmologia poderiamos ainda dizer que a astronomia atua em pequenas escalas, na maioria,
em distancias dentro do limite de nossa galdxia (a Via-Lactea = “caminho de leite”), cerca de
100.000 anos-luz, ou a galédxias vizinhas, na ordem de poucos megaparsecs (Mpc)!, enquanto
que a cosmologia atua em escalas bem maiores, na ordem de centenas ou milhares de
megaparsecs, nas quais O universo nos parece homogéneo e isotropico. Os estudos
cosmoldgicos se ddo por meio de modelos de universo que buscam, baseados em hipdteses e
observacdes, responder as antigas e ainda atuais questdes que insistem em povoar a nossa
mente: “houve um inicio?”, “como tudo se formou?”’, “por que € como o vemos hoje?”

“havera um fim?”, entre outras.

1A distancia de 1 parsec (1 pc) equivale a 3,1x10'°m, o que implica que 1 Mpc = 3,1x10"m.
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1.3 Uma breve historia dos modelos?

O primeiro modelo do cosmo que se tem noticia talvez tenha sido o modelo grego, que
tinha como principal defensor Aristételes de Estagira (384-322 a.C.). Nesse modelo, o
universo era composto de esferas cristalinas (esferas celestes) sobre as quais estariam fixos os
corpos celestes. Essas esferas eram concéntricas, girando uniformemente em torno de uma
central que era a esfera terrestre, na qual estaria a Terra, im6vel. Era, portanto, um modelo
geocéntrico. O universo era limitado até a esfera das estrelas, posterior a de Saturno, sendo
este o ultimo planeta conhecido até entdo (do grego, planeta = “aquele que vagueia’)3.

Ap6s o modelo aristotélico, o mais representativo foi o de Cldudio Ptolomeu (100-170). A
idéia basica desse modelo era que as drbitas dos planetas em torno da Terra seriam o resultado
da composi¢do de dois movimentos circulares acoplados: cada planeta descreveria um
movimento circular em torno de um centro que, por sua vez, executaria um movimento
circular em torno da Terra. Esse modelo era ainda geocéntrico.

Nos séculos XV e XVI, cerca de 2000 anos apds o modelo aristotélico, comeca uma
revolucdo na gravitacdo universal com o padre catdlico Nicolau Copérnico (1473-1543) em
seu famoso tratado “Sobre a revolu¢do dos orbes celestes” (De revolutionibus orbium
coelestium), em 1543. Este propde um sistema heliocéntrico no qual a rotagdo da esfera
celeste se justificava pela rotacdo da Terra em torno de seu eixo, demonstrando, com a
simplicidade do ponto de vista heliocéntrico, as mesmas observagdes de Ptolomeu. Esse
modelo permitiu a Copérnico deduzir pela primeira vez a escala relativa das distancias dentro
do sistema solar, através do angulo que estes eram vistos da Terra em instantes diferentes.

Em 1609, o fisico, matematico, astrdnomo e filésofo italiano Galileu Galilei (1564-1642)
teve conhecimento de um telescopio que foi oferecido por alto preco ao doge de Veneza. Ao
saber que o instrumento era composto de duas lentes em um tubo, Galileu logo construiu um
capaz de aumentar trés vezes o tamanho aparente de um objeto, depois outro capaz de ampliar
em dez vezes e, por fim, um capaz de aumentar 30 vezes. Ao apontar esse telescopio para o

céu, ele descobriu assim que a Via Lactea é composta de mirfades de estrelas (e ndo era uma

2 As referéncias historicas foram extraidas das referéncias [1,2,3].
3 Ja eram conhecidos os planetas Mercirio, Vénus, Marte, Jipiter e Saturno.
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"emanacdo” como se pensava até essa época), descobriu ainda os satélites de Jupiter, as
montanhas e crateras da Lua. Todas essas descobertas foram feitas em marco de 1610 e
comunicadas a0 mundo no livro "O Mensageiro das Estrelas" (Sidereus Nuncius) em marco
do mesmo ano em Veneza. A observacdo dos satélites de Jupiter e das fases de Vénus
levaram-no a defender o sistema heliocéntrico de Copérnico.

No final do século XVI, inicio do XVII, o astronomo alemao Johannes Kepler (1571-
1630) herda do astrénomo dinamarqués Tycho Brahe (1546-1601) dados precisos a respeito
das posicoes dos planetas que foram o resultado de uma vida inteira dedicada a essas
observacdes. Em posse desses dados e munido de um grande conhecimento matemadtico foi
possivel a ele descrever o que hoje conhecemos a respeito das Orbitas planetdrias: as Leis de
Kepler. Em sua primeira lei (a lei das orbitas) ele enunciou que as dérbitas dos planetas em
torno do Sol eram elipses e ndo circulos como se pensava, e que o Sol ocuparia um dos focos
dessa elipse. Na segunda lei (ou lei das dreas) ele descreve que a linha imagindria que liga um
planeta ao Sol varre dreas iguais para iguais intervalos de tempo. Como principal
conseqii€éncia dessa ultima lei, um planeta ndo teria uma velocidade constante em sua 6rbita
ao redor do Sol, sendo mais rdpido quando mais proximo desse e mais lento quando mais
distante. Na terceira lei (lei dos periodos) Kepler relaciona os periodos (7) de revolucdo dos
planetas em torno do Sol com as suas distancias médias (r) a0 mesmo, deduzindo que a razio
T?/r3 seria igual para todos os planetas do sistema solar.

Em 1687, na grande obra “Principios Matemadticos de Filosofia Natural” (Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica), Isaac Newton (1642-1727) propde que as mesmas forcas
que atuavam na Terra mantendo os corpos presos a ela era a responsavel pela manuten¢do dos
movimentos planetdrios em torno do Sol. De posse dessa hipétese, das leis da mecénica por
ele desenvolvidas nesse mesmo livro e do cdlculo diferencial, ele consegue demonstrar
matematicamente as mesmas leis que Kepler obteve empiricamente. Newton relata que a
forca gravitacional seria proporcional ao produto das massas dos corpos e inversamente
proporcional ao quadrado das suas distancias, ou seja
mm, .

LY (1.1)

D)

F=-G

onde n, € flz sao, respectivamente, a distancia entre as massas m; € n € O VErsor que aponta

da massa m; a m;. A constante G = 6,67 N.m?kg? (no sistema internacional — SI) foi

determinada com precisdo por Henry Cavendish (1731-1810), em 1798.
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O fato de a forga gravitacional ter cariter central permitiu a Newton demonstrar que a
variacdo da velocidade de um planeta em sua Orbita eliptica seria decorréncia da conservacgao
do momento angular, tal como a lei das areas. A lei dos periodos pdde ser obtida a partir da
igualdade da forca gravitacional com a centripeta, e a forma das Orbitas a partir da andlise da
energia potencial e cinética que possuiria o planeta na referida érbita, podendo essa ser, além

de eliptica, circular, parabdlica ou hiperbdlica.

1.4 Albert Einstein x Edwin Hubble

Apesar do grande sucesso da teoria newtoniana da gravitacdo universal, verifica-se que
esta s6 concorda com os dados observacionais dentro de um limite de campos gravitacionais
relativamente fracos. No limite de campos mais fortes se faz necessario uma nova teoria que
se aplique a essa situacdo: essa teoria € a Teoria da Relatividade Geral (TRG), proposta por
Albert Einstein (1879-1955) em 1915. Apesar de ndo ser essa a motivacdo que conduziu
Einstein a propor essa nova teoria da gravitacdo (na verdade ele buscava uma generalizagcdo
da Teoria da Relatividade Restrita (TRR) ou especial (TRE) — que era vélida apenas para
referenciais inerciais — através da modificacio da teoria newtoniana da gravitacdo), a
interpretacdo da forca gravitacional em termo de curvatura de um novo ente fisico
denominado espaco-tempo (um espaco quadridimensional, onde o tempo entra como uma
nova dimensdo) permitiu a aplicagdo de sua teoria em situacOes mais gerais que as que
limitavam a teoria de Newton. O ponto de partida de Einstein foi o principio da equivaléncia
(PE) entre a massa inercial e a gravitacional, que na teoria newtoniana aparece como mera
coincidéncia. De fato, na teoria da gravitacdo de Newton, a massa que aparece na equacao
(1.1) é a mesma que aparece em sua 2* lei da dindmica, de modo que
mm, .

n,=>a= -G—= h, (1.2)
n,? rn,?

ma=-G

onde a € a aceleracdo adquirida pelo corpo 1 devido a uma forca gravitacional “gerada” pela
interacdo com a massa gravitacional m,. Este fato estd longe de ser trivial, pois, se definirmos
mS e m' como sendo, respectivamente, as massas gravitacional e inercial, teriamos para a

aceleracao



15

G G G
m’ m m
> __ 1 2 A _ 1 —
a=-G—; S =&, (1.3)
m; 1, m;
onde definimos
G
m
- __ 2 A
§=-G Ny - (1.4)
ro2
12

Verificamos, portanto, que a aceleragdo gravitacional seria, em geral, diferente para diferentes

corpos, dependendo da razdo m®/m' de cada corpo. Entretanto, observando o resultado do

experimento da queda livre de dois corpos A e B, concluimos que

L m$  mj
a, =d, = —=——-= constante, (1.5)
my Mg

que, por uma escolha adequada de unidades, podemos escrever
G G

Ta Dy, (1.6)

m, Mg

ou seja, a aceleracdo adquirida por esses corpos independe de suas massas, fato que ja havia
sido notado e exposto por Galileu em seu livro “Didlogo sobre os dois principais sistemas do
mundo” (Dialogo sopra i due massimi sistemi del mondo), publicado em 1632. A saida de
Einstein para a soluc¢do de tal coincidéncia foi a de perceber que para o referencial de um
corpo em queda livre, em uma regido suficientemente pequena do espago-tempo, o campo
gravitacional ndo existe. Assim, dois corpos em queda livre parecerdo, um em relagdo ao
outro, no estado de inércia (na auséncia de quaisquer outras forcas, exceto a gravitacional).
Em posse desse pensamento ele pdde enunciar o principio de equivaléncia: ndo existem
experimentos locais que possam distinguir entre um referencial caindo livremente em um
campo gravitacional e um em movimento retilineo uniforme na auséncia desse mesmo campo,
implicando diretamente na igualdade entre as massas inerciais e gravitacionais. A partir dai, o
caminho seguido por Einstein foi a utiliza¢do dos seus famosos experimentos de pensamento,
especialmente os do elevador acelerado, para notar que o espago-tempo deveria se curvar na
presenca de um campo gravitacional. Analisando o comportamento de um raio luminoso ao
entrar através de uma pequena fenda em um elevador que sobe com aceleracdo igual a
gravitacional ele pdde notar que, para um observador em repouso no referencial do elevador,
o raio sofreria um desvio, concluindo entdo que o0 mesmo, ao passar por um campo
gravitacional, devido ao principio da equivaléncia, também deveria sofrer tal desvio (fato

observado pela primeira vez em 29 de maio de 1919 em Sobral, no estado do Ceard — Brasil),
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pois no elevador seria impossivel distinguir entre a acdo de um campo gravitacional ou a
aceleracdo deste mesmo elevador. Conhecendo, entdo, a geometria riemanniana (geometria do
espaco curvo) e o cdlculo tensorial, ele conseguiu obter suas famosas equagdes de campo
[4,5,6,7],

R —%gszTw, 1.7

Y

e publicd-las em 1915. Nelas, o lado esquerdo refere-se a geometria do espago-tempo, onde
Ry € denominado tensor de Ricci (e € resultado de uma operacdo tensorial denominada
contragdo do tensor de Riemann, que define a curvatura do espago-tempo), guv € o tensor
métrico e R é o escalar de Ricci (uma contracdo do tensor de Ricci); o lado direito refere-se ao
contetido material do universo, onde 7y, representa o tensor momento-energia. As equacdes
obtidas por Einstein, entretanto, conduziam a um universo dinimico, com aceleracao
negativa, devido a acdo das forgas gravitacionais atrativas, € isso ia de encontro as suas
convicgdes e as observacdes dos movimentos peculiares® dentro de nossa propria galdxia, que
nao conduziam a evidéncias de um universo que se expandisse ou contraisse, o que o levou a
introduzir um termo ad hoc as suas equacdes a fim de contrabalancear a atracdo gravitacional
e permitir a existéncia de um universo estatico: a constante cosmologica (representada pela
letra grega A).

Em 1929, porém, a histéria tem um novo capitulo. O astronomo americano Edwin Hubble
(1889-1953) obtém, através de inimeras observacdes, a relacdo velocidade (v) X distancia (r)
para um grupo de cerca de 20 galaxias [2,8],

v=H_r (1.8)
(denominada hoje como lei de Hubble), onde H, = 500 km/s.Mpc 5 ¢ a constante de Hubble,
concluindo que o universo estaria em expansdo e ndo estitico como havia pensado Einstein.
Essa descoberta levou FEinstein a descrever a constante cosmoldgica como “the greatest
blunder of my career”. Porém, mais tarde foi necessdrio se justificar a expansdo acelerada
observada com mais precisdo posteriormente, € nesse intuito a constante cosmoldgica foi
reinterpretada e “ressuscitada”, sendo identificada como resultado da contribuicdo da energia
de vdcuo.

Hoje muitos modelos ja foram propostos, envolvendo ou ndo a constante cosmoldgica,

*Aqueles que ndo resultam expansdo/contragdo do universo, tais como a translacdo de planetas e satélites.
>Valor obtido por Hubble em 1929.
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inclusive em alguns ela é uma fun¢do do tempo cosmolégico (A=A(t)) [9,10]. O modelo que
mais se adéqua as observacdes atuais € denominado ACDM (Lambda-Cold Dark Matter) ou
Modelo Padrao, no qual o universo € espacialmente plano, homogéneo e isotrépico em largas

escalas e possui expansdo acelerada atualmente.

1.5 A descoberta da radiagdo césmica de fundo e o

principio cosmologico

Um dos fatos notdveis nas observagdes cosmoldgicas € a isotropia da radiacdo césmica de
fundo (do inglés, Cosmic Microwave Background — CMB). Essa radia¢ao corresponde a uma
radiacdo na frequéncia das microondas emitida nos tempos iniciais da formacao do universo e
foi observada pela primeira vez em 1965 pelos astronomos Arno Penzias e Robert Woodrow
Wilson do Bell Telephone Laboratories — New Jersey. Essa radiacdo ja havia sido prevista
teoricamente por George Gamov, Ralph Alpher e Robert Herman em 1948 e, posteriormente,
por Robert Dicke, e seria resultado de uma teoria cosmoldgica na qual o universo teria sido
iniciado a partir de um estado extremamente quente e denso. Porém, até 1965 ainda ndo havia
sido detectada. Essa detec¢do ocorreu acidentalmente quando Penzias e Wilson trabalhavam
com um radidmetro que utilizavam para experiéncias de radioastronomia e comunicac¢io via
satélite. O instrumento deles tinha um ruido térmico excessivo de 3,5 K que eles nao podiam
explicar, e apds diversos testes Penzias se deu finalmente conta que aquele ruido nada mais
era do que a radiacdo césmica de fundo predita por Gamov, Alpher, Herman e Dicke [8].
Apo6s receber um telefonema de Penzias, Dicke disse a famosa frase: “Boys, we've been
scooped". Uma reunido entre as equipes de Princeton e Holmdel verificou que o ruido da
antena era devido efetivamente a radiacdo césmica de fundo. Penzias e Wilson receberam o
Prémio Nobel de Fisica de 1978 pela descoberta.

A CMB detectada apresentava um alto grau de isotropia [11] que, juntamente com a
aparente homogeneidade e isotropia dos aglomerados de matéria, espalhados sobre escalas da
ordem de 100 Mpc [12], foi responsdvel pela elaboragdo do Principio Cosmologico, que
enuncia que, o universo, quando visto de uma escala suficientemente grande, tem iguais

propriedades para todos os observadores. Esta afirmacdo estd fortemente relacionada a
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hipétese que a parte do universo que podemos ver € uma amostra representativa do mesmo, €
que as mesmas leis fisicas se aplicam em todos os lugares. Em esséncia, ela afirma de certa
forma que o universo pode ser conhecido a partir da andlise de uma parte sua, e estd jogando
corretamente com os cientistas.

O alto grau de isotropia da CMB explica ainda o sucesso da teoria das perturbacdes
cosmoldgicas em reproduzir o espectro de anisotropia detectado na mesma. A medida dessas
anisotropias, originadas nas flutuacdes primordiais, t€m um papel fundamental no advento da
cosmologia de precisdo, permitindo a determina¢do de muitos parametros cosmoldgicos e a

rejeicdo de um grande nimero de modelos cosmologicos [13,14].

1.6 O modelo anisotropico

O modelo que estudaremos nesta dissertagao conduzird a um universo homogéneo, porém,
anisotrépico e também deverd possuir expansao acelerada gerada pelo A (tal como o modelo
padrdo), consistente, desse modo, com as observacoes [15]. O ponto de partida para a sua
constru¢do serd a métrica anisotropica, espacialmente homogénea, livre de cisalhamento, com
expansdo conforme, estudada por Korotkii e Obukhov [16,17] e antes por Marcelo Rebougas
e Jaime Tiomno [18], a qual € um caso particular de métricas do tipo Godel, com rotagao,
classificadas como Bianchi III [19,20,21], que chamaremos de agora em diante de métricas
RTKO (Reboucas-Tiomno-Korotkii-Obukhov). As métricas RTKO, em geral, possuem um
parametro de rotacdo que, em nosso caso, serd feito igual a zero. A condi¢do de que a
expansao seja conforme € essencial para garantir a isotropia da radia¢do césmica de fundo, tal
como também o € a existéncia de campos vetoriais de Killing [¢f. Anexo A] conformes
paralelos a quadrivelocidade, como veremos adiante. Além disso, mostraremos que, no limite
de distancias curtas, tal métrica se reduz a métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW)
plana.

Mostraremos também que o modelo conduz a uma distribui¢@o anisotrépica de pressoes (o
conteddo material usual do universo, matéria + radiacdo + constante cosmoldgica, conduz

apenas a pressoes isotropicas), obtidas a partir das equacdes de campo de Einstein, que pode

ser gerada se incluirmos, no conteido material, um campo escalar anisotrépico ¢(x"), sem
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massa e com acoplamento minimo [22,23,24]. Todos esses resultados fazem desta métrica
uma candidata vidvel para a descri¢ao de nosso universo.

Além disso, faremos analises estatisticas a fim de obter os melhores valores dos
parametros livres envolvidos no modelo, através da andlise de distancias a supernovas do tipo
Ia, com o objetivo de ajustar o0 modelo aos dados observacionais ja consolidados e de também

obtermos uma ferramenta para a investigac@o da possivel anisotropia existente no universo.
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Capitulo 2

Modelos Cosmologicos

2.1. O Modelo Padrao

2.1.1. Métrica FRW e equagdo de Friedmann

Ao observarmos o universo sobre grandes escalas (> 100 Mpc) verificamos que o mesmo
apresenta-se isotropico, ndao se configurando nenhum ponto do universo como privilegiado,
incluida a Terra. Essa isotropia também € verificada pela andlise da radiacdo césmica de
fundo. Estes fatos conduziram dois fisicos, Howard Robertson e Arthur Walker, em 1930, a
proporem, independentemente um do outro, uma métrica para um espago-tempo homogéneo e
isotrépico que englobasse todas as possiveis curvaturas desse espaco-tempo (positiva,
negativa ou plana), a qual € uma solucao exata das equacdes de campo de Einstein [4,6,25].
Tal métrica chamaremos de métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW)! e ela € dada
pelo intervalo

dr?

1— kr2

ds? =dr?— aZ(I)( +7r2d0?% + r2sin 20d(p2j , 2.1)

1 O termo Friedmann é empregado na denominacio da métrica pelo fato dessa métrica conduzir a equagdo
de Friedmann — Eq. (2.14).
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onde ¢ € o tempo cosmoldgico, (r, 0, ¢) sdo as coordenadas comdveis? de um ponto do espaco
e k é a constante de curvatura espacial, que pode assumir os valores -1, 0 ou +1 conforme a
curvatura espacial seja, respectivamente, negativa (geometria aberta), nula (geometria plana)
ou positiva (geometria fechada). a(f) é o fator de escala (de expansdo ou contracdo do
universo) e ¢ funcdo apenas do tempo cosmoldgico. Fazendo uma apropriada transformagao

de coordenadas, r = f, (), passamos a métrica (2.1) para a forma bem conhecida
ds? = di? — a2(t)[dy? + f,2(X)(d6? + sin 20d¢?)], (2.2)

onde a funcgao fi() assume diferentes formas para diferentes curvaturas,

siny (k=+1)
Fi 0 =% (k=0) . (2.3)
sinhy (k =-1)

Procuremos agora analisar, a luz das equacdes de Einstein, a que modelos de universo a
métrica FRW pode conduzir. Para tanto, apliquemos a métrica as equacdes de campo de
Einstein.

Contraindo a Eq. (1.4) obtemos
R=-T, 2.4)

onde R € o escalar de Ricci e T € o tensor momento-energia contraido. Substituindo a Eq.

(2.4) na (1.4), as equacdes de Einstein ficam na forma

R, =T, —%ng =S, - (2.5)

uv

A partir do lado esquerdo da Eq. (2.5), calculado da métrica (2.1), obtemos

_3d

Ry, = , (2.6)
a
. .
R; = _(% +£ +2ijgii > (2.7)
a? a a?

Ry=R,=0,i#j#0. (2.8)

2 Coordenadas de um ponto fixo do espago-tempo.
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O lado direito pode ser calculado partindo-se do tensor momento-energia do fluido perfeito,
T, =(e+ puu, —pg,,, (2.9)
onde € € a densidade de energia do conteido material do modelo, p é a pressdo

correspondente a esse conteido e uy, = 83 , a quadrivelocidade comoével. O lado direito, entdo,

torna-se
Soo =%(£+3p) , (2.10)
S =—%(£—p)g,»,», 2.11)
Sp=8,=0,i#j#0. (2.12)

Da igualdade das equagdes (2.6) e (2.10), obtemos
.. 1
a=—€(8+3p)a, (2.13)

que ¢é a equacdo da acelera¢do. Nela podemos observar que se, € > 0 e p > 0, entdo o universo
devera estar desacelerado, visto que a > 0. Em contrapartida, se p < (-1/3)¢, entdo ¢ >0 e o
universo estard acelerado.

Igualando agora as equagdes (2.7) e (2.11), e utilizando a Eq.(2.13) a fim de eliminar a

aceleracdo, obtemos a bem conhecida equacgdo de Friedmann,

He=S_k (2.14)
3 a?
onde H=2 ¢ o parametro de Hubble. A equac¢do de Friedmann descreve a dindmica de
a

todos os possiveis modelos de universo que podem ser construidos a partir da métrica FRW.
A constante cosmoldgica pode ser inserida no contetido material do modelo através da

insercdo da densidade de energia €y = A, além das densidades da matéria, €y, € da radiagdo,

€, na densidade de energia total que aparece na equacdo, de modo que a densidade total torna-

se € = €, + & + €4. Uma andlise na equagdo da aceleracdo nos mostra que para termos um
. . ~ 1 ~
universo acelerado hoje, em acordo com as observagdes, deveremos ter p < —58. A pressao

devido a constante cosmoldgica é dada por
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py=—€, =—A. (2.15)

A pressao da matéria ndo-relativistica (v << c¢) € sabida igual a zero, enquanto a da radiagdo,

obtida da Mecanica Estatistica, é

1
=—¢ , 2.16
P =38 (2.16)
0 que nos garante, a partir da Eq. (2.13), um universo acelerado, pois, nesse caso, d > 0.
Se k=0, a equagdo de Friedmann torna-se simplesmente

H?= (2.17)

€
3
de onde definiremos a densidade critica

e, =3H2. (2.18)

Se € > €, entdo o universo possui curvatura positiva (geometria fechada); se € < €, entdo o
universo possui curvatura negativa (geometria aberta); se € = €, o universo é plano.

Muitas vezes € mais conveniente, ao invés de utilizarmos a densidade de energia absoluta,
trabalharmos com o parametro adimensional denominado pardmetro de densidade e definido

por

Q

£ (2.19)
€,

Assim, em termos de €2, a equacdo (2.14) se torna

1-Q=- ip' (2.20)
a

A andlise da Eq. (2.20) nos permite estudar a curvatura a partir do valor do parametro de
densidade total (note que Q = Q; + Q,, + Q4): se Q > 1, obtemos um universo positivamente
curvado; se Q < 1, o universo € negativamente curvado; se €2 = 1, o universo € plano.

O conteudo da densidade de energia do modelo padrio € composto de matéria nao-

relativistica, radiacdo e constante cosmoldgica, sendo, esta ultima, constante no tempo. A
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densidade de energia relacionada a matéria cai proporcionalmente ao cubo do fator de escala,

visto que o volume de certa regido do universo evolui com o cubo desse mesmo fator. Assim

3
E:“m :E’mo(aoj ’ (221)

onde os subscritos “o” significam que a grandeza € correspondente ao presente momento ¢,
(da observagdo), ou seja, a, =af(t,) e €, , =€, (¢,). Ja a densidade de energia relacionada a
radiacdo cai com a quarta poténcia do fator de escala, devido ao fato de que, a medida que o
universo se expande, os comprimentos de onda dos fétons crescem e, consequentemente, a
energia deles cai, somando-se a isso ainda o efeito da expansdo do volume do universo que

também contribui para a queda da densidade de energia. Assim,

g, = em(a"j : (2.22)

a

A densidade de energia da constante cosmoldgica (por ser constante, por defini¢do) nao é
funcdo do fator de escala (e, consequentemente, do tempo cosmoldgico) ficando

simplesmente
€, =A. (2.23)

Solucionar a equagdo de Friedmann significa determinar como o universo evolui com o
tempo, ou seja, encontrar a funcdo desconhecida a(f). Nesse intuito, com o auxilio das

equagdes (2.21) a (2.23) aplicadas a Eq. (2.14) podemos escrever

4 3
Hr=Co[fe]  Enfd) K A (2.24)
3\a 3 \a a? 3

que, dividido por H,2, com o uso das equagdes (2.19) e (2.20), toma a forma

2

H? a, ! a, ’ a,
I =Q +Q, +(1—Q,0—Qm0—QA)7 +Q,. (2.25)

2 a a

o
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Visto que H = g L@, podemos, em principio, resolver a Eq. (2.25) a fim de obter a

a(t) dt
fun¢do desejada a(f) se conhecermos os valores atuais dos pardmetros de densidade, além do

parametro de Hubble atual. Explicitamente, poderiamos integrar a equagao

di = da (2.26)

4 3 2 1/2
Hﬂa(grﬂ[aoj +Qm0(aoj +(1_QI’() _Qm() _QA)(CIUJ +QA]
a a a

com essa finalidade, obtendo, portanto, #(a) e invertendo-a em seguida para encontrar a(t). Em

geral, entretanto, a integral (2.26) ndo possui uma solucdo analitica, Porém, podemos obter

tais solugdes se analisarmos as épocas nas quais hd um dominio de uma determinada

componente sobre as outras e estudarmos a expansao do universo nesse periodo especifico.
No caso particular de um modelo plano, k£ = 0 e, consequentemente, = 1. Dessa forma,

as equacoes (2.24), (2.25) e (2.26) tornam-se, respectivamente,

2 Sro a{) 4 8]710 a{) 3 A
preamty (7 R G/ L (227)
3\ a 3 \a 3
) 4 3
52:Qm(a”j +Qmo(“”j +Q,, (2.28)
. a a
dt = da . (2.29)

2.1.2. Epoca dominada pela radiacio

Se tomarmos periodos de tempos curtos (f << 1), que nos remetem aos tempos mais
remotos da evolu¢do do universo, para um universo que esteve sempre em expansao, uma
andlise na Eq. (2.29) mostrard que o termo dominante nesse periodo € o da radiacdo, de modo

que essa equacio torna-se, simplesmente,
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ada

dt =

- . 2.30)
H,a, Q)" (

Integrando (2.30), assumindo a condig¢ao inicial que a(t = 0) = 0, obtemos a fun¢ao analitica

para o fator de escala em funcdo do tempo,

a(t) = (2a,7H, 021", @31)
e a do parametro de Hubble,
1 1
H =—@z—. (2.32)
adt 2t

Além disso, podemos também obter o fator de desaceleragdo, ¢, definido pela expressao
q=——>, (2.33)

que € negativo para um universo acelerado (¢ > 0) e positivo para um desacelerado (d < 0).

No caso do periodo da radiacdo ele torna-se

q= —% =1, (2.34)

que se traduz em um universo em expansao desacelerada nesse periodo.

2.1.3. Epoca dominada pela matéria

Definimos o periodo a partir do qual a matéria passa a dominar sobre as demais
componentes como aquele em que a densidade de energia da radiagdo se torna igual ao da

matéria, ou seja, aquele em que a densidade relativa

€, = (2.35)

torna-se igual a 1 e, portanto, o fator de escala se torna
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e = B TR TN
ao emo a
8n’l() T
a
—g (2.36)
Ay =y 5 .

Nesse caso, a integracao, a fim de se obter a funcdo a(t), sé pode ser feita numericamente,

conhecidos os valores dos parametros de densidade atuais e do pardmetro de Hubble atual (cf.
Cap. 4).
A época dominada pela matéria tem fim quando a densidade relativa entre a matéria e a

constante cosmoldgica torna-se igual a 1, passando essa ultima a prevalecer, ou seja, quando o

fator de escala atinge o valor
=q 3 eﬂ (2.37)
a,, =a, . .
Note que, para um universo em expansao (a,, >a,, ), deveremos ter

€ €
Zmoos 2 (e ) > (e, e, (2.38)
€, €

mo

2.1.4. Epoca dominada por A

Como vimos, a época de dominio da constante cosmoldgica se dd quando o fator de escala
atinge o valor minimo a,i/€,, /€, (final da época de matéria) e ndo possui um limite

superior. Nessas condi¢des, podemos impor um limite  — oo (e, consequentemente, @ — o)

para analisarmos esse periodo, tornando a Eq. (2.29) na forma simples
dt = —— (2.39)
a

que integrada, nos fornece a fungao
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at) =K e™ , (2.40)

onde, K, é uma constante de integracdo que pode ser obtida pela escolha de uma condicdo

inicial apropriadae H_ = H /€, . Nesse caso, o fator de desaceleracio fica

g=-22~1, (2.41)

aZ
0 que nos remete a um universo acelerado. O parametro de Hubble €, entdo,

H= l@ = H, = const. (2.42)
a dt

2.1.5. Parametros cosmoldgicos em funcao do redshift

O redshift (desvio ao vermelho) z da luz €, por definicao,

sz—ke:lu:;‘”, (2.43)

e e

onde A, é comprimento de onda medido no ponto do espago-tempo em que ocorre a emissao
(na fonte) — ou seja, no laboratério — e A,, o comprimento de onda medido no ponto do
espago-tempo em que ocorre a observacio (no receptor).

O redshift ¢ uma grandeza muito utilizada em observacdes, sendo, portanto, de extrema
importancia na andlise de modelos cosmoldgicos a fim de se verificar a adequagdo desses aos
dados observacionais. Deste modo, para prosseguirmos em tal andlise, se faz necessario antes
relacionar z ao fator de escala, com a finalidade de obter equacdes em funcdo apenas de z.
Nesse intuito, portanto, consideremos uma frente de onda luminosa que foi emitida em um
instante de tempo ¢, por uma galdxia e observada por nds no instante presente 7,. Durante sua

viagem, a luz percorreu uma geodésica nula, na qual ds = 0, que possui coordenadas 6 e @

constantes, devido a suposta homogeneidade e isotropia do universo. Tomando a métrica

FRW escrevemos, entao,
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dr? d _ dr

dr? = a(t)? = = . 2.44
© l=kr?  a(t) 1—-kr? (249
Integrando ambos os lados da Eq. (2.44), obtemos
2.45
b (t) j (2.45)

A préoxima frente de onda é emitida no instante z, + A, (lembrando que no sistema de unidades

adotado, ¢ = 1) e é observada no instante ¢, + A,, Portanto, para essa frente de onda,

1,4\,

j a(t) ! (2.46)

t,+A,

e, consequentemente,

t, t,+A,
| i _ " (2.47)

ca) 4 a@)

Subtraindo a integral

t()

i
t,+\, a(t)

de ambos os lados da Eq. (2.47), nés encontramos a relagao

t,+\, dt t,+A, dl‘
j prite j et (2.48)

ou seja, a integral de dt/a(t) entre os instantes de tempo da emissdo de sucessivas frentes de
onda € igual a integral de dt/a(t) entre os instantes de tempo da observacdo dessas frentes.
Porém, durante a emissdo de duas frentes de onda sucessivas, esperamos que O universo nao

se expanda significativamente, o que torna a Eq. (2.48) na forma mais simples

t,+A, t,+h,

J-dt = (2.49)

j dr =
a(t ) ; a(t,) -
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=2 (2.50)

e o redshift (2.43) se torna, com o uso da Eq. (2.50),

_a(t,) _a,
- a(t,) Ca

(2.51)

A reescrita da equacdo (2.28), portanto, em fungao do redshift representado através da Eq.

(2.51), se torna imediata:
H=H0, (1+2)+Q, 1+ +a,]”. (2.52)

O fator de desaceleracdo, definido anteriormente, também pode ser reescrito em fungdo de z.
Vejamos.

Podemos reescrever a Eq. (2.33) na forma

aa a
= , 2.53
1 a? aH? (253)
O termo d pode ser escrito na forma
c'i:i @ :i(aH):ad—H+dH=ad—H+aH2. (2.54)
dr\ dt dt dt dt

Como temos o parametro de Hubble em funcdo de z, aplicando a regra da cadeia para dH/dt,

dH _ dH dz

Rk kil 2.55
dt  dz dt (2:59)
e derivando a Eq. (2.51) em relagao ao tempo,
%Z_avd:_(HZ)H, (2.56)
dt a?

obtemos a funcio d(z), substituindo as Egs. (2.56) e (2.55) na (2.54). Por fim encontramos o

fator de desaceleracdo em func¢do de z



(1+z)dH
H(z) dz°

q(z)=—
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(2.57)

onde o termo dH/dz pode ser obtido da Eq. (2.52) para o modelo padrdo ou o préprio de cada

modelo.

Além disso, podemos ainda obter o parametro de idade do universo, definido por H,t,.

Tomando-se a Eq. (2.29) e utilizando a relacdo (2.56), obtemos

T 1 H,/dZ
I1_H(z)

0

visto que, em a(t,), z=0,eem a(t =0), z —> oo

2.2. O Modelo Anisotropico

2.2.1. As Métricas RTKO

As métricas RTKO sdo descritas pelo elemento de linha

ds? = a?(m)[(dn + le*dy)? — dx? — e**dy? — dz?],

(2.58)

(2.59)

onde M € o tempo conforme, definido pela relacdo dt = a(n)dn, a(n) € o fator de escala e x, y

e z sdo as coordenadas espaciais. O parametro / ¢ uma constante ndo-negativa denominada

pardmetro de rotagdo, cujo valor varia no intervalo [0,1) a fim de ndo permitir a existéncia de

curvas tipo-tempo fechadas, o que levaria a uma violagao da causalidade [16,17]. Em nosso

caso, faremos / = 0 e o elemento de linha (2.59) se reduzira a

ds? = a?()dn2 — a2(M)(dx2 + e>*dy? + dz?).

(2.60)

Essa é uma métrica Bianchi tipo III, espacialmente homogénea, que possui trés vetores de

Killing (c¢f. Anexo A: Vetores de Killing),

&(1) :ax _yay’ <t7(2) :ay’ é:7(3) =

(2.61)
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e também um campo vetorial de Killing conforme,
b =Oh, (2.62)
que sdo solucdes das equagdes

L.g. =208, (2.63)

am)
a(m)

do tensor métrico em relacdo ao campo vetorial de Killing, representado por & (cf. Anexo A,

com fator conforme 26 =2

- Nessa dltima equagdo, L.g,, representa a derivada de Lie

Eq. (A.13)). A quadrivelocidade comoével para essa métrica é dada por

_dx* 8
ds am)

uu

(2.64)

A métrica (2.60) possui ainda simetria cilindrica. Para explicitarmos esse fato, lancemos

maos das transformacdes de coordenadas
e’ =coshr+cos@sinhr , (2.65)
ye* =sin@-sinhr, (2.66)
que tornard a métrica (2.61) na forma que utilizaremos de agora em diante,
ds? = a*(n)dn? — a?(n)(dr? + sinh 2rd@? + dz?), (2.67)

apresentando-se, dessa forma, nas coordenadas cilindricas x" = M. 79, 2).
Como dissemos anteriormente, a métrica RTKO expressa na forma dada pela Eq. (2.67) se
reduz a métrica de FRW plana para distancias curtas. De fato, se tomarmos as novas

transformagdes de coordenadas
r=xsin0, (2.68)

z=7xcos0, (2.69)
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que relacionam as coordenadas cilindricas com novas coordenadas esféricas (M,%,0,0); as

diferenciarmos,

dr = cos0d0 + sin 0dy , (2.70)
dz = =) sin 0dO + cos 0dy ; (2.71)

noés obteremos
dr? +dz? = dy?* +(*d6? (2.72)

e, consequentemente, a métrica (2.67) ficard na forma
ds? = a*(m)[dn? — dy? — x2d6? — sinh 2( sin 0)d¢?], (2.73)

que é a métrica RTKO em coordenadas esféricas. Agora, tomando a expansdo em série da

o ) . . x3
func¢ao sinh(x) até a primeira ordem: sinh(x) = x + ; +...= x, obtemos

ds? = a’(m)[dn? — dx? — x*(dO0? —sin 20d@?)] , (2.74)

que € justamente a métrica FRW plana (conf. Eq. (2.2)).

Consideremos, por fim, as equagdes de campo de Einstein
1
R —EBtLR =T" . (2.75)

Quando aplicada a métrica (2.67), ela nos fornece os tensores momento-energia para as

componentes diagonais

T)a* =3a?-a2, (2.76)
T'a* =T}a" =2aa"-a?, 2.77)
T)a> =T'a> -1, (2.78)

e para as demais componentes
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T =0; WV, (2.79)

Nas secdes que seguirdo discutiremos os modelos cosmoldgicos oriundos da nossa
métrica. Antes, porém, discutamos a relagdo entre a anisotropia presente na métrica RTKO e a

isotropia da radia¢do césmica de fundo.
2.2.2. Métrica Anisotropica X Isotropia da CMB

O alto grau de isotropia da radiacdo césmica de fundo (com flutuacdes na ordem de 107
apenas) explica o sucesso da teoria linear das perturbagdes cosmolégica em reproduzir o
espectro de anisotropia detectado na CMB [25]. Queremos, portanto, mostrar que € possivel
se construir um modelo cosmolégico homogéneo, porém anisotrépico, compativel com a
isotropia observada de 10” na radiacdo césmica de fundo. Vejamos.

Utilizando a relagdo que nos fornece a energia de um féton [26]
E= p“uu , (2.80)

onde u" =3} /a(n) é a quadrivelocidade em coordenadas coméveis do emissor/receptor, e

sabendo que, para fétons, E o< 1/h e p" o k", podemos escrever o redshift — Eq. (2.43) — na
forma

(K"u,). 2.81)

l4z=— b
(k"u,),

[Pl

onde os indices subscritos “e” e “0” denotam que as grandezas entre parénteses sdo medidas
nos pontos do espago-tempo em que ocorrem a emissdo e a observacdo dos fotons,
respectivamente.

Supondo que a radiagdo césmica de fundo tem espectro de corpo-negro, a energia de seus
fotons € proporcional a temperatura (E o« T), e, consequentemente, obtemos a relacdo entre as

temperaturas de emissao 7, e observacao T, dos fétons provenientes dessa radiacao,

T
1+z=—"%, 2.82
T (2.82)

o
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que se desdobra, pela (2.81), em

Q _ (k“uu)e (2.83)
T, (k'u), '

Obviamente, em um caso geral, a temperatura da radiacdo 7, dependerd da dire¢do de
observacao. Em nosso caso, entretanto, ndo serd assim.

Como vimos na secdo precedente, a métrica (2.60) possui vetores de Killing conformes

b =0h =amu". (2.84)

conf

Utilizando a equacdo (A.26) do Anexo A, podemos escrever, a partir da Eq. (2.84),

& k" = a(mu k" = const. (2.85)
Logo,
a(m,)u,k"), =am, )wk"),, (2.86)

de onde obtemos, com o auxilio da Eq. (2.83),

1, _am,) _ . _, am,)

—e =T, (2.87)
T, aMm,) am,)
€
12290 (2.88)
am,)

Portanto, a temperatura da radiacdo e o redshift observados de objetos astrofisicos nao
dependem (explicitamente) das posicoes espaciais do receptor e observador, mas somente dos
tempos de emissdo e observacdo dessa radiacdo, assegurando a isotropia detectada na CMB
(em ordem zero), como queriamos demonstrar. Nossa métrica, por conseguinte, apesar de
anisotropica, € compativel com a isotropia da radiacdo césmica de fundo, podendo ser
empregada na constru¢do de modelos cosmoldgicos compativeis com os resultados ja bem

estabelecidos.
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2.2.3. Os Modelos Cosmologicos Anisotropicos

A partir do tensor momento-energia do fluido perfeito
T,, = (e+ puyu, = pg,, (2.89)
obtemos
e=T, , p,=-T/ (2.90)
para a densidade de energia total e as pressdes, respectivamente. Dessa forma, as equacdes

(2.76), (2.77) e (2.78) se tornardo, portanto,

ea’ =3a%—a?, (2.91)
pa*=p,a*=a?-2aa", (2.92)
pia’ =pa’ +1. (2.93)

O conjunto de equacdes anterior evidencia claramente a mencionada anisotropia presente na
métrica, mais precisamente na Eq. (2.93), onde a pressdo p;3 difere das demais por um fator
1/a?. Os contetddos materiais usuais (radiagdo, matéria ou constante cosmoldgica) ndo podem

gerar tal anisotropia. A nossa saida, entdo, serd propor o ansatz de que tal anisotropia se deve
a existéncia de um campo escalar ¢(x" ), sem massa, acoplado a gravidade.

O uso de campos escalares em cosmologia tem importante papel no estudo de modelos
inflaciondrios [27] e na cosmologia de Brans-Dicke [25,28,29]. Além disso, a relagcdo
observada existente entre distancia luminosidade e redshift para supernovas tipo Ia (SNe Ia) —
conf. se¢do 4.1 — deu lugar a uma forte evidéncia a favor de uma expansio acelerada do
universo. A fim de explicar esta aceleracdo e ajustar os dados da SNe la, modelos
cosmoldgicos com um novo componente material foram propostos. Este componente,
denominado quintesséncia, pode ser modelado a partir de um campo escalar com auto-
interacdo, acoplado a gravidade [14].

A partir desta perspectiva, o uso dos campos escalares na busca por solugdes anisotropicas
pode ser considerada como uma nova aplicacido desses campos em cosmologia. O campo que
nds introduziremos ndo € propriamente um campo de quintesséncia, pois ndo provoca

aceleracdo, a qual serd provocada pela presenca da constante cosmoldgica A. De fato, o
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campo na forma que proporemos ndo provocard nem aceleracdo nem desaceleragdo, sendo
apenas responsavel pela geracdo da anisotropia do modelo.
No espago-tempo curvo, o campo escalar minimamente acoplado a gravidade deve

satisfazer a equagdo de Klein-Gordon [Anexo B]

Oy =ﬁ(ﬁ¢,ug““>,v =0 (2.94)
e possui tensor momento-energia [Anexo B]

Ty =0,0,8" ~20,0,875;. (295)

Aqui g e g" sfo, respectivamente, o determinante e o inverso do tensor métrico guy. &Y

representa o delta de Kronecker.

Consideremos agora, que o nosso campo escalar seja dado na forma
0(z)=Cz , (2.96)

com C constante e diferente de zero. Esse campo satisfaz a Eq. (2.94),

1 1 1
—(-80(2) 8"y =—{-802) .87, =—(—89() &%), =
J-g Y J-g

) Cﬁ(ﬁgu),z :O (ng),z = H,zgzz +ngz’z = O’ (297)

que se anula pelo fato de o tensor métrico independer da coordenada z. Ele possui também
componentes diagonais do tensor momento-energia
C2

ﬁuﬂ?=—n%>4f:—zﬁ, (2.98)

que, pelas Egs. (2.90), resultara na densidade de energia e pressoes, respectivamente,

,  C?
g =—0!, 2.99
oy (2.99)
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. . . C?
p1< ) _ p2< ) =—p3( )=~ (2.100)
2a?

N

O 1indice superior (c) referir-se-4 a contribuicdo do campo escalar. Podemos notar que a
densidade de energia cai com a? e as pressoes sao anisotropicas.
Usando o fato de que o campo escalar cai com 1/a?> é possivel remover qualquer

anisotropia presente nas equacoes de Einstein de nosso espago-tempo. Definindo
e=g+e, (2.101)
e da mesma forma para as pressoes,
p.=p,+p", (2.102)

onde a barra ird se referir ao contetido isotrépico (radiagdo, matéria e constante cosmoldgica).

Substituindo essas novas defini¢des na Eq. (2.93),
psa’ = pa’+1.:pa’+p,a’ =pa’+p'at+1=
pa’ =pa’—C2+1, (2.103)

nds percebemos que as anisotropias do modelo serdo absorvidas pelo campo escalar se C?=1,

o que tornard p, = p, = p,, ficando nosso campo escalar simplesmente

02) ==+ z, (2.104)
suas densidade e pressdes iguais a
g = L (2.105)
2a2°
¢ ¢ ¢ 1
P =p, ) ==p ) = (2.106)
2a?

e as novas equacgdes de Einstein, em funcio dos parametros isotropicos, na forma

gat = 3a'2—%a2, (2.107)
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2
pat =a?— 2aa"+% : (2.108)

onde p = p,, para qualquer i = 1, 2 ou 3. Notavelmente, essas equacdes sdo justamente as de

um modelo aberto de FRW com constante de curvatura k = -1/2. De fato, dividindo a Eq.

(2.91) por 3a”, obtemos a “equacdo de Friedmann” para o modelo anisotrépico:

a? £ 1 g 1
e =t 2.109
at 3 2a =30 (109

onde definimos H(n) = 4= 1 da dn =q-p (t) |como o parametro de Hubble? em funcdo
a?\ adndt a

do tempo conforme 1 (compare com a Eq. (2.14)).
Desejamos agora obter as equacdes andlogas as Eqgs. (2.24), (2.25) e (2.26), para tanto,
definamos as densidades de energia para nosso modelo, a partir do tensor momento-energia

do fluido perfeito, como sendo

e, =i4, (2.110)
a
— (2.111)
a3
€
g, =A, (2.112)

com A, B e A constantes. A densidade de energia do contetdo isotropico passa entao a ser

_ A B
€=¢, +¢,+€g, =—+—+A. (2.113)
a’  a?

A densidade de energia do campo escalar serd dada pela Eq. (2.105). Aplicando a Eq. (2.113)
a Eq. (2.107) obtemos

A+ Ba+ Aa* =3a'2—%a2 (2.114)

de onde vem a integral

? De agora em diante usaremos apenas a notacdo H ao invés de H(n) para nos referir ao pardmetro de
Hubble em fun¢io do tempo conforme. Quando nos referirmos ao H(¢) o faremos explicitamente.



40

J6

dn =
I I\/2A+2Ba+3a2+2Aa4

da (2.115)

em funcdo do tempo conforme, com condic¢ao inicial a(mn =0) =0 ou a integral

J6a

= J2A+2Ba+3a%+2Ad"

[ar

da (2.116)

em funcdo do tempo cosmoldgico, com condicao inicial a(f =0) =0. Essas integrais podem
ser usadas, em principio, para se obter a funcdo desconhecida a(f) para o nosso modelo,
entretanto, elas ndo possuem solugdo analitica, de modo que, se quisermos integrar (2.116),
deveremos procurar por solugdes numéricas nos limites de integracdo 0<¢<¢ e 0<a<a,,

conhecendo os valores das constantes A, B, A € a,.

Da Eq. (2.114), dividindo-a por 3a” e reorganizando-a, podemos obter a ttil relacdo

2=i4+£+ﬁ+i, 2.117)
3a” 3a* 3 2a?
da qual também podemos escrever, dividindo-a por H?,
Q9=1-Q. -Q -Q,, (2.118)

onde definimos o parametro de densidade (andlogo ao do termo de curvatura, com excecdo do

1 N . )
fator 2) Q' = T Devido a sua dependéncia com o fator de escala, denominaremos, por
a

vezes, este termo de “curvatura” do modelo anisotropico, porém, chamamos a aten¢do que
nele se encerra, além da curvatura, a contribui¢do da densidade de energia do campo escalar,
responsavel pela anisotropia.
O fator de desaceleracao pode também ser obtido a partir da relagdo (2.33):
da

q(t)y=——0,

a2

que em funcdo do tempo conforme torna-se
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d (da d(da1) 1da 1(daY d?a
arlar ) dn\dna adn? a%\dn . adnz

q(n) = ) = D) == =] - 5 =
O da
dt dna dan

g =1-4" (2.119)

a?
Utilizando a Eq. (2.114), apds algumas manipulacdes, obtemos

_ 2Aa* +3a2+2Ba+2A

a”? 2.120
5 ( )
e
3
a"=M, (2.121)
6
e, entdo, a partir da Eq.(1.119),
—2Aa* + Ba+2A
= . 2.122
am) 2Aa* +3a2+2Ba+2A ( )
Para um universo acelerado, deveremos ter
§<0=2Aa" >Ba+2A=A> D 4+ A _Enpe (2.123)
2a3 a 2
ou (dividindo por 3H?)
Q
Q. >7’”+Qr. (2.124)

Deveremos obter ainda os parametros constantes através de ajustes as observacdes. Com
esse objetivo € necessario obtermos uma expressao da equacdo que representa a dindmica do

universo em funcao do redshift. Assim, dividindo a Eq. (2.117) por H,?, obtemos

H? A B A 1
= + + + :
H,> 3H,2a" 3H,2a® 3H,> 2H, a?

(2.125)

Ainda, sabemos que
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A
g, =—=>A=¢.a, (2.126)
a()
e que
B
g, =—=B=¢,,a,>. (2.127)
a 3

Entao, substituindo as Egs. (2.126) e (2.127) na Eq. (2.125) temos

2 4 3 2
H” _ (“j +QW,(“—") +Q<;'>a02(lj +Q,, (2.128)
H 2 a a a

e, utilizando a relagcdo entre o redshift e o fator de escala — Eq. (2.52) —, obtemos

2
T _a (142 +0,,(+2) +Q00+2) +Q, (2.129)

ou, eliminando o pardmetro Q! através da Eq. (2.118),

2
" -=Q,(+2)'+Q,,(1+2) +1-Q,-Q,, -Q)(+2) +Q,, (2.130)

o

de onde definiremos ainda a fungdo E(z):

H(z)

E(z) = = :\/Qm(l+z)4+Qm0(1+z)3+(1—£2m—Qmo—QA)(1+z)2+QA , (2.131)

o

que serd usada mais adiante a fim de se obter o ajuste desejado.
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Capitulo 3

Determinacao de Distancias Cosmologicas

Talvez tenha sido Galileu o pioneiro e fundador do método cientifico: o famoso “ver para
crer”. Antes dele, as teorias cientificas ficavam apenas no campo filoséfico; das idéias.
Galileu, entdo, inaugurou um novo caminho para o desenvolvimento da ciéncia, que € a
necessidade de teste para comprovacao das teorias cientificas, quando — conta-se — abandonou
do alto da torre de Pisa, na Itdlia, duas balas: uma de mosquete e outra de canhdo, no intuito
de mostrar que Aristoteles estava errado quando afirmou que a velocidade de queda dos
corpos dependia da massa dos mesmos. O que Galileu verificou foi que ambos chegavam
praticamente juntos ao chio — a pequena diferenca era devida apenas 2 resisténcia do ar. E
possivel que tenha sido a teoria aristotélica sobre a queda dos corpos a primeira a ser
derrubada empiricamente. O fato € que, de 14 para cd, uma teoria, para ser considerada
cientifica, deve ter a possibilidade de ser testada. Foi, inclusive, Galileu o primeiro a observar
o céu “com outros olhos”, através de uma luneta.

A cosmologia, como teoria cientifica, ndo estd livre do crivo da comprovagdo. Apesar de
ndo ser possivel a realizacdo de experimentos cosmoldgicos, os modelos podem ser testados
ao ser confrontados aos fatos observacionais conhecidos sobre o universo.

Nesse contexto, além do redshift, existem outras grandezas passiveis de medig¢do
cosmoldgica, tais como distancias, intensidade luminosa, posicdo angular. As medi¢des de
distancias, porém, ndo sdo feitas de forma fécil, devido ao fato de ndo podermos estender uma
régua ou fita métrica até o objeto ao qual se quer medir a distancia, como € feito comumente

na Terra. O método de reflexdo de sinais de rddio, como veremos abaixo, é tutil apenas para
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pequenas distncias, mas falha na medicdo de grandes distancias, devido a dificuldade de
deteccao da reflexdo desses sinais. Entretanto, existem outros meios de se medir distancias a

corpos celestes e/ou galdxias.

3.1. Distancias curtas

Quando nos referimos a distancias dentro do nosso Sistema Solar, o método utilizado € o
da reflexdo de sinais de radar: sinais s@o enviados a partir da Terra em dire¢do ao astro em
questdo, que os reflete. Medido o tempo Af de viagem do sinal, a distancia ao referido astro é
encontrada por (cAt)/2. Nesse caso, desprezamos a velocidade peculiar do astro em questao
em relacdo a velocidade da luz (no caso da Terra, por exemplo, Vrerra =30 km/s em relagao ao
Sol, que é muito menor que ¢ = 300.000 km/s). A distancia média ao Sol, por exemplo, é de
149.597.870,61 km =1 UA (unidade astrondmica). A técnica de radar, porém, sé € util para
distancias dentro do Sistema Solar. A partir de 10 UA, a reflexdo de ondas de réadio
dificilmente € detectada. Acima dessa escala o método utilizado é o da paralaxe
trigonométrica.

O movimento da Terra ao redor do Sol faz com que qualquer estrela produza um
movimento anual aparente ao redor de uma elipse. Tal movimento pode ser percebido através
da observacdo das estrelas que estdo ao fundo no céu — denominadas estrelas fixas. Na
antiguidade algumas estrelas eram chamadas de estrelas fixas na esfera celeste, pois suas
posicdes relativas pareciam nao variar entre si com o passar do tempo. Tais estrelas diferiam
dos planetas principalmente pelo fato de que os planetas pareciam se mover por entre as
estrelas fixas (dai o nome “aquele que vagueia”). Assim, conhecida a distancia média Terra-
Sol (= 1 UA), podemos através de uma trigonometria simples obter a distancia de paralaxe a

uma determinada estrela pela formula

D
tan®’

3.D

paralaxe
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Fig. 3.1: Estrela vista nas posicdes aparentes A’ e B’ a partir das posicoes A e B da Terra,
respectivamente.

onde 6 é o angulo medido entre as posi¢des aparentes da estrela, vista da Terra, e D € a
distancia Terra-Sol (figura 3.1). Como as estrelas encontram-se em distancias muito grandes
comparadas a do Sol a Terra, podemos fazer a aproximagdo tan0 = sin0 = 6 (0 em radianos)

e, com isso, a distincia de paralaxe torna-se

=2. (3.2)

paralaxe 0

As primeiras estrelas a terem suas distancias de paralaxe medidas foram o-Centauri, por
Thomas Henderson, em 1832, e 61-Cygni, por Friedrich Bessel, em 1838 [4]. Essas estrelas
estdo a distancias de 1,35 pc e 3,48 pc, respectivamente. A atmosfera da Terra torna muito
dificil a medicdo de paralaxes trigonométricas menores que 0,03’ (segundos de arco) a partir
de telescopios situados em sua superficie, de modo que, por muitos anos, este método pdde
ser utilizado apenas para encontrar distancia de estrelas inferiores a 30 pc, e, nessas distancias
s6 ha algumas poucas estrelas, e, ainda assim, essas medidas sdo obtidas com pequena
precisao. Entretanto, o satélite Hipparcos, lancado pela agéncia espacial européia em 1989, foi
capaz de encontrar distincias de paralaxe para cerca de 10° estrelas, com precisdo da ordem
de Imiliarco-segundo. No entanto, a medi¢do de 0 para galdxias com distancias da ordem de
100 Mpc, usando a 6rbita da Terra como linha de base, exige uma precisdo menor que 10

nanoarco-segundos, precisdo que a tecnologia atual ndo nos oferece [4].
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3.2. Distancia propria (d,)

Quando tratamos de distancias curtas, dentro do Sistema Solar ou mesmo da nossa galdxia
ou grupo local (< 100 Mpc), o efeito de expansao do universo pode ser desprezado, devido a
relativa pequena escala em que estamos efetuando as medicoes. Contudo, quando tratamos de
escalas cosmoldgicas o mesmo ndo pode ser feito; as distancias variardo conforme o tempo
passa € o universo se expande. Dessa forma, se queremos medir uma distancia entre dois
objetos, devemos especificar em qual instante se quer sabé-la. Se supusermos estarmos na
origem de um sistema de coordenadas e observamos uma galdxia nas coordenadas comoéveis
(r, 6, 0), entdo a distdncia propria entre ela e ndés no instante f, d,(f), serd igual ao
comprimento espacial da geodésica quando o fator de escala tem seu valor fixado em a().

Vejamos no caso particular da métrica FRW:

2
dszzdﬂ—az(t)(ldrk 2+r2d92+r251n29d(p2) (3.3)
— Kr

Ao observarmos uma galdxia, o fazemos através de angulos 0 e @ constantes,

consequentemente,

dt = a(I)L, (3.4)

1—kr2

de onde obtemos a distancia propria entre ela e nds

d, ()= (3.5)

¢ odr
o vt

Fazendo a transformacao de coordenadas r = f, (), onde

siny (k=+1)
L= *k=0),
sinhy (k =-1)

resolvemos a integral em (3.5), obtendo a distincia prépria em um instante ¢ arbitrério,
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d,(t)=a()y. (3.6)

A velocidade com que a galdxia se afasta de nds pode, entdo, ser obtida derivando-se a Eq.

(3.6)
v,(1)=d,(t)=day= ﬁ'dp ). 3.7)
a

Assim, no instante de observacdo (¢ = t,), existe uma relacao linear entre a distancia préopria e

a velocidade de afastamento da galéxia:
a
vp(to)z(;j_ d,(t,)=H,d,,), (3.8)

que é, justamente, a lei de Hubble — Eq. (1.4).

Quando nods observamos uma galdxia distante, nés podemos conhecer sua posi¢do angular
muito bem, mas sua distancia é de dificil determinacdo. Entretanto, podemos medir o redshift
da luz proveniente da mesma e relaciond-lo a distancia prépria. Com a ajuda da Eq. (2.46)
podemos reescrever a Eq. (3.5), para o instante de observacao 7,, na forma

t(l

dt
—=

dp<to>=a<to>£#=a<to>tjw)

“a
dp(to):j;”dt. (3.9)

Se tomarmos, na Eq. (3.9), o tempo de emissdo ¢, = 0, entdo definimos a distdncia de

horizonte
“ dt
d, (t)=al)|—, 3.10
hor(o) (0)'([a(t) ( )

que é a mdxima distancia que a luz proveniente de uma galdxia pode percorrer até 0 momento
atual. Objetos que estdo a uma distancia maior que dj,(f,) ndo podem ser observados, pois a
radiacdo por eles emitida ndo teve tempo suficiente para alcangar o observador e estdo,

consequentemente, desconectados causalmente.
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Tomando agora a Eq. (2.51) e a diferenciando, obteremos

dz =% da i - (l@jdt =—(1+2)H(2)dt, (.11)
a? dt a\ad

que substituindo na Eq. (3.9), nos fornecerd (com as devidas substitui¢des dos limites de

integracdo: t, >z, t, >2z=0)

d 1

0 =—{ =

3.12
H( 5 (3.12)

Portanto, conhecida a fun¢do H(z) — ou seja, dado um modelo cosmolégico — e medindo-se o
redshift de determinada galdxia, podemos determinar a sua distdncia prépria no instante da
observacdo. E importante também salientarmos que poderfamos ter também escrito a Eq. (3.9)

em funcdo do tempo conforme 1. Nesse caso ela se tornaria

n,
d,(t,)=[a,d. (3.13)

Tlt’
A relacdo (3.11), por sua vez, ficaria na forma
dz =—(1+ 2)H (z)a(m)dn (3.14)

e, consequentemente, ndo haveria qualquer alteracao na Eq. (3.12).
Obviamente, a Eq. (3.12), que nos fornece a distincia propria a um objeto cosmoldgico, é
calculada em fun¢do do modelo que supomos descrever o universo (ou seja, € funcdo do

H(2)).
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3.3. Distancia luminosidade (d;)

Um método muito comum para se determinar distancias em cosmologia € baseado na
medicdo do fluxo de energia de objetos de luminosidade absoluta L conhecida (denominados
de “velas-padrao”). A luminosidade absoluta € a energia por ele irradiada por unidade de
tempo. Dessa forma, o fluxo (energia/segundo) medido por unidade de area de um receptor, f,

situado a uma distancia d da fonte de emissao, serd dado por

_ L
Amd?’

f (3.15)

supondo que a mesma seja emitida isotropicamente pela fonte. Essa energia serd distribuida
também isotropicamente em uma esfera de raio d e drea 4md?. Assim, se conhecemos de
alguma maneira a luminosidade L de um objeto, entdo nés podemos medir o fluxo f e definir

uma fun¢do denominada distancia luminosidade:

L 1/2
d, _(WJ - (3.16)

Essa distancia seria a distancia propria a um objeto astrondmico se o universo fosse plano e
estatico. Entretanto, para um universo que se expande, o fluxo por unidade de drea decaird na
razdo 1/(1+z)2. Primeiro, devido ao decréscimo de energia sofrido por cada féton por conta da
expansdo (visto que a energia de um féton € proporcional ao inverso do comprimento de
onda, A''), e assim, da Eq. (2.51), a relagdo entre os comprimentos de onda emitidos e

observados se torna

a

A, =—2A, =1+ 2\, (3.17)
a
e a energia de cada féton caird como
E
E, =——. (3.18)
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Segundo, porque, devido a expansao do universo, o tempo entre detec¢do dos fétons serd
maior (lembrando que L = E/At). Se dois fotons sdo emitidos separados por um intervalo de

tempo o¢,, no instante da detec¢do sua separagdo temporal serd Of, =8t,(1+z). Assim, a

relacdo entre a luminosidade emitida e a observada ficara

L, _E &, E, o, /l+z2) 1 N
L, E &, E(+z) o, (1+2)?
L-—t_ (3.19)
(1+2)?

onde fizemos L, = L. Além disso, se o universo ndo € plano, a energia serd distribuida ndo em
uma superficie esférica, mas em uma generalizacdo da mesma para um espacgo curvo descrito

pela métrica FRW, dada pela area prépria
A, @t,)=4ma,2f, ()" (3.20)

Dessa forma, o fluxo observado se torna

f= L (3.21)
4na, 2 f 21+ 2)?
e a distancia luminosidade,
d = (L 4ma, 2 f 2000 + z)zj“ _
47 L
d,=a,0+2)f, () (3.22)

com

1 Se definirmos dA,(t,) = dl,.dl,, entdo, a partir da métrica FRW, obteremos dl; = afi(x)d®, dl, =
afilx)sinBdQ e dA,(1,) = a,fi2(X)sin® d6 do = A,(1,)= 4ma,fi2(Y).



(3.6)dp(l‘0)(3.12) 1% de
e, a, HE)

No caso de um universo fechado (k = +1) a distancia luminosidade se tornara

d, :ao(l+z)sinx=ao(l+z)sin(

o

Para o caso de um universo plano (k = 0), obtemos

d Z
d, :a0(1+z)X:ao(1+z)%t”)=(1+Z)j

o 0

€, para um universo aberto (k = -1), por analogia, obteremos

1 ¢ d?
!H(z’)}

{7

d, =a,(1+ z)sinh{

ou ainda, reescrevendo os resultados (3.24), (3.25) e (3.26) em termos de |Q rol =

obtemos
I1+z) . 2 ¢ d7
|Qk 2y SlnDQkO '([E(Z')} (k=41
(1+ 2) |
d, = j
H, 4 E(Z)

*D Gonfja, | j (k=-1)
Q| "H, o E(2)

3.4. Distancia diametro-angular (d,)

Mj =a,(1+72) sin{ij
a ao 0

(k =0)
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(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.27)

As distancias propria e luminosidade ndo sdo as unicas distdncias que podem ser

calculadas utilizando propriedades de objetos cosmoldgicos. Existe outro tipo de distancia que

nds podemos medir quando comparamos comprimentos angulares com dimensdes fisicas: a
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distancia diametro-angular. Suponhamos que observamos no céu um objeto com o
comprimento igual a ds (“régua-padrao”), perpendicular a nossa linha de visdo, e cujas
extremidades subtendem um angulo d0 (muito pequeno) quando vistas da Terra. A geometria

euclidiana nos mostra que a distancia a esse objeto pode ser determinada pela relacio

i

d=—:1, 3.28
) (3.28)
a partir da qual definiremos a distancia didametro-angular
dl
d,=—. 3.29
"= (3.29)

Dessa forma, a distancia didmetro-angular € a distancia prépria ao referido objeto se o
universo fosse plano (euclidiano) e estatico. Para ilustrar esse fato, suponhamos que as
extremidades do referido objeto se encontrem nas coordenadas ()X, 01, @) e (), 02, ¢), entdo a
distancia entre suas extremidades no momento da emissdo da luz que chega até nds serd, para

um universo descrito pela métrica FRW,

dl=a(t,)f, (x)do, (3.30)
e, entao,
dl
_ = = . . 1
) at,)f,(x)=d, (3.31)

Multiplicando e dividindo a Eq. (3.31) por a(t,) = a,, obtemos a distancia didmetro-angular

em funcdo do redshift,

_ %)

d 3.32
4 1+z ( )
A comparacao da Eq. (3.40) com a (3.22) nos permite ainda escrever
M d, (3.33)

T Qe
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Para um universo plano (k = 0), portanto, a partir das Egs. (3.6), (3.22) e (3.32) € possivel se

obter a relacdo entre as trés distancias

Cd, _d, @)1+ d(t,)
T (+z22 (+z72 (+2)

(3.34)

A

Logo,

dL —
d,(1+7)= i =d,(t,). (3.35)

Assim, no caso limite em que z— 0 (universo estitico ou objetos préximos), obtemos
d,(t,)=ds=d.

Por fim, podemos ainda obter, através das Eqs. (3.27), a distancia diametro-angular para

as trés possiveis geometrias do universo em funcao do redshift:

1 . 2 ¢ dz
Qko =N =
|Qk,, 1/2H0 1+ 2) SIHD | '([E(Z')} (k=+1)
j— 1 i dZ' j—
=143 S ! ) (k =0) (3.36)
S sinh[p,w ”zj da } (k=1
(+2)H,|Q,, o E(2)

Em geral, a medida de distancias diametro-angular encontra dificuldades devido a
obtencdo de uma régua-padrdo, pois a mesma deve ser larga o suficiente para que possamos
medir, a partir da Terra, o angulo subtendido entre suas extremidades. Assim, quanto mais
afastados estiverem esses objetos (que sdo os objetos de maior interesse cosmoldgico), maior
deverd ser sua largura para que possamos medir com precisdo a sua abertura angular. Por
outro lado, galdxias oferecem boa abertura angular, porém elas (e os corpos que a constituem)
estdo em movimento constante, sendo corpos sem forma definida e sendo também dificil se
estabelecer o limite desses corpos. Gragas a esses fatos, o uso de velas-padrdo para a medicao

da distancia luminosidade é mais comum na determinacdo de distancias cosmoldgicas.
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3.5. Médulo de distancia (W)

No século II a.C., o astronomo grego Hiparco (190-126 a.C.) — de quem derivou o nome
do satélite citado anteriormente — dividiu as estrelas em seis classes, de acordo com seu brilho
aparente, visto a olho nu. As estrelas de maior brilho receberam a classificagdo de “primeira-
magnitude”. As menos visiveis foram classificadas como de “sexta-magnitude”. Em 1856,
Norman Robert Pogson (1829-1891) verificou que a percepcao do brilho pelo olho humano

seguia a lei
m=Alogf+B8B, (3.37)

onde A e B sdo constantes e f, o fluxo luminoso. Ele constatou que o fluxo correspondente a
uma estrela de primeira magnitude (m = 1) tinha brilho 100 vezes superior a uma com m = 6.

Assim,

m,—m, = Alog(ij =1-6= Alog(%} (3.38)

2 2

de onde obtemos

e, dessa forma, a diferenca de magnitude

m,—m, =—2,5 log(%j. (3.39)

2

Como trabalharemos apenas com diferencas de magnitude, o valor da constante B, que define
o zero da escala, sera irrelevante.

A partir da Eq. (3.39) definimos a grandeza denominada magnitude bolométrica aparente:

f
=-25log| ~— |, (3.40)
n=-2stof 1

X

e a magnitude bolométrica absoluta,
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M=-25 log(%} , (3.41)

X

que €é a magnitude aparente de um objeto que se encontra a uma distancia luminosidade igual
a 10 pc. As quantidades f;x e L, sdao parametros que definem o zero das escalas e o
conhecimento de seus valores ndo sera necessario em nosso caso.

Dadas as definicoes (3.40) e (3.41), podemos agora definir o modulo de distancia pela

relagcdo
L
W=m—M =25log = |~ 25100 L | = 25108 x| (3.42)
L, /. L.f

Mas, a partir da defini¢do de distancia luminosidade (3.16) e tendo em vista que d;, = 10pc,

podemos reescrever a Eq. (3.42) na forma

L4 ll(‘; 2
L
LX
4nd 2
dL
w=m-M =5log . (3.43)
10pc

Em termos de Mpc, a Eq. (3.43) fica

u:m—M:Slog_‘f—L =5log d, —5log(107) =
10~ Mpc IMpc

u:m—M=510g( 4, J+25. (3.44)
1Mpc

Ainda, com a ajuda das Eqgs. (3.27) podemos escrever o médulo de distancia para as

diferentes curvaturas do espaco-tempo de FRW e em funcao do redshift:
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(I1+z) . 2 d7 -
Slog —|Q,m UZHO sm@ﬂkv 0 E(Z')}Mpc ]+25 (k =+1)
(+z) ¢ dz 4
=<5lo Mpc™ |+ 25 (k=0) (3.45)
n 2 l 2 j
slogl — 9172 Ginh Q. “ZJ‘ % yppet [+25 k=D
Q| "H, o E(2)

Deste modo, se conhecermos as relagdes distancia versus redshift, podemos utiliza-las

para testes observacionais, a fim de qualificar o modelo em estudo.
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Capitulo 4

Estimativa de Parametros

Entre os diferentes métodos de ajuste de modelos, um em particular requer a escolha
apropriada de velas-padrdao, ou seja, corpos que tenham sua luminosidade absoluta L
conhecida, através da qual serd possivel se determinar a distdncia luminosidade e,
consequentemente, o modulo de distancia. Uma candidata a ser essa vela-padrao é a chamada
estrela Cefeida'. Essas estrelas sdo altamente luminosas, luminosidade essa que varia entre
400 e 40.000 Ly, e sao pulsantes, o que acarreta em uma variacdo de sua luminosidade, com
periodos que variam entre 1,5 e 60 dias ou até superiores a 100 dias. Em 1912, Henrietta
Swan Leavitt, do Harvard College Observatory, descobriu que as varidveis Cefeidas na
Pequena Nuvem de Magalhdes (SMC, do inglés Small Magellanic Clouds) tinham
luminosidades aparentes dadas em func¢do do periodo de variagdo da luminosidade, mas a
distancia a SMC ndo era conhecida. Sendo possivel se medir as distancias e luminosidades
aparentes para diversas Cefeidas (e, consequentemente, sua luminosidade absoluta) seria
possivel, entdo, calibrar a relacdo entre o periodo e a luminosidade, tornando-as velas-padrao
que poderiam ser usadas para se medir a distancia as galdxias nas quais se encontram.

Leavitt, investigando a SMC, mostrou que, como a profundidade dessa constelagdo era
pequena em relagdo a sua distancia a nds, a diferenca no fluxo médio dessas estrelas era
devido a variagdo de sua luminosidade média e ndo a sua distancia luminosidade e notou uma

clara relacdo entre o periodo e o fluxo médio, sendo que as estrelas que possuiam periodos

1 As Cefeidas mais préximas de nés sdo a Polaris (130 pc) e a 8 Cephei (300 pc), a qual dd origem ao nome
dessa classe de estrelas.
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mais longos também tinham maior luminosidade. Assim, se a mesma relacao entre periodo e
luminosidade fosse valida para todas as Cefeidas, teriamos, entdo, nossa vela-padrao.

A derivagdo da relagdo periodo-luminosidade € feita hoje a partir da Grande Nuvem de
Magalhaes (LMC, do inglés Large Magellanic Clouds), onde existe uma grande quantidade
de Cefeidas e cuja distancia luminosidade € conhecida (cerca de 50 kpc). Dessa forma, se nds

observamos duas Cefeidas de mesmo periodo e, consequentemente, mesma luminosidade
absoluta média, L, situadas, por exemplo, uma na LMC e outra em M31, podemos
determinar, através da relac@o entre os fluxos médios dessas estrelas, f,,,./ f,5 . medida da

Terra, e da equagdo

2

'f:LMC _ dL(M31) (41)

b

fM31 dL(LMC)
obtida a partir da Eq. (3.16), a distancia luminosidade a M31.

Foi a descoberta de Cefeidas na galdxia M31, juntamente com a calibracdo da relagcdo
periodo-luminosidade, que permitiu a Edwin Hubble medir a distancia a M31 e verificar seu
afastamento de nossa galdxia [4].

Infelizmente, Cefeidas sdo estrelas muito raras e s6 algumas poucas estrelas proximas de
nossa galdxia tiveram sua medicdo realizada com precisao pelo satélite Hipparcos. Com o
telescopio espacial Hubble foi possivel se determinar distancias até a ordem de 20 Mpc (onde
o universo nao pode ser considerado nem homogéneo, nem isotropico). Porém, se quisermos
ter informacdes a respeito do universo como um todo e de tempo mais antigos, devemos ser
capazes de efetuar medi¢des em escalas além de 100 Mpc, nas quais o principio cosmoldgico

passa a ser valido. Nesse caso, necessitamos de uma nova vela-padrao.

4.1. Supernovas (SNes)

Uma estrela € formada a partir de nuvens de gases que comegam a se concentrar em certa
regido do espaco devido a atragdo gravitacional. Desse processo de concentracdo, os gases
que constituirdo a estrela comecam a aquecer, em um processo lento que pode levar milhdes

de anos, até atingirem uma temperatura suficiente para produzir reacdes termonucleares
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como, primeiramente, a fusdo do hidrogénio, que, como resultado, leva a formacgao de hélio e
a liberacdo de uma gigantesca quantidade de energia.

Quando termina a “queima” do hidrogénio, a estrela, entdo, comega a fase de combustao
do hélio. Porém, fundir hélio é mais dificil que hidrogénio, ja que a repulsao elétrica é quatro
vezes maior para dois nicleos de hélio do que para dois nicleos de hidrogénio. Para que esse
processo ocorra, entdo, a temperatura no interior deve aumentar, o que, de fato, ocorre.

A medida que a estrela vai queimando o seu combustivel original, a pressdo da radiacio,
que estd, inicialmente, em equilibrio com a pressdao gerada pela atracdo gravitacional,
impedindo que a estrela colapse, cede (em consequéncia do esgotamento do combustivel) ante
a pressao gravitacional. Devido a isso o nucleo da estrela se contrai cada vez mais, € por 1sso
aumenta demasiadamente sua temperatura, de cerca de 10° °C a 10® °C. Na dltima fase da
queima de hidrogénio, este comeca a ser consumido na superficie da estrela. Nesta etapa a
luminosidade aumenta e a estrela inteira se expande. Ao expandir-se, sua superficie esfria e
sua coloracdo se torna mais vermelha — a estrela se converte em uma gigante vermelha.

O estado final de uma estrela dependerd da massa que ela possui: se tiver a massa
relativamente pequena, ela poderd se tornar uma and branca; as de maior massa podem
explodir em supernovas, terminarem em estrelas de néutrons ou até se tornarem buracos-
negros.

No caso, queremos discutir a dinamica de uma estrela que a conduz a uma supernova. As
estrelas de massa maior (cerca de 10 vezes a massa solar), depois de converter seu hidrogénio,
podem seguir fundindo os componentes restantes para formar elementos mais pesados
(carbono, oxigénio, nednio, magnésio, silicio, e finalmente ferro). Como o nicleo de ferro € o
mais estdvel da natureza, ndo existe mais a possibilidade de se obter energia usando o ferro
como combustivel nuclear: a producdo de energia nuclear na estrela para abruptamente
quando se formam ntcleos de ferro. Nesse momento a estrela colapsa, desmoronando-se em si
mesma, aumentando a densidade no centro, e, devido a resisténcia da matéria nuclear, as
camadas externas que caem para o interior da estrela sdo rebatidas em seu centro. Ocorre
assim uma grande explosdo que destréi a estrela — a supernova. O brilho desta explosdo €
considerdvel e pode ser até dez bilhdes de vezes mais intenso que do Sol.

A importancia das supernovas na cosmologia observacional provém da necessidade de
obtermos velas-padrdao que possam nos fornecer informagdes a grandes distincias, em escalas
além de 100 Mpc. Nessas escalas o brilho de objetos tais como Cefeidas ndo € detectavel,

sendo, portanto, a supernova, uma nova candidata a indicadora de distancias, devido a alta
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luminosidade que ela gera e as distancias que podem ser encontradas. Outra vantagem
observacional das supernovas € a possibilidade de se isolar a radiacdo emitida por elas, pois,
como sdo tempordrias, seu brilho cresce e diminui em intensidade no decorrer do tempo.
Assim, se tivermos a radiacdo provinda do espaco antes da ocorréncia de uma supernova
nessa regido, podemos, pelo método de subtracdo de imagens, isolar a radiacdo emitida
apenas por ela.

No inicio do estudo das supernovas, quando pouco se conhecia a respeito da fisica
envolvida nelas, as supernovas foram divididas em duas categorias, as do tipo I e as do tipo I,
baseadas na presen¢a ou ndao de hidrogénio em seu espectro, de acordo com uma proposta
feita em 1941 por Rudolph L. B. Minkowski (1895-1976) [2]. As do tipo I ndo possuem
linhas de absor¢do ou emissdo de hidrogénio em seu espectro, enquanto que as do tipo II as
possuem. As supernovas do tipo II sdo estrelas gigantescas com massas superiores a 8§ massas
solares e que quase totalmente colapsam para formar buracos-negros ou estrelas de néutrons.
As supernovas do tipo I sdo dividas em dois subtipos: os tipos Ia e Ib. As do tipo Ib sdo
estrelas massivas que colapsam apds sua camada externa ser soprada pelo seu forte vento
estelar. Ja as do tipo Ia (SNes Ia) sdo completamente diferentes. Elas ocorrem quando uma
and branca, num sistema bindrio, adquire massa da companheira e, ao ultrapassar o limite de
Chandrasekhar (cerca de 1,4 massas solares), a explosdo € acionada. A explosdo da estrela
sempre ocorre com uma massa proxima desse limite, de modo que existe muito pouca
variacdo em sua luminosidade absoluta (ou seja, elas possuem comportamento padrio),
fazendo-as, também por isso, indicadores de distancias ideais.

Se, por exemplo, em uma galdxia préxima, observarmos uma supernova, e, nessa galaxia,
ainda encontra-se uma Cefeida, através de seu periodo de pulsacdo, podemos, por meio de
curvas de calibracdo de periodo x luminosidade, obter sua magnitude aparente, medindo-se o
fluxo, e por meio da Eq. (3.40) sua distancia luminosidade, a qual, devido a distancia da
referida galdxia a nds ser muito superior as dimensdes da mesma, serd, aproximadamente, a
distancia luminosidade da supernova. A partir dai obtemos o mddulo de distancia e sua
luminosidade absoluta (e consequente magnitude absoluta?), por meio da Eq. (3.41) — que €
seu fluxo a uma distancia de 10 pc da Terra. Tendo, portanto, a magnitude absoluta dessas
supernovas, podemos medir o médulo de distancia observacional e comparar com o obtido

teoricamente (por exemplo, a partir das equagdes (3.45) para um universo descrito pela

% A de SNes Ia foi encontrada como sendo MsNes 1y = 19,5 mag.



61

métrica FRW, como é o caso do modelo ACDM), a fim de se obter o melhor conjunto de
parametros que se adéquem as observacdes. Isso consistird no teste que descreveremos agora

para as observacdes de supernovas.

4.1.1. Procedimentos do ajuste

A funcdo que quantifica a concordancia entre o modelo tedrico e os dados obtidos da

observacao € expressa pelo x2 (chi quadrado) e definida pela equagao

N _ 2
XZ [uobx (Zi) utzeor (Zi l e)] , (42)
i=1 o.

1

onde ,p5(z;) corresponde ao mddulo de distancia calculado a partir do redshift (z;) medido da

i-ésima supernova do conjunto de N supernovas; o termo W, (z;10) refere-se ao médulo de
distancia tedrico calculado para o mesmo redshift (z;), para um dado conjunto de parametros

. 2 < .~

livres (6) do modelo; e o ©,” refere-se a soma dos quadrados dos erros nas medicdes do
, A e . . 2.t . 2 2 2 2

moédulo de distancia, redshift e erros sistemdticos, ou seja, 6,” =(6,.)" +(6,,)" +(0;,,)".

O teste, portanto, consiste em atribuir diferentes valores para o conjunto de parametros
livres e calcular, para uma dada compilacio de N supernovas, qual conjunto minimiza a
funcdo %2, obtendo-se, assim, 0 Ymin? (chi quadrado minimo).

A qualificacdo do modelo é dada pela funcdo ¥2 reduzido (),%), definida por

X, =Xm (4.3)

sendo que, tanto melhor serd o modelo, quanto mais préximo de 1 estiver o x,”. Na Eq. (4.3) o
termo Vv refere-se ao nimero de graus de liberdade ( = N — n° de parametros livres).

Uma vez conhecido o conjunto de parametros que melhor se ajusta aos dados
observacionais (ou seja, que possui o menor ¥2), definimos niveis de confiangca sobre os quais
podemos estimar a probabilidade de o melhor valor se encontrar dentro desses limites. Esses

limites sdo estabelecidos dentro de uma regido X2 < Ymin®> + 8x02, onde os valores de 8)(02,
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obtidos da Estatistica, sdo denominados niveis 16, 26 e 36. Esses niveis expressam,
respectivamente, as probabilidades 68,3%, 95,4% e 99,73% de se encontrar o valor mais
provavel em cada um deles. O &y,> também depende do nimero de pardmetros livres
existentes no ajuste realizado. A tabela 4.1 descreve os valores de 8),” para diferentes niveis
de confianga e diferentes nimeros de parametros livres.

Quando queremos nos limitar apenas a distribui¢do probabilistica de dois paradmetros ao
- < N P .1 ~ 2 . s ~
invés de trés, por exemplo, € util utilizarmos uma nova fun¢do . , ao invés da funcio ¥2,

mas definida em termos dessa ultima (dizemos, nesse caso, que marginalizamos sobre o
terceiro parametro). A razao principal para tal redugcdo de parametros consiste na redugdo de
tempo no cédlculo computacional. No caso da Cosmologia, ¢ comum se marginalizar sobre o
parametro de Hubble ou sobre o parametro adimensional 4, definido por

I IZ e (4.4)
100208

Mpc

visto que esse parametro pode ser muito bem determinado por métodos independentes do

~ 2 z
modelo. Nesse caso, a funcdo .~ serda

x> =y —C—(c +0,4In10)—21InA, 4.5)

2

onde o y*¢é dado na Eq. (4.2) e os termos C; e C; sdo

¢ =yt e G0 o oy L (4.6)

i=1 G. i=1 O

1 1

Aqui, definimos W,,,.(z,10)=u,, (z;,10,A="h,), onde o termo h- pode ser tomado com

qualquer valor, pois a derivada de (4.5) em relacdo a h+ se anula independentemente da

escolha do seu valor 3.

*Para mais detalhes ver referéncia [10].
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N° de parametros livres
Niveis Probabilidade
1 2 3
lo 68,3% 1,00 2,30 3,53
20 95,4% 4,00 6,17 8,02
30 99,73% 9,00 11,8 14,2

Tabela 4.1: Valores de 8y, para diferentes niveis de confianca e quantidade de
parametros livres.

1) Ajuste nos modelos ACDM

Os ajustes dos modelos ACDM se darao através das expressdes do médulo de distancia:

I1+z2) . 2 d7' -
510g |Qk() 1/2H() Sln{|gko 0 E(Z')j|MpC J—i_ 25 (k - +1)
(l1+z) ¢ dz 4
(2) =45l0g] ST (L pppet |+25 k=0) , (4.7)
H | TH { Ez) ¥
5log —(ljf) sinh| [, “ZJ‘ dZ, Mpc™ |+25 =D
|Qko Ho 0 E(Z )

deduzidas no capitulo anterior para os diferentes tipos de curvatura da métrica FRW. Tendo

em vista que no sistema

de unidades que estamos utilizando ¢ = 1, logo, km/s = %.10’5 , apos

alguns cdlculos simples obtemos

Slog

W(z) =45log

Slog

(1+2) . 2 de B
G si [|Q,m ! E(Z')D Slog(h)+4238 _ )
Z dZI
1+ Z),([%j —5log(h) +42,38 (k=0) 4.8)
(1+2) . 2 p o dz' (k=-1
h||Q,, —5log(h) +42,38
| - ~=sin [| '([E(Z')D og(h)
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Aos modelos ACDM (plano e curvos) denominaremos k-ACDM, onde k € a constante de
curvatura que assume os valores k = +1, se o modelo for fechado, k = 0, se plano, e k = -1, se

aberto, como € sabido. Na Eq. (4.8) a funcao E(z) serd expressa por

E()=+Q, (1+2) +(1-Q,, -Q,)1+2)"+Q, . (4.9)

onde definimos

- (4.10)

Q,=1-Q,-Q, ¢ |Q, TR

O conjunto de parametros livres no caso k-ACDM serd 0 = {Q,,,, QA } e serd ajustado, por
meio de uma rotina Fortran, comparando os diversos valores obtidos para % para cada valor
atribuido ao par (,,, €24) no intervalo entre 0 e 1,00, com passo de 0,01. Para tanto
utilizaremos a compila¢do de supernovas do Sloan Digital Sky Survey (SDSS)”, tratada a
partir do método MLCS2K?2, que envolve um conjunto de 288 supernovas com redshifts
variando entre 0,0218 e 1,5510 e que possui um erro sistemdtico igual 0,16, além dos erros do

redshift e da magnitude.

i1) Ajuste do modelo anisotropico

O universo descrito pela métrica FRW ¢ isotropico. Isso quer dizer que dadas duas
galdxias, se observamos os mesmos redshifts partindo de ambas, entdo elas se encontram a
mesma distancia luminosidade de nds. No caso de nossa métrica anisotropica isso ndo é
verdade. Para um mesmo redshift, podemos obter distancias luminosidade diferentes, ou seja,
a distancia luminosidade dependerd, além do redshift, do angulo de observacdo. Assim sendo,
as expressoes deduzidas para um universo FRW nao deverdo ser validas, em geral, para a
nossa métrica. Precisamos, portanto, obter a distancia luminosidade para o nossa métrica, que

em coordenadas esféricas serd expressa por (conf. secio 2.2.1):

* www.sdss.org
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ds? = a?()[dn? — dy? — x2d®? — sinh 2(y sin 0)d¢?] 4.11)

O ponto de partida serd obtermos a distancia didmetro-angular para o caso anisotropico da
métrica (4.11) e a utilizarmos na equagdo (3.33), que permanece valida para essa métrica, para
obtermos a distancia luminosidade.

Quando definimos a distancia didmetro-angular na se¢do 3.4 utilizamos a relacio

d, = ﬂ 4.12)
do
na qual, do. € o angulo que subtende a distancia ds entre dois pontos observados (duas
extremidades de uma galédxia, por exemplo). Entretanto, devido a anisotropia, a distancia ds
deve se alterar para um mesmo do conforme muda-se o angulo de observacdo 6. Tal
dependéncia pode ser observada através do argumento da funcio seno-hiperbdlico na métrica

(4.11). Dessa forma, definiremos a distancia didmetro-angular a partir da relagdo:

d,’=—2=. (4.13)

onde A, € a drea propria e d{2=sin0d0d@, o diferencial do angulo sélido. No caso FRW ¢

facil mostrar que a Eq. (4.13) conduz ao mesmo resultado que a Eq. (4.12). Entretanto, no
caso de nossa métrica nao € assim.
O elemento de drea descrito pela métrica anisotropica pode ser obtido tomando-se a parte

espacial da métrica e fixando-se o . Dai, obtemos o intervalo espacial
dI? = a?(m)[x2d6? + sinh 2() sin 0)d¢?], (4.14)

que, por seu cardter infinitesimal, se aproxima da hipotenusa de um tridngulo retangulo, cujos

catetos sao
dx =a(Mm)xd0 e dy=a(n)sinh(ysin0)de. (4.15)
Logo, o elemento de drea prépria serd

dA,(m) = dx.dy = a(m)xdB.a(m) sinh() sin B)dp =



dA,(m) = a®(M)y sinh() sin )dOde,
que, dividido pelo angulo sélido resulta em

) ) )
amy 51.nh(x sin ) N
sin ©

dAZ(T]) =

sinh( sin 0) "
X sin©

d,(m= a(n)x{
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(4.16)

4.17)

A fim de fazermos andlises observacionais, podemos reescrever a Eq. (4.17) em func¢éo do

redshift. Utilizando a Eq. (2.51) que relaciona o redshift com o fator de escala, reescrevemos

(4.17) na forma

d,(2)= a,x {sinh(x sin )

1/2
: , 0 (0,m).
1+z X sin©

O parametro ) pode ser obtido tomando-se a geodésica nula ds = 0. Assim,

% %d %t da
dx=dn:>x=An=1{dn=£%:£02H,

a2
mas, como da =——dz,

1% dg 15 dg

1 V4
x:An:_a_jH(z'):a_jH(z'):a H '([E(z'):a T

0 z o 0 0 0

com

B Z dZI
Z(z) = ! TEh

A distancia luminosidade, através da Eq. (3.33), torna-se simplesmente

sinh( sin 0)

1/2
, } ,0e(0,m),
X sin O

d () =1+ Z)aox[

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

4.22)
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ou, em termos de |Q ,w| :

sinh(Q,,|"* Z(z)sin 0)
,,|"*Z(z)sin 6

d,(2)= (I+2)Z(z)
H

o

} ,0e (0,m). (4.23)

"2 7(2) = 0), a distancia

Podemos notar que, no limite 8 — 0 ou de y muito pequeno (|Q ‘o

luminosidade torna-se a mesma de um modelo FRW plano, ou seja,

limld, (z)]= lim [d, (2)]=(+2)aX (4.24)
60 |24]""* Z(2)-0
(cf. eqgs. (3.25) e (3.27) ). Note também que |Q,m = 7 i = 2Q' (cf Eq. (2.117 e 2.118)),
[ a{)

de modo que podemos reescrever (4.23) em fungio de Q.

Como até o momento da conclusdo deste trabalho ndo dispiinhamos de dados de
supernovas em funcdo de sua dependéncia angular, optamos por ajustar os parametros livres
para esse modelo, {€2,,, Q) }, utilizando a média angular da distancia luminosidade no

intervalo [0, 7], calculada para cada z (devido a dependéncia da média ao produto

1/2

|Qk()

Z(z)). O médulo de distancia, portanto, nesse caso ficard
w(z) =5log(H,d, (z))- Slog(h) + 42,38 (4.25)

onde d . (z) é amédia da Eq. (4.23) calculada no intervalo 6 € [0, 7].

Nesse ajuste também utilizaremos a mesma compilagdo de dados de supernovas utilizada
para o modelo padrdo, isto é, a SDSS (MLCS2K?2), e variaremos o conjunto de parametros

{Q0 Q) } entre os valores 0 e 1,00, com passos de 0,01.

4.1.2. Resultados

Procedendo conforme descrito anteriormente foi possivel obter o melhor ajuste para o
modelo k&-ACDM nos valores Q,,,= 0,390, Q5 =0,581 e Q;, = 0,029 (com um sz = 0,840),

revelando uma pequena curvatura negativa (Qu = Qe + QA=0,971 < 1) — universo
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levemente aberto. No intervalo referente ao nivel 26, obtemos os valores 0,16 <Q ~<0,58 e
0,12<Q, <0,95. A maxima curvatura se deu para €, = 0,71, enquanto a minima ficou em

Qo = -0,51 nesse mesmo nivel. As curvas de nivel podem ser observadas no grafico 4.1

(esquerda). No caso do modelo anisotrépico, obtivemos o melhor ajuste com os parametros

Qo= 0,381, Qy= 0,574 ¢ QV=0,045, com um %, = 0,840 e um Q4 = 0,955. Os valores no
nivel 206 para esse modelo foram 0<Q <048 e 0,04<Q, <0,67. O pardmetro de
densidade Q!” mdximo nesse nivel de confianga se deu em Q'” =0,95, ¢ minimo em

Q2 =0. As curvas de nivel estdo representadas no gréfico 4.1 (direita).

Na tabela 4.2 apresentamos um comparativo dos melhores valores obtidos para ambos 0s
modelos, bem como o fator de desaceleracdo g, € o parametro de idade H,f,, calculados a

partir das Eqgs (2.57) e (2.58), respectivamente.

MOdelO Qmo Qko | fo) QA X*r2 qo Hoto
ACDM 0,390 0,029 0,581 0,840 | -0,386 | 0,888
Anisotrépico| 0,381 0,045 0,574 0,840 | -0,384 | 0,890

Tabela 4.2: Resultados das andlises realizadas para os modelos k-ACDM e anisotrdpico,
decorrentes de aiustes através do sample SDSS (MLCS2K?2).

Modelo k—ACDM Anisotrépico

Nivel Qo Qu Qo Qp
16 (68,3%) | [0,28 ; 0,49] | [0,36;0,77] |[0,12;0,45]| [0.21 ;0,65]
26 (95,4%) | [0,16 ;0,58] | [0,12;0,95] [[0,00;0,48]| [0,04;067]
36 (99,7%) | [0,02 ; 0,68] | [-0,15 ; 1,09] |[0,00 ; 0,52] | [-0,07 ; 0,72]

Tabela 4.3: Parametros dos modelos k-ACDM e anisotrdpico, para os niveis de confianca 10,
20 e 30.
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Griéfico 4.1: Curvas de nivel de confianga para os intervalos 16, 26 e 36 dos modelos k-
ACDM (esquerda) e anisotrépico (direita) — SDSS (MLCS2K?2).
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Grafico 4.2: Curvas de nivel para o
intervalo de confianca 26 dos modelos k-
ACDM (escuro) e anisotropico (claro) —
SDSS (MLCS2K2).
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Os parametros para os niveis de confian¢a 16, 26 e 36 (respectivamente, 68,3%, 95,4% e
99,7%) podem ser observados na tabela 4.3, bem como nos graficos 4.1, para ambos os
modelos. Podemos notar, em particular, a auséncia da parte superior do grafico Q x Q,,, do
modelo anisotrépico (grifico superior a direita) que se deve ao fato de que esse modelo é
aberto apenas, ou seja, Q+Q,,,<1.

O gréfico 4.2 revela as regides de concordancia e de discordancia dos dois modelos no
nivel 26 . Particularmente, nesse grifico pode-se notar que para um €,, < 0,16 hid uma
discordancia significativa entre suas curvaturas. No que diz respeito aos aspectos de
anisotropia, o nosso modelo nos oferece uma maneira de detectd-la, se existir. Com esse
objetivo, definimos o desvio relativo maximo (do angulo 6 =7/2 em relacdo ao angulo

0 = 0) da distancia luminosidade para um dado redshift (z;),

_|d,(0=m/2)~d, =0
AdL(Zi)—‘ d,(0=0)

, (4.26)

7=z

com o qual foi possivel obter uma curva desse desvio em fun¢do do redshift, utilizando, para

tanto, a “curvatura” méaxima dentro do intervalo de 26 que corresponde a um parametro de
densidade da matéria minimo igual 0,25 (Qf)= 0,52) [24]. O resultado esta ilustrado no

grafico 4.3. O gréfico 4.4 expressa um comparativo entre os mddulos de distancia observados
(dispersdo) e tedricos (linhas continuas correspondendo aos valores maximo, minimo e médio
da distancia luminosidade), demonstrando que, para o intervalo de redshifts disponivel no
SDSS, as predi¢gdes tedricas se encontram dentro do limite de erro experimental (curvas
superpostas). Quando extrapolamos o limite de redshifts do SDSS (grafico 4.5), observamos
que as distancias luminosidade tedricas méaxima, minima e média comecam a divergir em
torno do redshift z = 2, demonstrando a possibilidade de detec¢ao da anisotropia, se existir, a
partir de dados de supernovas com redshifts z > 2. Uma nova andlise no grafico 4.3 mostra
que o desvio relativo em torno do valor z = 2 seria proximo de 10%.

Em nosso ajuste, detectamos que o melhor impde uma pequena curvatura (universo
aberto) para o modelo k-ACDM. Este fato indica a possibilidade de se confundir uma possivel
anisotropia com uma curvatura presente no universo. A fim de verificarmos dentro de qual
intervalo de redshifts ambos os modelos se confundem, tracamos um gréfico (grafico 4.6) da
magnitude média anisotrépica, do k-ACDM e das magnitudes observacionais em funcao de z,

para os valores de parametros que melhor se ajustaram em ambos os modelos. O resultado foi
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curvas superpostas neste intervalo, ambas concordando com os dados observacionais, mesmo

extrapolando o limite z = 2 (gréfico 4.7). Entretanto, quando tomamos os valores da maior

curvatura possivel no nivel 26 para um Q,,, = 0,25 (fo) = 0,52 e 4, = 0,64) (grafico 4.8), as

magnitudes do modelo anisotrépico e do k-ACDM passam a divergir, particularmente, a partir
do redshift z = 2. Indicando que acima desse limite de redshift o teste se torna mais sensivel
para a anisotropia, divergindo dos efeitos de curvatura apenas, sendo possivel, entdao, a sua

deteccao, caso exista.

0.20

0.15

AdL

0.10

0.05

0.00

Grafico 4.3: Desvio relativo entre as distancias luminosidade tedricas maxima
(6 =m/2) e minima (6 = 0).
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Grifico 4.4: Mddulos de distdncia mdximo (linha superior), médio (linha intermedidria) e
minimo (linha inferior) tedricos e observacional (dispersdo) versus redshift (0< z <2)



Grifico 4.5: Moddulos de distdncia maximo (linha superior), médio (linha
intermedidria) e minimo (linha inferior) tedricos versus redshift (0 < z < 10).
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Griafico 4.6: Médulos de distancia tedricos e observacional para os modelos k-ACDM e
anisotropico (linhas superpostas) x redshift para os valores de melhor ajuste (0 < z < 2).

72



Grifico 4.7: Mdédulos de distancia tedricos para o modelo k~-ACDM e modelo
anisotropico versus redshift para os valores de melhor ajuste (0 < z < 10).

Grifico 4.8: Mddulos de distancia tedricos para o modelo k-ACDM (inferior) e
modelo anisotrépico (superior) versus redshift para os valores de maior curvatura
possivel dentro do nivel de confianga 26 e para Q,,, = 0,25 (0 < z < 10).
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Capitulo 5

Conclusao

A busca por indicios de possiveis anisotropias no universo tem sido objeto de estudo de
diversos pesquisadores [31,32,33]. A importancia desses estudos reside no fato de que a
descoberta de uma possivel anisotropia do universo poderia conduzir a um melhor
conhecimento do mecanismo do Big-Bang e das pequenas flutuagdes de temperatura
detectadas na CMB. Além disso, derrubaria a crenca na validade do principio cosmoldgico em
que se apdiam muitas interpretacdes das observacoes.

A fim de realizar esta investigacao, propusemos um modelo anisotrépico, a partir de uma
métrica anisotrépica que € solucdo das equacdes de Einstein, proposta primeiramente por
Godel em 1949 [34], classificada como Bianchi III e estudada por M.Reboucas, J. Tiomno, V.
Korotkii e Y. Obukhov, a qual denominamos métrica RTKO. N6s tomamos o caso particular
onde seu parametro de rotacdo € feito nulo. Como € sabido, o fluido perfeito que constitui o
universo ndo conduz a anisotropias. Portanto, para dar conta dela, introduzimos um campo
escalar que foi o responsdvel por “gerd-la”, criando uma diferenca na pressdo na direcdo
preferencial, que definimos como sendo a direcdo z. Foi mostrado que nossa métrica, apesar
de anisotrépica, prevé uma CMB isotrépica, tal como a observamos (a menos de pequenas
flutuacdes da ordem de 107 [5,11,25]), devido a existéncia de vetores de Killing conformes
paralelos a quadrivelocidade.

No contexto observacional, o nosso trabalho teve o intuito de deteccdo dos indicios de

anisotropia presentes no universo. N6s analisamos dados de 288 supernovas do tipo Ia, dentro
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da faixa de redshift entre 0,0218 e 1,5510, coletados pelo projeto Sloan Sky Digital Survey
(SSDS) e tratados pelo método MLCS2K2. Verificamos que, para pequenos redshifts, nosso
modelo se adequou muito bem ao modelo padrao, bem como aos dados observacionais, como
era esperado de uma métrica que se reduz ao caso FRW plano em pequenas distancias, como
foi mostrado. Para grandes redshifts, os efeitos de anisotropia puderam ser separados dos de
possiveis curvaturas do universo (o universo FRW ajustado pelo SDSS-MLCS2K2 se
mostrou levemente aberto (€, < 1)), como foi mostrado através da curva do médulo de
distancia versus z, onde teve particular importancia o ponto z = 2, onde se iniciaria a possivel
distin¢@o entre os modelos k-ACDM e anisotrépico. Dados de supernovas com redshift acima
dessa faixa poderiam, em principio, fornecer evidéncias em favor de um ou outro,
favorecendo ou ndo a existéncia de tal anisotropia.

Ainda, alternativamente, uma obten¢do mais refinada de dados de supernovas em fungdo
de sua posicao angular também poderia revelar essa possivel anisotropia, uma vez que a
distancias luminosidade maxima, média e minima comeg¢am a divergir justamente em z = 2.
Nessa faixa o desvio relativo fica em torno de 10%.

Este trabalho ainda prevé préximos passos, que serdo a andlise do modelo anisotrépico
através de outros samples de supernovas, tais como o Union2 Compilation' e o Constitution?,
da CMB e BAO. Além disso, procuraremos investigar a distribui¢cdo de supernovas com a
posicdo angular, a fim de detectar qualquer indicio de anisotropia acima dos erros

sisteméticos. Procuraremos, ainda, fazer uma investigagao no nivel perturbativo.

' www.cfa.harvard.edu/supernova.
2 www.supernova.lbl.gov/union.



76

Anexos

A. Vetores de Killing

O espago-tempo, como uma variedade Riemanniana, pode possuir numerosas simetrias,
sendo que algumas dessas permitem transformacdes de coordenadas infinitesimais e continuas
que permitem a métrica manter-se inalterada (tais transformacdes sdo denominadas
isometrias).

A principal ferramenta para a investigagdo das isometrias de uma métrica sdo os vetores

de Killing, introduzida no século XIX pelo matemético alemao Wilhelm Killing.

A.1 Campos Vetoriais de Killing

Consideremos uma mudanga infinitesimal nas coordenadas da métrica g,; gerada por um

vetor €£%(xP)
X' =x"+eE%(xP), (A.1)

onde € € uma constante infinitesimal. O resultado da transformacdo (A.1) € mover um ponto

P(x* a um ponto P’, com coordenadas x“+€£*(x"). De forma semelhante, um ponto
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vizinho Q(x“+dx®) serd movido a outro Q’(x“+ €&"+dx“+€L”, dx") pela transformagdo

(A.1), onde fizemos

x* = x*=x"+¢ek”

(A.2)
dx®* — dx'* =dx* + 8&“,Y dx”
O intervalo infinitesimal P'Q' sera
X+ dx” +eE" +eL”, dx"- (x* +€£%), (A.3)
ou
dx® +€8%, dx", (A4)
e o comprimento ds’ desse intervalo sera dado por
ds? = g o (x")dx'“ dx"® = g o (x" +€E")(dx" + €%, dx")(dx" +€EP, dx') =
= [gop (X)) + €85, &1 1(dx® +€E%, dx")(dxP +€EP, dx), (A.5)
onde usamos
x"+e€")— x!
:g(xﬁ( E.> ) gaB( ) (A6)

g(xﬁ’y S&Y ’

pelo fato que € <<1.

Expandindo a Eq. (A.5), desprezando termos da ordem de &£* e reorganizando os fndices

inferiores, obtemos o resultado
ds? = ggdx “dx P+ €(8p 1y &'+ 80 & gt 88", )dx “dx P, (A.7)
de onde definiremos o tensor
2505 = 8opry &' T 8uyS spTEE ss (A.8)

que pord a Eq. (A.7) na forma
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%(a’s?— ds?) = 25 udx“dx” . (A.9)

O ntimero 2 multiplicado na Eq. (A.8) surge por conveniéncia. A estrutura no lado direito
da Eq. (A.9) é denominada derivada de Lie de um objeto geométrico (no caso, o tensor

métrico g, ) em relagdo a um campo vetorial €, e é representada, comumente, na forma
Legop =254 - (A.10)

No caso especial onde o tensor métrico € invariante sob uma transformacgdo de

coordenadas (ou ds’= ds na Eq. (A.9)), n6s teremos L. g, =0. Nesse caso, o vetor € é, por

defini¢do, um vetor de Killing. Entdo, teremos
ngocﬁ EgaB’ng+gqu.>Y’B+gyB§Y’(x:O' (All)
A equagdo acima pode também ser reescrita na forma

Legyy = 8oy T8, =0, (A.12)

cuja identidade com a Eq. (A.11) pode ser demonstrada facilmente pelo desenvolvimento das
derivadas covariantes, independentemente da escolha de algum sistema de coordenadas
particular, de onde resulta sua validade em qualquer sistema. A Eq. (A.12) indica que a parte

simétrica do tensor & 5 desaparece. Devido ao fato de que deslocamentos infinitesimais

gerados por vetores de Killing conduzem a uma métrica inalterada, estes deslocamentos
tracam geodésicas a geodésicas vizinhas. Podemos notar ainda que as Egs. (A.8) podem ser
lidas de duas maneiras: dada uma métrica, elas criam um meio de se determinar os vetores de

Killing ou, dados os vetores de Killing, determinamos a métrica.

A.2 Movimentos Conformes e Homotéticos

Em adicdo aos tragados descritos pelos vetores de Killing, existem outras classes de

transformagdes geradas por campos vetoriais que sdo importantes. Estes sao denominados
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movimentos conformes e homotéticos. Nestes casos, respectivamente, a derivada de Lie é

igual ao tensor métrico multiplicado por uma fungdo escalar das coordenadas ou por uma

constante. Os geradores desses movimentos sao denominados vetores de Killing conformes

ou homotéticos. Nesses dois casos a derivada de Lie € proporcional a métrica e pode ser

representada, para ambos os casos, na forma

L8y = 8upry S + 8oy 1p+8pG 10 = 2085

(A.13)

Para determinarmos &, podemos contrair a Eq. (A.13) com g** e utilizar as identidades

gaﬁg(xﬁ =4
878,85 =080E";=8",,
g8 ., =878",,=8",,
8% 8o, &7 =208,
de onde obteremos, a partir da Eq. (A.13),
26-4=28", £2IE" =>0= i&y;y
Entdo, a Eq. (A.13) torna-se
8opry &t 8eyS ptEpS 0 = %&ng(xﬁ ,

que também pode ser escrito na forma

1
Legop = E&Y;Ygas

ou

gOt;B + gB:oc - E&Y;Ygaﬁ :

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)
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Se &', ¢ uma funcdo escalar das coordenadas (¢(x"), por exemplo), o vetor de Killing

descreve um movimento conforme; se éy;y for uma constante, o vetor de Killing descreve um

movimento homotético.

A.3 Teoremas de Conservagao

Uma das mais importantes propriedades dos vetores de Killing € sua utilidade na
derivacdo de teoremas de conservagdo. Estes sdo obtidos em conjunto com os vetores
tangentes das geodésicas k. Para particulas livres de forcas, as geodésicas sdo geradas pela
equacdo da geodésica

dkk +IpkPk? =0, (A.19)

onde A é um pardmetro afim ao longo da trajetéria e k® =dx”/dh. A Eq. (A.19) pode

também ser escrita na forma

aka de o077 B aka B o7 vLB aka o7y B
ax_ﬁﬁ-i-rmk k' = a_xB k +Fl3“{k k¥ = a_xB +FBYk k" =0=>
k*sk® =0 (A.20)
Para f6tons, nés temos a relagdo
k% =0, (A.21)

que decorre do fato que ds = 0, para os fotons.

Para o vetor de Killing § e o vetor tangente a geodésica, k, o produto & k* é uma

constante ao longo da geodésica. Isto pode ser verificado através da derivada direcional do

produto &_k* ao longo da geodésica, ou seja, na dire¢do de k,

k) kP =&,k kP +& k“5kP =0, (A.22)
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O primeiro termo no lado direito da Eq. (A.22) se anula pela relacdo (A.12) e o segundo, pela

Eq. (A.20). Consequentemente,
€ k= const. (A.23)

ao longo da geodésica.
Ainda sobre os fotons, se a métrica admitir vetores de Killing homotéticos ou conformes,

a relacdo (A.23) continua vélida. Nesses casos, o tensor &a.ﬁ ¢ proporcional ao tensor métrico

(ver Eq.(A.18))

1 o o 1 o
g+, =58 08w Bk K+ KK =B g k=0, (A24)

visto que g, k“k P& proporcional a ds? = 0. Logo,

8ok k" +8y kK" =208,k k" =0=

Eok ™) kP +(Epk™), k" =28, k™) kP =0 (A.25)

e, entao,
E< k= const. (A.26)
Elome | * =const. (A.27)

N

Procedamos agora a andlise dos teoremas de conservacdo. Para tanto, tomemos a

divergéncia do tensor momento-energia
T%=0. (A.28)
Dado, entdo, um campo vetorial de Killing, podemos definir a grandeza

SP=E T, (A.29)

A conservacio dessa grandeza requer que sua divergéncia S se anule. De fato,
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SPy = (€T =8y T +E,T%5 =0 (A.30)

onde o primeiro termo se anula pela Eq.(A.12) e o segundo pela (A.28).
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B. Equacdao de Klein-Gordon e tensor

momento-energia do campo escalar

A equacio de Euler-Lagrange que descreve a dinimica de campos ¢(x") é

oL oL
—d =0, B.1
% “{8(%)} -1

onde £ € a lagrangiana do campo. Ela € obtida de forma semelhante a equacdo de Eule-

Lagrange da Mecanica, por meio do principio de minima a¢do, fazendo apenas a substituicao

das coordenadas generalizadas (¢,g) por (¢,0 ).

No caso de campos escalares, a lagrangiana € representada pela lagrangiana de Klein-

Gordon:
1
L=200%, - m’¢?) (B.2)

onde ¢* = g"¢,. Aplicando-se, entdo, a lagrangiana de Klein-Gordon a equacdo de Euler-

Lagrange, obtemos facilmente

(n*9,0, +m*)=0, (B.3)
que € a equacdo de Klein-Gordon e descreve a dindmica de campos escalares, ou seja,
particulas de spin zero, (portanto bdsons). No caso particular de campos formados por

particulas que nao possuem massa, a equagdo (B.3) torna-se simplesmente
n*9,0,6=0 . (B.4)

Quando trabalhamos em espacos-tempo curvos, podemos utilizar o principio do
acoplamento minimo (ou seja, trocar as derivadas ordindrias pelas derivadas covariantes) e
obter a equacdo de Klein-Gordon para particulas sem massa em um espago-tempo curvo.

Aplicando-o a equacao (B.4), temos
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gV, V,0=V*V 6=0. (B.5)

Podemos ainda reescrever a Eq. (B.5), utilizando a relagdo [43]

voar=—L g (JSgan. (B.6)

Yo

onde A" ¢ um vetor e g € o determinante do tensor métrico g, , na forma

3, (J—gV'0)=——=—=9, (- g0"0)=0 (B.7)

\/_ = \/_ =

ou ainda na forma
\/—au(\/ gd,0g")=0 (B.8)

O tensor momento-energia do campo escalar pode ser obtido a partir da expressao geral
T" =0"0d"o—g"' L. (B.9)
Aplicando-se, entdo, a lagrangiana de Klein-Gordon em (B.9), obtemos
=0"00"0 - g‘”(‘b 0, —m'?). (B.10)
No caso do campo de particulas sem massa, ele torna-se
=0"¢0"0 - g”v¢ Py (B.11)
ou, equivalentemente,

T" = g"d ¢ax¢—— 84¢™0,0.,. (B.12)
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