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Resumo

A equacgao de campo de Fierz-Pauli-Gupta (FPG) é desenvolvida no espago de fase
generalizado proposto por Bohm e Hiley. As dlgebras de Dirac e DKP sao consideradas
em um processo de complexificagao visando construir algebras de Clifford associadas
aos geradores da algebra do campo FPG. Particulas livres e interagindo com um campo
eletromagnético externo sao analisadas a partir da equagao tipo Liouville obtida para os

casos estudados.

Palavras-Chave: Espago de fase relativistico; Equagao de Fierz-Pauli-Gupta; dlgebras de

Clifford; equacao tipo Liouville.



Résumé

L’équation de champ de Fierz-Pauli-Gupta (FPG) est développée dans I’espace
de phase généralisé proposé par Bohm et Hiley. Les algebres de Dirac et de DKP sont
considérées dans un processus de complexification afin de construire des algebres de Clifford
associées aux générateurs de 'algebre de champ FPG. Les particules libres et interaction
avec un champ électromagnétique externe sont analysées a partir de I’équation de Liouville

obtenue pour les cas étudiés.

Mots-clés: Espace de phase relativiste; Equation de Fierz-Pauli-Gupta; Algebres de Clifford;

Equation de Liouville.



Abstract

The Fierz-Pauli-Gupta field equation (FPG) is developed in the generalized phase
space proposed by Bohm and Hiley. The Dirac and DKP algebras are considered in a process
of complexification in order to construct Clifford algebras associated to the generators of
FPG field algebra. Free particles and interacting with an external electromagnetic field

are analyzed from the Liouville equation obtained for the studied cases.

Keywords: relativistic phase space; Fierz-Pauli-Gupta equation; Clifford algebras; Liouville

equation.
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1 Introducao

A “Algebra Geométrica” tem inicio em tempos longinquos, advinda desde a época
de Platao (427 a.C. a 347 a.C), onde a matematica grega sofreu radicais transformagoes,
principalmente devido a cle ¢ a sua Academia, em Atenas. Ela surge como uma alternativa
a “Algebra Aritmética”, herdada dos babilonios, devido a dicotomia entre ‘ntimeros
X grandezas’ continuas e para tratar problemas de dimensao (os babilonios somavam,
por exemplo, comprimento e area). Posteriormente, com sua evolugao, passa a estudar
enunciados e axiomatizacao de estruturas matematicas, ou seja, a algebra geométrica
atual tem raizes profundas provinientes do Circulo Pitagérico, surgindo basicamente da
necessidade fundamental de “medir” (RAMOS, 2013).

Longos séculos depois, precisamente em 1878, um trabalho foi publicado no Ame-
rican Journal of Mathematics, por William Kingdon Clifford (1845-1879), cujo titulo
era, Applications of Grassmann’s Fxtensive Algebra. Neste é apresentada uma inovadora
estrutura matemética que ele denominou de “Algebra Geométrica” (hoje algebra de Clif-
ford). Naturalmente muito distante daquela pensada pelos eminentes gregos. Clifford
consegue unir duas estruturas que aparentavam estar dissociadas, os quatérnios de Wil-
liam Rowan Hamilton (1805-1865) (HAMILTON, 1843) e a élgebra exterior de Hermann
Gunther Grassmann (1809-1865) (GRASSMANN, 1844), estabelecendo uma &lgebra que
contemplasse ambos os conceitos. Toda essa pesquisa é o resultado que se inicia do esforco
de diversos autores de representar geometricamente um niimero complexo, passando por
Wessel (1797), Leibniz e Huygens (1679), Gauss (1831), Hamilton (1843), dentre outros
(JUNIOR; JUNIOR, 2012).

Nos primeiros anos do século XX, surgem algumas ideias extremamente inovadoras
nos diferentes formalismos tedricos da fisica. O “Mundo Classico” e o “Mundo Quantico”
estabelecem limites inter e intraparadoxais, fomentados ainda mais pela Teoria da Rela-
tividade, causando uma revolugao e efervescéncia em todos os conceitos modernos. Na
primeira metade do século, sao discutidas as principais equacoes de campo entre as mais
prestigiadas, as equagoes de Klein-Gordon-Fock (KLEIN, 1926; GORDON, 1926; FOCK,
1926) e a de Paul Dirac (DIRAC, 1928). Ao mesmo tempo, Eugene Paul Wigner (WIGNER,
1932) estabelece uma formulagao da mecanica quantica no espaco de fase para corrigir a

termodinamica do equilibrio, através de uma algebra matricial.

No fim da primeira e a partir da segunda metade do século XX, foram realizadas
pesquisas para determinar uma tunica estrutura matematica em que pudessem ser descritas
as teorias classica e quantica. Desta forma, muitas dificuldades de interpretacao apresenta-

das no formalismo quantico, como processos de medida, poderiam ser elucidadas a luz de
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analogos classicos. Nesse sentido, surgem diversos trabalhos de algebrizacao dessas teorias.
No contexto dessa dissertagao, cabe destacar a série de artigos de Mario Schénberg (SCHON-
BERG, 1956; SCHONBERG, 1957a; SCHONBERG, 1957b) que estabelece uma algebra
geométrica utilizando como base fundamental as algebras de Grassmann (GRASSMANN,
1844) e de Clifford (CLIFFORD, 1878). Um outro exemplo, sao os trabalhos de Prigogine!
e colaboradores (PRIGOGINE et al., 1973; PRIGOGINE et al., 1977; MISRA, 1978; MISRA;
PRIGOGINE; COURBAGE, 1979a; MISRA; PRIGOGINE; COURBAGE, 1979b; GEORGE;
PRIGOGINE, 1979), que a partir da formulacao de Koopman (KOOPMAN, 1931), onde a
mecanica classica é descrita em termos da estrutura do espaco de Hilbert, formulam uma
algebra nao-comutativa no espago de fase classico. Em seguida, muitos desenvolvimentos
algébricos sao realizados para tratar as equagoes de campo, nas quais estao reunidos
os aspectos quanticos e relativisticos da natureza. Tem papel fundamental os trabalhos
provenientes da série de artigos de Schénberg citados acima e os trabalhos de D. Bohm e B.
J. Hiley (BOHM; HILEY, 1981; BOHM; HILEY, 1983), P. R. Holland (HOLLAND, 1986), M.
C. B. Fernandes e J. D. M. Vianna (FERNANDES, 1991; FERNANDES; VIANNA, 1999),

dentre outros.

D. Bohm e B. J. Hiley (BOHM; HILEY, 1981; BOHM; HILEY, 1983), durante toda
a década de 80, realizaram uma formulacao da teoria quantica usual descrita no espaco de
fase, na qual a funcao de distribuicao tem papel fundamental na descricdo de sistemas
quanticos, enquanto que o vetor de estado é definido a posteriori, sendo que o estado do
sistema passa a ser descrito no espaco de Hilbert dimensionalmente mais amplo, segundo
matrizes nao-hermitianas. Entdo, utilizando os resultados do formalismo algébrico de
Schonberg, Bohm e Hiley (BOHM; HILEY, 1983) determinam uma equacao tipo Liouville
associada a equagao de Dirac, descrevendo-a assim, no espaco de fase generalizado; ou
seja, demonstram uma metodologia para tratar equacoes de campo no espago de fase

relativistico e estendido, obtendo-se assim, o respectivo Liouvilliano generalizado.

P. R. Holland (HOLLAND, 1986), seguindo as sugestdes de Schénberg e Bohm?,
estuda as representacgoes no espaco de fase das equagoes de Dirac e Feymann-Gell-Mann,
em termos das algebras de Dirac e Jordan-Wigner, utilizando a transformagao de Wigner-
Moyal (WIGNER, 1932). Em seguida, ao longo da década de 90, M. C. B. Fernandes e J.
D. M. Vianna determinam a equacao de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) no espago de fase
generalizado (FERNANDES, 1991; FERNANDES; VIANNA, 1999), utilizando os resultados
dos geradores de DKP estabelecidos por Schonberg (SCHONBERG, 1956; SCHONBERG,
1957a; SCHONBERG, 1957b) e revisitando aqueles obtidos por Bohm e Hiley (BOHM;
HILEY, 1983), para o campo de Dirac. Além disso, abordam nessa perspectiva o caso
nao-relativistico da equagao de Pauli (FERNANDES, 1991).

Ilya Prigogine, Prémio Nobel de Quimica em 1977;
Nesse artigo, intitulado Relativistic Algebric Spinors and Quantum Motions in Space, Holland afirma
que seu trabalho foi imbuido pela sugestdao de M. Schonberg e D. Bohm.

2
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O presente trabalho esta inserido neste contexto que compreende um amplo projeto
de determinar a teoria de campos no espaco de fase generalizado. Nesse sentido, nossos
estudos partem da equagao de Fierz-Pauli-Gupta (FPG) (FIERZ; PAULI, 1939; GUPTA,
1952; GUPTA, 1954; TAKAHASHI, 1969) para campos, de spin 3/2, que possui uma
estreita correlagdo com a equagao de Dirac, de spin 1/2, e de Duffin-Kemmer-Petiau,
de spin 0 e 1. Motivados pela estrutura matricial de FPG, propomos uma algebra (que
denominamos élgebra de FPQG) utilizando os conceitos algebricos geométricos, estabelecidos
por Schonberg, os quais se baseiam na &algebra desenvolvida por Clifford (CLIFFORD,
1878) e Grassmann (GRASSMANN, 1844). Demonstramos como a algebra de FPG é uma
extensao complexa da algebra de Schonberg, surgindo da estrutura matematica proposta
um projetor complexado, composto pela identidade da algebra de Dirac e pelo projetor de
ordem p da algebra DKP. Em seguida, apos escrever a equacao de FPG em termos dos
geradores da algebra proposta, realizamos uma transformacao de Wigner-Moyal, segundo
a metodologia indicada por Bohm e Hiley. Estes procedimentos sao aplicados para os casos
da particula livre com massa desprezivel e da particula com massa, submetida a um campo
eletromagnético externo qualquer. Os resultados demonstram semelhanca com aqueles

encontrados na literatura, para as equagoes de Dirac e de DKP.

Devemos observar que a representacao da teoria de campos no espaco de fase
generalizado permite ampliar o conhecimento de fenémenos fisicos, devido a uma nova
abordagem matematica envolvendo um mesmo ente da natureza. Além disso, como o espaco
de fase permite uma andlise da teoria classica através de uma algebra nao-comutativa, é
possivel estabelecer analogos classicos dentro de uma estrutura comum a teoria quantica.
Ou seja, as possibilidades de resultados e interpreta¢oes dos fundamentos bem consolidados,
assim como outros novos, abrem perspectivas de trabalhos, tanto no aspecto teérico como

experimental.

O trabalho estd divido em cinco capitulos (incluindo essa introdugdo) mais as
consideracoes finais e perspectivas, além de trés apéndices. No Capitulo 2 fazemos uma
digressao matematica em dois aspectos: a primeira, denominada “Preambulos”, é uma
revisao sucinta da matematica elementar; a segunda parte, denominada “Fundamentos
Algébricos”, apresentamos os formalismos algébricos mais importantes para o desenvol-
vimento do trabalho. No Capitulo 3 sao discutidas as definicoes das equagoes de campo
e suas algebras associadas, a partir dos geradores de Schonberg. Propomos também a
algebra correspondente ao campo de Fierz-Pauli-Gupta, relacionada as algebras de Dirac
e de DKP. No Capitulo 4 discutimos a formulacdo da Mecanica Quantica no Espaco
de Fase desenvolvida por Wigner (WIGNER, 1932), com as contribuigoes realizadas por
Moyal (MOYAL, 1949), Bohm e Hiley (BOHM; HILEY, 1981), Holland (HOLLAND, 1986) e
Fernandes e Vianna (FERNANDES; VIANNA, 1999). No Capitulo 5, inicialmente fazemos
uma revisao sobre os principais resultados das equagoes de campo escritas no espaco de fase
generalizado, nos casos da equagao de Dirac (BOHM; HILEY, 1983; HOLLAND, 1986) e de
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Duffin-Kemmer-Petiau (SCHONBERG, 1957b; SCHONBERG, 1957a; FERNANDES, 1991;
FERNANDES; VIANNA, 1999). Em seguida, utilizando a algebra de FPG proposta e a
transformacao de Wigner-Moyal, encontramos o Liouvilliano generalizado para o campo de
Fierz-Pauli-Gupta. Para todas as equagoes de campo indicamos o Liouvilliano generalizado
para os casos de particula livre com massa desprezivel e de particula com massa sobre
um campo eletromagnético externo qualquer. Nas Consideragoes Finais e Perspectivas

apontamos os principais resultados encontrados e as possiveis extensoes deste trabalho.
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2 Principios Matematicos

2.1 Preambulos

Nesta se¢ao sao apresentadas em linhas gerais, sem a preocupagio de suas demons-
tragoes, as principais estruturas matematicas necessarias para o desenvolvimento deste
trabalho. As referéncias consultadas foram Hoffman e Kunze (1971), Barata (2006) e

Fernandes, Lavor e Neto (2017), dentre outras.

2.1.1 Grupo

Um grupo G é um conjunto de objetos g; € G, que contém uma operagéo (o) entre

estes elementos, ou seja,
0:GxG—G
Explicitamente, tem-se:
(a) um conjunto G = {g1, 92, -+, Gis --s Gn }
mais uma operagao chamada usualmente de,
(i) multiplicacao de grupo, (G x G, o).

Com isso, seguem os axiomas fundamentais:

1. Vgi,g; € G=giog; €G (fechamento);
2. Vi, 95,9, € G, gio (gj ogr) =gio (gj o gi) (associatividade);
3.V, €G , 31 €G | g10gi =gi = gi° g1, (identidade);
4. Vgi,9;, € G, giog; =g;009 = g1, onde g; = g; ! (unicidade da inversa)

Caso os elementos possuam uma relacao de comutatividade, além das propriedades

acima, este conjunto é denominado de grupo abeliano, e assim:

5. V91,9, €G , giogi=gjou (comutatividade)
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2.1.2 Corpo

Um corpo K é um conjunto de objetos k; € K que possui duas operagoes (+, o)

possiveis de serem realizadas com seus elementos, ou seja,

+: KxK—K
o: KxK-—K.

Explicitamente, tem-se a estrutura,
(a) um conjunto K = {..., ky, k1, ..., ki, ...} , onde k; € K|
com as operacoes denominadas:

(i) adigao, (K x K, +);

(ii) multiplicacao escalar, (K x K, o).

Seguem assim os axiomas da soma e produto:

1. Vi, kje K=k +kj=k +kcK (fechamento);
2. Vkikj ki € K, ki 4+ (kj + k) = (ki + k) + (associatividade);
3.V, e K,I0 €K |0+ k =k (elemento neutro);
4. Vk, e K, 3k e K| ki+ k=0 (inversa aditiva);
5. Vki,kj e K=kiok; €K (fechamento);
6. Vki kj ky € K, kjo (kjoky,) = (kiok;)oky, (associatividade);
7.Vki, N eK|kol=1ok, =k (identidade);
8. Vki , Ik;' €K | kjok ' =k tok (inversa multiplicativa');
9. Vki, kj, b € K, (distributividade);

kio(kj—ka):kiij—i-kiOkm,
(ki+kj)0km:ki0km+kj0km;

10. Vki, k; e K, kjok; =kjok; (comutatividade).

L Barata (2006) indica as propriedades 4 e 8 apenas como “inversa”.
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2.1.3 Espacos Vetoriais

Definicao

Um espago vetorial linear V sobre um corpo K é um conjunto de objetos que

comporta duas operagoes (+, o) entre seus elementos, de tal forma que:

+: ¥V xV—YV
0: KxV —YV

ou seja, ha:

(a) um corpo K={....ko, k1, k2, ..., k;j, ...} de objetos cujos elementos sdo denominados

escalares e,

(b) um espago V={...,vq, V1, V2, ..., vj, ...} de objetos cujos elementos sao denominados

vetores,
com operagoes entre estes elementos denominadas por:

(i) adicdo vetorial, (V x V, +);

(ii) multiplicacao escalar, (K x V, o).

A partir disso, em relagdo a operagao (V x V., +), seguem os postulados da adigao:

1. VV17VJEVZ>V1+VjEV
2. VVi,VjEV,Vi+Vj:Vj+Vi
3. VVth,VkEV , Vi—|—(Vj—|—Vk) = (Vi+Vj>+Vk

4. VVjEV,E|V0€V|V0+Vj:Vj:Vj+V0

D. VVj ev, 3(—Vj) ev | v; + (—Vj) =Vg=Vj+ (—Vj).

(fechamento);
(comutatividade);
(associatividade);
(elemento neutro);

(inversa).

E a partir da operagao (K x Vo) = (K x V, ), os postulados da multiplicacao:

1. Vi € K, v; €V = kv e V

2. Vki ki e Ke Vv € V| ki(kjvy) = (kikj) v

3. Vv; eV, dleK | 1lvy =v; =v;l

4. Vi € K, Vv, v € V| Ei(vy+ vi) = kv + kv

5. Vk’,', k’j cK, Vvi €V , (kl + kj)Vk =k;vik + ijk

(fechamento);
(associatividade);
(identidade);
(distributica escalar);

(distributiva vetorial).
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Base de um espaco vetorial
Seja um espago vetorial V sobre K, onde {v;} € V e {k’} € K. Entao:

Defini¢do 1. Um conjunto de vetores {vi,Va, ..., Vj, ..., Vn} € dito linearmente dependente

se, para,
E'vi+ k*vo+ ..+ Kvi+ ..+ kv =0

0s escalares {k’} € K nem todos nulos.

Defini¢ao 2. Um conjunto de vetores {vi,Va,...,Vj, ..., vn} € dito linearmente indepen-

dente se, sendo
E'vi+ k*vo+ .. + v+ ..+ k"vp =0,

entdo, existe {k’} € K onde todos os escalares sao nulos.

Defini¢ao 3. Um conjunto de vetores {vq,Va,...,Vj,...,vn} € dito span(V) se, Vx € V,

entao existe {17} € K, tal que,
x =a'vy +2?vy + ..+ advy 4 L+ 2y,

ou seja, x € um vetor expandido sobre o espaco vetorial V, considerando o conjunto
{27} € K (Vale ressaltar que a unicidade do vetor x ndo estd imposta, pois pode ser
reescrito de infinitas formas. Logo, se faz necessario garantir uma forma univoca para
quaisquer {v} € V, assim como para o vetor x. Isto pode ser feito fizrando determinada

base no espago que os contém,).

Defini¢ao 4. Um conjunto de vetores {ey,ea,...,en} € uma base de um espago vetorial V
se, e somente se, qualquer vetor v pode ser escrito como combinacgdo linear univoca desses
elementos. Ou seja, este é um conjunto linearmente independente maximal (qualquer outro
vetor que seja adicionado a esta combinacao, a torna dependente) e é um conjunto de
expansao minima do espago(qualquer vetor que seja retirado da combinagao, torna o espago

nao-expansivel pelos entes restantes). Assim:

Defini¢ao 5. Se o conjunto de vetores {e1,ea,...,en} € uma base do espago vetorial V,

entdo qualquer vetor x de V pode ser escrito como:
n
x =1z'e; + 2%ex + ... + alej + ... + 1", = Y ate,
pn=1

que, na notacao de Einstein - soma sobre indices repetidos,

— b
x = at'e,
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onde {x"} sdo denominadas as componentes do vetor x com respeito d base do espago
vetorial V. Logo, dois vetores v e x serdo idénticos se e somente se suas componentes,

quando escritas em relagdo aos vetores da base {e,}, possuem os mesmos {x"}.

Definicao 6. Se dois conjuntos {ey,es,...,en} € {f1,fa, ..., fn} sao denominados vetores
da base de V, entdo a dimensao de V € escrita como dim(V) = m = n. Consequéncia das
definicoes / e b.

Observacao: Vale ressaltar que os espacos vetoriais podem ter dimensoes finitas e infini-
tas. Como exemplo, seriam respectivamente, o espaco de Minkowski (M) com dimensdo
dim(M) =4, e o espago de Hilbert (H) com dimensdo dim(H) = oo.

Aplicacdo (Transformacdo) Linear e Isomorfismo

Sejam dois espagos vetoriais V e W. Entao a regra de aplicagao,

7:V—W
v— T(v)

¢ uma transformacao linear [antilinear] quando,
(a) Vx,veV T(x+v)=T(x)+T(v),
(b) Vke KeVv eV, T(kv)=kT(v) [=kT(v)].

O conjunto das aplicagoes lineares [antilineares| de V. — W pode ser representado
por L(V, W) [A(V,W)]. As defini¢oes,

(a) YT,T' € L(V, W) [A(V,W)], (T +T)(v) = T(v) + T'(),
(by VkeKeVveV, (kT)(v)=k-T(v)[=k*-T(v)].
tornam L(V, W) [A(V,W)] um espago vetorial.
Definicao 7. Seja T : V. — W uma transformagdo linear [antilinear] com:
(a) T(0) = 0;
(b) T é biunivoca se e, somente se, T(x) =0 =x = 0.

Definicao 8. Sejam dois espagos vetoriais V. e W de mesma dimensio dim(V) =
dim(W) =neT :V — W uma transformagio linear [antilinear]. As sequintes afirmagies

sao equivalentes:

(a) T € um isomorfismo;
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(b) T € biunivoca; e

(¢c) T € sobre W.

Formas Lineares

Seja um espago vetorial V sobre o corpo K dos complexos. Uma aplicacdo ¢ que

associa a cada vetor v em V um escalar ¢(v) em K, ou seja,

¢o:V—K
v ¢(v)

de tal maneira que, V k€ Ke Vx,v eV,

(a) d(x+v) = o(x) + ¢(v),
(b) ¢(kv) = ko(v),

é dito Forma Linear. Uma outra denominacao comum para forma linear é covetor.

Se o conjunto das formas lineares sobre V define um espaco, tal que,

(©) (@+¢)(v) = o(v) + & (v),
(d) (ko) (v) = ko(v),

o espago dos covetores passa a ter uma estrutura de espago vetorial. Nessas condigoes, o
conjunto das formas lineares constitui um espago vetorial V* sobre K, que é denominado o
espaco dual V* de V, ou simplesmente espago dual de V. Os elementos do espaco vetorial
V sdo chamados de vetores contravariantes, enquanto aqueles do espago vetorial dual
V*, de vetores covariantes. Ao longo do trabalho, por simplicidade, serdo denominados

respectivamente de vetores e covetores.

Espaco Afim

Seja P um conjunto nao-vazio cujos elementos serdao chamados de pontos e um
espago vetorial V, com dim(V) = n. E possivel definir uma funcgio sobrejetora f que segue

a regra,

fPxP—YV
(A,B) — v = f(A,B)

ou seja, a cada par ordenado (A, B) de pontos em P estd associado um vetor v em V, ou

ainda, que um certo vetor v = E em V pode ser determinado por um par (A, B) em P.



2.1. Preambulos 21

O conjunto P é dito Espaco Afim, associado ao espago vetorial V, se os seguintes

axiomas forem validos,

(a) Dado A em P e v em V, existe um tnico B € P, tal que v = E,
(b) Vv,w €V, SeV:EeW:B?:V-FW:m,
(c) Dado um ponto 0 em P, dito arbitrario, a ¥v € V corresponde um tnico ponto

_>
V e P, tal que 0V = v.

Obedecidas as condi¢oes acima colocadas, diz-se que P é um espago afim de dimensao
dim(P) = dim(V) = n. Além disso, pode-se afimar que o mesmo sera real ou complexo, a
depender da definicao do espaco V sobre o corpo K, dos reais ou complexos, respectivamente.

Soma Direta e Projetores de espacos vetoriais

Sejam dois subespacos U; e U, do espaco vetorial V, onde os elementos u; € U;
(j=1,2).

Definicao 9. O conjunto de todas as somas dos elementos u, + uy define a soma dos

espagos vetoriais, Uy + Us, onde a mesma é também subespaco de V.

Definicao 10. Se Uy N Uy = {0} entdo a soma U =T, + Uy € dita soma direta entre Uy

e Uy, escrita como:
U=0,60U,.

Seja um operador linear P em V. Este é dito operador de projecio ou simplesmente

projetor, se e somente se, P2 = P.

Definicao 11. Seja uma soma direta dada por V=U, U, H..HU,, = @}”:1 U; e os
elementos u; € U; (j = 1,2,...,m), tal que v =u; +us + ... +u,,, onde v € V. Além

disso, seja um ente P; (j =1,2,...,m), tal que P;(v) = d;;v;. Logo,
Pj(V) = Pj(Vl + vy + ...+ Vm) = Vj

0 que resulta em P3(v) = v; = P;(v), ou seja, P; é um projetor sobre o subespago U; C V.

Definicao 12. Seja o espago V.= @], U;; entao, para cada subespago U; C 'V, existe um
projetor P; sobre U;. Assim, hd um conjunto de m projetores {Py, Pa, ..., P} em V, de

modo que:

((1) P@P] = 5ij73j 5 (j = 1,2, ...,m),‘
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(b) > P;j =1, onde 1 é o operador identidade, tal que, 1(v) = v;
j=1

(c) P;(V) =T;.

Aplicacdes Bilineares

Sejam os espacos vetoriais U, V e um corpo K. Uma aplicagdo produto cartesiano,
p:UxV—K

é tal que, para Yu € U e Vv € V, a fun¢ao ¢ = ¢(u, v) possui dois argumentos. A aplicagao
¢ é dita bilinear quando for linear em ambos argumentos, ou sesquilinear quando é linear
em um argumento e antilinear no outro, ou seja, depende de como estao definidos U, V

sobre o corpo K.

Com isso, para a aplicacao ¢, Vu,u’ € U e Vv, Vv’ € V, tem-se que,

(a) ¢(u +u’, V) = ¢(uv V) + ¢(u,7 V)>
(b) o(u, v+ V') =¢(u,v)+ ¢(u,v'),

(¢) ¢(ku,v) = k¢(u,v), onde k € R, ¢ bilinear
¢(ku,v) = k*¢(u,v), onde k € C, ¢ sesquilinear,

(d) é(u, kv) = k¢(u,v), onde k € K.
Nos casos particulares em que U =V, a funcao “¢” é denominada Forma,

(i) Bilinear, se K =R é o corpo dos ntimeros reais,

(ii) Sesquilinear, se K = C é o corpo dos niimeros complexos.

Considerando o argumento “u” de ¢(u, v) fixo, entao:

o(u,v) = ¢u(v), (2.1)

tal que ¢, é um elemendo do dual V*, funcao de u € V. Logo,

(a) ¢u+u’ = ¢u + ¢u’a

(b) hu =k [= K" du].



2.1. Preambulos 23

Assim, a correspondéncia u € V. — ¢,, € V* é uma aplicacao bilinear [sesquilinear]
de V em V*. Essa correspondéncia é dita aplicacao associada a forma bilinear [sesquilinear]

g, notada por, ¢, = gu. Logo,

Pu(v) = gu(v) = g(u,v) (2.2)
estabelecendo um isomorfismo entre as formas bilineares [sesquilineares| sobre V e as
aplicagoes lineares [antilineares| de V em V*. Seja uma forma bilinear [sesquilinear| g sobre
o espago vetorial V, dim(V) = n e com uma base {e;}, j = 1,2, ...,n. Entao,

(a) g(u,v) = g(u'e;, v/e;) = u'vlgi; [=uv'gyl, g = g(ei, e)),
(b) gu = (gu)re”.
Proposicao 1. A transposta de uma forma bilinear g, ou seja g*, é escrita como:

g'(v.u) =g(u,v) [{g(uv)}] (2.3)

Proposigao 2. Uma forma bilinear [sesquilinear] g : VxV — R [C] pode ser classificada,

sequndo comportamento dos seus arqgumentos em relagdo a sua transposta gt, como:

(a) g'(v.u) = g(u,v) = g(v,u)  [{g(v,u)}] (Simétrico)

(b) ¢'(v,u) =g(u,v) = —g(v,u) [—{g(v,u)}"] (Antissimétrico ou Alternado)

Conexdes Bilineares

Uma conexao é um tipo de aplicacao linear onde, dado um espaco vetorial V e seu

respectivo dual V*, tem-se,
V:V— V", (2.4)
Sua relagao direta com uma certa forma bilinear g pode ser dada por:

g:VxV—R (2.5)
g(v,u) =9(v)(u).

Esta forma obedece aos axiomas discutidos na se¢ao 2.1.3 e foi definida implicitamente
na expressao (2.1); ou seja, ¢, é uma conexao bilinear [sesquilinear]. Na defini¢ao acima
(2.5), assim como em muitas definigdes e proposigdes ao longo do trabalho, foi adotado
que K = R para facilitar o entendimento algébrico; todavia, as ideias sdo facilmente

generalizadas para o caso complexo K = C.
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Proposicao 3. Se o kernel ker(v) =0 a conexdo € dita “ndo degenerada” Logo, o espago

V e a forma bilinear ¢, associados a esta conexdo ¥, sdo ditos também ndo degenerados.

Proposigao 4. A forma bilinear g € nao degenerada se, para todo v # 0, existir um u # 0
tal que g(v,u) # 0. Assim, como dim(V) = dim(V*), uma conexdo nao degenerada impoe

uma relagdo de isomorfismo entre V e V*.

Proposigcao 5. Um espago vetorial que possui uma forma bilinear g : VXV — R tem o
chamado produto escalar. Logo, g(v,u) € o produto escalar entre os vetores v e u. Assim,

se g(v,u) =0 entao os vetores sao ortogonais em rela¢io a forma bilinear g.

Proposigao 6. Espaco Quadrdtico
Um espaco vetorial V que possui uma forma bilinear simétrica g, cuja conexdo simétrica

associada € dada por:
J(v)(u) = J(u)(v) (2.6)

¢ denominado de Espago Quadrdtico de forma quadrdtica Q(v) = g(v)(v), simbolicamente

denotado por (V, g).

Proposigao 7. Espaco Simplético
Um espago vetorial V que possui uma forma bilinear antissimétrica g, necessariamente nao

degenerada, cuja conexdo antissimétrica associada é dada por
d(v)(u) = —d(u)(v) (2.7)

¢ denominado de Espago Simplético, onde os vetores sao isotropicos.

2.1.4 Algebra

Seja um espago vetorial V e um corpo K. Uma &algebra consiste na cole¢ao dos
objetos destes conjuntos, que obedece uma série de axiomas relacionados as trés regras de

operagoes:

+:VxV-—YV,
0: KxV—YV,
o VXV —YV,

ou seja, possui a seguinte estrutura,

(a) um conjunto de elementos {k;} € K, denominados escalares,

(b) um conjunto de elementos {v;} € V, denominados vetores,

com operagoes entre estes elementos denominadas:
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(i) adigao vetorial, (V x V, +),
(ii) multiplicacao escalar, (K x V. o),

(iii) multiplicacao interna, (V x V, o).
Seguem assim os axiomas:

1. em relacdo a adigao vetorial (V x V| +), sdo validos todos os postulados discutidos

na secao 2.1.3;

2. em relagdo a multiplicagao escalar (K x Vo), sao validos todos os postulados

discutidos na se¢ao 2.1.3.
Os axiomas da multiplicacao interna (V x V, o), para V v;, vj, vi € V, sao definidos como:

3. VWi, v e V= viov; €V (fechamento);

4. (Vi +Vj) 0 VK = Vi 0 Vg + V0 Vi (distributiva);

Vi O (Vi + Vi) = Vi 0 Vj + V; © Vi

5. Jep €V |egovy;=vj=vjoeo. (elemento neutro).

Podem ocorrer variagoes do tipo de algebra, a depender de quais postulados abaixo sao

validos para a mesma:;:

6. (viovj)ovk =v;o (Vjovy) (associatividade);
7.vol=1ov=v (identidade);
8. Vi O Vj =VjoVj (comutatividade);

ViOVj = —Vj;0V; (anti-comutatividade);
9. vio (vijovk) = (Viovy) o vk + vjo (Vo vy) (propriedade derivada).

2.1.5 Vetores e Covetores
Seja uma forma linear dada como,

¢0:V—K
v — ¢(v)

considerando que K = R, o corpo dos reais. Naturalmente é possivel generalizar os
resultados para o caso em que K = C, o corpo dos complexos, necessitando maiores

cuidados para o corpo dos quatérnions H, devido a anticomutatividade dos seus elementos.
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Proposicao 8. Supondo uma base B = {e,} deV com u=1,2,...,m, ou seja dim(V) = m,

e no caso de um vetor x = x'e,, € possivel escrever que:

P(x) = ¢(a'e,)
= x“ﬁb(eu)

= aj'u’gbu
tal que ¢, = ¢(e,) caracteriza o covetor ¢ € V*, quando aplicado a uma base B = {e,}.

Proposigao 9. Por outro lado, supondo uma base B* = {€"} de V* com v = 1,2,...,n,

ou seja, dim(V*) =n, e sabendo que o covetor ¢ € V*, entao

¢ = ¢,e”.

Assim, as coordenadas de um covetor ¢ na base dual B* = {e"} de V* sao dadas pelos
valores de ¢, = P(e,).

Definicdo 13. E possivel estabelecer uma definicio que relacione as bases do espaco V e

seu dual V*, como:

e(e,) = ok = L er=r
0, se p #v

ou seja, que as bases gquardem entre si uma relagdo de ortonormalidade.

Proposicao 10. A partir das proposicoes 8, 9 e da definicio 13, pode-se concluir que
dim(V) = dim(V*) = n,

justamente devido a relagdo de isomorfismo que existe entre um espaco vetorial e seu dual.

Proposigao 11. Sejam duas bases B e B’ do espaco V, de tal maneira que se possa realizar

mudangas de base B «— B', descritas como

A 517 — —1\v L/
e, =DBle, <e,=(B")e,.

Entao, um vetor v € V, escrito na base B com coordenadas {v'} e na base B' com
’ !/ . ~
coordenadas {v*}, onde v = vte, = v “e;“ possui uma relagdo entre suas coordenadas,

sequndo as transformagoes,
vt = B <= " = (B,

Analogamente, sejam duas bases B* e B do espago V*, de tal maneira que se possa realizar

mudangas de base de B* <— B'™*, descritas como
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no__ nalv mo__ —1\puav
el = Ble"” <= e = (B~ )ke".

Entao um covetor ¢ € V*, escrito na base B* com coordenadas {¢,} e na base B* com

coordenadas {¢),}, onde ¢, = ¢,et = ¢ ", possui uma relagio entre suas coordenadas,

sequndo as transformacgoes
Qb:L = BZ¢V — qﬁu = (B_1>Z :/7

sendo vdlidas as relagoes de ortonormalidade e (e,) = €' (e],) = o~.
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2.2 Fundamentos Algébricos

Para que seja construida uma Algebra é preponderante o entendimento de como
os elementos de um espaco vetorial qualquer e um dado corpo se relacionam, regidos por
uma estrutura basica, que envolve duas operagoes e uma lei de composi¢ao externa. Com
isso, os axiomas e suas propriedades precisam ser rigidos, com um papel insubstituivel na

estrutura e fundamentacao algébrica.

Apos a axiomatizacao e verificagdo de consisténcia tedrica, um outro procedimento
indispensavel seria correlacionar possiveis diferentes dlgebras. Isto pode ser feito através
do isomorfismo e homomorfismo, analisando possiveis relacoes de identidade e relagoes
de equivaléncia. A importancia dessas abstracoes reside na possibilidade de relacionar
estruturas matematicas com teorias fisicas, o que pode suscitar novos conceitos até entao
nao verificaveis, simplesmente devido a falta de um formalismo matematico diferente ou a

nao utilizagdo do mesmo.

Nesta secao, entre diversas referéncias consultadas para realizar um compéndio
de conceitos algébricos, destacam-se Junior ¢ Junior (2012), Jancewicz (1988) ¢ Vianna
(2012).

2.2.1 Algebra Tensorial
2.2.1.1 Tensores
Tensores covariantes sobre V

Seja um espago vetorial V, com x; € V e dim(V) = n, sobre K. Uma forma
p-linear sobre V ¢ uma fun¢ao ¢(x1,Xa, ..., X,) lincar em cada argumento, tal que, para
Vx1,X92,...,%X, € Ve k €K, entao,

o VxVx..xV—K,

(X1, Xa, ...y Xp) > O(X1, X2, ..., Xp).
com as seguintes propriedades:

(a) O(X1, .. X+ X5, 00, Xp) = O(X1, o Xy, oy Xp) + O(X1, oo Xy, Xp)

(b) d(X1, ..., kXj, ..., Xp) = kP(X1, .o Xy, ooy Xp)

As p-formas lineares sobre V sao denominadas de tensores covariantes de grau p sobre V.
O espaco vetorial formado pelo conjunto das p-formas lineares é denotado V**P, chamado

de poténcia tensorial p-ésima de V*, com propriedades,

(c) (o4 ¢)(x1,....%p) = d(X1, .0, Xp) + &' (%1, ... %)
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(d) (ko)(x1,....%p) = kp(xq, ...,%,)
que sao analogas as descritas na sec¢ao 2.1.3 quando p = 1, onde V*®P = V* & o0 espaco
dual. A dimensao do espago dos tensores covariantes de grau p sobre V é dim(V**P) = nP.
Tensores contravariantes sobre V

Por ser analogo ao seu reciproco covariante, seguem defini¢goes semelhantes ao
mesmo. Seja o espaco dual V* de V, dim(V) = n. Entao, as formas p-lineares ((¢1, ¢2, ..., ¢p)
sobre V* sao chamadas de tensores contravariantes de grau p sobre V. O conjunto destes
tensores é um espaco vetorial V¥, chamado de poténcia tensorial p-ésima de V, com

dim(V®P) = nP com propriedades semelhantes as descritas no item anterior.

2.2.1.2 Produto Tensorial
Produto tensorial p = 1

Sejam dois covetores «, 5 € V* e dois vetores v,u € V, tais que possam ser
determinados os escalares a(v) e S(u). Assim, é possivel definir um produto entre estes

entes, a partir da regra

(@®pB):VxV_—R
(a@® B)(v,u) = a(v)B(u)

ou seja, ¢ uma forma bilinear de um produto cartesiano, onde “a ® 5”7 é denominado
produto tensorial de o ¢ . B simples verificar que, a partir das defini¢oes acima, o produto

tensorial é ndo comutativo,
a®pB#L®a
De maneira analoga, é possivel definir o produto tensorial entre dois vetores,

(veu): V" x V" — R
(v@u)(a, f) = a(v)5(a).

Analogamente tém-se, para os produtos tensoriais mistos,

onde as definicoes foram adotadas de forma que as respostas coincidissem, bastando entao

mudar os entes vetoriais (u — v) acima, para que sejam diferentes.
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Produto tensorial: caso geral

Sejam os tensores covariantes a € V*®? ¢ 3 € V*®4. O produto tensorial entre o e

[ é um tensor covariante de grau p + ¢, definido como:

[Oé & 5] (le X1y eeey Xp7 Xp-i-lv Xp+27 [EXR} Xp-i—q) = OJ(Xl, X9y eeny Xp)ﬁ(xp-i-lvxp-ﬁ-% ceey Xp+q)

onde x; € V, i =1,2,...p+ ¢, e o tensor [a ® ] € V**P+9)_ Similarmente, sejam o0s
tensores contravariantes ( € V¥ e ¢ € V¥7, entao o produto tensorial entre ¢ e ¥ é um

tensor contravariante de grau p + ¢,

[C X 7~9](¢17 ¢27 ceey ¢p7 ¢p+17 ¢p+27 @p-ﬁ-q) = C(¢17 ¢27 ¢p)7~9(¢p+17 ¢p+27 D) ¢p+q)

onde ¢; € V¥ comi=1,2,....,p+ ¢, e o tensor [( ® V] € V@P+a),

Bases tensoriais tipo (p, q)

Sejam a base B = {e;} em V e B* = {e'} sua base dual em V*, onde dim(V) =
dim(V*) = n. Sabendo-se que

a(v) = ' | onde a; = afe;)

B(u) = i’ , onde B; = B(e;)
e, ainda, pela definigao,
(e' ®el) =viul.
Logo, o produto tensorial p = 1 pode ser reescrito como:

(@@ B)(v,u) = a(v)B(u) = a'fu!
a®f=afe e

onde o conjunto das formas bilineares {€' ® €’} (i,7 = 1,2,...,n) é uma base.

Definicao 14. O espago definido pelo produto tensorial de covetores é também um espago
vetorial, escrito como T*(V) = V* ® V*. Analogamente, o espago vetorial do produto
tensorial de vetores pode ser escrito como To(V) =V ® V. No caso dos produtos mistos
tém-se os espagos T' (V) = V* @V e também T, (V) =V ® V*.

Definicao 15. Se dim(V) = n, entdo:

dim(T2(V)) = dim(Ts(V)) = dim(T" (V) = dim(T; 1(V)) = n?
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Definigao 16. Seja uma base {€' ® e’} (i,j =1,2,...,n) para o espago T*(V). Uma forma

bilinear B de T?(V) pode ser escrita como
B = bijei ® ej,

onde b;; = B(ei, e;) sdo coordenadas escalares de B em T?(V).

Defini¢ao 17. Uma base {e; ® e;} (i,j = 1,2...,n), de T5(V), define uma forma bilinear
C € TH(V), tal que:

C=cle; ®e;

onde ¢ = C(e',e’) sio coordenadas escalares de C' em Ty(V),

Definicao 18. Uma base mista {€' ® e;} (4,7 = 1,2...,n), de T*1(V), define uma forma
bilinear mista D € T'1(V), tal que:

D :dijei®ej,

onde d;7 = D(e;,e’) sio coordenadas escalares de D em T" (V).

Defini¢ao 19. Uma base mista {e; @ €'} (i,j =1,2....,n), de Ty *(V), define uma forma
bilinear mista F € Ty Y(V), tal que,

F = fl jei & ej,
onde f'; = F(€',e;) sao coordenadas escalares de F' em Ty *(V).

A partir do exposto na se¢ao 2.2.1.2 e nas defini¢des 14 a 19, é possivel definir o
espago vetorial dos tensores tipo (p, ¢). Tém-se as nomenclaturas de espago, TP (V) = (V*)®P
T,(V) = V¥ ou, ainda, T? (V) = (V*)*P @ V¥ ¢ T, (V) = V& & (V*)®1,

Proposicao 12. Seja um espago vetorial TP ((V) = (V*)®P @ V¥, Uma base para este

espaco € dada por:
B(1T?,(V))={e"®e2®..0e"Re, Qe, Q.. e,,q}

onde pj(j =1.2,...,p) =1,2, ..,nev(k=1,2..q) =1,2,...,n. Dessa forma, um tensor
T € TP (V) € naturalmente escrito pela combinagio dos elementos da base B(T? 4(V)),
onde dim(T? ,(V)) = nPn? = nP™9, como

T=T]""e'"ge"”R®. . Qe"Re, Ve, ..Ve, (2.8)

ML fhp
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onde as componentes tensoriais,

TV1V2--~Vq =T

Vivg..Vg _ R v
v =T o T =T(eu, €pu ... €, €", e, . e), (2.9)

s@o as coordenadas de T' na base B(TP ,(V)), e as formas multilineares T € TP ,(V) sdo
denominadas tensores do tipo (p,q). Assim, tensores do tipo (p,0) sao tensores covariantes
e do tipo (0,p) contravariantes. Se a ordem tensorial é do tipo (1,0) entdo trata-se de

covetores e do tipo (0,1) de vetores.

Proposicao 13. Seja um tensor T do tipo (p,q), ou seja, T € T? (V). Supondo que a

base B (V) € uma transformacao da base BP ,(V), ambas do espago T? ,(V), entdo

T = 71711/’13/’11 eMReR..Qer"rRxe, e, R..Q0e,
! 11 11 /1 / / /
= Iz pe . . we"re, 0e,R®...Q0€,,.

Considerando as transformacoes realizadas na proposicio 11, das base B e B', encontra-se

que

PLP2---Pg __ NV1V2..Vg M1 DK2 Hp Dp1 pp2 Pq
T)\1)\2...>\p - (T )MIMQ---HPBAI BAQ "'BA:D BVl BV2 “'By‘l ’ (210>

que € a expressao da mudanga de base das componentes de um tensor tipo (p,q),

2.2.1.3 Definicdo: Algebra Tensorial

Seja um espaco tensorial TP(V) do tipo (p,q), onde convenciona-se utilizar a
nomenclatura T7 (V) = 77 ,(V); caso contrario, T, (V) serd indicado. Segue entao (como

na segao 2.1.4):

(i) Adicao tensorial

Dados dois tensores quaisquer A, B € T7 (V), tém-se a componente

(A+B)V1V2...Vq :Aulug...uq +BV1V2...Vq

HIp2.. fp M2 fp HIH2.. fhp*

(ii) Produto tensorial
Sejam os tensores A € TP(V) do tipo (p,q) e B € T; (V) do tipo (r,s). O produto

tensorial A ® B é um tensor AR B € T, (ff; (V), tal que sua componente é

ViV2...VqP1pP2.--Ps  __ AviV2..Vq RP1P2---Ps
(A ® B)/11;1,2...;1,1,)\1)\2...)\7» - Au1u2..‘upB)\1)\2.../\r'

A partir das regras acima, tém-se as propriedades:

. (A+B)@C=AxC+BxC (distributiva);
AR (B+C)=A®B+A®C
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2. (A By C=A® (Bx () (associatividade).
Lembrando que, como discutido anteriormente, A ® B # B ® A.

Uma algebra tensorial de V, dita A(V), é constituida pelo espago formado pela soma

direta de todos os espacos vetoriais T} (V), ou seja, @, , T7(V), munida das operagdes:
(a) Adigdo tensorial, (T?(V) x T?(V), +);
(b) Produto tensorial, (TP(V) x T7(V), ®).

Assim, é necessario que se tenha o par (Té"’ (V); +,®), onde a adi¢ao vetorial esta implicita.

A notagao da édlgebra tensorial covariante, onde se tem tensores do tipo (p,0), é:
[o.9]
(V) =P T1"(V),
p=0
enquanto que, para a algebra tensorial contravariante, de tensores tipo (0, ¢), escreve-se:

T(V) = D T(V).
q=0
Lembrando que, pelas simbologias adotadas anteriormente, T%(V) = Ty(V) = K, enquanto

que TY(V)=V*e Ty (V) =V.

Definicao 20. Sejam os tensores A, € T,(V) e B, € T,(V) com T;; C T(V), entdo tém-se

0s sequintes operadores:

Ap= (=14, (Involugao graduada);
(A ® By)~ = B, @ A, (Reversao);
A, = A\p = Ap (Conjugagao).

Estas conservam a linearidade dos elementos e assim dos respectivos espacos tensoriais.
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2.2.2 Algebra Exterior

2.2.2.1 p-Tensores
Permutacdes

Dado um conjunto de n elementos {ay, as, ..., a,} ordenado em uma sequéncia
desejada, no caso (a; as ... a,), é possivel rearranja-la segundo uma nova ordem. Seja
entao uma aplicacao bijetora o, denominada permutag¢do, dada por:

o:{ay,ay,...,a,} — {o(ay),o(as),....,o(an)}.

Definicao 21. A representacio de uma permutacao é comumente dada pela matriz:

aq a9 cee An
olay) o(az) ... o(ay)
onde o(aj) = ay € a posi¢io de ay no qual a; deve ser alocada, Ya;,ay, € {a1, as, ..., an}.

Definicao 22. O conjunto das permutacoes de n elementos é denominado grupo simétrico

P,, e o nimero de elementos pertencentes a esse grupo € igual a n!.

Defini¢ao 23. Se o(a;) > o(ax), onde j < k, entdo ocorre a chamada transposi¢do. A
paridade € da permutagdo o é dada pelo nimero par ou impar de transposigoes, ou seja,

e(o) = (+1, par; —1,impar).

Alternadores

Seja um tensor covariante do tipo (p,0) ou tensor contravariante do tipo (0, p) que,
como visto na proposicao 12, ¢ dado como X; ® Xy ® ... ® X, onde X; ¢ um covetor ou

vetor. Um operador chamado alternador, I, é definido como:

1
H(Xl ®X2 X ... R Xp) = = Z E(O’)Xa(l) XK Xa(g) XK ... R Xa(p). (2.11)

TocPy

Seja um tensor covariante de ordem p, cujos argumentos sao vetores. Entao, neste

caso, pode-se escrever:
(1 ® g ® ... ® ap)(Vi, Ve, ..., Vp) = a1 (Vi)aa(Va), ..., (V).

Logo, usando a defini¢ao de operador alternador, tem-se o caso particular,

ar(vy) ai(ve) ... ai(vy)
(H(a1®a2®...®Ozp))(vl,vg,...,vp):% 0‘2'(”“) 0‘2.(“”) “2.(““’), (2.12)

ap(vi) ap(ve) .. ap("p)
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ou seja, a definicao do alternador leva ao determinante dos funcionais lineares em seus
argumentos, explicitando todas as permutagoes e suas respectivas paridades presentes na

equagao (2.11).
Definicao 24. O alternador é um operador projetor, ou seja, 11? = I1.

A partir dos conceitos até o momento discutidos pode-se estender a ideia de tensores,
usando o operador alternador. Essa extensao conduz aos chamados p-tensores (p-vetores e
p-covetores), que sao definidos a seguir.
p-Vetores e p-Covetores

Seja um tensor A, do tipo (0, p), que ¢ um tensor contravariante de ordem p, ou scja,
A, € T,(V). Um p-vetor A, é um tensor contravariante de ordem p alternado, definido

como
Ap) = L(Ap),

onde [p] significa a permutagao (alternancia) no conjunto dos p-indices, segundo a definigao
dada na equacao (2.11). A caracteristica de operador projecao estd implicita na definigao
dada ao p-vetor, bastando analisar que, se II(A4,) é um p-vetor (observe que nao houve

indicacao do indice [p]), entdo,

II(A,) = A,

H(Ap) = Ay

Analogamente, seja um tensor ®* do tipo (p,0), que é chamado tensor covariante de ordem
p, ou seja, ®P € TP(V). Este define um p-covetor ®P!, dito tensor covariante de ordem p

alternado, notado como
ol — 11(P0),

e, de forma equivalente ao que foi discutido anteriormente, pode ser verificado que II(®,)

é um p-covetor.

O conjunto dos p-vetores e o conjunto dos p-covetores formam espacos vetoriais.

Entao, estabelece-se a seguinte nomenclatura para indica-los:

NF(V), espaco dos p-covetores Pl

N, (V), espago dos p-vetores Ap,).
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Como casos particulares tem-se o espago dos: 1-covetores, ou covetores, /\I(V); 1-vetores,
ou vetores, /\;(V); O-covetores, ou escalares, A\°(V); O-vetores, também dos escalares, Ay(V).
Naturalmente, para os casos dos bivetores (2-vetores), trivetores (3-vetor) e assim por
diante., tem-se Ay(V), A3(V) etc. De forma geral, serdo designados tais elementos por

p-tensores.

Dimenséo dos espacos p-tensoriais A(V) e A, (V)

Seja uma base B(T?(V)) = {e/ R e"? ® ... ® e ® ... ® e’} do espago TP(V) dos
tensores covariantes do tipo p, onde os indices correspondentes a pi(k = 1,2,...,p) =

1,2,...,n sao definidos a partir de dim(V) = n, o que significa que dim(T?(V)) = n?.

Analisando a base proposta verifica-se que, quando for aplicado o alternador, os
tensores com quaisquer dois indices iguais irao se anular. Logo, nem todos os elementos
de B(T?(V)) serdo utilizados para compor uma base do espago B(AP(V)); dessa forma,

B(AP(V)) C B(T?(V)), onde:

B(AP(V)) = B(T?(V)) (urps . At ip)

Determinar a dimensao dos espacos p-tensoriais significa verificar o niimero de
elementos da base que pertencem aos mesmos. Para isso, é necessario fazer uma contagem

destes elementos para cada indice; ent@o, indicando o indice por i,(p = 1,2,3, ...),

21 — n
19 — n—1
i3 — n—2
(2.13)
ipo1 — n—(p—2)=n—p+2
ip — n—(p—-1)=n—p+1
que fornece uma selegao s de elementos de B(T?(V)) dada por,
s[B(T?P(V))]=nn—1)(n—2)-...-(n—p+2)(n—p+1) (2.14)

todavia o alternador permuta os p elementos p! vezes, entdo o nimero de elementos p

alternados linearmente independentes sera,

s[B(T"(V))]

T = dim N (V) (2.15)
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Assim, através de calculos simples, tem-se,

dim(N'(v)) = =D =2 (= p 2 —pt )

p!
_ nn—1)n—=2)-...-(n—p+2)(n—p+1) (n—p)
P! (n—p)!

~w (o)

Proposigcao 14. A dimensao espacial dos p-tensores é dada por

dim(N\'(V)) = dim(/\ (V) = (") p=1,2,....n (2.16)

p

Proposicao 15. Pela defini¢io do bindmio de Newton, conclui-se:

(N7 = (1) =A™y = (). (2.17)

p n—p

As proposigoes 14 e 15 denotam que hd um“isomorfismo™ entre os espagos AP(V),

No(V), N P(V) € Ny (V).

2.2.2.2 Produto Exterior

Sejam Ay, € A,(V) um p-vetor e By € A, (V) um g-vetor. O produtor exterior é
dado por:

A A(V) X ALV) — Ay (V)
A A By = (A @ Byg),

com as seguintes propriedades:

1. A[p] N (B[q] + C[s]) = A[p] A Big + A[p] N C[s} (distributiva)
2. (A A Big) NClg = Ap) A (Big A Cly) (associatividade)
3. kN Ap = kAp , onde k € A\g(V) (bilinearidade)

propriedades que sao validas também para o caso dos p-covetores, bastando apenas replicar

as definigoes e discussoes apresentadas.

Um caso particular de interesse é o produto exterior entre vetores. Nesse caso, fica
explicito o carater geométrico dos multivetores, ideia essa mais intuitiva quando verificada
para os chamados bivetores By € A,(V). Assim, sejam dois vetores v, u € V, cujo bivetor

pode ser escrito como

By =vAu (2.18)
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Seguindo a definicao vinda da algebra linear, seu méodulo seré,
|By| = [v Au| = |v||u|sen(§(v;u)) (2.19)

onde 6(v;u) é o angulo entre os vetores, ou seja, geometricamente os bivetores representam
planos orientados. Agora, verificando o bivetor através da definicdo de produto externo

via alternador, como dito inicialmente nesse topico, pode-se obter a relagao:
1
V/\uzé(v®u—u®v) (2.20)
e, a partir disso, conclui-se que
vVAu=—-uAv, (2.21)

ou seja, os bivetores sao anticomutativos, podem representar orientacoes de planos seguindo
a regra da mao direita e, obviamente, v A v = (0. Existe uma relacdo geométrica, como
pode ser visto em (2.19), entre o produto externo (A) e o produto vetorial (X ) usual, ou

seja, existe entre estes entes uma relagdo de isomorfismo, v X u ~ v A u.

Um outro caso particular a considerar trata-se do trivetor 73 € A5(V), que é obtido

através do produto externo entre um vetor ¢ € V e um bivetor By € Ay(V). Assim,
T3 =CcA BQ, (222)

onde By = a A b, com mddulo dado por |T3] = |c A By| = |c||Bs|sen(f(c; Bs)), sendo
O(c; Bs) o angulo entre os entes. Naturalmente é necessario obter uma expressao que seja

uma generalizacao do produto exterior.

Analisando o p-vetor e o g-vetor é possivel escrevé-los como:

Ap = Vi AV A - Ay, (2.23)
Bg =uw Aug A-... - Aug. (2.24)

Com isso, o produto exterior entre eles é
Ap ABigg = Vi AVa Ao - AV Al Ag A - AL, (2.25)
cuja relacao de anticomutatividade, a partir da equagao (2.21), pode ser escrita como
Ap) A By = (=1)""Big) A Apyy. (2.26)

Base do espaco A, (V)

Até o momento foram discutidas algumas questoes para o entendimento dos entes
p-tensoriais, inclusive fazendo analogias com outras abstracoes matematicas classicamente

conhecidas. As dimensoes dos espacos p-tensoriais foram determinadas analiticamente,
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sem que houvesse em seguida a definicao das bases que expandem os mesmos. Isto porque,
para a defini¢do do produto exterior, é necessario o operador alternador: esse possui uma
fundamental importancia, pois relaciona o produto tensorial ao produto exterior. Na
sequéncia, € discutido o conceito de bases do espaco dos p-vetores, que facilmente pode
ser estendido para os p-covetores. Com isso, tem-se a estrutura para apresentacdo de uma

algebra propria.

Seja o espago dos 2-vetores Ao(V) e uma base B = {ej,es,...,e,} de V com
dim(V) = n. Entao o conjunto de elementos dois a dois por produto exterior, devido a

relagdo de anticomutatividade (2.21), sera:

e; Ney,e; Nes, e Ney, ....eg Ne, — (n—1) elementos

ey Nes, e Ney,...,es Ae, — (n — 2) elementos
esNey, ....,e3Ne, — (n — 3) elementos
e,_1 N\e, — 1 elemento

ou seja, a base de A, (V) é dada por
B(A\2(V)) = {e1Ney,...,e1Aey, e2/\€3,...,€2\€,,€3\€4, ...,€3\€y, ..., €j \€, ..., €5_1 A€ }

sendo o nimero de elementos da base B(A5(V)), como era de se esperar, dado pela soma

de elementos
n

dim(N\,(V)) =(n—1)+(n—2)+(n—-3)+..+3+2+1=>(j—1)

Dessa forma, a partir das informagoes acima, um p-vetor Ay € N2(V) é escrito em
relacdo a base B(Ao(V)) = {e; Aex}izn(d, k=1,2,...,n), como:

1 . .
Ap = 5 ZA”ei Nej = Z Ae; N e; (2.27)
ij i<j
onde, por conta da relagdo de anticomutatividade (2.21), pode-se afirmar que A% = —A7%,

E possivel assim generalizar os resultados para qualquer p-vetor de Ap(V).

Definigao 25. Seja uma base B(A,(V)) = {eu, Neu, Ao ANep, b zust 2, (115 = 1,2, ..., n)
de um espago p-tensorial \,(V), onde o espago V tem uma base B(V) = {e;, ey, ...,e,} de

dim(V) = n. Um p-vetor Ay € \,(V) € escrito como

Ap = 5 Z Alrbztive, Ne,, N...Ne,
p 1,425 Mp
Ay = 3 Ammwe, Ae, A Ae, (2.28)

pr<pe<...<up
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ou através da convengdo da soma
A = Albztivg, Ney, N...Ney,, (2.29)

onde a condigdo 1 < po < ... < p, da convengao estd restritamente implicita para a
expressao dos p-vetores. Claro que em outras situacoes, exemplificando o caso do tensor
tipo (p,q) dado pela expressio (2.8), a convengao (2.29) é um caso particular, pois uma

construgao geral estabelece p-tensores de ordem mista.

Proposicao 16. Pseudoescalares ou n-vetores
Seja uma base B(\,(V)) = {eu, ANeuy Ao A€y, b zpot. 2, (15 = 1,2,...,n) de um espago
p-tensorial \,(V), onde o espago V tem uma base B(V) = {e1,e,,...,e,} de dim(V) = n.

(a) Se p=n, entdo tem-se:
a0 = (1) = (1) =1
B\, (V) ={ei Nes Ao Nen}. (2.30)

Os elementos do espago n-vetorial \,(V) sao denominados de pseudoescalar ou

n-vetor, e podem ser escritos como
ViAVa A AV, =ke Nes A...\e, (2.31)
onde k € K € um escalar.

(b) Se p>n, entao dado um p=n—+1,

= ()= (1) =

Logo, ¥p > n, AB(N,:1(V)) € Ny1 (V) = 0. Em consequéncia, a construgio de um
espago p-vetorial \,(V) estd limitada ao intervalo 0 < p < dim(V) = n.
2.2.2.3 Definicdo: Algebra Exterior

A algebra exterior de V, dita A(V), é definida pela soma direta dos espagos vetoriais
Ap(V), onde 0 < p < dim(V) = n, isto ¢,

AT = DA,

munido do chamado produto exterior(A), ou seja, (A(V) x A(V), A), sendo os elementos

do espaco A(V) denominados multivetores. Assim, a dlgebra exterior é constituida pelo
par (A(V), A).
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Proposicao 17. Um multivetor A € N(V) consiste da soma de um escalar (0-vetor), um
vetor (1-vetor), um bivetor (2-vetor), um trivetor (3-vetor) até um pseudoescalar (n-vetor),
ou seja, a soma dos p-vetores da expressio (2.29):
A=Fk+ A'e, + A'12e, Ne,, + AF25e, Ne,, Ney, + ...
.t peirANesN...Ne, (2.32)
onde p1;(j = 1,2,...,p) = 1,2,..,n, € usada a convengao da soma como definida em (2.29),
e os AMb2-tr sq0 coeficientes escalares sobre o corpo em relagio ao qual o espago \(V)

estd definido. Um elemento A € N(V), tal como definido na proposi¢io, é chamado também

de Cliffor*.

Proposicao 18. A dimensdio de \(V) é dada por

= (o)« (1) ()= o)+ (0 2) ()= 5.0)
dim(\(V)) =2" (2.33)
Definicao 26. Seja um multivetor A € N(V), entdo define-se as sequintes operagies:
(i) Projetor:
O s AV) — A(V)
(A)p = Ap; (2.34)

(ii) Inversao graduada:

A

Ap) = (=1)P Apy; (2.35)

(7ii) Reversao:

A:(Vl AVaA LAV =V AV AL AVa AV

p(p—1)

A=(-1)"T Ay; (2.36)

(iv) Conjugagao:

Ap = Ap) = A (2.37)

E importante destacar as diferencas entre os entes estudados pois o tipo de letra
(grega ou latina, maiiscula ou miniscula), a localizacdo dos indices (entre ou sem colchetes)
etc, possuem diferentes conotagoes e podem confundir a primeira vista. Esta simbologia
foi adotada no contexto desse trabalho, todavia pode ser diferente na literatura. Nesse

sentido, segue abaixo um resumo da simbologia até o momento usada.

2 em nota de rodapé Jancewicz (1988) afirma ainda que na literatura estes entes podem ainda ser

chamados de Clifford number, c-number, Clifford aggregate, tensor type e, como adotado nesse trabalho,
multivetor.



42 Capitulo 2. Principios Matemdticos

A(V) é uma algebra exterior de V, entao:
v, u,... —> sao vetores;
A, A, Ay, B, By, ... — sao cliffors ou multivetores;

Ay, Blg, ... — sa@o p-vetor, g-vetor,...; ou seja, parcelas de um multivetor.

A" (V) é uma algebra exterior de V*, entao:
a, B,1,0... — sdo covetores;
U, Uy, Uy, 0,0, ... — sao multicovetores;

wlrl @ld | — sdo p-covetor, g-covetor,...; parcelas de um multicovetor.

2.2.2.4 Produto Interior

Uma operacgao implicita a formulacao da dlgebra exterior é o chamado produto
interior. Nessa etapa do trabalho o produto interior sera apresentado de forma generalizada,
relacionando-o com o produto externo e utilizando a ideia de contragdo®. A importancia
desta discussao estd na busca de um melhor entendimento da defini¢ao da algebra de

Grassmann, que serd posteriormente apresentada.

Contracdo a esquerda

Seja um p-vetor Ap; € A,(V) e o covetor a € V*. Uma operacao denominada

contracao a esquerda covetorial, é tal que:
al : /\p(V) — /\p_l(V) (2.38)
de forma que se tem
(a]Ap)) = pAp (o, a1, g, .. 1), (2.39)
onde, para Vaq, as, ...,a,1 € V a relacdo acima ¢é valida. Reescrevendo a equacao (2.39),

(] Ap) = p(vi Ava A oAV (o, o, g, oy O q)
= 3 eo)alvi (Vo) o g (Vo). (2.40)

T o€l

ou seja, a ordem de Ap) € A,(V) é diminuida para (p — 1), resultando em um (p — 1)-vetor

Ay € N\p—1(V), devido a contragao a(v,,) pela esquerda.

Para um melhor entendimento dessa operagao, segue uma andlise para alguns casos

particulares:

3 Normalmente o simbolo de produto interior é “e” mas, no caso geral, multiplas contracdes podem
se tornar ambiguas na ordem de aplicacao e, além disso, o produto interior pode ser anticomutativo.
Dessa forma, foram adotados os simbolos “|” para contragdes a esquerda e “|” para contragdes a
direita, como em Junior e Junior (2012).
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* Contragao a esquerda de um 0-vetor (o] Ajy)

(a]k) =0, (2.41)

Vk € K, o corpo dos escalares;

* Contragao a esquerda de um 1-vetor (o] Ap)

(a]v) = a(v) (2.42)

* Contragao a esquerda de um 2-vetor (o] Apy)

(a)(vAw))(B) =2(v Au)(e, f) = 2T (v @ u)(e, B) =

= 23 Ve © () = (veu - uevia,f) =

= a(v)B(u) — a(u)f(v) = (a]v)s(u) — (a]u)s(v) =
= ((a]v)u—v(aju))(s)
soal(vAau) = (a]v)u—v(aju) (2.43)

* Contragao a esquerda de um 3-vetor («] Apg))

(a)(vAuAw))(B,7) =3(vAuAw)(a,B,7) =31 (veuxw)(afb,7) =

3
:§ Z V0'1®u0'2 ®Wo'3(a7/377):

= S {a)F(w) + A (a(w) +3(v)a(u) 3(w)+

—a(v)y(u)B(w)} = f(v)a(u)y(w) —v(v)Bu)a(w)} =
sajvAuAw) = (alviuAw — (a]ju)v Aw+ (a]w)v Au, (2.44)

que, a partir da expressao (2.43), pode ser rescrita como
al(vAu) Aw) = (a](vAau) Aw+vAu(aw), (2.45)
ou, ainda como

al(vA(uAWw)) = (a]v)uAw —Vv A (a](vAu)). (2.46)

Com os resultados encontrados acima, principalmente a expressao (2.46), é possivel
determinar a contracao a esquerda por um covetor aplicado sobre qualquer produto exterior,

como destaca-se nas proposigoes a seguir.
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Proposicao 19. Generalizacio da contragio covetorial a esquerda em A, ,(V)
Sejam Apy € N\p(V), By € A\y(V) € o covetor o € V*. Uma operagio denominada contragdo

covetorial a esquerda em A, ,(V), € tal que,

a|(Ap) A Byg) = (] Ap) A Blg + (=1)" Ay A (@] Big),

a|(Ap A Byg) = (a] Ap) A By + Ap) A (] Bg), (2.47)
onde ﬁ[p] = (=1)PAp € a involugio graduada de Ay, como na definigao 20.

Proposicao 20. Generaliza¢io da contragao covetorial a esquerda em A\(V)

Sejam A, B € N(V) e o covetor o € V*. A contracio covetorial a esquerda em A\(V) é€,

a|(AANB) = (a|A)AB+ AN (a|B). (2.48)

Contracdo a direita

Seja um p-vetor Ap; € A,(V) e o covetor a € V*. Uma operagao denominada

contragao a direita covetorial, ¢ dada pela regra

la: \ (V) — /\p—l(V) (2.49)

P

de tal forma que
(A[P] I_Oé) :pA[p](a/haQ? "'7ap—l7a)7 (250)
para Yoy, as, ..., o1 € V. Reescrevendo (2.50) de forma explicita, tem-se que

(Apla) = p(vi AV Ao AVy) (o, g, ey g, @)

- ]%UGIPP E(J)al(VUl)O‘?(Vm) ETTI ap—l(vap_1)a(vap), (2.51)

ou seja, a ordem de Ap,; € A,(V) é diminuida para (p — 1), resultando em um (p — 1)-vetor

Ap_qy € N\p—1(V), consequéncia da contracao a(v,,) pela direita.

De forma analoga as operacoes realizadas na contragao covetorial a esquerda,
seguem os resultados para alguns casos particulares da contragdo a direita e sua posterior

generalizacgao:

* Contragao a direita de um O-vetor (Ap|«)
(kla) = 0, (2.52)
VEk € K, o corpo dos escalares;

* Contragao a direita de um 1-vetor (Ap;|o)

(vla) = a(v); (2.53)
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* Contragao a direita de um 2-vetor (Ap|«)

(vAu)|la=v(ula)— (via)u, (2.54)

(vAu)|a=a(u)v—a(v)u;

* Contragao a direita de um 3-vetor (Agj| )

(vAuAWw)|la=vAu(wla)—vAw(ula)+uAw(v|a), (2.55)
(vAuAW)|a=vA(uAw)|a)+ (V[a)(uAw), (2.56)
(vAu Aw)|la=vAu(wla)—wA((vAu)|a). (2.57)

Proposigao 21. Generalizagio da contragio covetorial da direita em A, ,(V)
Sejam A € N\,(V), By € A\y(V) e o covetor a € V*. Uma operagio denominada contragao

covetorial a direita em \,,,(V), € tal que:
(A A Byg)la = A A (Bigla) + (Ayla) A By (2.58)
onde E[p] = (=1)PBy,) € a involugdo graduada de Byy.

Proposigao 22. Generalizagio da contracdo covetorial a direita do produto exterior entre
p-vetores e q-vetores

Sejam A, B € A(V), e o covetor a € V*. A contragao covetorial a direita em A\(V) €

(AAB)la=AA(Bla)+ (Ale) AB (2.59)

Analisando as contragoes covetoriais sobre entes 2-vetoriais ou bivetores a esquerda
(2.43) e a direita (2.54), verifica-se que as mesmas se relacionam de forma anticomutativa.
Utilizando a notagao convencional de produto interior “e” esta relacao pode ser reescrita

al(vAu)=—(vAu)la, (2.60)
ae(vAu)=—(vAu)ea.

Por outro lado, no caso de contragoes covetoriais sobre entes 3-vetoriais ou trivetores,

tem-se uma relagao de comutatividade. Ou seja, as expressoes (2.44) e (2.55) s@o iguais,

al(vAuAw)=(VAuAW)|a, (2.61)

ae(VAUAW)=(VAUAW)eaq,
onde obviamente para todos os casos discutidos, foram utilizadas as contrac¢oes covetoriais
de vetores dadas por (2.42) e (2.53), que sao também comutativas.

Os casos apresentados foram calculados para um covetor atuando na contragao

de p-vetores. As andlises seriam analogas para as situagoes de contracoes entre ‘vetores
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com p-vetores’, ‘vetores com p-covetores’ ou ‘covetores com p-covetores’, resultando em
expressoes semelhantes aquelas apresentadas anteriormente. A Tabela 1 mostra como os
produtos interior e exterior se comportam em termos de comutacao. Logo, a medida em
que se aumenta a ordem p-vetorial dos entes contraidos, as propriedades de comutagao e

anticomutagao se alternam de forma oposta (ver Tabela 1).

Tabela 1 — Tabela comparativa dos produtos por um vetor com elementos p-vetorias.

| Produtos || Interior | Exterior |
escalar kev=—-—vek=0 kAv=vAEk
vetor veu=—uev vAu=—-uAv

bivetor Ve A[g] = —A[g] eV | VA A[g] = A[Q] AV

trivetor veAy =Agev | VAAg = A Av

Definicao 27. Operadores de contracoes p-tensoriais
Seja um p-covetor dado por oy Ao A-+- Aoy, onde oi; € V* e alPl € A\*(V). As multicontracoes

covetoriais ou as contragoes p-covetoriais a esquerda ou a direita serdo respectivamente,

(g ANag A+ Nay)| = ar]as] - - ap], (2.62)

[(ar ANag A+ ANay) = [ag|ag - - - |ap, (2.63)

destacando que a utilizacao do simbolo “e” para produto interior poderia nesses casos

tornar ambigua a sequéncia de aplicagdo das contragoes.

Dessa forma, a contracao 2-covetorial a esquerda de um 2-vetor sera,

(aAB)](vAu)=alf|(vAu)
= a(B(v)u—vpB(u))
— a(w)(v) - a(v)(u) (2.64)

devido a propriedade de anticomutativade (2.21),
(B Aa)(v Au) = —(a A B)) (v A, (2.65)

ou seja, as multiplas contragdes nao alteram a paridade dos entes p-tensoriais, como pode

ser observado na Tabela 1.
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Seja uma aplicagao linear dada por
fj : Vj — Wj
(/ﬁVlj —+ k2v2j) — fj(klvlj -+ kngj)

onde v; € V; e k; € K ¢ um escalar. Se f; for no minimo um homomorfismo entre os

espagos V; e W;, entao,
fj(k‘lvlj + kQVQj) = k?lfj(Vlj) + k?gfj(ng). (266)

Dessa maneira, é possivel estabelecer uma relagao de unicidade do produto tensorial dado

por
finfi ViV, — W, @ W; (2.67)
(fi @ f3)(vi @ vj) = fi(vi) ® f;(v)),
e assim, para os covetores como func¢ao homomérfica tem-se que
(@®p)(veu)=a(v)® S(a)
= a(v)B(u). (2.68)

O que se pretende agora é estabelecer a definicao para uma aplicacao do tipo

Ao se utilizar a relagdo explicita do produto exterior (2.20) e o resultado (2.68)

acima, encontra-se que

(@AB)VAL) = H(a®F-FEa)veu-—usy)

:gwwmm—amww» (2.70)

logo, a partir da equagao (2.64),

(a/\ﬁ)(v/\u):%(aAB)J(v/\u) (2.71)

Definicao 28. Generalizacao do produto interior com entes de p-ésima ordem
Sejam os elementos p-tensoriais Ay € N\, (V) e U € AP(V), entdo
1

wl(AL) = ﬁxi[puA[p], (2.72)
ou ainda de forma mais simples,
ar(vi) ai(ve) ... ag(vy)
(@ A Aap)(Vi A~ AVy) :]% az(vi) ax(va) - ax(vp)) (2.73)
ap(vi) op(va) . ap(vp)

ou seja, esta relacao quarda semelhanga com a definicao matricial do alternador dada na

equagdo (2.12), quando a expressio (2.72) tratar de p-tensoriais simples.
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Definicao 29. Generalizagdo do produto interior com entes de ordens distintas

Sejam os elementos g-vetoriais Ay € \,(V) € g-covetoriais U € AP(V), entdo

WAy = (1P A [P p < g (2.74)

A )P = (1)1 Ay g < p, (2.75)
e sendo p = q entao p(p — 1) € par. Consequentemente,
U Apy = O Agy = Ay (00 = A, |0 (2.76)

além disso, € possivel demonstrar que

~——

‘I’[p]JA[q} = A[q} L\i’m (2-77)

Os resultados obtidos na segao (2.2.2.2) e nesta segao (2.2.2.4) fornecem as composi-
¢oOes basicas operacionais sobre a algebra exterior. Muito mais do que isso, implicitamente
possuem os subsidios iniciais para o entendimento das algebras que serao discutidas a seguir,
que tém suas defini¢oes estruturadas nos fundamentos matematicos que caracterizam as

algebras tensorial e exterior.

2.2.3 Algebra de Grassmann

Como visto anteriormente, o conjunto dos tensores com o produto tensorial constitui
a algebra tensorial enquanto que o conjunto dos multitensores (soma dos p-tensores) com
o produto exterior, a algebra exterior. Muitos textos afirmam que o conjunto dos cliffors
(multivetores), com o produto exterior, define a dlgebra de Grassmann. Todavia esta tltima
possui uma defini¢do sobre os funcionais que a distingue particularmente em relacao a
algebra exterior e nao pode ser tratada como seu sinénimo. Nas discussoes realizadas até
o momento, nao foram apresentadas condi¢oes sobre os funcionais da algebra exterior, o

que serd feito a seguir.

Seja uma forma bilinear g simétrica, ou seja,

g VxV -3 K=R (2.78)
Js (V7 11) = gs(u, V)

de modo que sua correspondente conexao bilinear simétrica é tal que

9.V —s (2.79)
V(v) = vy

onde, a partir da relagao (2.5), ¥(v)(u) = vy(u) = gs(v,u).
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Uma algebra exterior (A(V), A) em que A(V), como espaco vetorial definido a partir
de V, tem uma forma bilinear simétrica g,, possui uma conexao bilinear generalizada, tal

que
Ji (V) — AN(WV) (2.80)
(Vl/\"'/\Vp)ﬁ:Vlﬁ/\"-/\V:m;.

Dessa forma, motivado pela conexao bilinear (2.79) apds sua extensao (2.80), é possivel

propor uma extensao da ideia (2.78) generalizando-a para uma forma bilinear G.

Proposicao 23. Generalizagio da forma bilinear, por extensao, em A(V)
Seja o espago p-vetorial \,(V), onde sobre V existe uma forma bilinear simétrica gs com
sua respectiva conexao bilinear simétrica ¥. Uma forma bilinear simétrica G, estendida de

gs, € definida como
G: /\p(V) X /\p(V) — R (2.81)
GVviA--AvpmA---Awy) =Gag A---Auy, viA---AVy)
e assim, para o caso dos p-vetores simples, tém-se que

GviN-- - Avp,um A---Awy) =pl(vi A Avp)g(ug A--- Auy) (2.82)

Agora, pela definigao 28, destacando a equagao (2.73) e observando assim a expressao

acima (2.82), conclui-se neste caso que
GviN---AVvp,u A---Auy) = (Vp A Avygl(ag A - Auy) (2.83)

que naturalmente, pode ser escrita como

gs(Vl,ul) gs(VlaUZ) gs(thp)
GViA---Avpu A= Au,) = 9s(va 1) gs(vatz) o go(V2 W) : (2.84)
Js (Vp; ul) gS(V]h 112) gs(vpv up)

Sejam p-vetores Ap = viA---Av, € A, (V) e g-vetores By = up A---Au, € A (V).
Como (2.84) é determinante da matriz de dimensao p x ¢ dos elementos gs(v;, u;), de
indices (i = 1,2,...,p;7 = 1,2,...,q), quando p # ¢ implica incluir, pelo menos, uma linha
nula (p < ¢) ou uma coluna nula (p > ¢). Mais ainda, este resultado é consequéncia direta
das propriedades da bilinearidade contidas nas proposi¢oes da secao 2.1.3, associada a

definigao g(u,v) = g(u'e;, v’e;). Assim, é imediato que G sobre A(V), tal que
p 7& q— G(A[p}, B[q]) = 0. (2.85)

Este resultado permite generalizar a extensao de gg, na forma bilinear GG, definida sobre o

espago vetorial A(V).
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Definicao 30. Seja uma dlgebra exterior (N(V), A) com dim(V) = n, onde dados dois
cliffors A, B € N(V), definidos explicitamente na expressao (2.32), tem-se a forma bilinear

generalizada estendida de g5, ou também chamada de extensio G de gs, dada por

G(Ap, Big), se p=q
G(A B) = p; (Ap): Bg) (256)

0, sep#q

Proposicao 24. Algebra de Grassmann
Uma dlgebra exterior dada por (N(V),A) com uma extensao G de g5, para todo espago
vetorial \(V), é denominada Algebra de Grassmann do espago vetorial V: simbolicamente

g(v).

2.2.4 Algebra de Clifford (Algebra Geométrica de Clifford)
2.2.4.1 Definicao

Seja um espagco vetorial V sobre o corpo dos reais R e que possui uma forma bilinear
simétrica g, ou (V,g) como definido na proposicao 6, e seja uma dlgebra associativa A

com unidade 1 4. Uma aplicagao linear pode ser definida tal que:
v:V— A

O par (A,7) é chamado de Algebra de Clifford do espaco quadrético (V,g), se
{7(v)} e {k14]k € R} geram a algebra A, tal que

Y(V)r(w) +y(w)r(v) = 29(v, )14 (2.87)

Analogamente, para o caso do espago dual V* de V| tem-se um espago quadratico (V*, g 1),
onde g7! : V¥ x V¥ — R cuja aplicacdo linear v : V¥ — A, é gerador de uma algebra, a
dlgebra de Clifford de (V*, g71), tal que

(@) y(B) + 7 (B)v(a) =297 (e, )14 (2.88)

para quaisquer covetores «, 5 € V*. Utilizando a defini¢do de forma quadratica (proposi¢ao

6), tem-se para os espagos quadraticos (V, g) e (V*, g~1), respectivamente,
(v(v))? = Q(v) = g(v,v) (2.89)
(V@) = Q7 (a) =g (. @) (2.90)
ou seja, a aplicacao linear v é analoga ao conceito de raiz quadrada da forma quadratica de

um espago. A aplicagao v que define uma relagao entre um espago vetorial e uma algebra

associativa como apresentada acima, pode ser chamada de aplicacao de Clifford.
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Definicao 31. Seja uma base ortonormal B = {ey, ...,e,} de um espago vetorial V. Entdo,
na dlgebra de Clifford (A,~) de (V,g), hd as relagoes

v(ei)y(e;) +(ej)v(e) =0, i#j (2.91)
v(e:)* = Qi) 1.4, i= (2.92)
Defini¢ao 32. Seja uma base ortonormal B = {ey, ...,e,} de um espaco vetorial V. A

dlgebra de Clifford pode ser gerada por poténcias de {y(v)} e {k1lalk € R}, ou seja, pelo
produto

A= span{y(e) y(e2)" (e}, i =12,0m) =0,1  (2.9)

0

onde y(e1)"y(e2) - - - y(en)” = 1.

Definicdo 33. Dimensio das Algebras de Clifford
A dimensio de uma dlgebra de Clifford, com A = span{vy(ei)"*v(e2)"* - - - y(e,)""} e
dim(V)=n, é dada por

dim(A) < 2" (2.94)

justamente devido a possibilidade de arranjos de poténcias com p;(i = 1,2,...,n) =0, 1.

Quando dim(A) = 2" entdo diz-se que se trata de uma dlgebra de Clifford Universal.

Definicao 34. Algebra de Clifford Universal
Sejam duas dlgebras de Clifford (A,~) e (B, o), ambas do espago vetorial quadrdtico (V, g).

Se existir um homomorfismo
n:A—B (2.95)
com 1n(14) = 1,, e devido a definicio da aplicacio de Clifford para v e o, entao,

VA8 (2.96)

V—7 4B (2.97)

ou seja, existe uma composicao das aplicagcoes o = no~y. Entao, a dlgebra (A,~) é dita

dalgebra de Clifford Universal CI(V, g) do espago quadrdtico (V,g).

Proposicio 25. Erxisténcia da Algebra de Clifford Universal
Para todo espago quadrdtico (V,g), existe uma dlgebra de Clifford universal CI(V,g) tal

que, se dim(V) =n, entao

dim(Cl(V,g)) = 2". (2.98)
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A partir de uma relacao de equivaléncia, é possivel determinar a algebra de Clifford
como quociente T'(V)/Z. da algebra tensorial. Este resultado estd no apéndice C e é dado

por

vou=vAu+g(v,u). (2.99)

E demonstravel, utilizando a defini¢do tensorial de um 3-vetor, que o produto entre

um vetor v e A € A(V) na algebra quociente T'(V)/Z¢ ¢ dado como
VO A =vVvAAy+ VﬂJA[Q], (2.100)

onde foi utilizada a defini¢ao (2.79), ou seja, ¥(v) = vy que, em muitos textos, é escrita

como vy = g(v, ). Generalizando,

v (e A[p} =vVA A[p} + VﬁJA[p} (2.101)
A[p] Ov = A[p} AV + A[p} | Vo (2.102)

Obviamente uma questao a ser analisada é qual tipo de algebra o quociente tensorial
T(V) /I define, para os geradores definidos pela expressao (C.2). E importante lembrar
que, ao suprimir a forma bilinear simétrica g desse gerador (ndo realizar a transformagao
(C.5)), o que se tem é uma algebra quociente T'(V)/Zg, que é a algebra exterior A(V).
Sendo assim, utilizando a equagao (C.9), a propriedade de anticomutatividade do produto

exterior e assumindo a notagao v © u = vu, entao,
vu + uv = 2¢(v, u), (2.103)

que é justamente andloga a relagao (2.87). Assim, pode-se concluir que a dlgebra quociente
T(V)/Zc é uma dlgebra de Clifford, ou seja, as equagoes (C.9) e (2.102) definem o chamado
produto de Clifford (JANCEWICZ, 1988). Nesse momento, se faz necessario propor as

condi¢oes que garantam a universalidade dessa algebra, o que é feito a seguir.

Proposicio 26. Algebra de Clifford Universal CI(V,g) = T(V)/T¢
Sejam um espaco quadrdtico (V, g), a dlgebra de Clifford Cl(V,g) = T(V)/Zc e uma dlgebra
de Clifford (A, o) para (V,g). Se v € a aplicagcao de Clifford, tal que v : V — CI(V, g),

entdo existe um homomorfismo,

n:Cl(V,g) — A (2.104)

de tal maneira que
V2 ClV, g) 1 A (2.105)
\Y z > A (2.106)

onde tem-se a composicGo o =10 .
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Proposigao 27. Seja uma base B = {ey,....,e,} do espagco vetorial V ortogonal de
dim(V) = n. Para uma dlgebra de Clifford CI(V,g), a equac¢io (2.101), devido a or-

togonalidade em V, pode ser reescrita de acordo os indices,

€€y = €y N ey, [ 7 1
€818, = €y Ny, N ey, i 7 1y 7
€uCuy €y, =€y ANey, Ao Aey, py F po F 7é/v‘p (2'107)

cuja dimensdo da dlgebra é dim(Cl(V,g)) = 2", como discutida na proposi¢ao 25.

Proposicao 28. Eriste uma relagio de isomorfismo entre a dlgebra de Clifford CI(V,g) e
a dlgebra exterior A(V) ou com a dlgebra de Grassmann G(V), de modo que para o espago

dos p-vetores dado por \,(V), tem-se que

eIV, ) = B, (V) (2.108)

p=0 b

2.2.5 Algebra de Schonberg (Algebra Geométrica de Schénberg)

Os aspectos interessantes que sao perceptiveis ao longo dos trabalhos de M. Schon-
berg sdo as ideias basicas presentes nas formulagoes tedricas da Fisica, cujo entendimento
profundo pode transpor antigos caminhos. No contexto desse trabalho, ressalta-se como
uma das consequéncias tedricas, a presenca das constantes absolutas da natureza: a saber,
a constante de Planck para que se possa realizar a passagem da mecanica classica para a
quantica, e na mecanica quantica relativistica, a presenca da constancia da velocidade da
luz. Schonberg afirma que, por terem dimensoes relacionadas a distancia, intui-se que ha
uma relagao entre as teorias fisicas envolvidas e ideias relativas a aspectos geométricos do
espacgo-tempo. Além disso, tem que se discutir as caracteristicas das variaveis discretas
(como spins) e varidveis continuas (como posi¢do e momento), que passam a coexistir
sob um mesmo universo. Nos trabalhos desenvolvidos por Schonberg, estas discussoes sao
apresentadas quando analisadas a cinematica quantica e a geometria, baseando-se nas

formulagoes de Grassmann e Clifford.

Trabalhos de Bohm e Hiley (1981, 1983) vém demonstrando a importancia da
utilizagdo das formulacdes algébricas sobre o espaco de fase, onde é possivel estabelecer
teorias classica e quantica numa mesma estrutura matematica. Essa andlise tem como
objetivo ressaltar as diferencas e similaridades até entao nao verificadas ou revisitadas. Para
isso, Bohm e colaboradores utilizam as formulagoes de Schonberg, onde estao presentes

conceitos sobre geometria e calculo vetorial afim, através de algebras associativas.

Ao longo dessa secio serdo apresentados os aspectos fundamentais da Algebra de

Schonberg que sera utilizada nos desenvolvimentos dos capitulos seguintes. Tais conceitos
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podem ser encontrados nos artigos de Schonberg (1956, 1957a e 1957b), e que foram
discutidos na dissertagao de Fernandes (1991). As notagoes adotadas nas formulagdes a
seguir foram inicialmente propostas por Schéonberg e pelo seu carater histérico-didatico,

serao aqui mantidas.

2.2.5.1 As Algebras de Grassmann Estendidas G,, e L,
Definicao

Sejam os espagos vetoriais afins n-dimensionais V e seu dual V*, respectivamente
constituidos pelas bases B(V) = {I;} e B(V*) = {I'}(i = 1,2,...,n). Entdo os vetores

contravariantes v e covariantes u podem ser escritos em relagdo a estas bases como:
v =1l u =yl (2.109)
onde v’ e u; sdo respectivamente as componentes de v e u nestas bases, cuja relaciao

invariante é dada por < v,u >= viu;.

Sejam as algebras de Grassmann estendidas GG, e L,,, de elementos gerados a partir

do espago vetorial V e seu dual V*. Entao convenciona-se que:

{(v),(v)),..} de V

{(u), (w), ..} de V" }séo os geradores da algebra G,
u), ('), ...} de

com elementos dos espacgos vetoriais escritos entre parénteses (),

v {v'}, ...} de V
{{u},{u'},...} de V*

} sao os geradores da algebra L,

cujos elementos dos espagos vetoriais sdo escritos entre chaves { }.

As regras de multiplicacdo associadas a estes geradores podem ser escritas, para o

caso da algebra G,

(V)(V) + (V)(v) =0, (2.110)
(w)(u') + (u')(u) =0 (2.111)
(v)(u) + (u)(v) =< v,u > 1g,, (2.112)

onde 14, é a unidade em G,,. Analogamente, para a algebra L,

{vi{v} = {vHvi =0, (2.113)
{u}{u'} — {uHu} =0, (2.114)
{vHu} —{ul{v} =<v,u>1,, (2.115)
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onde 1; ¢ a unidade em L,. Devido a linearidade presente para cada elemento gerador,
quando escritos explicitamente em termos das componentes v e u;, segue que para a

algebra G, tem-se

[(L:). (I;)], =0, (2.116)
(1), ()], =0, (2.117)
(L), @], = &1, (i,j=12..n), (2.118)

onde [m,n|, = mn + nm é anticomutacao entre m,n. E para a algebra L,, obtém-se

{1} AL} =0, (2.119)

{T'}A{F}] =0, (2.120)

L} AV} =6/1.,, (i,j=12,..n), (2.121)
onde [m,n]_ = mn —nm é uma relagdo de comutacao entre m, n.

No caso da mecanica quantica, para um sistema dinamico de n-graus de liberdade,
a cinematica quantica pode ser dada pelos operadores de coordenadas q; e d; associados

a0 momentum p, que podem ser escritos com os geradores da algebra L,,,

q; = {L;}, (2.122)
d, = ih 'y, (2.123)
pr = —ih{L}}, (2.124)

onde A é a constante de Planck. Desta forma, a dlgebra L,,, quando utilizada para descrever
a cinematica quantica de um sistema de n-graus de liberdade sobre o corpo dos complexos,

equivale a algebra de Heisenberg.

Seja agora um oscilador harmoénico unidimensional de massa m e frequéncia an-
gular w, sistema este que pode ser resolvido pela equagao de Schrodinger, onde tem-se
respectivamente um hamiltoniano e um potencial, dados por

S SUCE S Py L 29

H = %pj + §mw qj, V(q]) = émw qj,
Escrevendo os operadores de criagdo @ e aniquilagiao a' (conjugado hermitiano de a),
considerando as expressoes (2.122) e (2.124), encontra-se que:

1

1
AT NN
ay, = ORI (mwq" — ip"). (2.126)
Entao,
JO 1 A . .
a;al = @) (mwd; + ip;) (mwd” — ip*)
1 R A : N Ak A A
= (B;p* + m2w?q;d" +imw(p;a* — q;p")) . (2.127)

(2mhw)
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e ainda,
AT A 1 A~k N A N
ay,; = m(qu —ip")(mwq; + ip;)
1 ko n N ) AkA Nk A
= m (pkpj + mequqj + me(qkpj — pkqj)) . (2.128)
Subtraindo as expressoes (2.127) e (2.128), entao
JA 1 R JA . A . N
[a;,af]_ = mhe) ([wa p*l_ 4+ m*w?q;, 4" + imw[p;, 4" + imw[p”, Qj]_) . (2.129)

Lembrando as relacoes de comutacao conhecidas na mecanica quantica e considerando

(2.121), é possivel escrever

G,,6"_ =0, (2.130)
[;, p*]_ =0, (2.131)
;. 4] = —ihdf1,,. (2.132)
e obtém-se da expressao (2.129), que
[a;,af) = dk1y,. (2.133)

Por outro lado, considerando (2.122)-(2.124), os operadores de criagao (2.125) e

aniquilagao (2.126) podem ser escritos, considerando a algebra L,,, como,

4 = W(mw{lj} L}, (2.134)
al = W(mw{ﬁ} — h{T*Y), (2.135)

denotando que, para as relagbes de comutagao (2.119)-(2.121) serem validas, os operadores
aj; e aL, precisam ser escritos em termos de geradores de L,,, construidos a partir de uma
base e do seu respectivo dual. Por esta razao, estao presentes indices contravariantes
e covariantes nas relagoes (2.134) e (2.135). Este resultado demonstra que objetos que
obedecem a relagoes de anticomutagio/comutagdo na mecéanica quantica usual e sdo
conjugados hermitianos entre si podem ser escritos segundo os geradores de Schonberg.
Para isso, é preciso considera-los, um numa base e o outro no respectivo dual; com isso,
ficam preservardas as regras (2.116)-(2.118) ou (2.119)-(2.121).

Bases de G5,, e L,

Sejam os espagos G, e L, construidos a partir dos espagos vetoriais afins n-
dimensionais V e seu dual V*| respectivamente constituidos pelas bases B(V) = {I;} e
B(V*) = {I'}(i = 1,2,...,n), segundo as regras de comutagdo dadas pelas relagoes de
(2.116) a (2.121).

4

A equivaléncia nas expressoes (2.130) e (2.131) estd estabelecida devido a condi¢ido imposta pelas
relagbes canonicas de comutacdo dos operadores momento e coordenada canonicamente conjugados.
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Proposicao 29. Base G,

Uma base do espaco G,, € dada pelos elementos,
B(Gy) = {(T)" - (L) (@) - (")}, 15 =0,1 (2.136)
onde o numero de elementos da base é dado por,
dim(G,,) = 2*" (2.137)

ou seja, a ordem do espaco é de 2*", pois estes elementos anticomutam entre si sequndo as
relagoes de (2.116) a (2.118).

Proposicao 30. Base L,

Uma base do espaco L, é dada pelos elementos,
B(Ly) = {{T} - ALY T} - {1 15 = 0,1, 00 (2.138)
onde o numero de elementos da base é dado por,
dim(L,) = oo (2.139)

ou seja, a ordem do espaco € infinita, pois estes elementos comutam entre si sequndo as
relagoes de (2.119) a (2.121).

As algebras G, e L, sdo tais que possuem objetos geométricos afins, seus elementos
sao p-tensores que guardam entre si relacoes com propriedades distintas como visto acima.
Devido as caracteristicas das algebras, tais objetos podem ser usados para descri¢oes de
entes que tenham natureza continua e/ou discreta; ou seja, é possivel estabelecer um
isomorfismo entre estas algebras e abstragoes ou problemas de natureza fisica. No caso
de sistemas fisicos, GG, pode ser denominada de dlgebra de spins onde os objetos sao
antissimétricos, e L, chamada de dlgebra das varidveis dinamicas continuas, que possui

objetos simetricos.

Schonberg (1957a) afirma que a édlgebra de Grassmann nao é suficientemente ade-
quada para tratar os tensores com as propriedades necessarias, e entao teve que introduzir
novas simbologias (parénteses e chaves) para adequar a estrutura matematica as suas
pesquisas. Afirma ainda que G,, é uma extensao da algebra de Grassmann anticomutativa
enquanto que L, é uma extensao da algebra de Grassmann comutativa, além de ambas
serem também extensoes do cdlculo vetorial ordindrio. Schonberg (1956) demonstra inclu-
sive em seu trabalho que G,, é uma algebra de Clifford enquanto que L,, é uma algebra

simplética.

Para o caso mais geral onde se queira descrever situacoes para quaisquer tipos
de objetos geométricos afins tensoriais, basta realizar o produto direto G, - L,, onde
continuam validas as regras de comutacao e anticomutacao, sendo identificados facilmente

os entes que sejam simétricos ou antissimétricos pelos simbolos de () e { }.
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Proposicao 31. Base de G, ® L,
Uma base do espago G, - Ly, que é formado pela composicio do produto direto entre G, e

L,, € dada pelos elementos

B(Gn ® Ly) = {(Il)’“ (L) I ()L (T )T {In}an}’
(2.140)

onde os indices sao tais que, u,v = 0,1 quando houver geradores do tipo parénteses (),
e p,o=0,1,..,00 para geradores do tipo chaves { }. O nimero de elementos da base é

dado por
dim(Gp ® Ly,) = 2*" - 00 = o0, (2.141)

ou seja, a ordem do espago € infinita e tem as regras dadas pelas relagoes de (2.116) a

(2.121).

Proposigao 32. Espaco Vetorial Sy,
Um espago vetorial dito Ss, ao qual pertencem os vetores contravariantes v e covariantes
u, como definidos em (2.109), é tal que se v € T1(V) e u € T(V), entdo define-se a soma

direta
Son =T (V) THV) =V @ V*, (2.142)

onde 0s vetores W € Sy, sdo tais que

n

sendo que wh, ..., w"™ sdo componentes contravariantes (ou do tipo vi) e w1, . w? sdo

componentes covariantes (ou do tipo u;) de w. Assim, tem-se que
dim(San) = dim(T(V)) + dim(T1(V)) = dim(V) + dim(V*) = 2n. (2.144)

Se o espaco V ¢ dito ser espaco de configuragao de um sistema dinamico de n graus de

liberdade entdo, correspondente a Sop, tem-se o espaco de fase.

Sejam dados dois vetores wi, wo € Sy, onde 0os mesmos podem ser escritos como
w; = v; + u;. Analisando as possiveis relagoes, tem-se respectivamente as regras de

anticomutacao e comutacao, ou seja,

[(w1), (Wo)], = [(vi +w), (va +u2)],

Iy + [(v1), (2)], + [(w1), (v2)], + [(w1), (u2)]
J + [(w), (v2)]4
lo+[(v

(
[( )7(u1>]+ ) (2145)

(

(vi). (va)l,
(v1), (u2)
( )

V1>7 (112 +

1
1
2
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enquanto de,

{wid Awatl = [{vi +w}, {va + o}

= v {va}]l + [{vad {wod] - + [{wi}, {va}] - + [{w}, {uo}]
= [{viy {w}] + {w}, {va}]

= [

{vih {ud] = [{va} {w}] (2.146)

onde foram utilizadas as expressoes de (2.116) a (2.121). Logo é possivel estabelecer a

seguinte proposicao:

Proposicao 33. Produto interno em Ss,
Dados dois vetores Wi, Wy € Sop, tais que w; = v; +u,. Considerando v; € V, u; € V* ¢
sendo vdlidas as relagoes de (2.116) a (2.121) dos geradores das dlgebras Gy, e Ly, entdo

as regras de comutacdo para Wi € Wa, a depender do tipo de dlgebra, sdo

[(w1), (W2>]+ = (wi, W2>+1Gn7 (2.147)
{wit w2} = (w1, w2) 11, (2.148)
onde as expressoes do produto interno (, )., sdo definidas por
(W17W2)+ =< V,Ug > + < Vg,Uy >, (2149)
(Wl,W2>_ =<Vi,ug > — < Vo, U > . (2150)

A relagao (2.149) define uma métrica pseudo-euclidiana, enquanto que (2.150) uma
métrica simplética. Segundo Schonberg (1957a), a métrica que surge nessa geometria ¢
parte da geometria afim podendo-se definir subélgebras sobre G,,. Ao se introduzir o tensor
métrico do tipo “g;,” tem-se duas algebras de Clifford, C(V, g) e C(V, —g), respectivamente
com as aplicagoes de Clifford 73(-+) e 75_).

Definicao 35. Sejam duas subdlgebras de Clifford C(V,g) e C(V, —g) de G,,. A aplicagio
de Clifford ’yj(+) € o gerador da dlgebra C(V, g) associada a métrica positiva “g;;” enquanto
que ’y(_) ¢ o gerador da dlgebra C(V, —g) de métrica negativa “—g;1,". Dados os conjuntos
de geradores (2.156), de um espago pseudo-euclidiano Sy, com métrica g;i,, entdo pode-se

definir os geradores das dlgebras C(V, g) e C(V, —g) na forma

onde
WJ(i)V]E;i) + %gi)ﬁi) = +2¢;116, (2.152)
[A/g-i-)’ ’Y(_)]_‘_ — 0 (2153)

que, devido a dim(V) = n os indices sio dados por j, k =1,2,...,n.
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A partir da definigdo 35, uma notacao conveniente pode ser C(V,g) = CJ e

C(V,—g) =C, 9. Entdo, para uma algebra de Clifford universal tem-se que C,, = CI(V, g).

Quando se observa a algebra de Dirac (1928) e a dlgebra de Clifford Cy, verifica-se que

ha um isomorfismo entre as mesmas no espacgo-tempo. Por conseguinte, uma algebra

C4 - Ly pode descrever quantidades da mecanica quantica relativistica do elétron e é uma

subdlgebra da algebra afim G4 - Ly do espago-tempo. A édlgebra de Duffin-Kemmer-Petiau
(SCHONBERG, 1957b; FERNANDES, 1991; FERNANDES; VIANNA, 1999) é também uma

subalgebra de G4 - Ly, que descreve as particulas de spin 0 e 1, segundo a teoria quantica

relativistica.

2.2.5.2 Algebra G,

Seja um elemento I' € G,,”, este pode ser escrito da seguinte maneira,

n

T= > (plg) ' Cilye (@) - (F9)(Ly,) -+ () (2.154)

p,g=0

onde 7, k sao indices independentes tais que,

(1§]€1<k2<<quN),

(1<j1<jo<..<jp<n),

ou seja, j, k estabelecem uma hierarquia de valores crescentes.

: kiokg o« o < - s
Os coeficientes C;)'” j, sao antissimétricos em relagao a permutagoes sobre os indices

J, k e transformam-se como as componentes de p-tensores de um cliffor (2.32), relacionadas

as componentes dos tensores do tipo (p,q), como visto na expressao (2.9). Para ter uma

ideia da forma da expressao (2.154), basta escrevé-la explicititamente inicialmente para o

indice p, fornecendo

L= (0lgh) 'CFba(Ty, ) - - (I, )+
+ > (tg) O (P (T ) - (L)
+ Y)Y () (L) - () +

(g T ) - () (L) - - (T (2.155)

e em seguida para ambos indices p, g,

r

_l_
_l_

(0101) 1C + (0111) 2CH (T, ) + (012!) 2CF R (T,,) (T, ) + ... 4 (Olnl) 2CF1Fa(T ) - - - (T, )+
(1101 71y, () + (210) 71 Cjy g () (172) + o+ (010N Ty, (F1) - -+ (T7)+
(L) ORI () + (12D 71Ok (1) (T, ) (T ) + .. (2.156)

5

Schonberg (1957a) refere-se a essa dlgebra como spinorial.
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ou seja, a soma dos p-vetores, g-covetores e elementos mistos (p + ¢)-tensoriais,

I' = escalar + 1-vetor + 2-vetor + ... + n-vetor+
+ 1-covetor + 2-covetor + ... + mn-covetor+

+ (p+ q)-tensores

Base (7, - revisitada

Seja uma base B(G),) do espago vetorial Gy, de dim(G,,) = 2", andloga a (2.136),
onde as quantidades (N;) e (N;) podem ser definidas em termos dos elementos dessa base,

CO1mo:

(N;) = (F)(L), (2.157)
(N;) = (L)(¥), (2.158)

Seja uma outra relagao construida também a partir dos geradores da base,
ki..kq
(P = @) - (I%)(P)(L,) - - - (1) (2.159)

com os indices j, k independentes como na relagao (2.154) e dados como (1 < ky < ky <

o <ky<n)e(l<j <jo<..<j,<n),onde,

(P) = (Ny) - (Ny) = (L)(T') - - (T,)(I") (2.160)

A partir da algebra G,, e usando as relagoes de (2.116) a (2.118), as defini¢oes
(2.159) e (2.160) tém as seguintes propriedades

(a) Nulidade:
(L)(P) = (P)(I') =0 (2.161)
De fato,

(i) que j =1, fornece,
I)(P) = (L)T)IT") - - - (L)(T*) = —~(T)T)T) - - - (L)I") =0
(ii) e para, j # 1,
(I)(P) = (L)) (X" (L) (1) (L) (I") = (L) (I)-- (I;) (L;) () (L) (I") = O

(b) Fechamento:
kvkgy (e _ i1y kg

Com efeito, tem-se,
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(i) Caso (P¥)(Ph):

(PE)(P,) = () (P)(IL) (I (P) (L, ) = () (P) {85} — (") (L)) | (P) (L)
= 0 (T) (P)(P) (L, ) = 633 (1) (P) (T, )
= 0, (P)
= (P (Pl = 05 (PRl

mi..Mg

onde a demonstracao, utilizou-se (P)? = (P), que tem prova simples. Essa

propriedade é indicativa de um operador idempotente.

(if) Caso (P5,)(PL):

(Pi:)(Pi,) )(P)(L;,)(L) (1) (P) (L,) = (I*)(P)(X;,) {832 — (T")(Lo) } (P)(Ln,)

(1t
(1) (P) (1, )32 (P) (L) — (1) (P) (L, )(I") (L HPT (T,
0

ou seja, o niumero de indices inferiores do primeiro fator nao pode diferir dos

superiores do segundo.

(iii) Caso (Pfj)(Pﬁ}ff)

(Pi)(P) )(P)(L;,)(I)(T%)(P) (L) = (I)(P) {8} — (I")(L;,)} (P)(Ln,)

(1t
(1) (P)3 (P) (L, ) — (1) (P)(I") (L P (T,
0

Resultado similar ao caso anterior e que condiciona o uso do “9,,” da expressao
geral (2.162)[.]

Com todas as defini¢bes e propriedades discutidas, entdo é possivel escrever a
relagdo (2.154) em termos de (2.159), ou seja, em relagao a uma base B(G,,) = {(Pﬁljlzq)},
isto é,

D= (plgl) A9 (Pl (2.163)
p,q

onde as componentes Afl‘.'.'.jk’.’q sao antissimétricas em relagao a permutagao dos indices j, k
de forma independente, assim como no caso dos coeficientes na expressao (2.154). Os

coeficientes numeéricos Aﬁl]é’q de I' constituem uma matriz A.

De forma similar a todos os resultados anteriores, a partir da definicao do operador

idempotente (IN;), tém-se que

(P) = (Ny) -+ (Ny) = (I)(Ly) - - - (I")(T,) (2.164)
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e assim,
(Pri) = (Iy) - - - (L, ) (P)(T7) - - (1) (2.165)
com propriedades,
()(P) = (P)(I;) =0 (2.166)
e,
(B (P n,) = G0t (Pt ). (2.167)
Por outro lado, sendo
L= ;”(;(p!q!)-lcﬁ%:g-’;%xkl) e (T ) (@) - () (2.168)
encontra-se que
D= > () AR (Phh) (2.169)
P

onde deve-se notar que, apesar das relagoes (2.168) e (2.169) parecerem similares a
expressao (2.163), em I' a ordem dos geradores antissimétricos covariantes ¢ invertida;
logo, sao entes diferentes. Deve-se notar também que, se as trasformacgoes de involugao em

G, sao definidas sobre um corpo de elementos k; € K, tem-se,

[=T,
Fil'y + kol'y — klfl + k2f27
[Ty — Doy,

Uma outra propriedade importante é que, a partir do adjunto (SCHONBERG,
1957b; SCHONBERG, 1957a) de um gerador antissimétrico (I;)" = (I7), se encontra o

adjunto associado a I', ou seja,

& — '1-~-'p * kl...kq
TF=3"(plg) (AR ) (P55, (2.170)

p,q

Subdlgebra G, (P)

Uma subalgebra G, (P) é tal que um elemento (¢) € G,,(P) é formado pelo produto
de (P) a direita de um elemento I" € G,,. Logo,

() = T(P) = Y (plg) A7 70 (PG5 (P), (2.171)

p.q
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que, utilizando a definigao de (P), a relagao (2.162) e efetuando os calculos de forma

explicita, resulta em:

D(P) =Y (plg!) AL 6,00, 5 (PG ),

p.q

e assim, a definigao (2.171) serd na verdade,

n

(V) =TP) = (") " Ag,..k, (P57 (2.172)

q
onde, apesar do elemento (P¥:*¢) conter implicito o ente (P), que é escrito em termos de
geradores vetoriais e covetoriais antissimétricos, a forma do resultado acima induz que

o elemento (1)) refere-se a formas lineares, ou entes k,-covetoriais. Conclui-se ainda que
Gn(P) é subdlgebra de G,.

Um resultado imediato é que I' € G, pode ser interpretado como uma transformacgao

linear do subespago G,,(P) de G,, em G, (P), ou seja,
I':G,(P) — G,(P) (2.173)

o que seria analogo a uma multiplicagdo de um elemento de G,, por outro de G, (P). De

fato, tem-se,

T(y) =T (T(P)) = Y- (pla!) " A5 (P50 Do (s) 7 Ay i, (P11)
b,q s

n

= 3 (platst) AL Au (P (PY)

P,q;$
n
= D (plals) T AL T Ay, G051 (PR
P,q;

= (Plglp) TAL T Ay, 0 (PR
D,q

= > (1) () A Ay, (PR
p.q

ou seja, ['(¢) € G,(P). A partir desses resultados, é correto afirmar que o subespago
G (P) é soma direta de todos os espacos vetoriais dos k,-covetores antissimétricos para
qualquer ordem k,-tensorial sobre V. Ou seja, soma direta dos espagos lineares dos tensores

antissimétricos covariantes de todas as ordens.

E possivel verificar que essa transformacao linear, quando realizada a direita de

(1), como (1), resulta em um elemento para o espago G, isto é,

n

» (kK
()T L= Z ) Ay, (PU1) 3 (plgt) TR AL (Phh)
pq
= Z slplgl) M Ay, o, AT (Pt (PR R

= Y6l A A (Pl
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denotando que ()" ¢ G, (P) mas (¢)I" € G,,. Uma consequéncia direta é que para a

transformagao linear (2.173) ser vélida, é necessério aplicd-la & esquerda de (¢) € G,,(P),

I':( )Gu(P) — G,(P)

Subdlgebra (P)G,,

Uma subdlgebra (P)G, ¢é tal que um elemento (¢) € (P)G, é formado pela
multiplicacao de (P) a esquerda de I'' € G,,. Logo,

- 1 g1edp ok ke
(9) = (P)I' = (P) > _(pla)) " Ay, 50 (P 750) (2.174)
p.g
De forma semelhante aos procedimentos matematicos realizados para a subalgebra

G, (P), a subdlgebra (P)G,, apresenta resultados analogos. Entao,

n

(¢) = (P)T =3 _(p) " A 7(Py,.;,) (2.175)

p

Uma transformagao linear I' € G,, do subespaco (P)G,, de G,, em (P)G,,, somente

é valida se for aplicada a direita de (¢), ou seja, entre os parénteses abaixo,
r:P)G.( )— (P)G,. (2.176)

Assim,

($)T = (P)I)T = i(s!)—lA“'“’fs(Ptl...ts) i(p!q!)‘lf‘lﬁi‘fﬁ;(Pﬁfﬁffi )

p.q

= 3 (slplgl) TAR AR (P, ) (PG

$,p,q
n
_ —1 pty..ts AJ1---Jp k1...kq (0
- Z(s!p!q!) A Akl...kqd@,qétl b (le j,,)
8,0,q
_ Z 1At1 thJI Jp 5k1 kq(Po )
ki..kq“t1...lq J1---Jp

—Z H(plgl) T AR AR (P, )

onde (¢)I' € (P)G,. Esse resultado também significa que o espaco (P)G,, é a soma
direta de todos os espacos vetoriais dos j,-vetores antissimétricos para qualquer ordem
Jp-tensorial sobre V. Ou seja, soma direta dos espacos lineares dos tensores antissimétricos

contravariantes de todas as ordens. Para aplicacdo a esquerda de (¢), tem-se

D(6) = T((P)T) = S (plgl) " Al % (PE-H) Y sty 1 Atto(P,, )
p,q S

—Z (qls!) ™ Ay g AL (PR

1.--ts

ou seja, I'(¢) ¢ (P)G,, todavia é um elemento do espaco G,. E o caso analogo ao
demonstrado para a subélgebra G, (P) onde (¢)I" € G,, mas ()" ¢ G,(P).
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2.25.3 Projetores (II,)

Uma caracteristica fundamental de (P), usada nas anélises anteriores, é sua idem-
poténcia. Como visto, dependendo do tipo de operagao sobre um elemento I' € G, o
resultado é conduzido a subespacgos p-tensoriais cujos geradores sao antissimétricos e
mutuamente ortogonais. Essa caracteristica torna possivel construir um operador (IL,),

que tenha a funcao de projetar determinados objetos nos espagos p-tensoriais desejados.

Seja um projetor em Gy, que, a partir de (2.159) e (2.160), é definido por

n

(T,) = (p) ™" Do (Ph); (2.177)

7=0

esse projetor ¢ um operador idempotente ortogonal invariante. Explicitamente,

(IL,) = () {(PY) + (P1) + (P + . + (P1)} (2.178)

7192 J1---Jp

onde (PY) = (P) e (Py" 8;:8 ) = (P;:) com soma sobre os indices j, andloga a convengao

de Einstein.

Seja um elemento I' € G, dado por (2.163) e uma parte do projetor (2.178)
correspondente aos indices duplicados. Entao, uma atuacao tipica desse projetor sobre os

elementos I' € GG, pode ser analisada, fornecendo

n

» (ki kg
(P = (P) Yo (plg!) AR (P

p7q
n
=Y (plg") AL (P (P)
b,q
n . . k k;
= > (Plg) ALY O (PR )
b,q

n

-1 ]1~~~] k. kr (1t
= 2 ()AL St (PG
)

Z pir!)” “'kr(Pf; J’j;) (2.179)
p

E possivel escrever o resultado acima de modo a ficar evidente os indices t's do
projetor, ou seja,
n . .
(P = Do (plr) AL (PG (2.180)
p
que é idéntica a expressdo (2.179) devido a condigao 5t1 1 Fa . Logo para a defini¢cao completa
do projetor,

= Z PALT (PR (2.181)

Ji---Jp
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Para o indice p = 0, (2.181) torna-se,

n

(TL)T =) (r) 24, (P1) (2.182)

t

que é um ente ¢,-covariante, uma projegao de seu respectivo k,-covariante apos aplicacao

do projetor (I1,.).

De forma similar, uma proje¢ao (II,) sobre um elemento (¢) € G, (P), dado por
(2.172), fornece

n

(L) () = > _(r1) 2 Ay, 4, (P1) (2.183)

t

o que pode ser demonstrado multiplicando-se (2.182) a direita pelo ente (P). Esta expressao
demonstra que (I1,) projeta (1) no espago das r-formas. Assim, supondo que (7)) seja

uma p-forma,

(¢) = escalar + 1-forma + 2-forma + - - - 4 p-forma

(ITp)(¢)) = escalar
(ITy)(¢)) = escalar 4+ 1-forma
(ITy)(¢)) = escalar + 1-forma + 2-forma

(IL,)(¢)) = escalar + 1-forma + 2-forma + - -- + r-forma

Com as discussoes realizadas até o momento é possivel estabelecer as seguintes

proposicoes importantes para as algebras estudadas.

Proposigao 34. Propriedades do projetor (IL,)

Dado um operador projetor (I1,,)) em G,,, definido como,

(IL,) = (p1) ™ Y (P 7r) (2.184)
j=0

as sequinte propriedades sio verificadas:

(i) Y_(IL,) = 1g, (ortonormalidade);
P
(it) (IL,)(IL,) = dp4(IL,) (ortogonalidade);
(iii) (I1y) = > (II,) (ortonormalidade par);
p=par

() II_)= > (IL,) (ortonormalidade impar).

p=impar
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Proposicao 35. Dado o conjunto de geradores anticomutativos da dlgebra G, escritos

como na proposicio 29, entdo tém-se as sequintes propriedades fundamentais,

(I)(IT,) = (T,41) (V) (2.185)
(IL,)(I;) = (I;)(TTp11) (2.186)

onde Schionberg (1957b) estabelece que,

(Z) (Hn—H) = O;

(i) (ILy) = (P);
(iii) (T1,) = (P);
(iv) (IL,) = (I, —p).

As demonstragoes das relagoes (2.185) e (2.186) sao realizadas utilizando a dlgebra
G, as relagoes (2.116)-(2.118) e a propriedade de nulidade (2.161).

Com efeito, temos

(F)(Pg30) = (T)(E)(I2) - - - (F7)(P)(L,) - - - (1) (T)
= (E) (@) () - (F)(P)(T;,) - - - [1 = (F)(T)] (1) (T;,)
= (@)@*)@) - () (P)(T;,) - - (T)(T)(L,)(T;,)
= @)@) () - (P7)(P)(L,) - - - (L) (L) (L) ()
= (P, (@) (2.187)
(F)(IT,) = (T0)(T) (2.188)
E de forma analoga
(PL) (L) = () (%) - (B)(P)(L,,) - - - (L,)(L;,)(L,)
= @)(@)[1 = (P)(I;)] - - - (F)(P)(I;,) - - (L) (T;)(L)
= (I)I@2)@)E) - (F7)(P)(T;,) - - - (L) (L)(T;,)
= L)@)(@)(T) - () (P)(L;,) - - - (L)(L,) (I;,)
= (L)} ) (2.189)
S () (L) = (L) () (2.190)

Para que as demonstracoes acima (2.188) ¢ (2.190) sejam validas, pela definigao
(2.160), é necessario que o operador (P) esteja escrito com todos os geradores da base

(inclusive em j), ou seja,

(P) = (L)(T) -+ - (I) () - -+ (L)(I") (2.191)

onde significa que j # ji, ..., jp € p < n. Caso contrario, seguem as analises:
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(a) Para um projetor (2.191) com j = j,, € {Jj1, .-, jn} € p = n, tem-se,
()(IL,) = (P)(IL,) = 0 (2.192)
(IL)(L;) = (IL,)(I;) = 0 (2.193)
ou scja, a acdo do projetor (IT,) tem mesmo cfeito que o do ente (P) dado por

(2.164), como foi considerado na proposi¢ao 35. Possivelmente se encontra nesse

resultado a motivagdo para Schonberg (1957b) ter definido as propriedades 35(i)(iii);

(b) O projetor (2.191) nio estd definido com um (N;) onde j # ji, ..., 5, e p = n,

(P)(IL,) = (V)(I1,) = (IL,)(V) (2.194)
(TL) (1) = (IL,)(L;) = (I;)(TL,); (2.195)

esse caso sugere que o espago G, com projetores de ordem n como em (2.191) é

subespaco vetorial de G, com projetor (P) de ordem dim(V) = n + r, onde no
minimo para r = 1, o espago vetorial V que define os tensores tem dim (V) =n + 1.

Ou seja, uma base de G, de dimensdo dim(G,.,) = 2*™*7) é do tipo,

B(Grir) = {@)" - (L) (L)t - (L)
(I (@ )T (I ks = 0,1 (2.196)

e assim existem 2r geradores que nao tem relagao alguma de anticomutagao na
algebra G,, por nao pertencerem a mesma, e nesta, sao ditos entes excedentes e

comutam com seus 2n geradores.

Propriedades notaveis de (II,,)

(pn.1) (N7)(IL,) = 6}(I1,) — (IL,)(N})
(ND)(IL,) = (F)(L)(I1,) = 6 (T1,) — (L) (I)(I,)

= 61(TL,) — (L) () (IT,,)(IT,,)
= 03(I1,)) — (I;) (T, ) () (IT,)
= 61(I0,) — (I0,) (I,,) () (I,
= 0.(I0,) — (I0,) (N}) (IL,);

(pn.2) (N) -~ (NR)(IT,) = (N7 (TL,) (N7 )(TL) - - (N7 ) (T, );
(N) -+ (NR)(IL,) =
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(pn.3) (IF)(P77r) = (P77} | resultado alternativo de (2.187);

J1---Jp J1--Jp

(pn.d) (I*)(IL) (PR ) = (PM);

hvp

(pn.b) (Pﬁ?’;)(lk) (P, 7%} | resultado alternativo de (2.189);

J1---Jp

(pn.6) (Ph % )(IL) (L) = (P17

2.2.5.4 Subdlgebra E,, ,

Uma subélgebra E,, ,, é tal que, para um conjunto dos projetores {(Il,)} de G,, e
um elemento I' € G,,, é dada por E,, , = (IL,)G,,(11,). Logo, a partir da operacao de um

projetor (II,) a direita da expressao (2.181), encontra-se

n

(TL)T(IL) = 32 (p0) () 2 AL (Pt (1) 1 3 (Pt

t,p t
=Y () ) BAL T (P (Pl
t,p

(p)) () AL 8, 00 (P
(r) AP (P ) (2.197)

ou seja, o resultado acima demonstra que um elemento (IL)I'(IL,) € E,, ,, é equivalente a
um projetor, como aquele definido em (3.62). E verificavel que o ente (2.197) é uma trans-
formagao linear de G,,(P) em G, (P), mas na subélgebra (P)G),, realiza uma transformagao

linear de translacdo, com fator de escala (7’!)_4A§}jjj§j, sem alterar a ordem p-contravariante

de um (¢) € (P)G,.

Schonberg (1957b) inclusive afirma que a subélgebra E,, , ¢ uma “dlgebra matricial
total do espaco linear dos tensores covariantes antissimétricos de ordem p”. Mais enfatica-
mente pode-se afirmar que se trata da algebra matricial total correspondente aos entes

p-covariantes antissimétricos associados aos geradores de G,,.

E imediata a demonstragao de que dado um 2 € E,, ,, e um projetor (II,), entao,
(IL,)Q2 = Q(I1,) (2.198)

onde diz-se que (IT,) é entdo o elemento unidade de E,, .
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2255 Algebra L, e sua extensdo L,

Seja um elemento A € L, que a partir do que foi visto na definicdo da algebra

comutativa (2.119)-(2.121) e na proposicao 30, é escrito como
A=) ) (sl s DOPE Ty (PRI} L, (2.199)

sendo que os r; e s; sdo iguais ao numero de vezes que o inteiro ¢ aparece nos respectivos
indices j's e k’s. Os coeficientes C’s sao simétricos quando permutados os seus j's e k's,

que sao indices que variam de forma independente.

Com um numero finito de termos em (2.199) diferente de zero, garante-se a
propriedade de fechamento para a algebra L,, e assim sua existéncia. Ou seja, a algebra
L, pode ser usada para descrever objetos geométricos finitos, que estao relacionados a
um conjunto finito de geradores tensoriais simétricos, onde cada gerador corresponde a
um tipo de variavel. No entanto, é conveniente nao adotar essa condi¢do de finitude, o
que significa determinar um conjunto de elementos A de uma algebra nao mais linear e
associativa, denominada quasi-dlgebra L,, (SCHONBERG, 1957a).

Uma quasi-algebra de Heisenberg L,, é formada por um conjunto de elementos que

podem ser escritos como

> — P k kq
A= (plg) 7 (it ral) (sl sl AL (P (2.200)

p,q

onde os coeficientes A’s sdo simétricos em relacdo a permutacgoes dos indices j's e k's

separadamente, sendo que os valores desses indices variam no intervalo(j, k) = 1,2,...,n

E importante notar que é possivel estabelecer “analogia” entre os resultados
encontrados para a algebra G,, e a quasi-algebra L,,. Desta forma, a definigdo do ente (P)

possui o analogo simétrico dado pelo idempotente ortogonal,

{P}={Nu} - (N} = {LHI'} - - {LHI"}: (2.201)

logo, para as demais relacoes segue que

{L}HP}={PHI'} =0, (2.202)

relagao indicada por Schonberg (1957b) como vélida. Entao a direita de (2.200), o ente

associado aos geradores é definido como,
(PR = T T HPHT - T ()il s (2.203)
e assim,

[PRHP Y = 6,055 (PR ) (2:204)

Ji---Jp 1. 7'n
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onde as permutacoes dos indices j's e k's sdo simétricas e independentes, e o 551 s” filtra
os indices que realizam contagens sobre os valores j's e k’s.
Os projetores {Il,,} € L, idempotentes ortogonais sdo dados por
n . .
-1 g
(I3 = ()7l ) Y (P (2.205)

e a unidade da quasi-algebra L, é
= > {IL} (2:206)
p=0

onde tem-se que L,, possui uma algebra equivalente a de L,,, tal que,

L} {L}]_ =0 (2.207)
{I}{V}_=0 (2.208)
L} {}]_ = 5{1Ln (i,j =1,2,...,n). (2.209)

Tal equivaléncia denota que as regras de comutacao sao as mesmas e demonstra que a

quasi-algebra L, é extensao de L,,.

Conjunto L, {P}

Um conjunto L, {P} associado a uma quasi-algebra L, é tal que um elemento
{} € L, {P} é definido como
{0} =MP}= Y Gla) (! (sl s DAL P OHPY (2.210)

(p,q)=0

ou seja, pode ser reescrito utilizando a relagao (2.204),

{v} = AP} = Z (plg) (! D (sy! - )Afcl1 J,chsp,odm . {PF1-Fa}
(p,9)=0
= 37(g) (51! sn)) Agy g, (P (2.211)

que é um resultado semelhante ao que foi obtido para a subélgebra G,,(P). Nesse caso,
L, {P} nao pode ser considerada uma subalgebra pelos motivos mencionados anteriormente

que tornam L, uma quasi-algebra.

Um resultado importante obtém-se ao aplicar sobre um elemento do conjunto



2.2. Fundamentos Algébricos 73

L, {P} um elemento de L,,, ou seja,

o

My} = ( %_O(a!b!)‘l(rcll ey ) AR P H
= i (alblq ')_1($1! ey ) (s Sn!)Ag:'jﬂAkl...kq{Pfllfff;f}{Pkl"'kq}
(a,b,q)=0
= S ()t )t g s AL Au, 03 (P)
(a,b,q)=0
f: (1l @) (! g AR e Ay, {PP1) (2.212)
(a,b)=0

demonstrando que A{y} € L,{P}. Entdo A, com os elementos matriciais Af}, é um
operador linear atuando sobre {¢} do espago vetorial L, {P}, onde estes operadores estao

escritos com relagao & base {Ph-f}.

Segundo Schonberg (1957b), L,, quando definida sobre o corpo dos complexos é
andloga ao formalismo da segunda quantizagao para os bésons, onde os geradores do tipo
{I,} correspondem aos operadores aniquilagdo enquanto que os geradores do tipo {I’} aos
operadores de criagdo. O projetor dado por {P} é o vetor de estado que descreve, para
o campo de bdsons, o estado de vdcuo, e os elementos {N;} = {I'}{I;} sao andlogos ao
operador niimero para esse mesmo campo. Quando n — oo, a algebra geométrica dada
por L possui uma relagdo com o espaco de Hilbert, onde os {1} correspondem a fungoes

de onda do campo de bésons quantizado.



3 Teoria Quantica de Campos e a Algebra de
Schonberg

Neste capitulo sao apresentadas as principais equagoes de campo contextualizando-
as para a algebra de Schonberg. Em termos cronolégicos, primeiramente Schonberg (1957a,
1957b) demonstra que a equagdo de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) possui uma algebra
geométrica afim D, , escrita em termos dos seus geradores e projetores de G,. Posterior-
mente, no intuito de estudar a equacao de Dirac no espaco de fase generalizado, Bohm
e Hiley (1983) demonstram que a algebra de Clifford possui relagdo com os operadores
fermionicos de Schonberg. Nesse sentido, desconsiderando a cronologia do tema, é apresen-
tado primeiramente o caso da algebra de Dirac! e logo depois de DKP, priorizando assim
o aspecto didatico, pois torna mais clara a forma como as dlgebras de Clifford e de DKP

se relacionam.

A seguir é apresentada uma proposta original de construcao da algebra associada ao
campo de Fierz-Pauli-Gupta (FPG), correspondente as particulas de spin 3/2, considerando
a estrutura matematica dos geradores anticomutativos da dlgebra de Schonberg. Nessa
construgao sao estabelecidos como elementos fundamentais a dlgebra de Clifford (Dirac) e
a complexacao da algebra de DKP (para particulas de spin 0 e 1). Com isso, a dlgebra
FPG passa a ser uma extensao complexa da algebra de Schonberg, o que denota maior
generalidade quando comparada sua estrutura com as de suas predecessoras, justamente

por ser uma composicao das mesmas.

3.1 Equacao de Klein-Gordon-Fock

Em 1926, diferentes trabalhos foram realizados com intuito de encontrar uma versao
relativistica da equagao de Schrodinger. Neste periodo, o austriaco Erwin Schrodinger (1887-
1961), o sueco Oskar Benjamin Klein (1894-1977), o alemao Walter Gordon (1893-1940) e
o russo Vladimir Alexandrovich Fock (1893-1940) desenvolveram trabalhos independentes
com o objetivo de determinar uma relagdo que envolvesse os aspectos quantico e relativistico
das particulas. Destacam-se os artigos de Klein (1926), Gordon (1926), Fock (1926).

A equacao de Schrodinger para o caso de uma paricula descrita pela mecanica
quantica nao-relativistica é,
2

ih%zﬁ(x, t) = [—h—ow + V(x)] V(x, 1) (3.1)

2m

1 Subtende-se algebra de Clifford.
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onde tem-se que

A 1 .9

E = 2mop + V(x) (3.2)

A 0

E=ih— p=—i :
zhat , D ihV (3.3)

Um método de se encontrar uma equagao para o caso relativistico é considerar
uma particula livre relativistica, com massa de repouso mg e spin nulo. A energia e o

momentum sao dados por

E? = mict + *p? (3.4)
onde ¢ é a velocidade da luz. Se as particulas podem ser descritas em termos de fungoes de
onda escalar 1)(x,t), uma transformagao a partir da mecénica quéantica nao-relativistica,
tal que,

E%E:ih% ., p—D=—ihV (3.5)

permite determinar a denominada equagao de Klein-Fock-Gordon (mais conhecida como
Klein-Gordon),

(0 — k)p(x,t) =0 (3.6)

onde tem-se a constante k = mc/h, o operador 00 = V2 — 92/9(ct)? e o ente 1(x,t) que
é uma fun¢ao de onda que descreve uma particula. Naturalmente foram adotados os

quadrivetores de posicao,
= (o', 2% 2 2Y) = (z,y, 2,ct)  x, = (31,79, 73,14) = (7,9, 2, —Ct) (3.7)

com isso tem-se o tensor métrico g,, = diag(1, 1,1, —1) e o operador diferencial,

) )

O = (01,02,05,01) = 5 = (v, S (Ct)> (3.8)
0 0

W {1{2{3(4: _ B

o = (0", 02, 0%, 0% Ty (v, 8(ct)> (3.9)

onde (3.6), em termos de entes quadrivetoriais, é reescrita como,
(0,0" — k*)yp = 0, (3.10)
em que ¢ é fungao do quadrivetor posicao, e o indice u =1, 2, 3, 4.

Assim, (3.10) é uma equacao associada a uma lei mazimam da fisica, a conservagao

de energia. Com isso, qualquer equagao de campo deve satisfazer a equacgao de Klein-
Gordon-Fock (KGF).

A relaciio (3.6) é uma equacido de 2* ordem para particulas de spin nulo. E possivel,
no entanto, encontrar equagoes de 1* ordem, o que facilita a obtencao de solugdes; além
disso, envolvendo diferentes dlgebras matriciais e tipos de campo. E o caso da equacdo de

Dirac (1928) para spin 1/2, dentre outros trabalhos posteriores a KGF.
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3.2 Equacao de Dirac

A equagdo de Dirac (1928) para o elétron livre é dada por

(thy" 0y — moc)p =0
("0, + k) =0 (3.11)

onde o indice p = 1,2, 3,4, k é uma constante associada a massa e 1) é uma funcao de

onda com componentes spinoriais,

(2

(0
= . 3.12
(e b (3.12)

Py

Com as classicas matrizes,

. [0 of ~ (10
- (5 7)) o

obtém-se as matrizes de Dirac v* = (77,~*) dadas por:

. a 0 —io’ A
v«?z—waﬂ:(_ “’) . =4 (3.14)

107 0

sendo que o/(j = 1,2, 3) sdo as matrizes de Pauli e 1 =1,,, é a identidade. As matrizes

de Dirac v* obedecem as seguintes relagoes,
Vs Wy = 29 (3.15)
E importante, para utilizagoes futuras, definir nessa oportunidade a matriz,
7 =iyt (3.16)
onde demonstra-se que,
7P = (g ;) (3.17)

e consequentemente implica na anticomutatividade,

v, 7%+ =0 (3.18)

que pode ser verificada rapidamente através das matrizes (3.14) e (3.17).



3.3. Equacao de Duffin-Kemmer-Petiau 77

Como discutido na definigao 35, utilizando a algebra de Schonberg G, com as
regras (2.116)-(2.118), as matrizes de Dirac passam a ser escritas em termos dos geradores
de Schonberg?,

T = (L) £ g (1) (3.19)

onde os entes fyff, denominados geradores da algebra de Dirac, obedecem as relagoes

[’72:7 73:]_,’_ = :l:2guV1Gn (320)
+ A1 —
[7/4 ? 71/ ]J’_ - 0
e definem assim as subdlgebras de Clifford de G,,, com métricas +¢,, pseudo-euclidianas.

No contexto analitico do espago de fase relativistico, a dlgebra de Dirac, escrita em
termos dos geradores de Schonberg, aparece inicialmente de forma implicita nos trabalhos
de Bohm e Hiley (1983), explicita nos desenvolvimentos de Holland (1986) e posteriormente

sao rediscutidas por Fernandes (1991).

3.3 Equacao de Duffin-Kemmer-Petiau

A determinagao da equagao Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) advém de diversos
trabalhos independentes (PETIAU, 1936; DUFFIN, 1938; KEMMER, 1939) que, motivados
pelos estudos realizados por Dirac (1928), demonstram a existéncia de uma equacao de

primeira ordem a partir da equacao de Klein-Gordon-Fock (de 2* ordem).

O primeiro a iniciar grande esforco nessa diregao foi Louis de Broglie, cujo trabalho
posteriormente teve continuidade com Petiau que, por conhecer a estrutura algébrica da
equacao de Dirac, determina uma algebra de matrizes 16x16, hoje denominada de matrizes
DKP. Ao mesmo tempo e sem conhecer os estudos anteriores, Kemmer (que somente
obteve conhecimento das andlises realizadas por outros pesquisadores apés término da
2% Guerra Mundial) demonstra que a equacao de Proca (de 2* ordem e para particulas
de spin 1) pode ser escrita como um conjunto de equagoes de primeira ordem acopladas,
motivando-o a fazer o mesmo com a equacao KGF. Todavia, apesar de ter estabelecido
algumas conjecturas sobre matrizes e respectivas equagoes usando a representatividade de
particulas de spin 0 e 1, nao obteve sucesso na determinagao da sua estrutura algébrica

matricial.

Posteriormente, em um semindario em Purdue dado por Kemmer, Duffin (que era um
matematico) ap6s conhecer os avangos realizados nas demonstragdes anteriores, desenvolve
uma estrutura matematica para a equagdo que fora intuida inicialmente por Proca e
Kemmer, estabelecendo com isso as bases para uma teoria de campo para particulas de

spins 0 e 1.

2

A limitagao relativa a valores de u, v é devido ao espago de Minkowski sendo, como se sabe, a dlgebra
de abrangéncia mais geral.
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3.3.1 Definicoes
Seja a equagao de Klein-Gordon-Fock,
(0,0" ~ K6 =0

onde 9 é a func¢ao de onda spinorial dependente do quadrivetor posicao e = 1,2, 3, 4.

Reescrevendo-a convenientemente como

1

ng}auauw - k’l/) =0 (321)
é possivel definir um conjunto de equagoes de primeira ordem,

1 — y
L0 = — 0 (322)

ou seja, a partir dessa definigdo surge um novo ente 1,. Dessa forma a equagao de KGF se

torna
0", +kip =0 (3.23)
e com essa “parametrizacao” surge o conjunto de relagoes dadas por:

1
oM, =—-kv; Y, = —Eﬁul/) ; (3.24)
ot = =k YPF = —%8“1/) ; (3.25)

o que significa que a equacao de 2* ordem foi reduzida a um sistema de duas equagoes de
primeira ordem. Vale ressaltar que as varidveis novas v, nao possuem significado fisico e,

assim como a fun¢ao de onda 1, obedecem a equagao de KGF.

O sistema associado as equagoes de 1* ordem (3.24) é explicitamente,

MY +0+040+ktp, =0,
0+ 0t + 040+ ki =0,
0+0+ 059+ 0+ ki =0, (3.26)
0+ 040+ 049+ kpy =0,
by + %Py + OPhs + OMhy + kyp = 0.

que, como pode ser notado, conduz a coeficientes matriciais 5x5. Com efeito, introduzindo

a funcado de onda spinorial DKP com os elementos de matriz,

b1 (G —1/k 019
b2 (P —1/k 0y

¢=|¢s|=|vs| =|—-1/k O30 (3.27)
o Py —1/k Oy

s (8 (&
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é possivel escrever este sistema de equagoes 5xb sob a forma de uma equacao matricial,

denominada equagao de Duffin-Kemmer-Petiau, definida como:
(B0, +k)p =0 (3.28)

onde as matrizes 3, de DKP, sao dadas por,

00001 00000
00000 00001
fi=[0 000 0f;B=[0000 0f;
00000 00000
10000 01000
00000 00000
00000 00000
Bs=[0 0 0 0 1(;B:=(0 000 0 (3.29)
00000 00001
00100 00010

sendo facilmente demonstravel que sao matrizes hermitianas.

As matrizes de DKP satisfazem uma rela¢do fundamental dada por (DUFFIN,
1938),

ﬁuﬁuﬁ)\ + 5)\51/5# = g/.wﬁ)\ + g)\uﬁu (330>

onde o tensor métrico ¢ dado por g,, = diag(1,1,1,-1) e (p,v,\) = 1,2,3,4. Uma

consequéncia dessa expressao é o resultado a seguir (KEMMER, 1939),

By = Bu

BB, = B0,

Bubs + BB = Bu (1 #v) (3.31)
BuBuBu =0 (n#v)

BuBuBx + BaBuBu =0 (n#v#N

E importante definir as seguintes matrizes,

=285 —1 (3.32)
N5 = M720374 (3.33)
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sendo vélidas as relagoes (KEMMER, 1939)3,

=1 (3.34)
NuTly = Ty (335)
B,u,nu = _771/5;1 (,u 7£ V) (336)
By = NubBu = Bulu (sem somatério) (3.37)

A equagdo matricial dada por (3.30) define a denominada dlgebra de Duffin-
Kemmer-Petiau, onde os entes /3, sao ditos geradores da algebra de DKP. E importante
salientar que a algebra das matrizes 5, possui trés representacoes irredutiveis, com (0,5,10)-
dimensoes (TAKAHASHI, 1969). Por esse motivo, essas matrizes tém dimensdo 16x16 (com
propriedades hermitianas) e a fungao de onda v possui 16 componentes. Com isso hé
12 + 5% 4 10% = 16 - 16 = 126 matrizes independentes.

Consequentemente, a funcao 1 consiste de trés campos irredutiveis: o primeiro ¢ o
caso trivial quando ¢ = 0, e os demais, para os campos de spins 0 e 1, correspondentes as
representacoes de 5 e 10 dimensoes respectivamente. Desta forma, a demonstragio anterior
foi realizada para campos de DKP com spin 0 e, assim, a equagdo de DKP com o conjunto

de matrizes dado por (3.29) é um caso particular.

Para o caso de particulas de spin 1, um conjunto possivel de matrizes de DKP é

dado a seguir,

61: ;010; ;52: ;—100; ;

0 -1 0 0 : 0 0 0 : 0 : 0 0

3 Neste artigo, em nota de rodapé, N. Kemmer expressa sua grande gratidio a W. Pauli, por ter sugerido

que estudasse em detalhe a dlgebra das matrizes 3, e pela introducao da estrutura mateméatica que
fora por ele utilizada neste trabalho.
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3.3.2 Algebra de Duffin-Kemmer-Petiau

Os geradores da algebra de DKP (3.30) podem ser escritos de forma conveniente

em termos de indices p como,
BPBYBY + BV BYBY = 9BV + g B (3.38)

Estes elementos Bf}’) podem ser definidos, de forma analoga ao que foi feito na
algebra de Dirac (3.19), seguindo a dlgebra de Schonberg (1957b), em termos dos operadores
de projegao (II,),

B = (IL,)(L,) + g, (1) (IL,) (3.39)
que, de acordo com a proposicao 35, podem ser reescritos como:

B = (L) (T41) + g, (I)(T1,)
= (Lt)(np) + guV(Herl)(IV)v

sendo que, ¢ direta a demonstragao que
(IL,) + (1) . 8] =0 Vp, pn=1,2,34 (3.40)

ou seja, o elemento (IT,) + (IT,41) da algebra de DKP comuta com o seus geradores Bl(j’);

logo, ¢ assim, a unidade dessa algebra.

Definigao 36. Algebra D,,,, (SCHONBERG, 1957b)

Ewiste uma dlgebra geométrica afim, denominada D,, p, cujos geradores sao dados por,

{IL)(L) , ()(IL,) () + (L)} (3.41)
sendo a dlgebra de DKP uma subdlgebra de D, .

Definicao 37. A dlgebra D, se torna uma dlgebra de DKP quando para a relagao,

g BPBY = (n —p) () + (p + 1) (Tps1) (3.42)

¢ vdlida a condicao, p # %; ou seja, quando os valores de n forem niumeros pares, todas
D, ’s serao dlgebras DKP irredutiveis. Reciprocamente, todas as dlgebras DKP irredutiveis
podem ser obtidas quando n for par (SCHONBERG, 1957b).

Definicao 38. Dados os geradores da dlgebra D,,,, como estabelecido na equagdio (3.41)
da definigio 36, define-se que (SCHONBERG, 1957b),

(i) p=—1= (TT_y) =0

(it) p=n= (Il,41) =0
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Uma classificacao importante estabelecida por Schonberg (1957a,1957b) é quanto
aos tipos de entes pertencentes a algebra D, ,, quando n = 4. Entao, nesse caso p =
{-1,0,1,2,3,4} e tem-se

D, dos entes escalares;

D, ; dos entes vetoriais;

D, 5 dos entes pseudovetoriais;
D, 3 dos entes pseudoescalares;
Dy 4, uma algebra trivial;

D, 1, uma algebra trivial DKP, de entes multiescalares de (P).

A partir dos resultados até entdo apresentados, é necessario estabelecer uma
importante proposicao para os geradores DKP associados as métricas do espaco G,,, como

realizado para o caso da dlgebra de Clifford (ver definigao 35).

Proposicao 36. Sejam as subdlgebras métricas da dlgebra de spin G,, com tensores
métricos positivos e negativos £g,,,. A relagio fundamental da dlgebra de DKP, para as

respectivas subdlgebras é dada por,
BB BE + BB B = (9B + gnBY) (3.43)
onde os seus geradores sao definidos como,
BIPE = (IL,)(L,) £ g, (1) (11, (3.44)
sendo que,
[(Hp) + (M,4q) , ﬁ,gwﬂ_ =0 , Vp=-1,0,1,2,...,n; pu=12,34, (3.45)

implica “(I1,)) + (IL,1+1) 7 um idempotente nas respectivas dlgebras de DKP.

3.4 Equacao de Fiez-Pauli-Gupta

3.4.1 Definicoes

Analogamente ao caso de DKP na relagao (3.28), a equagao de Fiez-Pauli-Gupta
(FPG) ¢é definida através de uma equagao de 1* ordem (TAKAHASHI, 1969),

(a8, + k)¢ = 0 (3.46)



3.4. FEquagdo de Fiez-Pauli-Gupta 83

onde ¢(r) é uma funcdo de onda de FPG contendo 16 componentes e as matrizes «,,
que possuem dimensao 16x16, sdo denominadas matrizes de FPG e satisfazem a relacao
fundamental (TAKAHASHI, 1969)

Z(auau - gw/)a)\ap =0 (347)

(P)
onde o sub-indice (P) significa o somatério de todas as permutagoes possiveis sobre os
indices matriciais u, v, A e ¥. De acordo com os trabalhos de Fierz e Pauli (1939), o campo

corresponde a particulas de spin 3/2.

Dentre o conjunto dos ¢, que possam obedecer a relagao (3.47), o caso classico de
matrizes FPG (GUPTA, 1952; GUPTA, 1954) é dada como:

ER
ER
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onde os pontos ou blocos em branco representam valores nulos.

Um aspecto importante sobre as matrizes de FPG ¢ sua relacao com aquelas que
definem as equagoes de Dirac e de DKP, demonstrando que suas estruturas algébricas
estao intimamente correlacionadas. De fato, baseando-se na teoria de Broglie (1943) para

particulas de spin arbitrario, os entes o, podem ser escritos em termos das matrizes de

g
2
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Dirac (MARKOV; MARKOVA; BONDARENKO, 2017) como,
=7 RII+I®y,01+I01I®y, (3.48)

ou seja, ¢ um produto tensorial entre as permutagoes das matrizes 7, e a identidade
I,.2. Todavia, a relacdo fundamental que relaciona as matrizes de Dirac e de DKP é
(TAKAHASHI, 1969),

ay =Y+ iB, (3.49)

cuja importancia no contexto desse trabalho ¢é clara, sendo a motivagao para o desenvolvi-
mento ora realizado, dentro de um projeto que busca determinar a teoria de campos no

espaco de fase generalizado.

A partir das defini¢oes e resultados encontrados até o momento, torna-se necessario

apresentar as principais propriedades das matrizes de FPG (TAKAHASHI, 1969), a saber,

o, —a =0, (sem somatério) (3.50)
as(af —1) =0, (3.51)
(Vs B, = 0. (3.52)

3.4.2 Algebra de Fierz-Pauli-Gupta

Um procedimento ainda nao realizado ¢é verificar como a algebra de Schonberg
pode ser estendida para o campo associado a particulas de spin 3/2. Com esse objetivo,
propomos neste trabalho uma metodologia semelhante aquela encontrada nos artigos de
Schonberg (1956, 1957a, 1957b) e aplicada por Bohm e Hiley (1983), Holland (1986),
Fernandes e Vianna (1999), aos campos de Dirac e DKP. Assim, contextualizaremos a

algebra de FPG em uma estrutura matemédtica em que esteja implicita a dlgebra G,,.
Sejam os geradores da algebra de FPG (3.47) escritos considerando o indice p, a
partir da equagao matricial dada pela defini¢ao (3.47),

> (@Pal) — gu)al el =0 (3.53)

(permut.)

Assim, a relagdo fundamental (3.49) também pode ser expressa, considerando os

indices p como,
al? =, +ipP (3.54)

que, por correlacionar os geradores das algebras de Dirac (v,) e de DKP (6}}’)), traduz
uma forte motivacao para estabelecer a estrutura matemaética algébrica desejada para o
caso de FPG.
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Relembrando que as algebras de Dirac (3.19) e de DKP (3.44), em termos dos

geradores de Schonberg, sao escritas de uma forma geral, como:

T = (1) £ g (1), (3.55)
/B/(l,p):t = (Hp)(Iu) + gHV(I”)(Hp), (3.56)

as relagoes (3.53) e (3.54) podem ser generalizadas considerando a indexagao p e as possiveis

métricas do espago G,

> (agp)iaép)i — gfg)af\p)iagp)i =0 (3.57)
(permut.)
alPE = ok 4 ip®)* (3.58)

Substituindo as relagoes (3.55) e (3.56) explicitamente em (3.58), resulta em,

&(p

= [(Ly) £ gy (1)] + (1) (L) % g, (1) (T1,)]
= (L) + (I, (L) + g [(T7) + i(17)(I1,)]
coafE = 14 i(I)(L,) % g (I7)[1 +4(TL,)] (3.59)

o

onde tem-se que 1 = 1¢,. Definindo um operador projecio estrela* tal que,
(IT%) = 1 +4(T1,) (3.60)
que é analogo ao projetor (IL,) mas complexado, a expressao (3.59) pode ser escrita como

olf* = (TI})(T,) + g, (') (IT;), (3.61)

I

denotando uma semelhanga em relacio a definigao (3.55). Dessa maneira, (IT}) estd para

a algebra de FPG, assim como (II,) para a algebra DKP.

Como realizado nas proposigoes 34, 35 e definicao 38, é importante determinar as
principais propriedades do operador projecado complexado, considerando as definigoes e

demonstragoes anteriormente discutidas para o operador (IT,,).

Proposicdo 37. Dado um operador projetor (I1;) extensio compleza de (IL,) em G,

definido como,

(L) = 1+i(p) ™' 3o (P) (3.62)
7=0
as sequinte propriedades sao verificadas:
(i) Z(H;) =nl+il=(n;1) (ortonormalidade complexa em G,)

p=0

4 Sinénimos no texto: operador projecio complexado; projetor estrela; projetor complexado.
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(i) (I)(IG) = [1 — 0po(IL,)] + ¢[(I1}) + (IL,)] (ortogonalidade complexa em G,,)

(IT*) (IT%) = 1- (Hp> + ZQ(Hp): Sep=dg;
U1 +dAL) + (IL)] sep #q.

Ou seja, (i) quando aplicado sobre os elementos I' € G,,, considerando (2.181), resulta em

um elemento real multiplicado pelo indice p e seu complexo;

Proposicao 38. Dado o conjunto de geradores anticomutativos da dalgebra G,,, escritos
como na proposicao 29 e as defini¢oes da proposicio 35, tem-se as sequintes propriedades

fundamentais,

(I)(I}) = (I, ) (V) (3.63)
(I) (1) = (L;)(IT5,) (3.64)

onde,
(1) (I*y) = (IL, ) = 1;
(ii) (I5) = 1 +i(P);
(iii) (IT%) = 1 4 4(P);
(iv) (IL;) = 1+ i(IL,,).

Com efeito, para a equagao (3.63) tem-se:

(D)(IL) = (F)[1 +4(IL,)] = (V) +i(1)(IL,)
() + i(Mpar)(F) = [1 + (L) ()

L (V) (AL) = (I, )(F),

e para a equacao (3.64)

(IE) (1)

[1+4(TL)](L;) = (I;) + (I, (I;)
= () +i(l)(ILy11) = (T)[1 + i(TTpss)]
S (IR)A) = (1) (T ). (3.65)

Um aspecto importante a ser ressaltado é quanto a relagdo dada por (i),
(IT5) =1+ i(P) = (P*) (3.66)
o que significa que se pode escrever,

(P*) =1+i(Ny) -+ (N,) =1 44(I) (T - (I,)[T") (3.67)
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sendo validas as igualdades,

(L) (P") = (1) (3.68)
(P (V) = (V) (3.69)

Concluindo a secdo, é importante apontar que a estrutura matematica contida
no operador projegao (IT,) mais a definicio de (II;), com as proposicoes 37 e 38, sdo
suficientes para explorar as implicacoes da extensao complexa das algebras de Dirac e
DKP, em conexao com a algebra de FPG, via os geradores de Schonberg, assim como as

caracteristicas que essa maior abrangéncia matematica tem sobres os entes I' € G,,.



4 Teoria Quantica no Espaco de Fase

A formulacao da Mecanica Quantica no Espaco de Fase surgiu com o trabalho de
Wigner (1932) com intuito de corrigir a termodindmica de equilibrio’; para isso utilizou
a ideia de funcdo distribuicao no espaco de fase? considerando aspectos do formalismo
quantico®. Ou seja, demonstrou a viabilidade de tratar sistemas quanticos considerando
uma linguagem desenvolvida na mecanica hamiltoniana classica (algebra matricial no
espago de fase), cuja dindmica é fornecida por densidades de probabilidades no espago
de fase, possibilitando: analises instuitivas por analogias entre ambos os formalismos,

verificacoes de transicao quantica-classica, e além disso, maior generalizagao tedrica.

No entanto, o processo de estender conceitos quanticos as ideias classicas, esbarra
na dificuldade do principio de incerteza de Heisenberg. Considerando as fungoes de onda
1(q) e os operadores do espago de Hilbert, o comutador [p,q]_ = —ih pode ser calculado

como,

/ V' (q)apy(q)dg — / V! (p)pay (q)dq = ik (4.1)

0 que nao ocorre quando se observa o espago de fase classico onde, para as variaveis ¢, p e

uma func¢ao distribuicao p(q, p), fornece

/ / qpp(q, p)dgdp — / / pap(q, p)dgdp =0 (4.2)

Logo, para uma algebra nao-comutativa, uma integral tipica no espago de fase (4.2) é

nao-nula com incertezas da ordem de h. Caso h — 0, se observa o limite classico.

Por esta razao, a mecanica quantica pode ser considerada como uma deformacao da
algebra do espaco de fase cldssico (GROENEWOLD, 1946; MOYAL, 1949). Primeiramente,
essa deformacao pode ser relizada considerando o equivalente de Wigner de um operador
quantico no espacgo de fase, estabelecendo um anélogo classico deste operador. Entao, a
partir do produto deformado entre os equivalentes de Wigner, tém-se uma correlacdo com
o respectivo produto no espaco de Hilbert. Com isso, as variaveis dinamicas se tornam
fungoes escalares no espaco de fase, o que inclusive facilita nos processos algébricos, pois a

exigéncia de ordenamento dos operadores na mecanica quantica usual desaparece.

Com essas mudancas, é necessario ponderar os aspectos cinematicos da teoria
segundo a estrutura matematica no espaco de fase. Nesse contexto, o estado do sistema
¢ descrito pela matriz densidade (ou uma certa generalizagao desta) que, na formulagao

usual, era obtida a partir do vetor de estado. Assim, o vetor de estado é uma abstragao

Introduziu corregoes quanticas na férmula de Boltzmann;
Atualmente denominada Fungdo de Wigner;
3 Ex.: importante para resolver a superfluidez do Hélio (AMORIM, 2011).
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construida posteriormente a matriz densidade (BOHM; HILEY, 1981), fazendo com que
as fungoes de distribui¢ao tenham um papel fundamental na descri¢do de sistemas quan-
ticos. Com isso, a evolucao temporal do estado do sistema deve ser obtida a partir da
matriz densidade, obedecendo a uma equagao de Liouville-von Neumann. Como afirmam
Bohm e Hiley (1981), a matriz densidade apresenta as seguintes vantagens: (i) é definida
independentemente dos fatores de fase (o que nao ocorre com os vetores de estado); (ii)
em relagdo a estados de mistura, pode representar propriedades termodinadmicas (pois o
espaco de fase possui caracteristicas estatisticas - vide motivacao de Wigner para corre¢ao

quantica da termodindmica); (iii) facilita os processos de medidas de estados de mistura.

Por fim, Wigner (1932) demonstrou a possibilidade de novas perspectivas para um
formalismo quéntico no espago de fase, motivando uma série de estudos para diferentes tipos
de distribui¢ao: de Glauber-Sudarshan (GLAUBER, 1963; SUDARSHAN, 1963; GLAUBER,
1965), de Husimi (HUSIMI, 1940) e de Kirkwood (KIRKWOOD, 1933), dentre outros.
Contribuiu inclusive (limitando-se & Fisica) com dreas novas e outras até entdo existentes:
Fisica Estatistica (MOYAL, 1949), Optica Quantica (GLAUBER, 1963; GLAUBER, 1965),
Teoria das Colisoes (LEE; SCULLY, 1983; P.; ZACHARIASEN, 1983), e mais recentemente,
Fisica Nao-Linear (BERRY, 1977; TAKAHASHI, 1989), dentre outras. Por esta razao, os
estudos aqui desenvolvidos tém como fundamento o espaco de fase no formalismo de Wigner
(1932), com as metodologias e contribui¢oes encontradas nos artigos de Moyal (1949),
Bohm e Hiley (1981), Holland (1986), Fernandes e Vianna (1999), para a determinagao

das equacgoes de campo no espaco de fase generalizado.

4.1 Funcao Distribuicao no Espaco de Fase

Seja dado um sistema S onde existe um conjunto basico de varidveis dindmicas
{#,8}. Essas varidveis sdo tais que ¥ é o conjunto das observiveis ou operadores que
comutam entre si, fornecendo uma representagdo completa das varidveis, enquanto {8}

representa o conjunto complementar. A relagao entre essas varidveis obdecem,

[£,8]_ #0

onde 7 e s correspondem aos autovalores dos respectivos operadores T e §. Apesar dessas
grandezas serem nao-comutativas, o que implica na impossibilidade de serem medidas
simultaneamente, isso nao impede que se proponha a existéncia de uma probabilidade bem
definida (sem valores negativos ou divergentes), de forma que essas observaveis possuam
determinado valor especifico ou conjunto de valores. Além do mais, é possivel definir um
operador G correspondente a fungoes G(r, s) de observaveis nao-comutativos, onde o valor

esperado para este operador, em um determinado estado 1, é dado pelo produto escalar

(v, Gap).
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Para determinar a fungao de distribuicao do espago de fase F'(r,s) é necessario
obter a transformada inversa de Fourier da fun¢ao caracteristica de 1\7[(7', 0) associada a
um determinado estado 1(¢) de um dado sistema. Ou seja, analisar o operador (MOYAL,
1949),

U

NI(7, 6) = 70 = 37 = (r 4 63)" (4.3)

cuja funcao caracteristica no estado ¥ (q) é dada pelo produto escalar,

M(r,0) = [0 @)W, 0 (a)da = (1, D) =< e D]y > (44)

e dessa maneira, para obter a funcao de distribuicdo no espaco de fase basta calcular,

1 o na ,
Flrs) = 75 [ [(. e ®p)eCr0ardg (4.5)

que, se estendido para o caso de autovalores continuos, tém-se o limite,

T

(2468 —i(Trj+0s))
F(rj, ) = 1520@//¢, +08) ) e =i +05%) - g (4.6)

onde (7, s;) sao autovalares discretos.

E importante destacar que a utilizacao de operadores e fungoes de operadores
precisa respeitar a ordem em que atuam sobre um determinado ente. Assim, considerando

os operadores X, Y nao-comutativos, é evidente que

Xe¥ =) —— ™ # Z T eYeX (4.7)
e, caso contrario, se estes operadores comutarem, entdo eXeY = eYeX = X+Y,

De acordo com a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH), dados os operadores

X,Y nao-comutativos, se verifica a igualdade

XY — XA XY 3 (X XYY (Y X)) — 5 + Y X X Y- (4.8)
onde adotou-se [, ] como uma operagiao de comutagiao. Considerando uma aproximagao

de 1* ordem, entao:

o XY _ X+Y

2%V, (4.9)

Por outro lado, em uma série de trabalhos realizados por Kermack e McCrea
(1931a, 1931h, 1932), onde descrevem solugoes de equagoes diferenciais e integrais obtidas
por E. T. Whittaker (1931), sdo apresentados um conjunto de teoremas que conectam o
formalismo diferencial e integral com &lgebras nao-comutativas. No contexto aqui discutido,
ressalta-se os resultados dos teoremas VII e VIII (KERMACK; MCCREA, 1931b). Podem
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ser entendidas como caso particular da expressao (4.8) e coincidem com a relagao (4.9),

ou seja,

XAY _ XY —3(XY] (teorema VII) (4.10)

YHX _ Y X 5[V X] (teorema VIII) (4.11)

onde, igualando-se o segundo termo de ambas equacgoes, resulta em,

1 1

o AXY] XY - AYX] Y X

1 _ 1

o AXY] X Y, -X Y XY

e YK — XY o X (4.12)

que é o caso particular da expressao generalizada de uma func¢ao de operadores,

FOY +[X,Y]) = X f(Y)e ™. (4.13)

Um outro resultado importante que Kermack e McCrea (1932) demonstram a partir
de uma transformacao de variaveis de Whittaker, cujos pardmetros sao tipicamente as
coordenadas e os momenta canonicamente conjugados, refere-se a aplicacao de operadores

exponenciais com argumento diferencial sobre uma dada func¢ao. Ou seja,

W(x + h) = eMisp(z). (4.14)

Para exemplificar, sejam uma fungdo 1) = ¢(q) e, por coveniéncia, a relagao de

comutagao dada por [p,q] = —1%, onde p = —0 (p,q) = (X,Y) varidveis. Entao,
q

PH(a) = e N(q) # ¢ [l (q)]
_ e ooy — e o)
= eéeq_lw(q - 1)
e rg(g) = byg ) 1

De forma complementar, devido ao resultado (4.13), segue

P(qg—1) = c"P(q)e™
V(p—1) = e p(p)e?

Com as férmulas e propriedades demonstradas previamente, é possivel seguir com o
procedimento para obter a fungao distribuigao no espago de fase F'(r, s) (4.5). Sejam “f = p”
e “8 = q”, respectivamente as coordenadas e os momenta canonicamente conjugados. Dessa

maneira, tém-se o comutador (ver (2.122) e (2.124)),

p.ql_=—ih = [ip,iq]_=ih (4.16)

4 Essa expressdo foi uma das primeiras relagdes de comutador utilizada por Dirac (1926).
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que, segundo as relagoes de BCH e Whittaker-Kermack-McCrea,
iPTia — ¢iPgiag—3[ip.id] (4.17)
onde o operador dado por (4.3) pode ser reescrito como,
1\71(7_7 0) = ci(rpt0a) _ ,itpifq e—%[wp,z‘aq}
— LihT0 iTP i

A 1. . .
 M(1,0) = ex?0ci%agimp (4.18)

que ¢é a expressao obtida por Moyal (1949). Utilizando o caso particular (4.12) de (4.13),

considerando (4.16), é possivel encontrar:

ei@q — €_ihT96iTp6i9q€_iTp, (419)

Por conveniéncia, seja o comutador dado por [%z’Tp, i0q] = %z’hTH. Logo, é possivel
escrever (4.12) como:

ezeq — e—zzhreezzrpewqe 31TP (420)

que, quando substituido sobre o operador funcao caracteristica (4.18), fornece®

(

T, 9) — €2zﬁ7'0 (6 21ﬁT9€2zrpeu9qe 2m‘p) elTP
Lirp i0q Lirp
(1,0) = e2""Pede2 (4.21)

M
M

A partir das relagoes (4.14) e (4.21), e o par p = —ih% e q = ¢ como de praxe, é
possivel determinar a fungao caracteristica em um determinado estado v¢(q), dada pela

integral (4.4) como
M(7,8) =< | T8 i) >=< 1p|e2Pe9e37P|y) >
= [ ety (g)e ety (g)dg
= / [ 2 ™Py(q)]" e e3P (q)]dg
/ O O
= [le™ " dp(q)] e (er hy(g)]dg
L M(7.0) = [0 (g~ $hr)e (g + Shr)dg (4.22)
que pode ser reescrito por conveniéncia como

M(7,0) = [ 0"(d = $hr)e (g + Shr)dd (4:23)

5 Este resultado difere daquele obtido por Moyal (1949), onde a primeira exponencial é negativa. Nas

diversas andlises para determinar (4.21), foi fundamental o artigo de Kermack e McCrea (1932) onde
é demonstrada a expressao (4.14).
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e, relembrando a propriedade fundamental de filtragem,

1 ptoo . /
/ ¢H@=a) gk = §(z — o) (4.24)

27 J-oo

Com isso, a fungao distribuigdo no espago de fase (4.5) pode ser determinada através do

calculo?,

Fp.a) = %//(1/1, i (TP H0a) ) o ~iTrH09) g - g
T
1 “+00 400 o |
ﬂ // / P~ (q/ _ %hT)ez(?q w(q/ + %hT)e—z(rp+9q)dq,de‘9
T N
_ 1 +oo/ *( 1 1h —iTPp, / 1h +oo 1 z'é)(q’fq)d‘g ; /d
_g//_oow(q_iT)e w(q+§7_) /_00%6 Jir

1 +o0o .l ) irp ) ) / /
- %//_OO V(¢ — shr)e”"PY(q' + 5hT)0(¢" — q)dq dT

1 .
L F(pa) = 5 / W (q — Lhr)e (g + Lhr) dr (4.25)

onde p, ¢ sdo autovalores dos operadores p,q. Os resultados (4.18), (4.21), (4.22) e
finalmente (4.25), foram apenas indicados por Moyal (1949). Apesar de (4.25) ter sido
obtida primeiramente por Wigner (1932), nao esta escrita explicitamente no seu trabalho;
todavia, estd subentendida nas primeiras expressoes integrais, para o caso geral de um
sistema contendo n particulas, o que motiva escrever uma expressao analoga generalizando
(4.25) como:

A" * —i(T T
F(plv -y Pns 41, 7qn) = (%) / : /¢ (C]1 - %tha ceesQn — %th)e (mp1++7npn)
(g + %th, ey @ %th) dry - -dm, (4.26)
que é a funcao de distribuicao no espaco de fase para um sistema contendo n particulas.
No caso anterior (4.25) o que se tem é um espaco de fase bidimensional, enquanto que

em (4.26) o espago de fase é hiperdimensional (hipersuperficies, hipervolumes etc). As

distribuigoes (4.25) e (4.26) sao denominadas Fungoes de Wigner.

4.2 Equacao de Liouville-von Neumann

O estado macroscopico de sistemas quanticos é descrito pela matriz densidade,
p=2 wilti(t)) (u(t)], (4.27)

onde {|t;(t))} sdo os microestados do ensemble estatistico e w; = T é o peso estatistico

para o estado quantico [¢;(¢)). A matriz densidade é hermitiana (p = p') e possui trago

6 Limites de integracio ndo explicitos devem ser considerados entre —oco a +o0.
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unitario (Trp = 1). Além disso, o valor esperado para um operador A, na formulagao da

mecanica estatistica quantica, ¢ dado por:

(A) = Tr(pA) (4.28)

Uma das principais equagoes da mecanica quantica é aquela que trata da evolugao
temporal da matriz densidade, que pode ser deduzida a partir da equacéo de Schrodinger. E
utilizada principalmente no problema de muitos corpos onde os procedimentos estatisticos

auxiliam na determinacao dos processos dinamicos do sistema. Logo,

i 1(0)) = HO (), (4.29)

sendo que H = T + V (T é a energia cinética e V é a energia potencial do sistema).

Considerando um estado puro, ou seja p = [1;(t)) (¥;(t)],

gt = (5160 ) (01 + 100 (5 0

= H(E) () (8] — [0:(0)) (t)| (D)
L plt) = [H(D) p(0) (4:30)

que é conhecida como a Equacdo de Liouville-von Neumann. E importante notar que,
(4.30) esta escrita na representacao de Schrodinger e fornece a informacao de como o

estado evolui com o tempo.

Reescrevendo os entes na representacao das coordenadas {|z)},

p(a',x) = (@' plz) = p*(z,2")
(| H(t) = H(2',t) (2|
H(t)|v) = |v)H(z,1)

onde a ultima igualdade na matriz densidade advém da propriedade de hermeticidade e,
para os operadores hamiltonianos, a dependéncia nas coordenadas ressaltam em qual ente
(bra ou ket) o operador estd sendo escrito/aplicado. Assim, (4.30) na representagao das

coordenadas serd’,

(@'| iﬁ%p(t) ) = (T H(E) [i(t)) (i) ) = (" Jebi(0)) (bi(0)] H(E) |)

= H(z',t) ([ i(t)) (¥i(t)| ) — (2" [Wi(t)) (vi(t)| 2} H (2, ¢)
= H(2 t)p(a',x,t) — p(2', 2, t)H(z,t)
0
ihap(l",x, t) = [H, p(2', x,t)] (4.31)
observando que o operador hamiltoniano deve ser escrito em termos de sua respectiva
aplicagdo, a esquerda/direita dos vetores de posigdo, excluindo qualquer ambiguidade

sobre sua atuagao na matriz densidade.
7

Adota-se as simbologias: comutador [, |- =[, ] e anticomutador [, |+ ={, }.
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4.3 Transformacao de Wigner-Moyal

Ficou demonstrado que a fungao de Wigner dada por (4.25) é uma distribuigao
no espaco de fase, determinada pela transformada inversa de Fourier de uma funcao

caracteristica dada por (4.4). Sejam entao as seguintes mudangas de varidveis (A = 1)

1 1
q—éT:x’ ) gtaT=7T . (4.32)
Assim, a funcao (4.25) pode ser reescrita como
1 o
Fla.p) = 5- [0 @)@)e i@ - ) (4:33)
T

o que demonstra ser uma transformada inversa de Fourier da matriz densidade (para o

estado puro),

p(a, x) = i (@ )i(). (4.34)

A transformagao ¢ (x) — p(x) é uma mudanga de estrutura matematica (com consequéncias
tedrico-experimental) do espago de Hilbert para o espago de fase, onde a equacao de
Liouville-von Neumann passa a ter um papel preponderante sobre a evolucao temporal
do sistema, em detrimento da equagao de Schrédinger. Por outro lado, a transformacao

p(z',x) = F(p,q) é uma mudanca de representacao dentro do préprio espaco de fase.

Considerando as mudangas de varidveis (andlogas a ¢ = X e 7 = n),

1
Xzé(x+:r’) , n=z—1a (4.35)
a expressao (4.33) torna-se,
1 A
F(X,P)= — /p < T x Q) e~ (4.36)
27 2 2

que é chamada de Transformada de Wigner-Moyal de p(2’, z). Novamente, a transformacao
P (X -4, X+ g) — F(X, P) é uma mudanga de representacao no espago de fase, como
fora em p(2',x) = F(p, q).

Seja a equagao de Liouville-von Neumann (4.31) conjugada e a propriedade de

hermiticidade da matriz densidade. Entao ®,
0 i «
<i§p(m', m,t)) = (H(2',t)p(x',x,t) — p(a’, x,t)H(x,1))

—Z%p* (CE,; x, t) = H(lja t)p*($/7 x, t) - p* (ZU/, z, t)H(:E’ t)

_i%P(%x’,t) = H( t)p(x, 2, t) — p(x, o', t)H(z, 1)
i%ﬂ(:f,gj/,t) = P($,m’7t)H(:p’t) _ H(f,t)p(l‘,x/’ 0

i%p(aﬁ,m’,t) = [H, p(x, 2 t)] (4.37)

8  Essa deducdo foi realizada para que as relacdes, que serdo obtidas a seguir, concordassem com aquelas

escritas no artigo de Bohm e Hiley (1981).
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onde deve ser respeitada a atuacao do operador hamiltoniano nas variaveis de coordenadas

da matriz densidade, sendo que,

Hat) = -2 2 v (4.38)
HY = T o . ’
H("/ t) — _i 82 V(,./) (4 39)
Tot)=—g5— 520 x .
que substituindo na expressao (4.37),
0 1 [ 0? 0?
—p(x, 2 )= |—— | = — x) — V(a x, 7 4.4
ol ) = |5 (= ) 4V =V e (wao

Utilizando as mudangas de varidveis (4.35), tém-se as derivadas de 1* ordem,

9 10 0
or 20X  On
o 10 0

e de 2* ordem,

L 00 @
40X2  On?  0Xon  Ox?
IR RN N
40X2  On?2 0XOn O™
o? 02 0 0

Uma segunda etapa é obter a diferenga de energia potencial em (4.40), cujos termos

expandidos em série de poténcias sobre n em torno de X, segundo as variaveis (4.35), sao,

1 © 1 o 1 n
v(x+3) =2 higx ') (x+51-%)

1 B n 0 n 21 82 n 31 83

n 4 1 84 n 5 1 85
+(3) a0+ (3) sramr 0+ 14)

e de forma andloga,

1y n o n\2 1 0? 77)3 1 08
V(X 2”>_V(X> 28XV(X)+(2> aiaxe’ X (2 3oV X+
1o _<ﬂ>5l 0
+<2> TV = (2) sV (0 + (4.44)

Logo, a diferenga das energias potenciais é dada por (BOHM; HILEY, 1981),

1 1y 9 me 2 & mo 2 o
V(X+§")‘V<X‘§") —"a—XV<X>+(§) 50X3V(X)+(§) sioxs” X)+
(4.45)




4.3. Transformagdo de Wigner-Moyal 97

onde numa aproximacao de primeira ordem?,

% (X + %n) v (X - %n) ~ naiXV(X) (4.46)

que é analoga & obtida pelo calculo diferencial quando se considera um intervalo (néo

necessariamente infinitesimal) em torno de 7, ou seja,

ov(x) L V(X +5n) V(X ~ )
B
SV <X + %n> v (X - %n> ~ naiXV(X) (4.47)

Substituindo os resultados anteriormente obtidos na equagao (4.40), tém-se,
0 0 9 0
—p(X,n,t) = |—— —

cuja mudanga de representagao no espaco de fase p(X,n) — F(X, P) pode ser realizada

v<x>] o7, (4.48)

utilizando a transformagao de Wigner-Moyal (4.36), onde (a menos do fator constante),

9 dp ~iPn g +00 o~ iP1l
/_oo (axa >e ~ X [Wl “P/ o

. a ap —iPn a
../_Oo <3X6n> dyj =P CF(X, P) (4.49)

em que o valor nulo do limite positivo do primeiro termo a direita esta associado a nao

divergéncia da matriz densidade no infinito. Por outro lado,

+o0o .
/ (niV(X)) eiPry = i 22 0 p e~ "dn

o \Tax "9X oP
Y 0 —iPn (9_Vi
../_Oo (naXV(X)) pe Py = 5= F (X, P) (4.50)

Entao, a partir de (4.49) e (4.50) em (4.48) ¢ determinada a equagao da fungao distribui¢ao
F(X, P) (BOHM; HILEY, 1981),

OF POF 0V OF

o Tmox oxop (4.51)

que é a equagao de Liouville-von Neumann para a transformada de Wigner-Moyal F'(X, P)
de p(X,n), com forma andloga a equagao de Liouville cléssica.

Escrevendo a equagao (4.40) em termos da expansao completa da série de poténcias
(4.45) (BOHM; HILEY, 1981), encontra-se

+..=0 (452

moX 09X 0x3) opP3 24.51\9X5) op5

oF n POF 0V OF n 1 PV OPF 1 PV OF
ot ' moX 9XoP ' 22.3

9 Observe que essa aproximaco passa a ser exata nos casos da particula livre e do oscilador harménico.
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Como afirmam Bohm e Hiley (1981), devido a expressao (4.52) conter derivadas de
ordem superiores em F', um movimento nao pode ser simplesmente interpretado a partir
da substituicao de pontos no espago de fase (transformagoes canonicas), como no caso
(4.51). A equagdo possui caracteristicas tipicas de processos de difusdo, onde uma fungao
local tende a se difundir numa dada regiao no espago de fase. Todavia, equagdes de difusao
possuem derivadas de ordem par associadas a processos irreversiveis. Na equacao (4.52), as
derivadas de ordem fmpar podem descrever sistemas de processos reversiveis, denominados

quasidifusao.
Para entender a ideia da quasidifusao, seja o potencial escrito em termos da anélise
de Fourier como
V(X) = / Ve X da
% (X + g) -V (X — —) /V eloX ( wan/2 _ ’0”7/2) da (4.53)

onde, aplicando a transformacao de Wigner-Moyal,

Jv(xeg)o(x+g.x—3) = [ [VoeSpe CTinaa (154)

que substituindo em (4.40), tém-se que,

OF(X,Pt) PaFX P,t) /Vemx[ <X’P+%7t> _F<X,P—%,t>]da:0

ot m
(4.55)

que demonstra uma relacio, por um fator multiplicativo V,e!X entre F(X,P,t) e
F(X,P+a/2,t), cuja integral ¢ calculada sobre fungdes discretizadas no espago de
fase. Com isso, a ideia classica de continuidade do movimento no espaco de fase perde

sentido, quando considerado o formalismo quantico no mesmo.

Em (4.54), considerando P’ = P —a/2 e P" = P + «/2, é possivel escrever que

/V <X - g) pe M = //VZ(P—P')€i2(P_P/)XP€_iP/nd77(—del)

/V (X . g) pe—iP’I]dn — //‘/'Z(PN_P)e’iQ(P”—P)Xpe—ip”ndn(QdPI/)

mas, como (P’, P") sdo varidveis “mudas” e as integrais sao calculadas separadamente, é
possivel expressar,

L(P, P') = i (Vi prye ™70 Vi 0Y) (4.56)

o que implica escrever a equagao (4.55) na forma geral

OF(X,Pt)  POF(X,Pt)

/ / ’
= 2 +/L(P,P)F(X,P,t)dP —0 (4.57)
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e, concisamente, tem-se a equagdo de Liouville generalizada

0
—F+ L,F = 4.
5 + L, 0 (4.58)

onde L, é chamado de operador de Liouville generalizado, dado por:

L, = g% + /‘L(P, PYF(X, P',1)dP' (4.59)
ficando evidente que, ao se comparar as equagoes (4.51), (4.52) e (4.57), as caracteristicas
de transformacoes locais estao associadas exclusivamente ao grupo de transformacoes
candnicas (ponto-a-ponto), que podem ser identificadas inclusive pelas derivadas de primeira
ordem enquanto que, para as transformagoes nao-locais estao associadas matrizes L(P, P’)
- estas operam sobre o espago dos vetores F'(X, P). Assim, a mecanica quantica no espaco

de fase possui um formalismo algébrico matricial irredutivel.

4.4 Probabilidade Nao-negativa no Espaco de Fase Generalizado

E importante destacar que a funcio de Wigner é real (consequéncia da matriz
densidade ser hermitiana) mas nao é definida positiva, caracteristica esta que consitui
um dos pontos do dilema da positividade de Wigner (CARTWRIGHT, 1976; O’CONNELL;
WIGNER, 1981; BOHM; HILEY, 1981; AMORIM, 2011).

Suponha que, para os estados [¢) e |(), correspondam respectivamente as fungoes

de Wigner Fy(¢,p) e Fc(q,p). Assim,

(WIOR = [ Pula.p)Fela, p)dadp = 0. (4.60)

Por conseguinte, o primeiro membro deve ser positivo ou nulo, dependendo da ortogonali-
dade entre os vetores de estado. No caso nulo, a integral é zero, todavia nao é necessario
que seu integrando também o seja. Logo, as fungoes de Wigner podem assumir valores
positivos e negativos, de forma que haja uma correspondéncia da ortogonalidade entre
o espago de configuracao e o espago de fase. Ou seja, sendo a matriz densidade p(z/, x)
definida positiva, nao significa que sua transformada de Wigner-Moyal assume apenas
valores positivos, pois a transformada inversa de Fourier de uma funcdo positiva pode
geralmente ter qualquer valor. Por esta razao, a funcao de Wigner é denominada de

distribuicao de quase probabilidade.

E evidente que Wigner (1932) expande o conceito algébrico matricial das distribui-
¢oes no espago de fase, onde a densidade de probabilidade passa a ter caracteristicas mais
gerais e a ideia da hermiticidade se torna um caso particular. Desta maneira, a mudanca de
representacao dentro deste espago, através da transformada de Wigner-Moyal, estabelece
um formalismo matematico mais amplo na descricao probabilistica de sistemas quanticos,

tornando a matriz densidade hermitiana p(x’, x) um caso particular de uma matriz mais
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geral nao-hermitiana. Com essa questao a resolver, Bohm e Hiley (1981) estabelecem
algumas defini¢oes para obter uma andlise probabilistica usual, sem perder de vista as

possiveis interpretagoes fisicas da algebra matricial expandida.

Seja o estado de mistura descrito pela matriz densidade,
La) =Y pis(ai(x) Y pi=1 (4.61)
j i
e a definigao da chamada matriz caracteristica (geralmente nao-hermitiana),

(@ x) =Y (py) 2y (2 )y (@) (4.62)

J
onde e’ é um fator de fase arbitrario, ditado pelo argumento ¢;. Em termos de notagao

de adjungao (conjugacao e transposigao),
)" =€, 2y, =" . (4.63)
Seja a definicao matricial,
(2, z) = / (o’ ")e(a”, )dz" (4.64)

entao,

— [ S0} ) [ @] s (@)da”.(465)

Por sua vez, (AB)* = A*B* e (AB)T = BT A" logo (AB)' = BfAf e (A")! = A. Entéo,
wi,n) = [( [ & e o) |

— / £ 2)é(a! 2"z = g(a/, x) (4.66)

que pode ser escrita considerando operacdes sobre a expressao (4.65),
-/ S0 [0 o)) 07 ol
= L) e e i v) [ w5 da”
—zpﬁ R (o) ()
() = > (05 )5 (w) = () (4.67)

J
Procedendo de forma anédloga na expressao (4.65), determina-se que:
(e, ) = 3 (o) () () = (', )

sono(2,x) = w2, z) = p(a’, 2) (4.68)
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permitindo concluir que, apesar da matriz caracteristica &(z’, x) ser ndo-hermitiana (caso
geral), é possivel construir a partir dela uma outra que seja hermitiana to(z’, z). Assim, a
matriz densidade p(z’, x) pode ser determinada a partir da matriz caracteristica, que se
assemalha a “raiz quadrada” de p(2’, ). Vale ressaltar que a definigao (4.62) foi limitada a
um caso especial de conjuntos de estados onde, para torna-la ainda mais geral, é conveniente

escrever como:
(@' x) = ) ey (2 )y(w), (4.69)
i,

sendo ¢;; coeficientes arbitrarios e complexos.

Bohm e Hiley (1981) propoem que, para determinar o valor esperado de um

operador A, basta calcular o traco

(4.70)

wonf(52)

2

que, na representacao das coordenadas, torna-se:

<A> — //f*(l‘/,il?) [A(T,@/@T) + A*(T’)@/ar’)] f(il?,,l')dl'd$/ (471)

2

o que permite determinar,

o [€E5,] am
que, a partir da matriz caracteristica (4.64), é possivel definir:
0 — (E%;Eé*) (4.73)
denominada de matriz estatistica. Entao, (4.70) pode ser obtida por:
(A) =Tr(A) =Tr(pA) (4.74)

em que o Ultimo membro é consequéncia do resultado (4.68), onde ha uma equivaléncia

formal entre as distribuigoes.

E interessante observar que, apesar das matrizes caracteristicas € e £ serem uma
extensao nao-hermitiana da matriz densidade p, ambas satisfazem a equacdo (4.31) e,
consequentemente, ocorre 0 mesmo com a composi¢ao entre as mesmas dada por t(z’, )
e W(a', x). Desta forma, a transformada de Wigner-Moyal da matriz 20(2', x) satisfaz a

equacao de Liouville generalizada.

O fato da matriz estatistica ter apenas autovalores ndo-negativos esté associado a
defini¢ao do integrando em (4.64), onde a matriz caracteristica pode sempre ser escrita

CO1mo:

§=HU ou &=UH (4.75)
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onde H, H' sdo hermitianos e U, U’ sao unitarios. Com isso,

§=U"'"H =¢' =H°
§=HU" = ¢¢=(H)

demonstrando que haverd sempre autovalores nao-negativos (de cada expressao acima ou
da combinacgao delas), o que é andlogo a matriz densidade na mecéanica quantica usual. Ou
seja, a matriz densidade esta para o formalismo quantico ordinario assim como a matriz

estatistica esta para o formalismo quantico no espaco de fase generalizado.

A equivaléncia formal entre 20 e p em (4.74) induz a necessidade de se determinar

o fator de normalizagdo N, fornecido por

N = //Qﬂ(m’,m)dmdm' = //5*(m',z)§(w’,m)dmdm’ (4.76)
e, aplicando a transformacao de Wigner-Moyal,
N = / / F*(X, P)F(X, P)dXdP, (4.77)

sugerindo que F*F representa de fato uma densidade de probabilidade nao-negativa no
espago de fase. Com essa relacao, é necessario analisar o caso do valor esperado de um
tipico operador hermitiano O(x,d/dx), para verificar a consisténcia da interpretacao nesse
formalismo. Bohm e Hiley (1981) afirmam que, tomando-se O = x ¢ O = p a equacgao

(4.73) fornece tipicamente
(0) = / / F*(X, P)O(X, P)F(X, P)dXdP (4.78)

mas, para ordens superiores em X e P, este resultado nao é verificado ou se torna honerosa
sua demonstragao. Um caso simples de se analisar é o da energia potencial, escrita como
uma soma discreta V (z) = 3, Vie*®. Seu valor esperado pode ser calculado considerando
uma mudanca de variaveis,
j kX ikl Ui n
ekre(r! ) = e*Xehzg (X + -, X — —) (4.79)
2 2
na expressao (4.71) que, através da transformada de Wigner-Moyal, fornece

. 1 k k
(V) = / / > Ve " (XL P) [F(X, PS)+F(X. P+ 5)1 dXdP (4.80)
k
demonstrando que, no caso geral, quando quantidades fisicas sdo estudadas na representacao
do espaco de fase, seu valor esperado tem propriedades nao-locais. Por outro lado, quando
F varia lentamente, ndo ha diferencas significativas entre os valores de F'(X, P £ k/2) e

F(X, P), ou seja, o célculo de (4.71) se reduz a,

(V) = / / V(X)F*(X, P)F(X, P)dXdP (4.81)
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o que pode ser deduzido diretamente de (4.80). Este resultado ¢é andlogo a relagao (4.78) e,
além disso, F*F' pode ser considerada como uma func¢ao de probabilidade no espago de

fase.

Geralmente a transformada de Wigner-Moyal nao fornece uma relacao simples
entre as médias quantica e classica, devido a natureza de nao-localidade no espaco de
fase. Todavia, Bohm e Hiley (1981) demonstram uma correspondéncia simples com o
limite classico nessa representacao, quando se garante a existéncia de probabilidades
nao-negativas no mesmo. Isto é realizado através da definigao do valor esperado (4.70),

baseada na introdugao do conceito de matriz caracteristica (a2, ).

45 Algebras da MQ: Espaco de Fase X Espaco de Configuracio

A algebra da mecéanica quantica no espaco de fase, considerando a transformacao
de Wigner-Moyal, possui uma relagdo com os respectivos entes algébricos que atuam sobre
os elementos do espaco de configuragdo na teoria usual. Para analisar essa questao, é
preciso verificar como as equacoes que fornecem a evolucao temporal do sistema, em ambos

espagos, estao correlacionadas.

Assim, para a equacao (4.51) de Liouville classica,
or Por ovor
ot moX 0XOP

e a transformada inversa de Wigner-Moyal,

p(X, ) = / F(X, P)e"dp

naturalmente obtém-se a relagao (4.40), dada por

2( ’t)+i 0? 0?
zatpx,x,

0% 0%x'

- ) plx, o' t) — V(x,x")p(x, ', t) =0 (4.82)
onde adotou-se que V' (z,2") = V(x)—V (2'). Consequentemente, espera-se que esta obedeca

a equacao de Liouville-von Neumann (4.31), ou seja,

z‘h%p(m, o t) = [H, p(x, 2 t)]

0 que nem sempre ocorrera, pois é preciso que haja uma fatoragao sobre p, em V(zx,2’),
para o comutador. Para exemplificar, uma fatoragao pode ser feita no caso do oscilador

harménico, onde V() = kx?/2.

Assim, para obter as leis da teoria quantica, a algebra matricial no espaco de fase
precisa ser tal que a matriz densidade associada possa ser fatorada, de forma a recuperar

a equacgao de Liouville-von Neumann. Ou seja, a teoria quantica no espaco de fase se
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reduzird a teoria quéantica no espago de configuracao, a depender do tipo de potencial aos

quais os sistemas fisicos estejam submetidos.

Bohm e Hiley (1981) discutem ainda que a equagao (4.57) expressa a mecanica
quantica no espaco de fase “classico”, mas é possivel escrever a mecanica classica dentro de
uma representacao “quantica” em termos de p(z’, x). O procedimento para tal é andlogo
ao que foi realizado da passagem do espaco de fase para o de configuragao, discutido
acima. Nesse caso, o argumento da possibilidade da fatoragdo da equagao (4.82) define
a diferenca entre as teorias quantica e classica, respectivamente pela fatorabilidade ou

nao-fatorabilidade.

Uma outra observagao que estes autores fazem, juntamente com Fernandes (1991),
é quanto a dimensao das matrizes nas diferentes representacoes. Na Teoria Quantica do
Espago de Fase, a matriz densidade p na equagao (4.40) é tratada como um “ket” em um
espago de Hilbert H dimensionalmente maior. Dessa maneira, se o espago de configuragao
possui dimensao n (onde os ket’s sdo os vetores de estado ¢ € H) implica em p(n,n’) ter
dimensao n?. Ou seja, este é um vetor pertencente a um espaco de dimensao n2. Entdo, as
matrizes que atuam sobre p terdo dimensao n? x n? (enquanto que aquelas que atuam em

1) possuem dimensao n X n).

Para ilustrar as discussoes deste item, seja um oscilador harmonico de massa m = 1
e freqiiéncia w = k'/2, cujo hamiltoniano é dado como
2
10 15,

H = —5@ + éw T (483)

onde, considerando a definigao de £(2/,x) que generaliza a ideia da matriz densidade

p(2’, x), na equagao de Liouville-von Neumann (4.40) com as varidveis modificadas, tem-se,

.0 1 [ 0? 0? 1,5 5 9
i€ ) = [—5 (E - azl.,) +pwi(@” =2 (w21, (4.84)
Definindo,
10 , 10
p— - - - 4.
P=%or + ? i Ox'! (4.85)
entao,
[Tvp] = iv Tlv /] = =1
[56737/] = [xlvp] = [:c,p’] = 7p/] = 0. (4.86)
Estabelecendo as mudancas de variaveis:
X=@+2)/2 n=x—1a

P=@p+p)2 , w=p-p (4.87)
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onde, utilizando (4.86), obtém-se,

[, P] = i; (X, 7] = —i;
(X, P] = [n,7] = [X,n] =[P,7] =0 (4.88)

e, como as relagoes em X e P comutam, podem ser simultaneamente diagonalizadas para
definir o espaco de fase, que é consequéncia da mudanga de representagao (z,z’) — (X, 7).
Substituindo em (4.84) a expressdo (4.42) e os quadrados das varidveis z2 — 2> = 2X7,

obtém-se:
0 B o0 0 9

Com a transformacao de Wigner-Moyal sobre a equacao acima, o primeiro termo do

segundo membro foi calculado em (4.49) e o segundo termo fornece,

| ) | OF
—iPny g —iPn —
/ Xng (X, ey = iX 5 / §CCm) (e Py = iX o, (4.90)
Entao (4.89) resulta em,
OF o P a
E_w<”X0_P_Za_X>F_O (4:91)

ou seja, a mudanca de representacao no espago de fase de (z,z') — (X, P), cujas equagoes
de Liouville-von Neumann sio respectivamente (4.84) e (4.91), estabelece uma relagao

entre os vetores &(z,2') — F(X, P), obtida através da transformagao de Wigner-Moyal.

1) importante observar que: (i) o espaco de fase na representacao (X, P), nao foi
construido a partir de principios da Fisica Cléassica, mas sim aplicando as regras usuais
da Mecanica Quantica para a matriz caracteristica, considerada um vetor em um espago
de Hilbert dimensionalmente mais amplo, cuja hermeticidade da matriz densidade é caso
particular (BOHM; HILEY, 1981); (ii) em termos de nomenclatura, a Teoria Quantica no
Espago de Fase (Generalizado) é sinonimo de Espaco de Fase Generalizado (FERNANDES,
1991); (iv) a Teoria Quéantica no Espaco de Fase Generalizado possui caracteristica nao-
local, por uma questao de principios da Mecanica Quantica, associados principalmente a
Incerteza de Heisenberg. Isto ndo ocorre na Mecanica Classica pois, na representagao do
espago de fase, a trajetéria cinemaética é dada pelo grupo de transformagoes candnicas,

advindas da caracteristica local (deterministica) da natureza dos sistemas classicos.

E necessario ressaltar que a dificuldade de estabelecer uma trajetéria deterministica
para alguns sistemas classicos esta associada a um problema de ordem pratica, e nao
devido a principios teéricos (como no caso quantico); por exemplo, sistemas com ntimero
elevado de particulas (caso da Mecanica Estatistica Classica, onde determinar o estado
inicial de cada particula é inviavel experimentalmente). Nestes casos, o espago de fase é

uma ferramenta fundamental para trata-los estatisticamente.



5 Equacoes no Espaco de Fase Generalizado

A formulacao para o desenvolvimento das equagoes de campo no espaco de fase
generalizado tem como base os trabalhos de: Wigner (1932); Moyal (1949); Schonberg
(1956, 1957a ¢ 1957b); Bohm ¢ Hiley (1981, 1983); Holland (1986); ¢, mais recentemente, os
estudos de Fernandes e Vianna (1999) que generalizam os principais resultados discutidos

na dissertacao de Fernandes (1991).

Nesse capitulo sao apresentados inicialmente os principais resultados que funda-
mentam a abordagem no espaco de fase generalizado, nos casos: (1) da equagao de Dirac,
analisada por Bohm e Hiley (1983) e Holland (1986) que utilizam os operadores fermionicos
da algebra de Schonberg (1957a,1957b) com projetores de G, unitérios, e os procedimentos
para obter uma “algebra quantica” no espaco de fase generalizado, através da transfor-
mada de Wigner-Moyal (BOHM; HILEY, 1981); (2) da equagao de Duffin-Kemmer-Petiau
(DKP), analisada nos trabalhos de Fernandes (1991) e Fernandes e Vianna (1999), onde
essa equagao ¢ escrita segundo a algebra de Schénberg (1957a,1957b), em termos dos
geradores e projetores de G, com posterior transformagdo de Wigner-Moyal (BOHM;
HILEY, 1981). Com estes procedimentos, é possivel determinar o Liouvilliano no espago
de fase generalizado, que corresponde ao gerador da evolucao temporal do sistema, em

uma formulacao de teoria de campo no espaco de fase generalizado.

Nesse contexto, um resumo da metodologia a ser empregada, compreende: (1)
Definir uma algebra associada a equagao de campo, utilizando os geradores de Schonberg;
(2) Reescrever as respectivas equagdes com auséncia do termo de massa, sem/com intera¢ao
da particula com um campo eletromagnético externo, utilizando a estrutura da algebra
de Schonberg; (3) Aplicar a transformagao de Wigner-Moyal (WM) para expressa-la
no espaco de fase generalizado, obtendo o Liouvilliano generalizado, sem/com interagao

eletromagnética externa.

Nosso trabalho tem como objetivo desenvolver a teoria algébrica para o campo de
Fierz-Pauli-Gupta (FPG) determinando em particular, o operador Liouvilliano no espago
de fase generalizado para esse campo. Com esse intuito, sera utilizada a algebra de FPG que
propusemos no item 3.4.2, construida a partir da complexacao dos geradores de Schénberg
da algebra G,,; consideramos os casos do campo sem e com interagao eletromagnética
externa. O procedimento adotado, para determinar a equagao de Liouville asscociada,

corresponde ao método anteriormente descrito.



5.1. FEquacgdo de Dirac 107

5.1 Equacao de Dirac

Digressoes e contextualizacoes

Como a algebra de Dirac ¢é escrita em termos dos geradores de Schonberg em G,
é importante expandir o campo de Dirac neste mesmo espago. Como discutido na se¢ao
2.2.5.2, um elemento I' € GG, é tal que,

n

1 vkrekg g j
L= > (plg)) 5 () - - (TP)(Iy,) -+ (L) (5.1)
p,q=0
com soma nos indices repetidos, onde 7, k sao indices independentes correspondentes a
1<k <ky<..<kg<n)e(l<j <js<..<jp<n) hierarquizados com valores

q

ki.kq o~ : C - s
crescentes e C’jllmjp sdo coeficientes antissimétricos pelas permutacoes desses indices.

Considerando que o spinor de Dirac (BOHM; HILEY, 1983; FERNANDES, 1991)
v € (P)G,, onde (P)G,, é uma subédlgebra de G,, equivalente & soma direta dos espagos
lineares dos tensores contravariantes antissimétricos de ordem qualquer e também o ideal

a direita de G, tém-se, de (2.175),

n

V= P)0=> (p) APy ,) (5.2)

p=0

Para um espago vetorial V com dim(V) = 4, pela equacio 2.137, a dim(G,) = 28.
Todavia, a subalgebra (P)G, corresponde a élgebra de Clifford onde, devido & proposigao
27, dim(CIL(V, g)) = 2* = 16.

Expandindo (5.2), utilizando a equagao (2.159) e considerando n = 4, segue que:

4

P = z](P!)_lcjl"'j”(Ij ) (Iy) (5.3)
—
ou seja,
¥ = Cot OM (L) + 5 CM (L)L) + O (1) (L) (1, )+
+ ORI (1) (L)), (5.4)
onde (1 < j; < ... < jy < 4) e a soma ¢é sobre os indices repetidos, o que verifica

a dim(Cl(V,g)) = 16. Os termos da expressao (5.4) correspondem respectivamente a
escalares, vetores, bivetores, trivetores e um pseudoescalar, sendo analogos aos p-vetores
em (2.156).

Na perspectiva de Bohm e Hiley (1983), a equagao de Dirac (3.11) para uma

particula livre sem massa, pode ser escrita como:
n

o
r_T - : P — =
=0 : =0 (5.5)
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que, devido ao espaco de Minkowski ¢ = 1,2, 3, 4. Adotando o ordenamento das operacoes

acima, segundo a notacao seta “—” a direita ou esquerda, segue de (5.5) que:

0 9
?“(%mw =0 ; 7‘%¢ =0 . (5.6)

Como discutido na se¢ao 3.2, a expressao (3.19) estabelece uma relagao entre os

geradores de Dirac e Schonberg,
T = (L) £ g (IY). (5.7)
Assim, renomeando segundo a notagao (BOHM; HILEY, 1983; HOLLAND, 1986),

ctt— (Iu>

1) v (58)
' — g (IY)
a expressao anterior sera,
Yy =R — (5.9)
o que torna possivel reescrever (5.4) como,
1 1
w — CO 4 C@C+9 + 50}\90—&-)\0—{—9 + §CVAGC+VC+)\C+0+
i !
+ EONVAGC+HC+VC+AC+9 (5.10)

onde p, v, \,0 =1,2,3,4. Assim, o spinor de Dirac esta escrito segundo os geradores da
algebra de Schonberg pertencentes a subédlgebra (P)G,. Essa é a expressao indicada por
Bohm e Hiley (1983).

Por outro lado é possivel, a partir de (5.8), escrever que:

C“ﬁu — % (»«/-Hl _|_ 7_»“)

=3 (™ = 774) .

que, se substituidos em (5.10), determinam o spinor de Dirac em termos dos geradores
e 77*, mostrando assim que uma algebra de Clifford, como espaco vetorial, compreende
dois subespagos com métricas de sinais contrarios (BOHM; HILEY, 1983; FERNANDES,
1991).

Com as matrizes de Dirac notadas por “seta” em (5.6), inclusive a v°> em (3.16), é

possivel obter as seguintes relagoes (BOHM; HILEY, 1983) de demonstragoes imediatas,

AL =] =2 (512

15 =35 o (513)

] =[] =0 (5.14)
+ +




5.1. FEquacgdo de Dirac 109

onde a notacao “seta” para ° é,
—5 —13253 4 <5 4434241
v =17y .Y =YY (5.15)
E oportuno estabelecer uma relacio entre os geradores de Schénberg v+, ~# e
as matrizes de Dirac, introduzidas por Bohm e Hiley (1983), representadas na notagao
“seta”, de maneira que sejam validas as regras (3.20). Como afirmam Bohm e Hiley (1983),
—5¢5 . . S = .
o ente v v anticomuta com quaisquer elementos v e v , ou seja,

—5+5 —p

5+5 o
[73,? =777 =0 . (5.16)
+ +
De fato,
55 o [ payy) H—5¢-5 5+5 n—5
T =TT TV e=TT e + 7T )

5 M
=7 (E7"°) + 5 (YP6°) = APty + PEy Syt

bep <5 5 5 n
=7 (5 +5"%7%) =77 [77.5"] e=0
5<5
L7 e=0
+

que é uma das anticomutagoes (5.16), sendo a outra comprovada analogamente. Com a

garantia da anticomutagao (5.14), é possivel definir:

y =" (5.17)
v =Y (5.18)

ficando preservadas as relagoes de anticomutacao (3.20).

E importante também determinar qual é o operador “seta” na dlgebra de Dirac
que corresponde a identidade e que, na representagao usual, é obtida da expressao (3.17)
através da multiplicacao 7°+° = 1. Obtém-se, assim, que:

—5¢-5, , =55

YY)y y)=1 (5.19)
pois
55 55 55355 55
FA)E =TT Y E=T T =1y =¢
55 55
(VYY) =1,

ou seja, para recuperar o resultado usual da matriz de Dirac 7° na notacao “seta”, é
necessario duplicar a composicao direita-esquerda, que isoladamente nao fornece o ente
identidade.

Por fim, é consequéncia dos resultados anteriores as seguintes anticomutagoes,

[C—HVL7 CI/]+ — guu
[C-HJ«? C+V]+ — [0“7 CI/]

(5.20)

+=0
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que sdo dedutiveis das regras (3.20) quando substituidas as expressoes (5.11) e utilizadas
as relagoes (2.116)-(2.118). Esses operadores sao denominados por Bohm e Hiley (1983)

de operadores de criagdo e aniquilagdo de Schonberg.

Liouvilliano generalizado

Sejam as equagoes de Dirac com auséncia de massa dadas pelas relagoes (5.6).

Considerando a segunda equagao multiplicada por f—y>5<§5 e utilizando (5.17) e (5.18), tem-se:

0 0
+M o N _'u— o 21
Vet =0 ; T =0 (5.21)

A partir das expressoes (5.11) segue que:

7"‘# — % (C+H —+ CU‘)
(o (5.22)
ou seja, (5.21) pode ser escrita como,
0
(¢t + c“)axmw =0 (5.23)
0
(C+u - C’O@d) =0 (524)
Considerando as mudancas de variaveis
1
XH = E(x“ +a"y = at — ™ (5.25)
as equagoes (5.23) e (5.24) resultam em:
1 0 0
(cH + ) [5 T 8_17“] =0 (5.26)
1 0 0
(¢t — e [5 SxE - 8_77#] =0 (5.27)

e realizando as operagoes de adicao e subtragao entre (5.26) e (5.27) tem-se respectivamente
(BOHM; HILEY, 1983; FERNANDES, 1991),

lﬂ‘ 0 — N_a Bl —

<2c oxn " C o w(X* ") =0, (5.28)
1,0 0

ppo _ T B —

<2c oxn " C _Onl‘)w(X ") =0. (5.29)

Aplicando entao a transformada de Wigner-Moyal (MOYAL, 1949) dada por (4.36),

1 —
Fxr, Py = o [o(Xe g ye Bty (5.30)
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surgem as integrais,

a’(ﬁ _lPan,d477 - 6F

| o = o5 (5.31)
9P Pt i _
2n ] gyt A = ilF (5.32)

e as equagoes (5.28) e (5.29) se tornam respectivamente (BOHM; HILEY, 1983; FERNAN-
DES, 1991),

1 0 ‘
<§C+M8XN — zc“Pu> F(X* P*) =0 (5.33)
L O onp ) Fxe pry = (5.34)
2 0XH g '
onde tem-se os operadores “Liouvillianos” dados por:
1 0 , 1 0 ,
L — §C+H8X” —ic'P, , L= 20 oxn ic™tp, (5.35)

Operando quadraticamente sobre F(X*, P*), obtém-se:

1 o) 1 o)
e — | Zotw gk v Gk ya
LL B (20 oxn  ° P“) <QC 6Xu e P”)

L,y 0 0 iy, 0 9,
= — QR - — P _ M +1/P _ o VP P
1€ axn GXV}— e 8X“( ,F) 20 XY F +ite F=0
(5.36)
onde V(p,v), [¢t, P,] = [¢*, P,] = [P,, P,] = 0. Uma operagdo L™ L*" forncce o mesmo

resultado de (5.36), trocando-se apenas os indices tensoriais g = v. Assim, realizando a

operacao de soma, obtém-se,

(L L I F = (5.37)
e sabendo-se que,
Jg 0 Jg 0
oXH GXV}—_ OXH GX”]:
0 oF
axn P = Pogs
a adigao (5.37) resulta em,
Lo o, O°F i ) OF i, v oF v B
4[0 ,C ]+8X“XV 2[0 4P, XH 2[0 |+ P“@X [c*, P, P,F =0
(5.38)

onde, utilizando as regras de comutagao dadas por (5.20), tem-se (BOHM; HILEY, 1983;
FERNANDES, 1991):

. OF
[C_H ,C ]_l_Pym =0 (539)
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que ¢ a equacao de Liouville-von Neumann para particula livre de Dirac com spin 1/2 e

sem massa, descrita no espago de fase generalizado, ou seja,

0

L irac — +“7 v Py_
D [c™, "]+ IxXH

(5.40)

é o Liouvilliano generalizado correspondente a equacao de Dirac para uma particula livre

S€Im 1mnassa.

5.2 Equacao de Duffin-Kemmer-Petiau

Digressoes e contextualizacoes

Na secao 3.3.2, sao discutidos os resultados que fundamentam a proposicao 36,
onde as matrizes de DKP sao apresentadas como geradores das subdalgebras de G,,, com
métricas +g,,. Tem-se entao, respectivamente, a relagao fundamental e os geradores de
DKP, dados por:

BPEBPEBYT 4 BT BPE B = £(gw B + gnBP) (5.41)
ﬁ;&p)i = (Hp)(Iu) + gMV(IV>(HP> (5.42)

cujos valores pu,v = 1,2,3,4 sao devidos ao espago de Minkowski e p = 0,1,2,3,...,n
estao relacionados aos indices p-tensoriais, andlogos a expressao do spinor de Dirac (5.4),
sendo que p = —1 é uma algebra trivial de DKP. Os diferentes valores do indice p estao
associados aos subespacos lineares contidos em G, construidos a partir de um espaco

vetorial V de dim(V) = n, como visto ao longo da se¢ao 2.2.

Como pode ser observado, a algebra de Dirac possui uma estreita relacao com a
algebra de DKP se, ao invés do projetor (II,), for considerado o operador identidade 1,
na relacao (5.42), que fornece justamente os geradores em (5.7). Este resultado pode ser
obtido analiticamente, sobre todas as ordens possiveis de p, onde 0 < p < n, através do

somatoério em (5.42). Ou seja,

n

3P = Y (I, igwl”i ) = 10, (L) £ g (') 1c,

p=0 p=0

(5.43)

onde foi utilizada a definicao do operador identidade dada na proposigao 34(i); este
resultado ¢ indicado por Schonberg (1957b). Desta maneira, para construir os geradores de
Dirac a partir da algebra de DKP, é necesséario considerar o universo de todos os geradores

de DKP, p indexados, associados aos subespacos de G,,. Uma outra relacio’ que pode ser

L Esse foi o gerador utilizado por Fernandes (1991), como ente fundamental na obten¢do do Liouvilliano

generalizado de DKP.
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estabelecida advém da andlise de (5.42) quando p = 0,

By = (Thp)(1,.) % g, (1) (TT) (5.44)

cuja notacao adotada ¢ 5+ = g, Multiplicando o projetor (Ily) separadamente & direita

e esquerda de (5.7), tem-se:

(To);y = (To)(L,) & gy (TLo)(I¥)

= (Ho)(Ly) £ g, (T)(TLy) = (TLo)(T,.) (5.45)
Y () = (L) (o) + g, (1) (ILo)

= (1) (1) £ gy (1) (o) = £, (1) (), (5.46)

b= (M), ] (5.47)

onde foram utilizadas a proposigao 35 e a definigao 38(i). Generalizando para quaisquer p,

tem-se:
(Hp)%jf = (Hp)(Iu) + gw/(IV)(Hp—l) (5.48)
Y () = (T, 1)(L,) & g, (17)(T1,) (5.49)
O BPE 4 BEIE = [(I,), ﬁL (5.50)

Estes resultados demonstram que a métrica do subespago utilizado em uma determinada
subalgebra de G,,, deve ser mantida quando sdo usados simultaneamente os geradores da
algebra de Dirac e de DKP.

Analogamente ao caso da equacao de Dirac, o campo de DKP é definido pela
expressao (5.2), que deve ser entendido também como um ente de Bohm e Hiley (1983),
podendo corresponder a uma matriz caracteristica & = &; (2, 2#). A equagao de DKP
dada por (3.28), para uma particula livre de massa desprezivel, pode ser escrita como:

p 0 2

ox't oxt

onde, por consequéncia do espaco de Minkowski, 4 = 1,2, 3,4. Segundo a notagao “seta”
de Bohm e Hiley (1983), e considerando os indices p, tem-se (FERNANDES, 1991),

- 0 &0
B&)@gb:() ) 5(’2)@

B =0 (5.51)

¢ =0 (5.52)

Considerando as defini¢bes dos geradores de DKP (5.42) expressas em termos da

notacao adotada em (5.8), tem-se*:
b?;)i — (L)1) — (IL)c™

(5.53)
b?p) — gu)1L) —  (IL)

2 Estes foram os entes utilizados por Fernandes e Vianna (1999), onde generalizam os resultados obtidos

de p=0 (FERNANDES, 1991) para Vp,0 < p < n, no espaco de fase generalizado.
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onde é natural escrevé-los em termos dos geradores de Dirac ponderados pelo projetor
(IL,), devido os mesmos pertencerem & mesma algebra de Schénberg no espaco G,,. Logo,
os geradores (5.42) passam a ser denotados por

+ g+ +
B;(Lp) - b(pl; + b?p) — 5(1)7 (5.54)

tornando possivel estabelecer a igualdade

_l’_ _ —

b = SO (5.55)
_ 1 -

by = 3B = 57)

Para os geradores de DKP escritos com notagao “seta” (5.52), além das auxiliares

dadas por (3.32) e (3.33), tém-se as relagoes:

[ =« Lo

/B;(/,p)a /85/1))] = {7757 775} _ = 0 (556)
[ & o s o

BP | =180, =0, p#v (5.57)
L + _

RN -

/Bl(Lp)7 ?7)5‘| = |\/8‘up)7 <55‘| = 0 (558)
L + +

de onde, a partir das expressoes dadas por (3.32) e (3.33), chega-se a:

— :
n,=2(8")? -1, (5.59)
s 22z
Ns = MN1M2M374- (5.60)
Assim como ocorre com ’75;5, em relacao a ”_ym e i?“ no caso de Dirac, o ente 7]);55
— =

anticomuta com quaisquer elementos ﬂf}’) e ﬁﬁp), ou seja,

— —
[m,ﬁ,@] _ [m,ﬂ,sm] o (5.61)

+ +

resultado que tem prova semelhante a realizada para (5.16), considerando nesse caso a

expressao (5.58). Este conjunto de regras permite relacionar os entes,

_>
pErt = g (5.62)
+—
BPIT =518 (5.63)

ficando preservadas as relagoes (5.41), dadas pelos geradores de Schonberg na dlgebra de
DKP.

E pertinente determinar o ente identidade no contexto da notacao “seta”, conside-

rando os geradores de DKP. Na notac¢ao usual, a identidade pode ser calculada a partir da
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relagdo (3.33), onde 7515 = 1, que é uma consequéncia das regras de Kemmer (1939) dadas

por (3.34) e (3.35). Contudo, a identidade expressa segundo a notagdo “seta”, é dada por

(15m5)(M5m5) =1 (5.64)

cuja demonstragao é idéntica ao caso de Dirac (5.19). Assim, a igualdade (5.64) recupera
o operador identidade no contexto das matrizes de DKP escritas como operadores “seta”,

~ , , — 4 .
o que nao ¢ possivel com o ente 7,75 isoladamente.

Sejam as notagoes (5.53) e as propriedades do projetor (I1,), dadas pelas proposigoes

34(ii) e 35; entao, segue que:

Dby = () (L)oo (') (L) = i (1) (T4 ) (1) (IT,)

= guo(L) (") (IL,)(IL,) = goo(L,)(I")(IL,) = c*¥e"(IL,); (5.65)
b = 900 (I')(AL,)(IL,) (L) = g (1°)(IL,)(L,.)

= 9o (I") (L) (Ty41) = "™ (Tp0); (5.66)
Dby = (M) (L)(IL,)(L,) = (L) (M) (L) () = 0; (5.67)
Vi Uip) = 910 (1) (X1) 9 (I) (1) = oo (1) (1L, (TLy1.0) (1) = 05 (5.68)

onde a notagao (5.53) facilita as demonstragoes pois torna desnecessério utilizar subindices

mudos na métrica g,,, como pode ser visto em (5.65) e (5.66).

Com as expressoes (5.65) e (5.66) bem estabelecidas, é possivel determinar as regras

de anticomutagao como discutido em (5.20), ou seja,

b?;f)bb?p) + b(”mb?;? = cH(IL,) + e (T4q)
= [QW - Cycﬂt] (IL,) + "¢ (Mp4a)
= g"(IL,) — "¢ (I1,) 4+ " (I, 41)

permitindo listar as relagoes de anticomutacao para qualquer gerador da algebra de DKP,

escritas em termos das notagoes (5.8) e (5.53); assim, tem-se,

{l)z;f)lq b(yp)} N = gl“/ (Hp) _ CI/C-I—;L(Hp) + CVC—I—IL (Hp+1>

) v (5.69)
1565065, = [l ¥ ], =0

independentemente da ordem p dos elementos da algebra de DKP.

Para o entendimento de como atuam as relagoes de anticomutagao (5.69) sobre os
elementos de DKP (5.2), é necessério considerar a proposicao 35 e a defini¢ao 38, além

dos efeitos dos projetores sobre elementos do espaco G, vistos na secao 2.2.5.3. Tem-se os
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resultados:
p=0, [bTH b”]Jr = g"(I1y) + cVctH(I1,)
/cth(Ily) = ¢ (I1_y)c™ = 0;

p=1 (b by, = g (M) — et (L) + e (IT)
et (I1y) = ¢ (Ilp)ct™ = (I1y) e ™ £ 0;
’ct(Ily) = (Ily)c"e™ # 0
ce (5.70)
p=n-—1, [b(tf_l), b(”n_l)L = g"(IL,_y) — ct(IL,_ 1) + /¢ ti(IT,,)
e l) #0 (1) #0;
_ + v _
p=n, [b(n*;, b(n)L =0
g (IL,) — ¢t (IL,) = e (IL,) = o (I, ) = 0
eI, 1) = 0.
Dessa maneira, com um ente de DKP escrito para n = 4, como
Q=5+ v+ o+ or+op (5.71)

onde os indices correspondem?, respectivamente a escalar, vetor, bivetor, trivetor e pseu-
doescalar, pode-se analisar a agao dos resultados (5.70) atuando sobre esse ente maximal
(5.71), lembrando que 0 < p < n.

Liouvilliano generalizado

As equacoes de DKP para uma particula livre e sem termo de massa, dadas por
(5.52), se escritas considerando as relacdes (5.62) e (5.63), sendo w = 77575, resultam em
(FERNANDES; VIANNA, 1999):

0 0
m+_2_ 4 . P)-_Z_ 45—
B 5 m® =0 , B 5 ®=0 (5.72)
onde, considerando (5.55),
_ 1yt
B/(tp)Jr —2 (bfl; + b;(Lp)) (5.73)
— 1 (e ‘
BP™ =3 (b = t)
e substituindo em (5.72), tem-se:
0
(b +biry) ¢ =0 (5.74)
0
+ _
(b = V)50 = 0 (5.75)

3 Serdio utilizados de forma genérica, sem considerar os coeficientes tensoriais nas demonstracdes. Por
exemplo, toda vez que surgir o ente “trivetor”, o mesmo serd indicado por ¢r;
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Usando a mudanga de varidveis (4.35), essas equagoes tornam-se

1 0
+
(biy) + b)) [5 X H 877“] ¢ = (5.76)
1 0 0
+ J—
(b(pA)L b ) [2 OXH + 3_77“1 ¢ =0, (5.77)
em que a adigdo e subtragdo entre (5.76) e (5.77) fornecem, respectivamente,
0 9,
+“ Y Boph) —
0 0
“ — B —

Entao, aplicando a transformacao de Wigner-Moyal (5.30) e posteriormente utilizando os
resultados das integrais (5.31) e (5.32), obtém-se (FERNANDES; VIANNA, 1999):

o
( b&“a){u Zb?p))P#> F(XH, P*) =0 (5.80)
0
H +u I Yy
( V) gen — P>f(X Py =0 (5.81)

que consequentemente fornecem os operadores “Liouvilliano”,

b*ﬂ 0
2 P oxn

)
—if, P, L= bu e — b Dy (5.82)

LHn —

Finalmente, operando (LHH LY  [HLFH)F = 0 e utilizando as relagdes de

anticomutagao (5.69), tem-se que (FERNANDES; VIANNA, 1999):

OF
+ _
bG8 b+ Py = 0 (5.83)

que é uma equacao do tipo Liouville-von Neumann para a equacao de Duffin-Kemmer-
Petiau, descrevendo particulas de spin 0 ou 1 livres, de massa desprezivel, expressa no
espago de fase generalizado. Logo, a partir da equagdo (5.83), tem-se (FERNANDES;
VIANNA, 1999):

0

Lpxp = by, b+ Poas Y (5.84)

que é chamado de Liouvillino generalizado de DKP com particula livre e de massa
desprezivel. A métrica que foi utilizada por Fernandes e Vianna (1999) é diag(1, —1,—1, —1),

e estes resultados coincidem com os obtidos pelos mesmos.
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5.3 Equacao de Fiez-Pauli-Gupta

Digressoes e contextualizacoes

Na secao 3.4.2 foram propostas as bases para a estrutura matematica da algebra de
Fierz-Pauli-Gupta, que corresponde a particulas de spin 3/2. As rela¢oes demonstram que
seus geradores sao uma composicao aditiva dos geradores de Dirac e de DKP, na algebra
de Schénberg em G,,, como mostram as relagoes fundamentais (3.57) e (3.58), repetidas
abaixo,

> (aﬁp)ia(gp)i — ng)a(Ap)ia/gp)i =0 (5.85)

(permut.)

aP* =y i+ (5.86)

onde os indices gregos 7,0, A\, p, p = 1,2, 3,4 sdo devidos ao espago de Minkowski (M), e
0 < p < n sao indices p-tensoriais associados ao spinor de FPG, anélogo a (5.4). Cabe
repetir que os valores de p correspondem a indexacao dos subespacos lineares contidos em

G, cuja base advém do espago vetorial V com dim (V) = n,

Devido os geradores da algebra de FPG serem uma composigao dos geradores de
Dirac e DKP, é importante verificar uma relagdo como calculada em (5.43). Assim, a soma

de todos os possiveis geradores de FPG fornece:

n n n n

Dol =Y i AP = Y 1y
p=0 p=0 p=0 p=0

= n’yj + z"yff

n
23 alPE = (nl 4+d1) 4 E (5.87)
p=0

onde esta subentendido que a identidade 1 = 1. Como pode ser observado, os geradores
de FPG sao definidos por uma parte real ponderada pela indexac¢ao p ¢ uma parte imaginaria
no plano complexo em relagao aos geradores da algebra de Dirac (Clifford). Este resultado
complexado estd implicitamente relacionado ao operador “projetor estrela”(ou complexo)

(3.60), que surge naturalmente da estrutura mateméatica que propusemos na sec¢ao 3.4.2.

Desta forma, seja a defini¢do dada em (3.61),

o™ = (I)(L,) + g0 (1) (IT}) (5.88)

m

onde, fazendo a mesma operacao discutida em (5.87) e lembrando que o somatério do

projetor estrela é dado pela proposicao 37(i), resulta que:

n

Zoaff’)i = Z()(H;)fyj = (n1+41)~F (5.89)
p= p=
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ou seja, coincide com o resultado fornecido por (5.87). Assim, o fator complexo multipli-
cativo em (5.87) surge naturalmente como parte da algebra de FPG, onde os geradores
da algebra de Schonberg passam a ser descritos sobre o espago complexo. Desta forma, a

algebra de FPG é uma extensao complexa das algebra de Dirac e de Duffin-Kemmer-Petiau.

Ainda sob a Otica das relagbes entre as algebras, faltam as andlises sobre os valores
particulares em n,p ou das possiveis correlacoes individualizadas. Neste sentido, existem
0s casos especiais dos valores p = —1, p = n e p = n + 1 que, substituidos na relagao
(5.88), fornecem:

afj”i = (L) £ gu(l") =, (5.90)
Oéﬁl‘)i =(I,) £ gu@) =7, (5.91)
0&&”*”* =(I,) £ ) =7, (5.92)

onde foram utilizadas as propriedades dos operadores projetor e projetor estrela, da
definigdo 38 e proposi¢ao 38. Assim, ol Y, a("* e al"tD* também sdo geradores da
algebra de Dirac (Clifford), obedecendo as regras (3.20). Uma analise, no entanto, mostra
que se torna desprezivel considerar geradores da algebra de FPG com p > n e, como nas

algebras de Dirac e de DKP, eles estao limitados ao intervalo 0 < p < n.

Devido a semelhanga (na forma e nao no contetido) entre as equagdes de campos
discutidas, as assertivas anteriores, com as devidas mudancas, sdo validas também para o
caso de FPG. As relagoes algébricas implicitas sdo, no entanto, extremamente diferentes.
Sejam entao o spinor de FPG definido por (5.2) e a equagao de FPG (3.46) de particula
livre e massa desprezivel escrita como:

00 o oo,
Ox'm ’ Oah

onde, devido ao espaco de Minkowski, ;n = 1,2, 3,4. Para a notagao “seta” de Bohm e

a =0 (5.93)

Hiley (1983) e usando indices p, tem-se

i 9 . w 0

que, pela defini¢do (3.54), sdo escritos como:

- . -

aP) =75, +ipP (5.95)
D o

al) =75, +iBP. (5.96)

Sejam agora os geradores de FPG (5.88), expressos em termos das métricas do

espago G, escritos com notagao semelhante aquelas em (5.8) e (5.53), ou seja,

apy — ()LL) — (I)ct”

ap,y — gu(I)IL) —  H(IL})

(5.97)
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onde o projetor estrela obedece as propriedades descritas nas proposi¢oes 37 e 38. Desta

maneira, os geradores (5.88) podem ser expressos também como

P+ _ +u Iz tp
s = ag) Fag) — g, (5.98)

tornando possivel estabelecer a igualdade:

o1 -

ag) = 1(@PF + olP)7) (5.99)
_1 -

ag,) = 5(048”” - aflp) )

que tem forma equivalente aquelas apresentadas nos casos de Dirac e de Duffin-Kemmer-

Petiau, nas secoes anteriores.

E importante entender quais regras (anticomutacao e/ou comutagao) sao possiveis
de serem extraidas dos entes de FPG, na notagao seta. Assim, é necessario analisar as
relagdes entre os operadores seta de Dirac e de DKP e, consequentemente, de FPG. Sejam,
assim, as relagoes dadas por (3.52), (5.56)-(5.61) e (5.12)-(5.16); demonstra-se de forma

simples, que:

n om] _ [er al]

7 751/ - fy 761/ _0 (5100)
:_, — «

“/“,ﬁ,ﬁp)] = [w“,ﬁ,ﬁp)l =0 (5.101)
L + +

[ < PR T — —p —

_Al/ 7771/}_ =17 >Ny _ = y M5 = {A/ 77]5]_ = (5102)
] = =] =3 s =0 (5.103)

onde, nestes casos, os indices u, v sdo posicionados acima-abaixo apenas por conveniéncia

de notagdo, para concordar respectivamente com suas posigoes em -, 3, nas equagoes (5.6)
e (5.52).

Segundo, adotando a notacao w = 35%5 = <ﬁ 775, é possivel verificar que

[*5“5 (5.104)

Desta maneira, uma outra regra fundamental pode ser deduzida como consequéncia
das propriedades discutidas anteriormente; essa regra explicita a relagdo entre um operador
seta de FPG e os entes que definem o operador identidade de Dirac e de DKP. Assim,
considerando as expressoes (5.95) e (5.96), tem-se:

-
(

l?‘rﬁsw a@)] - h&fw,af)] — 0 (5.105)
+ +

onde em todas as demonstragoes acima foram utilizadas as comutacoes e anticomutagoes

(5.100)-(5.103). Observe que a relagao de anticomutacao (5.105) tem correspondéncia com
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aquelas determinadas em (5.16) e (5.61), o que permite finalmente ter as relagoes,

—

aPt = qp) (5.106)
—5¢5 <
al(f’)_ =7 waflp) (5.107)

A determinagao da identidade na notagao seta dos entes de FPG pode ser realizada
considerando as identidades de Dirac e de DKP, respectivamente encontradas em (5.19) e
(5.64). Com efeito, tem-se,

(FH WP =G Pu? =1 (5.108)
onde ¢ imediato que f_y)s(ff)w # 1 e na notagio usual 7°7°nsm5 = 1. Ou seja, a expressao
(5.108) fornece o operador identidade, quando os entes de FPG sdo escritos em termos de

operadores seta.

E preciso uma anélise sobre os entes (5.106) e (5.107), segundo as expressoes (5.95)

e (5.96). Escritos explicitamente, segue que,

- .
=iy > =i 5109
_ 505 o 5¢5 45¢5 _ _ .
a(pl; =75 WO‘;(AP) =wy ¥ Y +i7 5 w%) = O‘(pl; =7 "+ Z5(1#' (5.110)

Vale ressaltar que, devido as relages (5.100)-(5.103), w é um invariante da algebra de
Dirac e 7y>5<§5 um invariante da algebra de DKP, como demonstrado anteriormente. Por
esta razao, é possivel escrever a tltima igualdade em (5.110). Entao, substituindo em
(5.99) as expressoes (5.109) e (5.110), tem-se que

an = (i) + (rrisg)} > a=cteal (1)
dhy = S is) — (risg)} > aly =t (5.112)

onde foram utilizadas as igualdades (5.11) e (5.55). Com isso, quando sdo consideradas
as relagoes (5.20) e (5.69), bem como as propriedades do projetor (Il,),Vp,0 < p < n,

obtém-se de forma direta as seguintes anticomutagoes,
i3 alp], = [, = 0 V] [ bl + (665
= g — [b&‘)‘, b’(’p)L +1 {c+“c”(1'[p) + c”(Hp)cﬂ‘} +1 {(Hp)c+“c” + c”(Hp)c+“}
=97 - [bz;)l;’ b,(/P)] + t+e {CJWCV(H;D) + CVCJF“(H;DH)} +i {C+M(Hp+1)cy + CVCJFM(HpH)}
g {a&’;, a’(’p)Lr = g" — {b&’;, b’(’p)L +i2{ct*’(I1,) + /™ (IL,41)}  (5.113)
em que foram utilizadas as relagoes (5.20). Da mesma forma, sao obtidos os casos triviais,
agyaly], =0 (5.114)

afyapy =0 (5.115)
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Para testar a consisténcia da algebra proposta, sejam as notagoes dadas em (5.97),
destacando as propriedades do projetor (IT;) discutidas nas proposigoes 37 e 38. Logo,
para Vp,0 < p < n, sao validas as relagoes:

[aieaty], = aiay + ey = (e (L) + o (L) ()™

— CH(IL ) (L) + (L) = e (IL) + /e (I, )
L — (IL) 4 £2(IL)} + (L — (I ) +i2(TL )
[,y — e (IL,) — e (Tyen) + 2! (IL) + e (IL,e))
¢,y — (L) (IL,) — e (e )(ILyen) + 2{c e (IL,) + ¢’ (T4 )}
= [c™, "]+ — (T,)c™ " (T0,) — ¢ (TL,) (T,) ™ + 2{c™c"(II,) + ¢ (T py1) }
alaly] =0 = b by |+ 2T, £ ML) (5.116)

+ +v ++V +v _+ *\ .+ *\ 4V *\ +V *\ +
agysals] = alialy +alyagy = (M) (IL)e + (T;)et (I

= (I, ) (I e™ + ™ (TL, ) (T )™

= (I (I}, )e ™™ + (I) (IL; e e ™
= ()15 ) { WaCJWL
. + v _
- |alh, ag]‘,)h =0 (5.117)
Ayl , = alyaly +afya, = ¢ () () + ¢ (IT;)c(I1;)
= (I )c* (I )e” + (T )" (T ) e
= (IL, ) (Ip) e’ + (TL; ) (TT) e
= (1L ) (L) [e*, ¢”]
gy aly) =0 (5.118)

Observamos que os resultados para as relagdes de anticomutagao (5.113), (5.116) e demais
casos nulos sao coincidentes. No entanto, para obter (5.116)-(5.118) foi utilizada a prépria
estrutura matematica proposta para a algebra de Fierz-Pauli-Gupta enquanto que, no
caso de (5.113), ndo foi preciso explicitar o projetor complexo (ITy), estando implicito na

composicao das algebras de Dirac e DKP.

Um caso particular corresponde a p = 0 em (5.116), quando se trata de entes

escalares da algebra Gy C G,,. Neste caso,
[azro’;, a’(/O)L = g — [b@‘;, b } + 2{c" ' (Ip) + '™ (I1,)}
= i2{c™c"(Iy) + ’c™™(I1}) } = i2{c™"c" (1) + " (Iy)c T}
= i2{ (o) c™'¢" (Thg) + ¢ (Ty) (Thg)c ™4} = i2 b, b”L
. +un v _ s uv
ata L = i2g (5.119)

ou seja, mesmo no caso mais simples, os entes de FPG deverao estar no espaco G,, definido

sobre o corpo complexo.
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Liouvilliano generalizado

Para obter o Liouvilliano generalizado associado ao campo de Fierz-Pauli-Gupta
seguiremos a metodologia empregada no caso do campo de Dirac e do campo de Duffin-
Kemmer-Petiau. Sejam assim as equagoes de FPG (5.94) para particula livre e com massa
desprezivel. Pelas relagoes (5.106), (5.107) e 7535% as equagoes (5.94) se tornam:

0

aPt 50 =0 : ap) mgb = (5.120)
que, com (5.99), ou seja,
( B H
aﬂp)+ 2 (a(p) + a@)) (5 121)
a(p)_ — l (a—i_u a,'u ) )
Iz 2 \"() (p)
podem ser escritas como:
Y _(9 =0 5.122
( ()+a(p)>axm¢_ ( . )
0
(agh — ay, )d 6 =0. (5.123)
A mudanga de variaveis (4.35) aplicada ao spinor de FPG resulta em ¢(z#, 2'*') = ¢p(XH, nH)
e, assim,
1 0 0
o —
10 0
+ _

Somando e subtraindo (5.124) e (5.125), tem-se, respectivamente,

1., 0 9
<2 (pMaXp, - al(lp)a_n“> P(XH, ") =0 (5.126)
Ly 0 0
<§a?p) oxn (pua u) p(XH, ") =0 (5.127)
cuja transformacao de Wigner-Moyal (5.30), considerando os resultados de (5.31) e (5.32),
fornece
a0 —iat B, ) FX P =0 (5.128)
5 %) oXH Ly )y ) =0, )
1 .
(2‘%))3)@ - m?}’fpu) F(XH, Py =0, (5.129)

1, 0
§<p>aXH_m<

"p, , L — ‘P, (5.130)

p)
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Com as relaces de anticomutacio (5.116)-(5.118) e (LA LY - LV L) F = 0, obtém-
se,

o oOF

que corresponde a equacao de Liouville-von Neumann quando a equacao de Fierz-Pauli-
Gupta é descrita no espaco de fase generalizado determinando-se entao, para particulas

livres de spin 3/2 e massa desprezivel, que:

)
Lipa = [af), af‘p)hpym (5.132)

¢ o operador denominado Liouvillino generalizado de FPG. Utilizando o resultado (5.113),

entdo (5.132) pode ser escrita na forma geral

LD , o . y y o
Lerg = 0 Pugs = 165t , P + 120 () + ¢ (M)} Py
(5.133)

demonstrando que, além das algebras de Dirac e de DKP estarem contidas na algebra
de FPG, o ultimo termo indica uma complexagao da &algebra spinorial de Schoénberg,
que também se apresenta no Liouvilliano generalizado. Este resultado também pode ser
determinado ao escrever de forma explicita, em (5.93), os entes de Dirac e DKP. Assim,
na representagao dos operadores seta (5.95) e (5.96), tem-se:

T SN, epn S0

(v +Z5&))@¢=0 ; (v +Z/Bé))@¢= 0 (5.134)
e, nesse caso, para obter a equagao no espaco de fase generalizado, deve-se seguir analo-
gamente a metodologia e discussdes anteriormente realizadas. Na realidade, a segunda

545 5¢5
equacao deve ser multiplicada por ? <§ w, onde w ¢é invariante na algebra de Dirac e :; <§
na de DKP.
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5.4 Teoria Quantica de Campos com Interacao Eletromagnética

Esta se¢do tem como objetivo determinar o Liouvilliano generalizado para particula
de spin 3/2 de massa m, submetida a um campo eletromagnético externo qualquer. Como
as equacoes de campos discutidas neste trabalho sao semelhantes, primeiramente sera
determinada a equacao de Liouville-von Neumann para a equagao do campo de Fierz-
Pauli-Gupta. Em seguida, serao abordados os casos de Dirac e de Duffin-Kemmer-Petiau,

cujos procedimentos e resultados sao analogos ao de FPG.

Equacdo de Fierz-Pauli-Gupta

& ’

onde o ente A,(z") é o potencial quadridimensional eletromagnético e z¥ as variaveis
independentes sobre o espago de Minkowski. De forma simples, a relacado de comutacao

entre diferentes operadores quadridimensionais pode ser obtida como:
e, .
D, Df| = £ (OuAy = 0,A,) (5.136)

que, considerando o tensor eletromagnético quadridimensional F), = 9,4, — 0,4, nos

fornece
Lo 1€
[DM , Dy] =+—Fu (5.137)

A equacao de FPG para uma particula de massa m submetida a um campo

eletromagnético externo ¢ dada, entao, como:

— —
afy (D, +m)p =0 ; afy (D, +m)¢ = 0. (5.138)
Assim, considerando as igualdades (5.106) e (5.107) e definindo a notagao a = ’_fs(’?sw, a
expressao (5.138) resulta em
(alt +al')) i—Z.—eA(’“) ¢+mep=0 (5.139)
Up) T ) | m — o me = :
(aft —al')) iﬂ—%(”) ¢+ amo =0 (5.140)
) ~ ) | 5o T 5 Aul@ amao = 0. .

A mudanga de varidveis (2’7, 2*) — (X*,n*) conduz a expansdao sobre o potencial,

isto é,

A, (X” + ”-) ~ AU £ DA, (X, (5.141)
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Entao, utilizando essas transformagoes em (5.139) e (5.140), tem-se:

1 0 0 e 77 0
oo ok o e
(agy + agy) [5 oXi o ¢ (Au 5 v )1 ¢ +me =0, (5.142)
1 0 0 ie n* 0
oo - _
(a(p) a(p)) l2_8Xﬂ +877“ + — . (A + = 5 X )] ¢+ ame =0, (5.143)

e, somando e subtraindo (5.142) e (5.143), segue que:

0 ie , 0O 0 _
[a(y; <8Xu e aXGA“> ~ 2% (8_17“+ o )] ritrame=0. A

0 ie 0 0
H aa_ +u [ Y = _
[a(p) (8){“ + c " &X“A“) 2a (87}# * cA )] ¢+ (1 —a)mo =0. (5.145)

Para aplicar a transformacao de Wigner-Moyal (5.30) a (5.144) e (5.145) de forma
andloga ao realizado em (5.28), (5.29),(5.78), (5.79), (5.126) e (5.127), é necessario calcular
diferentes tipos de integrais, sendo que algumas foram obtidas em (5.31) e (5.32). No
entanto, no tratamento das equagoes considerando um campo eletromagnético externo,

surgem novos tipos de integrais que precisam ser determinadas. Assim, resulta em

0 edA, 0 e
+ 14 _ .
[a(pl; <8X“ T oOXa 3Pa> — 2ag, <Pu - EA“> +(1+ a)m] F=0 (5.146)
0 edA, 0 n e _
la’{p) (aX“ ~ ~3xs apa> 2a,,) (P - EA“> +(1— a)m] F =0, (5.147)

que sao as equagoes de Fierz-Pauli-Gupta no espaco de fase generalizado, considerando
um campo eletromagnético externo e os geradores aa’; e a‘(Lp) da algebra de FPG, descritos

pela algebra de Schonberg no espago G,,.

O préximo passo ¢é obter o operador de Liouville associado a uma das equagoes
(5.146) ou (5.147). Mas, diferentemente dos casos da particula de massa desprezivel, nestas

equagoes existem os fatores “(1 £ a)m”. Entao, utilizando o resultado (5.108), segue que:
(lta)?=1+2a+a*=1+2+1=21+a) =1+a=2 (5.148)

Dessa forma, aproveitando a propriedade (5.148), as equagoes (5.146) e (5.147) podem ser

reescritas como

at A,
( ~(p) 0 +e 40 i+m()<P——A ))}":m}", (5.149)

2 oXr 2. "W oxa P

(p) 0 e 0A, 0

2 oxr 20 e P,
correspondendo a equagdes de autovalor em F. Assim, os operadores “Liouvillianos™ de
FPG sao:

e
+ia (P _ EA“)> F=mF, (5.150)

ot
4 %p) O e +u8A 0 _€
L = 5 8XM+ PR P 9Xa P, +iag, ( Pu cA (5.151)
agy 0 e , 0A, 0 e
_ (p)
L = == g%t ac gxe ap, i) (P cA”>' (5-152)
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Por outro lado, a quadruplicagdo do “Liouvilliano” da equacao de autovalor (5.146),

dada como
(L[—Q—u]L[—‘rV} _|_ LH—V]LH‘H]); — 2m2f (5153)

é, naturalmente, também uma equacgao de autovalor em F, de onde pode ser extraido o
Liouvilliano generalizado. Para obté-lo, inicialmente sera calculado o primeiro termo em
(5.153) e posteriormente adicionados os demais. Assim,

+ u +
L e — (pl)L 0 B + OF \| a(_pi)ll 0 e +U 0A, OF N
2 Xk 2 oXv 2 oXw PoxXeop,

+ +v
_a(p) 0 [ ( _E ) ] e +#(9A 0 _% OF
2 axn o \ T = o) P e e ap, o axv ]| T
e w0 [(e +V8A OF e p0As { (P__A> }
t 5. 9xa o, noxaor, || T 20 oxaop, T+
+v
e ay OF L ( e > e +V8A OF
+za (P cA“> ( 5 8X> +za(p) P, cA“ OXaﬁP +
ity (B ) [y (R A) 7] =i 5150
ou seja,
o [0A, OF
LIFs ] € tu +V v
F= 1% aXu< > 10 " waxe \axa R, )
i e e w +,/5‘A o [ O0F
~ 3% a<p>aXu KP” cA”> F] 1“0 0 9xaop \axv )

¢ 9A, D (DA, OF\ e 9A, 0 e
+H +u v -I—u i) — —
T 120" 5Xa 9P, (aXa ap) T2 W gxa o, KP cA"> F] "

i OF ie . .. DA, OF
~ 39090 (P b EA“) oxv 20w (P b EA“) (aXa o, ) "

. e e
—alal, (PH - EAH) (P,, - ZAV) F = m?F. (5.155)

Alguns termos diferenciais em (5.155) precisam ser analisados, como segue abaixo,

) 9] (8]—“): o) (8]—“)
OXH \0XV XV \ 0X+

@) 0 <8A 8.F> 8]-'(/W</ﬁ/) 0A, 0 (8.7:):8Ay 0 (6}')
OXHr \0X2 0P, oXa 0Xe0XH \OF, 0Xe0XH \OF,

0 e e 0A, e oF
A~ PI/__AI/ - - PI/__AI/
(3) oxH [( c )}—] f+( c )

cOXH oxXH
0 OF 0 OF
(4) IP, 90XV  9XV aP (5.156)
5) o [0A, 6]—“ aA PF  0A, F
P, \ 9xa aP a Xa * oxe oP2 ~ 90X OP2
) ¢ OA, OF OF
(6) OP, [(P” B EA”> ]:} aPa ¢ OP, (P oA ) oP, = O+ <P B _A ) oP,
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Para obter a quadruplicacdo LIFYLFH & suficiente trocar os indices de p = v
na expressao (5.155), cujas derivadas seguem as condigoes andlogas as calculadas em
(5.156). E assim, ao realizar a operagao (5.153), para cujo desenvolvimento sao utilizadas

as relagoes de anticomutagao dadas por (5.116)-(5.118), obtém-se:

+ v € af 6 + v (& 814 8./_"
{a(pl;’ a(p)]Jr <PV - EAV> v { (pl; a(p)]+ <Pu - EAV> £ +

oxn 0X20P,
. e OF e 4, e 0A, OF
T [a(p)’a?p)]Jr (P“ N EA"> oxXv ¢ [a( )? a(p)} (PM N EAN> 0Xo apa+
€ 4y 0A, 0A, VR
—— (agyaly +alyat,) (aX” + o | F =imF (5.157)

e a equacgao de Liouville-von Neumann associada permite determinar que

T o4u e 0 Y e c0A, 0
LrpGim = |04y )|, (P v gAv> axr 196 ), (P v th) p +

oX¥ cOX" 9P,
e /4 » 0A, 0A, o9
— o, (aghaly +alya,) (aX” o | —i2m (5.158)

é o Liouvilliano generalizado no espago de fase (relativistico, como nos casos anteriores)
correspondente a equacao de Fierz-Pauli-Gupta de particula de massa m, submetida a um

campo eletromagnético externo qualquer.

Equacdo de Duffin-Kemmer-Petiau e de Dirac

Ao considerar a equacdo de DKP para uma particula de massa m submetida a um
campo eletromagnético externo, as relagoes que sao obtidas sao semelhantes ao caso de

(» =0, devido a ortogonalidade

FPG. Porém, ha uma simplificacao, ja que b b+” b
dos projetores (II,). Com isso, se torna necessario apenas uma analise sobre as condigoes
(5.156), onde os projetores estrela nao possuem significado intrinseco a dlgebra. Fazendo
entao uma mudanca para os geradores da algebra de DKP, o Liouvilliano de FPG, com

interagao eletromagnética, se torna:

. e 0 Ty e e0A, 0O
LDKP(EM) [b K b } (Py - EAV) _8XH - [b(pljla b(p)}+ <R/ - = > E@Xa 8Pa
RN V. WY, B W
5 (b0t + 50 (W + o | —i2m (5.159)

Diferentemente do caso de DKP e de FPG, os projetores (I1,,) e (IT%) nao participam
da defini¢ao dos geradores da algebra de Dirac. Isto é, as operagoes envolvendo ct#c
e cc” sdo necessarias, assim como as condigOes sobre as derivadas (5.156) as quais,
conjuntamente com as relagdes de anticomutacao destes geradores, fazem os respectivos
termos serem nulos. Ou seja, nao é possivel simplificar os termos de (5.153) utilizando

apenas a ortogonalidade do projetor, como no caso de DKP. Dessa maneira, obtém-se
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nesse caso,

e 0 e edA, 0
L irac = g" PV - _Al/ —g" PI/ - _Az/ - -
Diracqpan = 9 ( c > axe 7 ( c ) coXe 6Pa+

A A,
_ 22 (C+ILCI/+C+I/CM) (a H + 8 > _I/2m2 (5160)

c oXv  OXH

ou seja, (5.159) e (5.160) sao respectivamente os Liouvillianos generalizados das equagdes de

Duffin-Kemmer-Petiau e de Dirac, descritas no espago de fase generalizado (relativistico).

Comparando as equagoes (5.158), (5.159) e (5.160) podemos notar que ha uma
semelhanca formal entre essas devendo-se, no entanto, observar que os geradores presentes

em cada uma delas tém caracteristicas proprias relacionadas ao campo correspondente.

5.5 Interpretacoes

As interpretacoes aqui desenvolvidas, tem como base as discussoes realizadas
inicialmente por Bohm e Hiley (1983), sendo revisitadas por Holland (1986), Fernandes e
Vianna (1999).

Nas expressoes (5.158), (5.159) e (5.160), o primeiro termo esta associado & descri¢ao
da trajetéria no espaco de fase generalizado, contendo um fator que modifica a equacao de
Liouville de particula livre, como visto respectivamente em (5.40), (5.84) e (5.132), por

conta do sistema estar sendo submetido a um campo eletromagnético externo.

O segundo termo representa o efeito da forca eletromagnética, ou forca de Lorentz,

capaz de influenciar o comportamento da trajetoria no espaco de fase, devido a derivada

5P atuando na funcao transformada de Wigner-Moyal.
a

No terceiro termo, como nos casos de Bohm e Hiley (1983), Holland (1986),
Fernandes e Vianna (1999), estdo presentes entes do tipo d?;f; dipy, d = (a,b,cy). A
interpretagao dada por Bohm e Hiley (1983) é que sdo responsaveis por efeitos “spinoriais”,

associando-os ao gerador infinitesimal da transformacao do grupo de Lorentz, dado por,

1 DUV Vi tu

2:_6;11/(7/ Y ‘I"Y Y ):Euuc

1 &, (5.161)

em se tratando dos geradores de Dirac. Nos demais casos, uma transformacao infinitesimal
analoga tem expressao diferente. Isto por que, apesar das algebras serem obtidas a partir
dos geradores de Schonberg, estas sdo extremamente distintas como foi visto nos capitulos

anteriores (por exemplo, observe as relagdes de anticomutacao em cada caso).

E importante observar que as particulas bosonicas (spin inteiro) e fermionicas
(spin sem-inteiros) foram analisadas sobre uma mesma estrutura matemética, a dlgebra de
Schonberg complexada. No entanto, o formalismo matematico desenvolvido por Schonberg

deixa invariavel este aspecto das particulas, isto por que, os geradores das algebras de
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Dirac, DKP e FPG, obedecem respectivamente a algebra matricial intrinseca as relagoes
(3.15), (3.30) e (3.47). Sendo assim, podem ser construidos dentro da teoria quantica de
campos, diferentes tipos de geradores a partir da algebra de Schonberg, permanecendo

integra a natureza fenomenologica e as relagoes fundamentais que definem essa teoria.

E interessante destacar também quais sdo os tipos de particulas associadas as
equacoes até entao discutidas. Exemplos de boésons e férmions sdo respectivamente os
mésons e os bdrions, que sao particulas que interagem através da forca forte. Desta maneira,
a equacao de Fierz-Pauli-Gupta pode ser utilizada para descrever sistemas com barions de
spin 3/2, enquanto a equagao de Duffin-Kemmer-Petiau para o caso dos mésons contendo
spin 0 e 1. Como ilustracao, algumas dessas particulas estao listadas nas tabelas abaixo,
onde podem ser observadas algumas de suas principais propriedades como carga, estranheza

e meia vida.

particula | anti- I&-se carga | spin | Estranh] energia | meia vida| produtos tipicos
particula (part.) | (h/2m) de (s) de
(e) repouso decaimento
(MeV)
* m pi +ou-|+1 0 0 140 2.4x1078 pt + Uy
m? m° pizero |0 0 0 135 8,4x10%7 y+y
K* K kapa- +1 0 +1 494 1,2x10° U+ uy
K? K° kapa0 |0 0 +1 498 0,910 | mt+
n n éta 0 0 0 549 8,0x10™° y+y
p* p ro +1 1 0 769 4,5x102 t + 7?
n n éta linhal 0 0 0 958 2,2x102 | n+m+ T
D* D" dé +1 0 0 1869 1,1x10%2 | K + Tt + 11
V] 1] psi 0 1 0 3097 1,0x10% et +e
B* B beta+ +1 0 0 5278 1,2x10"7 | D+t + 11
Y Y apsilon | 0 1 0 9460 1,3x10% et+e
Figura 1 — Tabela de Mésons. [Fonte: http://wiki.stoa.usp.br/]
particula | anti- |&-se carga | spin | Estranh| energia | meia vida | produtos tipicos
particula (part.) | (h/2m) de (s) de
(e) repouso decaimento
(MeV)
p p préton +1 1/2 0 938 o0
n fi néutron 0 1/2 0 940 889 pte-+ Ve
A° AP [ lambda 0 172 |1 1116 [ 2,610 [p+1
3t yram | sigma+ +1 1/2 -1 1189 | 0,8x10 |[p+m?
i yoam sigma0 0 1/2 -1 1192 5,8x10%2 |[A+y
¥ y W@ | gigma- -1 12 -1 1197 | 1,5%10% |n+m
=0 =0, Xsi0 0 1/2 -2 1315 2,9x10%% | A%+ 1f
= = | wsi -1 12 |-2 1321 [ 1,610 |AM T
A* A+ bam delta +2,+1,0,-3/2 0 1232 6x10% p+T
I* zxbam | sigma +1,0,-1| 3/2 -1 1385 | 2x102% A+
=* xbama | xsi -1,0 32 | -2 1530 | 6x10% =+m
o Q"™ | dmega -1 3/2 -3 1672 | 8,2x10" | A%K

Figura 2 — Tabela de Bérions. [Fonte: http://wiki.stoa.usp.br/]
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Consideracoes Finais e Perspectivas

Neste trabalho, obtivemos a equacao de Fierz-Pauli-Gupta (FPG) no espago de
fase generalizado, a partir da formulacdo de Bohm e Hiley para uma teoria quantica
no espaco de fase, ou seja, encontramos a equacao de Liouville-von Neumann associada
ao campo de FPG, obtendo o operador Liouvilliano no espaco de fase relativistico e
ampliado (ha matrizes ndo-hermitianas). Rediscutimos também as equagoes de Dirac e de
Duffin-Kemmer-Petiau, respectivamente estudadas por: (1) D. Bohm, B. J. Hiley e P. R.
Holland; (2) M. C. B. Fernandes e J. D. M. Vianna.

Para determinar a equagao tipo Liouville foi necessario desenvolver uma nova estru-
tura matematica, considerando os geradores da élgebra de Schénberg. Como consequéncia,
obtivemos o que denominamos de “Algebra de Fierz-Pauli-Gupta”, expandindo a “Algebra
G,.” de Schénberg para o espago complexo. Apesar da algebra spinorial* Gy (descrita no
espago de Minkowski) ser caso particular de G,,, ampliamos as andlises para quaisquer
ordens “p,n”. Nesta algebra estendida, surge o ente “Projetor Estrela”, que possui se-
melhancgas com o operador projecao usual de Schonberg, com propriedades andlogas; no
entanto, o projetor estrela possui caracteristicas distintas pois amplia a projecao do ente

aplicado para o espaco complexo.

Nos casos da algebra de Dirac e de DKP, encontramos novos resultados que as
correlacionam e explicitamos novas regras de comutagao para quaisquer ordem “p,n” dos
geradores de DKP. Como Schonberg indica, é possivel construir a algebra de Dirac a
partir da algebra de DKP, considerando o universo de todos os projetores sobre esta
iltima. Assim, pode-se afirmar que a algebra de Clifford é mais ampla que a de DKP. Por
outro lado, determinamos uma relagdo geral entre as algebras de DKP (Vp) e de Dirac,
onde ¢é necessario a soma de geradores de DKP de ordens p e p — 1 na mesma métrica,
estabelecendo uma regra de anticomutacao entre os geradores de Dirac e o projetor de

Schonberg.

Para obter a algebra de Dirac, a partir da algebra de FPG, existem duas possi-
bilidades: considerar o universo de todos os geradores de FPG, mais um fator complexo
multiplicativo (n; 1) no gerador de Dirac, onde dim(V) = n; ou o método mais facil, que
é utilizar o limite maximo de p = dim(V) e, assim, as dlgebras passam a coincidir. Uma,
outra demonstragao importante é que a relacdo de anticomutacao dos geradores de FPG

mais simples, ou seja p = 0, fornece a relagao de anticomutacao de Dirac complexada.

Este trabalho, em conjunto com seus predecessores, demonstrou a possibilidade

de se utilizar o método de Bohm e Hiley e a algebra de Schonberg, para encontrar uma

4 Denominacio de Schonberg (1957b).
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equagao de Louville-von Neumann associada a uma equacao de campo de spin superior, o
que permite inferir a sua viabilidade para qualquer outra da Teoria Quantica de Campos.
A possibilidade de utilizar ideias fundamentais para determinar estruturas matematicas
inéditas dentro deste formalismo, além das interpretacoes dos fenomenos fisicos que podem

ser realizadas, fomenta grandes motivagoes.

As perspectivas deste trabalho sdo muitas mas citaremos algumas das principais:
(1) Determinar os geradores da algebra de Schonberg para o campo de Rarita-Schwinger
para particulas de spin 3/2, comparando-a com as propostas neste trabalho. Obter, em
seguida, os operadores Liouvillianos generalizados (livre e com interacao eletromagnética) e
comparé-los aqueles aqui encontrados; (2) Desenvolver uma estrutura matemética baseada
na algebra de Schonberg complexada, que tenha aspecto geral na descrigdo de particulas; (3)
Resolver as equagoes de Liouville-von Neumann, impondo sobre as particulas determinados
potenciais. Por exemplo, no caso da equacao de Duffin-Kemmer-Petiau, utilizar o potencial
de Yukawa de particulas de spin 0, que tem caracteristica de potencial do tipo campo
central. Verificar a possibilidade de comparagoes com resultados experimentais e/ou

computacionais.
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APENDICE A - Ideais Bilaterais

Neste apéndice, seguimos em linhas gerais, o livro de Junior e Junior (2012).

Relacoes e Classes de Equivaléncia

Seja um conjunto X contendo os elementos {...,z,v, z,...}. Uma relacao de equi-

13

valéncia R (ou “~”) entre os elementos desse conjunto é tal que possui as seguintes

propriedades:
Ve € X, xRz (Reflexiva) (A.1)
Va,y € X, 2Ry = yRx (Simétrica) (A.2)
Va,y,2 € X, 2Ry NyRz = xRz (Transitiva) (A.3)

Uma classe de equivaléncia [z] é definida como o conjunto de todos os elementos

equivalentes a x em X. Simbolicamente,
(7] = {y € X | yRx}. (A.4)
O conjunto das classes de equivaléncia, que sao disjuntas entre si, é escrito como:
X=X/R=X/~={[z] |z € X} (A.5)
Ideais
Seja dada uma algebra A. Entao, sao véalidas as classificagoes:

(i) Ideal & esquerda: um conjunto Z;, C A é ideal a esquerda de A quando,

Vo € ANV €T, = ax €1, (A.6)

(i) Ideal a direita: um conjunto Zp C A é ideal a direita de A quando,

Ya e ANVYx € Ip = xa € Iy (A?)

(iii) Ideal bilateral (ou apenas Ideal): um conjunto Z C A ¢é ideal de A quando,

Va,be ANVx €L = axbel (A.8)
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Algebra Quociente

Seja dada uma algebra A = B + C, onde B e C nao se supde, a priori, que sejam
subalgebras ou que os espagos vetoriais relacionados sejam uma soma direta. Seja entao a

defini¢ao da relacao de equivaléncia sobre a algebra A,

a~b <<= a=b+z, xz€C (A.9)

Pela definicao de espago vetorial associado as algebras, o conjunto das classes de
equivaléncia A/ ~, possui uma estrutura matemética onde é possivel escrever: uma soma

de vetores, tal que:

(a) Soma vetorial,
[a + b] = [a] + [D] (A.10)

(b) Multiplicagdo por um escalar 6 € K,

0a] = [fal (A.11)

Com as operacoes de soma e multiplicacdo por um escalar, se for definivel um
produto das classes de equivaléncia, entao o conjunto A/ ~ destas classes serd uma algebra.

Dessa forma, se [a], [b] € A, é natural definir:
[a][b] = [ab] (A.12)
o que, a partir de (A.9) e da propriedade reflexiva das relagoes de equivaléncia,
[al| =[a+z] , [b] =[b+ ] Ve, yeC (A.13)
onde, substituindo em (),
[a][b] = [a+ z][b+ y] = [(a + x)(b+ y)] = [ab+ ay + xb + xy]
lab] = [ab + ay + xb + 2y (A.14)
Fica evidente que o resultado (A.14) demonstra que,
Va,be C, Ve,y e C=ay+ab+zyeC (A.15)

ou seja, é necessario e suficiente que C seja um ideal (bilateral) para que se tenha uma
algebra do conjunto das classes de equivaléncia A/ ~. Assim, tem-se uma Algebra Quociente

de A pelo ideal C, simbolicamente expressa como 4/C.
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APENDICE B - Algebra Exterior como quoci-

ente da Algebra Tensorial

Neste apéndice, seguimos em linhas gerais, o livro de Junior e Junior (2012).

Seja T'(V) a dlgebra dos tensores contravariantes e seu ideal Zg, gerado pelos
elementos na forma v ® v, v € V. Ou seja, esse ideal é construido a partir de todas as

somas,
ZAi®Vi®Vi®Bi (Bl)
sendo v; € Ve A;, B; € T(V). E mais ainda, que o ideal é gerado por elementos na

forma v@u+u®v, comv®u e V. Eimportante destacar que, para o operador linear

denominado alternador (IT), tem-se que:

vut+u®veker(ll) =IMIvout+uxv)=0 (B.2)

H&4 uma relacao de isomorfismo entre a algebra exterior e a algebra quociente
T(V)/Zg. Para realizar essa demonstragao, sera estabelecida uma relacao de equivaléncia

entre as mesmas. Utilizando a discussao do apéndice A, onde C = 7, segue que:

A~B=A=B+c¢, c€lp, (B.3)

A classe de equivaléncia de A é [A], e o produto das classes é dado por:

[A]A[B] = [A® B]. (B.4)

Naturalmente que [v|] = v e [u] = u; logo, o produto tensorial entre os mesmos

pode Ser exXpresso comao:

1 1
vEu=o(vEu-u®v)fo(veutusy) (B.5)

onde o ultimo termo do lado direito pertence ao ideal Zr. Como pode ser verificado,
(veu+uv)=(v+u)®(v+u) —vev-—uru) (B.6)

Portanto, a partir da relagdo de equivaléncia é possivel dizer que

1
V®urv§(v®u—u®v)7

vRu~vAu, (B.7)
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e mais ainda, que [v ® u] = [v Au] e [v Au] = [v] A [u]. Generalizando o resultado,

V1®...®VPNH(V1®-“®VP>:Vl/\"‘/\Vp (B8)

Logo, fica demonstrado que existe um isomorfismo tal que a algebra exterior é

quociente da algebra tensorial, ou seja,

AV) = T(V)/Zp. (B.9)
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APENDICE C - Algebra de Clifford como
Quociente da Algebra Tenso-

rial

Neste apéndice, seguimos em linhas gerais, o livro de Junior e Junior (2012).

Sejam um espago quadratico (V, g) e uma algebra tensorial contravariante T (V).
Um ideal Z¢ de T'(V) tem geradores B(Z¢) = {v® v —Q(v)1r}, de sorte que os elementos

pertencentes a esse ideal tem forma

para os elementos ve Ve v® v, A;, B;,C € T(V) e a forma quadrédtica Q(v) = g(v,v)

sendo que, para o operador linear alternador (II), tem-se que:

(vev—Q(V)lr € ker(ll) = II(vev—Q(v)ly) = 0.

De forma similar, é possivel construir um gerador para o ideal Z de T'(V), a partir

da definicao acima, tal que:
(veu—g(v,u)ly)+(u®@v—guv)ly) =veu+u®dv—2g(v,u)lr, (C.2)
que também ¢é um kernel do alternador II, como demonstrado a seguir,

Iveut+u®v—29(v,u)ly) =(veou)+Huwv) —(2¢(v,u)lr)
=vVAut+uAv
= 0.

Uma algebra quociente T'(V)/Z. pode ser determinada através da relagao de equi-

valéncia,
A~B= A=DB+¢, c€lg, (C.3)
onde o produto das respectivas classes de equivaléncia ¢ é dado por:

[A]® [B] = [A® B]. (C4)

Para analisar a relagao de equivaléncia e este produto, o procedimento adotado

serda analogo a determinacao da algebra exterior como quociente da &algebra tensorial
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AV) = T(V)/Zg, demonstrado no apéndice B. Estendendo o gerador v ® u utilizado
no caso da algebra exterior, considerando agora a forma bilinear, é possivel realizar uma

transformacao,
vou—vu-—g(v,u)lp, (C.5)
e, desta forma obtém-se, a menos da forma bilinear em (B.5), a equagao:
1
V®u—g(v,u) = §(V®u—g(v,u) —u®v—|—g(u,v))—|—
1
+§(V®u—g(v, u) +u®v-—gu,v)), (C.6)
ou seja,
1 1
vRu= §(V®U—H®V) + g(v,u) —|—§(V®u—{—u®v—29(v,u)), (C.7)

sendo que o segundo termo a direita é o gerador do ideal Z¢, definido na expressao (C.2).

A partir da relagao de equivaléncia é possivel concluir que:

1
V®u~§(v®u—u®v)+g(v,u),

vu~vAu+g(v,u), (C.8)
definindo um produto na dlgebra quociente T'(V)/Zs e dessa forma,

vou=vAu+g(v,u). (C.9)
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APENDICE D — Principais Demonstracées

Relacao entre as algebras D, , e de DKP

Demonstragao de (37)*

Utilizando as proposic¢oes 34 e 35, tem-se que:

pPEE = {( p) (L) + g0 (1 )(Hp)] [(H )(L) +g,,9(19)(1'1p)}

= (IL,) (L) (IL,) (L) + g,o(XL,) (L) (1*)(TL,) + g, (1°)(TL, ) (T1,)(L,)

+ gusgve(17) (TL,) (1) (I1,,)

= g0 (L) (T
)

= gl/@( m

1) (IL,) (IT,) + g0 (1) (IL, ) (IT,, ) (L, )
I°)(T1,) + gpup (1) (T,) (TT41) (D.1)

Multiplicando (D.1) por um tensor conveniente,

g"BPBY = g 9,0(L,) 1) (IL,) + ¢" g0 (I) (L) (TL11)
= 07 (L) (") (IL,) + &5 (I°)(L, ) (TL,p4.)
= (I )( )( p) +( )(I )(Hp+1> (convencgao de Finstein)
—Z )(I*)(I1 p+ZI“ (TTp1)
- Z{l B IM p + Z IM u)(Hp+1>

= (N)(Hp) + (N)(Hp+1) (ver (2.157))
= (IL,)(N) + (IL,41)(N) (D.2)

onde é direta a demonstragio que [(N), (I1,)]_ = [(N), (IT,,,)]_ = 0. Como,
(N) + (N) = 1g, (D.3)
o resultado (D.2) é reescrito preliminarmente como:
9B BY = (IL,) {1a, — (N)} + (TL,41)(N) (D.4)
que, sobre um ente ¢ € G,,(P), fornece
9" BPBY (1) = (IL,) {1, — (N)} () + (T (N) () (D.5)

1 Esta demonstragio estd parcialmente presente na dissertacio de Fernandes (1991). Foram complemen-
tados a esta, os resultados (D.8) e (D.9)




144 APENDICE D. Principais Demonstragoes

E conveniente, neste momento, demonstrar algumas propriedades.
3
Propl: 3 p(Iy) = (IL) + (ILy) + (I1y) + (II3) + (IT5) + (IL3)
p=0

= (Ug) + (] + (5] + () + (W) + (I3) + (II3) — (ILo)

= (I1,) — (IIy) + (I1,) + 2(I1;)

_ gm) (0= )(TT) + (1~ ){IT,) + (2 — 1(IL,) + (3 — 1)(T1,)
- pﬁ%(np) + g)(p ~ 1)
- go(p ~ 1))

;pm + pX;a —p,) = g, ()

que, extendendo para o caso geral, seria:

Xp:p(ﬂp) + ;(1 —p)(II,) = 1g,. (D.7)
Utilizando a expressao (D.3) convenientemente, é possivel afirmar que:
(N) = Xp:p(ﬂp) , (N)= %:(1 —p)(IL,). (D.8)
Prop.2: Um outro resultado importante é calcular o projetor e (D.8) aplicado em (1),
(ILp)(N)(v) = (11p) Zq: q(ILy) () (ver (D.8))
= Xq: q(ITy) (IL, ) () (ver proposigio 34)
= Xq: q6q,p(ILy) (v) = p(I1,)(¥)
(IL,) (N) (¢) = p(IT,) (%)) (D.9)

Com isso é possivel determinar, a partir de (D.5)

g B BY (@) = (1= p)(IL,)(¥) + (p + 1) (1) (N) () (D.10)

demonstrando que os coeficientes na expressao (D.10), precisam ser diferentes para que os

elementos (II,) e (IL ;) sejam da algebra DKP, o que é evidente em

l-p#p+1 (D.11)
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introduzindo a constante n (onde n=1 é caso particular) em (D.7),
ZP(H;D) + Z(” - D) (Hp) =nlg, (D.12)
) )
encontra-se a rela¢ao (3.42) escrita por Schonberg (1957h),

g BPBY = (n —p)(Iy) + (p + 1)(Tps1)

o que nao muda as propriedades da algebra (G,, e conduz a analises mais gerais,

1

n—p#p+1:>p#—2 (D.13)

demonstrando que os projetores (I1,) e (I1,;;) pertencem a algebra DKP. Falta determinar
os geradores de D,,, = DKP que, a partir de (3.39),

Bi(;p) (Hp> = (Hp)(Iu)(Hp> + guu(Iy)(prHp) = 9w(1”)(ﬂp) (D.14)
(Hp)ﬁ;gp) = (Hp)(np>(1u> + gH”(“p)(IV)(HP) = (prIu) (D-15>

o que completa a demonstracao.

Analisando a defini¢ao 37 verifica-se o caso particular

n—1
2

onde os valores de n devem ser impares pois p é inteiro. Isso fornece apenas o elemento

(D.16)

p:

unidade “(IL,) + (IL,4,)” da élgebra D,,, tornando impossivel recuperar a algebra DKP.

Demonstracao de 38 (i)
Lembrando que para dim(V) = n, tem-se Vk, j, =0,1,2,...,n. Assim,

o (P (P)(L,,,) - (TY)
1) (Iy7l+l>(P]71 ?D(—l)"(ljnﬂ)

(P = (
(-
<If"+1><Pﬂ L) =0
-

J1--Jn+41

J1--In
n+1)
Relacoes Notaveis para a equacao de Fierz-Pauli-Gupta

Demonstracao de (5.102)

_>

5%, = 5 2080 - 1) = 25880 - 5 = 280805 — 5 = 7,5"
Demonstragao de (5.103)
_’“ﬁ (P) (P) ?;7)*“ ?;7) ~
v 7{2(8P) -1} = 5 = =287 6" =+

—

=wwﬁﬁ”f’ wﬁﬁw—u*—nn
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Demonstracao de (D.17)
Uma questao implicita na discussao da equagao de FPG, é determinar como os entes

<— — [
?&isw e 7575 se relacionam com B ¢ 5 . Considerando as regras (5.100)-(5.103), tem-se

pvabol i)
Y87 =0 (D.17)
entao, segue que:
4030201 S 4 3¢21 VRO
%@>z$$$$ﬁ = (-1)'B8Piy Y =8Py
5 5 152 53 44 15253 54 L5
PP =P - A T
—5¢-5 —>5<—5

5B =785 = g

Demonstracao de (5.104)

—5<5 —5¢5— «— —1 2525354 43215 «

TYW=Y NNy =Y Y 7Y 7T Y Nss
— — =123 34 443421 —5¢5
=NsNsty Y Y Yy 7 YT =Wy Y

Demonstragao de (5.105)

5¢5 —b5¢b  —p —b5<5 —>5<—5—>H —545
v ¥ wa® =75 wy" 4+ “/wﬂ YA N w—iy Y fPw
55 5¢5 355
PP = T 019

Transformadas de Wigner-Moyal

Nos procedimentos algébricos para determinar as equagoes de campo no espago de
fase generalizado, surgem algumas integrais importantes, cujas solugoes sao apresentadas

a seguir.

Para uma integral dada como

U [ W0A g o 1 OA, -
— [ i 4 [ g et D.1
kol 1= Spaxa ) TOC 1 (B-19)

¢ possivel resolvé-la considerando que:

a . —q a a —q —q a
o (0 )= [ |G g

. a¢ —iPan® s a —iPgn® 4
- / Kap ) e e &

_ / i e~ P iy (D.20)
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onde, para ¢ = ¢(x™ zt) = ¢(X*,n") = Op,¢» = 0. Como P, e n* sdo variaveis indepen-

dentes, entao,

. a _Z'Pana 4 . a —iPana 4 o a;
zapa/(be dn—/n(ﬁe dn-zaPa. (D.21)
Assim, substituindo em (D.22) no segundo membro, tem-se:
.1 04, 0 3A oF
N —iPan® 74 —iPan® j4
zn/ 1 aXa¢e =i X on, / oA =R, (D-22)

Logo, a partir dos resultados (5.31), (5.32), (D.21) e (D.22), ficam estabelecidas as

seguintes transformadas de Wigner-Moyal,

¢ ——— F

¢ OF

oxXn oXn

¢ .

o » ibuF (D.23)
. OF

U op

» (0A, OF
" aXa Y9Xe P,




